LOS NUMEROS REALES

Los numero 1,2,3... se denominan nimeros naturales. El conjunto de los numeros naturales se
representan con la letra N, asi

N={1,2,3...}

Si se suman dos numeros naturales el resultado es otro natural, pero si se resta el resultado no
necesariamente es un numero natural. Los niimero enteros representados por Z y dados por

7={..,-3-2-10123..}
son cerrados bajo las operaciones de suma, resta y multiplicacion, esto quiere decir que si
multiplicamos dos ntimero enteros el resultado es entero. Sin embargo los niimeros enteros no son
cerrados bajo la division, es decir que si dividimos dos nimeros enteros el resultado no necesariamente
€s un numero entero.

4 . n 4
Los ntimeros racionales, Q, expresados de la forma —, donde n, m son nimeros enteros con
m

m distinto de cero, es cerrado bajo las cuatro operaciones. Sin embargo no contempla todos los
nimeros que podemos conseguir. Por ejemplo 27 que es el perimetro de una circunferencia de radio

1, no es un niimero racional. Tampoco~/2 ~1.41... es un numero racional, este nimero representa la

[ s 2 , ’ r .
solucion de la ecuacion A~ =2 y es un niimero que esta en la naturaleza pues él es la longitud de la
hipotenusa de un triangulo rectangulo con los dos catetos iguales a 1. Estos nimeros que no son

racionales, pues no pueden ser expresados de la forma — se llaman numeros irracionales. Una
m
diferencia entre los niumeros racionales y los irracionales estd dada en su representacion decimal. Los

, . , . . 1
numeros racionales pueden ser representados por numeros decimales que terminan (Z =0.25) o por

1

1
numeros decimales que se repiten indefinidamente (g =0.16666..., — =0.09090... ). En cambio

los niimeros irracionales son representados por niimeros decimales que no terminan y que no tienen
ninguna periodicidad es decir que no tienen ninguna secuencia que se repita.

Los ntmeros reales son la unién de los niimeros racionales e irracionales. /2 es un niimero
irracional y por tanto real.

Ejemplo 1.- Diga cuales de los siguientes nimeros son naturales, enteros, irracionales, racionales y
reales: a) -3; b) _ﬂ; ¢) 0.2; d) 7+1; e) 101.
3

Solucion:

, . . . -3
a) -3 es un numero entero, también es racional pues puede ser escrito como —~ y es real.
1
4 , . . —4 .,
b) - esun nimero racional pues puede ser escrito como — . También es real
3

, . . 2 y
¢) 0.2 esun numero racional pues puede ser escrito como = . También es real.
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d) 7+1 es irracional. Observe que como 77 es irracional su expansion decimal es infinita no
periodica al sumarles 1 da como resultado un nimero cuya expansion también es infinita no
periddica. Es un nimero real

e) 101 es natural, entero, racional y es real.

Ejercicio de desarrollo.- Diga cuales de los siguientes nimeros son naturales, enteros,
irracionales, racionales y reales:

a) 37
b) V2 +2

¢)-3.1

Los numeros reales pueden ser representados en la recta real. Para ello se traza una linea recta
y se escoge arbitrariamente un punto en ella, éI cual representara el niimero 0. Se escoge una unidad de
medida y a partir del 0 se hacen mediciones de una unidad tanto a la izquierda como a la derecha, los
puntos medidos representan los nimeros enteros en el orden dado en la figura. Los puntos a la derecha
del 0 representaran los nimeros positivos y a la izquierda estan representados los nimeros negativos.

Para representar geométricamente a los niameros racionales podemos valernos de su forma mixta: a%

b ) 13 . 3
con b<c, este numero representa a @ +—, por ejemplo el nﬁmero? puede ser escrito como 2—.
c

13 3
Ahora es claro que el numero ? = 2§ esta a 3/5 unidades de distancia a la derecha del 2. La

1

representacion del nimero —— es simétrica con respecto al origen del nimero — =3—. Hay

métodos precisos para representar los numeros irracionales a través de construcciones geométricas, sin
embargo en este texto se hardn representaciones no muy exactas de estos numeros a través de los
primeros digitos de su representacion decimal.

.

.

.
w

Ejercicio de desarrollo: Represente aproximadamente los siguientes niimeros en la recta real.
a) 37: b) V2 +2; ¢)-3.1; d) _°
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ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

A continuacion enunciamos las propiedades mas importantes de los numeros reales. Asuma en
lo que queda de seccion que a,b,c y d son niumeros reales, tenemos entonces:

1.- Propiedad conmutativa de la suma | Propiedad conmutativa de la multiplicacion
a+b=b+a a-b=b-a
Ejemplo | 3+4=4+3 2:6=6-2
2.- Propiedad asociativa de la suma | Propiedad asociativa de la multiplicacién
(a+b)+c=a+(b+c) a-(b-c)y=(a-b)-c
Ejemplo 2+13)+7=2+(13+7) 13-(2-5)=(13-2)-5
Comentarios | En ambos casos da 22 En ambos casos da 130, pero es mas
rapido el célculo de la primera

El elemento neutro es aquél que con la operacion que consideremos deja inalterable el nimero.
Estoesa* =a

3.- | Elemento neutro de la suma: (0 | Elemento neutro de la multiplicacion: el 1
a+0=a a-l=a

El inverso de un numero es aquél que con la operacion que consideremos nos produce el
elemento neutro de la operacion: a*  =elemento neutro.

4.- | Propiedad del inverso de la suma: —a . |
Inverso de la multiplicacion: —
a

a+(—a)=0

a~l:1
a

1
. T .y . -1 -1
El inverso de la multiplicacion es denotado en ocasiones por a . Estoes a = —.
a
El niimero 0 no tiene inverso para la multiplicacion ya que no existe ningin nimero que
multiplicado por 0 de 1.

5.- Propiedad transitiva: Si a=b y b=c entonces a=c
Ejemplo: Si sabemos que x=) y y =4 entonces x =4

6.- Propiedad distributiva | Propiedad distributiva

a-(b+cy=a-b+a-b | (b+c)-a=b-a+c-a
Ejemplo 3-2+5)=3-2+3-5 | (2+5):3=2-3+5-3
Comentarios | En todos los casos da 21

La resta se define como una suma:
a—-b=a+(-b)

Recuerde que (—b) es el inverso u opuesto de b .



Muchas veces usamos la definicion al escribir una resta como una suma: 4 -9 =4 +(-9)

Para definir el producto a -b - ¢ usamos la propiedad asociativa

a-b-c=a-(b-c)

A continuacion listamos una serie de propiedades de los numeros negativos de mucha utilidad:

Propiedades Ejemplos Comentarios

—a=(-Da -4 =(-14 Reescritura

(~a)b=—(a-b)=a(-b) | (-2)3=—(2-3) =2(-3)

(-a)(=b)=a-b

—(a+b)=-a-b —(4+7)=-4-17 El signo menos se distribuye

a(b—c)=ab-ac 2(4-5)=2-4-2-5 La distributiva se cumple con la diferencia
también

Ejemplo 1.- Demostrar que V3-4=-4+3
Solucion: Tenemos que J3-4=43+ (—4). Ahora por la propiedad conmutativa
V34 (-4 =(-4)+ V3. Por la propiedad transitiva de la suma resulta que J3-4= (-4)+ V3 ,

quitando los paréntesis en el lado derecho tenemos la igualdad deseada.

En general tenemos que:

X—y=—y+x

Ejercicios de desarrollo: Demostrar
a) (y—x)=—(x-y)

b) (x++/3)—4=(x—-4)+4/3
Propiedades del cero
1-a-0=0

2.-Si a-b=0 entonces a=006 b=0.

La division, a + b es definida a través de la multiplicacion:
Si b#0,entonces a+b=a-b"'

Donde b~ es el inverso de la multiplicacion

. . ey .y T a
Para la division también se emplea la notacion Z =a=+b

o1 L . : - :
Recordando que b™' = E , la division también puede ser definida con la siguiente notacion




Con esta notacion podemos interpretar por ejemplo que — es cinco veces —

a 1
; = a(g)

1

La propiedad 1 del cero permite justificar porque la division entre 0, a +0, no esta definida.
-Sia+0=cy a+0 entonces a =c-0=0, pero a no es cero.

-0+0 tampoco esta definida. Si 0+0 =c entonces 0 =c-0 es decir que 0 entre 0 pudiese dar
cualquier valor lo cual no tiene sentido.

Para fracciones presentamos el siguiente recuadro de propiedades:
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Ejemplo 2.- Realice y simplifique las siguientes

X 1 - X 3 1
a)3(=+D); b)—(-2)-3); o|=-3|4; d)—+(4); e ———+3;
)(3))()())(2J )_2())55

Solucioén:
a) Se usa primero la propiedad distributiva

3
3(% +1)=3 -§+ 3-1= 1 g + 3 Se realiza la multiplicacion de fracciones

3
= Tx +3  Se simplifica usando la ley de cancelacion.

=x+3
Observe: en este tipo de situacion se distribuye y luego se simplifica

b) Se usa primero la propiedad asociativa
~(-2)(3) = (-1 (-2(-3) = (-D((-2)(-3))
= (1)(6) = -

¢) Podemos distribuir primero

(% - 3) 4 = % 4-3-4. Se realiza la multiplicacion de fracciones
1 4 4
=——=-34=—-12=2-12=-10
21 2
d) Para la division reescribimos la expresion como fraccion el nimero entero -4
x(=1)
+(-4) = 2( 1) . Se usa la ley de cancelacion
X
2 >l _x_ x
-4 2.(-4 -8 8
1
e) Usamos primero la propiedad asociativa de la suma
% - % +3= (E - lj +3 Las fracciones tienen igual denominador
E+§_ 2:1+5-3  2+15 _1_7
51 5-1 5 5

Para expresiones numéricas mas complicadas se debe tomar en cuenta que lo primero que se
resuelve o elimina son los paréntesis mas internos, o bien haciendo la operacion interna o bien
aplicando alguna propiedad de los nimeros reales. Luego se procede a realizar la multiplicaciones o
divisiones planteadas de izquierda a derecha y finalmente las sumas y restas.

4
2-5 12 3
Ejemplo 3.- Realice y simplifique: a) —-1; b) 2+ 5(5 - E) ;¢) -3+ 5(; -2)
Solucién:
4
2=
a) Resolvemos primero la diferencia dada en el numerador de S _ 1
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Aplicamos la doble C para resolver la division planteada, luego procedemos a simplificar para
finalmente realizar la diferencia planteada.

S 2:1-15 3
53 5 5 5

Posteriormente en este texto se realizaran las sumas de fracciones usando la técnica del minimo
comun multiplo de los denominadores.

b) Resolvemos primero el paréntesis 2 + 5(% - 5) =2+ 5(1 3-2 2) 2+ 5(——)

Pasamos a resolver la multiplicacion planteada:

5.1 5
24—(——)=2——
1 6 6
y finalmente resolvemos la diferencia:
5 2:6-5 7
2 —_—= =
6 6 6
¢) En esta parte, preferimos eliminar los paréntesis usando la propiedad distributiva, pues observamos
que al aplicarla en este ejemplo desaparece el denominador

—3+5(%—2):—3+5-§—5-2:—3+3—10:—10

Ejercicio de desarrollo.- Realice y simplifique:
2 1

VI

a ———

1——
2

2.1
b) 3-5(1-2) =
) ( 3)5

EJERCICIOS
1) Diga cuales de los siguientes numeros son naturales, enteros, irracionales, racionales y reales: 1.1)

—12 1.2) 7—4; 1.3)3/5; 1.4) 0 1.5 6.4; 1.6) 31

2) Represente aproximadamente los siguientes nimeros en la recta real.

/a

2.1)-12; 2.2) —2 +2; 2.3) -3 -1; 2.4) é; 25 5

3) Realice y simplifique las siguientes:

3.1)(—3x)%; 3.2) (-5)(—4)(=3); 3.3) (?—3] (—4); 3.4)3+_7x;3.5)3—%—§



3.6) (—3)(—x+l) s 3.7) 0-(12)(-27); 3.8) (-3)(-3)+2; 3.9) i+(l);3.10) 2.0
3 3x 9 5
2 1 4
5 1 3. 4 1 3 4 e 1
311)2-25 3.12) (= —2) +(=——);33.13) —=—F—;3.14) —=;3.15) | - 2(=—1);
)2 )(5 5) (3 2) ) 34 ) K ) (5 )
2 3 3

1 25 2 4 1 3 1 1
316)2-6(——=+>) 3.17) (5-1+-)+2;3.18) (= —2+2)10-3;319 3+2-(=—-3)-—;
)2-60=3+) 317 3 ) 3 5 ) =33

¢-3)
320) 4-3 3y, 301 T3 4 1:3.22) S+ 1:3.23) To 4 1:3.24) 1-33
3 2 4 4 4

Respuestas:1.1) es un numero entero, también es racional y es real. 1.2) es un nimero irracional y es
real; 1.3) es un nimero irracional y es real; 1.4) es un nimero entero, también es racional y es real,
1.5) es un numero entero, también es racional y es real 1.6) es un nlimero natural entero, también es
racional y es real

3)-2 5 32) —60); 33) i; 3.4) —9;3.5) l; 3.6) 3x—1; 3.7)0; 3.8 11; 3.9 E;
3 15 X 6 X

, . 12 5 1 13 1
3.10) 0; 3.11) No esta definido; 3.12) —— ; 3.13) —; 3.14) —; 3.15) —; 3.16)-2; 3-17) —;
25 2 2 5 2
3.18) 12-319)1-320)2-321)1-322)1-323)1-324)5
. 13.19) £33.20) 73321 £3322) 33.23) 33,
EJERCICIOS ADICIONALES

1) Realice y simplifique las siguientes:

15

2...2.3

My 12347 g3 32 5,5 453 L D5 535 L,

3 5 453 4 2 32 2 2.5

2=+

302

—4 1 2 111 1 1 -1 ~36 4
15) —+2-3(—=2); 1.6) (5:0-3-12) s (c——t———+4)=9—+—3 17) —2(2—);
)3 (773 10 )Gty T D )

18)__3(§+i)
45 -3
17 2 17 13 6

1 8 1
Respuestas:1.1) ——;1.2) ——;13) —;14) —;1.5) —;1.6) —;1.7) —;1.8) —
pa ) 7o D T I IS s L = s D S 18 g



