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Resumen

Un operador T' € L(X), X un espacio de Banach, se dice que satisface el Teorema
de Weyl si el complemento del espectro de Weyl en el espectro del operador es el
conjunto de todos los puntos aislados del espectro que son autovalores de multiplicidad
finita. Por otro lado, diremos que K € L(X), es algebraico si existe un polinomio no
constante h tal que h(K) = 0. Curto y Han en un trabajo publicado en el 2004, ver
[10], demostraron que la clase de los operadores algebraicamente paranormales,
sobre espacios de Hilbert, satisfacen el Teorema de Weyl. El objetivo principal de
este trabajo es demostrar que el Teorema de Weyl, para la clase de los operadores
algebraicamente paranormales es estable bajo perturbaciones algebraicas que
conmutan, es decir, si T' € L(X), es algebraicamente paranormales y K € L(X),

es un operador algebraico que conmuta con T" entonces, T'+ K satisface el Teorema
de Weyl.



Introduccion

En 1909, en un trabajo publicado en la revista del Circulo de Matematicas de Paler-
mo, el matematico aleman Hermann Weyl demostré que la clase de los operadores
autoadjuntos satifacen que A € N{o(T'+ K) : K es un operador compacto}, precisa-
mente cuando A no es un punto aislado de multiplicidad finita del espectro o(7T"), ver
[28]. Posteriormente, en 1970 el matemético L.A. Coburn, en un tabajo titulado: El
Teorema de Weyl para Operadores que no son Normales, ver [8] , llamé esta propiedad
el Teorema de Weyl en honor a Hermann Weyl. En este trabajo, Coburn extiende el
Teorema de Weyl e introduce una notacién mas sencilla. Més recientemente, muchos
matematicos, entre los que destacan P. Aiena, B.P. Duggal, C. Lin, M. Oudghiri, se
han interesado en el estudio del Teorema de Weyl, dandole un tratamiento sistematico
y obteniendo una gran cantidad de resultado importantes sobre dicha propiedad. Vale
la pena resaltar que los grandes avances obtenidos sobre el Teorema de Weyl se debe
basicamente al desarrollo tedérico de la teoria espectral local, particularmente, con
el estudio de la Propiedad de Extensién Uni-valuada (SVEP). En lo que se refiere
a este trabajo, los resultados importantes de la SVEP seran referidos a [1], texto
en el que se hace un estudio detallado de la misma. A lo largo del desarrollo de
la tesis doctoral trabajaremos con endomorfismos continuos definidos sobre espacios
de Banach y sobre estos, nos hemos propuesto demostrar una amplia cantidad de
resultados acerca del Teorema de Weyl, entre los que destacan caracterizaciones y
teoremas de estabilidad bajo perturbaciones. Por el titulo de la tesis, es claro, que
estamos muy interesado en desarrollar con la mayor presicién posible la teoria de la
estabilidad bajo perturbaciones del Teorema de Weyl. Cabe destacar, que el Teorema
de Weyl, en general, no es estable bajo perturbaciones. Pero, en casos particulares,
puede transmitirse a sus perturbaciones.

En [23], Oberai prueba que el Teorema de Weyl se transmite de un operador 7' € L(X)
a T4+ N cuando N es un operador nilpotente que conmuta con T, y se preguntan
si este resultado sigue siendo cierto cuando perturbamos con operadores de rango-
finito. Luego, en [18], dan respuesta a esta pregunta y establecen que en general no es
cierto, pero demuestran que el resutado es cierto para operadores isoloides. Después,
en [14] sobre espacios de Hilbert(H), se demuestra que el Teorema de Weyl es estable
perturbaciones compactas que conmutan. Ademads, prueban que si 7' € L(H) es un
operador finito-isoloide que satisface el Teorema de Weyl y K € L(H) es un operador



compacto que conmuta con 7" entonces, en Teorema de Weyl es cierto para T+ K.

Maés recientemente, Oudghiri en [25], introduce la clase de los operadores H(p) y
demuestra que si T € H(p) entonces, T satisface el Teorema de Weyl. Ademas,
f(T), f(T*) € H(p) para todo f € H(o(T)). Luego, Oudghiri en [26], generaliza
algunos de los resultados antes mencionados al contexto de los espacios de Banach.
En este articulo, Oudghiri demuestra que si 7" € L(X) es un operador isoloide que
satisface el Teorema de Weyl y K € L(X) un operador que conmuta con 7'y para
el cual existe un n € N tal que K™ es de rango finito entonces, el Teorema de Weyl
es cierto para T + K. Ademas, también establece que si T es finito-isoloide entonces,
el Teorema de Weyl vale para T'+ R, cuando R es cualquier operador de Riesz que
conmuta con 7. En este mismo articulo , Oudghiri demuestra que si T € H(p) y K
es un operador algebraico que conmuta con T' entonces, f(T) + K € H(p) para todo

f e H(a(T)).

En este trabajo presentaremos algunas generalizaciones de los resultados dados en
23], [14],[18] y [10]. Ademéds, daremos una extensién de los resultados dados por
Oudghiri, pero en el contexto de los espacio de Hilbert.

Ahora, daremos un resumen por capitulos del presente trabajo.

En el Capitulo 1, que hemos llamado Preliminares, presentamos los resultados
bésicos necesarios para el buen desarrollo de este trabajo de tesis doctoral. Cabe
destacar que las demostraciones de algunos resultados serdn remitidos a los textos
donde consideramos se presentan de forma mas clara.

En el Capitulo 2, introducimos el Teorema de Weyl, damos algunas caracteriza-
ciones del mismo y ademéas demostramos que existe una gran cantidad de operadores
que lo satisfacen. Los principales objetivos de este capitulo es demostrar que la clase
de los operadores Polaroides que tienen la SVEP satisfacen el Teorema de Weyl y
que la clase de los operadores Algebraicamente Paranormales tienen la SVEP y son
Polaroides.

Luego, el Capitulo 3 lo dedicamos a las perturbaciones del Teorema de Weyl, presen-
tamos con detalle los resultados dados por Oudghiri en [26], y damos una extensién
de éstos en el contexto de los espacios de Hilbert, particularmente demostrando que
la clase de los operadores Algebraicamente Paranormales al ser perturbados por ope-
radores Algebraicos que conmutan entonces, la perturbacién es Polaroide y tiene la
SVEP. Por tanto, la perturbacion satisface el Teorema de Weyl.



CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo damos los conceptos y resultados necesarios que nos permitan in-
troducir y desarrollar el trabajo de investigacion que se presentard en los capitulos
siguientes. Cabe destacar, que como en este capitulo no se dan resultados novedosos,
gran parte de las demostraciones estan remitidas a las bibliografias respectivas.

1.1. Ascenso y Descenso de un Operador

Sea X un espacio vectorial y L(X) :={T/ T : X — X es lineal} . SiT € L(X) se

define el ascenso de T como:

([ min{n:kerT" = ker 7"} si {n:ker T" = ker T"+1} £ ()

o0 en otro caso

\

De forma analoga, se define el descenso de T' como
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((min{n:T"(X) =T""(X)} si{n:T"(X)=T""(X)}#0

o0 en otro caso

Por otro lado,
a(T) =dimkerT 'y [B(T)=codimT(X),

denotan la dimension del nicleo y la codimensiéon del rango de T respectivamente.

Ademas, «(T) y B(T) representan las deficiencias (o defectos) de T'. Denotemos por
A(X) el conjunto de todos los operadores lineales que tiene algiin defecto finito.
Luego, si T € A(X) entonces, podemos definir el indice de T como:

([ a(T) - B(T) si aT),B(T) < oo

ind(T) = +00 si a(T) =400

\

Teorema 1.1.1. Sea X un espacio vectorial. SiT, S € A(X) entonces, T.S € A(X).
Mas ain, ind(T'S) = ind(T') + ind(S).

Demostracion:
Ver [16, pag. 108]

Ahora, enunciaremos algunos resultados muy importante sobre el ascenso, el descenso
y los defectos de un operador; para luego dar un teorema que destaca la relacién que
existe entre estas cantidades.

Teorema 1.1.2. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial X. Para un
numero entero no negativo m, las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. p(T) <m < oo siy sdlo si, para cadan € N se tiene que T™(X)Nker T" = {0};

2. q(T) <m < oo siy sélo si, para cada n € N existe un subespacio Y, C ker T™
tal que X =Y, & T"(X).

Demostracion:
Ver [16, Cap. VI] [ |



1.1. ASCENSO Y DESCENSO DE UN OPERADOR 3

Teorema 1.1.3. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial X. Si p(T) y
q(T) son finitos entonces, p(T) = q(T).

Demostracion:
Ver [16, Cap. VI]

Teorema 1.1.4. Si T es un operador lineal sobre un espacio vectorial X entonces,
las siguientes propiedades son ciertas:

1. Sip(T) < oo entonces, a(T) < B(T);
2. Siq(T) < oo entonces, B(T) < a(T);
) =

3. Sip(T) = q(T) < oo entonces, a(T) = 3(T); (posiblemente infinito);
4. St a(T) = B(T) < oo y se cumple que p(T) < oo o q(T) < oo entonces,
p(T) = q(T).
Demostracion:

Ver [16, Cap. VI]

Teorema 1.1.5. Sea T € L(X). Sip=p(T) = q(T) < 0o entonces,
X = TP(X) @ ker(T?).

Reciprocamente, si para algin nimero natural m tenemos que X = T™(X) @ ker(T™)
entonces, p(T) = q(T) < m. En este caso, T|TP(X) es biyectiva.

Demostracion:
Ver [16, Cap. VI]
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1.2. Puntos Aislados del Espectro

En lo que sigue L(X) denotard el dlgebra de Banach de todos los operadores lineales
y acotados sobre un espacio de Banach complejo X de dimension infinita. Iniciamos
esta seccién dando algunos resultados y nociones bésicas sobre el espectro de un
operador.

Definicién 1.2.1. Sea T' € L(X). El espectro de T' se define como

o(T):={\€ C: X —T no es biyectiva}.

Lema 1.2.1. Si T € L(X) es biyectivo entonces, T™' € L(X).

Demostracion:
Ver [16, Pdg. 181]

Lema 1.2.2. Sea T € L(X). Si X1 y Xo son subespacios T —invariantes de X, tal
que X = X1 @& Xy entonces, o(T) = o(T1) U (Ts) donde Ty =T1X, y 1o = T|Xs.

Demostracion:

Si A ¢ o(T), es claro que ker(AM —T') = {0} y T(X) = X. Asi, ker(AM —T)|x, = {0},
para i =1,2. Como X = (A ~T)(X) = (AL =T)(X1®X2) = (A =T)(X1)+ X ~T)(Xa),
X1 y Xy son subespacios T'—invariantes de X y (AI—T)|X;, parai = 1, 2 son iyectivos,
se tiene que (M — T)(X;) = X;, para ¢ = 1,2. Esto implica que A ¢ o(T7) U o(T7).
En consecuencia, o(Ty) Uo(Ty) C o(T).

Por otro lado, si A ¢ o(71) Uo(T}) tenemos que AI — T;, para i = 1,2 son biyectivos.
Por tanto, (Al —T1) & (M —Ty) = A — T es biyectivo, lo cual implica que A ¢ o (7).
En consecuencia, o(T') C o(17) U o(Th).

Definicién 1.2.2. Sea T € L(X). El radio espectral de T se define como
r(T) :=sup{|A| : A € o(T)}.

Teorema 1.2.1. Si T € L(X) tenemos:
1. o(T) # 0.
2. 7(T) = limy oo |||
3. o(T) es un subconjunto compacto de C.

Demostracion:
Ver [16, Cap. 7] |
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Teorema 1.2.2. Sean T,S € L(X). Si ST = TS entonces, r(TS) < r(T)r(S) y
r(T+S) <r(T)+r(S).

Demostracion:
Ver [16, Pdg. 184]

Definicién 1.2.3. Sea T € L(X).

1. Diremos que T es acotado inferiormente si T es inyectivo y existe una constante
K tal que K || X|| < ||Tx|| para todo x € X. Mientras que el espectro aproximado
puntual de T se define como:

0,(T) :={A € C: X —T no es acotada in feriormente}.
2. El espectro sobreyectivo de T se define como:

os(T) :={A € C: A\ — T no es sobreyectivo}.

Teorema 1.2.3. Si T € L(X) entonces,

1. 0,(T) y os(T) son subconjuntos compactos no vacios de C.
2. 00(T) C o,(T)Noy(T).
3. 0,(T) =04(T*) y 0s(T) = 0,(T%).

Demostracion:
ver [1, Teorema 2.42, Pag. 79|

A continuacién introducimos algunas nociones basicas del calculo funcional de Riesz
para operadores acotados sobre espacios de Banach.

Definicién 1.2.4. Sea T € L(X). El conjunto p(T) := C\o(T) se llama el resolvente
de T. Mientras que la funcion resolvente o resolvente de T estd definida por

R(,T): p(T) — L(X)

tal que
RO\T) == (M —T)*
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De acuerdo a la teoria clasica del andlisis complejo, una funcién a valores vectoriales
f A — X, X un espacio de Banach complejo y A un subconjunto abierto no vacio
de C, es llamada localmente analitica si es diferenciable en todo punto de A; es decir,
si Ao € A entonces, existe un f'(A\g) € X tal que

fA) = f(Qo)

| X — o — f'(No)]] = 0 cuando X — .

Si A es conexo y f es localmente analitica entonces, f es analitica. Por [16, Teorema
44.1, Pag. 182], se tiene que si A\, \g € p(T') entonces,

(ROT) = ROWT) _ [ROW T
X — o 1= A= X|[|R(o, )|

asi, la funcién R(A,T') depende continuamente de A, y por tanto la funcién resolvente
es analitica sobre p(7T'). Muchos de los teoremas de la teoria de funciones complejas
pueden ser transferidos, junto con las pruebas en una via puramente formal, a la
teoria de las funciones localmente analiticas a valores vectoriales; Como los Teoremas
de Cauchy y la formula integral, las expansiones de Taylor y Laurent, el Teorema
de Liouville, etc. Ademds, si I' es un camino de integracion; es decir, una curva
rectificable en C, orientada y cerrada podemos definir la integral de las funciones
continuas a valores vectoriales f : I' — X, como en el caso clasico; es decir,

/Ff()\)dA =1m Y (&) (A — M)

El ascenso y descenso de Al — T estan intimamente relacionados a los polos de la
funcién resolvente R(\, T').

Si f:D(Ag,0)\{Ao} — X, X un espacio de Banach, es una funcién analitica definida
en un disco abierto centrado en Ao con valores en X entonces, por la expansion de
Laurent, f puede ser representado en la forma

B 00 - k 00
_kzzoak()\ )\0 +; )\ >\0

con ay, by € X,y A€ D(Ng,d) \ {\o}. Los coeficientes son dados por las féormulas

1 f)

T omi o = M)

1 _
D b= 5 [ T =20

donde I':={A € C: |A— \o| =7,0 <71 < d}, estd orientado positivamente.

Definicién 1.2.5. Diremos que Ay es un polo de orden p de la funcion resolvente si
b, #0 y b, = 0 para todo n > p.
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Si Ag es un punto aislado de o(7T') y consideramos la expansién de Laurent para
el caso particular de la funcién resolvente en una vecindad de \g, de acuerdo a las
consideraciones previas, tenemos:

T):ZQk()\_)\Ok‘I“Z)\ WL coan,PkGL(X),
= k=1

para todo 0 < |A — Ag| < 4, los coeficientes son calculados de acuerdo a las férmulas

1 R(\,T)
— | S d
Q= 27 Jp (A= Xo)F
1
P.=— [ RO\T)(\— X)) ta,
271 r

y I' es un circulo, suficientemente pequeno, orientado positivamente alrededor de Aq .
Sea H(o(T)) el conjunto de todas las funciones a valores complejos que son localmente
analiticas sobre un conjunto abierto que contiene a o(T). Si f € H(o(T)), A(f)
denota el dominio de f , I un contorno en A(f) que rodea a o(T") que esta formado
por un sistema finito de curvas rectificable cerradas, orientadas positivamente tal que
I' = {7, ...y}, o(T) estd contenido en el lado interior de I' y C \ o(T") estd en el
lado externo de I'.

Por lo antes expuesto, f(T) := 5= [ f(N)R(X, T)dA,

esta bien definida y no depende de la elecmon de I', ver [P4g. 200-201]Heuser.

Definicién 1.2.6. Diremos que o C o(T) es un conjunto espectral de T si o y
o(T) \ o son cerrados. Ademds, si o1 y oy son conjuntos espectrales de T tal que
o1 Uaoy = o(T), diremos que son complementarios.

Teorema 1.2.4. Si oy y 0o son conjuntos espectrales complementarios de T y Ay, Ao
son conjuntos abiertos los cuales contiene a o1 y o, respectivamente, y no se inter-
sectan entonces, definiendo sobre A : A1 U Ay las funciones fi, fa por

1, aeA
AV '_{o, AEA,
0, Ael
2(A) '_{ 1, \e Ay,

tenemos que:

1. f1, f2 € H(o(T))

2. 5i P = fi(T) = 55 [, RAT)AN y Py:= fo(T :27rsz2 R\, T)dX\ en-
tonces, Py, Py G L(X)
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3. P2="P, k=12
4. P1P2:0
5. P1+P2:I,

donde el lado interior de I'y y I's no comparten elementos de o(T).

Demostracion:
Ver [16, Proposicién 48.2, Pég. 204]

Definicién 1.2.7. Sea T' € L(X) y o un subcojunto espectral de T. El operador

P.(T) = 1i Jo RO\, T)dX es llamado el proyector espectral de T asociado con o, donde

~ 2mi
I' es una curva que encierra a o y que lo separa de la parte restante del espectro.

1.2.1. La parte casi-nilpotente y el nicleo analitico de un
operador

En esta seccion introducimos dos subespacio muy importante, que juegan un papel
relevante en el desarrollo de los resultados principales de este trabajo.

Definicién 1.2.8. Sea T' € L(X). El conjunto
Ho(T) := {x € X : lim |T"a|* = 0}
se llama la parte casi-nilpotente de T. Ademds, diremos que T € L(X) es casi-
nilpotente si o(T) = {0}.
Lema 1.2.3. Si T € L(X) entonces:

1. T es casi-nilpotente si, y sdlo si, Ho(T) = X.

2. ker(T™) C Ho(T) para todo n € N. Ademds, si ker(T™) = Ho(T) para algin
n € N, se tiene que ker(T*) = Ho(T) para todo k € N, tal que k > n. En
particular, p(T) < k.

Demostracion:
Ver [1, Pag. 43-44]

Lema 1.2.4. Si T € L(X) es casi-nilpotente y M es un subespacio T—invariante de
X entonces:
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1. T\M € L(M) es casi-nilpotente.

2. T|M es nilpotente, si M es de dimension finita.

Demostracion:

1.) Sea x € M. Por Lema 1.2.3, tenemos que Hyo(T) = X. Asi, x € Ho(T|M). En
consecuencia, Hy(T|M) = M, ya que M es T'—invariante.

2.) Como T'|M es casi-nilpotente, por 1., o(T|M) = {0}. Por tanto, 0 es el tnico
autovalor de T'|M. En consecuencia, existe p € IN tal que el polinomio minimal de
T|M, m(\) = NP, ver [9, Teorema 24.10, Pdg. 208]. Por [9, Teorema 23.9, Pag. 197],
M = ker(m(T')) = ker(T?). Esto prueba que TP = 0.

Lema 1.2.5. Sea T € L(X) casi-nilpotente. Si F' € L(X) es un operador de rango
finito que conmuta con T entonces, T|F(X) es nilpotente.

Demostracion:

Como Ty F conmutan F'(X) es T—invariante. Por tanto, por Lema 1.2.4, T'|F(X)
es nilpotente.

Lema 1.2.6. Sea T' € L(X). Si N € L(X) es un operador nilpotente que conmuta
con T entonces, Hy(T + N) = Hy(T).

Demostracion:

Sea x € Ho(T) y v € N tal que N* = 0. Si U := Y 0—} C,,T°"""FN*, tomando
adecuadamente los coeficientes binomiales C, s, entonces,

v—1

v—1 v
TU = T(Z C%kvalkak) _ Z Cv’kvaka _ Z Cv’kvaka _ (T + N)v7
k=0 k=0 k=0

ya que N” = 0. De esto se sigue:

(T + N)™ | = [[(TU)"z|[» = [T"U 2= = |U"T"x],
ya que TN = NT implica que UT = TU. Por tanto, |[U"T"z|[x < |[Tz|||U™||x.
Como x € Hy(T) y lm, oo |[U"[|7 < 0o entonces, limy, .o ||(T + N)"z|[= = 0,
asi x € Ho(T + N). Por tanto, Hy(T) C Ho(T' 4+ N). Por otro lado, —N es nilpotente
y conmuta con T'+ N. Asi, por lo anterior, Hy(T + N) C Ho(T + N — N) = Hy(T).
Esto demuestra que Ho(T + N) = Ho(T).
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Ahora, introducimos y definimos el nticleo analitico de un operador.

Definicién 1.2.9. Sea T € L(X). Diremos que x estd en el nicleo analitico del
operador T, el cual denotaremos por K(T), si existe una constante ¢ > 0 y una
sucesion de elementos x, € X tal que xg = x, Tx,, = xp—1, Y ||zn]] < x| para todo
n € IN.

Lema 1.2.7. Sean T,S € L(X) tal que TS = ST. Entonces Ho(T) y K(T) son
S—invariantes.

Demostracion:

Veamos que Ho(T) es S—invariante. Si # € Ho(T) entonces, lim, .o |[|[T"z|+ = 0.
Como S y T conmutan tenemos que: ||T"Sz|» = || ST x|« < ||S||=||T x|, por
tanto, lim, . |7"Sz|» = 0. Esto prueba que Sz € Ho(T). Asi, S(Hy(T)) C Hy(T).

Ahora mostremos que K(7T') es S—invariante; es decir, si x € K(T') veamos que
Sz € K(T). Note que si = 0, es claro que, Sx € K(T'). Ahora, si Sz # 0 entonces

z # 0y por tanto, 122l > 0. Sea t = min{1 HS‘EH} Como = € K(T), existe 6 > 0y

] ]
una sucesién x, € X tal que zg = x, Tz, = -1, ¥ ||2,]] < 5"||x|| para todo n € IN.
Por el Principio de Arquimedes, existe p > 0 tal que ¢ < pt, asi,

) ) )
- <t<l=(-)"<- para todo n € IN (1.1)
p p p
' 5 S 0 S
- < 5z = (=)" |5z} para todo n € N (1.2)
p |z p ]
entonces, 0"|[z]| < p"[|Sz|. Como, ||Szyl| < ||zl < [IS]llll6™ < [|S][p"™[| S]],
tomando y, = Sz, yo = Sz y * = ||S||p", claramente se tiene que ||y,| < *||yo|

y Ty, = TSz, = STx, = Sxy_1 = yp_1. Asi, Sz = yo € K(T). Esto prueba que
S(K(T)) c K(T).

Teorema 1.2.5. Si o un subconjunto espectral (posiblemente vacio) de T" € L(X)
entonces, la proyeccion P, genera la descomposicion

X = Py(X) @ ker P,.

Los subespacios P,(X) yker P, son invariantes para cualquier f(T') con f € H(o(T)).
Ademds, el espectro de T|P,(X) es o y el espectro de T|ker P, es o(T) \ o.

Demostracion:
Ver [16, Teorema 49.1, Pég. 205] |
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Teorema 1.2.6. Sea T € L(X) y supongamos que Ay es un punto aislado de o(T).
Si Py es la proyeccion espectral asociada con {\o} entonces:

2. kerPo = K(}\()[ — T),
3. X =HoyMl—-T)® KNI —-T).
En particular, si {\o} es un polo del resolvente, o equivalentemente
O0<p:=pAM—=T)=q(\ —T) < o0,

entonces,
P(](X) = H(](/\(]I — T) = ker()\of — T)p,

ker Py = K (Aol — T) = (Aol — T)P(X).

Demostracion:
Ver [1, Teorema 3.74, Pag. 157]

1.3. Operadores de Fredholm

En esta seccién introducimos la clase de los operadores de Fredholm, la cual nos per-
mitira definir la clase de los operadores de Weyl. Ademas, definimos la propiedad de
extension uni-valuada en punto y damos algiinas caracterizaciones de esta propiedad
sobre los operadores semi-Fredholm que la satisfacen.

Definicién 1.3.1. Diremos que T € L(X) es:

1. superiormente semi-Fredholm si
Ted (X)={TeL(X):aT) <0 yT(X) es cerrado}.

El conjunto ®(X) es llamado la clase de los operadores superiormente semi-
Fredholm.

2. inferiormente semi-Fredholm si
Ted (X):={TeLX):B(T) <o}

El conjunto ®_(X) es llamado la clase de los operadores inferiormente semi-
Fredholm.
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3. semi-Fredholm si T € &+ (X) = &,.(X)U P_(X)). El conjunto ®+(X) es
llamado la clase de los operadores semi-Fredholm.

4. Fredholm si T € ®(X) := & (X)NP_(X). El conjunto ®(X) es llamado la
clase de los operadores de Fredholm.

En lo que sigue K(X) denotard el conjunto de los operadores compactos sobre el
espacio de Banach X.

Teorema 1.3.1. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
1. $iT,Se® (X)= ST ed_(X),

SiT,Sed (X)= ST e . (X),

SiT,Sed(X)= ST e d(X),

O (X) + K(X) € @4 (X),

®_(X) +K(X) c@_(X),
SiTed (X)yKeK(X)= indT+ K)=ind(T).

S A o

Demostracion:
Ver [22].

Observe que a partir de las clases de operadores dadas en la Definicién 1.3.1 pode-
mos definir y estudiar otras partes muy importantes del espectro.

Definicién 1.3.2. Sea T' € L(X). El conjunto definido por:

1. 05¢(T) == {X € C: X —T'no es Semi-Fredholm} es llamado el espectro Semi-
Fredholm de T.

2. 0p(T) :=={X € C: A\l —T'no es Fredholm} es llamado el espectro de Fredholm
de T

Teorema 1.3.2. Sea T € L(X). Si A\g € o(T') entonces, \oI — T es un operador
de Fredholm que tiene ascendente y descendente finito, si y solo si, A\g e€s un punto
espectral aislado de T y su correspondiente proyeccion espectral Py es de rango finito.

Demostracion:
Ver [16, Proposicién 50.3, Pdg. 211]
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1.3.1. Operadores de Weyl

En lo que sigue isoA representa el conjunto de los puntos aislados del onjunto A,
mientras que accA representa el conjunto de los puntos de acumulacién del conjunto
A . Estamos interesados en algunas partes distinguidas del espectro, en particular en
el espectro de Weyl. Para esto debemos definir la clase de los operadoresde Weyl.

Definicién 1.3.3. Sea T € L(X).

1. 8iT € W(X) :={T € ®(X) : ind(T) = 0} diremos que T es un operador
de Weyl. El conjunto W(X) es llamado la clase de los operadores de Weyl.
Ademds, el conjunto o,(T) :={N€ C: \[-T ¢ W(X)} es llamado el espectro
de Weyl de T.

2. 81T e B(X):={T € ®X):p(T),q(T) < cx} diremos que T es un operador
de Browder. El conjunto B(X) es llamado la clase de los operadores de Browder.
Ademds, el conjunto op(T) :={A€ C: A\ =T ¢ B(X)} es llamado el espectro
de Browder de T.

Note que si T € B(X) entonces, por el Teorema 1.1.4, ind(T) = 0. Por tanto,
T € W(X). En consecuencia, B(X) C W(X) y 0,(T) C op(T).

Definicién 1.3.4. Diremos que T € L(X) es un operador de Riesz, si \[ =T € ®(X)
para todo \ € C — {0}.

Lema 1.3.1. Sea T € L(X).

1. o(T)=0(T+Q), si Q € L(X) es casi-nilpotente y T'Q) = QT.

2. ind(T) = ind(T + R), si R € L(X) es un operador de Riesz y TR = RT.
3. 0u(T) =0,(T + R), si R € L(X) es un operador de Riesz y TR = RT.
4. op(T) = 0p(T + R), si R € L(X) es un operador de Riesz y TR = RT.

Demostracion:

1.) Observe que para obtener este resultado es suficiente probar que 7" es invertible si,
y solo si, T+Q es invertible. Si T es invertible entonces, T+Q = T(I+T71Q). Luego,
por el Teorema 1.2.2, tenemos que r(T71Q) < r(T1)r(Q) = 0, ya que Q es casi-
nilpotente. Asi, T7'Q es casi-nilpotente, lo cual implica que I +T~'(Q es invertible.
En consecuencia, T' + @) es invertible. Reciprocamente, si 7'+ @) es invertible, por
la implicacion anterior, tenemos que T + ) — @ = T es invertible, ya que —() es
casi-nilpotente y conmuta con T+ Q).

2.) Ver [16, Proposicién 53.2, Pag. 222].

3.) Es consecuencia inmediata de 2
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4.) Note que para probar este resultado es suficiente demostrar que 7' € B(X) si, y
sélosi, T+ R € B(X).SiT € B(X) entonces, T € ®(X) , p(T) = q(T) < 0. Por 2.,
es claro que T+ R € ®(X), mientras que por [2, Teorema 2.80, Pag. 92], se tiene que
p(T+ R) = q(T + R) < oo. Esto prueba T'+ R € B(X). Ahora, mostremos la otra
contencién. Si T+ R € B(X) por la implicacién anterior es claro que T € B(X), ya
que T'= (T + R) — Ry —R es un operador de Riesz que conmuta con 7'+ R.

Teorema 1.3.3. Si T es un operador lineal tal que o(T) < oo entonces, a(T™) < 0o
para todo n € IN.

Demostracion:

Procedamos por induccién. Supongamos que dimker7”™ < oo. Observando que
T(ker T"') C ker T™ entonces, la restriccion Ty := T|ker T : ker 7" — ker T™
satisface que ker Ty = ker T'; en efecto: si x € ker T entonces, 0 = Tox = Tx. Asi,

x € ker T. Ahora, si « € ker T entonces, x € ker T"*!. Por tanto, Thx = Tx = 0. Asf,
x € kerTy. Esto prueba que ker Ty = ker T'. En consecuencia, la aplicacion canoénica

T : ker T /ker T — ker T"

T—Tx
es inyectiva. Por tanto, dim(ker 7" /ker T') < dim ker ™. Dado que dimker T' < oo
entonces, dimker 77! < oo.

Teorema 1.3.4. Si T es un operador lineal y N es un operador nilpotente que con-
muta con T entonces, existe p € N tal que:

1. ker T C ker(T + N)P
2. ker(T'+ N) C ker T

Demostracion:

Como N es nilpotente existe p € IN tal que N? = 0.
1.) Si x € ker T entonces,

p p—1
e M L e e ol ) EA e L
n=0 n=1

Esto prueba la primera inclusion.
2.) Si x € ker(T' + N) entonces, Tx = —Nz; asi, TPz = (—1)? NPz = 0. Esto prueba
la segunda inclusion.
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Para cada T' € L(X), consideremos los siguientes conjuntos:
moo(T) :={\ €isoo(T) : 0 < (A —T) < o0}.
poo(T) :={A€a(T): M —-T € B(X)} =0(T) | oo(T).

Lema 1.3.2. SiT € L(X) entonces:
1. poo(T) = isoo(T) N ps(T).
2. poo(T) C moo(T).
3. poo(T) = poo(T + Q) para todo Q € L(X) casi-nilpotente que conmuta con T

Demostracion:

1.) Si A € pe(T) tenemos que, A € o(T) y M — T € B(X). Por tanto,
pAM —=T)>00qgAN —=T) >0, A\ —T € ®X)yp\N —-T) =qA\ -T) < 0.
Asi, por el Teorema 1.2.6, se tiene que X\ € isoo(T) N ps(T'). Esto prueba que
poo(T) C isoo(T) N ps(T). Reciprocamene, si A € isoo(T) N pg(T), es claro que
M —T € ®(X). Esto implica, por el [Teorema 1.3.6, Pag.16], y el [Teorema
1.3.7, Pag.17], que p(Al —T) = q(A] —T') < co. En consecuencia, A € py(T'). Esto
demuestra que poo(T') = isoo(T) N ps(T).

2.) Es consecuencia de 1.
3.) Es consecuencia del Teorema 1.3.1.

Teorema 1.3.5. Si T € L(X) y N es un operador nilpotente que conmuta con T
entonces, moo(T) = moo(T + N).

Demostracion:

Si A € mpo(T') entonces, A € isoo(T) y 0 < a(A —T) < co. Como o(T) =o(T + N)
entonces, A € isoo(T + N). Ahora, por el Teorema 1.3.3, a(A — TP < o0, ya que,
a(M — T) < co. Luego, por Teorema 1.3.4 , ker((\ —T) — N) C ker((AM —T))?,
en consecuencia,

a(AMl = (T+ N)) <a((M—-T))" < co.

Note que sélo resta demostrar que 0 < a(AI —(T'+ N)). Por (2) del Teorema 1.3.4 ,
tenemos que, ker(A —T') C ker((AM —T) — N)P. Como 0 < a(A] —T') < oo entonces,
0 < a(AM —(T+ N))? < oo, de donde se tiene que 0 < a(A — (T + N)) < co. Esto
prueba que A € moo(T + N). Asi, moo(T) C moo(T + N). Para obtener la inclusién
opuesta, observe que —N es nilpotente y conmuta con T+ N, asi, por la parte anterior

WOQ(T + N) C WOQ(T + N — N) = 7'['00<T).

Esto prueba que
WOQ(T) = 7TO()(T + N)
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1.3.2. La Propiedad de Extension Uni-valuada

Otra propiedad importante en el estudio de la teoria de operadores es la propiedad
de extensién uni-valuada, la cual tiene su origen en la teoria espectral local y aparece
por primera vez en los trabajos publicados por Dunford en los afios 1952 y 1954. En la
actualidad muchos matematicos se han interesado en estudiarla y en dar un tratamien-
to sistematico de la misma. Entre estos matematicos destacan Laursen, Newmman,
Pietro Aiena, etc. Ahora, consideremos una version local de esta propiedad, la cual
fue introducida por Finch en [11].

Definiciéon 1.3.5. Diremos que T € L(X) tiene la propiedad de extension uni-
valuada en Ng € C (esto lo abreviaremos por la SVEP en )\y), si para todo disco
U abierto, A\g € U, la unica funcion analitica f: U — X que satisface

(M —=T)f(A\) =0, para todo N € U

es la funcion f = 0. Un operador T' € L(X) es llamado a tener la SVEP si T tiene
la SVEP en todo A € C.

De esto es claro que si T" € L(X) entonces, T tiene la SVEP en todo A € p(T).
Mas ain, por el Teorema de la Identidad para funciones analiticas se tiene que si

T € L(X) entonces, T tiene la SVEP en todo A € p(T).

Lema 1.3.3. Sea T € L(X). Si Hy(\ — T) es cerrado entonces, T tiene la SVEP
en A.

Demostracion:
Ver [1, Teorema 2.31, Pag. 74]
[ |

Teorema 1.3.6. Si \[—-T € & (X) entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. T tiene la SVEP en X;

2. Ho(M —T) es cerrado;

3. HyM —T)(K(M —T) = {0};

4. HOAM —T)N KA —T) es cerrado;

5. pM = T) < o0

6. N°(M —T)N —T)>(X) = {0} es cerrado;
7. Hy(AM —T) es de dimension finita;
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8. X no es punto de acumulacion de o,(T).

Demostracion:
Ver [1, Cap. 3]

Teorema 1.3.7. Si \[-T € &+ (X) entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. T* tiene la SVEP en X,
2. K(M —T) es de codimension finita;
3. X = HyM —T) + K\ - T);
4. HM —T)+ KM —T) es denso en X;
5. qAM—=T) < o0;
6. X =N =T)+ (M —T)=(X);
7. NN —=T)+ (M —T)®(X) es denso en X;
Demostracion:
Ver [1, Cap. 3]
|

Lema 1.3.4. Sea T € L(X). Si X\g € o(T) y Aol —T € ®.(X) entonces, son
equivalentes:

1. T y T tienen la SVEP en \g

2. Ao es un polo del resolvente de T En particular, cualquiera de estas condiciones
equivalentes implican que:

Ho(MI —T) = ker(NI —T)P
donde p :=p(T) < 00
Demostracion:
Ver [1, Cap. 3]
|

El siguiente resultado establece la estabilidad de la SVEP bajo perturbaciones casi-
nilpotentes.

Teorema 1.3.8. Supongamos que T € L(X) tiene la SVEP. Si Q) € L(X) es casi-
nilpotente y T'Q) = QT entonces, T tiene la SVEP si y solo si T + @ tiene la SVEP.

Demostracion:
Ver [1, Corolario 2.12, Pag. 64]
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1.4. Operadores algebraicamente paranormales

Definicién 1.4.1. Diremos que T € L(X) es

1. paranormal si | Tx||* < ||T?%z||||z| para todo z € X.

2. algebraicamente paranormal si existe un polinomio no constante h tal que h(T)
es paranormal.

Teorema 1.4.1. Si T € L(X) es paranormal entonces, Hy(T) = ker(T).

Demostracion:
Por hiéptesis ||Tx||? < ||T?z]|||z|, para todo x € X. Esto implica, mediante un

proceso mductlvo que ||Tz|> < |7 2|7 ||z =0, para todo n € N. Como
lim, oo iy 2n =3 21n < 00 tenemos que si x € HO(T) entonces,
1

IT)? < lm |72 2] =0 =) = .

Asi, ||Tz|| = 0. En consecuencia, Tz = 0. Esto implica que Hy(T') C ker(T'), de donde
concluimos que Hy(T) = ker(T'), ya que la otra contencién siempre es cierta.

Definicién 1.4.2. Sea T' € L(H). El conjunto W(T) := {< Tz,xz >: ||z|| = 1} es
llamado el Rango numérico de T.

Lema 1.4.1. Si T € L(H) entonces, W(T) es convexo y o(T) C W(T).

~—

Demostracion:
Ver [12, Teorema 21.12,Pdg. 387]

Definicién 1.4.3. Sea H un espacio de Hilbert. T € L(H), es llamado convexoide si
convo(T) = W(T), donde convo(T) es la capsula convexa de o(T).

Definicién 1.4.4. T € L(X) es llamado normaloide si v(T') = ||T||, donde r(T') es
el radio espectral de T.

Lema 1.4.2. SiT € L(X) es paranormal entonces, T' es normaloide.

Demostracion:
Ver [16, Pag. 229,
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[ |
Corolario 1.4.1. Si T € L(X) es paranormal y casi-nilpotente entonces, T = 0.
Demostracion:
Como T es paranormal entonces, r(T) = ||T||. Pero r(T) = 0, por ser T casi-
nilpotente, asi ||T'|| = 0. Esto prueba que T' = 0.

[ |

Lema 1.4.3. Sea T € L(H), H un espacio de Hilbert, paranormal. Si X # 0, u # A,
zeker(ul —T) yy € ker(A —T) entonces ||z +y| > ||yl

Demostracion:
Ver [7, teorema 2.6].

Teorema 1.4.2. Sea H un espacio de Hilbert. Si'T € L(H) es paranormal entonces,
T tiene la SVEP.

Demostracion:

Sea D un disco abierto y f : D — H una funcién analitica tal que 0 = (21 — T) f(z)
para todo z € D; es decir, f(z) € ker(zI — T') para todo z € D. Ahora, mostraremos
que f = 0. Si existe z € D tal que 0 # f(2) € ker(zI — T) tenemos, por el Lema
1.4.3, que [|[f(A)—f(2)|| = || f(2)|l > 0, paratodo A € D tal que A # 0y A # z, ya que
f(A) € ker(A —T). Esto dice que f no es continua en z lo cual es una contradiccién.

Ast, f = 0.
L]

Teorema 1.4.3. Si T € L(X) es algebraicamente paranormal entonces:

1. M =T es algebraicamente paranormal para todo \ € C.

2. T|M es algebraicamente paranormal si M es cerrado y T—invariante.

Demostracion:

Como T es algebraicamente paranormal existe un polinomio h tal que h(T) es para-
normal.

1.) Sea A € C y hy(z) :== h(XA — 2). Claramente h) es un polinomio. Note que
hx(AML —T) =h(AM — (M = T)) = h(T). Asi,

lpA(A = T)z||* = [R(T)||* < |[R(T)Pllll2]l = | [ha(M = T)][||]].
Esto demuestra que h, es paranormal para todo A € C.

2.) Si ||p(T)z|* < ||[M(T))*z||||z|| para todo z € X, en particular, es claro que
|R(T)z||* < ||[P(T)]?z]|||z|| para todo z € M. Asi, T|M es algebraicamente paranor-
mal, ya que h(T)|M = h(T|M). |
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Teorema 1.4.4. Si T € L(H), H un espacio de Hilbert, es paranormal e invertible
entonces, T~1 es paranormal.

Demostracion:
Sea x € X. Tomando y := T 'z y z := Ty, tenemos que

1T 2l® = llyll® = I1T=)* < 7220 = = [(T~)*])

es decir,
17~ ]* < (T[]

Esto demuestra que 7! es paranormal.

Teorema 1.4.5. Si T € L(H), H un espacio de Hilbert, es paranormal y o(T) = {\}
entonces, T = \I.

Demostracion:
Consideremos los siguientes casos:
i.) Si A =0, por Corolario 1.4.1 | es claro el resultado.

ii.) Si A # 0 entonces, T es invertible. Asi, por Teorema 1.4.4 y Lema 1.4.2

respectivamente, 7! es paranormal y por tanto normaloide. Ahora, veamos que
o(T™') = {5} Sea f(z) := 1, claramente [ es analitica en C\ {0} y o(T) C C\ {0},

dado que T es invertible. iuego, por el Teorema de la Aplicaciéon Espectral y el
Célculo Funcional de Riesz , tenemos que f({\}) = f(o(T)) = o(f(T)) = o(T1),
es decir, o(T7') = {5}. En consecuencia, [|T|||T7| = r(T)r(T7') = [A||5] = 1.
Por [21, Lema 3| se tiene que T es convexoide; es decir, convo(T) = W(T'). Como
o(T) = {\}, es claro que convo(T) = {A}. Asi, W(T) = {A}. En consecuencia,
<Trx,x >= X =< Az,x > para todo x € H tal que ||z|| = 1. Asi, < Tx — Az, >=0
para todo x € H tal que ||z]| = 1, o equivalentemente, < T'x — Az, z >= 0 para todo
x € H, de donde se concluye que T'= AI.

Teorema 1.4.6. Si T € L(H) es algebraicamente paranormal y casi-nilpotente en-
tonces, T' es nilpotente.

Demostracion:

Sea h un polinomio no constante tal que h(7') es paranormal. Por el Teorema de
la Aplicacién Espectral tenemos que o(h(T)) = h(c(T)) = h({0}) = {R(0)}. En
consecuencia, por el Teorema 1.4.5 , h(T) = h(0)I. Como h es un polinomio
no constante entonces, existe m € IN tal que h(z) = ap + a1z + ....... + 2™,

Note que h(0) = ag, por tanto, existen n,k € IN, \; # 0, i = 1,k y ¢ # 0 tal
que h(z) —ag = cz"(z — A\)....(z — \g). Luego, por el Célculo Funcional de Riesz,
h(T) — apl = cT™(T — MI)...(T — M\ I), donde los T'— A\, I, i = 1,k son invertibles,
va que \; ¢ o(T) = {0}. Asi, T = 0.



CAPITULO 2

El Teorema de Weyl

Un resultado clasico demostrado por H. Weyl en 1909, ver [28], dice que si T' es un
operador autoadjunto entonces:

A€ m {O’(T + K) : K es un operador compacto},

precisamente cuando A no es un punto aislado de multiplicidad finita del espectro
o(T). Luego, este resultado, fue extendido a otra clase de operadores por Coburn
[8] en 1970 e introduce una notacién més sencilla. En este capitulo, nos interesamos
en dar algunas caracterizaciones del Teorema de Weyl y en establecer que clases de
operadores lo satisfacen.

2.1. Caracterizaciones del Teorema de Weyl

Iniciamos esta seccién estableciendo el Teorema de Weyl, segtin la notacién introduci-
da por Coburn.

Definicién 2.1.1. Diremos que T € L(X) satisface el Teorema de Weyl si

o(T)\ 0u(T) = moo(T).
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De la definicién es claro que un operador 7" € L(X) satisface el Teorema de Weyl si
el complemento del espectro de Weyl en el espectro del operador es el conjunto de
todos los puntos aislados del espectro que son autovalores de multiplicidad finita.

Una forma equivalente de expresar el Teorema de Weyl en término de los conjuntos
anteriores es la siguiente:

Teorema 2.1.1. Sea T € L(X). Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. T satisface el Teorema de Weyl
2. 0,(T)=0o(T) \ moo(T).

Demostracion:

1.) = 2.) Si A ¢ 0,(T), tenemos que A ¢ o(T) 6 A € o(T). Si A ¢ o(T) es claro
que A & o(T)|moo(T). Ahora, si A € o(T'), tenemos que A € o(T') \ 0,(T) = moo(T).
Asi, A ¢ o(T) \ moo(T). Esto implica que o(T") \ moo(7T') C 0, (7). Para verificar
la otra contensién, supongamos que A\ ¢ o(T") \ moo(7"). En este caso, tenemos que
A€ p(T)Umeo(T), ya que moo(T') C o(T). Si A ¢ o(T'), o equivalentemente si A € p(T)
es obvio que A € 0,(T). Ahora, si A € mo(T') = o(T) \ 0w (T), es claro que X\ ¢ o,,(7T).
Esto prueba que 0, (T) C o(T) \ moo(T"). Por tanto, o,,(T) = o(T') \ moo(T).

2.) = 1.) Si A ¢ mo(T), tenemos que X\ ¢ o(T) 6 A € o(T). Si A ¢ o(T) es claro
que A ¢ o(T) \ 0,(T). Ahora, si A € o(T), tenemos que A € o(T') \ moo(T) = 0, (T).
Ast, X ¢ o(T) \ 0,(T). Esto implica que o(T) \ 0,(T) C moo(T). Para verificar
la otra contensién, supongamos que A ¢ o(7T) \ 0,(T). En este caso, tenemos que
A€ p(T)Uow(T), yaque 0,(T) C o(T). Si A ¢ o(T), o equivalentemente si A € p(T)
es obvio que A\ ¢ myo(7"), dado que moo(7") C o(T).

Por otro lado, si A € 0,(T) = o(T) \ moo(T), es claro que A & myo(7T'). Esto prueba
que moo(T") C o(T) \ 0 (T'). Por tanto, moo(T) = o(T') \ 0w (T).

Considerando la siguiente notacién A(T) := o(T) \ 0, (T), tenemos que T' satisface
el Teorema de Weyl si A(T') = moo(T).

Teorema 2.1.2. Sea T € L(X). Si T satisface el Teorema de Weyl entonces,
moo(T") = poo(T).

Demostracion:

Supongamos que T' € L(X) satisface el Teorema de Weyl. Para probar la igualdad
moo(T") = poo(T), es suficiente demostrar la inclusion moo(7") C poo(7T'). Sea A € moo(T).
Como A es un punto aislado en o(T') entonces, T' tiene la SVEP en A y dado que
o(T)\ 0u(T) = moo(T) se tiene que A\l —T € W(X). Por tanto, A\l — T € ®(X). Asi,
por el Teorema 1.2, se tiene que p(Al — T') < oo. Luego, por el Teorema 1.1.4,
se tiene que p(AI=T') ,q(AI—T') < ooy en consecuencia A € poo(T). [ |

La condicién moo(7T) = poo(T'), puede formularse de distintas formas equivalentes,
como se hace ver en el siguiente resultado.
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Teorema 2.1.3. Sea T' € L(X). Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. poo(T) = meo(T).

ow(T) N 7o (T) = 0

osf(T)Nmoo(T) =0

(M —T)(X) es cerrado para todo \ € moo(T).

Ho(AI —T) es finito dimensional para todo X € mo(T).
K(M —T) es finito codimensional para todo \ € moo(T).
(M —T)>°(X) es finito codimensional para todo X € my(T').
BA —T) < oo para todo X € moo(T).

q(AM —T) < 0o para todo \ € moo(T).

© X% NS @A e e

Demostracion:
1.) = 2.) Como poo(T) = o(T) \ op(T) entonces, poo(T) N op(T) = (. Por tanto,
700(T) Now(T) = 0, ya que 0, (T) C op(T).

2.) = 3.) Es obvia, ya que o44(T) C 0,(T).

3.) = 4.) Si A € mpo(T) entonces, A\I — T es semi-Fredholm, por tanto (A — T')(X)
es cerrado.

4.) = 5.) Sea A € my(T'). En consecuencia, a(A—T') < oo. Por Hipétesis (A —T')(X)
es cerrado; por tanto, Al — T € &, (X). Como T tiene la SVEP en cualquier punto
aislado de o(T'), por el Teorema 1.2, Hy(\ — T') es finito dimensional.

5.) = 6.) Sea A € mo(T). Como A € isoo(T) entonces, por el Teorema 1.2.6, se
tiene que X = Ho(AM — T) @ K(A — T'). Luego, por hipétesis, K (A — T') es finito
codimensional.

6.) = 7.) Es inmediata, ya que K(A[ —T) C (A —T)>®(X).

7.) = 8.) Note que (M —T)*(X) C (M — T)(X) para todo A € C. De esto es claro
el resultado.

8.) = 1.) Para cualquier A € mo(T") tenemos que (A — T') < oo. Luego, por
hipétesis, S(AM — T') < oo. Asi, A\l =T € ®(X). Como A € isoo(T) tenemos que
T y T tienen la SVEP en A entonces, por el Teorema 1.3.6 y el Teorema 1.3.7,
p(AM = T)=q(M\ —T) < c0. Asi, mo0(T") C poo(T), y como la otra inclusién siempre
es cierta para cualquier operador se sigue que moo(7T") = poo(T)-

1.) = 9.) Es claro.

9.) = 8.) Si ¢(A\] = T) < o0, por el Teorema 1.1.4, (AN —T) < a(A —T) < 0.

[ |
Denotemos por Agg(T") = moo(T) U A(T).
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Teorema 2.1.4. Sea T € L(X). Entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. El Teorema de Weyl es cierto para T

2. T satisface que 0, (T) = op(T) y poo(T) = mo0(T);

3. Ho(A —T) es finito dimensional para todo X € Ago(T);
4. K(M —=T) es finito codimensional para todo A € Ago(T).

Demostracion:

1.) = 2.) Por el Teorema 2.1.3 , sélo tenemos que probar que o, (7)) = o,(T). Si
A ¢ 0,(T) entonces, A ¢ o(T) o A e o(T).Si\ ¢ a(T), es claro que A ¢ o(T'), ya que
A € p(T). Ahora, si A € o(T), tenemos que A € o(T)\ 0w (T) = poo(T) = ( N\ow(T),
lo cual implica que A ¢ o,(7T"). Por tanto, o,(T") C 0, (7T), en consecuencia se tiene
que o(T) = 0,(T), ya que la otra contensién siempre es cierta.

2.) = 1.) Es claro, ya que mo0(T") = poo(T) = o(T') \ 0p(T) = o(T') \ 0, (7).

1.) = 3.) Si T satisface el Teorema Weyl tenemos que moo(T") = poo(T) = A(T) asi,
Ago(T) = A(T) = meo(T'). Luego, por el Teorema 2.1.3 se tiene que Ho(A — T') es
de dimensién finita para todo A € Ago(T).

3.) = 2.) Como mo(T") C Ago(T), es claro que Hy(A —T') es de dimension finita para
todo A € my(T"). Luego, por el Teorema 2.1.3 , mo0(7") = poo(7T’). Por otro lado, si
A ¢ 0,(T) entonces, A ¢ o(T)o A € o(T). Si A ¢ o(T), es claro que A ¢ o,(T). Ahora,
si A € o(T), tenemos que A € A(T) C Ag(T), por tanto Hy(AI —T') es de dimensién
finita. Como A € A(T) se tiene que X[ —T € ®(X)y0 < a(M—=T) = f(AM[-T) < o0
lo cual implica que T tiene la SVEP en A, por tanto p(AI — T') < oo. Luego, por el
Teorema 1.1.4, g(A] — T) < oo. Asi, A ¢ 0,(T). Por tanto, op,(T) C 0,(T), en
consecuencia se tiene que 0,(T) = 0,(T), ya que la otra contensién siempre es cierta.

3.) = 4.) Sea A € Aw(T). Como Hyo(A — T') es de dimension finita entonces,
Ho(A — T) es cerrado. Por tanto, T tiene la SVEP en A. Dado que A € Ayo(T)
entonces, A\ € m(T) o A € A(T). Si A € mo(T), es claro que \ € isoo(T). Aho-
ra, si A € A(T) tenemos que A\ =T € ®(X)y 0 < aM —T) =8N -T) <
lo cual implica que p(Al — T) < oo. En consecuencia, por el Teorema 1.1.4 |
0<pM—T)=q(A—T) < 00, de donde tenemos que A € isoo(T'). Esto demuestra
que Si A € Ago(T) entonces, A € isoo(T'). Asi, por el Teorema 1.2.6 , es claro que
X = Hy(M—T)® K (M —T). De donde concluimos que K (A —T') es de codimensién
finita para todo A € Ago(T).

4) = 3.) Si A € Ag(T) entonces, A € m(T) o A € A(T). Si A € m(T), es
claro que A € isoo(T). Ahora, si A € A(T), tenemos que A\ — T € d(X) y
0 < aM —T) =N —T) < oco. Como K(Al —T) es de codimensién finita y
M —T € &(X) entonces, por Teorema 1.3.7 , ¢(A] —T') < co. En consecuencia, por
el Teorema 1.1.4,0 < p(A[ —T) = q(A —T) < o0, lo cual implica que A € isoo(T).
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Esto demuestra que si A € Ay (7T") entonces, A € isoo(T). Asi, por el Teorema 1.2.6,
es claro que X = Ho(Al —T) @® K (X —T). De donde concluimos que Hy(A —T') es
de dimensién finita para todo A € Ago(7T').

Teorema 2.1.5. Sea T' € L(X). Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. T satisface el Teorema de Weyl;
2. T tiene la SVEP en todo A ¢ 0.,(T") y poo(T) = moo(T).

Demostracion:

=) Supongamos que o(7T) \ 0,(T) = mo(T). Si A ¢ 0, (T) entonces, A € o(T) o
A€ p(T). Si X\ € p(T) entonces, T tiene la SVEP en A\. Ahora, si A € o(T) entonces,
A€ o(T)\ o,(T) = meo(T) C isoo(T). Asi, T tiene la SVEP en A. Sélo resta ver
que poo(T") = meo(T'). Por Lema 1.3.2 es suficiente probar que poo(T) C mo(T). Sea
A € mo(T) =o(T) \ 0,(T). De esto tenemos que A\ —T € (X)), ind\ —T) =0y
0<aM~—-T)<oo. Asi, 0 <a(A] —=T) =N —T) < oo ya que ind(Al —T) = 0.
Como A\ ¢ 0,(T) entonces, T tiene la SVEP \; por tanto, p(Al — T') < oo, ya que
M —T € ®(X). En consecuencia, p(AI —T) = q(A —T) < oo. Asi, A ¢ o,(T), es
decir, A € o(T) \ oo(T) = poo(T).

<) Veamos que moo(7) = o(T) \ 0,(T). Sea A € o(T) \ 0,(T"). Como A ¢ o,,(T), por
hipétesis, 7" tiene la SVEP en A y AT — T € W(X); esto implica que p(Al —T) < oo
ya que Al —T € ®(X) (y en consecuencia de tipo Kato). Dado que, A\ — T € ®(X)
y ind(A — T) = 0, tenemos que (A —T) = (AN —T) < ooy p(AI =T) < o0, en
consecuencia p(Al —T) = q(AM = T) < oo. Asi, A € o(T) \ 0o(T) = poo(T) C moo(T).
Ahora, si A € mo(T') = poo(T) = o(T) \ 0u(T) entonces, A ¢ o,(T). Esto prueba que
A ¢ 0,(T). En consecuencia, A € o(T) \ 0,(T).

|
Ejemplo 2.1.1. La SVEP no implica el Teorema de Weyl.
Sea Ty definido sobre el espacio de Hilbert I?(H) por Ti(x1,2a,....) = (%, %,....).
Entonces, T} es casi-nilpotente, por tanto tiene la SVEP, y mqo(77) = {0}. En conse-
cuecia, T7 no satisface el Teorema de Weyl, ya que o (T1)\moo(T1) = 0y 0,(T1) = {0}.
|

Ejemplo 2.1.2. El Teorema de Weyl no se transmite a su adjunto.

Sea Tj definido sobre el espacio de Hilbert I?(H) por T(z1, 2, ....) = (0,5, 2, ....),
entonces, T, es el operador adjunto del operador T} considerado en el Ejemplo 2.1.1.
Por tanto, T es casi-nilpotente y en consecuencia tiene la SVEP. Como mo(T3) = ()
se tiene que T; satisface el Teorema de Weyl, mientras que T = T} no satisface el
Teorema de Weyl.
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2.2. Operadores que satisfacen el Teorema de Weyl

Sea X un espacio de Banach. Denotemos por Py(X) el conjunto de los T' € L(X) que
satisfacen que para cada A € my(7') existe p := p(\) € N tal que

Ho(M —T) = ker(AM —T)P.

Teorema 2.2.1. T' € Py(X) si, y solo si, poo(T) = moo(T). En particular, si T tiene
la SVEP entonces, T satisface el Teorema de Weyl si, y solo si, T € Py(T).

Demostracion:

= Sea T € Py(T). Entonces, para cada A € mgo(T) existe p(\) := p tal que
Ho(M —T) = ker(A — T)P. Veamos que moo(T) = poo(T). Si A € WOO(T) entonces,
A €isoc(T)y 0 < a(AMl —T) < co. Como A € isoo(T), por el Teorema 1.2.6 ,
tenemos que X = Hoy(Al —T)® KM —T). Ast, X =ker(AM =T & KA\ —T).
Luego, (M —T)?(X) = K(Al —T). Por tanto, X = ker(Al —T)? & (A — T)P(X).
Esto implica, por Teorema 1.1.5, que 0 < p(Al —T) = g\ —T) < p. Como
a(A —T) < oo, por Teorema 1.1.4, tenemos que (A —T) = S(A —T) < co. En
consecuencia, A\ ¢ o,(7"). Por tanto, A € o(T)|0,(T) = poo(T). Esto demuestra que
moo(1T") C poo(T"). Luego, por el lema 1.3.2, se tiene que 7o (1") = poo(7T).

<= Simeo(T) = poo(T) y A € moo(T') entonces, 0 < p(Al —T') = qg(AI —T') < oo. Luego,
por teorema 1.2.6 , tenemos que Hyo(Al — T') = ker(Al — T)P. Esto demuestra que
Te Po(T)

La ultima parte es clara por el Teorema 2.1.5 . |

Oudghiri en [25] estudié una clase de operadores, denotada por H(p)(X) o simple-
mente H(p) si es claro el espacio donde actiian los operadores, la cual esta formada
por los T' € L(X) que satisfacen que para cada A € C existe p := p(\) € N tal que

Ho(M —T) = ker(M — T)”.

De esto es claro que H(p) C Py(X). Por tanto, del teorema anterior obtenemos el
siguiente resultado dado por Oudghiri en [25].

Corolario 2.2.1. Si T € H(p) entonces, T tiene la SVEP y satisface el Teorema de
Weyl.

Demostracion:

Si T € H(p) entonces, Hy(AI — T) es cerrado para todo A € C. Luego, por el Lema
1.3.3, T tiene la SVEP. Como H(p) C Py(X) se tiene que T satisface el Teorema de
Weyl.
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Definicién 2.2.1. Diremos que T € L(X) es isoloide si todos los puntos aislados de
o(T) son autovalores de T.

Teorema 2.2.2. Sea T € L(X) para el cual existe d € N y una constante ¢ > 0 tal
que

(AL =T) para todo A ¢ o(T). (2.1)

< °
dist(\,o(T))4

Si T o T* tiene la SVEP entonces f(T) satisface el Teorema de Weyl para todo

f e H(o(T)).

Demostracion:

Afirmacion 2.1. Si p € isoo(T) entonces, Hy(ul —T) = ker(ul —T)%.

En efecto, si u € isoo(T), por Teorema 1.2.6 , Hy(ul — T') es cerrado. Sea Tj la

restriccion de T a Hyo(pul — T'). De (2.1), tenemos que

A= p "M = To)7 Y| <, (2.2)

para A en una vecindad suficientemente pequena de p. Consideremos un circulo
suficientemente pequeno C' de radio € y centro en pu. Como ul — Ty es

casi-nilpotente entonces, por el Calculo Funcional de Riesz, tenemos que
(ul — To)* = 5= [o(A — )Y (A — To)~'dX y por (2.2), [[(u] — Tp)?|| < ce, para
todo € > 0 suficientemente pequeno. Esto implica que

Ho(pl —T) = ker(ul — Tp)* C ker(ul — T)* € Ho(pul —T),

ast, Ho(ul — T) = ker(ul — T)? Luego, por Teorema 1.2.6, podemos concluir
que p € isoo(T) es un polo del resolvente de T, y por tanto un autovalor,
es decir, T es isoloide. Por tanto, si A € mo(T) C isoo(T) es claro que
0 <pNM —T) =qM —-T) <ocoy0 < a(Al —T) < oco. Luego, por el Teo-
rema 1.1.4, A\ ¢ o,(T). Esto prueba que A\ € poo(T). Asi, por el Lema 1.3.2,
concluimos que poo(T") = moo(7'). En consecuencia, por el Teorema 2.2.1 | tenemos
que T satisface el Teorema de Weyl. Ahora, por [1, Lema 3.89], tenemos que:

ow(f(T)) = flow(T)) = f(o(T) \ moo(T")) = o(f (1)) \ moo(f(T)),
de donde concluimos, por el Teorema 2.1.1 , que f(7') satisface el Teorema de Weyl
para toda f € H(a(T)).
[ |

Lema 2.2.1. SiT € H(p) yY es un subespacio cerrado T-invariante de X entonces,
Tly € H(p)(¥).

Demostracion:

Sea A € C. Como T € H(p) existe p := p(\) € N tal que Hy(A —T') = ker(\ —T)?.
Dado que Hy(AM —=T|y) C Hy(AM=T)NY = ker(AI-T)’NY = ker(AI—T'y)?, es claro
que Ho(AM—T|y) = ker(A[—T|y)?, ya que ker(A\[=T|y)? C Ho(A—T|y). Esto prueba
el resultado. [
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Teorema 2.2.3. Para T € H(p), las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. T y T satisfacen el Teorema de Weyl.

2. S1Y es un subespacio cerrado y T—invariante de X entonces, T|Y satisface el
Teorema de Weyl.

Demostracion:

1.) Por el Corolario 2.2.1 es claro que 7T satisface el Teorema de Weyl. Ahora,
veamos que 1™ satisface el Teorema de Weyl. Por el Teorema 2.2.1 es suficiente
probar que me(T™) = poo(T*). Sea A € me(T*) y sea p € IN tal que
Ho(AM —T) = ker(M —T)?. Como A € isoo(T)y X =ker(Al =T & K(\ —T),
tenemos que (A — T)P(X) = (M = T)?(K(M —T)) = K(M —T) es cerrado, por
tanto (AI*—T*)P(X) es cerrado. Por otro lado, tenemos que a(A[*—T*) < 00, ya que
A € moo(T™) , y por el Teorema 1.3.3, a(AN* —T*)P < 0o. Ast, (A[*—T*)? € &+ (X)

y por tanto (A[* —T") € &+ (X). Como A € isoo(T*), es claro que T* tiene la SVEP

en A\, asi, por el Teorema 1.3.6, Hy(A[* — T™*) es de dimensién finita. Luego, por
[16, Teorema 50.3, pag 211], podemos concluir que A € poo(T*). Esto implica que
7o0(T*) C poo(T™*). En consecencia , por el Lema 1.3.2, mo(T™) = poo(T™).

2.) Por el Lema 2.2.1 y la afirmacién anterior se sigue el resultado.

Ejemplo 2.2.1. La afirmacion 2. del teorema 2.2.3, puede fallar para un operador
arbitrario con la SVEP.

Sea T} como en el Ejemplo 2.1.1, y sea S el left shift sobre [*(IN) dado por
S(xy,29,....) = (x9,3,....). Definamos T sobre X:=[*(IN) @ [*(N) por T =T} & S.
Como T} es casi-nilpotente , S tiene la SVEP y o(S) es el disco cerrado unitario,ver
[17], se tiene que T tiene la SVEP y o(T') es el disco cerrado. Por tanto, o(7") no
tiene puntos aislados, asi, mo(7') = poo(T') y por el Teorema 2.2.1 se tiene que T’

satisface el Teorema de Weyl. Pero, la restriccion a T7 de T' no satisface el Teorema
de Weyl.

En el préximo resultado establecemos una propiedad de cerradura de la clase H(p).

Teorema 2.2.4. Sea T' € L(X). Entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. T € H(p)
2. f(T) € H(p) para todo f € H(o(T)).
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3. Eziste una funcion f € H(o(T)) que no es constante en cualquiera de sus
componentes conexas de su dominio tal que f(T) € H(p).

Demostracion:

1.) = 2.) Supongamos que 7" € H(p), y consideremos una funcién analitica f sobre
2, donde o(T) C Q. Sea a € C arbitrario. Si o ¢ f(o(T)) = o(f(T)), entonces
al — f(T) es invertible y por tanto Ho(al — f(T')) = ker(al — f(T')) = {0}. Ahora,
sia € f(a(T)) =o(f(T)), tomemos g : @ — f sobre 2. Supongamos primero que g
tiene solamente una cantidad finita de ceros en o(7"). En este caso podemos escribir
g(A) = s(A)h(A), donde h es analitica sobre €2 y sin ceros en o(7), mientras que s es
un polinimio de la forma s(A) = [, (A — \)* con raices distintas Ay, -+, A, € o(T).
De esto se sigue que g(T') = s(T)h(T) y h(T) es invertible, asi por el [1, Lema 3.101],
tenemos que

Hy(g(T)) = Ho(s(T)) = @Ho(/\z‘f = T).

Por otro lado, como T € H(p), para cada )\;, i = 1,n existe d; € N tal que
Ho(MI—=T) = ker(\; I —T)%. Luego, por Lema 1.2.3, tomando d = max{\;,i = 1,n}
tenemos que Hy(\;I — T') = ker(\,] — T)%. En consecuencia,

Ho(g(T)) = @ ker(A\iI — T)* = ker(] [(\I — T)*) =
i=1 =1
ker(] [\l — T)*)* = kex(s(T)%) = ker(g(T)%).

i=1
Asi, f(T) € H(p). Ahora, si g tiene infinitos ceros en o(7"), entonces existen dos
dos subconjuntos abiertos y disjuntos de C, 21 y €25 tal que @ = Q; Uy, g =0
sobre 21, y ¢ tiene solo una cantidad finita de ceros sobre {25. De esto se sigue que
o(T) = 01 Uoy, donde 07 y 0y son dos subconjuntos espectrales de C tal que o; C €2,
para ¢ = 1, 2. Por tanto, la descomposicién espectral provee dos subespacios cerrados
T—invariantes X, Xy para los cuales X = X; U Xy, o(T|X1) = 01 yo(T|X2) = 09;
en particular, g(T)| X, = g(T|X;) = 0. Como T| X, € H(p)(X2), por Lema 2.2.1,y
g(T)| X5 tiene una cantiad finita de ceros en o(7|X3), por la parte anterior tenemos
que g(T)| Xy € H(p)(Xz), y en consecuencia, Hy(g(T)|X2) = ker(g(T)|X2)* para
algin £ € IN. Finalmente,

Ho(al — f(T)1) = Ho(g(T)) = X1 @ ker((g(T)|X2)") =

ker(g(T)*) = ker(al — f(T))",
lo cual completa la prueba de 1.) = 2.).
2.) = 3.) Es obvio.
3.) = 1.) Sea A\g € C y sea a := f(Ag). Si A\g & o(T) es claro, por el Teorema de la
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Aplicacién espectral, que o ¢ o(f(T)). Asi, Ho(al — f(T)) = ker(al — f(T')) = {0}.
Supongamos que Ag € (7). Como f es no constante sobre cada componente conexa
de su dominio, se sigue que f(\) —a = (A — Ag)"s(A)g()A), donde s es un polinomio
complejo tal que s(\g) # 0 y g es una funcién analitica que no se anula en o(7).

Por tanto,
J(T) —a=(T = XI)"s(T)g(T)

y g(T) es invertible. Por otro lado, por hipdtesis, existe d € IN tal que
Hy(f(T) — al) = ker(al — f(T))%

Por tanto,
Hy(MI = T) C Ho(al — f(T)) = ker(AoI — T)*" @) ker(s(T)%),

como ker(AgI —T)% C Ho(MoI —T) y Ho(AoI —T) Nker(s(T)%) = {0}, por [1, Lema
3.101], tenemos que Ho(M\ol — T') = ker(A\gI — T)% . Esto termina la prueba.

Teorema 2.2.5. Sea T' € L(X). Si existe una funcion h € H(o(T)) que no es cons-
tante en cualquiera de sus componentes coneras de su dominio tal que
h(T) € H(p) entonces, f(T) y f(T)" satisfacen el Teorema de Weyl para toda

feH(a(T)).

Demostracion:

Por el Teorema 2.2.4, se tiene que f(7') € H(p), para toda f € H(o(T)), y por el
Teorema 2.2.3, f(T) y f(T)* satisfacen el Teorema de Weyl para toda f € H (o (T)).

Corolario 2.2.2. SiT € H(p) entonces, f(T) y f(T)* satisfacen el Teorema de Weyl
para toda f € H(o(T)).

Demostracion:

Sea h € H(o(T)) definida por h()\) := A para todo A € C. Claramente, por el Célculo
Funcional de Riesz tenemos que h(T) =T € H(p). Luego, el resultado es inmediato
por el Teorema 2.2.5.

Corolario 2.2.3. SeaT € H(p). Si Y es un subespacio T—invariante de X entonces,
f(Tly) satisface el Teorema de Weyl para toda f € H(o(T)).
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Demostracion:
Es inmediata por el Teorema 2.2.3 y por el Corolario 2.2.3.

Ahora, definiremos una amplia cantidad de clases de operadores y estableceremos
mediante un grafico la relacién que existe entre ellos, para luego clasificar las clases
que satisfacen el Teorema de Weyl.

Definicién 2.2.2. Sea T € L(X). Diremos que:

1. T es Paranormal si |Tz||* < [|T?z||||z|| para todo v € H
2. T es Totalmente Paranormal (T. P) si \I — T es paranormal para todo X € C

3. T es Totalmente Algebraicamente Paranormal (T. A. P) si existe un polinimio
h no nulo tal que h(T') es Totalmente Paranormal.

4. T es FEscalar Generalizado si existe un homomorfismo continuo de dlgebras
O :C®(C) — L(X) tal que O(1) = I y ©(Z) = T, donde Z denota la fun-
cion identidad sobre C.

v

. T es Subescalar si el es similar a la restriccion de un operador Escalar Genera-
lizado a uno de sus subespacios cerrados invariantes.

6. T es espectral de tipo finito cuando admite una representacion de la forma
T =S5+ N, donde S es un operador escalar y N es un operador nilpotente que
conmuta con T'.

. T satisface la condicion G1 si |[(AN —T)7Y| < 1/dist(\,o(T)).

<

8. T es Transaloide si |\ — T|| =r(A —T) para todo \ € C.

Definicién 2.2.3. Sea H un espacio de Hilbert y'T € L(H). Diremos que:

. T es Auto-adjunto si T =T'.

. T es Normal si TT' =T'T.
. T es Quasi-normal si T'T? = TT'T.

1
2
3
4. T es Hyponormal si ||T'z|| < ||Tx|| para todo v € H
5. T es *- Paranormal (*- P) si | T"x||* < ||T%x||||z| para todo x € H
6. T es M-Hyponormal si existe M> 0 tal que (TT") < M(T'T).
. T es p-Hyponormal, con 0 <p <1, si (TT")? < (T'T)P.
8

. T es Algebraicamente p-Hyponormal si existe un polinimio h no nulo tal que
h(T) es p-Hyponormal.

N

. T es log-Hyponormal si T es invertible y log(TT") < log(T'T).
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10. T es Convexoide si convo(T) = W (T).

11. T es Espectraloide si \I — T es convexoide para todo \ € C.

Ahora, enunciaremos una serie de resultados sobre ciertas clases de operadores que
satisfacen El Teorema de Weyl. Cabe destacar que la mayoria de estos resultados
que aqui presentamos los obtendremos como consecuencias de los resultados en este
trabajo.

1. Si T € L(H) es hyponormal entonces, el Teorema de Weyl es cierto para 7.
Este resultado fue dado por Coburn en 1966, ver [8].

2. Los operadores de Toeplitz satisfacen el Teorema de Weyl . Este resultado fue
dado por Coburn en 1966, ver [8].

3. SiT € L(X) es isoloid, satisface el Teorema de Weyl y si h(T") es un polinomio
entonces, el Teorema de Weyl es cierto para h(T') si, y sélo si,p(a(T)) = o(p(T)).
Este resultado fue dado por Oberai en 1977, ver [23].

4. Si T € L(H) es algebraicamente hyponormal entonces, el Teorema de Weyl es
cierto para f(T') para todo f € H(o(T)). Este resultado fue dado por Young
Min Han y W. Young Lee en el 2001,ver [14].

5. Si T € L(H) es algebraicamente paranormal entonces, el Teorema de Weyl es
cierto para f(T) para todo f € H(o(T)). Este resultado fue dado por Rail
Curto y Youn Min Han en el 2003, ver [10].

6. SiT € L(H) o T* € L(H) es * paranormal entonces, el Teorema de Weyl es
cierto para f(7') para todo f € H(o(T)). Este resultado fue dado por Youn
Min Han y An-Hyun Kim en el 2004, ver [13].

Teorema 2.2.6. Si T € L(X) es un operador Escalar Generalizado entonces,
T € H(p).

Demostracion:

Consideremos un homomorfismo continuo de algebras © : C*°(C) — L(X) tal que
O(1)=1yO(Z)=T,ysea A€ C. Como T satisface la condicién (C') de Dunford,
se tiene que T tiene la SVEP y Ho(AM — T') = X7 ({\}) es cerrado , Ver [17] . Por
otro lado, para f € C®(C), O(f)(Ho(AM — T)) C Hy(AM —T), ya que ©(Z) =T
conmuta con O(f). Ahora, si consideramos el homomorfismo continuo de &lgebras
© : C®(C) — L(Hyo(M — T)) definido por O(f) = O(f)|Ho(A —T) para todo
f € C>(C), tenemos que T|Ho(AI —T) es Escalar Generalizado. Por tanto, por
(17, proposicion 1.5.10], A\I — T|Ho(A — T') es nilpotente. Asi, existe d € IN tal
que Ho(M —T) = ker(\ — T)<.
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Corolario 2.2.4. Si T € L(X) es un operador subescalar entonces, T € H(p).

Demostracion:
Por Lema 2.2.1 y Teorema 2.2.6 se tiene el resultado.

Corolario 2.2.5. Si T € L(H) es un operador M-hiponormal, p-hiponormal, log-
hiponormal, algebraicamente hiponormal o algebraicamente p-hiponormal entonces,
T € H(p).

Demostracion:

Si T € L(H) es M-hiponormal, p-hiponormal o log-hiponormal entonces, T" es un
operador subescalar, ver [17, proposicién 2.4.9] y [19, Corolario 2] respectivamente.
Asi, por el Corolario 2.2.4, T" € H(p). Por otro lado, si T es algebraicamente
hiponormal (resp. algebraicamente p-hiponormal), existe un polinomio no constante
h sobre C tal que h(T') es hiponormal (resp. p-hiponormal). Como h € H(o(T)) por
el teorema 2.2.4, tenemos que 7' € H(p).

Corolario 2.2.6. Si T € L(X) es un operador totalmente paranormal entonces,
T € H(p).

Demostracion:

Por hipo6tesis A\ —T es paranormal para todo A € C. Luego, por el Teorema 1.4.1, es
claro que Hy(Al —T') = ker(A —T'), para todo A € C. Esto demuestra que T € H(p).

Corolario 2.2.7. Si T € L(X) es un operador algebraicamente totalmente paranor-
mal entonces, T € H(p).

Demostracion:

Por definicién existe un polinomio no constante h sobre C tal que h(T") es totalmente
paranormal. Asi, por Corolario 2.2.6, h(T) € H(p). Esto implica, por el teorema
2.2.4, que T € H(p).

Ejemplo 2.2.2. La Clase de los operadores paranormales no estd contenida en H(p).
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Sea T : [*(IN) — [?(IN) definido por:
T(x1,x9,....) = (T1 + T, X1 + To + T3, ooy Ty + Tyl + Tpay -n)-
Facilmente se verifica que T es paranormal. Por otro lado,
(T — I)(x1, 22, ....) = (T2, X1 + T3y ooy Ty + Tpyo, -.),

satisface que p(T' — I) = oo. Asi, por Lema 1.2.3, Ho(T — I) # ker(T — I)" para
todo n € IN. En consecuencia, T' ¢ H(p).

[ |
En los diagramas siguientes presentamos un resumen, segtin los resultado dados, de

la clase de operadores satisfacen el Teorema de Weyl.

Espec.  finito —— G — Escala

Y

M — Hypo Subescalar H(p) Teo.Weyl
Log — Hypo p — Hypo A. p— hypo
Grafico 2.1

Por otro lado, tenemos el siguiente grafico:
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S pectr‘aloide
TeO.Weyl N orm‘aloide conve‘xm’de
H ‘(p) Paranormal tmns?loide

A T. P T. P H yporiormal

Auto — Adjunto — normal — quasi — normal

Grafico 2.2
Lema 2.2.2. SiT € L(H) es algebraicamente paranormal entonces, T tiene SVEP.

Demostracion:

Como T es algebraicamente paranormal existe un polinomio A no constante tal que
h(T) es paranormal. En consecuencia, por Teorema 1.4.2, h(T') tiene la SVEP.
Luego, por el [1, Teorema 2.40], se tiene que T tiene la SVEP.

Definicién 2.2.4. Diremos que T € L(X) es polaroide si isoo(T) =0 o todo punto
aislado del espectro de T es un polo del resolvente de T'.

Teorema 2.2.7. T € L(X) es polaroide si, y sdlo si, para cada A € isoo(T') existe
p:=p(A\) € N tal que Hy(A —T') = ker(A\ — T))P.

Demostracion:

(=) Supongamos que T es polaroide. Si A € isoo(T) entonces, A es un polo del
resolvente de T. En consecuencia, por el Teorema 1.2.6, se tiene que existe p € IN
tal que Ho(AM —T) = ker(A —T')P.
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(<) Sea A € isoo(T). Por el Teorema 1.2.6, X = Ho(Al —T) & K(\! — T).
Mientras que, por hip6tesis, existe p := p(\) € IN tal que Ho(A —T') = ker(A —T)P.
Por tanto,

M —=TP(X)= N =T (Hy(MI —=T))d (M —T)"(K(XI —-T)) =

(M =T (ker A —T)P) A =T)*(K (A =T)) = (N =T)P(K(AI=T)) = K(AI-T).

Esto implica que X = ker(Al — T)? @ (M — T)?(X). Luego, por el Teorema 1.1.5,
0<pM —=T)=q(M —T) < p, de donde concluimos, por el Teorema 1.2.6, que A
es un polo del resolvente de T.

[
Corolario 2.2.8. Sea T € L(X).

1. SiT € H(p) entonces, T es polaroide.
2. Si T es polaroide entonces, T € Py(X)

3. Si T es polaroide y tiene la SVEP entonces, T satisface el Teorema de Weyl.

Demostracion:

1.) Como isoo(T) C C, tenemos que si T € H(p) y A € isoo(T') entonces, de la
definicién de los operadores H(p) y el Teorema 2.2.7, se tiene que T es polaroide.

2.) Note que 7o (1) C isoo(T). Ahora, si T es polaroide y A € moo(T'), por el Teorema
2.2.7, es claro que T' € Py(X) ya que A € isoo(T).

3.) Es claro por 2.) y el Teorema 2.2.1.

El siguiente resultado muestra que la clase de operadores paranormales estd conteni-
da en la clase Py(H) cuando H es un espacio de Hilbert.

Teorema 2.2.8. Si T € L(H) es algebraicamente paranormal entonces, T es po-
laroide.

Demostracion:

Sea A € isoo(T). Denotemos por P el proyector espectral de T" asociado con {\} .
Por el Teorema 1.2.6, tenemos que:

(1) M :=ker P =K\ —T)
(2) N := P(H) = Hy(\ —T)
(3) H=M@N
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Note que (M — T)|M es inyectivo, ya que ker(\ — T') C Ho(A — T). Como M
es cerrado entonces, (A — T')|M es semi-regular, ya que (Al — T)(M) = M. Por
otro lado, N := Hy(A — T') es un espacio de Banach, ya que N es cerrado. Asi,
por el Lema 1.2.4, T|N es casi-nilpotente. Como T' es algebraicamente paranormal
entonces, por el Teorema 1.4.3 , (A —T')| N es algebraicamente paranormal. Luego,
por Teorema 1.4.6 , (A — T')|N es nilpotente. Esto demuestra que (Al —T') es de
Tipo Kato. Como, A € isoo(T') entonces, T'y T* tienen la SVEP en \. Luego, por
[1, Teorema 3.16, Teorema 3.17|, se tiene que p(AI — T') y ¢(A — T') son finitos y
positivos. Por tanto, A es un polo del resolvente de T'. Esto prueba que T es polaroide.

Corolario 2.2.9. Si T € L(H) es algebraicamente paranormal entonces, T satisface
el teorema de Weyl.

Demostracion: ) ) )
Por el Lema 2.2.2 y el Teorema 2.2.8 respectivamente, se tiene que T satisface

el Teorema de Weyl.

[ |
Los resultados precedentes los podemos esquematizar a través del grafico siguiente:

Teo. Weyl

Po(H) + SVEP

Po(H)

Polaroide ~—— Polaroide + SV EP

/ \AP

H(p)

A T. P Paranormal
quast — normal Hyponormal

|

normal

Auto — Adjunto

Grafico 2.3

En conclusion, por el diagrama precedente observamos que hemos ampliado la clases
de operadores que satisfacen el Teorema de Weyl, en relacién al Grafico 2.2.



CAPITULO 3

El Teorema de Weyl y perturbaciones

3.1. Motivacion

Iniciamos este capitulo presentando dos ejemplos que nos permiten observar condi-
ciones importanes para el estudio de la estabilidad del Teorema de Weyl bajo per-
turbaciones. El primer ejemplo dado muestra que, en general, el Teorema de Weyl
no es estable bajo perturbaciones y que la conmutatividad tampoco es una condiciéon
suficiente, mientras que el segundo ejemplo nos indica que la conmutatividad es una
condicion necesaria para la estabilidad del mismo. Estos ejemplos nos han servido de
motivacion para estudiar las condiciones que deben tener ciertas clases de operadores
para que al perturbar con éstos operadores que satisfacen el Teorema de Weyl esta
propiedad se mantenga.

Ejemplo 3.1.1. El Teorema de Weyl no es estable bajo perturbaciones.

Sea T definido, sobre el espacio de Hilbert I*(H), por Ti(z1, z3, ....) = (%, %2, ....).
Por el Ejemplo 2.1.1 sabemos que 7' no satisface el Teorema de Weyl. Sea T' sobre
I2(H) el operador nulo, es decir, T = 0. Note que T satisface el Teorema de weyl,

mientras que T+ T} no lo satisface. Ademas, observe que T'y T7 conmutan.

Ejemplo 3.1.2. La conmutatividad es una condicion importante para estudiar la
estabilidad del Teorema de Weyl.
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Sea Ty definido, sobre el espacio de Hilbert [?(H), por Ty(z1, xa,....) = (0, &, 22 .).

3 ?7 ?7 ceee
Por el ejemplo 2.1.2 sabemos que T satisface el Teorema de Weyl. Ahora, con-
sideremos el operador N sobre (*(H) definido por N(zy,xs,....) = (0,=*,0,0,....).
Note que N es un operador nilpotente que tambien es de rango finito.

Observe que (T + N)(x1,22,....) = (0,0,%,%,....). De esto es claro que

ker(T + N) = {(21,0,0,....) : 21 € C}. As{, 0 € 0o(T+ N)y0< a(T+ N) =1 < 0.
Por otro lado, tenemos que

(M — (T + N)) (21, 2, ..) = (A, Aza, (A — i)xg, (- %m, S

VT, eer),

de donde se tiene que o(T+N) = {7 : n € N, n > 4}U{0}. De esto es claro que 0 €
isoo(T'+ N). En consecuencia, 0 € moo(7'+N). Por tanto, 0 ¢ o(T'+ N) \ moo(T+ N).
Como 0 € 0,(T + N), por el Teorema 2.1.1, se tiene que 7'+ N no satisface el
teorema de Weyl, ya que (T + N)\ moo(T+ N) # 0,(T+ N). . Por otro lado, observe

que T'N = 0 mientras que N1 # 0. Esto prueba que 7"y N no conmutan.

3.2. Operadores isoloides y el Teorema de Weyl

En esta secciéon estudiamos la estabilidad del Teorema de Weyl en los operadores
isoloides que satisfacen esta propiedad.

Lema 3.2.1. Sean TN € L(X). Si N es nilpotente y NT = TN entonces,
T € Po(X) si, y sélo si, T+ N € Py(X).

Demostracion:

=) SiT € Py(X), por el Lema 1.3.2 y el Teorema 1.3.5 respectivamente, tenemos
que, poo(T + N) = poo(T) = 7eo(T) = meo(T + N). Asi, por el Teorema 2.2.1,
T+ N € Py(X).

<) Si N es nilpotente y conmuta con 7" entonces, —N es nilpotente y conmuta con
T+ N, asi, por la parte anterior es claro que T' = (T'+ N) — N € Py(X). Esto termina
la prueba.

Teorema 3.2.1. Sean T, N € L(X). Si N es nilpotente y NT = TN entonces, T
satisface el Teorema de Weyl si, y solo si, T + N satisface el Teorema de Weyl.
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Demostracion:

=) Si T satisface el Teorema de Weyl, por el Teorema 2.1.4 0,(T) = o,(T)
v poo(T) = meo(T'). Luego, por el Lema 1.3.1, Lema 1.3.2 y Teorema 1.3.5,
0w(T + N) = 0p(T'+ N) y poo(T + N) = moo(T + N). Asi, por el Teorema 2.1.4,
T + N satisface el Teorema de Weyl.

<) Si T + N satisface el Teorema de Weyl entonces, por el Teorema 2.1.4,

0w(T+N) = 0p(T+N)y poo(T+N) = meo(T+N). Luego, por el Lema 1.3.1, Lema
1.3.2 y Teorema 1.3.5, 0,(T) = 0u(T) y poo(T) = moo(T). Asi, por el Teorema
2.1.4, T satisface el Teorema de Weyl.

Lema 3.2.2. Sean T, R € L(X). Si R es un operador de Riesz que conmuta con T
entonces,
mor(T+ R)No(T) C isoo(T)

donde,
mor(T) == { X € isoo(T) : (AN —T) < o0}.

Demostracion:

Sea A € (T + R) No(T). Como A € (T + R) entonces, A € o(T + R). Sea P el
proyector espectral continuo asociado con el operador 7'+ R y el conjunto espectral
{A}. Asi, por el Teorema 1.2.5, tenemos que:

X = Ho(M — (T + R) P K(M — (T + R)),
donde,

P(X) = Hy(M — (T + R))

' ker P= KA — (T + R)).

Como M — (T + R) conmuta con 7'y R, por el Lema 1.2.7 , Hy(Al — (T + R))
y K(AM — (T + R)) son T, R—invariantes; por tanto, son espacios de Banach ya que
son cerrados. Sean

Ty :=T|Hy(M — (T+R)) y T2:=T|Ky\ — (T +R))
Ry = R|HyM —(T+R)) y R2:=R|Ko(\ — (T + R)).

ASf, Tl, Rl € L(HO(/\]—(T+R))) y TQ, RQ S L(Ko(/\]—(T—I-R))) Ademés, T = Tl@TQ
y R = Rl ©® RQ.

Afirmacion 3.1. o(T}) es finito.
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Para verificar la afirmacién razonemos por el absurdo; es decir, supongamos o(7}) es
infinito. En este caso podemos tomar una sucesion (\,),ew en o(77) \ {A} tal que
An # Am sim #n. Sea Q := A — (Ty + Ry). Note que Q € L(Hy(AM — (T + R))) y
Q = (M — (T + R))|uo(x1—(1+r))- De esto es claro que:

1.) @ es casi-nilpotente, en consecuencia o(Q)) = {0}.

2.) Si x € ker @ entonces, x € ker(A] — (T'+ R)). Como A € m,¢(T + R) se tiene que
a(AM — (T'+ R)) < oco. Esto implica que a(Q) < oo.

Por 1.) es claro que (A, —A)I+Q es invertible para todo n € IN, dado que A,, # \ para
todo n € IN. Note que, Q+ (A, = NI =X — (11 +Ry1)+ (A — N = (N —T1) — R;.
Asi, (Al — T1) — Ry es invertible para todo n € N, es decir, (A, —T1) — Ry es
de Weyl para todo n € IN. Como R; es de Riesz y conmuta con 77 entonces, R
conmuta con \,I — T} para todo n € IN, en consecuencia, \,I — 17 es de Weyl para
todo n € N, ya que o,(Al — T1) = 0,((AI — T1) — R) para todo n € IN. Asi,
Ml =T, € P(HyAM —(T+R))) y a(MI—Ty) = (A1 —T)) < oo para todo n € IN.
Como A, € o(Ty) entonces, 0 < a(\,I —T) < oo para todo n € IN.

Sea @, := Qlker(\,I — T1). Claramente @, es casi-nilpotente y 0 < a(A\, ] —T7) < o0;
asi, @, es nilpotente para todo n € IN. En consecuencia, (), no es inyectivo para todo
n € IN; es decir, ker(Q,,) # {0} para todo n € IN. Observe que

{0} # ker(Q,,) C ker(A\, I —T7).
Ahora, por la definicién de @, se sigue:
ker(Q,) C ker(Q) C Ho(AM — (T + R)).
En consecuencia,

ker(Q) Nker(A\,I —T3) # {0} para todo n € N,

ya que
{0} # ker(Q,,) C ker(Q) Nker(\,I —T7) para todo n € IN.

Esto implica que existe una sucesion (z,)nenw C ker(A,I —T1) Nker(Q) tal que x,, # 0
para todo n € IN.

Para ver que x,, # r,, para todo n # m, supongamos que existen m,n € N tal que
n#my r, = ,. Entonces,
MZn = T12, = 110 = AnTm

ya que,
x, € ker(\,I — T}) para todon € N,

por tanto, A\, = A\, ya que z, = x,, # 0, lo cual contradice que \, # A,.
Ahora, mostremos que la sucesién (x,),en es linealmente independiente.

Note que cualquier subconjunto de un elemento de (z,),en es linealmente indepen-
diente.
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Supongamos que cualquier subconjunto de p elementos de (z,),en es linealmente
independiente. Sea A C (x,)new de p+ 1 elementos; sin pérdida de generalidad pode-
mos suponer que A = {z1,...7,, Tp11}, ya que de no ser asi, podriamos hacer una
reenumeracion de la sucesion.

Si a1ry + -+ ApTp + Qpy1Tp4+1 = 0
entonces,

Alalxl +---+ /\1(lpZEp + Alap+1xp+1 =0
y ademas,

0="T(a1z1+ -+ aprp + ap1Tpi1) = a1y + - - + ApapTp + A\pr1ap12p1

en consecuencia,

Ma1Ty + - F AapTy + Mapi1Tpr1r = Ma1T1 + -0+ A\papTp + Apr1Gpr1Tpia,
de esto es claro que,
()\1 — )\Q)azl'l + -+ ()\1 — )\p)apa:p + ()\1 — )\p+1)ap+1xp+1 =0,

como {xa, -+, &y, Tpt1} s un subconjunto de (x,),ew que tiene p elementos entonces,
por hipdtesis de induccién, es linealmente independiente; por tanto,

(A1 — Aj)a; =0 para todo i =2,p+ 1,

pero dado que Ay # \; para todo i = 2,p + 1, se tiene que a; = - -+ = a,41 = 0. En
consecuencia, a;z = 0, y como x; # 0 entonces, a; = 0. Esto demuestra que (x,,)nen
es linealmente independiente.

Por construccion (z,),eny C ker @, lo cual implica que a(Q) = oo, lo cual contradice
que a(Q) < oo. Esto demuestra la afirmacién 3.1.

Por la Afirmacién 3.1 | existe una vecindad V; de A tal que A ¢ V; y Vino(Ty) = 0.
Por otro lado,

M — (Ty+ Ry) = (M — (T+ R))|K(M - (T+ R)))
es invertible, ya que
ker(Al — (T'+ R)) C Ho(AM — (T + R))

' Hy(\ — (T + R)) N K((\ — (T + R))) = {0}.

Esto implica que: A ¢ o(To + Ry) y M — (Ty + Rs) € B(K((M — (T + R)))). Como
M — (T + Ry) = (M —T,) — Ry), Ry es de Riesz y conmuta Al — T3, ya que Ry
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conmuta con Ty entonces, por el Lema 1.2.7, A\l — T, € B(K((AM —(T'+R)))). Esto
implica que A ¢ o,(13). Por el [2, Teorema 4.5, Pag. 133] tenemos que

op(Ty) = 0,(T2) Uacco(Ty).

De esto es claro que A ¢ acco(T,). En consecuencia, existe una vecindad V5 de A tal
que A & Vo y Vono(Ty) = 0. Observe que VNo(T) =0, donde V = V; N Vs, ya que,

o(T) =o(Ty)Uo(Ty).
Esto demuestra que A € isoo(T).

Teorema 3.2.2. Sea T € L(X) un operador isoloide que satisface el Teorema de
Weyl. Si K es un operador de que conmuta con T y para el cual existe n € N tal que
K" es de rango finito, entonces T+ K satisface el Teorema de Weyl.

Demostracion: ) )
Observe que K es un operador de Riesz. Como T satisface el Teorema de Weyl,

por el Teorema 2.1.4, tenemos que 0, (T) = 0,(T). Luego, por el Lema 1.3.1,
tenemos o, (T + K) = 0,(T + K). Para concluir el resultado, por el Teorema 2.1.4,
es suficiente demostrar que:

7T00(T + K) = poo(T+ K)

Por el Lema 1.3.2, es suficiente demostrar moo(T + K) C poo(T + K). Sea
A€ mo(T + K). Si A ¢ o(T), tenemos que AI — T es invertible, por tanto,
ind(Al —T) = 0. Luego, por Lema 1.3.1, se tiene que ind(A\l — T — F) = 0.
En consecuencia, A ¢ o,(T). Esto implica que A € poo(T + K). Ahora, si A € o(T),
tenemos que A € moo(T+K)No(T) C mop(T'+ K)No(T). Luego, por el Lema 3.2.2,
A € isoo(T'). Por otro lado, el operador

(M — (T + K))"ker(M —T) = K" |ker(A\] = T)

tiene rango finito. Como A € mgo(7T + K) entonces, a(A — (T'+ K)) < oo. Por tanto,
a((M — (T + K))"ker(M —T)) = a(K"|ker(A —T)) < o0,
ya que
ker(K"|ker(A —T)) = ker((M — (T + K))"|ker(A] —T)) C ker(A — (T + K)).
En consecuncia, K"|ker(A\] —T) tiene nucleo y rango finitos. Tomando,
F = K"|ker(A — T'), tenemos que existe un subespacio Y de ker(AI — T') tal que
ker(A] —T) = ker(F) @ Y. Como F|Y es inyectiva entonces, Y es isomorfo al rango
de F. Por tanto, dim(Y) < oo. Esto prueba que a(Al — T) < oo. Dado que T es
isoloide y A € isoo(T") tenemos que 0 < a(A —T') < oo. Asi, A € my(T"). Ahora,
como T satisface el Teorema de Weyl, por el Teoremas 2.1.3, Teorema 2.1.4 y
Lema 1.3.1, mgo(T)NoWw(T) =0y 0u(T+ K) = 0,(T) = 0u(T) = (T + K). Como
A € mo(T), es claro que A ¢ 0, (T) = 0,(T + K). Esto implica que
ANeo(T+ K)\op(T+ K) =poo(T + K).

Asi, T + K satisface el Teorema de Weyl.
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Corolario 3.2.1. Sea T € L(X) un operador isoloide. Si T satisface el Teorema de
Weyl entonces, T + K satisface el Teorema de Weyl si K es un operador de rango
finito que conmuta con T.
Demostracion: )
Es consecuencia inmediata del Teorema 3.2.2.

[ |

En el resultado precedente es esencial que 1" sea isoloide. Esto lo demostraremos en
el siguiente resultado. Antes denotemos por F(X) el conjunto de los operadores con
rango finito, N'(X) el conjunto de los operadores nilpotentes y por {T'}’ el conjunto
de los operadores que conmutan con 7.

Teorema 3.2.3. Sea T € L(X) tal que F(X)( T} € N(X). Si T + F satisface
el Teorema de Weyl para cualquier operador F' de rango finito que conmuta con T
entonces, T' es isoloide.

Demostracion:

Asumamos que T no es isoloide y sea A\ € isoo(T') tal que ker(Al — T) = {0}.
Por hipdtesis, existe un operador de rango finito que no es nilpotente y conmuta
con T. Observe que F' no puede ser casi-nilpotente, ya que de lo contrario , por el
Lema 1.2.4, la restriccién de T a T(X) es nilpotente, y por tanto, por el Lema
1.2.5, F' seria nilpotente. Como el espectro de un operador de rango finito sobre
X es finito y contiene a 0, por el Teorema 1.2.6 tenemos que X = X; & Xy,
donde X; = Ho(F) y Xo = K(F). Ademés, X; y Xy, por el Lema 1.3.1, son
T-invariantes y por el hecho que F' no es casi-nilpotente y F|X; es un operador
invertible de rango finito, obtenemos que X5 es un subespacio no nulo de dimensién
finita. Sea T' = T} & T, la descomposicién de T' con respecto a X = X; @ X, v sea
a € C tal que A — a € 0(T3) = 0,(1). Esto implica que

AE O'(C(IQ + TQ) = O'p(OéIQ + TQ) = iSOU(OéIQ + Tz)

Ahora, tomando el operador F' = 0 @ al, claramente F € L(X) es un operador de
rango finito que conmuta con Ty

o(T+F)=0c(Ty®T)+0® al) =o(Ty ® (T, + aly)) = o(Ty) Uo(al, + Ty),

por Lema 1.2.2 . Como Al — T es inyectivo, tenemos que (A — T')|x, es inyectivo y
como X5 tiene dimension finita es claro que (A — T')|x, es invertible, asi A & o(T3).
De esto se sigue que (Al — T')|X; no puede ser invertible, ya que de ser asi T' seria
invertble. Por tanto, A\ € isoo(11), ya que A € isoo(T) y isoo(Ty) C isoo(T). En
consecuencia, A € isoo (T + F). Mas atin, ker(A — (T + F)) = ker((A— a)l, — Ty), ya
que X — (T + F) = (al, = Ty) ® (A — a)I, — Ty). En consecuencia, ker(A\l — (T + F)
es un subespacio no nulo de dimensién finita, asi A € moo(T 4 F). Por otro lado, es
claro A & poo(T'), ya que p(AI —=T) = 0y A € isoo(T). Como, por Lema 1.3.2,
poo(T) = isoc(T) N ps(T), tenemos que A\l — T ¢ ®(X) y por Teorema 1.3.1, se
tiene que M — (T + F) ¢ ®(X), de donde se tiene que \ ¢ poo(T + F). Por tanto,
T + F no satisface el Teorema de Weyl, lo cual es una contradiccién.

[ B
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Definicién 3.2.1. Diremos que T' € L(X) es finito-isoloide si todo punto aislado del
espectro de T son autovalores de multiplicidad finita.

Teorema 3.2.4. Sea T' € L(X) un operador finito isoloide que satisface el Teorema
de Weyl. S5t R es un operador de Riesz que conmuta con T, entonces T+ R satisface
el Teorema de Weyl.

Demostracion:

Como T satisface el Teorema de Weyl, por el Teorema 2.1.4, tenemos que
op(T) = 0,(T). Luego, por Lema 1.3.1, 0,(T+R) = 0,,(T+R). Ahora, por el Teore-
ma 2.1.4, es suficiente probar que we(T + R) = po(T + R). Sea
A€ poo(T+ R). Si A ¢ o(T), \I =T es invertible. Entonces, por el Lema 1.3.1,
tenemos que ind(AI — (T'+ R)) = ind(A —T') = 0. Esto implica que A\ ¢ 0,,(T + R),
asi A € moo(T 4+ R). Supongamos que A € o(T"), como moo(T + R) C mos(T + R) en-
tonces, por Lema 3.2.2, A € isoo(T), por tanto, A € me(T"), ya que por hipdtesis T es
finito-isoloide. Ahora, como T satisface el Teorema de Weyl, por el Teorema 2.1.3,
el Teorema 2.1.4 y el Lema 1.3.1 , tenemos que mo(7) No,(T) =0y

0w(T + R) = 0,(T) = 0u(T) = 0(T + R).

Como A € mo(T), es claro que A ¢ 0,(T) = ou(T + R). Esto implica que
AN€a(T+ R)\ op(T+ R) = poo(T + R). Asi, T + R satisface el Teorema de Weyl.

Corolario 3.2.2. Sea T € L(X) un operador finito isoloide que satisface el Teorema
de Weyl. St K es un operador compacto que conmuta con T, entonces T+ K satisface
el Teorema de Weyl.

Demostracion:

Como todo operador compacto es un operador de Riesz, por el Teorema 3.2.4, es
claro el resultado.

Corolario 3.2.3. Sea T € L(X) un operador finito isoloide que satisface el Teorema
de Weyl. Si (Q es un operador casi-nilpotente que conmuta con T entonces, T + Q)
satisface el Teorema de Weyl.

Demostracion:

Como todo operador casi-nilpotente es un operador de Riesz, por el Teorema 3.2.4,
es claro el resultado.

Definicién 3.2.2. Sea T € L(X). El conjunto 0,(T) :={A € C: (A —T) > 0} es
llamado es espectro puntual de T.
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Note que 0,(T) es el conjunto formado por los autovalores de 7.

Teorema 3.2.5. Sea T € L(X) un operador que satisface el Teorema de Weyl tal
que 0,(T) Nisoo(T) C meo(T). Si Q es un operador casi-nilpotente que conmuta con
T entonces, T+ Q) satisface el Teorema de Weyl.

Demostracion:

Como T satisface el Teorema de Weyl, por el Teorema 2.1.4, mo0(T) = poo(T) y
op(T) = 0,(T). Ahora, por Lema 1.3.1 y el Lema 1.3.2, se sigue que

op(T'+ Q) = 0b(T) = 0u(T) = 0u(T + Q)

' 700(T") = poo(T) = poo(T + Q) C meo(T + Q),

respectivamente. Luego, por el Teorema 2.1.4, es suficiente probar que
m00(T+Q) C moo(T). Si X € moo(T+Q) entonces, A € isoo(T+Q)y 0 < a(AM[-T—-Q) < cc.
Como A € isoo(T + Q) = isoo(T'), s6lo debemos probar que 0 < a(Al —T') < oc.
Sea Y :=ker(A\l =T — Q) y L := (M —T)|y. Note que Lz = Qz para todo z € Y.
Asi, L = Q|Y. Como @ es casi-nilpotente y Y es un subespacio de X cerrado y
()—invariante entonces, L € L(Y). Esto nos dice que L estd bien definida y ademads
es casi-nilpotente. En consecuncia, L no es inyectivo, ya que de serlo tendriamos que
L es biyectivo, dado que dimY < oo, y por tanto o(L) = 0, lo cual no puede ocurrir.
En consecuencia, {0} # ker(L) C ker(A — T). Esto prueba que 0 < a(A — T).
Ast, A € 0,(T) Nisoo(T), de donde concluimos, por hipotésis, que A € poo(7'). Esto
demuestra que mo(T + Q) C mo(T), y en consecuencia, moo(T + Q) = moo(T).

Observe que el Corolario 3.2.3, es tambien una consecuencia inmediata del Teore-
ma 3.2.5, ya que si T es un operador finito isoloide entonces,
o,(T) Nisoo(T) C moo(T).

3.3. Perturbaciones de operadores H (p).

Iniciamos la seccién introduciendo la clase de los operadores algebraicos. En lo que
sigue nos enfocaremos en encontrar clases de operadores que satisfacen el Teorema
de Weyl y que al ser perturbados por operadores algebraicos el Teorema de Weyl se
transmita a la perturbacion. Particularmente, en esta seccién, demostraremos que la
clase H(p) es estable bajo perturbaciones algebraicas.

Definicién 3.3.1. Diremos que T € L(X) es algebraico, si existe un polinomio h no
constante tal que h(T) = 0.

Lema 3.3.1. Sea T € L(X). Si T es algebraico entonces, o(T) es finito.
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Demostracion:
Sea h un polinomio no nulo tal que h(7") = 0. De esto tenemos que o(h(7T)) = {0}.
Luego, por el Teorema de la Aplicacién Espectral, se tiene que:

Wo(T)) = a(h(T)) = {0} (3.1)

Dado que h es un polinomio no nulo entonces, h tiene una cantidad finita de raices.
Asi, por 3.1, tenemos que todo punto del espectro de T es una raiz de h. En conse-
cuencia, o(7") es finito.

|
Lema 3.3.2. Sea T,N € L(X). SiT € H(p) y N es un operador nilpotente que
conmuta con T entonces, T + N € H(p).

Demostracion:

SiT € H(p) y A € C entonces, existe p € IN tal que Hyo(Al — T') = ker(A — T)P.
Sean Ty := T|Ho(AM —T) y Ny := N|Ho(A — T'). De esto es claro que Ay — Ty y Ny
conmutan y son nilpotentes, por tanto A\l — Ty — Ny es nilpotente, es decir, existe
q € IN tal que Hy(Al — T) = ker(Aly — To — No)?. Finalmente, por Lema 1.3.2,
tenemos que

Ho(AI =T — N) = Hy(AI = T) = ker(\o — Ty — No)? C ker(M — T — N)9,
como

ker(Al — T — N)? € Hy(AM — T — N),

obtenemos que

ker(\] — T — N)? = Hy(AI — T — N).
Esto prueba que T'+ N € H(p).
[

Lema 3.3.3. Sea T € L(X) y X1, Xo, -+, X,, subespacios cerrados T—invariantes de
X tal que X = X; ® Xo @ - - & X,,. Entonces, T € H(p) si, y solo si, T|X; € H(p)

para todo © = 1,n.

Demostracion: L
Denotemos por T; la restriccién de T a X;, para i = 1,n. Si T|X; € H(p) para

i = 1,n, por Lema 2.2.1, tenemos que 7' € H(p). Reciprocamente, supongamos que
T, € H(p), parai = 1,n. Si A € C, entonces, existe p; € IN tal que

Ho(M —T;) = ker(A — T;)P.
Como,
Ho(AM —T) = HyM —T1) @ H(AM —Ty) & - - - & Ho(M — T,,),
tomando p = méx{p; : ¢ = 1,n}, tenemos que
Ho(M —T) C ker(A —T)P.
Asi,
Ho(M —T) = ker(A — T)P.

El siguiente resultado fue dado por Oudghiri en [26].
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Teorema 3.3.1. Sea T € L(X). Si T € H(p) y K un operador algebraico que
conmuta con T entonces, f(T)+ K € H(p) para toda f € H(o(T). En particular, el
Teorema de Weyl es cierto para f(T) + K para toda f € H(o(T).

Demostracion:
Mostremos que T'+ K € H(p). Como K es algebraico, por Lema 3.4.2, su espectro

es finito. Sea
o(K) = {1, fhay eoey fin }-

Si denotemos por P; los proyectores espectrales asociados con K y los conjuntos
espectrales {u;}, i = 1,n, entonces, X; := Pi(H) = Hy(uI — K), i = 1,n. Por el
Teorema 1.2.6, y por [16, Ejercicio 5, Pdg. 207] tenemos que X = X1 Xo®--- B X,
yo(K|X;)={w},i=1,n Noteque K = Ki0 Ko+ K, yT =T 0To®---&T, ,
donde K; y Tj; son las respectivas restriciones a X; de K y T. Ahora, fijemos i € IN con
i =1,n. Como K es algebraico existe un polinomio % no constante tal que h(K) = 0;
en consecuencia, h(K;) = 0. Asi,

{0} = o (h(K;)) = h(o(K3)) = h({p}) = {h(m:)},
por tanto, h(u;) = 0. De esto se sigue que h puede ser expresado de la siguiente forma:
h(p) = (ps = p)"s(p),  s(ui) # 0,
para algin v € N y algin polinomio s # 0. En consecuencia,

Como s(p;) # 0, por [16, Teorema 48.1, pag 201], s(K;) es invertible. Por tanto,
(u I — K;)” = 0, esto implica que

es nilpotente. Por otro lado, por el Lema 3.3.2, tenemos que H(p) es estable bajo
perturbaciones nilpotentes, asi T; + K; € H(p)(X;), i = 1,n. Luego, por el Lema
3.3.3, T+ K € H(p). Ahora, si f € H(o(T)) entonces, por el Teorema 2.2.4,
F(T) € H(p). Asi, £(T) + K € H(p)

Corolario 3.3.1. Sean T, K € L(X). Si T € H(p) y K es un operador algebraico
que conmuta con T entonces, T + K satisface el Teorema de Weyl.

Demostracion:
El resultado se sigue por el Teorema 3.3.1
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Corolario 3.3.2. Sean T.K € L(X). Si T es un operador algebraicamente
p—hiponormal, log- thonormal M-hiponormal o totalmente paranormal y K es un
operador algebraico que conmuta con T entonces, T + K satisface el Teorema de

Weyl.

Demostracion:
El resultado se sigue por el Corolario 2.2.5, Corolario 2.2.6, y el Teorema 3.3.1.

Ejemplo 3.3.1. El Teorema 3.3.1 no es cierto para operadores isoloides que sat-
isfacen el Teorema de Weyl.

Sean T y T, operadores definidos, sobre el espacio de Hilbert [?(IN), por
Ti(z1, 29,7+ +) = (%7 x_;7' )y Ta(wy, 19, - +) = (w2,73,- - -). Se puede verificar que
o¢(T1) = o(T1) = {0}, 0(T2) es el disco unitario cerrado, 0,(T2) = 0y 0, (T2) = o(T3).
Si definimos T sobre [2(IN) @ I2(IN) por T' = T & T entonces, o(T') es el disco uni-
tario cerrado. En particular, T no tiene puntos aislados, asi, moo(7T") = ). Por tanto,
para ver que 7" satisface el Teorema de Weyl es suficiente probar que 0,,(T") = o (7).
Supongamos que A\ ¢ 0, (7). De esto se sigue que A\l — T € ®(X), y por tan-
to A ¢ os(11) = o(11) = {0}, lo cual implica que Al — T3 es invertible. Como
M —T e W(X)y o,(Tz) = 0(Tz), se tiene que AI — Tj es invertible. En consecuen-
cia, 0,(T) = o(T). Sea F' un operador definido sobre X por F' := 2I; & 0. Note que
si consideramos el polinimio complejo h(A) = A(A — 2), se tiene que h(F) =0y F
conmuta con 7. Por otro lado, T' 4+ F' no satisface el Teorema de Weyl, dado que

3.4. Perturbacién de operadores algebraicamente
paranormales

Sabemos que la clase de operadores algebraicamente paranormales tienen la SVEP
y satisface el Teorema de Weyl, por tanto, demostraremos que ésta clase operadores
al ser perturbados por operadores algebraicos con los cuales que conmute, dicha per-
turbacién cae en la clase de los operadores polaroides. Ademds, mostreremos que la
SVEP es estable bajo perturbaciones algebraicas con los cuales que conmute, lo cual
trae como consecuencia que la perturbacion de operadores algebraicamente paranor-
males por operadores algebraicos con los cuales conmute satisfacen el Teorema de
Weyl.

Lema 3.4.1. Sean T € L(H) paranormal. Si N es un operador nilpotente que con-

muta con T', entonces
705 (T+ N) N o (T) C poo(T).
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Demostracion:

Sea p € IN tal que N? = 0. Si A € m,6(T'+ N)No(T) entonces, (A —(T'+ N)) < oo.
Por tanto, por el Teorema 1.3.3 , «(A] — (T + N))? < co. Ahora, por el Teorema
1.3.4, ker(A] —T') C ker(AI — (T'+ N))P. Asi, a(A] —T') < oo. Como,

A € isoo(T) =isooc(T + N)
y T es paranormal, por el Teorema 2.2.8, )\ es un polo del resolvente, o equivalen-

temente,
0<pAM—=T)=q\N —-T) < 0.

Luego, por el Teorema 1.1.4, (A —T) = (A — T) < oo. Esto implica que
M —T € ®(H) y por tanto, A\I — T € B(H), es decir; A ¢ 0,(T). De donde se tiene
claramente que A € poo(T').

Lema 3.4.2. Sean TN € L(X). Si T es polaroide y N es un operador nilpotente
que conmuta con T entonces, T'+ N polaroide.

Demostracion:

Si A € isoo(T + N), por el Lema 1.3.1 | es claro que A € isoo(T). Como T es
polaroide A es un polo del resolvente de T o equivalentemente

0<pNM —-T)=q(M\ —-T) < .
Sea p:=pA —T)=q(A —T). Por el Teorema 1.2.5 y Lema 1.3.2 tenemos:
Ho(M — T — N) = Hy(M — T) = ker(M — T)?.

Sea v € IN tal que NY = 0 y tomemos m := pv. Claramente m > p. Probemos que
Ho(AM—=T—N) = ker(AM =T —N)™. Sabemos que ker(A\I =T —N)" C Hy(A[—T—N)
para todo n € N. Sea x € Hy(AM — T — N) = ker(\ — T')?. Note que
M =T —N)"z=> Cim(\ —T)" Nz,
i=1

donde los C; ,,, son tomados adecuadamente. Como (A[—T)" "Nz = N*(\[-T)" 'z,
i > m entonces, (\[ —T)™ 'z = 0 si m —i > p. Por tanto, (\[ —T)™ Nz = 0, para
todo ¢« = 0, m — p. Esto implica que:

M-T-N)"z= > CimM-T)""'Nz= > Ciu[M-T)""N""|N"z
i=m—p+1 i=m—p+1

dado que si i > m —p+ 1 entonces, i > v. En consecuencia, (Al —T — N)"z = 0, ya
que NV = 0. Asi z € ker(\ —T — N)™. Por tanto,

Ho(AI =T — N) = ker(A] — T — N)™.
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Ahora probaremos que T+ N es polaroide. Por hipétesis A € isoo(T + N), por el
Teorema 1.2.5 tenemos que :

X =HyM-T—-N)& KA —T—N)=ker(A\l =T — N)" & KA\ — T — N),
A =T =N)"(X)=W\ =T = N)"(K( =T —N)) =K\ —T — N),

implica que

X =ker(M —T — N)" & (Al = T — N)™(X).

Luego, por el Teorema 1.1.5, A\ —T'— N tiene ascenso y descenso finitos y positivos,
lo cual es equivalente a decir que A es un polo del resolvente de T'+ N. Esto prueba
que T+ N es polaroide.

[ |
Teorema 3.4.1. Sea T € L(H) y K un operador algebraico que conmuta con T.

1. SiT tiene la SVEP entonces, T + K tiene la SVEP.
2. SiT es algebraicamente paranormal entonces, T'+ K es polaroide.

Demostracion:
Como K es algebraico su espectro es finito. Sea

o(K) = {1, p2s oves i }-

Denotemos por P; los proyectores espectrales asociados con K y los conjuntos espec-
trales {u;}, i = 1,n. Sean

Vi o= B(H) = Hy(jul — K)

Z;:=ker P, = K(u;I — K).
Entonces, X = Y;@Z;, i = 1,n. Ademds, Y; y Z; son T, K—invariantes y
o(K|Y;) = {mi}- Definamos, K; =: K|Y; y T; =: T|Y;. Claramente, K; y T; con-

mutan para todo ¢ = 1,n. Como K es algebraico existe un polinomio h no constante
tal que h(K) = 0; en consecuencia, h(K;) = 0. Asi,

{0} = o(h(K3)) = h(o(K:)) = h({pi}) = {h(p:)},

por tanto, h(y;) = 0, ¢ = 1,n. Luego, h puede ser expresado de la siguiente forma
h(p) = (g — p)’s(p), s(ui) # 0, para algin v € IN y algun polinomio s # 0. De
esto se sigue que

h(K;) = (pad — K;)"q(K;) = 0.

Como s(p;) # 0, por [16, Teorema 48.1, Pag. 201], s(K;) es invertible, por tanto
(u;l — K;)" = 0, esto implica que

es nilpotente para todo i = 1, n.
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Afirmacion 3.2. T + K tiene la SVEP.

En efecto, por (3.3)

Como la SVEP se preserva bajo restricciones a subespacios cerrados e invariantes y
bajo traslaciones y; I + T; tiene la SVEP; por tanto, por Teorema 1.3.8 y por (3.4),

T; + K; tiene la SVEP para todo i = 1,n. Luego, por el [1, Teorema 2.9], se sigue que

T—I—K:éTH—Kz’

=1

tiene la SVEP.
Afirmacion 3.3. SiT es algebraicamente paranormal entonces, T'+ K es polaroid.

Sea A € isoo(T + K). Como T + K = @;_,(T; + K;) entonces, por el Lema 1.2.2,
o(T+ K) =U;_, o(T; + K;), lo implica que X € isoo(T; + K;) para algin 1 < j <n,
por tanto, A — u; € isoo(T; + K; — p;l). Asi, por el Teorema 1.4.3 y el Teorema
2.2.8, Tj es es polaroide, pero por (3.3) y el Teorema 3.4.2, T; + ;I — K es
polaroide. Por tanto, A — u; es un polo del resolvente de Tj + p;I — K;. Luego, por
el Teorema 1.2.5, existe p; € IN tal que

Ho((A = pj) I — (T + K — p;I)) = Ho(M — (T + K;)) = ker(M — (T + K;))™.

En consecuencia,
Ho(M — (T + K)) = € Ho(M — (Ti + K3)) = @ ker(\ — (T; + K)"'
i=1 i=1

— ker(AM — (T + K))?, (3.5)
donde p := méx{py,- - -, pn}. Por el Teorema 1.2.5

H=Hy\ — (T+K))® K\ — (T + K)),

asi,

H=%ker(M — (T + K))*® K\ — (T + K)),

por (3.5),
(M —(T+ K))P(H) =KW\ — (T + K)),

lo implica que
H =ker(\[ — (T + K)* & (M — (T + K))P(H).

Esto prueba que A es un polo del resolvente de T'+ K. Esto demuestra que T'+ K es
polaroide. [



3.4. PERTURBACION DE OPERADORES ALGEBRAICAMENTE PARANORMALES 53

Corolario 3.4.1. Sean T, K € L(H). Si T es algebraicamente paranormal y K un
operador algebraico que conmuta con T entonces, T+ K satisface el teorema de Weyl.
En particular, si T es paranormal entonces, T + K satisface el teorema de Weyl.

Demostracion:
El resultado se sigue por el Teorema 3.4.1 y el Corolario 2.2.8.

Lema 3.4.3. Sea F' € L(X). Si F™ es de rango finito para algun n € N entonces, F
es algebraico.

Demostracion:

Si F™ es de rango finito entonces, F™ tiene espectro finito. Sea o (F™) = {1, fta, -, fir }-
Si P; son los proyectores espectrales de F™ asociados a los conjuntos espectrales {p;}
entonces, por Teorema 1.2.5

X = éPi(X) = éker(uil — Fm™)v,
i=1 i=1

Ur
Y

donde v; es el orden del polo p;, parai = 1, r. Tomando h(\) = (1 —A")"1 (g, —A")
tenemos que h(F) = (1l — F™)* -+ - (u,.I — F™)"r. Como los operadores (p;1 — F™)
para i = 1,7, son conmutativos y cualquier z € X tiene la siguiente representacion

r=x1+- - +x con x; €ker(u,l — F")”

es claro que h(F)zx = 0 para todo z € X. Asi, F' es algebraico.

Corolario 3.4.2. Sean T € L(H) y F es un operador que conmuta con T tal que F™
es de rango finito para algun n € IN.

1. 8i T tiene la SVEP entonces, T + F' tiene la SVEP.

2. 81T es algebraicamente paranormal entonces, T + F' satisface el teorema de
Weyl. En particular, si T es paranormal T + F satisface el teorema de Weyl.

Demostracion:
El resultado se sigue a partir del Lema 3.4.3 y el Teorema 3.4.1 respectivamente.

Ahora, mediante dos diagramas mostraremos un resumen de los resultados y los
aportes dados en este trabajo de investigacion. Para esto denotemos por:
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1. RF(X) :={T € L(X) : T"es de rango finito para algin n € IN}
Po(X) la clase de los operadores polaroides.

PoS(X) la clase de los operadores polaroides con la SVEP.

TW(X) la clase de los operadores que satisfacen el Teorema de Weyl.

ITW (X) la clase de los operadores isoloides que satisfacen el Teorema de Weyl.

AT o o B

A(X) la clase de los operadores algebraicos.

Segtn los resultados de perturbacién dados por Oudghiri en [26], tenemos el siguiente
diagrama:

PoS(H)+ RF(X) H(p) + A(X)

\/

H(p)+ RF(X)

Grafico 3.1

Los aportes dados en este trabajo los hacemos notar en el siguiente grafico, el cual
extiende el Grafico 3.1.

TW(X)
H(p)+ A(X) AP+ A(X)
H(p) + RF(X) Paranormal + A(X)

Gréfico 3.2



Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo, es el estudio de la estabilidad del Teorema de
Weyl bajo perturbaciones; es decir, si T' € L(X) es un operador que satisfaces el Teo-
rema de Weyl estamos interesados en encontrar operadores K € L(X) que conmuten
con T tal que T + K satisfaces el Teorema de Weyl. Para cumplir con este objetivo
nos planteamos inicialmente dar caracteriaciones del Teorema de Weyl y clasificar
clases de operadores que lo satisfacen. Al comienzo de la investigacion y como punto
de partida nos enfocamos en los trabajos publicados por Oudghiri, ver [25] y [26], los
cuales hemos desarrollados con todo detalle. Producto de la investigacién realizada
se publicarén tres articulos, ver [3], [4] v [5], trabajos sobre los cuales se ha funda-
mentado el desarrollo de esta tesis. Por tanto, quiero resaltar que se han cumplido
cada uno de los objetivos especificos planteados en nuestro proyecto inicial. Mds atn,
en los capitulos 2 y 3, se presentaron algunas mejoras de los resultados conseguidos
en [3] y [4]. Ahora, destacaré los aportes hechos durante el desarrollo de este trabajo
de investigacién:

a) La caracterizacion del Teorema de Weyl que establece: T' € L(X) satisface el Teo-
rema de Weyl si, y sélo si, T tiene la SVEP en todo A ¢ 0,,(T) y mo0(T") = poo(T).

b) Se introduce la clase de los operadores Py(X) y se demuetra:

1. T € Py(X) si, y solo si, moo(T") = poo(T). Ademas, si T tiene la SVEP entonces,
T € Po(X) si, y sélo si, T satisface el Teorema de Weyl.

2. Si T es polaride entonces, T € Py(X). Ademas, si T tiene la SVEP entonces,
T satisface el Teorema de Weyl. Es decir, la clase de los operadores polaroides
que tienen la SVEP satisfacen el Teorema de Weyl.
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c) SiT € L(H) es algebraicamente paranormal entonces, 1" es polaroide. En particu-
lar, T" satisface el Teorema Weyl.

d) Sea T € L(H) y K un operador algebraico que conmuta con 7.

1. Si T tiene la SVEP entonces, T'+ K tiene la SVEP.

2. SiT es algebraicamente paranormal entonces, T+ K es polaroide. En particular,
T + K satisface el Teorema de Weyl.
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