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RESUMEN

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la controlabilidad de una amplia clase
de ecuaciones de evolucién, tanto en el caso continuo como en el caso discreto, las cuales

aparecen con frecuencia en aplicaciones a la fisica e ingenieria.

En primer lugar se presentan condiciones necesarias y suficientes para la controlabili-
dad exacta y para la controlabilidad aproximada de sistemas lineales continuos sobre
espacios de Hilbert. Luego, se estudia la controlabilidad exacta de ecuaciones diferen-
ciales semilineales que resultan de perturbar una ecuacién diferencial lineal mediante un
término no lineal. Particularmente, se encuentran condiciones sobre el término semili-
neal para que la controlabilidad exacta de la ecuacién diferencial lineal se preserve bajo

la perturbacién no lineal.

En segundo lugar se dan caracterizaciones que permiten estudiar tanto la controlabi-
lidad exacta como la controlabilidad aproximada de ecuaciones en diferencias lineales
sobre espacios de dimensién infinita. Como caso particular se considera la discretizacion
en el flujo de sistemas de control gobernados por ecuaciones diferenciales lineales. A
continuacion, se estudia la controlabilidad exacta y la controlabilidad aproximada de
ecuaciones en diferencias semilineales, resultantes de perturbar una ecuacion en dife-
rencias lineal por un término no lineal y se muestra que, bajo ciertas condiciones sobre

el término no lineal, se preserva la controlabilidad de la ecuacion en diferencias lineal.

Cabe destacar que las caracterizaciones de controlabilidad que se presentan en este
trabajo se pueden aplicar a una amplia clase de sistemas de reacciéon difusion. En
particular, aqui se aplican a la ecuacion del calor, la ecuacion de la onda y la ecuacion
de termoelasticidad.
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INTRODUCCION

En las tltimas décadas, la teoria de control ha ganado gran importancia como disciplina
para ingenieros, matematicos y otros cientificos. Ejemplos de problemas de control van
desde casos sencillos, como la conducciéon del calor a través de una barra, hasta casos
méas complejos como el aterrizaje de un vehiculo sobre la Luna, el control de la economia
de una nacién, el control de epidemias, entre otros. Existe una extensa literatura sobre
la teoria de control para sistemas continuos, por mencionar algunos autores se tienen
los trabajos de Barnett [2], Curtain & Pritchard [6], Curtain & Zwart [7] y Zuazua
[28]. En cambio que, sobre la teoria de control de sistemas discretos la literatura es
menos extensa; de hecho en muchos trabajos la presentan de manera introductoria
como por ejemplo Agarwal [1], Elaydi [8] (ambos sobre espacios de dimensién finita)
y Sasu [24]. Parte de los resultados presentados en este trabajo pueden encontrarse
con menos detalle en los articulos Larez, Leiva & Uzcategui [14], Leiva & Uzcategui
[19] y Leiva & Uzcategui [20], en los cuales se caracteriza la controlabilidad exacta y la
controlabilidad aproximada tanto para sistemas continuos como para sistemas discretos,
lineales y semilineales, sobre espacios de dimensién infinita.

Esta tesis estd estructurada en cuatro capitulos, y de cada uno de ellos se da a conti-
nuacién un resumen. En el capitulo 1, se exponen definiciones y resultados importantes
que seran de utilidad en el desarrollo de los siguientes capitulos; particularmente se
muestran resultados sobre la teoria de semigrupos y sobre existencia y unicidad de
soluciones para ecuaciones de evolucion.

En el capitulo 2 se consideran sistemas de control continuos sobre espacios de dimen-
sion infinita y se dan condiciones para caracterizar la controlabilidad de dichos sistemas.

En primer lugar, se estudia la controlabilidad exacta y la controlabilidad aproximada
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para sistemas lineales de la forma
2= Az(t) + Bu(t), t>0, 2(0)= 2, (1)

donde z(t) € Z, u(t) € U, Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) C Z — Z
es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo {T'(t)}i>0 en Z,B € L(U,Z), u €
L*(0,7;U). Ademds, se supone que el semigrupo {T'(t) };>0, generado por A, esta dado
por
T(t)z = ZeAjtsz, zeZ, t>0,
j=1

de acuerdo al Lema 1.1.6. Particularmente, bajo la hipdtesis
P,BB* = BB*F;, 7=1,2,..,

se dan condiciones necesarias y suficientes que permiten reducir el estudio de la con-
trolabilidad de la ecuacién lineal (1), al estudio de la controlabilidad de una familia de
sistemas la cual, en algunos ejemplos especificos, resulta ser una familia de sistemas de
dimensién finita. Ademds, con respecto a la controlabilidad exacta del sistema (1), se
prueba que un control v € L*(0,7;U) que transfiere el estado inicial zy a un estado

final z; en un tiempo 7 esta dado por la férmula:
u(t) = B*T*(1 — t) Lz (21 — T(7)20),
donde Lg- : Z — Z es el operador lineal
Lg-z = /T T(t —s)BB*T* (1 — s)zds,
0

de acuerdo a la Definicién 2.1.3.

En segundo lugar, se estudia la controlabilidad de la ecuaciéon no lineal de la forma
= Az(t) + Bu(t) + f(2(1), u(t)), (2)

donde Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) C Z — Z es el generador de un
Co-semigrupo {T'(t)}s>0 en Z, B € L(U,Z), u € L*(0,7;U) y el término no lineal
f: Z xU — Z es una funcién continua Lipschitziana. En particular, bajo ciertas
condiciones para f se demuestra que la controlabilidad del sistema (1) es preservada
por el sistema semilineal (2) y, en este caso, un control u € L*(0,7;U) que transfiere

un estado inicial zg a un estado final z; en un tiempo 7 esta dado por la férmula:

u=B"Lg (I + K) (21 —T(7)2),
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donde BT : L*(0,7;U) — Z es el operador
BTu = / T(1T — s)Bu(s)ds,
0
K : Z — Z es el operador

Ke = / T(r — $)f(2(s), S(€)(s))ds,

y 2 = 2 es la solucién de (2) correspondiente al control u = S(£), con S = B™Lg!.
La controlabilidad de este tipo de sistemas semilineales ha sido estudiada por varios
autores, entre los que podemos mencionar a Blachandran & Dauer [3], Balachandran &
Park [4], Klamka [12] y Zuazua [27], quienes han usado Teoremas de Punto Fijo para
mostrar sus resultados principales. En cambio que, la técnica utilizada en este trabajo
se basa en el Teorema 2.2.4, el cual es un resultado utilizado en la teoria de sistemas
dindmicos para caracterizar variedades invariantes (central, estable e inestable).

En el capitulo 3 se dan condiciones para caracterizar la controlabilidad de ecuaciones
en diferencias sobre espacios de dimensién infinita. En primer lugar, se dan caracteri-
zaciones que permiten estudiar la controlabilidad, tanto exacta como aproximada, de

la ecuacién en diferencias lineal
z(n+1) = A(n)z(n) + B(n)u(n), n € N* 2(0) = z, (3)

donde z(n) € Z, u(n) € U, Z y U son espacios de Hilbert, A € [*(N,L(Z)), B €
(N, L(U, Z)), u € I*(N,U), L(U, Z) denota el espacio de todos los operadores lineales
acotados de U a Z y L(Z,Z) = L(Z). Este tipo de sistema fue estudiado por Sasu [24],
donde la autora da la siguiente condicién de controlabilidad exacta para la ecuacion
(3): “Si el sistema (3) es completamente estabilizable y A es sobreyectivo, entonces
(3) es exactamente controlable”. Debido a que esta condicién es solo suficiente para
garantizar la controlabilidad exacta de (3) y, a la escasa existencia de literatura con
respecto a la controlabilidad exacta de este tipo de ecuaciones, en este trabajo se da un
aporte, en este sentido, al mostrar condiciones necesarias y suficientes para estudiar la
controlabilidad de ecuaciones en diferencias de la forma (3). Ademads, con respecto a la
controlabilidad exacta de la ecuacién (3), se exhibe un control u € (*(N, U) que lleva el

estado inicial zy a un estado final 21, el cual esta dado por:

U = B”O*Lgnlo(zl — ®(ng,0)z0),



4 Introduccién

donde B™ y Lgny son como en la Definicién 3.1.3. Y, con respecto a la controlabilidad

aproximada de la ecuacion (3), se muestra que la sucesién de controles
U = B™* (ol 4 Lpno) ™ (21 — ®(ng, 0)2),

transfiere el estado inicial zy a una e-vecindad del estado final z;.
En segundo lugar, se dan caracterizaciones para la controlabilidad de la siguiente

ecuacion en diferencias lineal particular
z(n+1)=T(n)z(n) + B(n)u(n), n e N*, 2(n) € Z, u(n) €U, (4)

donde Z, U son espacios de Hilbert, N* = NU{0}, B € [*(N, L(U, Z)), u € *(N,U) y

{T(t)}+>0 es un semigrupo fuertemente continuo dado por:

o0
T(t)z=>» eY'Piz, z€Z, t>0,
j=1

de acuerdo al Lema 1.1.6. Esta ecuacién (4) es la discretizacion en flujo de la ecuacién
de evolucién dada por (1).

A pesar de que para el caso continuo existen trabajos que tratan la controlabilidad de
sistemas semilineales como se mencioné antes, no existen trabajos que den condiciones
para estudiar la controlabilidad de sistemas semilineales discretos. Por esta razon, en
este capitulo también se estudia la controlabilidad, tanto exacta como aproximada, de

la ecuacién en diferencias no lineal de la forma
z(n+1) = A(n)z(n) + B(n)u(n) + f(z(n),u(n)), neN*, z(0)= z, (5)

donde z(n) € Z, u(n) € U, Z y U son espacios de Hilbert, A € [*(N,L(Z)), B €
(N, L(U,Z)), uw € I*(N,U), L(U, Z) denota el espacio de todos los operadores lin-
eales acotados de U a Z y L(Z,7Z) = L(Z). Para el caso de la controlabilidad e-xacta,
el término no lineal f : Z x U — Z es una funciéon continua Lipschitziana. Par-
ticularmente, suponiendo que el sistema lineal (3) es exactamente controlable y que la
constante de lipschitz para f es suficientemente pequena, se mostrara que el sistema (5)
es exactamente controlable, es decir, la controlabilidad de la ecuacion lineal se preserva
bajo la perturbacion no lineal f. Mas aun, con respecto a la controlabilidad exacta de
la ecuacién no lineal (5), se exhibe un control u € I*(N, U) que lleva el estado inicial zg

a un estado final 2y, el cual estd dado por:

u = B"* L, (I + K) (21 — ®(ng, 0)z),
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donde K : Z — Z es el operador
K&=)  ®(no,k)f(=(k —1),5()(k ~ 1)),
k=1

y z = z¢ es la solucién de (5) correspondiente a el control u = S(§), con S = B”O*Lgio.
Y, para el caso de la controlabilidad aproximada, se imponen ciertas condiciones sobre
el término no lineal f que permitirdn mostrar que, si la ecuacion lineal (3) es aproxi-
madamente controlable, entonces la ecuacién no lineal (5) también lo es.
Finalmente, en el capitulo 4, se aplican los resultados de los capitulos 2 y 3 para
estudiar la controlabilidad de la ecuacion de la onda, la ecuacién del calor y la ecuacién
de termoelasticidad. Primero se considera la siguiente ecuacién de la onda n-dimensional
(nD)

yw — Ay + f(t,u) = u(t,z), =€,

y=0 on R x0Q,

y(0,2) = yo(z),  w:(0,2) = pu(z), =€,
donde © es un dominio en R™, el control u € L*(0,7;L*(Q)) v f(t,u) es una fun-
cion Lipschitz. Y se estudia su controlabilidad tanto en su versiéon continua como su
discretizacion en flujo. La controlabilidad exacta de la ecuacion de onda lineal fue estu-
diada en Curtain & Pritchard [6] y Curtain & Zwart [7] en una dimensén (1D). En este
trabajo, se aplicaran los resultados obtenidos y presentados en los capitulos anteriores
para mostrar que la ecuacién de la onda lineal (nD) es exactamente controlable, asi co-
mo también, probar la controlabilidad aproximada de la versién discreta de la ecuacion
de la onda no lineal, con f una funcién adecuada. En segundo lugar, se considera la
siguiente ecuacion del calor n-dimensional (nD)

Yt = Ay + u(t,x) + f(tvu))
y(O,I) :yO(x)7
y=0 on R x09Q,

donde € es un dominio acotado en R™, el control u € L*(0,7; L*(Q)) y f(¢,u) es una
funcién Lipschitz. En este caso, la controlabilidad exacta al cero para la version continua
de la ecuacién del calor lineal (1D) ha sido estudiada en Zhang [26] y la controlabilidad
aproximada para la ecuacién del calor lineal (1D) aparece muy bien en Curtain &
Pritchard [6] y Curtain & Zwart [7]. Aqui, se aplican los resultados presentados en
los capitulos 2 y 3 para mostrar que la ecuacién del calor lineal es aproximadamente

controlable y probar que la version discreta en el flujo de la ecuacién del calor lineal es
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exactamente controlable. Por tltimo, se estudia la controlabilidad de la version continua

de la siguiente ecuacion de termoelasticidad en una placa con control

wy + A%w + a0 = uy(t,z), t>0, z€Q,
0, — BAO — aAw, = us(t,x), t>0, x€Q,
=w=Aw=0, t>0, z¢€od,

donde a # 0, 8 > 0, Q es un dominio acotado suficientemente regular en RY (N > 1)
v u; € L2([0,7]; L3(Q)),1 = 1, 2.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Como se anuncié en la introducciéon del trabajo, en este capitulo se dan algunas defini-
ciones y se presentan resultados fundamentales sobre semigrupos fuertemente continuos
de operadores lineales y acotados, asi como también, sobre existencia y unicidad de solu-
ciones para ecuaciones de evolucion que seran utilizados en los capitulos siguientes. La
mayor parte de la teoria que se muestra en este capitulo se puede encontrar en los
textos de Curtain & Zwart [7], Goldstein [9] y Pazy [23], salvo el Lema 1.1.6 el cual se

encuentra en Leiva [16].

1.1. Semigrupos de Operadores Fuertemente Con-

tinuos.

Definicién 1.1.1. Sea Z un espacio de Hilbert. Una familia {T(t)}+>0 de operadores
lineales y continuos T'(t) : Z — Z se denomina Semigrupo Fuertemente Conti-

nuo (o Cy-semigrupo) si ésta verifica las tres condiciones siquientes:
i) T(0)=1.
i) T(t+s)=T(t)T(s),(t,s>0).
iti) Para todo zy en Z, T(t)zy es fuertemente continuo en t =0, es decir,

h'mt_>0+ H T(t)ZO — 20 “Z: 0.
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Definicién 1.1.2. El generador infinitesimal A de un semigrupo fuertemente con-

tinuo {T(t) }1>0 en un espacio de Hilbert Z es definido por:

1
Az = limy_g+ g(T(t) — 1)z,

siempre que el limite exista. El dominio de A, D(A) es el conjunto de elementos en Z

para el cual el limite existe.

Algunas propiedades importantes de los Cy-semigrupos estan dadas en el siguiente

Teorema;

Teorema 1.1.3. Sea {T(t)}i>0 un semigrupo fuertemente continuo sobre un espacio

de Hilbert Z, entonces T(t) posee las siquientes propiedades:
(a) ||T(t)|| estd acotada sobre todo intervalo finito de [0, +00).
(b) T(t) es fuertemente continuo en todo t € [0, +00).

(¢) Para todo z € Z, se tiene que

1 t
;/ T(s)zds — z, t— 0%,
0

1 1
(d) Si wy = inf;~q (;logHT(t)H), entonces wy = limy_, (;logHT(t)H) < 00.
(e) Para todo w > wy, existe una constante M, tal que

T ()] < Mye" ¥ t>0.

Demostracion. Para la demostracién de este Teorema se puede consultar Curtain &
Zwart [7]. )

Ahora bien, el siguiente Teorema, el cual se encuentra en Curtain & Zwart [7], nos
muestra ciertas propiedades importantes que satisface el generador infinitesimal de un

Cp-semigrupo.

Teorema 1.1.4. Sea Z un espacio de Hilbert y sea {T(t)}+>0 un semigrupo fuertemente
continuo sobre Z, con generador infinitesimal A. Entonces se cumplen las siguientes

afirmaciones:
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(a) Si = € D(A), entonces T(t)= € D(A), ¥t > 0.

() S(T()2) = AT(t)z = T(t)Az, para = € D(A), t > 0.

(¢) S (T(1)2) = A"T(1) = T()A™2, paru = € D(A"), £ > 0.

(d) T(t)z — = = /O T(s)Azds, para = € D(A).

(c) / s)zds € D(A), A / s)zds = T(t)z— z, para todo z € Z y D(A) es denso

en 4.

(f) A es un operador lineal cerrado.

(9) ﬂ D(A™) es denso en Z.

n=1

Definicién 1.1.5. Sea A un operador sobre un espacio de Hilbert Z. El conjunto
resolvente de A es

p(A) ={N € C: X — A: D(A) — Z es biyectivo y (Al — A)~' € B(Z)}.
donde B(Z) es el espacio de todos los operadores lineales y acotados de Z en Z.
Observacion: Si p(A) # &, entonces A es cerrado, es decir, su grifico
G(A) = {(2,A2) : € D(A)}

es un subespacio cerrado de Z X Z. Si A es cerrado, entonces, por el Teorema del Grdfico

Cerrado, se tiene que el conjunto resolvente de A es
p(A)={A e C: A —A:D(A) — Z es biyectivo}.

(M —A)~! es llamado el operador resolvente de A yo(A) = C\ p(A) es el espectro
de A. ‘

El siguiente Lema juega un papel fundamental para obtener los principales resultados

que presentamos en los siguientes capitulos.
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Lema 1.1.6. (Leiwva [16]) Sean Z un espacio de Hilbert separable y { A, n>1, {Pntn>1
dos familias de operadores lineales y acotados en Z, con {P,}n>1 una familia completa

de proyectores ortogonales, tales que:
A,P,=P,A,,n>1

Defina la siguiente familia de operadores lineales

T(t)z = ZeA”tPnz, zeZ, t>0.

n=1

Entonces:

(a) T(t) es un operador lineal y acotado si ||et|| < g(t), n = 1,2, .., para alguna

funcion continua a valores reales g(t) > 0, t > 0.

(b) Bajo la condicion anterior {T(t)}i>0 es un semigrupo fuertemente continuo en el

espacio de Hilbert Z, cuyo generador infinitesimal A estd dado por
Az = Z A, Pz, z€ D(A)
n=1

con

D(A) = {z €Z: i | A, Puz||? < oo} .

n=1

(¢) El espectro o(A) de A estd dado por

o(4) = Jo(@).

n=1
donde A, = A, P, : R(P,) — R(P,), R(P,) = Rango(P,).
Demostracién.

(a) Supongamos que existe g : [0, +00) — R continua tal que |le"!]| < g(t), n =

1,2, .... Luego,

00 0o 0o
T2 = 11D e Pazl = lle™ Pazl* <> e[| Paz]”
n=1 n=1 n=1

IA

D gl Pazl? = g(0)* Y N1 Pazl® = g(t)?12]1*.
n=1 n=1
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Ast, |[T(t)z|| < g(t)||z]|. Entonces, ||T'(t)|| = sup ||T(¢)z]] < g(t). Por lo tanto,
ll=l=1
T € L(Z), es decir T'(t) es un operador lineal y acotado.

(b) Veamos primero que {7T'(t)}:>o es un Cy-semigrupo.

i) T(0)z = i P,z =z Asi, T(0) = I.

n=1
ii)
T(OT(s)2 = D' PuT(s)z = D ™' P, (Z ’”)
n=1 n=1 m=1
_ Z eAnteAnsp o Z eAnt) p o
n=1 n=1
= T(t+s)=z.
iii)
2 2
IT(#)z —=2lI* = -

oo oo
E eAntp o — E P,z
n=1 n=1

> (e —1) Pz
n=1

IA

[e%S)
>l = 1) Paz]?
n=1

N 0o
= D lle™ =I1P1Pzl*+ D lle™ = I|P|| Pazl®
n=1 n=N-+1

N 00
< sup [let —IIP> (PP + KDY ([Pl
n=1

lsnsN n=N+1

donde K = sup |le™" — I
n>1,0<t<1

Dado € > 0, existe N € N tal que

y podemos escoger t < 1 tal que

Ant 2
su e — 1 .
Sup | "< 3p
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Luego,

Tz =2 < Hiumu?w—

IA

9 = 9
- Pzl + =

_ 2 -

Por tanto, lim; o+ || T(t)z — z|| = 0, Vz € Z. De i), ii) y iii) se sigue que {T'(¢) }+>0
es un semigrupo fuertemente continuo.

Sea A el generador infinitesimal de {T'(¢)}:>0 v D(A) su dominio, entonces para

z € D(A) se tiene, por definicién, que

T(t)z — > (eAnt — )P,z
Az = limy_g+ —( )2 =2 = limy;_ o+ 2n=1 ) )
t t
Ahora, puesto que eA"? es un Cy-semigrupo cuyo generador infinitesimal es A,,,
entonces
A Amt
emt — 1 etmt — T
P,Az = [hmtﬁm (f) sz} = lim;_,o+ Tsz =A,P,z.

Asi, Az = i P, Az = i AP,z
n=1 n=1

Ahora, sea

D= {z €Z:) [|A Pz’ < oo}
n=1
y veamos que D(A) = D. Es claro que D(A) C D. Supongamos ahora que z € D,
entonces -
Z A,Pz=yeZ

n=1

Sea z, = E P, z, entonces

n=1
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por lo tanto, z;, € D(A) y Az, = ZA P,z.

Finalmente, si 2z — 2z cuando k — oo y lim;_,o+ Az = y, entonces, puesto que
A es cerrado, obtenemos que z € D(A) y Az = y. Con esto hemos probado que
D c D(A). Asi, D(A) = D.

es equivalente a probar lo siguiente:

o0 o0

U o(A,) Co(A) y o(A) C U (A

n=1 n=1

Para probar la primera parte, mostraremos que p(A) C ﬂ . En efecto, sea

A en p(A). Entonces (\[ — A)™! : Z — D(A) es un operador lineal acotado.

Necesitamos probar que

(M — A, R(P,) — R(Py)

existe y es acotado para m > 1. Supongamos que (A — A,,) ' P,,z = 0. Entonces

(M — AP,z = Z/\] AP, Pz

= A=A,)Pnz=(—-A,)P,z=0.

Lo cual implica que, P,z = 0. Asi, (Al — 4,,) es inyectiva.

Ahora, dado y en R(P,,) queremos resolver la ecuacién (A — A,,)w = y. De
hecho, puesto que A € p(A), existe z € Z tal que

o

(M = A)z =Y (M — A,) Pz =y.

n=1

Entonces, aplicando P,, a ambos lados de esta ecuaciéon obtenemos
Pu(M — A)z = (M — APz = (M — APz = Py =y,

Por lo tanto, (Al — A,,) : R(Py,) — R(P,,) es una biyeccién. Puesto que 4,, es

cerrado, entonces, por el teorema del grafico cerrado obtenemos que

A€ p(Ay) ={reC: (A—A,) es biyectiva} ={\ € C: (\[—A4,,)"" es acotada}
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para todo m > 1, con lo cual hemos probado que

p(A) C ﬂ p(A,) = U o(A,) C a(A).

n=1

Ahora, para probar que:
o(A) c | o).
n=1

recordemos que si A € g(A), entonces ocurre alguna de las siguientes situaciones
(1) Aeo,(A) ={A e C:(A— ) no es inyectiva}.

(2) A € 0,(A) = {\ € C: (A — \I) es inyectiva, pero R(A — \I) # Z}.

(3) A€o (A)={\eC:(A—AI) es inyectiva, R(A — A\)=Z, pero R(A—\)#Z}.
Ahora bien,

(1) Si (A—AI) no es inyectiva, entonces existe z € Z no nulo tal que: (A—AI)z = 0.
Esto implica que para algin ny tenemos:

(Ag = M) Pz =0, Poyz#0.

Asi, A € 0(A,,), y por lo tanto A € U a(A,).
n=1

(2) Si R(A — M) # Z, entonces existe zg € Z no nulo tal que:

(20, (A — AD)z) = 0, Vz € D(A).

o0
Pero, z = E P,z asi:

n=1

<zo, i(A_n — )J)Pnz> =0.

n=1

Ahora, si zy # 0, entonces existe ng € N tal que P,,z9 # 0. En consecuencia,

0 = <z0,§:(A_n—/\])Pnz>

n=1
= (2o, (A_no — AP, z)

= (P20, (A_no — AP, z2).
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Asf, R(A,, — M) # P, Z. Por lo tanto, A € o(4,,) C U o(4,)
n=1
(3) Supongamos que (A — AI) es inyectiva, R( RA-XN)=Zy R(A—- X)) C Z.

Supongamos por reduccion al absurdo que A € ( >

OO— C o0
(U a<A—n>) . (U a<A—n>)

= () (c(@))°

n>1

= [ r(A),

n>1

Pero,

Lo cual implica que, A € p(A4,), para todo n > 1. Entonces
(A — M) i R(Py) — R(P)

es invertible, con (A4, — AI)~! acotada.

En consecuencia, para todo z € D(A) obtenemos que
Pi(A—=X)z=(A; —\)P;z, j=1,2,...

es decir,
(A = AD)'P(A= X))z =Pz, j=1,2,...

Ahora, puesto que D(A) es denso en Z, podemos extender el operador
(A, — A" Py(A — AT)
a un operador acotado Tj definido sobre Z. De esto se sigue que

Tz =Pz, V2€Z, j=1,2,...,

1T =Pl <1, j=1,2....

Puesto que R(A — A\I) = Z, se tiene que
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Ahora veremos que R(A — AI) = Z. En efecto, dado z € Z definamos y como

sigue
o0

y=>Y (A= \)"'Pz.
j=1
De (1.1) obtenemos que y estd bien definido. Veamos ahora que y € D(A) y
(A — M)y = z. Para ello, sabemos que

y€D(A) < > |A4;Pyl* < oo
Por otro lado, tenemos que

> APyl = ZHA j— M) P = ZH{HA j— M) TP
j=1

Asi,
Z 1A Pyyl* < Z 1L+ IAD?(Pizl? = (14 [AD?[|2]]* < oo

7=1

Entonces, y € D(A)y (A— X))y = z.

Por lo tanto, R(A — M) = Z, lo cual es una contradiccién que viene de haber

c
asumido que: \ € (U O'(A_n)) : [ )

n=1

Ademas, presentaremos una prueba del reciproco del Lema 1.1.6.

Lema 1.1.7. Sean Z un espacio de Hilbert separable y {A,}n>1, {Pn}n>1 dos familias

de operadores lineales y acotados en Z, con { P, },>1 una familia completa de proyectores
ortogonales, tales que:

AP, =P,A,, mn=12,... (1.2)
Si el operador
Az =Y APz, z€ D(A),

n=1
con

DA)={z€Z:)> | APuz |’< o0},

n=1

genera un semigrupo fuertemente continuo {T(t)}i>0, entonces

T(t)z = Z Pz, 2z e 7.
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Demostracidén. Si zy € Z, entonces P,zy € D(A) y la solucién del problema

(102 4o

estda dada por z,(t) = T'(t) Pu2o.
Del Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.1.12 de Curtain & Zwart [7]) se puede deducir
que, si un operador conmuta con el generador de un semigrupo fuertemente continuo,

entonces éste conmuta con el semigrupo. Por tanto, de (1.2) obtenemos que

T(t)z =Y PuT(t)zo = » T(t)Puz. (1.4)
n=1 n=1
Por otro lado, puesto que z,(t) es una solucién de (1.3), obtenemos

zZ(t) = Az,(t)

= Y AnPuT(t)P.z
m=1
= ATt Pozo = Apzn(t).

Asi, 2,(t) = e P,zg = T(t) P,z y de (1.4) concluimos que

T(t)z = Z et P 2.
n=1

1.2. El Problema de Valor Inicial.

Consideremos el siguiente problema de valor inicial (P.V.1.) en el espacio de Hilbert Z

{ 2= Az(t)+ f(t), t>0,

0) = 2, (1.5)

donde f : [0,T) — Z, A: D(A) C Z — Z es el generador infinitesimal del Cp-
semigrupo {7'(t)}i>0 en Z.
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Definicién 1.2.1. La funcion z : [0,T) — Z es una solucion cldsica del problema
(1.5) si es continua en [0,T); continuamente diferenciable y z(t) € D(A) en (0,T),

satisfaciendo ademds, la ecuacion (1.5) en [0,T).

Teorema 1.2.2. Sea f € L'(0,T;Z) y 20 € Z. Si el problema de valor inicial (1.5)

tiene una solucion, esta viene dada por:

2(t) =T(t)zo + /0 T(t—s)f(s)ds. (1.6)

Demostracién. Sea T'(t) el Cy-semigrupo generado por A y sea z una solucion de (1.5).

Entonces, la funcién g(s) = T'(t — s)z(s) es diferenciable para 0 < s <ty

W(s) = —AT(—5)2(s) + Tt~ 9)7/(5)

= —AT(t — s)z(s) + T(t — s)Az(s) + T(t — ) f(s)

= T(t—s)f(s).
Si f € L'(0,T;Z), entonces T(t — s)f(s) es integrable y
z(t) =T(t)zo + / T(t—s)f(s)ds.
0
[ )

Definicién 1.2.3. Sea A el generador de un Cy-semigrupo {T'(t)}i>0; 20 € Z y f €
LY0,T;Z). Entonces, la funcién z € C([0,T], Z) dada por

z(t) =T(t)zo + /Ot T(t—s)f(s)ds 0<t<T, (1.7)

es llamada solucion moderada del problema (1.5) en [0,T].

Observacion: Aunque toda solucion de (1.5) es una solucion de (1.7), el reciproco no

es necesariamente cierto dado que las soluciones de (1.7) pueden no ser diferenciables.

Teorema 1.2.4. Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo {T'(t)}i>o,
f e LY0,T;Z) continua en (0,T] y la funcidn

v(t) = /OtT(t —s)f(s)ds, 0<t<T. (1.8)

Entonces el P.V.I. (1.5) tiene una unica solucion z en [0,T) para cualquier zy € D(A)

si, y solo si, se satisface una de las siquientes condiciones:
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i) v(t) es continuamente diferenciable en (0,T).
it) v(t) € D(A), Yt € (0,T) y Av(t) es continua en (0,T).

Ademds, si (1.5) tiene una solucion en [0,T) para zy € D(A), entonces v(t) satisface
Demostracién. Si el P.V.I. (1.5) tiene una solucién z para algin z, en D(A), entonces
esta solucién esta dada por (1.6). En consecuencia, v(t) = z(t) —T'(t)zo es diferenciable
para t > 0y v'(t) = 2/(t) — T(t)Azy es obviamente continua sobre (0,7"). Por lo
tanto, i) se satisface. Ahora, si zg € D(A), T(t)zy € D(A) para t > 0y por lo tanto
v(t) = 2(t)—T(t)zo € D(A) parat > 0y Av(t) = Az(t)—aT (t)z0 = 2/ (t)— f(t)—T(t) Az
es continua sobre (0,7"); asi ii) se satisface.
Por otro lado, es facil verificar, para h > 0, la identidad

T(h;l Iv(t) _ v(t + h})l v(t) %

/tt+h T(t+h—s)f(s)ds. (1.9)

De la continuidad de f, el segundo termino del lado derecho de (1.9) tiene el limite f(t)
cuando h — 0. Si v(t) es continuamente diferenciable sobre (0,7"), entonces se sigue de
(1.9) que v(t) € D(A) para 0 < t < Ty Av(t) = v'(t) — f(t). Puesto que v(0) = 0
se sigue que z(t) = T'(t)zo + v(t) es la solucién del P.V.I. (1.5) para zp € D(A). Si
v(t) € D(A) se sigue de (1.9) que v(t) es diferenciable a la derecha de ¢ y la deriva-
da por la derecha Dtv(t) de v satisface DTv(t) = Av(t) + f(t). Puesto que DT v(t)
es continua, v(t) es continuamente diferenciable y v' = Av(t) + f(¢). Como v(0) = 0,
2(t) = T(t)zo + v(t) es la solucién de (1.5) para zp € D(A), y esto completa la de-

mostracion. ®

Corolario 1.2.5. Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo {T(t)}i>0. Si
f € CH[0,T]; Z), entonces el P.V.I (1.5) posee una tnica solucién z : [0,T) — Z,
VZO S D(A)

Demostracion. Tenemos que

v(t):/o T(t—s)f(s)ds:/o T(s)f(t — 5)ds. (1.10)

Es claro de (1.10) que v(t) es diferenciable para t > 0 y que su derivada

J(t) = T(0)£(0) + / T(s)f'(t — s)ds = T(1)£(0) - / T(t - s)f(s)ds
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es continua sobre (0, 7). El resultado se sigue ahora del Teorema 1.2.4 (i). [ )

Corolario 1.2.6. Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo {T'(t)}>0 y
f e LY0,T;Z) continua en (0,T). Si f(s) € D(A) para todo 0 < s < T y Af(s) €
LY([0,T); Z), entonces para cualquier z € D(A) el P.V.I (1.5) tiene una tinica solucidn
sobre [0,T).

Demostracién. De las hipdtesis se sigue que para s > 0, T'(t — s)f(s) € D(A) y

que AT(t — s)f(s) = T(t — s)Af(s) es integrable. Por lo tanto, v(t) definida por (1.8)
satisface que v(t) € D(A) parat >0y

Av(t) = A/OtT(t —s)f(s)ds = /OtT(t — 5)Af(s)ds

es continua. El resultado se sigue ahora del Teorema 1.2.4 (i1). [ )

1.3. Ecuacion no Lineal.

Consideremos el siguiente P.V.I, en el espacio de Hilbert Z:

dilff) Az(t) + f(t, 2(1), t>to,
(1.11)
2(to) = 20, 20 € Z.

Donde A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo {7'(t)}:+>¢ en Z, el operador
f:U CRT x Z — Z satisface una condicién de Lipschitz en Z; U abierto, f continua
enty (to,x9) € U.

Definicién 1.3.1.  a) Una solucidén cldsica del problema (1.11) en [to,t1) es una
funcion continua z : [to,t1) — Z tal que z(to) = zo; (t,2(t)) € U, 2/'(t) € Z,
2(t) € D(A) y satisface la ecuacion diferencial ¥t € (tg,ty).

b) Una solucion moderada en [ty,t1) es una funcion continua z(t) tal que (t, 2(t)) €
Uit — f(-2() € L'((to. 11). Z) y

2(t) =Tt —to)zo + / T(t—s)f(s,z(s))ds. (1.12)

to



Ecuacion no Lineal 21

Teorema 1.3.2 (Existencia Local). Sea Q C Z un abierto, z0 € Qy f:RT xQ — Z
continua satisfaciendo la siguiente condicidn de Lipschitz: para cada T € R, existe
k = k(7) tal que

1t 2) = fty)llx <kllz—yllz, VEel0,7]; zye.

Entonces, para T > 0 suficientemente pequeno, existe una unica solucion moderada de
(1.11) en [0, 7).

Demostracién. Sea 7 > 0, C = C([0,7]; Z) y considere B una vecindad cerrada de z

en ). Definamos S como sigue

waszw%ﬁATWﬂﬁ@dw%,

para 0 <t <7yze M={veC:v0) = z,v(0,7]) C B} Notese que M es
un espacio métrico completo y Sz € C. Considerese M, w tales que ||T(t)|| < Me".
Entonces

152 = Svll. = sup [[Sz(t) — Sv(t)]]

0<t<r

—OgglATﬁ—$U®&®D—f@w@m%
ngAWmﬂm—mw@WS
gﬂhwuﬂAWM$—w$Ws

< Me"k(1)7||]z — vl,.

Ademéds, Me“'k(r)T — 0 cuando 7 — 0" (puesto que k(7) se puede asumir acotada por
k(1) para 7 < 1). Veamos ahora que S(M) C M. Sin perder generalidad supongamos

que B es acotado.

/o T(t—s)f(s,z(s))ds|| = Ji(1) + J2(7).

152 = 2ol < sup [|T'(t)z0 — 20]| + sup
0<t<r 0<t<r
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Ji(1) — 0 cuando 7 — 0, y

Jo(T) < TMe" sup || f(t,2())]]

0<t<r

< e { s (el + k() sup [:(6) =l |
0<t<r

0<t<r

Asi, Jo(1) — 0 cuando 7 — 0F. Por lo tanto, S(M) C M para 7 suficientemente
pequeno. La conclusién del teorema se sigue de aqui, haciendo uso del Teorema de
punto Fijo de Picard-Banach, pues z es una solucién moderada de (1.11) si, y sélo si,

z es un punto fijo de S. [

Teorema 1.3.3 (Existencia Global). Sea zp € Z y f : Rt x Z — Z continua y
satisfaciendo la siguiente condicion de Lipschitz: para cada T > 0, eziste k = k() tal
que

1F(t2) = fty)llz < Kllz—yll,, VEe[o. ] wyeZ.

Entonces, (1.11) tiene una unica solucion moderada definida para todo T en RY.

Demostracion. Sean S, M, w, como en la demostracién del Teorema 1.3.2. Afirmamos
que:
1572(t) = S"v(t)|| < [ME(t)e™"t]" sup [|z(s) — v(s)[|/n! (1.13)

0<s<t
para todo t > 0, z,v € C([0,t], Z). Podemos asumir que t — k(¢) es monétona no
decreciente. Para n = 1 (1.13) vale por un calculo simple dado en la demostracién del

Teorema 1.3.2. Supongamos que (1.13) es cierto para n = m. Entonces

Ismeis() = 57l = | [ 7= )17 575(9) = Fls 5ol

< Me“”/o k(s)[Me“k(s)s]™ sup ||z(r) —v(r)|ds/m!

0<r<s

< [me tk(t)]™ sup Hz(r)—v(r)”/o s™ds/m)

0<r<s

y (1.13) se sigue con n = m + 1. Por induccién, (1.13) se cumple para todos los enteros
positivos n. Ahora sea 7 > 0 arbitrario pero fijo. Escojamos n lo suficientemente grande
tal que

a = [Me"k(T)r]"/n! < 1.
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Entonces por (1.13),
||Snz - SnUHc < a”'z - UHc’

para todo z,v € C = C([0, 7], Z). Por lo tanto S tiene un tnico punto fijo en C, y asf el
problema (1.11) tiene una tdnica solucién moderada continua sobre [0, 7]. El teorema se

sigue pues 7 > 0 es arbitrario. [

Teorema 1.3.4. Supongase que [ : Rt X Z — Z es continua y satisface la siguiente

condicion de Lipschitz: para cada ¢ > 0, existe k(c) tal que

1 () = fE ol < k()lle —yll, Viel0.d; .y e Bz(0,¢).

Sea z € C([0,7),X) la solucion moderada de (1.11) donde T < co. Entonces se satisface

una de las siguientes posibilidades:
a) Eziste una inica solucion moderada de (1.11) en RT.

b) [0,7) es el intervalo maximal de existencia de la solucion moderada de (1.11) y
se tiene
1 J2(0)] = +oo.






CAPITULO 2

SISTEMAS DE CONTROL CONTINUOS

En este capitulo estudiamos la controlabilidad de ecuaciones de evolucién de la forma
2= Az(t) + Bu(t) + f(2(t), u(t)), (2.1)

donde Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) C Z — Z es el generador de un
Co-semigrupo {T(t)}>0 en Z, B € L(U,Z), u € L*(0,7;U) y el término no lineal
f:Z xU — Z es una funcion continua Lipschitziana.

En primer lugar, presentamos caracterizaciones que permiten estudiar la controlabilidad
de la ecuacién lineal, es decir, de ecuaciones de la forma (2.1) sin el termino no lineal
f(z,u). Particularmente, damos caracterizaciones que permiten reducir el estudio de
la controlabilidad de la ecuacion lineal, al estudio de la controlabilidad de una familia
de sistemas, la cual en algunos ejemplos especificos resulta ser una familia de sistemas
de dimensién finita. En segundo lugar, estudiamos la controlabilidad de la ecuaciéon no
lineal de la forma (2.1). Para ser més especificos, suponiendo que el sistema lineal es
controlable y que la constante de lipschitz para f es suficientemente pequena, mostramos
que el sistema (2.1) es controlable, es decir, la controlabilidad de la ecuacién lineal se
preserva bajo la perturbacién no lineal f. Cabe destacar que para mostrar el resultado
principal de esta ultima parte no usaremos Teoremas de Punto Fijo mas generales, como
lo han hecho la mayoria de los autores que han tratado este tipo de problema semilineal,
entre otros, Balachandran-Park [4], Blachandran-Dauer [3], Klamka [12], Zuazua [27];
por el contrario, nuestra técnica esta basada en el Teorema 2.2.4 usado para caracterizar

variedades centrales en teoria de sistemas dindmicos.
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2.1. Controlabilidad para Sistemas Lineales

Continuos.

2.1.1. Preliminares.

En esta seccion presentamos algunos resultados sobre la controlabilidad del sistema de
control lineal
2= Az(t) + Bu(t), t >0,

donde Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) C Z — Z es el generador de un
Co-semigrupo {T'(t)}i>0 en Z, B € L(U, Z), u € L*(0,7;U).

De acuerdo al Teorema 1.2.2 y la Definicion 1.2.3, el problema de valor inicial

o= Az(t Bu(t), t
z 2(t) + Bu(t), t>0, (2.9)
2(0) = =z,
admite una tnica solucién moderada dada por
t
z(t) = T(t)zo +/ T(t — s)Bu(s)ds, te[0,7]. (2.3)
0

Ahora, daremos las definiciones de controlabilidad exacta y aproximada para el sistema
(2.2).

Definicién 2.1.1. (Controlabilidad Exacta) El sistema (2.2) se dice que es exac-
tamente controlable sobre [0, 7] si para cada zy, 2, € Z existe u € L*(0,7;U) tal que

la solucion moderada z(t) de (2.2) correspondiente a u verifica: z(T) = 2.

Definicién 2.1.2. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (2.2) se dice que es
aprorimadamente controlable sobre [0,7] si para cada zy, 21 € Z, ¢ > 0 existe

u € L*(0,7;U) tal que la solucién moderada z(t) de (2.2) correspondiente a u verifica:

|2(T) — z1|| < e.

//’f \\

/ P N

/ L € \
. \
2 =2(7) L

¢ \ . /

zu(t) 2(t) z(7)

20 = 2(0) 2o = 2(0) )

Figura 1: Controlabilidad exacta (izq.) Controlabilidad aproximada (der.)
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Definicién 2.1.3. Para el sistema (2.2) definimos los siguientes conceptos:

a) La aplicacion de controlabilidad (para T > 0) es definida como sigue BT :
L*(0,7;U) — Z por

BTu = / T(1T — s)Bu(s)ds. (2.4)
0
b) La aplicacion grammian Lg- : Z — Z es definida por Lg- = BTB™, es decir,

Lg-z=B"B"z= / T(T —s)BB*T*(1 — s)zds.
0

El siguiente teorema se puede encontrar en forma general para ecuaciones de evolucién
en Curtain & Zwart [7].

Teorema 2.1.4. (a) La ecuacion (2.2) es exactamente controlable sobre [0, 7] si, y

solo si, una de las siguientes afirmaciones vale:
(1) Rango(B™) = Z.
(11) Eziste v > 0 tal que

<LB"Z7’Z> > 7||Z||2Za z€Z.

(111) Eziste v > 0 tal que
IB™ 2l 20,0y Z 2l 2 € Z.

(b) La ecuacion (2.2) es aproximadamente controlable sobre [0,7T] si, y sdlo si, una
de las siguientes afirmaciones vale:
(i) Ker(B™) ={0}.
(i) (Lgrz,z) >0, 2# 0 en Z.
(i1i)) B*T*2 =0= 2z =0.

(iv) Rango(BT) = Z.
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2.1.2. Resultados Principales.

A continuacién presentamos los resultados principales de esta seccién, para este fin

supondremos que el semigrupo {7'(t)}+>0 generado por el operador A estd dado por

T(t)z = ZeAjtsz, z€Z, t>0, (2.5)

j=1

de acuerdo al Lema 1.1.6.

A lo largo de esta seccion asumiremos la siguiente hipdtesis:
P,BB*=BB*P;, j=1,2,.... (2.6)
Proposicién 2.1.5. Bajo la hipdtesis (2.6) el operador
Lg-z=B"B"z = /T T(s)BB*T*(s)zds,
0

puede escribirse de la siguiente manera
o0
Lp- = E LB;PJ-,
Jj=1

donde B
ngry = BB "y = / eAstjB;eA;syds, y € Rango(P;).
0

Demostracién. De la definicién del operador Lg- y la representacion (2.5) de T'(t)

obtenemos que

Lgrz = / (ZeAjSPj> BB* (ZeAZSsz> ds
0 \j=1 k=1
_ / S 4B, Bl Py ads

0 T
= g /eAﬂfsBjB;eAjSszds
j=1"0

j=1
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Lema 2.1.6. El sistema (2.2) es exactamente controlable sobre [0,7] si, y sdlo si, el
operador Lg- es invertible. Ademds, en este caso, S = l’:)’T*ngT1 es una inversa por la
derecha de BT y un controlu € L*(0,7;U) que transfiere el estado inicial zy a un estado

final z; en tiempo T > 0 estd dado por:
u(t) = B*T*(1 — t) Lt (z1 — T(7)20). (2.7)

Demostracién. Supongamos que el sistema (2.2) es exactamente controlable. En-
tonces, del Teorema 2.1.4 parte (a) — (i) existe v > 0 tal que ||B™2||r2(0,-,0) > V]2l 2

para todo z € Z, es decir,
IB™2(1* > *|12|1%, 2 € Z,

equivalentemente,
(BTB™z,z) > ¥*||2||?, z€ Z,

Y,
(L2, 2) > 2|2|%, 2 € Z. (2.8)

Esto implica que Lg- es inyectiva. Ahora probaremos que Lg- es sobreyectiva. Es decir,
R(Lp-) = Rango(Lp-) = Z.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que R(Lp-) esté estrictamente contenido en Z.

Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy Schwarz y (2.8) obtenemos
ILs-2lle > ¥*|lzll, 2 € Z,

lo cual implica que R(Lp-) es cerrado. Entonces, del Teorema de Hahn Banach existe
2o # 0 tal que
(Lprz,2z0) = 0,Vz € Z.

En particular, poniendo z = 2, se obtiene de (2.8) que
0= <LBTZO’ Z(]> Z ’72||Zo||2.

Entonces zg = 0, lo cual es una contradiccion. En consecuencia, L+ es una biyeccién y
por el Teorema de la Aplicacién Abierta, Lg} es un operador lineal acotado.
Ahora, supongamos que Lg- es invertible. Entonces, por el Teorema 2.1.4 es suficiente

probar que R(B") = Z. Para z € Z definamos el control u, € L*(0,7;U) como sigue
u, = Sz = BT*LI}IZ.

Entonces B™u, = z. El resto de la prueba se sigue de aqui. [ )
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Corolario 2.1.7. El control dado por (2.7) en el Lema 2.1.6 es el de norma minima.
Es decir, ||Ju|| = nf{||v]| : v € S.}, donde S, = {v € L*(0,7;U) : BTv = z}.

Demostracion. Consideremos las siguientes igualdades
[0 = Jlu+ (v = w)|* = [[ul]* + 2Re(u,v — u) + |lv - ul]*,v € S..

Por otro lado,

(u,v —uy = /OT (B™ L z,v(s) —u(s)) ds
— /OT (B*T*(1 — s)Lgrz,v(s) — u(s)) ds
= /OT (Lgrz,T(1 — s)Bu(s) — T(T — s)Bu(s)) ds

= (Lg 2,Bv—Bu)

= (Lglz,z—2)=0.

Asi,

[l = flull® = llv = u* > 0,0 € S..
Por lo tanto, ||u|| < ||v|| para todo v € S, y ||u|| = ||v]| si, y sélo si, u = v. )

Lema 2.1.8. (a) El sistema (2.2) es exactamente controlable sobre [0, 7] si, y sdlo si,

existe v > 0 tal que

(Lgr Pyz, Piz) > | Pp2|?, Vze€Z, Vj=1,2,3....

(b) El sistema (2.2) es aprozimadamente controlable sobre [0,7] si, y sélo si, cada

uno de los siguientes sistemas
2= Ajz + Bju(t), =z(t) € Rango(P;), ¢t>0, j=1,23..., (2.9)
es aprorimadamente controlable.
(c) El sistema (2.2) es aproximadamente controlable si, y solo si,

(LBJT_y,y> > 0,Vy # 0 en Rango(P;), j=1,2,3....
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Demostracion.

(a) Supongamos que el sistema (2.2) es exactamente controlable. Entonces, por el

Teorema 2.1.4 parte (a) — (i7), existe v > 0 tal que
(Lgrz,2) > v|2|]?, Vze€Z

Por otro lado, de la Proposicién 2.1.5 sabemos que

Lgrw =Y Lg:Pw, Yuwe Z,

=1

En particular, haciendo w = Pjz, para j = 1,2,3,..., obtenemos Lp-P;z =

LBJT_P]'Z. Entonces, de la desigualdad de arriba obtenemos
(L7 Pjz, Pjz) > Y|Piz|I?, VzeZ, j=1,2,3,....
Ahora, supongamos que
(Ls; Pyz, Pyz) > 7| Pl ¥z € Z.
Entonces, para todo z en Z tenemos que
(Lprz,z) = <Z Lpr Pjz, ZP]2>
j=1 j=1

o0

= Y (LsrPiz, Py2)

j=1

> Pl = A=l
j=1

v

(b) Por reduccién al absurdo, supongamos que el sistema (2.2) es aproximadamente

controlable sobre [0, 7] y que existe j tal que el sistema
2= Ajz+ Bju(t); z € Rango(F;)

no es aproximadamente controlable sobre [0, 7]. Entonces, existe z; € Rango(P))
tal que:
Bielitzj =0, t€[0,7] y z #0. (2.10)
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2.2.

Por otro lado, de la parte (b) — (7i7) del Teorema 2.1.4 tenemos que:
B*T*(t)z=0, Vte[0,7] = z=0.

Ahora, tomando z = P;z; = z;, obtenemos:

B*T*(t)z = B*ZeA;tPnz
n=1
= B*GA;tPij
= (By)re's
= 0.
Esto implica que z; = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, (2.9) es
aproximadamente controlable para todo j.

Reciprocamente, supongamos que para todo j el sistema (2.9) es aproximada-
mente controlable. Notese que Lgr es la aplicacion gammian asociada a (2.9).

Entonces por el Teorema 2.1.4 parte (b) — (ii), tenemos que
<LB]ry,y) >0,Vy#0 en Rango(FP;), j=1,2,3...

Claramente que, para todo z € Z (z # 0) existe J € N tal que P;z # 0. Entonces,

usando la Proposicion 2.1.5, obtenemos, para todo z en Z, que

(Lgrz,2) = <ZL8;P]-Z,Zsz>
j=1 i=1
= > (Lg: Pz, P;z) > 0.

J=1

En consecuencia, (2.2) es aproximadamente controlable y se prueba (b).

(c) se sigue inmediatamente de (b) y el Teorema 2.1.4 parte (b). [ )

Controlabilidad Exacta para Sistemas Semi-

lineales Continuos.

En esta seccion estudiaremos la controlabilidad exacta de la ecuacién no lineal:

2= Az(t) + Bu(t) + f(2(t),u(t)), t>0,
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donde Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) C Z — Z es el generador de un
Co-semigrupo {T(t)}s>0 en Z, B € L(U,Z), u € L*(0,7;U) y el término no lineal
f: Z xU — Z es una funcién continua Lipschitziana. Es decir, para z1,20 € Z y

uy, us € U tenemos que

[ f (22, u2) — f(21, )| < L{l|22 — 21| + [lug — wi||}- (2.11)

Supondremos que L es suficientemente pequeno y que el sistema (2.2) es exactamente
controlable, es decir, R(B") = Z.

Por otra parte, del Teorema 1.3.2, sabemos que el problema de valor inicial

{ (z(’)) i Az(t) + Bu(t) + f(z(t),u(t)), t>0, (2.12)

admite una tnica soluciéon moderada dada por

2(t) = T(t)2o —0—/0 T(t — s)Bu(s)ds +/0 T(t—s)f(z(s),u(s))ds t €[0,7]. (2.13)

Definicién 2.2.1. El sistema (2.12) se dice que es exactamente controlable sobre
[0, 7], si para todo zy,z1 € Z, existe un control u € L*(0,7;U) tal que la solucion

moderada correspondiente, z, de (2.12) satisface z(T) = z;.

Definamos el siguiente operador: B} : L*(0,7;U) — Z, por

Biu = /OT T(t — s)Bu(s)ds + /OT T(1T—s)f(z(s),u(s))ds, (2.14)

donde z(t) es la solucién de (2.12) correspondiente al control u.
Entonces, la siguiente proposicién es una caracterizacion de la controlabilidad exacta

del sistema no lineal (2.12)

Proposicién 2.2.2. El sistema (2.12) es exzactamente controlable sobre [0, 7] si, y sdlo
si, Rango(B}) = Z.

Demostracién. Supongamos que (2.12) es exactamente controlable sobre [0, 7]. Dado

z € Z, podemos encontrar zg, z; € Z tales que
21 =T(7)z0 + 2. (2.15)

Luego, existe un control u € L2(0,7;U) tal que 2,(0) = 20 y 2,(7) = 21. Asf,

T

21 =z,(7) =T(7)20 + /OT T(t — s)Bu(s)ds + i T(1 —8)f(zu(s),u(s))ds. (2.16)
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Sustituyendo (2.15) en (2.16), obtenemos

T(T)zo+2=T(1)z0 + /OT T(T — s)Bu(s)ds + /OT T(1 —8)f(zu(s),u(s))ds.

Entonces,

z = /OT T(t — s)Bu(s)ds + /OT T(r = 5)f(zu(s), u(s))ds = Bju.

Asf, Rango(B}) = Z.

Supongamos ahora que Rango(B}) = Z. Consideremos z € Z tal que
z=12z —T(T)z0 (2.17)
con zg, 21 € Z. Entonces existe un control u € L?(0,7;U) tal que
= 2. (2.18)

Entonces, sustituyendo (2.17) en (2.18), obtenemos

2=z —T(1)z0 = /OT T(t — s)Bu(s)ds + /OT T(1 — ) f(zu(s),u(s))ds.

De donde,

2u(T) =T(7)20 + /OT T(t — s)Bu(s)ds + /OT T(T —8)f(zu(s),u(s))ds.

Asi, hemos obtenido una solucién z,(-) de (2.12) tal que z,(7) = 21 vy 2,(0) = 2, es

decir, (2.12) es exactamente controlable sobre [0, 7]. )

Lema 2.2.3. Sean ui, us € L*(0,7;U) y 21, 22 las soluciones correspondientes de

(2.12). Entonces vale la siguiente estimacion:

l1(t) = 22()ll, < MBI + LIv7e" " [Jur — s (2.19)

L2(0,m; U)

donde 0 <t<7yM= sup {||T(t—s)|}

1<s<t<

Demostracién. Sean z;, zo soluciones de (2.12) correspondientes a wuj, us respectiva-

mente. Entonces

21(t) — 2o(t) = /OtT(t — 5)[Bui(s) + f(z1(s),ui(s)) — Bua(s) — f(z2(s), usa(s))]ds.
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Luego,

[21(t) = @) < /0 17t = )l Bl ur(s) — ua(s)]|ds
+ /0 1Tt = s)II[[f (21(s), ur(s)) = f(22(s), ua(s))l[ds
< MBI+ 2] [ uas) = was)lds + ML [ Ja(s) = ()]s
0 . 0
< MI||B|| + LiV7llur — ual|z2 + ML/ [21(s) — 22(s)|lds.
0
Asi, usando la desigualdad de Gronwall se obtiene

l1(t) = 22(®)ll, < MBI + LIv7e" " [Jur — us|

— L2?

0<t<T.

)

Consideremos ahora el siguiente Teorema el cual es de suma importancia en nuestro

trabajo.

Teorema 2.2.4. Sean Z un espacio Banach y K : Z — Z wuna funcion Lipschitz
con constante de Lipschitz Lx < 1 y considere G(z) = z + Kz. Entonces G es un

homeomorfismo cuya inversa es una funcion Lipschitz con constante de Lipschitz (1 —
LK)_I.

Demostraciéon. Veamos primero que G es inyectiva. Sean z1, 2o € Z tales que Gz; =

G zo. Entonces 21 + Kz = 2o + K 2o. Luego, 21 — 20 = K2y — K 2z,. Asi,
|21 — 2|l = | K21 — Kzo| < Lic[l21 — 2.

De donde, (1 — Lk)||z1 — 22]| <0, y como (1 — Lg) > 0, entonces z; = 2.
Veamos ahora que G es sobreyectiva. Sea y € Z y definamos H : Z — Z por Hz =
y — Kz. Luego, para z1, 25 € Z, se tiene

HHZl — HZQH = HKZl — KZQ” < LKHzl — ZQH, (LK < 1)

Es decir, H es una contraccion. Asi, para cada y € Z, H tiene un punto fijo z. Por
lo tanto, para y € Z, existe z € Z tal que Hz = 2. Asi, z = y — Kz. Entonces
Gz=z+Kz=y.

Ahora, sean z,29 € Z.

|Gz — Gzol| > [|21 — 22| = [[ K21 — K2|| > |21 — 22| = L||21 — 22| = (1= Lk)||21 — 22]|-
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Sean y; = Gz1, yo = Gz,. Entonces,

IG™ 1 = Gl = |21 — 22l < (1= L) T |Gor = Gzol = (1= L) lon — w2]l-
Por lo tanto, G™! es Lipschitziana con constante de Lipschitz (1 — Lg)™!. '
Ahora estamos listos para formular y probar el resultado principal de esta seccién.
Teorema 2.2.5. Si el siguiente estimado se cumple

Lx = M?L(T + 1)||B*|||| Lg |7 < 1, (2.20)

donde T = M]|||B|| + L]\/7eML™, y el sistema lineal (2.2) es exactamente controlable,

entonces el sistema no lineal (2.12) es exactamente controlable.
Demostracion. Queremos probar que
B}(LQ(O, 7;U)) = Rango(B}) = Z.

Pero, de la controlabilidad exacta del sistema lineal (2.2) sabemos, por el Lema 2.1.6,
que el operador S = BT*Lg} es una inversa por la derecha de B”. Entonces, es suficiente
probar que el operador B; = B} o S es sobreyectivo. De la ecuacion (2.14) obtenemos

la siguiente expresion para este operador
B¢ = e+ [ T(r=s)(:(). 5 (9)ds. (2.21)
Ahora, si definimos el operador K : 7 — Z por
K= [ T =91 5(€) ), (2.22)

donde z = z es la solucién de (2.12) correspondiente al control u = S(§).

Entonces la ecuacién (2.21) toma la forma
By =1+K. (2.23)

La funcién K es globalmente Lipschitz. En efecto, sean z;, 2z soluciones de (2.12)
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correspondientes a los controles S&;, S&;, respectivamente. Entonces

K& — K& < /OT IT(7 = s)[[l1 £ (21(5), S(€1)(5)) = f(2a(s), S(&2)(s))[|ds

IN

/0 " MI{(s) — ma(s)]| + [1(S€)(s) — (S&)(s) [ }ds
< / "ML + 1)]|(S6)(s) — (5&)(s) ds
< ML(L+1) /OT IB*T*(1 — )Ly ||&1 — &llds

< ML+ [ B IMIL 6 - &lds

= M?L(T+ | B[ L5! I7ll&: — &I
Por lo tanto, K es Lipschitziana con constante de Lipschitz Lg=M?L(I'+1)| B*|||Lz" |,
y la hipétesis (2.20) implica que Lx < 1. Asi, del Teorema 2.2.4 obtenemos que
g} = I + K es un homeomorfismo y en consecuencia el operador B} es sobreyecti-

vo; es decir,

B}-(LQ(O,T; U)) = Rango(B}) =7
'

Corolario 2.2.6. Bajo las hipotesis del Teorema 2.2.5 un control que transfiere el

estado inicial zg a un estado final z, estd dado por
w=B"*L I+ K) (21 — T(7)z).

Demostracién. De la definicién 2.2.1 se sigue que para 2o, z; € Z existe u € L*(0,7;U)

tal que z(7) = z;. Entonces

21 =2(1) =T(7)20 + /OT T(t — s)Bu(s)ds + /OT T(1 — ) f(zu(s),u(s))ds.

Asi,
z1 = T(7)20 = Bju.

Luego,

U= (B})_l(zl —T(1)z0) = (g} oSN Ny —T(1)z) =So(I+ K) (21 —T(7)z).
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De donde, u = B™ Lz (I + K)™'(z1 — T(7)2). )

Ahora, el siguiente corolario es inmediato de lo anterior.

Corolario 2.2.7. El operadorT : Z — Z definido por T' = So(I+ K)™! es una inversa
por la derecha de el operador no lineal B}. Es decir, By o' = 1.



CAPITULO 3

SISTEMAS DE CONTROL DISCRETOS

Una de las principales dreas de aplicaciéon para los métodos de control discretos es
el control de sistemas continuos, es decir, aquellos sistemas modelados por ecuaciones
diferenciales y no por ecuaciones en diferencias. La razén para esto es que mientras la
mayoria de los sistemas fisicos estan modelados por ecuaciones diferenciales, las leyes
de control son a menudo implementadas en un computador digital, cuyas entradas y
salidas son sucesiones. Una aproximacion comun para disenos de control en este caso es
obtener un modelo de ecuacion en diferencias que aproxima al sistema continuo a ser
controlado.

En el presente capitulo estudiamos la controlabilidad de ecuaciones en diferencias, sobre

espacios de dimension infinita, de la forma
z(n+1) = A(n)z(n) + B(n)u(n) + f(z(n),u(n)), ne N, 2z(0)= z, (3.1)

donde z(n) € Z, u(n) € U, Z y U son espacios de Hilbert, A € [*(N,L(Z)), B €
(N, L(U, Z)), u € I*(N,U), L(U, Z) denota el espacio de todos los operadores lineales
acotados de U a Z y L(Z,Z) = L(Z). El termino no lineal f : Z x U — Z es una
funcién adecuada.

En primer lugar, damos caracterizaciones que permiten estudiar la controlabilidad,
tanto exacta como aproximada, de la ecuacién lineal, es decir, de ecuaciones de la
forma (3.1) sin el termino no lineal f(z,u). En especial, mostramos un teorema analogo

al Teorema 2.1.4 del capitulo 2, para la ecuacion en diferencias lineal

z(n+1) = A(n)z(n) + B(n)u(n), n e N*, z(0)= z. (3.2)
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Como un segundo paso consideraremos la siguiente ecuacion en diferencias lineal
z(n+1) =T(n)z(n) + B(n)u(n), n e N*, z(n) € Z, u(n) € U, (3.3)

donde Z, U son espacios de Hilbert, N* = NU {0}, B € [*(N, L(U, Z)), u € *(N,U) y

{T'(t)}+>0 es un semigrupo fuertemente continuo dado por:

oo

T(t)z = ZeAjtsz, zeZ, t>0,

j=1

de acuerdo al Lema 1.1.6. Particularmente, damos caracterizaciones que permiten re-
ducir el estudio de la controlabilidad de la ecuacién lineal (3.3), al estudio de la contro-
labilidad de una familia de sistemas, usando para ello las técnicas que se conocen del
capitulo 2 para la ecuacién de evolucién continua (2.2), adaptandolas al caso discreto,
junto con herramientas propias de las ecuaciones en diferencias de la forma (3.3).
En tercer lugar, estudiamos la controlabilidad, tanto exacta como aproximada, de la
ecuacién no lineal de la forma (3.1). Para ser mds especificos, suponiendo que el sis-
tema lineal (3.2) es exactamente controlable y que f es una funcién Lipschitziana con
constante de lipschitz suficientemente pequena, mostraremos que el sistema (3.1) es
exactamente controlable, es decir, la controlabilidad exacta de la ecuacién lineal se
preserva bajo la perturbacién no lineal f. Y, si el sistema lineal (3.2) es aproximada-
mente controlable, dando ciertas condiciones para f, mostraremos que el sistema no
lineal (3.1) es aproximadamente controlable.
La motivacién para estudiar, en este trabajo, la controlabilidad para ecuaciones en
diferencias, nos la da el trabajo de Sasu [24].
Alli, la autora se concentra en el estudio de la estabilizabilidad de la ecuacién (3.2),
mas que en la controlabilidad, particularmente su resultado principal es el siguiente:
“Si el sistema (3.2) es completamente estabilizable y A es sobreyectivo, entonces (3.2)
es exactamente controlable”.
Notese que ese resultado no caracteriza completamente la controlabilidad exacta de la
ecuacion (3.2), es decir, no es una condicién necesaria y suficiente; pues no es cierto
que un sistema en diferencias que sea exactamente controlable, sea estabilizable y el
operador A sea sobreyectivo. Por otra parte, en este trabajo de Sasu, no se estudia la
controlabilidad de la ecuacién semilineal (3.1), algo comin que observamos al revisar
la poca bibliografia existente sobre controlabilidad de ecuaciones en diferencias. Es por

ello que nos motivamos a estudiar la controlabilidad de las ecuaciones en diferencias

(3.2) y (3.1).
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3.1. Controlabilidad para Sistemas Lineales

Discretos.

En esta seccion presentamos condiciones necesarias y suficientes para estudiar la con-

trolabilidad exacta y aproximada de la siguiente ecuacion en diferencias lineal
z(n+1) = A(n)z(n) + B(n)u(n), n € N, z(0) = 2, (3.4)

donde z(n) € Z,u(n) € U, Z, U son espacios de Hilbert, N* = NU{0}, A € (N, L(Z)),
B el*(N,L(U,Z)), u e *(N,U).

Para este fin, daremos primero las definiciones de controlabilidad exacta y aproximada
para el sistema (3.4).

Considere el conjunto A={(m,n) € NxN:m > n} ysea @={®(m,n)}mmn)ca €l

operador de evolucién asociado a A, i.e.,

@(m,n):{ A(m—1)---A(n), m>n,

1, m=n,

donde I es el operador identidad en el espacio de Hilbert Z.
Entonces, la solucién de (3.4) estd dada por la formula de variacién de constantes

discreta:

z(n) = ®(n,0)z(0) + i ®(n,k)B(k — Du(k—1), neN. (3.5)

Definicién 3.1.1. (Controlabilidad Exacta) El sistema (3.4) se dice que es exac-
tamente controlable si existe ng € N tal que para cada zy, 21 € Z existe u € I*(N,U)

para el cual z(0) = zo y 2(ng) = 21.

Definicién 3.1.2. (Controlabilidad Aproximada) FEl sistema (3.4) se dice que es
aproximadamente controlable si existe ng € N tal que para cada zy, 21 € Z, € >0

eziste u € *(N,U) para el cual z2(0) = 29 y ||z(ng) — 21| < e.

En estos casos decimos que (3.4) es exactamente (resp. aproximadamente) controlable
para algin ny € N.

A continuacion presentaremos una version discreta del Teorema 2.1.4 del capitulo 2 para
la ecuacién controlada en diferencias (3.4) en espacios de Hilbert. Para ello daremos las

siguientes definiciones

Definicién 3.1.3. Para el sistema (3.4) definimos los siguientes conceptos:
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a) La aplicacion de controlabilidad, B™ : I>(N,U) — Z (para ny € N), es

definida como sigue

By = i O(n, k)B(k — Du(k — 1). (3.6)

k=1
b) La aplicacion grammian (para ng € N) es definida por Lgn, = B"0B"0*.

Proposicion 3.1.4. El adjunto B™* del operador B™ estd dado por
Bro* . Z — [2(N,U)

- o B*(k — 1)®*(ng, k)z, k < ny,
(B 2)(k —1) = { 0 - (3.7)
Y no
Lgnoz =Y _ ®(ng, k)B(k — 1)B*(k — 1)®*(ng, k)z, z € Z. (3.8)
Demostracion.
(B™u,z) = <Z ®(ng, k)B(k — Du(k — 1), z>
= ) (®(no,k)B(k — Vu(k —1),2) 22
= Zoz(u(k — 1), B*(k — 1)®*(ng, k)2) v
k=1
= Y (u(k—1),B*(k— 1)@ (no.k)2)vw + Y (u(k—1),0)uu

= (u, B 2)p(n0),208,0)

lo cual prueba (3.7). Més ain, (3.8) se sigue inmediatamente de la definicién 3.1.3 y de

(3.7). o

Teorema 3.1.5. (a) La ecuacion (3.4) es exactamente controlable para algin ng € N

st, y solo si, una de las siguientes afirmaciones vale:

(i) Rango(B™) = Z.
(ii) Existe v > 0 tal que

(Lpnoz,z) > v||z||227 Vz e Z.
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(111) Eziste v > 0 tal que
”BnO*ZHp(N,U) 2 7“2”2, VZ € Z

(b) La ecuacion (3.4) es aprozimadamente controlable para algin ng € N si, y sélo

si, una de las siguientes afirmaciones vale:

(i) Ker(B"*) = {0}.

(i) (Lgnoz,z) >0, z# 0 en Z.
(111) B*(k —1)®*(ng,k)z =0=2=0, k > ny.
(iv) Rango(B™) = Z.

Demostracién.
(a) Puesto que Lgno = B"B™* tenemos que
(Lpnoz, 2) = (BB 2, 2) = (B"* 2, B"*2) = || B™*z||*, V2 € Z, (3.9)

lo cual muestra la equivalencia entre (i7) y (7).

Si (i7) vale, entonces Lgn, es invertible y acotada. Asi,
Rango(Lgno ) = Dom((Lgne)™1) = Z. Del hecho de que Lgn, = B™B™* se obtiene
Rango(Lpne) C Rango(B™). Asi Rango(B"™) = Z, con lo cual se prueba (i).

Supongamos que Rango(B™) = Z. Entonces, probaremos que (iii) se cumple.
Primero, supongamos que B™ es inyectiva; entonces (B™)™' € L(Z,I?(N,U)) y
(B™*)~1 € L(I*(N,U), Z). Por tanto, existe 8 > 0 tal que

1(B™") " ullz < Bllullz, Yu € *(N,U),
y con z = (B"*)~!y obtenemos
1zllz < BIIB™ 2| 2,

lo cual es equivalente a (iii) considerando v = 1/f.

Para el caso general, definamos el espacio de Hilbert X = [Ker(B")]* dotado con

la norma definida por ||ul|x = [|ull;.

Luego, definimos B™u = B™u, u € X, lo cual hace que B™ sea una aplicacién
biyectiva sobre X, y aplicando nuestro argumento de arriba a B se muestra que

existe § > 0 tal que para todo z € Z

BB z]1x = ||z]1z
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Del Lema A.3.30 de Curtain & Zwart [7], el Teorema de Representacién de Riesz

y el Teorema de Hahn Banach deducimos que

||l§"0*z|| = sup  (u, l§”°*2> = sup (l?”ou, z)
{ueX:ul<1} {ueXilul<1}
= sup  (B™wu,z)= sup  (B™wu,z)
{ueX:|ul<1} {uel(NU)lul<1}
= HBnO*ZHp.

En consecuencia, tenemos que
Qo * Ang* 1
1Bl = IB™"2]lx = S22

Una vez més, con v = 1/, tenemos (it).

Ahora, probaremos que la controlabilidad exacta de (3.4) implica (7). Supon-
gamos que (3.4) es exactamente controlable para algin ng. Dado z € Z podemos

encontrar zy y z; en Z tales que
Z1 = (I)(no, O)ZQ + z. (310)
Entonces existe u € 1?(N, U) tal que 29(0) = 2 and z,(ng) = 2. Asi,
ng
21 = zu(no) = ©(ng,0)20 + Y _ ®(ng, k)B(k — )u(k — 1). (3.11)
k=1
Sustituyendo (3.10) en (3.11), obtenemos

®(ng,0)20 + 2 = P(ng, 0)20 + i ®(ng, k)B(k — u(k —1).

Entonces,

Asi, Rango(B™) = Z.

A continuacién, mostraremos que (i) implica la controlabilidad exacta de (3.4).

Supongamos que Rango(B") = Z. Consideremos z en Z tal que

z =2z — D(ng,0)z, (3.12)
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con 2y, 21 in Z. Entonces existe un control u tal que
By = z. (3.13)
Luego, sustituyendo (3.12) en (3.13), obtenemos
no
z =2z — D(ng,0)z = Z ®(ng, k)B(k — Du(k — 1).
k=1
Por tanto,
()
2u(no) = ®(no, 0)z0 + > ®(no, k)B(k — Lyu(k — 1).
k=1
Asi, obtenemos una solucion z,(-) de (3.4) tal que z,(ng) = z1 v 2,(0) = 2, es
decir, (3.4) es exactamente controlable. Esto concluye la prueba de la parte (a).

(b) De la proposicién 3.1.4 se sigue que (i) y (iii) son equivalentes, y (3.9) muestra

que (7) y (i) son equivalentes. Sabemos que
(Ker(B™*))* = Rango(Bm).

De esto se sigue que: Rango(B™) = Z sii (Ker(B™*))t = Z sii Ker(B™*) = {0},
lo cual muestra que (i) y (iv) son equivalentes.

Ahora, supongamos que (3.4) es aproximadamente controlable; entonces para ¢ >
0, z, 20, 21 en Z, tales que z; = ®(ng, 0)2g + 2, existe u € I*(N,U) con z,(0) = z

v ||zu(no) — z1]| < e. Asi,

2u(no) = ®(no, 0)z0 + > ®(no, k)B(k — Lyu(k — 1).

k=1
Por lo tanto,

|B™u — z|| = ®(ng, k)B(k — Du(k —1) — 2
k=1

3
S

= D (ng, k)B(k — 1)u(k — 1)+P(no, 0)z0 — 21

k=1

=[lzu(n0) — 21l <,
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lo cual implica (iv).

Supongamos que Rango(B™) = Z. Sea z € Z tal que z = z; — ®(np,0)zy con 2o,

z1 en Z. Entonces, existe un control u tal que |[B™u — z|| < €. Asi,
|1B™u + ®(ng, 0)z0 — 21| = [|zu(n0o) — 21| < €.

Luego, hemos obtenido una solucién z,(+) de (3.4) tal que z,(0) = 2o y ||zu(n0) —
z1]] < €; esto nos permite concluir que (3.4) es aproximadamente controlable y

termina la prueba de la parte (b). [ )

Lema 3.1.6. La ecuacion (3.4) es exactamente controlable para algin ng € N si, y
solo si, Lgno es invertible. Mds aiun, en este caso S = B”O*LZ}ILO es una inversa por la
derecha de B™ 1y un control u € I*(N,U) que lleva el estado inicial zq a un estado final
21 esta dado por:

u = B"* Lgny (21 — ®(ng, 0)20). (3.14)

Demostracién. Supongamos que el sistema (3.4) es exactamente controlable. En-
tonces, del Teorema 3.1.5 parte (a) — (ii7), existe v > 0 tal que [|[B™*z|| > 7]z,
para todo z € Z, es decir,

1B™"2|1* > *||=]1%, = € Z,
equivalentemente,
(BB z,2) > ¥*||z|*, 2 € Z,

g
(Lproz,z) > ¥*||2||%, 2z € Z. (3.15)

Esto implica que Lgno es inyectiva. Ahora, probaremos que Lgno es sobreyectiva. Es
decir,
R(Lgro) = Rango(Lgno) = Z.

Por reduccién al absurdo, supongamos que R(Lgno) esta estrictamente contenido en Z.
Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (3.15) obtenemos

[ Lgnozl|z > 2||2]], 2 € Z,

lo cual implica que R(Lgno ) es cerrado. De aqui, aplicando el Teorema de Hahn Banach,
podemos probar que Rango(Lgno) = Z. En consecuencia, Lgn, es una biyeccién y del
Teorema de la Aplicacién Abierta, Lgs, es un operador lineal acotado.
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Ahora supongamos que Lpgno es invertible. Entonces, del Teorema 3.1.5 es suficiente

probar que R(B™) = Z. Para z € Z definimos el control u, € I*(N,U) como sigue
u, = Sz = B"* Ly, 2.

Entonces B™u, = z. El resto de la prueba se sigue de aqui. [ )

Un par caracterizaciones mds para la controlabilidad exacta del sistema (3.4) estan

dadas en los siguientes Lemas.

Lema 3.1.7. El sistema (3.4) es ezactamente controlable para algin ng € N si, y sdlo
St,
sup |[(al 4 Lgno) || < o0. (3.16)
a€(0,1]

Demostracién. Supongamos que (3.4) es exactamente controlable. Entonces por el

Teorema 3.1.5 parte (a) — (i1), se tiene que existe v > 0 tal que
(Lpnoz, 2) > ||2||%, Vz € Z.
Luego, para todo z € Z y a > 0, tenemos
(z (@l + Lpro)2) = (2, az) + (2, Lpro ) = al|z]|* + (2, Lpro 2) = (e + ) |12,

es decir,
(z, (@l + Lina)z) = (e + )12

Usando la Desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos
(@ + Lino)z|| = (o +7)]|z]|

Asi,
(e + )il + L)yl < lyll,

de donde se sigue que, para todo o > 0,

Por tanto, ||(al + Lgno) ™| es acotada como funcién de aw > 0 y asf se tiene la validez

de (3.16).
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Reciprocamente, supongamos que vale (3.16). Esto implica que lim,_g+ (el + Lgno) ™"
existe y es finito. En efecto, sabemos que (al + Lgno )™ = R(al,—Lgno) v, la identidad

del resolvente,
R(al,—Lgr) — R(BI, —Lpr) = (8 — a)R(al, —Lpro ) R(BI, —Lgro ),

junto con (3.16), muestran que {R(al, —Lpno)} es una sucesion de Cauchy de opera-

dores lineales acotados. Consideremos

S = limg_o+ R(al,—Lgne) = limg_q+ (o + Lpno) .

Luego,
Lo (img_o+ (@l + Lpno)™") = Lgno S.
Entonces,
lim,_o+ (Oé[ + Lgno — a[) (Oé[ + LBno)_l = Lpno S,
es decir,

I —limg,_g+ a(al + Lpng) ™" = Lpno S.

Pero la condicién (3.16) implica que
limg_o+ aad + Lgne )™t = 0.
Asi, para todo z € Z, se tiene que
z = LgngSz = B"B"*Sz.

Por tanto B™ es sobreyectivo, y en consecuencia (3.4) es exactamente controlable por
el Teorema 3.1.5 parte (a) — (7). )

Proposicién 3.1.8. El sistema (3.4) es exactamente controlable para algin ng € N si,
y solo si,
sup ol (e + Lgno) 7| < 1. (3.17)
a>0

Demostracién. Supongamos que (3.4) es exactamente controlable para algin ng € N,

entonces por el Teorema 3.1.5 parte (a) — (i7) existe v > 0 tal que

(Lgroz,2) > 7|2|?, Vze€ Z.
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Luego, para z € Z se tiene que
((af + Lpro)z, 2) > (a + )|z,
y, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene
[(ed + Lgno)z|| > (a +7)llz]],

asi
(a+)(af + Lpno) ™ 2| < | 2]

Por tanto
0 < sup a|(al + Lgno) ™| < sup(a +9)||(al + Lgno) || < 1.
a>0 a>0

Reciprocamente, supongamos que (3.17) es cierto, entonces
BBt = (ol 4+ Lgno) — o,

asi
B"B"™*(al 4+ Lgn) ' =1 — a(al + Lgn) ™,

de aqui, haciendo uso del Teorema 2.2.4, tenemos que Rango(B™) = Z, es decir, (3.4)
es exactamente controlable. [
Con respecto a la controlabilidad aproximada de la ecuacién en diferencias lineal (3.4),

tenemos las siguientes caracterizaciones.

Lema 3.1.9. La ecuacion (5.4) es aprozimadamente controlable para algin ny € N s,

y sdlo si, Rango(Lpne) = Z.

Demostracién. Supongamos que el sistema (3.4) es aproximadamente controlable para

algin ny € N*. Entonces, del Teorema 3.1.5 parte (b) — (ii) tenemos que
(Lgnoz,2z) >0, Yz € Z, z#0. (3.18)
Por reduccion al absurdo, supongamos que
Rango(Lgn) & Z.
Entonces, del Teorema de Hanh-Banach existe zy # 0 tal que

(Lproz,2z0) =0, Vz € Z.
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En particular, si ponemos z = zq, entonces (Lgno 20, 29) = 0, lo cual contradice (3.18).

Reciprocamente, supongamos que Rango(Lgno) = Z, es decir, Rango(BB"o*) = Z|
asi Rango(B™) = Z. Entonces, del Teorema 3.1.5 tenemos que (3.4) es aproximada-

mente controlable. [ )

Lema 3.1.10. El sistema (3.4) es aproximadamente controlable para algin ng € N si,

y solo si, para cada z € Z,
lim, o+ (@l + Lgno) 'z = 0. (3.19)

Mas ain, en este caso, una sucesion de controles que transfiere el estado inicial zy a

una e-vecindad de un estado final z1 esta dada por
U = B™*(al + Lpno) ™ (21 — ®(ng,0)20).

Demostracién. Supongamos que el sistema (3.4) es aproximadamente controlable para
algun ng € N. Entonces, por el Teorema 3.1.5 parte (b) — (i), se tiene que, para z # 0
en Z

(Lpnoz, z) > 0. (3.20)

Supongamos que existe zy € Z tal que
limg o+ a(ad + Lpno) 20 = o # 0.

Entonces,

h/ma_)[)-&- OéLBno (OéI + LB”O)ile = LB"O Yo,

limg_o+ azo — afa(al + Lgno) " 20] = Lgnoyo.

Es decir, Lgnoyo = 0, lo cual contradice (3.20). Por tanto, vale (3.19).
Reciprocamente, supongamos que

lim,_o+ a(al 4 Lgne) 'z =0,Vz € Z.

Queremos probar que Rango(B™) = Z. Equivalentemente debemos ver que, para todo

2 € Z existe una sucesién de controles {u,} C [?, tales que
lim, o+ B™u, = 2.
Para todo z € Z, definimos la familia de controles

Uq = B™*(al + Lpno) 'z,
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entonces

Bnoua — BnOBnO*(a1+LBn0)_1Z
= (al + Lpgno —al)(al + Lgno ) 'z
= z—alal + Lgn) 2.
De esto y (3.19) se sigue que
lim, o+ B"u, = z.

En consecuencia, el sistema (3.4) es aproximadamente controlable. Esto completa la
prueba del Lema. o

Corolario 3.1.11. La familia de operadores Uy, : Z — 1*(N,U) definida por
Loz = B"™*(al + Lgno) 'z, «a€(0,1],
es una tnversa aproximada por la derecha del operador B™, es decir,

limg, o+ BT, = I.

3.2. Una Ecuacion en Diferencias Lineal Particular.

Ahora bien, una forma de obtener Ecuaciones en Diferencias en espacios de Banach es
haciendo una discretizacién en el flujo de una ecuacién de evolucion; este método fue
usado por Chow & Leiva [5], Henry [11] y Megan, Sasu & Sasu [22], para caracterizar
dicotomia exponencial para operadores de evolucién y productos cruzados de semiflujos
(skew product semiflows). Asi que, en la presente seccién estudiamos la controlabilidad

del sistema
z(n+1) =T(n)z(n) + B(n)u(n), n € N*, z(n) € Z, u(n) € U, (3.21)
donde Z, U son espacios de Hilbert, N* = NU {0}, B € [*(N, L(U, Z)), u € ’(N,U) y
{T'(t)}+>0 es un semigrupo fuertemente continuo dado por:
T(t)z = ZeAjtsz, z€Z, t>0, (3.22)
=1

de acuerdo al Lema 1.1.6. Notese que la ecuacién (3.21) anterior es la discretizacién en

el flujo del sistema de control gobernado por la ecuacién de evolucion (2.2).
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Proposicién 3.2.1. El operador de evolucion ® = {®(m,n)}mmnea asociado a la
ecuacion (3.21), estd dado por la formula ®(m,n) =T (0(m,n)), donde
2 2
@(m,n):m n2 m+n€N,m2n.

Demostracion. Sabemos que
d(m,n)=T(m—-1)T(m—-2)---Tn)=Tm—-1)T(m—-2)---T(m—k),

donde m = n + k. Entonces,

d(m,n) = T(m—1+m—2—|—~~+m—k):T<km—2i>

i=1

_ T(W—@) :T<2k;m—2kzkz—k) :T(k:(2m—2k)—k:>

_ T(M) _T(k(m+n—1)) _T((m—n)(m—l—n—l))

2 2 2

_ T(mQ_”QQ_m”) — T(O(m,n)). o

Ahora consideramos de nuevo la hipdtesis
P,BB* =BB*P;, j=1,2,.... (3.23)

Proposicién 3.2.2. Bajo la hipdtesis (3.23) el operador

Lpnoz = BB™"z =Y ®(ng, k)B(k — 1)B*(k — 1)@ (no, k)=,

k=1

puede ser escrito como Sigue

oo
LBnoZ: E LBGOPJ'Z,
J

j=1
donde o
LB;Loz = BBz = ZeAjG("O’k)BjB;eAJ*‘@("O’k)z, z € R(P)),
k=1
Y Olng, k) = WK otk

2
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Demostracién. De la definicién del operador Lpne, la representacion (3.22) de T'(t) y

la Proposicién 3.2.1 obtenemos que

no [e’s) 00
LB”OZ = Z (Z 6Aj®(n0’k),Pj> BB* (Z eAZ‘@(no,k)PkZ>
=1

k=0 \j=1

ng 0o
— Z Z eAj@(no,k)BjB;eA;@(no,k)sz

k=0 j=1
0o ng

= 33 ehetab p et p

j=1 k=0

= Y LygoPjz. o
Jj=1 ’
El siguiente Lema es el resultado principal de esta seccion.

Lema 3.2.3. (a) El sistema (3.21) es exactamente controlable (para algin ny € N)

si, y solo si, existe v >0 tal que

(LB?onz, P;z) > y||P;z||?, V2 € Z, j=1,2,3,....

(b) El sistema (3.21) es aprozimadamente controlable (para algin ng € N) si, y sdlo

st, cada uno de los siguientes sistemas
z(n+ 1)=eb"2(n)+Bju(n), 2(n) € R(P;), n€N,j=1,2,3,..., (3.24)

es aprorimadamente controlable.
(c¢) El sistema (3.21) es aproximadamente controlable (para algin ng € N) si, y sélo
St,

(LgnoPjz,Piz) >0, Y2#0en Z, j=1,2,3,....

Demostracién.
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(a) Supongamos que existe 7> 0 tal que (Lgno Pz, Pjz) > || P;z||?. Entonces
J

(Lproz,z) = <iLB§onz,isz>

7j=1 m=1

9] 10 S
_ < ( eAj@(”ka)BjB;eA;@(no’k))PjZ7ZPmZ>

m=1

_ Z Z 6Aj9(n07k)BjB;eA;f@(no,k)ij? P,z

j=1 m=1 \k=1
[e’e) no

— §:< ez(m’BB*Aekasz>
j=1 \k=1

= Z<LB"0P2 Pjz) > ’YZ||PZH2 =7llz]*
Jj=1 j=1

Asi, (3.21) es exactamente controlable por el Teorema 3.1.5 parte (a) — (i7).
Reciprocamente, supongamos que (3.21) es exactamente controlable, entonces por

el Teorema 3.1.5 parte (a) — (i7), existe v > 0 tal que
(Lpmoz,2) 2 7).

En particular,

(Lggo Py, Pre) = <ZLBnoPPz PZ>=<LsnonZJDjZ>27||PjZ|I27

=1

lo cual concluye la prueba de (a).

(b) Supongamos que (3.21) is aproximadamente controlable y que existe j tal que
z(n+1) = eM"z(n) + Bju(n), z(n) € R(P;), n€N

no es aproximadamente controlable. Entonces por el Teorema 3.1.5 parte (b)— (i),
existe z; € R(P;), z; # 0 tal que

B;eti®mhz =0, k=1,2,... .
Maés atin, puesto que (3.21) es aproximadamente controlable, tenemos

B*'T*(©O(n,k))z=0=2=0, k=1,2... .
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Ahora, si ponemos z = P;z; = z;, entonces

B*T*(O(n,k))z = B* Z Ao p

x A*O(n,k _ * A O(n,k)
_ BRI iy (B)r o), o,
lo cual implica que z; = 0, y esto es una contradicciéon. Por tanto, (3.24) es

aproximadamente controlable para todo j.

Reciprocamente, supongamos que (3.24) es aproximadamente controlable para
todo j. Notese que Lyno es la aplicaciéon grammian asociada a (3.24). Entonces,
J

por el Teorema 3.1.5 parte (b) — (ii), tenemos que

(LB;_ijz, Piz) >0, z#0.

Asi,
(Lproz,z) = <ZL no Pj 2, ZPmZ>
7j=1
oo no %
j=1 \k=1 m=1
o 0o no
- LT (S )
j=1 m=1 \k=1
o0 no
— Z< eAJQno, BB*AG”“’)PJ-Z',sz>
j=1 \k=1

= Z(LB;L()PJ-Z, Piz) >0, z#0.

En consecuencia, (3.21) es aproximadamente controlable y se prueba (b).

(c) se sigue inmediatamente de (b) y el Teorema 3.1.5 parte (b). )

3.3. Controlabilidad Exacta para Sistemas Semi-

lineales Discretos.

En esta seccion estudiaremos la controlabilidad exacta de la ecuacion en diferencias no

lineal:

z(n+1) = A(n)z(n) + B(n)u(n) + f(z(n),u(n)), neN*, 2(0)=z, (3.25)
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donde z(n) € Z, u(n) € U, Z y U son espacios de Hilbert, A € [*(N,L(Z)), B €
(N, L(U, Z)), u € I*(N,U), L(U, Z) denota el espacio de todos los operadores lineales
acotados de U a Z y L(Z,7) = L(Z). El termino no lineal f : Z x U — Z es una

funcion continua Lipschitziana. Es decir: para todo 29,21 € Z y uy,us € U tenemos que

1 f (22, u2) — f21, )|l < L{l[22 — 21| + [lug — wi||}- (3.26)

Supondremos que L es suficientemente pequeno y que el sistema en diferencias lineal
(3.4) es exactamente controlable (para algin ng € N), es decir, R(B™) = Z.

Para 2y € Z, la ecuacién (3.25) tiene una tnica solucién dada por
2(n) = ®(n,0)2(0)+ > @(n, k)[B(k—u(k—1)+ f(2(k—1),u(k—1))],n € N. (3.27)
k=1

Definicién 3.3.1. (Controlabilidad Exacta) El sistema (3.25) se dice que es exac-
tamente controlable si existe ng € N tal que para cada zy, 2, € Z existe u € I*(N,U)

para el cual z(0) = zo y z(ng) = 21.

En este caso decimos que (3.25) es exactamente controlable para algin ng € N.

Consideremos el siguiente operador no lineal B° : I(N,U) — Z definido por
no no
Bu = Y ®(ng,k)B(k—Du(k — 1)+ > ®(no, k) f(z(k — 1), u(k — 1))
k=1 k=1

- B”°u+20®(no,k)f(z(k— 1), u(k — 1)). (3.28)

k=1
Entonces, la siguiente proposicién es una caracterizacion de la controlabilidad exacta

del sistema no lineal (3.25).

Proposicién 3.3.2. El sistema (3.25) es exactamente controlable para algin ny € N
si, y sdlo si, R(B}°) = Rango(B}°) = Z

Demostracién. Supongamos que (3.25) es exactamente controlable sobre para algin

nog € N. Dado z € Z, podemos encontrar zy, 21 € Z tales que
Z1 = (I)(’I'Lo, O)ZO + z. (329)
Luego, existe un control u € [?(N, U) tal que 2,(0) = 2o ¥ 24(ng) = 21. Asi,
no o
21=24(ng) =®(no, 0)20+ Y _ ®(ng, k)B(k—1)u(k—1)+> " ®(ng, k) f(z,(k—1), u(k—1)).
k=0

k=0

(3.30)
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Sustituyendo (3.29) en (3.30), obtenemos

no

O (ng, 0)zo+2=P(no, O)Z(Ti—zo d(ny, k)B(k—l)u(k—1)+Z D (no, k) f(zu(k—1),u(k—1)).

k=0 k=0
Entonces,

no

z = ZO ®(ng, k)B(k — Du(k — 1) + Z O (ng, k) f(zu(k — 1), u(k — 1)) = Bf™u.

k=0

Asf, Rango(B}°) = Z.

Supongamos ahora que Rango(B?O) = Z.. Consideremos z € Z tal que
z =21 — ®(ng, 0)zo, (3.31)
con zp, 21 € Z. Entonces existe un control u € [*(N,U) tal que
Bu = z. (3.32)

Entonces, sustituyendo (3.31) en (3.32), obtenemos

no

2=z —P(ng,0)z0 = Z D (ng, k)B(k—1u(k—1)+ Z O (no, k) f(zu(k—1),u(k —1)).

k=0
De donde,

no

2u(no) = ®(no,0)z0+ > ®(ng, k)B(k — Du(k — 1)+ > d(no, k) f(zu(k — 1), u(k - 1)).

k=0 k=0

Asi, hemos obtenido una solucién z,(-) de (3.25) tal que z,(ng) = 21 v 24(0) = 2, es

decir, (3.25) es exactamente controlable para algin ng € N. o

Lema 3.3.3. Sean uy, uy € I*(N,U) y z1, 22 las soluciones correspondientes de (5.25).

Entonces, vale el siguiente estimado:

121(5) = z2(i)ll, < MBIl + LIy/noe™ ™ [lur — us| (3.33)

12(N,U)

donde j <ngy M = sup {||®(,Kk)|}.

1<j,k<no
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Demostracién. Sean z;, zo soluciones de (3.25) correspondientes a wuj, us respectiva-

mente. Entonces

l22(G) = 2l = D IR R IBlus(k — 1) = uz(k — 1)]

k:.l

+ D 1RGNk = 1), ua(k = 1)) = f(za(k = 1), us(k = 1))

IN

MBI+ 1S fen(k) — ws(B)| + ML (k) — 2008

IN

MBI + L]y/noljur — ual| + MLX_: [z1(k) = za(K)]-

(3.34)
Usando la desigualdad de Gronwall Discreta (Laksmikantham & Trigiante [13] Corolario
1.6.2) obtenemos

121(5) = 22 (i)l < MBIl + Llynoe™ ™ [luy = sl 5, )5 < 7o.

[ )
Ahora, formularemos y probaremos el resultado principal de esta seccion.
Teorema 3.3.4. Si el siguiente estimado vale
Lx = ML(T + 1)||B™*|||| Lt | v/70 < 1, (3.35)

donde T' = M[||B|| + L]\/noe™™™ y el sistema lineal (3.4) es exactamente controlable,

entonces el sistema no lineal (3.25) es exactamente controlable para ny.
Demostracion. Queremos probar que
B?O(ZQ(N; U)) = Rango(B}°) = Z.

Pero, de la controlabilidad exacta del sistema lineal (3.4) sabemos, debido al Lema
3.1.6, que el operador S = B”O*LELO es una inversa por la derecha de B™. Entonces, es
suficiente probar que el operador g?“ = B?O o S es sobreyectivo. De la ecuacién (3.28)

obtenemos la siguiente expresion para este operador

Bg = €+ 3 blna, bNF(:(k — 1. Sk — 1) (330

k=1
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Ahora, definamos el operador K : Z — Z por
K& = ®(no,k)f(2(k —1),5(&)(k — 1)), (3.37)
k=1

donde z = z es la solucién de (3.25) correspondiente a el control u = S(§).
Entonces la ecuacién (3.36) toma la forma

Bl =I1+K. (3.38)

La funcién K es globalmente Lipschitz. En efecto, sean z;, 25 soluciones de (3.25)

correspondientes a los controles S&;, S& respectivamente. Entonces

IK& — K&l < ) )| @(no, k)| fer(k=1), (&) (k—=1)) = f(zo(k—1), S(&) (k=1)) |

IN

Y ML{|z1(k=1) = za(k=1)|| + [[(S&) (k1) = (S&)(k=1)|1}

< D MLT +1)[[(S&)(k = 1) = (S&)(k = 1)]|

k=1
< ML + 1)y/nol|[S& — S& iz,

< ML+ 1)[|B* || Lgno lv/moll€1 — &I

Por lo tanto, K es Lipschitziana con constante de lipschitz
Lg=ML(T + 1)||B"* ||| L, | v/no,

y la suposicién (3.35) implica que Lyx < 1. En consecuencia, del Teorema 2.2.4 obte-
nemos que g?o = [ 4+ K es un homeomorfismo y asi el operador B}LO es sobreyectivo; es
decir,
B?O(F(N; U)) = Rango(B}°) = Z.
[ )
Corolario 3.3.5. Bajo la hipotesis del Teorema 3.3.4 un control que envia el estado

inicial zg a un estado final z1 estd dado por
u = BHO*LE%O (] + K)_l(zl — (I)(no, O)ZQ)

Corolario 3.3.6. El operador T : Z — Z definido por T' = So(I+K)™! es una inversa
por la derecha de el operador no lineal B}LO. Es decir, B?O ol'=1.
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3.4. Controlabilidad Aproximada para Sistemas Semi-

lineales Discretos.

En esta seccién estudiaremos la controlabilidad aproximada de la ecuacién en diferen-
cias no lineal (3.25) bajo ciertas condiciones sobre f y suponiendo la controlabilidad

aproximada de la ecuacion (3.4) para algin ng.

Como mencionamos en la seccién anterior, para zy € Z, la ecuacién (3.25) tiene una

tunica solucién dada por (3.27).

Definicién 3.4.1. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (3.25) se dice que es
aproximadamente controlable si existe ng € N tal que para todo zy, z1 € Z ye >0
eziste u € *(N,U) tal que z(0) = 29 y ||2(ng) — 21| < e.

En este caso decimos que (3.25) es aproximadamente controlable para algin ny € N.

Consideremos el siguiente operador no lineal B}‘O : I2(N,U) — Z definido por

Bitu = Y ®(ng,k)B(k — u(k — 1)+ > ®(ng, k) f(2(k — 1), u(k — 1))

— BYu+ Z ®(no, k) f(2(k — 1), u(k — 1)). (3.39)

Luego, la siguiente proposicion es una caracterizacién de la controlabilidad aproximada
del sistema no lineal (3.25).

Proposicién 3.4.2. El sistema (3.25) es aprorimadamente controlable para algin ng

si, y sdlo si, Rango(B}°) = Z.

Demostracién. Supongamos que (3.25) es aproximadamente controlable, entonces
para € > 0, z, 29, 21 en Z, tales que z; = ®(ng,0)zp + 2, existe u € *(N,U) con

24(0) = 20 v ||zu(ng) — 21| < €. Asi,

zu(ng) = ®(no, 0)zo + Z O (no, k)[B(k — Du(k — 1) + f(z(k —1),u(k —1))].

k=1
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Por lo tanto,

no

1B5°u — 2| = Z(I)(no, E)B(k—1Du(k —1)+ f(z(k—1),u(k —1))] — =

k=1

no

=D "®(no, k)[B(k—1)u(k—1)+ f (z(k—1),u(k— 1))]+®(ng,0)2 — 2

k=1

= [lzu(no) — 21|l <,

lo cual implica que Rango(B}°) = Z.
Supongamos ahora que Rango(B}°) = Z. Sea z € Z tal que z = 21 — ®(nq, 0)zo con 2o,

z1 en Z. Entonces, existe un control u tal que ||B7°u — z|| < e. Asi,
[1B}°u + ®(no, 0)z0 — 21| = [[2u(no) — 21| <e.

Luego, hemos obtenido una solucién z,(+) de (3.25) tal que z,(0) = 2o y ||zu(10) — 21|| <

g; lo cual nos permite concluir que (3.25) es aproximadamente controlable. [

Ahora, si definimos el operador F : I*(N,U) — Z por

F(u) =Y ®(no, k) f(2(k — 1), u(k — 1)), (3.40)
k=1
entonces
B°u = B"u+ Fu. (3.41)

Supongamos que f es una funcion tal que se satisface lo siguiente
(FoB™ 2z z2) >0, Vz€ Z, z#0. (3.42)
Entonces obtenemos el siguiente resultado:

Lema 3.4.3. Si el sistema lineal (3.4) es aproximadamente controlable y se cumple la

condicion (3.42), entonces el sistema no lineal (3.25) es aproximadamente controlable.

Demostracién. Como (3.4) es aproximadamente controlable se sigue del Teorema 3.1.5
parte (b) — (i1) que
(Lpnoz,z) >0, Vze€ Z, z#0.
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Supongamos que W) G Z. Por el Teorema de Hahn-Banach se tiene que existe
20 € Z, 20 # 0, tal que (B} u, z) = 0,Vu € (N, U). En particular, (B}" 0 B™* 2, 20) =
0. Luego,

0= (B}* 0 B""z, 20) = (Lpno20, 20) + (F 0 B"" 29, 20) > 0.

Esta contradiccion prueba que Rango(B}‘O) = Z. Asi, por la Proposicion 3.4.2; se tiene

que (3.25) es aproximadamente controlable. [
Otro resultado que muestra que la controlabilidad aproximada de (3.4) se preserva bajo
cierta perturbacién no lineal es el siguiente.

Lema 3.4.4. Si el sistema lineal (3.4) es aprozimadamente controlable, Rango(F) es

relativamente compacto y para todo z € Z, o > 0 existe u, € I>(N,U) tal que
Uy = B (al 4 Lgno) (2 — F(uy)), (3.43)
entonces el sistema no lineal (3.25) es aproximadamente controlable.

Demostracién. Como (3.4) es aproximadamente controlable, se tiene, del Teorema
3.1.5 parte (b) — (ii), que

(Lpnoz,z) >0, V2 € Z, z#0.
De donde se sigue que
12| I(ee + Lgno)z|| > (2, (al 4 Lgno)z) > al|z||?, 2 # 0.

Asi, |[(af 4 Lgno)z|| > allz]l, z # 0. Por tanto, al[(a + Lgno)'2|| < ||lz|l, 2 # 0y
entonces

sup af|(al + Lgno) ™| < 1. (3.44)
a€(0,1]

Por otro lado, del Lema 3.1.10 se tiene que
limg,_o+ a(al + Lgng) '2 =0, Vze€ Z. (3.45)

Queremos probar que Rango(B}°) = Z, es decir, dado z € Z, existe {un} C I2(N,U)
tal que
limg o+ B ua = 2. (3.46)

De (3.41) se sigue que (3.46) es equivalente a probar que

limg, o+ [B™uq + F(uq)] = 2,
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lim, o+ B™uy = 2z — limgy o+ F(ug).

Ahora, de la hipétesis (3.43) tenemos

B, = BB"*(al + Lgn) ' (2 — F(uy))
= Lpno(al + Lgno) (2 — F(ua))
= [(ad + Lgno)(ad + Lgno )™ — ad(al + Lpno)7'(2 — F(ua))
= [~ ol + Liwo) (= — Flu))
= 22— F(uy) — alal + Lgn) (2 — F(uy)).

Asi, B™uy + F(uq) = 2z —a(al + Lgno ) 7' (2 — F(ug)). Luego, (3.46) se cumple si, y sélo
si,
lim, o+ a(al 4+ Lgeo) (2 — F(u,)) = 0,

es decir,
limg_o+ a(al 4 Lgne) 'z — limg_o+ a(ad + Lgno) ' F(ug) = 0. (3.47)

El primer limite en (3.47) es cero por (3.45).
Ahora, como Rango(F') es relativamente compacto, podemos suponer, sin perder gene-

ralidad, que existe y € Z tal que
lim, o+ Fua) = y. (3.48)
Luego,
alad + Lgne) " F(ug) = a(ad + Lino) ty + a(ad + Lgno ) (F(ua) — y).

Tomando en cuenta (3.44), (3.45), (3.48) y la expresién anterior, obtenemos que el se-
gundo limite en (3.47) es cero. Asi, se satisface (3.46) y por lo tanto el sistema no lineal

(3.25) es aproximadamente controlable. [ )

Observacion. En el caso en que el sistema lineal (3.4) es exactamente controlable
y F es, ademas, una funcién lipschitziana con constante de lipschitz suficientemente
pequena, entonces (3.43) se satisface y asi se tendria la conclusién del Lema 3.4.4

anterior.






CAPITULO 4

APLICACIONES

En el presente capitulo, como aplicacién de los resultados obtenidos en los capitulos
2 y 3, estudiaremos la controlabilidad de algunos problemas particulares. Pero antes
haremos una formulacién abstracta de los mismos para lo cual es necesario recordar
algunas propiedades de el operador Laplaciano, que seran de utilidad en todas las
aplicaciones que presentaremos a continuacién.

Sean Q) C RY y X = L2(Q,R) y consideremos el operador lineal no acotado A : D(A) C
X — X definido por A¢p = —A¢, donde

D(A) = H(Q) N H(Q). (4.1)

El operador A tiene las siguientes propiedades bien conocidas: el espectro de A consiste
de solo autovalores
D<A < <<\, — 00,

cada uno con multiplicidad ~, igual a la dimensién del correspondiente autoespacio.

a) Existe un conjunto ortonormal completo {¢,} de autovectores de A.

b) Para todo x € D(A) tenemos

oo Tn oo
Az ="M <&k > bnk = D MEné, (4.2)
=1 k=1 n=1

donde < -,- > es el producto interno en X y

Tn
Enx = Z < 67 ¢n,k > (z)n,k' (43)

k=1
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Asi, {E,} es una familia de proyecciones ortonormal completa en X y
=7 Ex, z¢€X.

c¢) —A genera un semigrupo analitico {e=4!} dado por

e My = Z e M E, . (4.4)

n=1

d) Los espacios de potencias fraccionarios X" estan dados por:
X' =DA")={re X: Z()\n)%“HEanQ < oo}, >0,
n=1

con la norma

00 1/2
Izl = [|A72]| = {ZA?HEMHQ} , e€ X,
n=1

Az => N E.. (4.5)
n=1

Ademas, para r > 0 definimos Z, = X" x X, el cual es un Espacio de Hilbert con la

"]

4.1. Estudio de la Controlabilidad de la Ecuacion
de la Onda.

norma dada por
2

= |lwll7 + lvl|*.

Zr

4.1.1. Caso Continuo.

Ejemplo 4.1.1. La ecuacion de onda (n-dimensional) con control.

Consideremos la ecuacién de onda con control

yu — Ay = u(t,z), = €,
y=0 sobre R x 09, (4.6)
y(0,2) =wo(x), w(0,2) =w(x), x€Q,
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donde Q es un dominio en R™, el control u € L?(0,7; L*(Q2)). El sistema (4.6) puede
escribirse como una ecuacion abstracta de segundo orden en el espacio de Hilbert X =
L*(Q2) como sigue:
{ y" = —Ay+u(t), (4.7)
y(0) =yo, ¥'(0) =u,
donde el operador —A es el operador Laplaciano definido arriba.
Usando el cambio de variables ¥/ = v, la ecuacién de segundo orden (4.7) puede escribirse

como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en el espacio
de Hilbert Z = Z, ), = X2 x X como

{ 2= Az + Bu(t),z € Z, (4.8)

2(0) = 2o,
donde
0 I
—-A 0

B= : (4.9)

Y

v I

A es un operador lineal acotado con dominio D(A) = D(A) x X y u € L?(0,7,U) con

U = X. La prueba del siguiente teorema se sigue directamente del Lema 1.1.6.

Teorema 4.1.1. El operador A dado por (4.9), es el generador infinitesimal de un

semigrupo fuertemente continuo {T'(t)}ier dado por

T(t)z = ZeAftsz, z€Z, t>0, (4.10)

J=1

donde {P;};>1 es una familia completa de proyecciones ortogonales en el espacio de
Hilbert Z dadas por

Py = diaglE;, Ey), j > 1, (4.11)
Y
0 1
A =R:P;, R;,= ) 4.12
j 3t j Y 0] ( )
Notese que
Rj: y Aj:Rij, AJIR]Pj,j21
Ao 0

Ademas, e4i® = efi* P; y los autovalores de R; son: \/Aji y —+/Aji.
Si se quiere ver una demostracion del Teorema 4.1.1 anterior se puede también consultar

Leiva [18], especificamente el Teorema 3.1, tomando ¢ =0y d = 1.
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Proposicién 4.1.2. El sistema (4.8) es exactamente controlable sobre [0, 7] para todo
7> 0.

Demostracién. Por el Lema 3.2.3 parte a), es suficiente probar la existencia de v > 0

tal que
(Lg7 Pjz, Pz) > 4| P2|?, V2 € Z. (4.13)
En efecto, en este caso tenemos:
0 0 0
B= , <B*::[ 0 1’} y BB* = .
1 0 I

Por lo tanto, P;BB* = BB*P; y

.
LBJT_sz:BJT-BJT-*z = /eAfsBjB;eAjstzds
0

AT sin(24 /A7
1 {\/2_ o [ )} Eiz + 4%\j[cos(2\//\j7') —1]E;z

Aj

AGT sin(24/A;T
1lcos(24/Nj7) — 1] Ejz1 + \/1/\_ {\/_ 4 Sin [ ) E;zy

2
J

donde z = [z, 2]7.

Luego,
(Ler Pz, Piz) = Naj||Ejz|® + bi|| Bjz|” — %%’(Ejzh Ejz)
> Nal| Bl + Bl = Sl Bz,
donde
77’_% b—T+M ¢; =1 —cos(2\/\7).

i = — 7 R :
T2 44/X; T2 44/

Entonces para mostrar (4.13) es suficiente probar la siguiente desigualdad para algin

v >0

1
Njajl| Bz || + by Bjzal® — Sl Egalll Bzl = NN B2l + || Ejz|1?},
lo cual es equivalente a encontrar un 5 = % > (0 tal que

~ - 1
ANja; | Bz ||® + Ab; || Ejz||” — 570j||Ej21||||Ej22|| > N Ejz|? + || Ejze |,
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© 1
A (Fa; — DIE;jz1 12 + (b, — D] Ejz|” — VG Ejzlll Bz = 0. (4.14)
Ahora, (4.14) es cierto si
:}//CL]' 1> O, :Y/bj —1> 0, (415)
Y 1
N Fa; = D(Eb; — 1) > 72 (4.16)

La expresion en (4.16) es equivalente a

[A\j72 — sin?(\/ A\ 7)]7% — 4077 + 4\ > 0.

Puesto que la funcién real 22 — sin?() es no negativa, la tltima expresién (considerada

como cuadratica en 7) se satisface si

AT+ 163372 = 16X (A, 72 — sin?(\/N;7))
2(\;72 — sin® (/A7)
207 + 2/ sin(y /A7)
(VA7 = sin(y/N7)) (/A7 + [ sin(y/A;7)])
2
sin(\/)\_j'r)

Vi

Con esto y (4.15) obtenemos que 7 tiene que satisfacer la siguiente condicién

2 2 2
’ sin(Q\/)\_jT) ’ Sin(2\/)\_j7')
T \/)\—J T+ \/)\—J

:}; > mészl

= méx->1
1= sin(4/A;7) ’
T =N
VA

lo cual es posible para 7 > 0 pues 7 —

sin(y/%7) > 0 para todo 7 > 0 y decrece en j.
vy

Asi, podemos siempre encontrar un 7 > 0 adecuado (en consecuencia v > 0) tal que

(4.13) se cumpla. Por lo tanto, el sistema (4.8) es exactamente controlable sobre [0, 7]
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para cualquier 7 > 0. [ )

Ahora bien, si consideramos una perturbacién de la ecuacién (4.8), digamos

{ Z = Az + Bu(t) + f(z,u), z€Z, (4.17)

2(0) = 2o,
donde el termino no lineal f : Z x U — Z satisface:
1f (22, u2) = f (21, )| < Lil|z2 — 21l + [luz — ua ]}

y L es suficientemente pequeno, tenemos, por los resultados de la seccién 2.2, que (4.17)

es exactamente controlable.

4.1.2. Caso Discreto.

Ejemplo 4.1.2. Discretizacion de la ecuacion de la onda.

La discretizacién en flujo de la abstraccion de la ecuacién de la onda lineal (4.8) mostra-

da en el ejemplo 4.1.1 estd dada por

{ z(n+1) =T(n)z(n) + B(n)u(n), z€ Z, (4.18)

0]
u.
1

Proposicién 4.1.3. El sistema (4.18) es aprozimadamente controlable para cualquier
ng € N.

donde
B:U—Z, Bu=

Para este caso tenemos el siguiente resultado.

Demostracion. En este caso, tenemos

B" :P(N,U) — Z, B"u=Y _ T(6(no,k))Bu(k —1),
k=1

LBno L — Z7 LBTLO = BTLOBTLO*.
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Puesto que

BB* =

00
0 I’

P,BB* = BB*P;, j=1,23,.... (4.19)

obtenemos que

Por otro lado, tenemos que T*(t) = T'(—t). Entonces

Lgmz = Y _T(O(no,k))BB*T*(O(no, k))z
k=1

— Z Z eAje(nO’k).PjBB* Z e—AiG(no,k)Piz
k=1 j=1 i=1
oo ng
_ Z Z eAj@(no,k)BB*e—AjG(no,k)PjZ
=1 k=1
o)
= > LygoP,
j=1

no
donde Loy = B;lolg;zo*y _ Z eAjG)(nO,k)BB*e—AjG)(nO,lc)y7 y € R(P;).
J

k=1
00

En consecuencia, Lgny, = g Lgno.
J
Jj=1
Sea z = (21, zo]T en Z. Puesto que

| VAs8)
efis = |cos(\/A;s) _]_Fsen(—]R.hjZl7
[ ! } oy !

podemos ver que

6Aj@(n0,k:)BB*e—AjG(no,k)PjZ _ eRje(no,k)BB*eRj@(no,k)sz

= [OanZQ]Ta j Z 1.

Asi,

0
LB;IOP]‘Z = Z[O, EjZQ]T = Tlo[o, EjZQ]T.
k=1

Entonces

(Lgro Pz, Piz) = (nol0, Ejza]", [Ejz1, Ejz]') = nol|Ejz|* > 0, V).
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Luego, usando (4.19), tenemos, para z # 0 en Z, que

(Lgroz,z) = (ZLB;onz,ZPjZ>
P j=1

= > (LgwPjz, Piz) =no Y _ || Ejz2]|* = nollzl* > 0.
J
j=1 j=1
En consecuencia, por el Lema 3.2.3 parte (¢), la ecuacién (4.18) es aproximadamente
controlable. '

Ahora bien, si consideramos una perturbacién de la ecuacién (4.18), digamos

20+ 1) = T(0)2(0) + Blnyu(n) + f(z,0), 2 € 2 120)
2(0) = 2, '
donde el termino no lineal f : Z x U — Z satisface las hipdtesis adecuadas, tenemos,

por los resultados de la seccién 3.4, que (4.20) es aproximadamente controlable.

4.2. Estudio de la Controlabilidad de la Ecuacion
del Calor.

4.2.1. Caso Continuo.

Ejemplo 4.2.1. La Ecuacion del Calor (n-dimensional) con control.

Consideremos la ecuacién del calor con control
ye = Ay +ult, x),
y=0 sobre R x 09,

donde © es un dominio acotado en R™, el control u € L*(0, 7; L*(€2)). El sistema (4.21)

puede escribirse como una ecuacién abstracta en el espacio Z = L?(Q)
2 =—Az+ Bu(t),z € Z, (4.22)
2(0) = 2o, '

donde B = I, la funcién de control u pertenece a L?(0,7; Z) y el operador A estd dado
por Ap = —A¢ con dominio D(A) = H*N H} y

Az = f: MEnz.
n=1
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En este caso P; = E;, j > 1. Asi,

LBJTsz = /o eAfsBjB;eA;sEjzds
= / e’AjSe”\jsEjz
0
T 1
= / e Eiz = ——[e”?NT — 1]E;z.
2
0
Entonces,
1 —2)\;T
(LepBjz, Ejz) = —5le™™" = 1[(E;z, Ej2)
1
= —5[6_2Aj7 —1]||E;2|* >0,V E;z#0 con z€ Z, j=1,2,3..,
lo cual prueba que el sistema (4.22) es aproximadamente controlable. [ )

4.2.2. Caso Discreto.
Ejemplo 4.2.2. Discretizacion de la Ecuacion del calor.
La discretizacién en flujo de la abstraccién de la ecuacién del calor (4.22) presentada

en el ejemplo 4.2.1 esta dada por

0) = 50 (4.23)

{ 2(n+1) =T(n)z(n) + B(n)u(n), zé€ Z,
En este caso, T*(t) = T(t) =e My B= 1.

Proposicién 4.2.1. El sistema (4.23) es exactamente controlable para cualquier ng €

N.

Demostracion. En efecto, en este caso tenemos que:

B :P(N,U) — Z, B"u=Y»_ T(O(no,k)ul(k —1),
k=1

Lgno : Z — Z, Lgnoz = B"B™ 2 =Y LguEjz,

j=1

no
donde LB@Oy = 2672/\]'@(710,]6)3/’ Y c R(Ej)
J
k=1
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Ahora, probaremos la existencia de v > 0 tal que
(Lgro Ejz, Bjz) > || Ejz|

Esto es equivalente a la existencia de v > 0 tal que

no
[Z e~ 200 k) _ ~

k=1

12;2]* = 0,

lo cual es obviamente cierto para 0 < v < 1 puesto que e~2©0m0) — 1

Entonces, para tal « tenemos

T <2LEE>

7 ~
= D (LgoEjz Ejz) 27 Y ||Epz|P ==

j=1 Jj=1
Asi, (Lgnoz, 2) > 7||z||?, 2 € Z. Por lo tanto, aplicando el Teorema 3.1.5 parte (a) — (ii)
obtenemos que (4.23) es exactamente controlable. [ )
De manera andloga a la ecuacién de la onda, si se considera una perturbacion de la
ecuacién (4.23), donde el término no lineal satisfaga las hipétesis adecuadas, se ten-
dra que esa perturbacién de la ecuacién del calor discreta serd exactamente controlable

(Seccién 3.3).

4.3. La Ecuacion de Termoelasticidad.

Ejemplo 4.3.1. La Ecuacion de Termoeldsticidad en una placa con control.
Considere la ecuacién de termoelésticidad en una placa con control
wy + A%w + a0 = uy(t,z), t>0, z€Q,
0, — BAO — aAwy = us(t,x), t>0, z€Q, (4.24)
f=w=Aw=0, t>0, x€df,
donde a # 0, 8 > 0, 2 es un dominio acotado suficientemente regular en RY (N > 1)
y ui € L*([0,7]; L*(Q)),i = 1,2
Consideremos Z = X! x X x X, el cual es un espacio de Hilbert con la norma dada

por
2

v = [[wli + [lv]]* + [19]-

Z
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En consecuencia, (4.24) puede escribirse como un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias abstracto en el espacio de Hilbert Z = X' x X x X como sigue:

w' =w,

v = —A%w — aAf + uy, (4.25)
0 = —[BA0 — aAv + us,

Finalmente, el sistema (4.24) puede escribirse como un sistema de ecuaciones dife-

renciales ordinarias de primer orden en el espacio de Hilbert Z = X' x X x X como

sigue:

Y =Az+Bu, z€Z, t>0, (4.26)
donde u € L*([0,7];U), U = L*(Q2) x L*(Q),
A= | -4 0 —aA |, (4.27)
0 —aA —(A
es un operador lineal no acotado con dominio

D(A) = {w e HY Q) : w = Aw = 0} x D(A) x D(A),

0 0
yB:U— Z,B=| Ix 0 | esun operador lineal acotado.
0 Ix

Proposicion 4.3.1. El adjunto del operador B estd dado por

0 Ix 0 000

B* = X .,y BB*=|0 Iy 0
0 0 Iy

0 0 Iy

Demostracién. Calcularemos B*.
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0 Z1
<BU;Z>Z: < ur |, | 2 >
Ug <3

(0, 21) x1 + (uq, 22)x + (u2, z3) x

A
= (w1, 22)12 + (U2, 23) 12
21
Uy 0 Ix 0 0 Ix O
= ) V) — u, Z .
Uz 0 0 ]X 0 O IX
Z3 U

21
I
Entonces, B* = 0 Ix 0 and B* | 2z | = Zl .
0 0 ]X 22
<3
0 0
0
0

0
Ix 0 |. [ )
0 Ix

0 0
Asi, BB*= | Iy 0
X [0 0 Iy

01X0]
0 Iy

Ahora, usando directamente el Lema 1.1.6, obtenemos que el operador 4 dado por
(4.27), es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo {7'(¢)}:>o
dado por: N
T(t)z = ZeAftsz, zeZ t>0.
j=1
donde P; = diag(E;, E;, E;), A; = R;jP;, y

0 1 0

Ri=| =X\ 0 —a\

Vi ] 7]21

0 —CY)\]‘ —/6)\3

La afirmacién previa se puede ver también usando el Teorema 3.1 de Leiva [17].
Proposicién 4.3.2. El sistema (4.24) es aprorimadamente controlable.

Demostracién. Es facil ver que P;BB* = BB*P;, j =1,2,.... Asi, aplicando el Lema

2.1.8, obtenemos que la controlabilidad aproximada del sistema (4.24) es equivalente a
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la controlabilidad aproximada de cada uno de los sistemas finito dimensionales
Z'= Az + Bju, (4.28)
donde z € R(P;), dim(R(P;)) =3v; ,B; = P;B: U — R?,
0 0 Ejuy Ejuy
Uy
] i _»,
0 1

Uz
Ej’U,Q Ej'LLQ

B | ™

J

= P,B
Uz

Pero la controlabilidad aproximada del sistema (4.28) es equivalente a la controlabilidad

de cada uno de los sistemas finito dimensionales
= R;z+ Dju, z€R’, (4.29)

donde u € R%. Y es conocido (Lee & Markus [15], Leiva & Zambrano [21]) que el sistema

(4.29) es controlable si, y sélo si,
rank[D; : R;D; : RiD;] = 3,

lo cual, haciendo los calculos respectivos, es trivialmente cierto. En consecuencia, hemos

probado que el sistema (4.24) es aproximadamente controlable. [ )

4.4. Conclusion.

Las técnicas desarrolladas en este trabajo son generales y pueden ser aplicadas a aquellos
sistemas de control gobernados por ecuaciones en derivadas parciales que pueden ser
escritos en la forma del Lema 1.1.6, a estos sistemas los llamaremos Sistemas Diagonal
por Bloques como en Larez, Leiva & Uzcategui [14]. Un caso particularmente importante
es la siguiente clase de ecuacién de difusién de segundo orden que, ademas de la ecuacion
de la onda, incluye como caso particular otras ecuaciones como la ecuaciéon que modela

un plato vibrante:

w"+ Ayw =u+ f(w,u), weWuel, (4.30)
donde W, U son espacios de Hilbert, Ay : D(Ag) C W — W es un operador lineal no

acotado en W, con la siguiente descomposicion espectral:

o] Vi 0
Agw =Y N ) (brg w)dn; = ) AEjw,
k=1 7=1

j=1
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7
donde Fjw = Z<¢k7j,w>¢k7]~ es un conjunto ortonormal completo de autovectores de

k=1
—Ag correspondientes a los autovalores A\; < Ay < --- < A, — oo con multiplicidad =,

y —Ap genera un semigrupo fuertemente continuo {7'(t)}+>o dado por
T(t)w = Z e M Ew, weW, t>0.
j=1

El control w € L*(0,7,U),y f: W x U — W una funcién adecuada. Un ejemplo de
esta clase, ademés de los mostrados anteriormente, es el siguiente bien conocido sistema

de ecuaciones diferenciales parciales:

Ejemplo 4.4.1. El modelo de la placa vibrante.

( O*w
W+A2w:u(t,x)+f(u(t,x),w), t>0, xe€q,
w=Aw=0, t>0, ze€d, (4.31)

wl0,2) = 6o(2), 5r(0,0) = bola), v €D

donde 2 es un dominio acotado suficientemente suave en R%, u € L*([0,7]; L3(2)),
b0, 0 € L*() y f una funcién adecuada.
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