
Universidad de Los Andes

Facultad de Ciencias

Departamento de Matemáticas
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RESUMEN

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la controlabilidad de una amplia clase

de ecuaciones de evolución, tanto en el caso continuo como en el caso discreto, las cuales

aparecen con frecuencia en aplicaciones a la f́ısica e ingenieŕıa.

En primer lugar se presentan condiciones necesarias y suficientes para la controlabili-

dad exacta y para la controlabilidad aproximada de sistemas lineales continuos sobre

espacios de Hilbert. Luego, se estudia la controlabilidad exacta de ecuaciones diferen-

ciales semilineales que resultan de perturbar una ecuación diferencial lineal mediante un

término no lineal. Particularmente, se encuentran condiciones sobre el término semili-

neal para que la controlabilidad exacta de la ecuación diferencial lineal se preserve bajo

la perturbación no lineal.

En segundo lugar se dan caracterizaciones que permiten estudiar tanto la controlabi-

lidad exacta como la controlabilidad aproximada de ecuaciones en diferencias lineales

sobre espacios de dimensión infinita. Como caso particular se considera la discretización

en el flujo de sistemas de control gobernados por ecuaciones diferenciales lineales. A

continuación, se estudia la controlabilidad exacta y la controlabilidad aproximada de

ecuaciones en diferencias semilineales, resultantes de perturbar una ecuación en dife-

rencias lineal por un término no lineal y se muestra que, bajo ciertas condiciones sobre

el término no lineal, se preserva la controlabilidad de la ecuación en diferencias lineal.

Cabe destacar que las caracterizaciones de controlabilidad que se presentan en este

trabajo se pueden aplicar a una amplia clase de sistemas de reacción difusión. En

particular, aqúı se aplican a la ecuación del calor, la ecuación de la onda y la ecuación

de termoelasticidad.
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INTRODUCCIÓN

En las últimas décadas, la teoŕıa de control ha ganado gran importancia como disciplina

para ingenieros, matemáticos y otros cient́ıficos. Ejemplos de problemas de control van

desde casos sencillos, como la conducción del calor a través de una barra, hasta casos

más complejos como el aterrizaje de un veh́ıculo sobre la Luna, el control de la economı́a

de una nación, el control de epidemias, entre otros. Existe una extensa literatura sobre

la teoŕıa de control para sistemas continuos, por mencionar algunos autores se tienen

los trabajos de Barnett [2], Curtain & Pritchard [6], Curtain & Zwart [7] y Zuazua

[28]. En cambio que, sobre la teoŕıa de control de sistemas discretos la literatura es

menos extensa; de hecho en muchos trabajos la presentan de manera introductoria

como por ejemplo Agarwal [1], Elaydi [8] (ambos sobre espacios de dimensión finita)

y Sasu [24]. Parte de los resultados presentados en este trabajo pueden encontrarse

con menos detalle en los art́ıculos Larez, Leiva & Uzcátegui [14], Leiva & Uzcátegui

[19] y Leiva & Uzcátegui [20], en los cuales se caracteriza la controlabilidad exacta y la

controlabilidad aproximada tanto para sistemas continuos como para sistemas discretos,

lineales y semilineales, sobre espacios de dimensión infinita.

Esta tesis está estructurada en cuatro caṕıtulos, y de cada uno de ellos se da a conti-

nuación un resumen. En el caṕıtulo 1, se exponen definiciones y resultados importantes

que serán de utilidad en el desarrollo de los siguientes caṕıtulos; particularmente se

muestran resultados sobre la teoŕıa de semigrupos y sobre existencia y unicidad de

soluciones para ecuaciones de evolución.

En el caṕıtulo 2 se consideran sistemas de control continuos sobre espacios de dimen-

sión infinita y se dan condiciones para caracterizar la controlabilidad de dichos sistemas.

En primer lugar, se estudia la controlabilidad exacta y la controlabilidad aproximada
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para sistemas lineales de la forma

z′ = Az(t) +Bu(t), t ≥ 0, z(0) = z0, (1)

donde z(t) ∈ Z, u(t) ∈ U , Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) ⊂ Z −→ Z

es el generador infinitesimal de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0 en Z,B ∈ L(U,Z), u ∈
L2(0, τ ;U). Además, se supone que el semigrupo {T (t)}t≥0, generado por A, está dado

por

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z, t ≥ 0,

de acuerdo al Lema 1.1.6. Particularmente, bajo la hipótesis

PjBB
∗ = BB∗Pj, j = 1, 2, ...,

se dan condiciones necesarias y suficientes que permiten reducir el estudio de la con-

trolabilidad de la ecuación lineal (1), al estudio de la controlabilidad de una familia de

sistemas la cual, en algunos ejemplos espećıficos, resulta ser una familia de sistemas de

dimensión finita. Además, con respecto a la controlabilidad exacta del sistema (1), se

prueba que un control u ∈ L2(0, τ ;U) que transfiere el estado inicial z0 a un estado

final z1 en un tiempo τ está dado por la fórmula:

u(t) = B∗T ∗(τ − t)L−1
Bτ (z1 − T (τ)z0),

donde LBτ : Z −→ Z es el operador lineal

LBτ z =

∫ τ

0

T (τ − s)BB∗T ∗(τ − s)zds,

de acuerdo a la Definición 2.1.3.

En segundo lugar, se estudia la controlabilidad de la ecuación no lineal de la forma

z′ = Az(t) +Bu(t) + f(z(t), u(t)), (2)

donde Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) ⊂ Z −→ Z es el generador de un

C0-semigrupo {T (t)}t≥0 en Z, B ∈ L(U,Z), u ∈ L2(0, τ ;U) y el término no lineal

f : Z × U −→ Z es una función continua Lipschitziana. En particular, bajo ciertas

condiciones para f se demuestra que la controlabilidad del sistema (1) es preservada

por el sistema semilineal (2) y, en este caso, un control u ∈ L2(0, τ ;U) que transfiere

un estado inicial z0 a un estado final z1 en un tiempo τ está dado por la fórmula:

u = Bτ∗L−1
Bτ (I +K)−1(z1 − T (τ)z0),
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donde Bτ : L2(0, τ ;U) −→ Z es el operador

Bτu =

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds,

K : Z −→ Z es el operador

Kξ =

∫ τ

0

T (τ − s)f(z(s), S(ξ)(s))ds,

y z = zξ es la solución de (2) correspondiente al control u = S(ξ), con S = Bτ∗L−1
Bτ .

La controlabilidad de este tipo de sistemas semilineales ha sido estudiada por varios

autores, entre los que podemos mencionar a Blachandran & Dauer [3], Balachandran &

Park [4], Klamka [12] y Zuazua [27], quienes han usado Teoremas de Punto Fijo para

mostrar sus resultados principales. En cambio que, la técnica utilizada en este trabajo

se basa en el Teorema 2.2.4, el cual es un resultado utilizado en la teoŕıa de sistemas

dinámicos para caracterizar variedades invariantes (central, estable e inestable).

En el caṕıtulo 3 se dan condiciones para caracterizar la controlabilidad de ecuaciones

en diferencias sobre espacios de dimensión infinita. En primer lugar, se dan caracteri-

zaciones que permiten estudiar la controlabilidad, tanto exacta como aproximada, de

la ecuación en diferencias lineal

z(n+ 1) = A(n)z(n) +B(n)u(n), n ∈ N∗, z(0) = z0, (3)

donde z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U , Z y U son espacios de Hilbert, A ∈ l∞(N, L(Z)), B ∈
l∞(N, L(U,Z)), u ∈ l2(N, U), L(U,Z) denota el espacio de todos los operadores lineales

acotados de U a Z y L(Z,Z) = L(Z). Este tipo de sistema fue estudiado por Sasu [24],

donde la autora da la siguiente condición de controlabilidad exacta para la ecuación

(3): “Si el sistema (3) es completamente estabilizable y A es sobreyectivo, entonces

(3) es exactamente controlable”. Debido a que esta condición es solo suficiente para

garantizar la controlabilidad exacta de (3) y, a la escasa existencia de literatura con

respecto a la controlabilidad exacta de este tipo de ecuaciones, en este trabajo se da un

aporte, en este sentido, al mostrar condiciones necesarias y suficientes para estudiar la

controlabilidad de ecuaciones en diferencias de la forma (3). Además, con respecto a la

controlabilidad exacta de la ecuación (3), se exhibe un control u ∈ l2(N, U) que lleva el

estado inicial z0 a un estado final z1, el cual está dado por:

u = Bn0∗L−1
Bn0 (z1 − Φ(n0, 0)z0),
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donde Bn0 y LBn0 son como en la Definición 3.1.3. Y, con respecto a la controlabilidad

aproximada de la ecuación (3), se muestra que la sucesión de controles

uα = Bn0∗(αI + LBn0 )−1(z1 − Φ(n0, 0)z0),

transfiere el estado inicial z0 a una ε-vecindad del estado final z1.

En segundo lugar, se dan caracterizaciones para la controlabilidad de la siguiente

ecuación en diferencias lineal particular

z(n+ 1) = T (n)z(n) +B(n)u(n), n ∈ N∗, z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U, (4)

donde Z, U son espacios de Hilbert, N∗ = N ∪ {0}, B ∈ l∞(N, L(U,Z)), u ∈ l2(N, U) y

{T (t)}t≥0 es un semigrupo fuertemente continuo dado por:

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z, t ≥ 0,

de acuerdo al Lema 1.1.6. Esta ecuación (4) es la discretización en flujo de la ecuación

de evolución dada por (1).

A pesar de que para el caso continuo existen trabajos que tratan la controlabilidad de

sistemas semilineales como se mencionó antes, no existen trabajos que den condiciones

para estudiar la controlabilidad de sistemas semilineales discretos. Por esta razón, en

este capitulo también se estudia la controlabilidad, tanto exacta como aproximada, de

la ecuación en diferencias no lineal de la forma

z(n+ 1) = A(n)z(n) +B(n)u(n) + f(z(n), u(n)), n ∈ N∗, z(0) = z0, (5)

donde z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U , Z y U son espacios de Hilbert, A ∈ l∞(N, L(Z)), B ∈
l∞(N, L(U,Z)), u ∈ l2(N, U), L(U,Z) denota el espacio de todos los operadores lin-

eales acotados de U a Z y L(Z,Z) = L(Z). Para el caso de la controlabilidad e-xacta,

el término no lineal f : Z × U −→ Z es una función continua Lipschitziana. Par-

ticularmente, suponiendo que el sistema lineal (3) es exactamente controlable y que la

constante de lipschitz para f es suficientemente pequeña, se mostrará que el sistema (5)

es exactamente controlable, es decir, la controlabilidad de la ecuación lineal se preserva

bajo la perturbación no lineal f . Más aún, con respecto a la controlabilidad exacta de

la ecuación no lineal (5), se exhibe un control u ∈ l2(N, U) que lleva el estado inicial z0

a un estado final z1, el cual está dado por:

u = Bn0∗L−1
Bn0 (I +K)−1(z1 − Φ(n0, 0)z0),
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donde K : Z −→ Z es el operador

Kξ =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)f(z(k − 1), S(ξ)(k − 1)),

y z = zξ es la solución de (5) correspondiente a el control u = S(ξ), con S = Bn0∗L−1
Bn0

.

Y, para el caso de la controlabilidad aproximada, se imponen ciertas condiciones sobre

el término no lineal f que permitirán mostrar que, si la ecuación lineal (3) es aproxi-

madamente controlable, entonces la ecuación no lineal (5) también lo es.

Finalmente, en el caṕıtulo 4, se aplican los resultados de los caṕıtulos 2 y 3 para

estudiar la controlabilidad de la ecuación de la onda, la ecuación del calor y la ecuación

de termoelasticidad. Primero se considera la siguiente ecuación de la onda n-dimensional

(nD) 



ytt − ∆y + f(t, u) = u(t, x), x ∈ Ω,

y = 0 on R× ∂Ω,

y(0, x) = y0(x), yt(0, x) = y1(x), x ∈ Ω,

donde Ω es un dominio en Rn, el control u ∈ L2(0, τ ;L2(Ω)) y f(t, u) es una fun-

ción Lipschitz. Y se estudia su controlabilidad tanto en su versión continua como su

discretización en flujo. La controlabilidad exacta de la ecuación de onda lineal fue estu-

diada en Curtain & Pritchard [6] y Curtain & Zwart [7] en una dimensón (1D). En este

trabajo, se aplicaran los resultados obtenidos y presentados en los caṕıtulos anteriores

para mostrar que la ecuación de la onda lineal (nD) es exactamente controlable, aśı co-

mo también, probar la controlabilidad aproximada de la versión discreta de la ecuación

de la onda no lineal, con f una función adecuada. En segundo lugar, se considera la

siguiente ecuación del calor n-dimensional (nD)





yt = ∆y + u(t, x) + f(t, u),

y(0, x) = y0(x),

y = 0 on R× ∂Ω,

donde Ω es un dominio acotado en Rn, el control u ∈ L2(0, τ ;L2(Ω)) y f(t, u) es una

función Lipschitz. En este caso, la controlabilidad exacta al cero para la versión continua

de la ecuación del calor lineal (1D) ha sido estudiada en Zhang [26] y la controlabilidad

aproximada para la ecuación del calor lineal (1D) aparece muy bien en Curtain &

Pritchard [6] y Curtain & Zwart [7]. Aqúı, se aplican los resultados presentados en

los caṕıtulos 2 y 3 para mostrar que la ecuación del calor lineal es aproximadamente

controlable y probar que la versión discreta en el flujo de la ecuación del calor lineal es
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exactamente controlable. Por último, se estudia la controlabilidad de la versión continua

de la siguiente ecuación de termoelásticidad en una placa con control





wtt + ∆2w + α∆θ = u1(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

θt − β∆θ − α∆wt = u2(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

θ = w = ∆w = 0, t ≥ 0, x ∈ ∂Ω,

donde α 6= 0, β > 0, Ω es un dominio acotado suficientemente regular en RN (N ≥ 1)

y ui ∈ L2([0, τ ];L2(Ω)), i = 1, 2.



CAṔITULO 1

PRELIMINARES

Como se anunció en la introducción del trabajo, en este capitulo se dan algunas defini-

ciones y se presentan resultados fundamentales sobre semigrupos fuertemente continuos

de operadores lineales y acotados, aśı como también, sobre existencia y unicidad de solu-

ciones para ecuaciones de evolución que serán utilizados en los caṕıtulos siguientes. La

mayor parte de la teoŕıa que se muestra en este caṕıtulo se puede encontrar en los

textos de Curtain & Zwart [7], Goldstein [9] y Pazy [23], salvo el Lema 1.1.6 el cual se

encuentra en Leiva [16].

1.1. Semigrupos de Operadores Fuertemente Con-

tinuos.

Definición 1.1.1. Sea Z un espacio de Hilbert. Una familia {T (t)}t≥0 de operadores

lineales y continuos T (t) : Z −→ Z se denomina Semigrupo Fuertemente Conti-

nuo (o C0-semigrupo) si ésta verifica las tres condiciones siguientes:

i) T (0) = I.

ii) T (t+ s) = T (t)T (s), (t, s ≥ 0).

iii) Para todo z0 en Z, T (t)z0 es fuertemente continuo en t = 0, es decir,

ĺımt→0+ ‖ T (t)z0 − z0 ‖Z
= 0.
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Definición 1.1.2. El generador infinitesimal A de un semigrupo fuertemente con-

tinuo {T (t)}t≥0 en un espacio de Hilbert Z es definido por:

Az = ĺımt→0+

1

t
(T (t) − I)z,

siempre que el ĺımite exista. El dominio de A, D(A) es el conjunto de elementos en Z

para el cual el ĺımite existe.

Algunas propiedades importantes de los C0-semigrupos están dadas en el siguiente

Teorema:

Teorema 1.1.3. Sea {T (t)}t≥0 un semigrupo fuertemente continuo sobre un espacio

de Hilbert Z, entonces T (t) posee las siguientes propiedades:

(a) ‖T (t)‖ está acotada sobre todo intervalo finito de [0,+∞).

(b) T (t) es fuertemente continuo en todo t ∈ [0,+∞).

(c) Para todo z ∈ Z, se tiene que

1

t

∫ t

0

T (s)zds −→ z, t→ 0+.

(d) Si w0 = ı́nft>0

(
1

t
log‖T (t)‖

)
, entonces w0 = ĺımt→∞

(
1

t
log‖T (t)‖

)
<∞.

(e) Para todo w > w0, existe una constante Mw tal que

‖T (t)‖ ≤Mwe
wt,∀ t ≥ 0.

Demostración. Para la demostración de este Teorema se puede consultar Curtain &

Zwart [7]. ♠

Ahora bien, el siguiente Teorema, el cual se encuentra en Curtain & Zwart [7], nos

muestra ciertas propiedades importantes que satisface el generador infinitesimal de un

C0-semigrupo.

Teorema 1.1.4. Sea Z un espacio de Hilbert y sea {T (t)}t≥0 un semigrupo fuertemente

continuo sobre Z, con generador infinitesimal A. Entonces se cumplen las siguientes

afirmaciones:
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(a) Si z ∈ D(A), entonces T (t)z ∈ D(A), ∀t ≥ 0.

(b)
d

dt
(T (t)z) = AT (t)z = T (t)Az, para z ∈ D(A), t > 0.

(c)
dn

dtn
(T (t)z) = AnT (t)z = T (t)Anz, para z ∈ D(An), t > 0.

(d) T (t)z − z =

∫ t

0

T (s)Azds, para z ∈ D(A).

(e)

∫ t

0

T (s)zds ∈ D(A), A

∫ t

0

T (s)zds = T (t)z−z, para todo z ∈ Z y D(A) es denso

en Z.

(f) A es un operador lineal cerrado.

(g)
∞⋂

n=1

D(An) es denso en Z.

Definición 1.1.5. Sea A un operador sobre un espacio de Hilbert Z. El conjunto

resolvente de A es

ρ(A) = {λ ∈ C : λI − A : D(A) → Z es biyectivo y (λI − A)−1 ∈ B(Z)}.

donde B(Z) es el espacio de todos los operadores lineales y acotados de Z en Z.

Observación: Si ρ(A) 6= ∅, entonces A es cerrado, es decir, su gráfico

G(A) = {(z, Az) : z ∈ D(A)}

es un subespacio cerrado de Z×Z. Si A es cerrado, entonces, por el Teorema del Gráfico

Cerrado, se tiene que el conjunto resolvente de A es

ρ(A) = {λ ∈ C : λI − A : D(A) → Z es biyectivo}.

(λI−A)−1 es llamado el operador resolvente de A y σ(A) = C\ρ(A) es el espectro

de A. ♠

El siguiente Lema juega un papel fundamental para obtener los principales resultados

que presentamos en los siguientes caṕıtulos.
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Lema 1.1.6. (Leiva [16]) Sean Z un espacio de Hilbert separable y {An}n≥1, {Pn}n≥1

dos familias de operadores lineales y acotados en Z, con {Pn}n≥1 una familia completa

de proyectores ortogonales, tales que:

AnPn = PnAn, n ≥ 1

Defina la siguiente familia de operadores lineales

T (t)z =
∞∑

n=1

eAntPnz, z ∈ Z, t ≥ 0.

Entonces:

(a) T (t) es un operador lineal y acotado si ‖eAnt‖ ≤ g(t), n = 1, 2, .., para alguna

función continua a valores reales g(t) ≥ 0, t ≥ 0.

(b) Bajo la condición anterior {T (t)}t≥0 es un semigrupo fuertemente continuo en el

espacio de Hilbert Z, cuyo generador infinitesimal A está dado por

Az =
∞∑

n=1

AnPnz, z ∈ D(A)

con

D(A) =

{
z ∈ Z :

∞∑

n=1

‖AnPnz‖2 <∞
}
.

(c) El espectro σ(A) de A está dado por

σ(A) =
∞⋃

n=1

σ(An),

donde An = AnPn : R(Pn) → R(Pn), R(Pn) = Rango(Pn).

Demostración.

(a) Supongamos que existe g : [0,+∞) −→ R continua tal que ‖eAnt‖ ≤ g(t), n =

1, 2, .... Luego,

‖T (t)z‖2 = ‖
∞∑

n=1

eAntPnz‖2 =
∞∑

n=1

‖eAntPnz‖2 ≤
∞∑

n=1

‖eAnt‖2‖Pnz‖2

≤
∞∑

n=1

g(t)2‖Pnz‖2 = g(t)2

∞∑

n=1

‖Pnz‖2 = g(t)2‖z‖2.
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Aśı, ‖T (t)z‖ ≤ g(t)‖z‖. Entonces, ‖T (t)‖ = sup
‖z‖=1

‖T (t)z‖ ≤ g(t). Por lo tanto,

T ∈ L(Z), es decir T (t) es un operador lineal y acotado.

(b) Veamos primero que {T (t)}t≥0 es un C0-semigrupo.

i) T (0)z =
∞∑

n=1

Pnz = z. Aśı, T (0) = I.

ii)

T (t)T (s)z =
∞∑

n=1

eAntPnT (s)z =
∞∑

n=1

eAntPn

(
∞∑

m=1

eAmsPmz

)

=
∞∑

n=1

eAnteAnsPnz =
∞∑

n=1

eAn(t+s)Pnz

= T (t+ s)z.

iii)

‖T (t)z − z‖2 =

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

eAntPnz −
∞∑

n=1

Pnz

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

(
eAnt − I

)
Pnz

∥∥∥∥∥

2

≤
∞∑

n=1

‖eAnt − I‖2‖Pnz‖2

=
N∑

n=1

‖eAnt − I‖2‖Pnz‖2 +
∞∑

n=N+1

‖eAnt − I‖2‖Pnz‖2

≤ sup
1≤n≤N

‖eAnt − I‖2

N∑

n=1

‖Pnz‖2 +K

∞∑

n=N+1

‖Pnz‖2,

donde K = sup
n≥1,0≤t≤1

‖eAnt − I‖2.

Dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

∞∑

n=N+1

‖Pnz‖2 <
ε

2K

y podemos escoger t ≤ 1 tal que

sup
1≤n≤N

‖eAnt − I‖2 ≤ ε

2‖z‖2
.
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Luego,

‖T (t)z − z‖2 ≤ ε

2‖z‖2

N∑

n=1

‖Pnz‖2 +K
ε

2K

≤ ε

2‖z‖2

∞∑

n=1

‖Pnz‖2 +
ε

2

=
ε

2‖z‖2
‖z‖2 +

ε

2
= ε.

Por tanto, ĺımt→0+ ‖T (t)z− z‖ = 0, ∀z ∈ Z. De i), ii) y iii) se sigue que {T (t)}t≥0

es un semigrupo fuertemente continuo.

Sea A el generador infinitesimal de {T (t)}t≥0 y D(A) su dominio, entonces para

z ∈ D(A) se tiene, por definición, que

Az = ĺımt→0+

T (t)z − z

t
= ĺımt→0+

∑∞
n=1(e

Ant − I)Pnz

t
.

Ahora, puesto que eAmt es un C0-semigrupo cuyo generador infinitesimal es Am,

entonces

PmAz = Pm

[
ĺımt→0+

(
eAmt− I

t

)
Pmz

]
= ĺımt→0+

eAmt − I

t
Pmz = AmPmz.

Aśı, Az =
∞∑

n=1

PnAz =
∞∑

n=1

AnPnz.

Ahora, sea

D =

{
z ∈ Z :

∞∑

n=1

‖AnPnz‖2 <∞
}

y veamos que D(A) = D. Es claro que D(A) ⊂ D. Supongamos ahora que z ∈ D,

entonces
∞∑

n=1

AnPnz = y ∈ Z

Sea zk =
k∑

n=1

Pnz, entonces

ĺımt→0+

T (t)zk − zk

t
=

k∑

n=1

AnPnz.



Semigrupos de Operadores Fuertemente Continuos 13

por lo tanto, zk ∈ D(A) y Azk =
k∑

n=1

AnPnz.

Finalmente, si zk → z cuando k → ∞ y ĺımt→0+ Azk = y, entonces, puesto que

A es cerrado, obtenemos que z ∈ D(A) y Az = y. Con esto hemos probado que

D ⊂ D(A). Aśı, D(A) = D.

(c) es equivalente a probar lo siguiente:

∞⋃

n=1

σ(Ān) ⊂ σ(A) y σ(A) ⊂
∞⋃

n=1

σ(Ān).

Para probar la primera parte, mostraremos que ρ(A) ⊂
∞⋂

n=1

ρ(Ān). En efecto, sea

λ en ρ(A). Entonces (λI − A)−1 : Z → D(A) es un operador lineal acotado.

Necesitamos probar que

(λI − Ām)−1 : R(Pm) → R(Pm)

existe y es acotado para m ≥ 1. Supongamos que (λI − Ām)−1Pmz = 0. Entonces

(λI − A)Pmz =
∞∑

n=1

(λI − An)PnPmz

= (λ− Am)Pmz = (λI − Ām)Pmz = 0.

Lo cual implica que, Pmz = 0. Aśı, (λI − Ām) es inyectiva.

Ahora, dado y en R(Pm) queremos resolver la ecuación (λI − Ām)w = y. De

hecho, puesto que λ ∈ ρ(A), existe z ∈ Z tal que

(λI − A)z =
∞∑

n=1

(λI − An)Pnz = y.

Entonces, aplicando Pm a ambos lados de esta ecuación obtenemos

Pm(λI − A)z = (λI − Am)Pmz = (λI − Ām)Pmz = Pmy = y.

Por lo tanto, (λI − Ām) : R(Pm) → R(Pm) es una biyección. Puesto que Ām es

cerrado, entonces, por el teorema del gráfico cerrado obtenemos que

λ ∈ ρ(Ām) = {λ ∈ C : (λI−Ām) es biyectiva}={λ ∈ C : (λI−Ām)−1 es acotada}
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para todo m ≥ 1, con lo cual hemos probado que

ρ(A) ⊂
∞⋂

n=1

ρ(Ān) ⇐⇒
∞⋃

n=1

σ(Ān) ⊂ σ(A).

Ahora, para probar que:

σ(A) ⊂
∞⋃

n=1

σ(An).

recordemos que si λ ∈ σ(A), entonces ocurre alguna de las siguientes situaciones

(1) λ ∈ σp(A) = {λ ∈ C : (A− λI) no es inyectiva}.
(2) λ ∈ σr(A) = {λ ∈ C : (A− λI) es inyectiva, pero R(A− λI) 6= Z}.
(3) λ∈σc(A)={λ∈C : (A−λI) es inyectiva, R(A− λI)=Z, pero R(A−λI) 6=Z}.
Ahora bien,

(1) Si (A−λI) no es inyectiva, entonces existe z ∈ Z no nulo tal que: (A−λI)z = 0.

Esto implica que para algún n0 tenemos:

(An0 − λI)Pn0z = 0, Pn0z 6= 0.

Aśı, λ ∈ σ(An0), y por lo tanto λ ∈
∞⋃

n=1

σ(An).

(2) Si R(A− λI) 6= Z, entonces existe z0 ∈ Z no nulo tal que:

〈z0, (A− λI)z〉 = 0, ∀z ∈ D(A).

Pero, z =
∞∑

n=1

Pnz, aśı:

〈
z0,

∞∑

n=1

(An − λI)Pnz

〉
= 0.

Ahora, si z0 6= 0, entonces existe n0 ∈ N tal que Pn0z0 6= 0. En consecuencia,

0 =

〈
z0,

∞∑

n=1

(An − λI)Pnz

〉

= 〈z0, (An0 − λI)Pn0z〉

= 〈Pn0z0, (An0 − λI)Pn0z〉.
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Aśı, R(An0 − λI) 6= Pn0Z. Por lo tanto, λ ∈ σ(An0) ⊂
∞⋃

n=1

σ(An).

(3) Supongamos que (A− λI) es inyectiva, R(A− λI) = Z y R(A− λI) ( Z.

Supongamos por reducción al absurdo que λ ∈
(

∞⋃

n=1

σ(An)

)C

.

Pero, (
∞⋃

n=1

σ(An)

)C

⊂
(

∞⋃

n=1

σ(An)

)C

=
⋂

n≥1

(
σ(An)

)C

=
⋂

n≥1

ρ(An),

Lo cual implica que, λ ∈ ρ(An), para todo n ≥ 1. Entonces

(An − λI) : R(Pn) −→ R(Pn)

es invertible, con (An − λI)−1 acotada.

En consecuencia, para todo z ∈ D(A) obtenemos que

Pj(A− λI)z = (Aj − λI)Pjz, j = 1, 2, . . .

es decir,

(Aj − λI)−1Pj(A− λI)z = Pjz, j = 1, 2, . . .

Ahora, puesto que D(A) es denso en Z, podemos extender el operador

(Aj − λI)−1Pj(A− λI)

a un operador acotado Tj definido sobre Z. De esto se sigue que

Tjz = Pjz, ∀z ∈ Z, j = 1, 2, . . . ,

y

‖Tj‖ = ‖Pj‖ ≤ 1, j = 1, 2, . . . .

Puesto que R(A− λI) = Z, se tiene que

‖(Aj − λI)−1‖ ≤ 1, j = 1, 2, . . . . (1.1)
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Ahora veremos que R(A− λI) = Z. En efecto, dado z ∈ Z definamos y como

sigue

y =
∞∑

j=1

(Aj − λI)−1Pjz.

De (1.1) obtenemos que y está bien definido. Veamos ahora que y ∈ D(A) y

(A− λI)y = z. Para ello, sabemos que

y ∈ D(A) ⇐⇒
∞∑

j=1

‖AjPjy‖2 <∞.

Por otro lado, tenemos que

∞∑

j=1

‖AjPjy‖2 =
∞∑

j=1

‖Aj(Aj − λI)−1Pjz‖2 =
∞∑

j=1

‖{I + λ(Aj − λI)−1}Pjz‖2.

Aśı,
∞∑

j=1

‖AjPjy‖2 ≤
∞∑

j=1

‖(1 + |λ|)2‖Pjz‖2 = (1 + |λ|)2‖z‖2 <∞.

Entonces, y ∈ D(A) y (A− λI)y = z.

Por lo tanto, R(A − λI) = Z, lo cual es una contradicción que viene de haber

asumido que: λ ∈
(

∞⋃

n=1

σ(An)

)C

. ♠

Además, presentaremos una prueba del rećıproco del Lema 1.1.6.

Lema 1.1.7. Sean Z un espacio de Hilbert separable y {An}n≥1, {Pn}n≥1 dos familias

de operadores lineales y acotados en Z, con {Pn}n≥1 una familia completa de proyectores

ortogonales, tales que:

AmPn = PnAm, m, n = 1, 2, . . . (1.2)

Si el operador

Az =
∞∑

n=1

AnPnz, z ∈ D(A),

con

D(A) = {z ∈ Z :
∞∑

n=1

‖ AnPnz ‖2<∞},

genera un semigrupo fuertemente continuo {T (t)}t≥0, entonces

T (t)z =
∞∑

n=1

eAntPnz, z ∈ Z.
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Demostración. Si z0 ∈ Z, entonces Pnz0 ∈ D(A) y la solución del problema
{
z′(t) = Az(t),

z(0) = Pnz0,
(1.3)

está dada por zn(t) = T (t)Pnz0.

Del Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.1.12 de Curtain & Zwart [7]) se puede deducir

que, si un operador conmuta con el generador de un semigrupo fuertemente continuo,

entonces éste conmuta con el semigrupo. Por tanto, de (1.2) obtenemos que

T (t)z0 =
∞∑

n=1

PnT (t)z0 =
∞∑

n=1

T (t)Pnz0. (1.4)

Por otro lado, puesto que zn(t) es una solución de (1.3), obtenemos

z′n(t) = Azn(t)

= AT (t)Pnz0

=
∞∑

m=1

AmPmT (t)Pnz0

= AnPnT (t)Pnz0

= AnT (t)Pnz0 = Anzn(t).

Aśı, zn(t) = eAntPnz0 = T (t)Pnz0 y de (1.4) concluimos que

T (t)z0 =
∞∑

n=1

eAntPnz0.

♠

1.2. El Problema de Valor Inicial.

Consideremos el siguiente problema de valor inicial (P.V.I.) en el espacio de Hilbert Z
{

z′ = Az(t) + f(t), t > 0,

z(0) = z0,
(1.5)

donde f : [0, T ) −→ Z, A : D(A) ⊂ Z −→ Z es el generador infinitesimal del C0-

semigrupo {T (t)}t≥0 en Z.
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Definición 1.2.1. La función z : [0, T ) −→ Z es una solución clásica del problema

(1.5) si es continua en [0, T ); continuamente diferenciable y z(t) ∈ D(A) en (0, T ),

satisfaciendo además, la ecuación (1.5) en [0, T ).

Teorema 1.2.2. Sea f ∈ L1(0, T ;Z) y z0 ∈ Z. Si el problema de valor inicial (1.5)

tiene una solución, esta viene dada por:

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds. (1.6)

Demostración. Sea T (t) el C0-semigrupo generado por A y sea z una solución de (1.5).

Entonces, la función g(s) = T (t− s)z(s) es diferenciable para 0 < s < t y

dg

ds
(s) = −AT (t− s)z(s) + T (t− s)z′(s)

= −AT (t− s)z(s) + T (t− s)Az(s) + T (t− s)f(s)

= T (t− s)f(s).

Si f ∈ L1(0, T ;Z), entonces T (t− s)f(s) es integrable y

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds.

♠

Definición 1.2.3. Sea A el generador de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0; z0 ∈ Z y f ∈
L1(0, T ;Z). Entonces, la función z ∈ C([0, T ], Z) dada por

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds 0 ≤ t ≤ T, (1.7)

es llamada solución moderada del problema (1.5) en [0, T ].

Observación: Aunque toda solución de (1.5) es una solución de (1.7), el rećıproco no

es necesariamente cierto dado que las soluciones de (1.7) pueden no ser diferenciables.

Teorema 1.2.4. Sea A el generador infinitesimal de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0,

f ∈ L1(0, T ;Z) continua en (0, T ] y la función

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T. (1.8)

Entonces el P.V.I. (1.5) tiene una única solución z en [0, T ) para cualquier z0 ∈ D(A)

si, y sólo si, se satisface una de las siguientes condiciones:
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i) v(t) es continuamente diferenciable en (0, T ).

ii) v(t) ∈ D(A), ∀t ∈ (0, T ) y Av(t) es continua en (0, T ).

Además, si (1.5) tiene una solución en [0, T ) para z0 ∈ D(A), entonces v(t) satisface

i) y ii).

Demostración. Si el P.V.I. (1.5) tiene una solución z para algún z0 en D(A), entonces

esta solución está dada por (1.6). En consecuencia, v(t) = z(t)−T (t)z0 es diferenciable

para t > 0 y v′(t) = z′(t) − T (t)Az0 es obviamente continua sobre (0, T ). Por lo

tanto, i) se satisface. Ahora, si z0 ∈ D(A), T (t)z0 ∈ D(A) para t ≥ 0 y por lo tanto

v(t) = z(t)−T (t)z0 ∈ D(A) para t > 0 y Av(t) = Az(t)−aT (t)z0 = z′(t)−f(t)−T (t)Az0

es continua sobre (0, T ); aśı ii) se satisface.

Por otro lado, es fácil verificar, para h > 0, la identidad

T (h) − I

h
v(t) =

v(t+ h) − v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds. (1.9)

De la continuidad de f , el segundo termino del lado derecho de (1.9) tiene el limite f(t)

cuando h→ 0. Si v(t) es continuamente diferenciable sobre (0, T ), entonces se sigue de

(1.9) que v(t) ∈ D(A) para 0 < t < T y Av(t) = v′(t) − f(t). Puesto que v(0) = 0

se sigue que z(t) = T (t)z0 + v(t) es la solución del P.V.I. (1.5) para z0 ∈ D(A). Si

v(t) ∈ D(A) se sigue de (1.9) que v(t) es diferenciable a la derecha de t y la deriva-

da por la derecha D+v(t) de v satisface D+v(t) = Av(t) + f(t). Puesto que D+v(t)

es continua, v(t) es continuamente diferenciable y v′ = Av(t) + f(t). Como v(0) = 0,

z(t) = T (t)z0 + v(t) es la solución de (1.5) para z0 ∈ D(A), y esto completa la de-

mostración. ♠

Corolario 1.2.5. Sea A el generador infinitesimal de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0. Si

f ∈ C1([0, T ];Z), entonces el P.V.I (1.5) posee una única solución z : [0, T ) → Z,

∀z0 ∈ D(A).

Demostración. Tenemos que

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds =

∫ t

0

T (s)f(t− s)ds. (1.10)

Es claro de (1.10) que v(t) es diferenciable para t > 0 y que su derivada

v′(t) = T (t)f(0) +

∫ t

0

T (s)f ′(t− s)ds = T (t)f(0) −
∫ t

0

T (t− s)f ′(s)ds
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es continua sobre (0, T ). El resultado se sigue ahora del Teorema 1.2.4 (i). ♠

Corolario 1.2.6. Sea A el generador infinitesimal de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0 y

f ∈ L1(0, T ;Z) continua en (0, T ). Si f(s) ∈ D(A) para todo 0 < s < T y Af(s) ∈
L1([0, T ];Z), entonces para cualquier z ∈ D(A) el P.V.I (1.5) tiene una única solución

sobre [0, T ).

Demostración. De las hipótesis se sigue que para s > 0, T (t − s)f(s) ∈ D(A) y

que AT (t− s)f(s) = T (t− s)Af(s) es integrable. Por lo tanto, v(t) definida por (1.8)

satisface que v(t) ∈ D(A) para t > 0 y

Av(t) = A

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds =

∫ t

0

T (t− s)Af(s)ds

es continua. El resultado se sigue ahora del Teorema 1.2.4 (ii). ♠

1.3. Ecuación no Lineal.

Consideremos el siguiente P.V.I, en el espacio de Hilbert Z:





dz(t)

dt
= Az(t) + f(t, z(t)), t > t0,

z(t0) = z0, z0 ∈ Z.

(1.11)

Donde A es el generador infinitesimal de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0 en Z, el operador

f : U ⊂ R+ × Z → Z satisface una condición de Lipschitz en Z; U abierto, f continua

en t y (t0, x0) ∈ U .

Definición 1.3.1. a) Una solución clásica del problema (1.11) en [t0, t1) es una

función continua z : [t0, t1) −→ Z tal que z(t0) = z0; (t, z(t)) ∈ U , z′(t) ∈ Z,

z(t) ∈ D(A) y satisface la ecuación diferencial ∀t ∈ (t0, t1).

b) Una solución moderada en [t0, t1) es una función continua z(t) tal que (t, z(t)) ∈
U ; t→ f(·, z(·)) ∈ L1((t0, t1), Z) y

z(t) = T (t− t0)z0 +

∫ t

t0

T (t− s)f(s, z(s))ds. (1.12)



Ecuación no Lineal 21

Teorema 1.3.2 (Existencia Local). Sea Ω ⊂ Z un abierto, z0 ∈ Ω y f : R+ ×Ω −→ Z

continua satisfaciendo la siguiente condición de Lipschitz: para cada τ ∈ R+, existe

k = k(τ) tal que

‖f(t, z) − f(t, y)‖X ≤ k‖z − y‖Z , ∀t ∈ [0, τ ]; z, y ∈ Ω.

Entonces, para τ > 0 suficientemente pequeño, existe una única solución moderada de

(1.11) en [0, τ).

Demostración. Sea τ > 0, C = C([0, τ ];Z) y considere B una vecindad cerrada de z0

en Ω. Definamos S como sigue

(Sz)(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s, z(s))ds,

para 0 ≤ t ≤ τ y z ∈ M = {v ∈ C : v(0) = z0, v([0, τ ]) ⊂ B}. Notese que M es

un espacio métrico completo y Sz ∈ C. Considerese M,w tales que ‖T (t)‖ ≤ Mewt.

Entonces

‖Sz − Sv‖
C

= sup
0≤t≤τ

‖Sz(t) − Sv(t)‖

= sup
0≤t≤τ

∥∥∥∥
∫ t

0

T (t− s)[f(s, z(s)) − f(s, v(s))]ds

∥∥∥∥

≤ Mewτ

∫ τ

0

‖f(s, z(s)) − f(s, v(s))‖ds

≤ Mewτk(τ)

∫ τ

0

‖z(s) − v(s)‖ds

≤ Mewτk(τ)τ‖z − v‖
C
.

Además, Mewtk(τ)τ → 0 cuando τ → 0+ (puesto que k(τ) se puede asumir acotada por

k(1) para τ < 1). Veamos ahora que S(M) ⊂ M. Sin perder generalidad supongamos

que B es acotado.

‖Sz − z0‖C
≤ sup

0≤t≤τ
‖T (t)z0 − z0‖ + sup

0≤t≤τ

∥∥∥∥
∫ t

0

T (t− s)f(s, z(s))ds

∥∥∥∥ = J1(τ) + J2(τ).
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J1(τ) → 0 cuando τ → 0, y

J2(τ) ≤ τMewτ sup
0≤t≤τ

‖f(t, z(t))‖

≤ τMewτ

{
sup

0≤t≤τ
‖f(t, z0)‖ + k(τ) sup

0≤t≤τ
‖z(t) − z0‖

}
.

Aśı, J2(τ) → 0 cuando τ → 0+. Por lo tanto, S(M) ⊂ M para τ suficientemente

pequeño. La conclusión del teorema se sigue de aqúı, haciendo uso del Teorema de

punto Fijo de Picard-Banach, pues z es una solución moderada de (1.11) si, y sólo si,

z es un punto fijo de S. ♠

Teorema 1.3.3 (Existencia Global). Sea z0 ∈ Z y f : R+ × Z −→ Z continua y

satisfaciendo la siguiente condición de Lipschitz: para cada τ > 0, existe k = k(τ) tal

que

‖f(t, x) − f(t, y)‖Z ≤ k‖x− y‖
Z
, ∀t ∈ [0, τ ]; x, y ∈ Z.

Entonces, (1.11) tiene una única solución moderada definida para todo τ en R+.

Demostración. Sean S, M , w, como en la demostración del Teorema 1.3.2. Afirmamos

que:

‖Snz(t) − Snv(t)‖ ≤ [Mk(t)ewtt]n sup
0≤s≤t

‖z(s) − v(s)‖/n! (1.13)

para todo t > 0, z, v ∈ C([0, t], Z). Podemos asumir que t → k(t) es monótona no

decreciente. Para n = 1 (1.13) vale por un calculo simple dado en la demostración del

Teorema 1.3.2. Supongamos que (1.13) es cierto para n = m. Entonces

‖Sm+1z(t) − Sm+1v(t)‖ =

∥∥∥∥
∫ t

0

T (t− s)[f(s, Smz(s)) − f(s, smv(s))]ds

∥∥∥∥

≤ Mewτ

∫ t

0

k(s)[Mewsk(s)s]m sup
0≤r≤s

‖z(r) − v(r)‖ds/m!

≤ [mewtk(t)]m+1 sup
0≤r≤s

‖z(r) − v(r)‖
∫ t

0

smds/m!

y (1.13) se sigue con n = m+ 1. Por inducción, (1.13) se cumple para todos los enteros

positivos n. Ahora sea τ > 0 arbitrario pero fijo. Escojamos n lo suficientemente grande

tal que

α = [Mewtk(τ)τ ]n/n! < 1.
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Entonces por (1.13),

‖Snz − Snv‖
C
≤ α‖z − v‖

C
,

para todo z, v ∈ C = C([0, τ ], Z). Por lo tanto S tiene un único punto fijo en C, y aśı el

problema (1.11) tiene una única solución moderada continua sobre [0, τ ]. El teorema se

sigue pues τ > 0 es arbitrario. ♠

Teorema 1.3.4. Supongase que f : R+ × Z −→ Z es continua y satisface la siguiente

condición de Lipschitz: para cada c > 0, existe k(c) tal que

‖f(t, x) − f(t, y)‖ ≤ k(c)‖x− y‖, ∀ t ∈ [0, c]; x, y ∈ BZ(0, c).

Sea z ∈ C([0, τ), X) la solución moderada de (1.11) donde τ <∞. Entonces se satisface

una de las siguientes posibilidades:

a) Existe una única solución moderada de (1.11) en R+.

b) [0, τ) es el intervalo maximal de existencia de la solución moderada de (1.11) y

se tiene

ĺım
t→τ−

‖x(t)‖ = +∞.





CAṔITULO 2

SISTEMAS DE CONTROL CONTINUOS

En este caṕıtulo estudiamos la controlabilidad de ecuaciones de evolución de la forma

z′ = Az(t) +Bu(t) + f(z(t), u(t)), (2.1)

donde Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) ⊂ Z −→ Z es el generador de un

C0-semigrupo {T (t)}t≥0 en Z, B ∈ L(U,Z), u ∈ L2(0, τ ;U) y el término no lineal

f : Z × U −→ Z es una función continua Lipschitziana.

En primer lugar, presentamos caracterizaciones que permiten estudiar la controlabilidad

de la ecuación lineal, es decir, de ecuaciones de la forma (2.1) sin el termino no lineal

f(z, u). Particularmente, damos caracterizaciones que permiten reducir el estudio de

la controlabilidad de la ecuación lineal, al estudio de la controlabilidad de una familia

de sistemas, la cual en algunos ejemplos espećıficos resulta ser una familia de sistemas

de dimensión finita. En segundo lugar, estudiamos la controlabilidad de la ecuación no

lineal de la forma (2.1). Para ser más espećıficos, suponiendo que el sistema lineal es

controlable y que la constante de lipschitz para f es suficientemente pequeña, mostramos

que el sistema (2.1) es controlable, es decir, la controlabilidad de la ecuación lineal se

preserva bajo la perturbación no lineal f . Cabe destacar que para mostrar el resultado

principal de esta última parte no usaremos Teoremas de Punto Fijo más generales, como

lo han hecho la mayoŕıa de los autores que han tratado este tipo de problema semilineal,

entre otros, Balachandran-Park [4], Blachandran-Dauer [3], Klamka [12], Zuazua [27];

por el contrario, nuestra técnica está basada en el Teorema 2.2.4 usado para caracterizar

variedades centrales en teoŕıa de sistemas dinámicos.
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2.1. Controlabilidad para Sistemas Lineales

Continuos.

2.1.1. Preliminares.

En esta sección presentamos algunos resultados sobre la controlabilidad del sistema de

control lineal

z′ = Az(t) +Bu(t), t > 0,

donde Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) ⊂ Z −→ Z es el generador de un

C0-semigrupo {T (t)}t≥0 en Z, B ∈ L(U,Z), u ∈ L2(0, τ ;U).

De acuerdo al Teorema 1.2.2 y la Definición 1.2.3, el problema de valor inicial

{
z′ = Az(t) +Bu(t), t > 0,

z(0) = z0,
(2.2)

admite una única solución moderada dada por

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)Bu(s)ds, t ∈ [0, τ ]. (2.3)

Ahora, daremos las definiciones de controlabilidad exacta y aproximada para el sistema

(2.2).

Definición 2.1.1. (Controlabilidad Exacta) El sistema (2.2) se dice que es exac-

tamente controlable sobre [0, τ ] si para cada z0, z1 ∈ Z existe u ∈ L2(0, τ ;U) tal que

la solución moderada z(t) de (2.2) correspondiente a u verifica: z(τ) = z1.

Definición 2.1.2. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (2.2) se dice que es

aproximadamente controlable sobre [0, τ ] si para cada z0, z1 ∈ Z, ε > 0 existe

u ∈ L2(0, τ ;U) tal que la solución moderada z(t) de (2.2) correspondiente a u verifica:

‖z(τ) − z1‖ < ε.

b

b

z0 = z(0)

z1 = z(τ)

zu(t)

b

b

b

z0 = z(0)

z1

zu(t) z(τ)

ε

Figura 1: Controlabilidad exacta (izq.) Controlabilidad aproximada (der.)
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Definición 2.1.3. Para el sistema (2.2) definimos los siguientes conceptos:

a) La aplicación de controlabilidad (para τ > 0) es definida como sigue Bτ :

L2(0, τ ;U) −→ Z por

Bτu =

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds. (2.4)

b) La aplicación grammian LBτ : Z → Z es definida por LBτ = BτBτ∗, es decir,

LBτ z = BτBτ∗z =

∫ τ

0

T (τ − s)BB∗T ∗(τ − s)zds.

El siguiente teorema se puede encontrar en forma general para ecuaciones de evolución

en Curtain & Zwart [7].

Teorema 2.1.4. (a) La ecuación (2.2) es exactamente controlable sobre [0, τ ] si, y

sólo si, una de las siguientes afirmaciones vale:

(i) Rango(Bτ ) = Z.

(ii) Existe γ > 0 tal que

〈LBτ z, z〉 ≥ γ‖z‖2
Z , z ∈ Z.

(iii) Existe γ > 0 tal que

‖Bτ∗z‖L2(0,τ ;U) ≥ γ‖z‖Z , z ∈ Z.

(b) La ecuación (2.2) es aproximadamente controlable sobre [0, τ ] si, y sólo si, una

de las siguientes afirmaciones vale:

(i) Ker(Bτ∗) = {0}.

(ii) 〈LBτ z, z〉 > 0, z 6= 0 en Z.

(iii) B∗T ∗z = 0 ⇒ z = 0.

(iv) Rango(Bτ ) = Z.
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2.1.2. Resultados Principales.

A continuación presentamos los resultados principales de esta sección, para este fin

supondremos que el semigrupo {T (t)}t≥0 generado por el operador A está dado por

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z, t ≥ 0, (2.5)

de acuerdo al Lema 1.1.6.

A lo largo de esta sección asumiremos la siguiente hipótesis:

PjBB
∗ = BB∗Pj, j = 1, 2, . . . . (2.6)

Proposición 2.1.5. Bajo la hipótesis (2.6) el operador

LBτ z = BτBτ∗z =

∫ τ

0

T (s)BB∗T ∗(s)zds,

puede escribirse de la siguiente manera

LBτ =
∞∑

j=1

LBτ
j
Pj,

donde

LBτ
j
y = Bτ

jBτ∗
j y =

∫ τ

0

eAjsBjB
∗
j e

A∗
j syds, y ∈ Rango(Pj).

Demostración. De la definición del operador LBτ y la representación (2.5) de T (t)

obtenemos que

LBτ z =

∫ τ

0

(
∞∑

j=1

eAjsPj

)
BB∗

(
∞∑

k=1

eA∗

k
sPkz

)
ds

=

∫ τ

0

∞∑

j=1

eAjsBjB
∗
j e

A∗
j sPjzds

=
∞∑

j=1

∫ τ

0

eAjsBjB
∗
j e

A∗
j sPjzds

=
∞∑

j=1

LBτ
j
Pjz. ♠
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Lema 2.1.6. El sistema (2.2) es exactamente controlable sobre [0, τ ] si, y sólo si, el

operador LBτ es invertible. Además, en este caso, S = Bτ∗L−1
Bτ es una inversa por la

derecha de Bτ y un control u ∈ L2(0, τ ;U) que transfiere el estado inicial z0 a un estado

final z1 en tiempo τ > 0 está dado por:

u(t) = B∗T ∗(τ − t)L−1
Bτ (z1 − T (τ)z0). (2.7)

Demostración. Supongamos que el sistema (2.2) es exactamente controlable. En-

tonces, del Teorema 2.1.4 parte (a)− (iii) existe γ > 0 tal que ‖Bτ∗z‖L2(0,τ ;U) ≥ γ‖z‖Z ,

para todo z ∈ Z, es decir,

‖Bτ∗z‖2 ≥ γ2‖z‖2, z ∈ Z,

equivalentemente,

〈BτBτ∗z, z〉 ≥ γ2‖z‖2, z ∈ Z,

y,

〈LBτ z, z〉 ≥ γ2‖z‖2, z ∈ Z. (2.8)

Esto implica que LBτ es inyectiva. Ahora probaremos que LBτ es sobreyectiva. Es decir,

R(LBτ ) = Rango(LBτ ) = Z.

Supongamos, por reducción al absurdo, que R(LBτ ) está estrictamente contenido en Z.

Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy Schwarz y (2.8) obtenemos

‖LBτ z‖l2 ≥ γ2‖z‖, z ∈ Z,

lo cual implica que R(LBτ ) es cerrado. Entonces, del Teorema de Hahn Banach existe

z0 6= 0 tal que

〈LBτ z, z0〉 = 0,∀z ∈ Z.

En particular, poniendo z = z0 se obtiene de (2.8) que

0 = 〈LBτ z0, z0〉 ≥ γ2‖z0‖2.

Entonces z0 = 0, lo cual es una contradicción. En consecuencia, LBτ es una biyección y

por el Teorema de la Aplicación Abierta, L−1
Bτ es un operador lineal acotado.

Ahora, supongamos que LBτ es invertible. Entonces, por el Teorema 2.1.4 es suficiente

probar que R(Bτ ) = Z. Para z ∈ Z definamos el control uz ∈ L2(0, τ ;U) como sigue

uz = Sz = Bτ∗L−1
Bτ z.

Entonces Bτuz = z. El resto de la prueba se sigue de aqúı. ♠
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Corolario 2.1.7. El control dado por (2.7) en el Lema 2.1.6 es el de norma mı́nima.

Es decir, ‖u‖ = ı́nf{‖v‖ : v ∈ Sz}, donde Sz = {v ∈ L2(0, τ ;U) : Bτv = z}.

Demostración. Consideremos las siguientes igualdades

‖v‖2 = ‖u+ (v − u)‖2 = ‖u‖2 + 2Re〈u, v − u〉 + ‖v − u‖2, v ∈ Sz.

Por otro lado,

〈u, v − u〉 =

∫ τ

0

〈
Bτ∗L−1

Bτ z, v(s) − u(s)
〉
ds

=

∫ τ

0

〈
B∗T ∗(τ − s)L−1

Bτ z, v(s) − u(s)
〉
ds

=

∫ τ

0

〈
L−1
Bτ z, T (τ − s)Bv(s) − T (τ − s)Bu(s)

〉
ds

= 〈L−1
Bτ z,Bτv − Bτu〉

= 〈L−1
Bτ z, z − z〉 = 0.

Aśı,

‖v‖2 − ‖u‖2 = ‖v − u‖2 ≥ 0, v ∈ Sz.

Por lo tanto, ‖u‖ ≤ ‖v‖ para todo v ∈ Sz y ‖u‖ = ‖v‖ si, y sólo si, u = v. ♠

Lema 2.1.8. (a) El sistema (2.2) es exactamente controlable sobre [0, τ ] si, y sólo si,

existe γ > 0 tal que

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ‖Pjz‖2, ∀z ∈ Z, ∀j = 1, 2, 3 . . . .

(b) El sistema (2.2) es aproximadamente controlable sobre [0, τ ] si, y sólo si, cada

uno de los siguientes sistemas

z′ = Ajz +Bju(t), z(t) ∈ Rango(Pj), t ≥ 0, j = 1, 2, 3 . . . , (2.9)

es aproximadamente controlable.

(c) El sistema (2.2) es aproximadamente controlable si, y sólo si,

〈LBτ
j
y, y〉 > 0,∀y 6= 0 en Rango(Pj), j = 1, 2, 3 . . . .
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Demostración.

(a) Supongamos que el sistema (2.2) es exactamente controlable. Entonces, por el

Teorema 2.1.4 parte (a) − (ii), existe γ > 0 tal que

〈LBτ z, z〉 ≥ γ‖z‖2, ∀z ∈ Z.

Por otro lado, de la Proposición 2.1.5 sabemos que

LBτw =
∞∑

l=1

LBτ
l
Plw, ∀w ∈ Z.

En particular, haciendo w = Pjz, para j = 1, 2, 3, . . . , obtenemos LBτPjz =

LBτ
j
Pjz. Entonces, de la desigualdad de arriba obtenemos

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ‖Pjz‖2, ∀z ∈ Z, j = 1, 2, 3, . . . .

Ahora, supongamos que

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ‖Pjz‖2, ∀z ∈ Z.

Entonces, para todo z en Z tenemos que

〈LBτ z, z〉 =

〈
∞∑

j=1

LBτ
j
Pjz,

∞∑

j=1

Pjz

〉

=
∞∑

j=1

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉

≥
∞∑

j=1

γ‖Pjz‖2 = γ‖z‖2.

(b) Por reducción al absurdo, supongamos que el sistema (2.2) es aproximadamente

controlable sobre [0, τ ] y que existe j tal que el sistema

z′ = Ajz +Bju(t); z ∈ Rango(Pj)

no es aproximadamente controlable sobre [0, τ ]. Entonces, existe zj ∈ Rango(Pj)

tal que:

B∗
j e

A∗
j tzj = 0, t ∈ [0, τ ] y zj 6= 0. (2.10)
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Por otro lado, de la parte (b) − (iii) del Teorema 2.1.4 tenemos que:

B∗T ∗(t)z = 0, ∀ t ∈ [0, τ ] =⇒ z = 0.

Ahora, tomando z = Pjzj = zj, obtenemos:

B∗T ∗(t)z = B∗

∞∑

n=1

eA∗
ntPnz

= B∗eA∗
j tPjzj

= (Bj)
∗eA∗

j tzj

= 0.

Esto implica que zj = 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, (2.9) es

aproximadamente controlable para todo j.

Rećıprocamente, supongamos que para todo j el sistema (2.9) es aproximada-

mente controlable. Notese que LBτ
j

es la aplicación gammian asociada a (2.9).

Entonces por el Teorema 2.1.4 parte (b) − (ii), tenemos que

〈LBτ
j
y, y〉 > 0,∀ y 6= 0 en Rango(Pj), j = 1, 2, 3...

Claramente que, para todo z ∈ Z (z 6= 0) existe J ∈ N tal que PJz 6= 0. Entonces,

usando la Proposición 2.1.5, obtenemos, para todo z en Z, que

〈LBτ z, z〉 =

〈
∞∑

j=1

LBτ
j
Pjz,

∞∑

j=1

Pjz

〉

=
∞∑

j=1

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉 > 0.

En consecuencia, (2.2) es aproximadamente controlable y se prueba (b).

(c) se sigue inmediatamente de (b) y el Teorema 2.1.4 parte (b). ♠

2.2. Controlabilidad Exacta para Sistemas Semi-

lineales Continuos.

En esta sección estudiaremos la controlabilidad exacta de la ecuación no lineal:

z′ = Az(t) +Bu(t) + f(z(t), u(t)), t > 0,
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donde Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) ⊂ Z −→ Z es el generador de un

C0-semigrupo {T (t)}t≥0 en Z, B ∈ L(U,Z), u ∈ L2(0, τ ;U) y el término no lineal

f : Z × U −→ Z es una función continua Lipschitziana. Es decir, para z1, z2 ∈ Z y

u1, u2 ∈ U tenemos que

‖f(z2, u2) − f(z1, u1)‖ ≤ L{‖z2 − z1‖ + ‖u2 − u1‖}. (2.11)

Supondremos que L es suficientemente pequeño y que el sistema (2.2) es exactamente

controlable, es decir, R(Bτ ) = Z.

Por otra parte, del Teorema 1.3.2, sabemos que el problema de valor inicial
{

z′ = Az(t) +Bu(t) + f(z(t), u(t)), t > 0,

z(0) = z0,
(2.12)

admite una única solución moderada dada por

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)Bu(s)ds+

∫ t

0

T (t− s)f(z(s), u(s))ds t ∈ [0, τ ]. (2.13)

Definición 2.2.1. El sistema (2.12) se dice que es exactamente controlable sobre

[0, τ ], si para todo z0, z1 ∈ Z, existe un control u ∈ L2(0, τ ;U) tal que la solución

moderada correspondiente, z, de (2.12) satisface z(τ) = z1.

Definamos el siguiente operador: Bτ
f : L2(0, τ ;U) −→ Z, por

Bτ
fu =

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0

T (τ − s)f(z(s), u(s))ds, (2.14)

donde z(t) es la solución de (2.12) correspondiente al control u.

Entonces, la siguiente proposición es una caracterización de la controlabilidad exacta

del sistema no lineal (2.12)

Proposición 2.2.2. El sistema (2.12) es exactamente controlable sobre [0, τ ] si, y sólo

si, Rango(Bτ
f ) = Z.

Demostración. Supongamos que (2.12) es exactamente controlable sobre [0, τ ]. Dado

z ∈ Z, podemos encontrar z0, z1 ∈ Z tales que

z1 = T (τ)z0 + z. (2.15)

Luego, existe un control u ∈ L2(0, τ ;U) tal que zu(0) = z0 y zu(τ) = z1. Aśı,

z1 = zu(τ) = T (τ)z0 +

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0

T (τ − s)f(zu(s), u(s))ds. (2.16)
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Sustituyendo (2.15) en (2.16), obtenemos

T (τ)z0 + z = T (τ)z0 +

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0

T (τ − s)f(zu(s), u(s))ds.

Entonces,

z =

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0

T (τ − s)f(zu(s), u(s))ds = Bτ
f
u.

Aśı, Rango(Bτ
f ) = Z.

Supongamos ahora que Rango(Bτ
f ) = Z. Consideremos z ∈ Z tal que

z = z1 − T (τ)z0 (2.17)

con z0, z1 ∈ Z. Entonces existe un control u ∈ L2(0, τ ;U) tal que

Bτ
fu = z. (2.18)

Entonces, sustituyendo (2.17) en (2.18), obtenemos

z = z1 − T (τ)z0 =

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0

T (τ − s)f(zu(s), u(s))ds.

De donde,

zu(τ) = T (τ)z0 +

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0

T (τ − s)f(zu(s), u(s))ds.

Aśı, hemos obtenido una solución zu(·) de (2.12) tal que zu(τ) = z1 y zu(0) = z0, es

decir, (2.12) es exactamente controlable sobre [0, τ ]. ♠

Lema 2.2.3. Sean u1, u2 ∈ L2(0, τ ;U) y z1, z2 las soluciones correspondientes de

(2.12). Entonces vale la siguiente estimación:

‖z1(t) − z2(t)‖Z
≤M [‖B‖ + L]

√
τeMLτ‖u1 − u2‖

L2(0,τ ; U)
(2.19)

donde 0 ≤ t ≤ τ y M = sup
1≤s≤t≤τ

{‖T (t− s)‖}.

Demostración. Sean z1, z2 soluciones de (2.12) correspondientes a u1, u2 respectiva-

mente. Entonces

z1(t) − z2(t) =

∫ t

0

T (t− s)[Bu1(s) + f(z1(s), u1(s)) −Bu2(s) − f(z2(s), u2(s))]ds.
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Luego,

‖z1(t) − z2(t)‖ ≤
∫ t

0

‖T (t− s)‖‖B‖‖u1(s) − u2(s)‖ds

+

∫ t

0

‖T (t− s)‖‖f(z1(s), u1(s)) − f(z2(s), u2(s))‖ds

≤ M [‖B‖ + L]

∫ t

0

‖u1(s) − u2(s)‖ds+ML

∫ t

0

‖z1(s) − z2(s)‖ds

≤ M [‖B‖ + L]
√
τ‖u1 − u2‖L2 +ML

∫ t

0

‖z1(s) − z2(s)‖ds.

Aśı, usando la desigualdad de Gronwall se obtiene

‖z1(t) − z2(t)‖Z
≤M [‖B‖ + L]

√
τeMLτ‖u1 − u2‖

L2 , 0 ≤ t ≤ τ.

♠
Consideremos ahora el siguiente Teorema el cual es de suma importancia en nuestro

trabajo.

Teorema 2.2.4. Sean Z un espacio Banach y K : Z → Z una función Lipschitz

con constante de Lipschitz LK < 1 y considere G(z) = z + Kz. Entonces G es un

homeomorfismo cuya inversa es una función Lipschitz con constante de Lipschitz (1 −
LK)−1.

Demostración. Veamos primero que G es inyectiva. Sean z1, z2 ∈ Z tales que Gz1 =

Gz2. Entonces z1 +Kz1 = z2 +Kz2. Luego, z1 − z2 = Kz2 −Kz1. Aśı,

‖z1 − z2‖ = ‖Kz1 −Kz2‖ ≤ LK‖z1 − z2‖.

De donde, (1 − LK)‖z1 − z2‖ ≤ 0, y como (1 − LK) > 0, entonces z1 = z2.

Veamos ahora que G es sobreyectiva. Sea y ∈ Z y definamos H : Z −→ Z por Hz =

y −Kz. Luego, para z1, z2 ∈ Z, se tiene

‖Hz1 −Hz2‖ = ‖Kz1 −Kz2‖ ≤ LK‖z1 − z2‖, (LK < 1).

Es decir, H es una contracción. Aśı, para cada y ∈ Z, H tiene un punto fijo z. Por

lo tanto, para y ∈ Z, existe z ∈ Z tal que Hz = z. Aśı, z = y − Kz. Entonces

Gz = z +Kz = y.

Ahora, sean z1, z2 ∈ Z.

‖Gz1−Gz2‖ ≥ ‖z1−z2‖−‖Kz1−Kz2‖ ≥ ‖z1−z2‖−LK‖z1−z2‖ = (1−LK)‖z1−z2‖.
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Sean y1 = Gz1, y2 = Gz2. Entonces,

‖G−1y1 −G−1y2‖ = ‖z1 − z2‖ ≤ (1 − LK)−1‖Gz1 −Gz2‖ = (1 − LK)−1‖y1 − y2‖.

Por lo tanto, G−1 es Lipschitziana con constante de Lipschitz (1 − LK)−1. ♠

Ahora estamos listos para formular y probar el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.2.5. Si el siguiente estimado se cumple

LK = M2L(Γ + 1)‖B∗‖‖L−1
Bτ ‖τ < 1, (2.20)

donde Γ = M [‖B‖ + L]
√
τeMLτ , y el sistema lineal (2.2) es exactamente controlable,

entonces el sistema no lineal (2.12) es exactamente controlable.

Demostración. Queremos probar que

Bτ
f (L2(0, τ ;U)) = Rango(Bτ

f ) = Z.

Pero, de la controlabilidad exacta del sistema lineal (2.2) sabemos, por el Lema 2.1.6,

que el operador S = Bτ∗L−1
Bτ es una inversa por la derecha de Bτ . Entonces, es suficiente

probar que el operador B̃τ
f = Bτ

f ◦ S es sobreyectivo. De la ecuación (2.14) obtenemos

la siguiente expresión para este operador

B̃τ
fξ = ξ +

∫ τ

0

T (τ − s)f(z(s), S(ξ)(s))ds. (2.21)

Ahora, si definimos el operador K : Z −→ Z por

Kξ =

∫ τ

0

T (τ − s)f(z(s), S(ξ)(s))ds, (2.22)

donde z = zξ es la solución de (2.12) correspondiente al control u = S(ξ).

Entonces la ecuación (2.21) toma la forma

B̃τ
f = I +K. (2.23)

La función K es globalmente Lipschitz. En efecto, sean z1, z2 soluciones de (2.12)
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correspondientes a los controles Sξ1, Sξ2, respectivamente. Entonces

‖Kξ1 −Kξ2‖ ≤
∫ τ

0

‖T (τ − s)‖‖f(z1(s), S(ξ1)(s)) − f(z2(s), S(ξ2)(s))‖ds

≤
∫ τ

0

ML{‖z1(s) − z2(s)‖ + ‖(Sξ1)(s) − (Sξ2)(s)‖}ds

≤
∫ τ

0

ML(Γ + 1)‖(Sξ1)(s) − (Sξ2)(s)‖ds

≤ ML(Γ + 1)

∫ τ

0

‖B∗T ∗(τ − s)L−1
Bτ
‖‖ξ1 − ξ2‖ds

≤ ML(Γ + 1)

∫ τ

0

‖B∗‖M‖L−1
Bτ
‖‖ξ1 − ξ2‖ds

= M2L(Γ + 1)‖B∗‖‖L−1
Bτ
‖τ‖ξ1 − ξ2‖.

Por lo tanto,K es Lipschitziana con constante de Lipschitz LK=M2L(Γ+1)‖B∗‖‖L−1
Bτ
‖τ ,

y la hipótesis (2.20) implica que LK < 1. Aśı, del Teorema 2.2.4 obtenemos que

B̃τ
f = I + K es un homeomorfismo y en consecuencia el operador Bτ

f es sobreyecti-

vo; es decir,

Bτ
f (L2(0, τ ;U)) = Rango(Bτ

f ) = Z.

♠
Corolario 2.2.6. Bajo las hipótesis del Teorema 2.2.5 un control que transfiere el

estado inicial z0 a un estado final z1 está dado por

u = Bτ∗L−1
Bτ (I +K)−1(z1 − T (τ)z0).

Demostración. De la definición 2.2.1 se sigue que para z0, z1 ∈ Z existe u ∈ L2(0, τ ;U)

tal que z(τ) = z1. Entonces

z1 = z(τ) = T (τ)z0 +

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0

T (τ − s)f(zu(s), u(s))ds.

Aśı,

z1 − T (τ)z0 = Bτ
fu.

Luego,

u = (Bτ
f )−1(z1 − T (τ)z0) = (B̃τ

f ◦ S−1)−1(z1 − T (τ)z0) = S ◦ (I +K)−1(z1 − T (τ)z0).
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De donde, u = Bτ∗L−1
Bτ (I +K)−1(z1 − T (τ)z0). ♠

Ahora, el siguiente corolario es inmediato de lo anterior.

Corolario 2.2.7. El operador Γ : Z → Z definido por Γ = S ◦(I+K)−1 es una inversa

por la derecha de el operador no lineal Bτ
f . Es decir, Bτ

f ◦ Γ = I.



CAṔITULO 3

SISTEMAS DE CONTROL DISCRETOS

Una de las principales áreas de aplicación para los métodos de control discretos es

el control de sistemas continuos, es decir, aquellos sistemas modelados por ecuaciones

diferenciales y no por ecuaciones en diferencias. La razón para esto es que mientras la

mayoŕıa de los sistemas f́ısicos están modelados por ecuaciones diferenciales, las leyes

de control son a menudo implementadas en un computador digital, cuyas entradas y

salidas son sucesiones. Una aproximación común para diseños de control en este caso es

obtener un modelo de ecuación en diferencias que aproxima al sistema continuo a ser

controlado.

En el presente caṕıtulo estudiamos la controlabilidad de ecuaciones en diferencias, sobre

espacios de dimensión infinita, de la forma

z(n+ 1) = A(n)z(n) +B(n)u(n) + f(z(n), u(n)), n ∈ N∗, z(0) = z0, (3.1)

donde z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U , Z y U son espacios de Hilbert, A ∈ l∞(N, L(Z)), B ∈
l∞(N, L(U,Z)), u ∈ l2(N, U), L(U,Z) denota el espacio de todos los operadores lineales

acotados de U a Z y L(Z,Z) = L(Z). El termino no lineal f : Z × U −→ Z es una

función adecuada.

En primer lugar, damos caracterizaciones que permiten estudiar la controlabilidad,

tanto exacta como aproximada, de la ecuación lineal, es decir, de ecuaciones de la

forma (3.1) sin el termino no lineal f(z, u). En especial, mostramos un teorema análogo

al Teorema 2.1.4 del caṕıtulo 2, para la ecuación en diferencias lineal

z(n+ 1) = A(n)z(n) +B(n)u(n), n ∈ N∗, z(0) = z0. (3.2)
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Como un segundo paso consideraremos la siguiente ecuación en diferencias lineal

z(n+ 1) = T (n)z(n) +B(n)u(n), n ∈ N∗, z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U, (3.3)

donde Z, U son espacios de Hilbert, N∗ = N ∪ {0}, B ∈ l∞(N, L(U,Z)), u ∈ l2(N, U) y

{T (t)}t≥0 es un semigrupo fuertemente continuo dado por:

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z, t ≥ 0,

de acuerdo al Lema 1.1.6. Particularmente, damos caracterizaciones que permiten re-

ducir el estudio de la controlabilidad de la ecuación lineal (3.3), al estudio de la contro-

labilidad de una familia de sistemas, usando para ello las técnicas que se conocen del

caṕıtulo 2 para la ecuación de evolución continua (2.2), adaptándolas al caso discreto,

junto con herramientas propias de las ecuaciones en diferencias de la forma (3.3).

En tercer lugar, estudiamos la controlabilidad, tanto exacta como aproximada, de la

ecuación no lineal de la forma (3.1). Para ser más espećıficos, suponiendo que el sis-

tema lineal (3.2) es exactamente controlable y que f es una función Lipschitziana con

constante de lipschitz suficientemente pequeña, mostraremos que el sistema (3.1) es

exactamente controlable, es decir, la controlabilidad exacta de la ecuación lineal se

preserva bajo la perturbación no lineal f . Y, si el sistema lineal (3.2) es aproximada-

mente controlable, dando ciertas condiciones para f , mostraremos que el sistema no

lineal (3.1) es aproximadamente controlable.

La motivación para estudiar, en este trabajo, la controlabilidad para ecuaciones en

diferencias, nos la da el trabajo de Sasu [24].

Alĺı, la autora se concentra en el estudio de la estabilizabilidad de la ecuación (3.2),

más que en la controlabilidad, particularmente su resultado principal es el siguiente:

“Si el sistema (3.2) es completamente estabilizable y A es sobreyectivo, entonces (3.2)

es exactamente controlable”.

Notese que ese resultado no caracteriza completamente la controlabilidad exacta de la

ecuación (3.2), es decir, no es una condición necesaria y suficiente; pues no es cierto

que un sistema en diferencias que sea exactamente controlable, sea estabilizable y el

operador A sea sobreyectivo. Por otra parte, en este trabajo de Sasu, no se estudia la

controlabilidad de la ecuación semilineal (3.1), algo común que observamos al revisar

la poca bibliograf́ıa existente sobre controlabilidad de ecuaciones en diferencias. Es por

ello que nos motivamos a estudiar la controlabilidad de las ecuaciones en diferencias

(3.2) y (3.1).
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3.1. Controlabilidad para Sistemas Lineales

Discretos.

En esta sección presentamos condiciones necesarias y suficientes para estudiar la con-

trolabilidad exacta y aproximada de la siguiente ecuación en diferencias lineal

z(n+ 1) = A(n)z(n) +B(n)u(n), n ∈ N, z(0) = z0, (3.4)

donde z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U , Z, U son espacios de Hilbert, N∗ = N∪{0}, A ∈ l∞(N, L(Z)),

B ∈ l∞(N, L(U,Z)), u ∈ l2(N, U).

Para este fin, daremos primero las definiciones de controlabilidad exacta y aproximada

para el sistema (3.4).

Considere el conjunto ∆={(m,n) ∈ N × N : m ≥ n} y sea Φ={Φ(m,n)}(m,n)∈∆ el

operador de evolución asociado a A, i.e.,

Φ(m,n) =

{
A(m− 1) · · ·A(n), m > n,

I, m = n,

donde I es el operador identidad en el espacio de Hilbert Z.

Entonces, la solución de (3.4) está dada por la formula de variación de constantes

discreta:

z(n) = Φ(n, 0)z(0) +
n∑

k=1

Φ(n, k)B(k − 1)u(k − 1), n ∈ N. (3.5)

Definición 3.1.1. (Controlabilidad Exacta) El sistema (3.4) se dice que es exac-

tamente controlable si existe n0 ∈ N tal que para cada z0, z1 ∈ Z existe u ∈ l2(N, U)

para el cual z(0) = z0 y z(n0) = z1.

Definición 3.1.2. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (3.4) se dice que es

aproximadamente controlable si existe n0 ∈ N tal que para cada z0, z1 ∈ Z, ε > 0

existe u ∈ l2(N, U) para el cual z(0) = z0 y ‖z(n0) − z1‖ < ε.

En estos casos decimos que (3.4) es exactamente (resp. aproximadamente) controlable

para algún n0 ∈ N.

A continuación presentaremos una versión discreta del Teorema 2.1.4 del caṕıtulo 2 para

la ecuación controlada en diferencias (3.4) en espacios de Hilbert. Para ello daremos las

siguientes definiciones

Definición 3.1.3. Para el sistema (3.4) definimos los siguientes conceptos:
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a) La aplicación de controlabilidad, Bn0 : l2(N, U) −→ Z (para n0 ∈ N), es

definida como sigue

Bn0u =

n0∑

k=1

Φ(n, k)B(k − 1)u(k − 1). (3.6)

b) La aplicación grammian (para n0 ∈ N) es definida por LBn0 = Bn0Bn0∗.

Proposición 3.1.4. El adjunto Bn0∗ del operador Bn0 está dado por

Bn0∗ : Z −→ l2(N, U)

(Bn0∗z)(k − 1) =

{
B∗(k − 1)Φ∗(n0, k)z, k ≤ n0,

0, k > n0,
(3.7)

y

LBn0z =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)B∗(k − 1)Φ∗(n0, k)z, z ∈ Z. (3.8)

Demostración.

〈Bn0u, z〉 =

〈
n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1), z

〉

Z,Z

=

n0∑

k=1

〈Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1), z〉Z,Z

=

n0∑

k=1

〈u(k − 1), B∗(k − 1)Φ∗(n0, k)z〉U,U

=

n0∑

k=1

〈u(k − 1), B∗(k − 1)Φ∗(n0, k)z〉U,U +
∞∑

k=n0+1

〈u(k − 1), 0〉U,U

= 〈u,Bn0∗z〉l2(N,U),l2(N,U)

lo cual prueba (3.7). Más aún, (3.8) se sigue inmediatamente de la definición 3.1.3 y de

(3.7). ♠

Teorema 3.1.5. (a) La ecuación (3.4) es exactamente controlable para algún n0 ∈ N
si, y sólo si, una de las siguientes afirmaciones vale:

(i) Rango(Bn0) = Z.

(ii) Existe γ > 0 tal que

〈LBn0z, z〉 ≥ γ‖z‖2
Z , ∀z ∈ Z.
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(iii) Existe γ > 0 tal que

‖Bn0∗z‖l2(N,U) ≥ γ‖z‖Z , ∀z ∈ Z.

(b) La ecuación (3.4) es aproximadamente controlable para algún n0 ∈ N si, y sólo

si, una de las siguientes afirmaciones vale:

(i) Ker(Bn0∗) = {0}.
(ii) 〈LBn0z, z〉 > 0, z 6= 0 en Z.

(iii) B∗(k − 1)Φ∗(n0, k)z = 0 ⇒ z = 0, k ≥ n0.

(iv) Rango(Bn0) = Z.

Demostración.

(a) Puesto que LBn0 = Bn0Bn0∗, tenemos que

〈LBn0z, z〉=〈Bn0Bn0∗z, z〉=〈Bn0∗z,Bn0∗z〉=‖Bn0∗z‖2,∀z ∈ Z, (3.9)

lo cual muestra la equivalencia entre (ii) y (iii).

Si (ii) vale, entonces LBn0 es invertible y acotada. Aśı,

Rango(LBn0 ) = Dom((LBn0 )−1) = Z. Del hecho de que LBn0 = Bn0Bn0∗ se obtiene

Rango(LBn0 ) ⊂ Rango(Bn0). Aśı Rango(Bn0) = Z, con lo cual se prueba (i).

Supongamos que Rango(Bn0) = Z. Entonces, probaremos que (iii) se cumple.

Primero, supongamos que Bn0 es inyectiva; entonces (Bn0)−1 ∈ L(Z, l2(N, U)) y

(Bn0∗)−1 ∈ L(l2(N, U), Z). Por tanto, existe β > 0 tal que

‖(Bn0∗)−1u‖Z ≤ β‖u‖Z , ∀u ∈ l2(N, U),

y con z = (Bn0∗)−1u obtenemos

‖z‖Z ≤ β‖Bn0∗z‖Z ,

lo cual es equivalente a (iii) considerando γ = 1/β.

Para el caso general, definamos el espacio de Hilbert X = [Ker(Bn0)]⊥ dotado con

la norma definida por ‖u‖X = ‖u‖l2 .

Luego, definimos B̂n0u = Bn0u, u ∈ X, lo cual hace que B̂n0 sea una aplicación

biyectiva sobre X, y aplicando nuestro argumento de arriba a B̂n0 se muestra que

existe β > 0 tal que para todo z ∈ Z

β‖B̂n0∗z‖X ≥ ‖z‖Z .
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Del Lema A.3.30 de Curtain & Zwart [7], el Teorema de Representación de Riesz

y el Teorema de Hahn Banach deducimos que

‖B̂n0∗z‖= sup
{u∈X:‖u‖≤1}

〈u, B̂n0∗z〉= sup
{u∈X:‖u‖≤1}

〈B̂n0u, z〉

= sup
{u∈X:‖u‖≤1}

〈Bn0u, z〉= sup
{u∈l2(N,U):‖u‖≤1}

〈Bn0u, z〉

= ‖Bn0∗z‖l2 .

En consecuencia, tenemos que

‖Bn0∗z‖l2 = ‖B̂n0∗z‖X ≥ 1

β
‖z‖Z .

Una vez más, con γ = 1/β, tenemos (iii).

Ahora, probaremos que la controlabilidad exacta de (3.4) implica (i). Supon-

gamos que (3.4) es exactamente controlable para algún n0. Dado z ∈ Z podemos

encontrar z0 y z1 en Z tales que

z1 = Φ(n0, 0)z0 + z. (3.10)

Entonces existe u ∈ l2(N, U) tal que z0(0) = z0 and zu(n0) = z1. Aśı,

z1 = zu(n0) = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1). (3.11)

Sustituyendo (3.10) en (3.11), obtenemos

Φ(n0, 0)z0 + z = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1).

Entonces,

z =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1) = Bn0u.

Aśı, Rango(Bn0) = Z.

A continuación, mostraremos que (i) implica la controlabilidad exacta de (3.4).

Supongamos que Rango(Bn0) = Z. Consideremos z en Z tal que

z = z1 − Φ(n0, 0)z0, (3.12)
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con z0, z1 in Z. Entonces existe un control u tal que

Bn0u = z. (3.13)

Luego, sustituyendo (3.12) en (3.13), obtenemos

z = z1 − Φ(n0, 0)z0 =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1).

Por tanto,

zu(n0) = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1).

Aśı, obtenemos una solución zu(·) de (3.4) tal que zu(n0) = z1 y zu(0) = z0, es

decir, (3.4) es exactamente controlable. Esto concluye la prueba de la parte (a).

(b) De la proposición 3.1.4 se sigue que (i) y (iii) son equivalentes, y (3.9) muestra

que (i) y (ii) son equivalentes. Sabemos que

(Ker(Bn0∗))⊥ = Rango(Bn0).

De esto se sigue que: Rango(Bn0) = Z sii (Ker(Bn0∗))⊥ = Z sii Ker(Bn0∗) = {0},
lo cual muestra que (i) y (iv) son equivalentes.

Ahora, supongamos que (3.4) es aproximadamente controlable; entonces para ε >

0, z, z0, z1 en Z, tales que z1 = Φ(n0, 0)z0 + z, existe u ∈ l2(N, U) con zu(0) = z0

y ‖zu(n0) − z1‖ < ε. Aśı,

zu(n0) = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1).

Por lo tanto,

‖Bn0u− z‖ =

∥∥∥∥∥

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1) − z

∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1)+Φ(n0, 0)z0 − z1

∥∥∥∥∥

= ‖zu(n0) − z1‖ < ε,
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lo cual implica (iv).

Supongamos que Rango(Bn0) = Z. Sea z ∈ Z tal que z = z1 − Φ(n0, 0)z0 con z0,

z1 en Z. Entonces, existe un control u tal que ‖Bn0u− z‖ < ε. Aśı,

‖Bn0u+ Φ(n0, 0)z0 − z1‖ = ‖zu(n0) − z1‖ < ε.

Luego, hemos obtenido una solución zu(·) de (3.4) tal que zu(0) = z0 y ‖zu(n0)−
z1‖ < ε; esto nos permite concluir que (3.4) es aproximadamente controlable y

termina la prueba de la parte (b). ♠

Lema 3.1.6. La ecuación (3.4) es exactamente controlable para algún n0 ∈ N si, y

sólo si, LBn0 es invertible. Más aún, en este caso S = Bn0∗L−1
Bn0 es una inversa por la

derecha de Bn0 y un control u ∈ l2(N, U) que lleva el estado inicial z0 a un estado final

z1 está dado por:

u = Bn0∗L−1
Bn0 (z1 − Φ(n0, 0)z0). (3.14)

Demostración. Supongamos que el sistema (3.4) es exactamente controlable. En-

tonces, del Teorema 3.1.5 parte (a) − (iii), existe γ > 0 tal que ‖Bn0∗z‖ ≥ γ‖z‖,
para todo z ∈ Z, es decir,

‖Bn0∗z‖2 ≥ γ2‖z‖2, z ∈ Z,

equivalentemente,

〈Bn0Bn0∗z, z〉 ≥ γ2‖z‖2, z ∈ Z,

y,

〈LBn0z, z〉 ≥ γ2‖z‖2, z ∈ Z. (3.15)

Esto implica que LBn0 es inyectiva. Ahora, probaremos que LBn0 es sobreyectiva. Es

decir,

R(LBn0 ) = Rango(LBn0 ) = Z.

Por reducción al absurdo, supongamos que R(LBn0 ) está estrictamente contenido en Z.

Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (3.15) obtenemos

‖LBn0z‖l2 ≥ γ2‖z‖, z ∈ Z,

lo cual implica que R(LBn0 ) es cerrado. De aqui, aplicando el Teorema de Hahn Banach,

podemos probar que Rango(LBn0 ) = Z. En consecuencia, LBn0 es una biyección y del

Teorema de la Aplicación Abierta, L−1
Bn0 es un operador lineal acotado.
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Ahora supongamos que LBn0 es invertible. Entonces, del Teorema 3.1.5 es suficiente

probar que R(Bn0) = Z. Para z ∈ Z definimos el control uz ∈ l2(N, U) como sigue

uz = Sz = Bn0∗L−1
Bn0z.

Entonces Bn0uz = z. El resto de la prueba se sigue de aqúı. ♠

Un par caracterizaciones más para la controlabilidad exacta del sistema (3.4) están

dadas en los siguientes Lemas.

Lema 3.1.7. El sistema (3.4) es exactamente controlable para algún n0 ∈ N si, y sólo

si,

sup
α∈(0,1]

‖(αI + LBn0 )−1‖ <∞. (3.16)

Demostración. Supongamos que (3.4) es exactamente controlable. Entonces por el

Teorema 3.1.5 parte (a) − (ii), se tiene que existe γ > 0 tal que

〈LBn0z, z〉 ≥ γ‖z‖2
Z , ∀z ∈ Z.

Luego, para todo z ∈ Z y α ≥ 0, tenemos

〈z, (αI + LBn0 )z〉 = 〈z, αz〉 + 〈z, LBn0z〉 = α‖z‖2 + 〈z, LBn0z〉 ≥ (α+ γ)‖z‖2,

es decir,

〈z, (αI + LBn0 )z〉 ≥ (α+ γ)‖z‖2.

Usando la Desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

‖(αI + LBn0 )z‖ ≥ (α+ γ)‖z‖.

Aśı,

(α+ γ)‖(αI + LBn0 )−1y‖ ≤ ‖y‖,

de donde se sigue que, para todo α ≥ 0,

‖(αI + LBn0 )−1‖ ≤ 1

α+ γ
≤ 1

γ
.

Por tanto, ‖(αI + LBn0 )−1‖ es acotada como función de α ≥ 0 y aśı se tiene la validez

de (3.16).
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Rećıprocamente, supongamos que vale (3.16). Esto implica que ĺımα→0+(αI + LBn0 )−1

existe y es finito. En efecto, sabemos que (αI+LBn0 )−1 = R(αI,−LBn0 ) y, la identidad

del resolvente,

R(αI,−LBn0 ) −R(βI,−LBn0 ) = (β − α)R(αI,−LBn0 )R(βI,−LBn0 ),

junto con (3.16), muestran que {R(αI,−LBn0 )} es una sucesión de Cauchy de opera-

dores lineales acotados. Consideremos

S = ĺımα→0+ R(αI,−LBn0 ) = ĺımα→0+(αI + LBn0 )−1.

Luego,

LBn0 (ĺımα→0+(αI + LBn0 )−1) = LBn0S.

Entonces,

ĺımα→0+(αI + LBn0 − αI)(αI + LBn0 )−1 = LBn0S,

es decir,

I − ĺımα→0+ α(αI + LBn0 )−1 = LBn0S.

Pero la condición (3.16) implica que

ĺımα→0+ α(αI + LBn0 )−1 = 0.

Aśı, para todo z ∈ Z, se tiene que

z = LBn0Sz = Bn0Bn0∗Sz.

Por tanto Bn0 es sobreyectivo, y en consecuencia (3.4) es exactamente controlable por

el Teorema 3.1.5 parte (a) − (i). ♠

Proposición 3.1.8. El sistema (3.4) es exactamente controlable para algún n0 ∈ N si,

y sólo si,

sup
α>0

α‖(αI + LBn0 )−1‖ < 1. (3.17)

Demostración. Supongamos que (3.4) es exactamente controlable para algún n0 ∈ N,

entonces por el Teorema 3.1.5 parte (a) − (ii) existe γ > 0 tal que

〈LBn0z, z〉 ≥ γ‖z‖2, ∀z ∈ Z.
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Luego, para z ∈ Z se tiene que

〈(αI + LBn0 )z, z〉 > (α+ γ)‖z‖2,

y, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene

‖(αI + LBn0 )z‖ > (α+ γ)‖z‖,

aśı

(α+ γ)‖(αI + LBn0 )−1z‖ < ‖z‖.

Por tanto

0 < sup
α>0

α‖(αI + LBn0 )−1‖ < sup
α>0

(α+ γ)‖(αI + LBn0 )−1‖ ≤ 1.

Rećıprocamente, supongamos que (3.17) es cierto, entonces

Bn0Bn0∗ = (αI + LBn0 ) − αI,

aśı

Bn0Bn0∗(αI + LBn0 )−1 = I − α(αI + LBn0 )−1,

de aqúı, haciendo uso del Teorema 2.2.4, tenemos que Rango(Bn0) = Z, es decir, (3.4)

es exactamente controlable. ♠

Con respecto a la controlabilidad aproximada de la ecuación en diferencias lineal (3.4),

tenemos las siguientes caracterizaciones.

Lema 3.1.9. La ecuación (3.4) es aproximadamente controlable para algún n0 ∈ N si,

y sólo si, Rango(LBn0 ) = Z.

Demostración. Supongamos que el sistema (3.4) es aproximadamente controlable para

algún n0 ∈ N∗. Entonces, del Teorema 3.1.5 parte (b) − (ii) tenemos que

〈LBn0z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0. (3.18)

Por reducción al absurdo, supongamos que

Rango(LBn0 )  Z.

Entonces, del Teorema de Hanh-Banach existe z0 6= 0 tal que

〈LBn0z, z0〉 = 0, ∀z ∈ Z.
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En particular, si ponemos z = z0, entonces 〈LBn0z0, z0〉 = 0, lo cual contradice (3.18).

Rećıprocamente, supongamos que Rango(LBn0 ) = Z, es decir, Rango(Bn0Bn0∗) = Z,

aśı Rango(Bn0) = Z. Entonces, del Teorema 3.1.5 tenemos que (3.4) es aproximada-

mente controlable. ♠

Lema 3.1.10. El sistema (3.4) es aproximadamente controlable para algún n0 ∈ N si,

y sólo si, para cada z ∈ Z,

ĺımα→0+ α(αI + LBn0 )−1z = 0. (3.19)

Más aún, en este caso, una sucesión de controles que transfiere el estado inicial z0 a

una ε-vecindad de un estado final z1 está dada por

uα = Bn0∗(αI + LBn0 )−1(z1 − Φ(n0, 0)z0).

Demostración. Supongamos que el sistema (3.4) es aproximadamente controlable para

algún n0 ∈ N. Entonces, por el Teorema 3.1.5 parte (b) − (ii), se tiene que, para z 6= 0

en Z

〈LBn0z, z〉 > 0. (3.20)

Supongamos que existe z0 ∈ Z tal que

ĺımα→0+ α(αI + LBn0 )−1z0 = y0 6= 0.

Entonces,

ĺımα→0+ αLBn0 (αI + LBn0 )−1z0 = LBn0y0,

y

ĺımα→0+ αz0 − α[α(αI + LBn0 )−1z0] = LBn0y0.

Es decir, LBn0y0 = 0, lo cual contradice (3.20). Por tanto, vale (3.19).

Rećıprocamente, supongamos que

ĺımα→0+ α(αI + LBn0 )−1z = 0,∀z ∈ Z.

Queremos probar que Rango(Bn0) = Z. Equivalentemente debemos ver que, para todo

z ∈ Z existe una sucesión de controles {uα} ⊂ l2, tales que

ĺımα→0+ Bn0uα = z.

Para todo z ∈ Z, definimos la familia de controles

uα = Bn0∗(αI + LBn0 )−1z,
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entonces

Bn0uα = Bn0Bn0∗(αI + LBn0 )−1z

= (αI + LBn0 − αI)(αI + LBn0 )−1z

= z − α(αI + LBn0 )−1z.

De esto y (3.19) se sigue que

ĺımα→0+ Bn0uα = z.

En consecuencia, el sistema (3.4) es aproximadamente controlable. Esto completa la

prueba del Lema. ♠

Corolario 3.1.11. La familia de operadores Γα : Z −→ l2(N, U) definida por

Γαz = Bn0∗(αI + LBn0 )−1z, α ∈ (0, 1],

es una inversa aproximada por la derecha del operador Bn0, es decir,

ĺımα→0+ Bn0Γα = I.

3.2. Una Ecuación en Diferencias Lineal Particular.

Ahora bien, una forma de obtener Ecuaciones en Diferencias en espacios de Banach es

haciendo una discretización en el flujo de una ecuación de evolución; este método fue

usado por Chow & Leiva [5], Henry [11] y Megan, Sasu & Sasu [22], para caracterizar

dicotomı́a exponencial para operadores de evolución y productos cruzados de semiflujos

(skew product semiflows). Aśı que, en la presente sección estudiamos la controlabilidad

del sistema

z(n+ 1) = T (n)z(n) +B(n)u(n), n ∈ N∗, z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U, (3.21)

donde Z, U son espacios de Hilbert, N∗ = N ∪ {0}, B ∈ l∞(N, L(U,Z)), u ∈ l2(N, U) y

{T (t)}t≥0 es un semigrupo fuertemente continuo dado por:

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z, t ≥ 0, (3.22)

de acuerdo al Lema 1.1.6. Notese que la ecuación (3.21) anterior es la discretización en

el flujo del sistema de control gobernado por la ecuación de evolución (2.2).
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Proposición 3.2.1. El operador de evolución Φ = {Φ(m,n)}(m,n)∈∆ asociado a la

ecuación (3.21), está dado por la fórmula Φ(m,n) = T (Θ(m,n)), donde

Θ(m,n) =
m2 − n2 −m+ n

2
∈ N,m ≥ n.

Demostración. Sabemos que

Φ(m,n) = T (m− 1)T (m− 2) · · ·T (n) = T (m− 1)T (m− 2) · · ·T (m− k),

donde m = n+ k. Entonces,

Φ(m,n) = T (m− 1 +m− 2 + · · · +m− k) = T

(
km−

k∑

i=1

i

)

= T

(
km− k(k + 1)

2

)
= T

(
2km− kk − k

2

)
= T

(
k(2m− k) − k

2

)

= T

(
k(m+ n) − k

2

)
= T

(
k(m+ n− 1)

2

)
= T

(
(m− n)(m+ n− 1)

2

)

= T

(
m2 − n2 −m+ n

2

)
= T (Θ(m,n)). ♠

Ahora consideramos de nuevo la hipótesis

PjBB
∗ = BB∗Pj, j = 1, 2, . . . . (3.23)

Proposición 3.2.2. Bajo la hipótesis (3.23) el operador

LBn0z = Bn0Bn0∗z =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)B∗(k − 1)Φ∗(n0, k)z,

puede ser escrito como sigue

LBn0z =
∞∑

j=1

LB
n0
j
Pjz,

donde

LB
n0
j
z = Bn0

j Bn0∗
j z =

n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
j Θ(n0,k)z, z ∈ R(Pj),

y Θ(n0, k) =
n2

0 − k2 − n0 + k

2
∈ N.
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Demostración. De la definición del operador LBn0 , la representación (3.22) de T (t) y

la Proposición 3.2.1 obtenemos que

LBn0z =

n0∑

k=0

(
∞∑

j=1

eAjΘ(n0,k)Pj

)
BB∗

(
∞∑

l=1

eA∗

l
Θ(n0,k)Pkz

)

=

n0∑

k=0

∞∑

j=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
j Θ(n0,k)Pjz

=
∞∑

j=1

n0∑

k=0

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
j Θ(n0,k)Pjz

=
∞∑

j=1

LB
n0
j
Pjz. ♠

El siguiente Lema es el resultado principal de esta sección.

Lema 3.2.3. (a) El sistema (3.21) es exactamente controlable (para algún n0 ∈ N)

si, y sólo si, existe γ >0 tal que

〈LB
n0
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ‖Pjz‖2, ∀z ∈ Z, j = 1, 2, 3, . . . .

(b) El sistema (3.21) es aproximadamente controlable (para algún n0 ∈ N) si, y sólo

si, cada uno de los siguientes sistemas

z(n+ 1)=eAjnz(n)+Bju(n), z(n) ∈ R(Pj), n ∈ N, j = 1, 2, 3, . . . , (3.24)

es aproximadamente controlable.

(c) El sistema (3.21) es aproximadamente controlable (para algún n0 ∈ N) si, y sólo

si,

〈LB
n0
j
Pjz, Pjz〉 > 0, ∀z 6= 0 en Z, j = 1, 2, 3, . . . .

Demostración.
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(a) Supongamos que existe γ>0 tal que 〈LB
n0
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ‖Pjz‖2. Entonces

〈LBn0z, z〉 =

〈
∞∑

j=1

LB
n0
j
Pjz,

∞∑

m=1

Pmz

〉

=

〈
∞∑

j=1

(
n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
j Θ(n0,k)

)
Pjz,

∞∑

m=1

Pmz

〉

=
∞∑

j=1

∞∑

m=1

〈
n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
j Θ(n0,k)Pjz, Pmz

〉

=
∞∑

j=1

〈
n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
j Θ(n0,k)Pjz, Pjz

〉

=
∞∑

j=1

〈LB
n0
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ

∞∑

j=1

‖Pjz‖2 = γ‖z‖2.

Aśı, (3.21) es exactamente controlable por el Teorema 3.1.5 parte (a) − (ii).

Rećıprocamente, supongamos que (3.21) es exactamente controlable, entonces por

el Teorema 3.1.5 parte (a) − (ii), existe γ > 0 tal que

〈LBn0z, z〉 ≥ γ‖z‖2.

En particular,

〈LB
n0
j
Pjz, Pjz〉=

〈
∞∑

i=1

LB
n0
i
PiPjz, Pjz

〉
=〈LBn0Pjz,Pjz〉≥γ‖Pjz‖2,

lo cual concluye la prueba de (a).

(b) Supongamos que (3.21) is aproximadamente controlable y que existe j tal que

z(n+ 1) = eAjnz(n) +Bju(n), z(n) ∈ R(Pj), n ∈ N

no es aproximadamente controlable. Entonces por el Teorema 3.1.5 parte (b)−(iii),

existe zj ∈ R(Pj), zj 6= 0 tal que

B∗
j e

A∗
j Θ(n,k)zj = 0, k = 1, 2, ... .

Más aún, puesto que (3.21) es aproximadamente controlable, tenemos

B∗T ∗(Θ(n, k))z = 0 ⇒ z = 0, k = 1, 2... .



Controlabilidad Exacta para Sistemas Semilineales Discretos 55

Ahora, si ponemos z = Pjzj = zj, entonces

B∗T ∗(Θ(n, k))z = B∗

∞∑

l=1

eA∗

l
Θ(n,k)Plz

= B∗eA∗
j Θ(n,k)Pjzj = (Bj)

∗eA∗
j Θ(n,k)zj = 0,

lo cual implica que zj = 0, y esto es una contradicción. Por tanto, (3.24) es

aproximadamente controlable para todo j.

Rećıprocamente, supongamos que (3.24) es aproximadamente controlable para

todo j. Notese que LB
n0
j

es la aplicación grammian asociada a (3.24). Entonces,

por el Teorema 3.1.5 parte (b) − (ii), tenemos que

〈LB
n0
j
Pjz, Pjz〉 > 0, z 6= 0.

Aśı,

〈LBn0z, z〉 =

〈
∞∑

j=1

LB
n0
j
Pjz,

∞∑

m=1

Pmz

〉

=

〈
∞∑

j=1

(
n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
j Θ(n0,k)

)
Pjz,

∞∑

m=1

Pmz

〉

=
∞∑

j=1

∞∑

m=1

〈
n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
j Θ(n0,k)Pjz, Pmz

〉

=
∞∑

j=1

〈
n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
j Θ(n0,k)Pjz, Pjz

〉

=
∞∑

j=1

〈LB
n0
j
Pjz, Pjz〉 > 0, z 6= 0.

En consecuencia, (3.21) es aproximadamente controlable y se prueba (b).

(c) se sigue inmediatamente de (b) y el Teorema 3.1.5 parte (b). ♠

3.3. Controlabilidad Exacta para Sistemas Semi-

lineales Discretos.

En esta sección estudiaremos la controlabilidad exacta de la ecuación en diferencias no

lineal:

z(n+ 1) = A(n)z(n) +B(n)u(n) + f(z(n), u(n)), n ∈ N∗, z(0) = z0, (3.25)
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donde z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U , Z y U son espacios de Hilbert, A ∈ l∞(N, L(Z)), B ∈
l∞(N, L(U,Z)), u ∈ l2(N, U), L(U,Z) denota el espacio de todos los operadores lineales

acotados de U a Z y L(Z,Z) = L(Z). El termino no lineal f : Z × U −→ Z es una

función continua Lipschitziana. Es decir: para todo z2, z1 ∈ Z y u1, u2 ∈ U tenemos que

‖f(z2, u2) − f(z1, u1)‖ ≤ L{‖z2 − z1‖ + ‖u2 − u1‖}. (3.26)

Supondremos que L es suficientemente pequeño y que el sistema en diferencias lineal

(3.4) es exactamente controlable (para algún n0 ∈ N), es decir, R(Bn0) = Z.

Para z0 ∈ Z, la ecuación (3.25) tiene una única solución dada por

z(n) = Φ(n, 0)z(0)+
n∑

k=1

Φ(n, k)[B(k−1)u(k−1)+f(z(k−1), u(k−1))], n ∈ N. (3.27)

Definición 3.3.1. (Controlabilidad Exacta) El sistema (3.25) se dice que es exac-

tamente controlable si existe n0 ∈ N tal que para cada z0, z1 ∈ Z existe u ∈ l2(N, U)

para el cual z(0) = z0 y z(n0) = z1.

En este caso decimos que (3.25) es exactamente controlable para algún n0 ∈ N.

Consideremos el siguiente operador no lineal Bn0
f : l2(N, U) −→ Z definido por

Bn0
f u =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1) +

n0∑

k=1

Φ(n0, k)f(z(k − 1), u(k − 1))

= Bn0u+

n0∑

k=1

Φ(n0, k)f(z(k − 1), u(k − 1)). (3.28)

Entonces, la siguiente proposición es una caracterización de la controlabilidad exacta

del sistema no lineal (3.25).

Proposición 3.3.2. El sistema (3.25) es exactamente controlable para algún n0 ∈ N
si, y sólo si, R(Bn0

f ) = Rango(Bn0
f ) = Z.

Demostración. Supongamos que (3.25) es exactamente controlable sobre para algún

n0 ∈ N. Dado z ∈ Z, podemos encontrar z0, z1 ∈ Z tales que

z1 = Φ(n0, 0)z0 + z. (3.29)

Luego, existe un control u ∈ l2(N, U) tal que zu(0) = z0 y zu(n0) = z1. Aśı,

z1 =zu(n0)=Φ(n0, 0)z0+

n0∑

k=0

Φ(n0, k)B(k−1)u(k−1)+

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(zu(k−1), u(k−1)).

(3.30)
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Sustituyendo (3.29) en (3.30), obtenemos

Φ(n0, 0)z0+z=Φ(n0, 0)z0+

n0∑

k=0

Φ(n0, k)B(k−1)u(k−1)+

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(zu(k−1), u(k−1)).

Entonces,

z =

n0∑

k=0

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1) +

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(zu(k − 1), u(k − 1)) = Bf
n0u.

Aśı, Rango(Bn0
f ) = Z.

Supongamos ahora que Rango(Bn0
f ) = Z.. Consideremos z ∈ Z tal que

z = z1 − Φ(n0, 0)z0, (3.31)

con z0, z1 ∈ Z. Entonces existe un control u ∈ l2(N, U) tal que

Bn0
f u = z. (3.32)

Entonces, sustituyendo (3.31) en (3.32), obtenemos

z = z1 −Φ(n0, 0)z0 =

n0∑

k=0

Φ(n0, k)B(k− 1)u(k− 1) +

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(zu(k− 1), u(k− 1)).

De donde,

zu(n0) = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=0

Φ(n0, k)B(k− 1)u(k− 1) +

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(zu(k− 1), u(k− 1)).

Aśı, hemos obtenido una solución zu(·) de (3.25) tal que zu(n0) = z1 y zu(0) = z0, es

decir, (3.25) es exactamente controlable para algún n0 ∈ N. ♠

Lema 3.3.3. Sean u1, u2 ∈ l2(N, U) y z1, z2 las soluciones correspondientes de (3.25).

Entonces, vale el siguiente estimado:

‖z1(j) − z2(j)‖Z
≤M [‖B‖ + L]

√
n0e

MLn0‖u1 − u2‖
l2(N,U)

(3.33)

donde j ≤ n0 y M = sup
1≤j,k≤n0

{‖Φ(j, k)‖}.
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Demostración. Sean z1, z2 soluciones de (3.25) correspondientes a u1, u2 respectiva-

mente. Entonces

‖z1(j) − z2(j)‖ =

j∑

k=1

‖Φ(j, k)‖‖B‖‖u1(k − 1) − u2(k − 1)‖

+

j∑

k=1

‖Φ(j, k)‖‖f(z1(k − 1), u1(k − 1)) − f(z2(k − 1), u2(k − 1))‖

≤ M [‖B‖ + L]

j−1∑

k=1

‖u1(k) − u2(k)‖ +ML

j−1∑

k=1

‖z1(k) − z2(k)‖

≤ M [‖B‖ + L]
√
n0‖u1 − u2‖ +ML

j−1∑

k=1

‖z1(k) − z2(k)‖.

(3.34)

Usando la desigualdad de Gronwall Discreta (Laksmikantham & Trigiante [13] Corolario

1.6.2) obtenemos

‖z1(j) − z2(j)‖Z
≤M [‖B‖ + L]

√
n0e

MLn0‖u1 − u2‖
l2(N,U)

, j ≤ n0.

♠
Ahora, formularemos y probaremos el resultado principal de esta sección.

Teorema 3.3.4. Si el siguiente estimado vale

LK = ML(Γ + 1)‖Bn0∗‖‖L−1
Bn0‖

√
n0 < 1, (3.35)

donde Γ = M [‖B‖+L]
√
n0e

MLn0, y el sistema lineal (3.4) es exactamente controlable,

entonces el sistema no lineal (3.25) es exactamente controlable para n0.

Demostración. Queremos probar que

Bn0
f (l2(N;U)) = Rango(Bn0

f ) = Z.

Pero, de la controlabilidad exacta del sistema lineal (3.4) sabemos, debido al Lema

3.1.6, que el operador S = Bn0∗L−1
Bn0

es una inversa por la derecha de Bn0 . Entonces, es

suficiente probar que el operador B̃n0
f = Bn0

f ◦ S es sobreyectivo. De la ecuación (3.28)

obtenemos la siguiente expresión para este operador

B̃n0
f ξ = ξ +

n0∑

k=1

Φ(n0, k)f(z(k − 1), S(ξ)(k − 1)). (3.36)
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Ahora, definamos el operador K : Z −→ Z por

Kξ =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)f(z(k − 1), S(ξ)(k − 1)), (3.37)

donde z = zξ es la solución de (3.25) correspondiente a el control u = S(ξ).

Entonces la ecuación (3.36) toma la forma

B̃n0
f = I +K. (3.38)

La función K es globalmente Lipschitz. En efecto, sean z1, z2 soluciones de (3.25)

correspondientes a los controles Sξ1, Sξ2 respectivamente. Entonces

‖Kξ1 −Kξ2‖ ≤
n0∑

k=1

‖Φ(n0, k)‖‖f(z1(k−1), S(ξ1)(k−1))−f(z2(k−1), S(ξ2)(k−1))‖

≤
n0∑

k=1

ML{‖z1(k−1) − z2(k−1)‖ + ‖(Sξ1)(k−1) − (Sξ2)(k−1)‖}

≤
n0∑

k=1

ML(Γ + 1)‖(Sξ1)(k − 1) − (Sξ2)(k − 1)‖

≤ ML(Γ + 1)
√
n0‖Sξ1 − Sξ2‖l2(N,U)

≤ ML(Γ + 1)‖Bn0∗‖‖L−1
Bn0‖

√
n0‖ξ1 − ξ2‖.

Por lo tanto, K es Lipschitziana con constante de lipschitz

LK=ML(Γ + 1)‖Bn0∗‖‖L−1
Bn0‖

√
n0,

y la suposición (3.35) implica que LK < 1. En consecuencia, del Teorema 2.2.4 obte-

nemos que B̃n0
f = I +K es un homeomorfismo y aśı el operador Bn0

f es sobreyectivo; es

decir,

Bn0
f (l2(N;U)) = Rango(Bn0

f ) = Z.

♠
Corolario 3.3.5. Bajo la hipótesis del Teorema 3.3.4 un control que env́ıa el estado

inicial z0 a un estado final z1 está dado por

u = Bn0∗L−1
Bn0 (I +K)−1(z1 − Φ(n0, 0)z0).

Corolario 3.3.6. El operador Γ : Z → Z definido por Γ = S ◦(I+K)−1 es una inversa

por la derecha de el operador no lineal Bn0
f . Es decir, Bn0

f ◦ Γ = I.
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3.4. Controlabilidad Aproximada para Sistemas Semi-

lineales Discretos.

En esta sección estudiaremos la controlabilidad aproximada de la ecuación en diferen-

cias no lineal (3.25) bajo ciertas condiciones sobre f y suponiendo la controlabilidad

aproximada de la ecuación (3.4) para algún n0.

Como mencionamos en la sección anterior, para z0 ∈ Z, la ecuación (3.25) tiene una

única solución dada por (3.27).

Definición 3.4.1. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (3.25) se dice que es

aproximadamente controlable si existe n0 ∈ N tal que para todo z0, z1 ∈ Z y ε > 0

existe u ∈ l2(N, U) tal que z(0) = z0 y ‖z(n0) − z1‖ < ε.

En este caso decimos que (3.25) es aproximadamente controlable para algún n0 ∈ N.

Consideremos el siguiente operador no lineal Bn0
f : l2(N, U) −→ Z definido por

Bn0
f u =

n0∑

k=0

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1) +

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(z(k − 1), u(k − 1))

= Bn0u+

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(z(k − 1), u(k − 1)). (3.39)

Luego, la siguiente proposición es una caracterización de la controlabilidad aproximada

del sistema no lineal (3.25).

Proposición 3.4.2. El sistema (3.25) es aproximadamente controlable para algún n0

si, y sólo si, Rango(Bn0
f ) = Z.

Demostración. Supongamos que (3.25) es aproximadamente controlable, entonces

para ε > 0, z, z0, z1 en Z, tales que z1 = Φ(n0, 0)z0 + z, existe u ∈ l2(N, U) con

zu(0) = z0 y ‖zu(n0) − z1‖ < ε. Aśı,

zu(n0) = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=1

Φ(n0, k)[B(k − 1)u(k − 1) + f(z(k − 1), u(k − 1))].
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Por lo tanto,

‖Bn0
f u− z‖ =

∥∥∥∥∥

n0∑

k=1

Φ(n0, k)[B(k − 1)u(k − 1) + f(z(k − 1), u(k − 1))] − z

∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥

n0∑

k=1

Φ(n0, k)[B(k−1)u(k−1)+f(z(k−1), u(k− 1))]+Φ(n0, 0)z0 − z1

∥∥∥∥∥

= ‖zu(n0) − z1‖ < ε,

lo cual implica que Rango(Bn0
f ) = Z.

Supongamos ahora que Rango(Bn0
f ) = Z. Sea z ∈ Z tal que z = z1 −Φ(n0, 0)z0 con z0,

z1 en Z. Entonces, existe un control u tal que ‖Bn0
f u− z‖ < ε. Aśı,

‖Bn0
f u+ Φ(n0, 0)z0 − z1‖ = ‖zu(n0) − z1‖ < ε.

Luego, hemos obtenido una solución zu(·) de (3.25) tal que zu(0) = z0 y ‖zu(n0)−z1‖ <
ε; lo cual nos permite concluir que (3.25) es aproximadamente controlable. ♠

Ahora, si definimos el operador F : l2(N, U) −→ Z por

F (u) =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)f(z(k − 1), u(k − 1)), (3.40)

entonces

Bn0

f
u = Bn0u+ Fu. (3.41)

Supongamos que f es una función tal que se satisface lo siguiente

〈F ◦ Bn0∗z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0. (3.42)

Entonces obtenemos el siguiente resultado:

Lema 3.4.3. Si el sistema lineal (3.4) es aproximadamente controlable y se cumple la

condición (3.42), entonces el sistema no lineal (3.25) es aproximadamente controlable.

Demostración. Como (3.4) es aproximadamente controlable se sigue del Teorema 3.1.5

parte (b) − (ii) que

〈LBn0z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0.
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Supongamos que Rango(Bn0
f )  Z. Por el Teorema de Hahn-Banach se tiene que existe

z0 ∈ Z, z0 6= 0, tal que 〈Bn0
f u, z0〉 = 0,∀u ∈ l2(N, U). En particular, 〈Bn0

f ◦Bn0∗z0, z0〉 =

0. Luego,

0 = 〈Bn0
f ◦ Bn0∗z0, z0〉 = 〈LBn0z0, z0〉 + 〈F ◦ Bn0∗z0, z0〉 > 0.

Esta contradicción prueba que Rango(Bn0
f ) = Z. Aśı, por la Proposición 3.4.2, se tiene

que (3.25) es aproximadamente controlable. ♠

Otro resultado que muestra que la controlabilidad aproximada de (3.4) se preserva bajo

cierta perturbación no lineal es el siguiente.

Lema 3.4.4. Si el sistema lineal (3.4) es aproximadamente controlable, Rango(F ) es

relativamente compacto y para todo z ∈ Z, α > 0 existe uα ∈ l2(N, U) tal que

uα = Bn0∗(αI + LBn0 )−1(z − F (uα)), (3.43)

entonces el sistema no lineal (3.25) es aproximadamente controlable.

Demostración. Como (3.4) es aproximadamente controlable, se tiene, del Teorema

3.1.5 parte (b) − (ii), que

〈LBn0z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0.

De donde se sigue que

‖z‖‖(αI + LBn0 )z‖ ≥ 〈z, (αI + LBn0 )z〉 > α‖z‖2, z 6= 0.

Aśı, ‖(αI + LBn0 )z‖ > α‖z‖, z 6= 0. Por tanto, α‖(αI + LBn0 )−1z‖ < ‖z‖, z 6= 0 y

entonces

sup
α∈(0,1]

α‖(αI + LBn0 )−1‖ ≤ 1. (3.44)

Por otro lado, del Lema 3.1.10 se tiene que

ĺımα→0+ α(αI + LBn0 )−1z = 0, ∀z ∈ Z. (3.45)

Queremos probar que Rango(Bn0
f ) = Z, es decir, dado z ∈ Z, existe {uα} ⊂ l2(N, U)

tal que

ĺımα→0+ Bn0
f uα = z. (3.46)

De (3.41) se sigue que (3.46) es equivalente a probar que

ĺımα→0+ [Bn0uα + F (uα)] = z,
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ó

ĺımα→0+ Bn0uα = z − ĺımα→0+ F (uα).

Ahora, de la hipótesis (3.43) tenemos

Bn0uα = Bn0Bn0∗(αI + LBn0 )−1(z − F (uα))

= LBn0 (αI + LBn0 )−1(z − F (uα))

= [(αI + LBn0 )(αI + LBn0 )−1 − αI(αI + LBn0 )−1](z − F (uα))

= [I − α(αI + LBn0 )−1](z − F (uα))

= z − F (uα) − α(αI + LBn0 )−1(z − F (uα)).

Aśı, Bn0uα +F (uα) = z−α(αI+LBn0 )−1(z−F (uα)). Luego, (3.46) se cumple si, y sólo

si,

ĺımα→0+ α(αI + LBn0 )−1(z − F (uα)) = 0,

es decir,

ĺımα→0+ α(αI + LBn0 )−1z − ĺımα→0+ α(αI + LBn0 )−1F (uα) = 0. (3.47)

El primer limite en (3.47) es cero por (3.45).

Ahora, como Rango(F ) es relativamente compacto, podemos suponer, sin perder gene-

ralidad, que existe y ∈ Z tal que

ĺımα→0+ F (uα) = y. (3.48)

Luego,

α(αI + LBn0 )−1F (uα) = α(αI + LBn0 )−1y + α(αI + LBn0 )−1(F (uα) − y).

Tomando en cuenta (3.44), (3.45), (3.48) y la expresión anterior, obtenemos que el se-

gundo ĺımite en (3.47) es cero. Aśı, se satisface (3.46) y por lo tanto el sistema no lineal

(3.25) es aproximadamente controlable. ♠

Observación. En el caso en que el sistema lineal (3.4) es exactamente controlable

y F es, además, una función lipschitziana con constante de lipschitz suficientemente

pequeña, entonces (3.43) se satisface y aśı se tendŕıa la conclusión del Lema 3.4.4

anterior.





CAṔITULO 4

APLICACIONES

En el presente caṕıtulo, como aplicación de los resultados obtenidos en los caṕıtulos

2 y 3, estudiaremos la controlabilidad de algunos problemas particulares. Pero antes

haremos una formulación abstracta de los mismos para lo cual es necesario recordar

algunas propiedades de el operador Laplaciano, que serán de utilidad en todas las

aplicaciones que presentaremos a continuación.

Sean Ω ⊂ RN y X = L2(Ω,R) y consideremos el operador lineal no acotado A : D(A) ⊂
X → X definido por Aφ = −∆φ, donde

D(A) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω). (4.1)

El operador A tiene las siguientes propiedades bien conocidas: el espectro de A consiste

de solo autovalores

0 < λ1 < λ2 < · · · < λn → ∞,

cada uno con multiplicidad γn igual a la dimensión del correspondiente autoespacio.

a) Existe un conjunto ortonormal completo {φn} de autovectores de A.

b) Para todo x ∈ D(A) tenemos

Ax =
∞∑

n=1

λn

γn∑

k=1

< ξ, φn,k > φn,k =
∞∑

n=1

λnEnξ, (4.2)

donde < ·, · > es el producto interno en X y

Enx =

γn∑

k=1

< ξ, φn,k > φn,k. (4.3)
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Aśı, {En} es una familia de proyecciones ortonormal completa en X y

x =
∑∞

n=1Enx, x ∈ X.

c) −A genera un semigrupo anaĺıtico {e−At} dado por

e−Atx =
∞∑

n=1

e−λntEnx. (4.4)

d) Los espacios de potencias fraccionarios Xr están dados por:

Xr = D(Ar) = {x ∈ X :
∞∑

n=1

(λn)2r‖Enx‖2 <∞}, r ≥ 0,

con la norma

‖x‖r = ‖Arx‖ =

{
∞∑

n=1

λ2r
n ‖Enx‖2

}1/2

, x ∈ Xr,

y

Arx =
∞∑

n=1

λr
nEnx. (4.5)

Además, para r ≥ 0 definimos Zr = Xr × X, el cual es un Espacio de Hilbert con la

norma dada por ∥∥∥∥∥

[
w

v

]∥∥∥∥∥

2

Zr

= ‖w‖2
r + ‖v‖2.

4.1. Estudio de la Controlabilidad de la Ecuación

de la Onda.

4.1.1. Caso Continuo.

Ejemplo 4.1.1. La ecuación de onda (n-dimensional) con control.

Consideremos la ecuación de onda con control





ytt − ∆y = u(t, x), x ∈ Ω,

y = 0 sobre R× ∂Ω,

y(0, x) = y0(x), yt(0, x) = y1(x), x ∈ Ω,

(4.6)
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donde Ω es un dominio en Rn, el control u ∈ L2(0, τ ;L2(Ω)). El sistema (4.6) puede

escribirse como una ecuación abstracta de segundo orden en el espacio de Hilbert X =

L2(Ω) como sigue: {
y′′ = −Ay + u(t),

y(0) = y0, y′(0) = y1,
(4.7)

donde el operador −A es el operador Laplaciano definido arriba.

Usando el cambio de variables y′ = v, la ecuación de segundo orden (4.7) puede escribirse

como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en el espacio

de Hilbert Z = Z1/2 = X1/2 ×X como
{
z′ = Az +Bu(t), z ∈ Z,

z(0) = z0,
(4.8)

donde

z =

[
y

v

]
, B =

[
0

I

]
, A =

[
0 I

−A 0

]
, (4.9)

A es un operador lineal acotado con dominio D(A) = D(A) ×X y u ∈ L2(0, τ, U) con

U = X. La prueba del siguiente teorema se sigue directamente del Lema 1.1.6.

Teorema 4.1.1. El operador A dado por (4.9), es el generador infinitesimal de un

semigrupo fuertemente continuo {T (t)}t∈R dado por

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z, t ≥ 0, (4.10)

donde {Pj}j≥1 es una familia completa de proyecciones ortogonales en el espacio de

Hilbert Z dadas por

Pj = diag[Ej, Ej], j ≥ 1, (4.11)

y

Aj = RjPj, Rj =

[
0 1

−λj 0

]
. (4.12)

Notese que

R∗
j =

[
0 −1

λj 0

]
, Aj = RjPj, A∗

j = R∗
jPj, j ≥ 1.

Además, eAjs = eRjsPj y los autovalores de Rj son:
√
λji y −

√
λji.

Si se quiere ver una demostración del Teorema 4.1.1 anterior se puede también consultar

Leiva [18], espećıficamente el Teorema 3.1, tomando c = 0 y d = 1.
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Proposición 4.1.2. El sistema (4.8) es exactamente controlable sobre [0, τ ] para todo

τ > 0.

Demostración. Por el Lema 3.2.3 parte a), es suficiente probar la existencia de γ > 0

tal que

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ‖Pjz‖2, ∀z ∈ Z. (4.13)

En efecto, en este caso tenemos:

B =

[
0

I

]
, B∗ =

[
0 I

]
y BB∗ =

[
0 0

0 I

]
.

Por lo tanto, PjBB
∗ = BB∗Pj y

LBτ
j
Pjz = Bτ

jBτ∗
j z =

∫ τ

0

eAjsBjB
∗
j e

A∗
j sPjzds

=




1√
λj

[√
λjτ

2
− sin(2

√
λjτ)

4

]
Ejz1 + 1

4λj
[cos(2

√
λjτ) − 1]Ejz2

1
4
[cos(2

√
λjτ) − 1]Ejz1 + 1√

λj

[√
λjτ

2
+

sin(2
√

λjτ)

4

]
Ejz2




donde z = [z1, z2]
T .

Luego,

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉 = λjaj‖Ejz1‖2 + bj‖Ejz2‖2 − 1

2
cj〈Ejz1, Ejz2〉

≥ λjaj‖Ejz1‖2 + bj‖Ejz2‖2 − 1

2
cj‖Ejz1‖‖Ejz2‖,

donde

aj =
τ

2
− sin(2

√
λjτ)

4
√
λj

, bj =
τ

2
+

sin(2
√
λjτ)

4
√
λj

, cj = 1 − cos(2
√
λjτ).

Entonces para mostrar (4.13) es suficiente probar la siguiente desigualdad para algún

γ > 0

λjaj‖Ejz1‖2 + bj‖Ejz2‖2 − 1

2
cj‖Ejz1‖‖Ejz2‖ ≥ γ{λj‖Ejz1‖2 + ‖Ejz2‖2},

lo cual es equivalente a encontrar un γ̃ = 1
γ
> 0 tal que

γ̃λjaj‖Ejz1‖2 + γ̃bj‖Ejz2‖2 − 1

2
γ̃cj‖Ejz1‖‖Ejz2‖ ≥ λj‖Ejz1‖2 + ‖Ejz2‖2,
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o

λj(γ̃aj − 1)‖Ejz1‖2 + (γ̃bj − 1)‖Ejz2‖2 − 1

2
γ̃cj‖Ejz1‖‖Ejz2‖ ≥ 0. (4.14)

Ahora, (4.14) es cierto si

γ̃aj − 1 > 0, γ̃bj − 1 > 0, (4.15)

y

λj(γ̃aj − 1)(γ̃bj − 1) ≥ 1

16
γ̃2c2j . (4.16)

La expresión en (4.16) es equivalente a

[λjτ
2 − sin2(

√
λjτ)]γ̃

2 − 4λjτ γ̃ + 4λj ≥ 0.

Puesto que la función real x2 − sin2(x) es no negativa, la última expresión (considerada

como cuadrática en γ̃) se satisface si

γ̃ ≥
4λjτ +

√
16λ2

jτ
2 − 16λj(λjτ 2 − sin2(

√
λjτ))

2(λjτ 2 − sin2(
√
λjτ))

=
2λjτ + 2

√
λj| sin(

√
λjτ)|

(
√
λjτ − | sin(

√
λjτ)|)(

√
λjτ + | sin(

√
λjτ)|)

=
2

τ −
∣∣∣∣
sin(

√
λjτ)√

λj

∣∣∣∣
.

Con esto y (4.15) obtenemos que γ̃ tiene que satisfacer la siguiente condición

γ̃ > máxj≥1




2

τ −
∣∣∣∣
sin(

√
λjτ)√

λj

∣∣∣∣
,

2

τ − sin(2
√

λjτ)√
λj

,
2

τ +
sin(2

√
λjτ)√

λj




= máxj≥1




2

τ −
∣∣∣∣
sin(

√
λjτ)√

λj

∣∣∣∣


 ,

lo cual es posible para τ > 0 pues τ −
∣∣∣∣
sin(

√
λjτ)√

λj

∣∣∣∣ > 0 para todo τ > 0 y decrece en j.

Aśı, podemos siempre encontrar un γ̃ > 0 adecuado (en consecuencia γ > 0) tal que

(4.13) se cumpla. Por lo tanto, el sistema (4.8) es exactamente controlable sobre [0, τ ]
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para cualquier τ > 0. ♠

Ahora bien, si consideramos una perturbación de la ecuación (4.8), digamos

{
z′ = Az +Bu(t) + f(z, u), z ∈ Z,

z(0) = z0,
(4.17)

donde el termino no lineal f : Z × U −→ Z satisface:

‖f(z2, u2) − f(z1, u1)‖ ≤ L{‖z2 − z1‖ + ‖u2 − u1‖}.

y L es suficientemente pequeño, tenemos, por los resultados de la sección 2.2, que (4.17)

es exactamente controlable.

4.1.2. Caso Discreto.

Ejemplo 4.1.2. Discretización de la ecuación de la onda.

La discretización en flujo de la abstracción de la ecuación de la onda lineal (4.8) mostra-

da en el ejemplo 4.1.1 está dada por

{
z(n+ 1) = T (n)z(n) +B(n)u(n), z ∈ Z,

z(0) = z0,
(4.18)

donde

B : U −→ Z, Bu =

[
0

I

]
u.

Para este caso tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.1.3. El sistema (4.18) es aproximadamente controlable para cualquier

n0 ∈ N.

Demostración. En este caso, tenemos

Bn0 : l2(N, U) −→ Z, Bn0u =

n0∑

k=1

T (Θ(n0, k))Bu(k − 1),

y

LBn0 : Z −→ Z, LBn0 = Bn0Bn0∗.
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Puesto que

BB∗ =

[
0 0

0 I

]
,

obtenemos que

PjBB
∗ = BB∗Pj, j = 1, 2, 3, . . . . (4.19)

Por otro lado, tenemos que T ∗(t) = T (−t). Entonces

LBn0z =

n0∑

k=1

T (Θ(n0, k))BB
∗T ∗(Θ(n0, k))z

=

n0∑

k=1

∞∑

j=1

eAjΘ(n0,k)PjBB
∗

∞∑

i=1

e−AiΘ(n0,k)Piz

=
∞∑

j=1

n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BB∗e−AjΘ(n0,k)Pjz

=
∞∑

j=1

LB
n0
j
Pjz,

donde LB
n0
j
y = Bn0

j Bn0∗
j y =

n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BB∗e−AjΘ(n0,k)y, y ∈ R(Pj).

En consecuencia, LBn0 =
∞∑

j=1

LB
n0
j

.

Sea z = [z1, z2]
T en Z. Puesto que

eRjs =
[
cos(

√
λjs)

]
I +

sen(
√
λjs)√
λj

Rj, j ≥ 1,

podemos ver que

eAjΘ(n0,k)BB∗e−AjΘ(n0,k)Pjz = eRjΘ(n0,k)BB∗eR
∗

j Θ(n0,k)Pjz

= [0, Ejz2]
T , j ≥ 1.

Aśı,

LB
n0
j
Pjz =

n0∑

k=1

[0, Ejz2]
T = n0[0, Ejz2]

T .

Entonces

〈LB
n0
j
Pjz, Pjz〉 = 〈n0[0, Ejz2]

T , [Ejz1, Ejz2]
T 〉 = n0‖Ejz2‖2 > 0, ∀j.
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Luego, usando (4.19), tenemos, para z 6= 0 en Z, que

〈LBn0z, z〉 = 〈
∞∑

j=1

LB
n0
j
Pjz,

∞∑

j=1

Pjz〉

=
∞∑

j=1

〈LB
n0
j
Pjz, Pjz〉 = n0

∞∑

j=1

‖Ejz2‖2 = n0‖z2‖2 > 0.

En consecuencia, por el Lema 3.2.3 parte (c), la ecuación (4.18) es aproximadamente

controlable. ♠
Ahora bien, si consideramos una perturbación de la ecuación (4.18), digamos

{
z(n+ 1) = T (n)z(n) +B(n)u(n) + f(z, u), z ∈ Z,

z(0) = z0,
(4.20)

donde el termino no lineal f : Z × U −→ Z satisface las hipótesis adecuadas, tenemos,

por los resultados de la sección 3.4, que (4.20) es aproximadamente controlable.

4.2. Estudio de la Controlabilidad de la Ecuación

del Calor.

4.2.1. Caso Continuo.

Ejemplo 4.2.1. La Ecuación del Calor (n-dimensional) con control.

Consideremos la ecuación del calor con control



yt = ∆y + u(t, x),

y(0, x) = y0(x),

y = 0 sobre R× ∂Ω,

(4.21)

donde Ω es un dominio acotado en Rn, el control u ∈ L2(0, τ ;L2(Ω)). El sistema (4.21)

puede escribirse como una ecuación abstracta en el espacio Z = L2(Ω)
{
z′ = −Az +Bu(t), z ∈ Z,

z(0) = z0,
(4.22)

donde B = I, la función de control u pertenece a L2(0, τ ;Z) y el operador A está dado

por Aφ = −∆φ con dominio D(A) = H2 ∩H1
0 y

Az =
∞∑

n=1

λnEnz.
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En este caso Pj = Ej, j ≥ 1. Aśı,

LBτ
j
Pjz =

∫ τ

0

eAjsBjB
∗
j e

A∗
j sEjzds

=

∫ τ

0

e−λjse−λjsEjz

=

∫ τ

0

e−2λjsEjz = −1

2
[e−2λjτ − 1]Ejz.

Entonces,

〈LBτ
j
Ejz, Ejz〉 = −1

2
[e−2λjτ − 1]〈Ejz, Ejz〉

= −1

2
[e−2λjτ − 1]‖Ejz‖2 > 0,∀ Ejz 6= 0 con z ∈ Z, j = 1, 2, 3...,

lo cual prueba que el sistema (4.22) es aproximadamente controlable. ♠

4.2.2. Caso Discreto.

Ejemplo 4.2.2. Discretización de la Ecuación del calor.

La discretización en flujo de la abstracción de la ecuación del calor (4.22) presentada

en el ejemplo 4.2.1 está dada por
{
z(n+ 1) = T (n)z(n) +B(n)u(n), z ∈ Z,

z(0) = z0.
(4.23)

En este caso, T ∗(t) = T (t) = e−At y B = I.

Proposición 4.2.1. El sistema (4.23) es exactamente controlable para cualquier n0 ∈
N.

Demostración. En efecto, en este caso tenemos que:

Bn0 : l2(N, U) −→ Z, Bn0u =

n0∑

k=1

T (Θ(n0, k))u(k − 1),

y

LBn0 : Z −→ Z, LBn0z = Bn0Bn0∗z =
∞∑

j=1

LB
n0
j
Ejz,

donde LB
n0
j
y =

n0∑

k=1

e−2λjΘ(n0,k)y, y ∈ R(Ej).
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Ahora, probaremos la existencia de γ > 0 tal que

〈LB
n0
j
Ejz, Ejz〉 ≥ γ‖Ejz‖2.

Esto es equivalente a la existencia de γ > 0 tal que
[

n0∑

k=1

e−2λjΘ(n0,k) − γ

]
‖Ejz‖2 ≥ 0,

lo cual es obviamente cierto para 0 < γ < 1 puesto que e−2λjΘ(n0,n0) = 1.

Entonces, para tal γ tenemos

〈LBn0z, z〉 =

〈
∞∑

j=1

LB
n0
j
Ejz, Ejz

〉

=
∞∑

j=1

〈LB
n0
j
Ejz, Ejz〉≥γ

∞∑

j=1

‖Ejz‖2 =γ‖z‖2.

Aśı, 〈LBn0z, z〉 ≥ γ‖z‖2, z ∈ Z. Por lo tanto, aplicando el Teorema 3.1.5 parte (a)− (ii)

obtenemos que (4.23) es exactamente controlable. ♠
De manera análoga a la ecuación de la onda, si se considera una perturbación de la

ecuación (4.23), donde el término no lineal satisfaga las hipótesis adecuadas, se ten-

drá que esa perturbación de la ecuación del calor discreta será exactamente controlable

(Sección 3.3).

4.3. La Ecuación de Termoelásticidad.

Ejemplo 4.3.1. La Ecuación de Termoelásticidad en una placa con control.

Considere la ecuación de termoelásticidad en una placa con control




wtt + ∆2w + α∆θ = u1(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

θt − β∆θ − α∆wt = u2(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

θ = w = ∆w = 0, t ≥ 0, x ∈ ∂Ω,

(4.24)

donde α 6= 0, β > 0, Ω es un dominio acotado suficientemente regular en RN (N ≥ 1)

y ui ∈ L2([0, τ ];L2(Ω)), i = 1, 2.

Consideremos Z = X1 × X × X, el cual es un espacio de Hilbert con la norma dada

por ∥∥∥∥∥∥∥



w

v

θ




∥∥∥∥∥∥∥

2

Z

= ‖w‖2
1 + ‖v‖2 + ‖θ‖.
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En consecuencia, (4.24) puede escribirse como un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias abstracto en el espacio de Hilbert Z = X1 ×X ×X como sigue:





w′ = v,

v′ = −A2w − αAθ + u1,

θ′ = −βAθ − αAv + u2,

(4.25)

Finalmente, el sistema (4.24) puede escribirse como un sistema de ecuaciones dife-

renciales ordinarias de primer orden en el espacio de Hilbert Z = X1 × X × X como

sigue:

z′ = Az +Bu, z ∈ Z, t ≥ 0, (4.26)

donde u ∈ L2([0, τ ];U), U = L2(Ω) × L2(Ω),

A =




0 IX 0

−A2 0 −αA
0 −αA −βA


 , (4.27)

es un operador lineal no acotado con dominio

D(A) = {w ∈ H4(Ω) : w = ∆w = 0} ×D(A) ×D(A),

y B : U −→ Z, B =




0 0

IX 0

0 IX


 es un operador lineal acotado.

Proposición 4.3.1. El adjunto del operador B está dado por

B∗ =

[
0 IX 0

0 0 IX

]
, y BB∗ =




0 0 0

0 IX 0

0 0 IX


 .

Demostración. Calcularemos B∗.
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〈Bu, z〉Z =

〈


0

u1

u2


 ,



z1

z2

z3



〉

Z

= 〈0, z1〉X1 + 〈u1, z2〉X + 〈u2, z3〉X

= 〈u1, z2〉L2 + 〈u2, z3〉L2

=

〈[
u1

u2

]
,

[
0 IX 0

0 0 IX

]

z1

z2

z3



〉

=

〈
u,

[
0 IX 0

0 0 IX

]
z

〉

U

.

Entonces, B∗ =

[
0 IX 0

0 0 IX

]
and B∗



z1

z2

z3


 =

[
z1

z2

]
.

Aśı, BB∗ =




0 0

IX 0

0 IX



[

0 IX 0

0 0 IX

]
=




0 0 0

0 IX 0

0 0 IX


 . ♠

Ahora, usando directamente el Lema 1.1.6, obtenemos que el operador A dado por

(4.27), es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo {T (t)}t≥0

dado por:

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z t ≥ 0.

donde Pj = diag(Ej, Ej, Ej), Aj = RjPj, y

Rj =




0 1 0

−λ2
j 0 −αλj

0 −αλj −βλj



, j ≥ 1.

La afirmación previa se puede ver también usando el Teorema 3.1 de Leiva [17].

Proposición 4.3.2. El sistema (4.24) es aproximadamente controlable.

Demostración. Es facil ver que PjBB
∗ = BB∗Pj, j = 1, 2, .... Aśı, aplicando el Lema

2.1.8, obtenemos que la controlabilidad aproximada del sistema (4.24) es equivalente a
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la controlabilidad aproximada de cada uno de los sistemas finito dimensionales

z′ = Ajz +Bju, (4.28)

donde z ∈ R(Pj), dim(R(Pj)) = 3γj , Bj = PjB : U → R3,

Bj

[
u1

u2

]
= PjB

[
u1

u2

]
=




0 0

1 0

0 1






Eju1

Eju2


 = Dj



Eju1

Eju2


 .

Pero la controlabilidad aproximada del sistema (4.28) es equivalente a la controlabilidad

de cada uno de los sistemas finito dimensionales

z′ = Rjz +Dju, z ∈ R3, (4.29)

donde u ∈ R2. Y es conocido (Lee & Markus [15], Leiva & Zambrano [21]) que el sistema

(4.29) es controlable si, y sólo si,

rank[Dj : RjDj : R2
jDj] = 3,

lo cual, haciendo los cálculos respectivos, es trivialmente cierto. En consecuencia, hemos

probado que el sistema (4.24) es aproximadamente controlable. ♠

4.4. Conclusión.

Las técnicas desarrolladas en este trabajo son generales y pueden ser aplicadas a aquellos

sistemas de control gobernados por ecuaciones en derivadas parciales que pueden ser

escritos en la forma del Lema 1.1.6, a estos sistemas los llamaremos Sistemas Diagonal

por Bloques como en Larez, Leiva & Uzcátegui [14]. Un caso particularmente importante

es la siguiente clase de ecuación de difusión de segundo orden que, además de la ecuación

de la onda, incluye como caso particular otras ecuaciones como la ecuación que modela

un plato vibrante:

w′′ + A0w = u+ f(w, u), w ∈ W,u ∈ U, (4.30)

donde W,U son espacios de Hilbert, A0 : D(A0) ⊂ W −→ W es un operador lineal no

acotado en W , con la siguiente descomposición espectral:

A0w =
∞∑

j=1

λj

γj∑

k=1

〈φk,j, w〉φk,j =
∞∑

j=1

λjEjw,
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donde Ejw =

γj∑

k=1

〈φk,j, w〉φk,j es un conjunto ortonormal completo de autovectores de

−A0 correspondientes a los autovalores λ1 < λ2 < · · · < λn → ∞ con multiplicidad γn

y −A0 genera un semigrupo fuertemente continuo {T (t)}t≥0 dado por

T (t)w =
∞∑

j=1

e−λjtEjw, w ∈W, t ≥ 0.

El control u ∈ L2(0, τ, U), y f : W × U −→ W una función adecuada. Un ejemplo de

esta clase, además de los mostrados anteriormente, es el siguiente bien conocido sistema

de ecuaciones diferenciales parciales:

Ejemplo 4.4.1. El modelo de la placa vibrante.





∂2w

∂t2
+ ∆2w = u(t, x) + f(u(t, x), w), t ≥ 0, x ∈ Ω,

w = ∆w = 0, t ≥ 0, x ∈ ∂Ω,

w(0, x) = φ0(x),
∂w

∂t
(0, x) = ψ0(x), x ∈ Ω,

(4.31)

donde Ω es un dominio acotado suficientemente suave en R2, u ∈ L2([0, τ ];L2(Ω)),

φ0, ψ0 ∈ L2(Ω) y f una función adecuada.
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[28] ZUAZUA E. (2005) Controllability of Partial Differential Equations. Notas del

autor en su página web: http://www.bcamath.org/zuazua.


