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Prologo

Con el transcurrir del tiempo, un hermoso jardin de integrales se ha ido sembrando paulatina-
mente en la amplia y fértil tierra de las matematicas. Esta increible y rica diversidad de integrales
no cesa. Un poco més de 100 integrales han crecido, hasta el momento, en ciertas parcelas de
ese hermoso terreno, cada una de ellas con uno o varios nombres que las identifican. Mencio-
nemos, por ejemplo, las integrales de Newton, Cauchy, Riemann, Darboux, Harnack, Cauchy-
Riemann, Lebesgue, Stieltjes, Riemann-Stieltjes, Lebesgue-Stieltjes, Denjoy, Perron, Henstock-
Kurzweil, McShane, C-integral, Pfeffer, BV-integral, Haar, Radon, Daniell, Burkill, 1t6, Hellin-
ger, Kolmogoroff, Khinchin, Bochner, Dunford, Pettis, Bartle, Gelfand, Wiener, Feynman, Birk-
hoff, Dinculeanu, Dobrakov, Dunford-Pettis, Gelfand-Pettis, Bartle-Dunford, Henstock-Kurzweil-
Dunford, Henstock-Kurzweil-Pettis, Daniell-Bourbaki, Denjoy-McShane, Denjoy-Bochner, Denjoy-
Pettis, etc. Unas tienen un carécter histérico como las de Newton y Cauchy, algunas fueron ab-
sorbidas por otras que son mds nuevas y mejores, otras son maneras o formas equivalentes de
expresar una misma integral, etc. ;Por qué tantas integrales? Pues bien, existen, fundamental-
mente, varios aspectos a considerar: algunas de ellas nacieron de un problema particular, otras
surgieron de una necesidad de generalizar una integral a contextos mds amplios o abstractos, al-
gunas otras deben su existencia a un analisis profundo y exhaustivo de una integral modificando
algtn aspecto de la misma, etc. Por ejemplo, la integral de Riemann es una generalizacion de la
de Cauchy y nace de un problema concreto que Riemann queria resolver, pero es equivalente a la
de Darboux; la integral de Lebesgue generaliza a la de Riemann pues surge de las deficiencias y
limitaciones que esta dltima posee, pero es equivalente a las integrales de Daniel y de McShane.
Las integrales de Denjoy, Perron y Henstock-Kurzweil se crean a partir de la necesidad de resol-
ver el problema de las primitivas propuesto por Newton-Leibniz. Posteriormente se demostrd
que ellas tres eran equivalentes y contienen, en su interior, a la integral de Lebesgue. A su vez,
la integral de McShane, cuya definicién es muy similar a la de Henstock-Kurzweil, se obtiene
por medio de una interrogante y que resulta ser equivalente a la de Lebesgue. Las integrales de
Bochner, Dunford y Pettis fueron disefiadas para trabajar en espacios de Banach, mientras que la
de Haar se desarrolla en grupos topolégicos localmente compactos. Por otro lado, la de It6 se
genera a partir de los procesos estocésticos asociados a movimientos Brownianos, etc. Los libros
de Frank E. Burk, “A Garden of Integrales” [28], Stefan Schwabik y Ye Guoju, “Topics in Banach
Space Integration”, [119], Ivan N. Pesin, “Classical and Modern Integration Theories” [109],
el articulo de T. H. Hildebrandt “Integration in Abstract Spaces, etc., poseen abundante y buena
informacion de algunas de ellas.
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En estas notas desarrollaremos sélo tres de estas integrales, las que aparecen en el titulo. La
integral de Riemann, que se mantiene y contintia ensefidndose a pesar de los afios transcurridos
desde su creacién, sera breve. En su presentaciéon s6lo mostraremos alguna de sus propiedades
elementales pasando por el formidable Teorema Fundamental de Vitali-Lebesgue que describe
cOémo son, en realidad, las funciones Riemann integrables, pero haciendo mucho énfasis en las
deficiencias que posee dicha integral con el s6lo propdsito de justificar el por qué Lebesgue cons-
truy6 su integral. Por otro lado, la integral de Lebesgue se desarrolla mds ampliamente que las
otras dos por las siguientes razones: primero, debemos fabricar gran parte del aparataje de la Teo-
ria de la Medida y de las Funciones Medibles que son necesarias para la construcciéon de dicha
integral, este enfoque consume una gran parte del texto; luego mostramos sus poderosos teore-
mas de convergencia y finalmente extendemos brevemente esa nocién de integral a un contexto
totalmente abstracto. Todo ello conduce a la creaciéon de una integral que, aunque es bastante
complicada en su construccion, es totalmente superior a la integral de Riemann en todo sentido.
Su amplio abanico de aplicaciones justifican, con creces, ese gran esfuerzo en su construccion.
Existen otras integrales equivalentes a la integral de Lebesgue que evitan el uso de la Teoria de
la Medida tales como las integrales de Daniell, de Mikusifiski y la de McShane. Sin embargo,
es importante aclararlo, la Teoria de la Medida Exterior que conlleva a la nocién de Conjunto
Medible y luego a la de Medida es importante en si misma y no sélo por el hecho de servir como
un puente en la construccién de la integral de Lebesgue. A pesar de las inmensas bondades que
posee la integral de Lebesgue, ella no estd exenta de sus propias deficiencias: por ejemplo, la
integral de Lebesgue no es capaz de integrar a todas las funciones derivadas, en otras palabras,
ella no satisface el Teorema Fundamental del Calculo en toda su generalidad; tampoco puede
integrar funciones que poseen en algtin punto de su dominio una “fuerte oscilacién”. Integrales
de la forma [;° sen(x?)dx son elusivas a la integral de Lebesgue, etc. En cambio, con la integral
de Henstock-Kurzweil, que es una extensién propia de la integral de Lebesgue, se subsanan al-
gunas de esas deficiencias. Por ejemplo, el Teorema Fundamental del Calculo para la integral de
Henstock-Kurzweil se cumple para toda funcién derivada, cualquier funcién Lebesgue integral
es Henstock-Kurzweil integrable con integrales iguales y también posee los poderosos teoremas
de convergencia vélidos para la integral de Lebesgue. Ademds, otro punto a su favor que es
muy importante, es que dicha integral no usa la Teoria de la Medida en su construcciéon y muy
poco de ella en su desarrollo posterior. Cuando intentamos comparar las integrales de Lebesgue
con la integral de Henstock-Kurzweil, tenemos que admitir que hay bondades en ambos lados y,
por supuestos, sus respectivas deficiencias. Por ejemplo, la integral de Henstock-Kurzweil no es
una integral absoluta, es decir, si f es Henstock-Kurzweil integrable, entonces no es cierto, en
general, que su valor absoluto |f| sea Henstock-Kurzweil integrable cosa que si ocurre con la
integral de Lebesgue. Este hecho impide que se pueda desarrollar una teoria HX,([a,b]) similar
a la teorfa de los espacios Ly([a,b]) para p € [1, +oo]. Sin embargo, a pesar de no ser la integral
de Henstock-Kurzweil una integral absoluta este hecho no es, en lo absoluto, una calamidad, sino
maés bien, constituye, en ciertos aspectos, una enorme fortaleza de dicha integral. Por otro lado,
no existe una extensiéon candnica de la integral de Henstock-Kurzweil a espacios abstractos, de
modo que la busqueda de una integral perfecta aun continua.

Ahora detallaremos brevemente como hemos organizado el contenido de estas extensas notas.
Los capitulos que van del 1 al 4 constituyen los recordatorios bdsicos que necesitaremos para los
restantes capitulos: casi todas las demostraciones de los resultados requeridos en el desarrollo
de estas notas se encuentran en dichos recordatorios de modo que el lector no tendra que dejar
su lectura para ir a la busqueda de otro libro para consultar la demostracién de un resultado en
particular. Sin embargo, el lector esta en pleno derecho de saltarse esos capitulos si considera
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que tales conocimientos no le son ajenos y comenzar desde el capitulo 5 para volver la mirada
hacia atrds cada vez que sea necesario recordar un enunciado y(o) su prueba de un resultado
particular. Los capitulos que comienzan desde 5 hasta el 10 tratan sobre la medida y la integral
de Lebesgue en R. Aunque la integral de Lebesgue abarca més de la mitad del libro, queda por
fuera, sin embargo, un inmenso caudal de conocimientos relativos a tal integral. Libros tales como
[111, 14, 60, 106] etc. tratan muchos otros tépicos que no mencionamos ni consideramos en estas
notas. Los capitulos 11 y 12 constituyen ciertas consideraciones abstractas de la medida e integral
de Lebesgue. El capitulo 13 es interesante ya que desarrolla algunos importantes teoremas sobre
la convergencia de medidas. Los resultados demostrados en este capitulo no son utilizados en
estas notas por lo que el lector, sino estd interesados en ellos en ese momento, puede evitarlos en
una primera lectura. Finalmente, el capitulo 14 es una incursién a una integral (o varias integrales)
que es fantdstica por todos lados: contiene a la integral de Lebesgue, integra cualquier derivada
y no usa la teoria de la medida de Lebesgue en su construccién. Ella es la integral de Henstock-
Kurzweil. Una casi febril investigacién se ha desarrollado en los tltimos tiempos en torno a
esta integral y sus posibles generalizaciones. Aqui nos restringimos al estudio de funciones
integrables segun Henstock-Kurzweil cuyo dominio es un intervalo [2,b] C R. Los libros de R.
A. Gordon [66], D. S. Kurz y C. W. Swartz [84], C. W. Swartz [125], R. G. Bartle [38], A. G. Das [40]
y muchos otros introducen al lector al estudio de esta tres integrales haciendo menor énfasis en
las dos primeras, pero dedicindole mas espacio a la integral de Henstock-Kurzweil o integral de
Henstock como la llama Gordon. El capitulo finaliza con una breve exposicién de las definiciones
de las integrales de Denjoy y Perron que son equivalentes a la integral de Henstock-Kurzweil y
la integral distribucional de Denjoy que es més general que las anteriores.

A modo de Advertencia: Tratdindose de una versién preliminar, este trabajo contendrd, con toda
seguridad, un montén de errores, omisiones, demostraciones medio sospechosas, otras incomple-
tas, insuficiencia de ejercicios y algunas otras cosas indeseables. Por tal motivo el lector, en plena
posesion de sus facultades, si acepta leer cualquier parte del mismo y se tropieza con algunos
de los errores u omisiones que se encuentran en él, se compromete a reportarlo a mi persona y
también puede sugerir, si lo cree necesario, otros caminos y vias mas adecuadas para una mejor
y futura presentacion.

whbrito@ula.ve

britow78@gmail.com
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CAPITULO 1

Preliminares

Este capitulo describe algunas de las herramientas bdsicas que se van a requerir en el trans-
curso de estas notas. Hemos tratado de incluir la casi totalidad de los resultados que se requieren
para desarrollar las tres integrales que aparecen en el titulo, lo cual ha permitido que la longitud
de estas notas sea extremadamente larga, pero garantizdndole al lector que no recurrird a otro
texto para la demostracion de los resultados utilizados.

1.1. Un poco de Teoria de Conjuntos

En esta seccion revisaremos de manera sucinta algunas nociones bésicas de la Teoria de Con-
juntos la cual constituye la base de las mateméticas modernas. El padre fundador de tan fascinan-
te teoria fue Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918). A partir de 1874 y por mds de
30 afios Cantor desarrolla de manera intuitiva una teoria general de conjuntos haciendo énfasis
en los conjuntos que poseen infinitos miembros. Con la nocién de conjunto infinito, Cantor logra
sacar de la oscuridad dicho concepto llevandolo a extremos inconcebibles: crea una jerarquia in-
finita y creciente de infinitos. Muchas de sus ideas chocaron con una resistencia férrea de parte
de prominentes matemaéticos como Leopold Kronecker (1823-1891) quien afirmaba:

“No se qué predomina en la teoria de Cantor: filosofia o teologia, pero de lo que si estoy seguro es
que alli no hay matemdtica.”

A pesar de las criticas recibidas sobre su incipiente teoria, Cantor logra obtener el respaldo de
muchos matematicos, en especial de uno de los mds brillante, prolifico y respetado del momento:
David Hilbert (1862-1943) quien afirmd, de modo premonitorio, lo siguiente:

“Del Paraiso creado por Cantor para nosotros, nadie podrd expulsarnos.”

Esta afirmacién es compartida por Paul Cohen quien afirma:

“Todos coinciden, aun si se cree 0 no que la Teoria de Conjuntos se refiere a una realidad existente,
en que hay una belleza en su sencillez y en su dmbito de aplicacion”

Mas aun, en su libro Naive Set Theory, Paul R. Halmos hace notar que:
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“Los matemdticos estdn de acuerdo en que cada uno de ellos debe saber algo de Teoria de Conjuntos;
el desacuerdo comienza al tratar de decidir qué tanto es algo”

Por otro lado, Edwin Hewitt y Karl Stromber afirman, al comienzo del Capitulo 1 en su libro Real
and Abstract Analysis:

“Desde el punto de vista de un Iégico, las matemdticas son la Teoria de Conjuntos y sus conse-
cuencias. Para el analista, los conjuntos y conceptos definidos inmediatamente a partir de ellos son
herramientas esenciales, y la manipulacion de conjuntos es una operacion que debe llevar a cabo
continuamente.”

1.1.1. Conjuntos

Para hacer matematicas superiores se requiere de una Teoria de Conjuntos robusta, préctica y
conveniente. Dos de los mas importantes sistemas de axiomas con los cuales se pueden crear tal
Teorfa de Conjuntos y que han permitido desarrollar casi toda la matematica existente hasta el
presente son: la que se basa en la Axiomadtica de Zermelo-Fraenkel (ZF) cuyos creadores fueron
Ernst Zermelo (1871-1953) y Abraham Fraenkel (1891-1965). Por lo general, a tal axiomatica se
le aflade un axioma adicional conocido como el Axioma de Eleccién (ZFC), y la otra es la Teoria
de Conjuntos sustentada sobre la Axiomédtica de Zermelo-Fraenkel-von Neumann-Bernays-Godel
(ZFNBG). En la primera axiomaética, los conceptos primitivos corresponden a las ideas intuitivas
de “conjunto” y “pertenencia”, mientras que en la segunda se parte de las nociones de “clase” y
“pertenencia”. En ésta tltima teoria un conjunto es, por definicién, una clase la cual es un miem-
bro de alguna otra clase, pero donde existen clases que no son conjuntos (véase, [55], [108]).
Una buena justificacion para optar por cualquiera de las dos axiomatizaciones es que las Teorias
de Conjuntos que se construye con ellas permiten un desarrollo adecuado del sistema de los
numeros reales, incluyendo sus operaciones aritméticas asi como las demostraciones de sus pro-
piedades. También el Analisis, la Topologia, el Algebra y, en general, casi todas las otras ramas de
la matematica han podido ser desarrolladas gracias a dichas teorias. Puesto que la existencia de
clases que no son conjuntos sélo aparece una sola vez en estas notas, hemos optado por adoptar
la Teoria de Conjuntos que se construye con el sistema (ZFC). En esta seccién no describiremos
explicitamente la totalidad de los Axiomas de Zermelo-Fraenkel, tan s6lo nos ocuparemos de for-
mular ciertas definiciones y operaciones usuales de conjuntos con las que trabajaremos y generar
algunas de sus consecuencias. Referencias donde se pueden estudiar tales axiomas y muchas de
sus consecuencias son, por ejemplo, [127], [55], [108], [70], [74], etc.

Comunmente, un conjunto se describe como una coleccién (o reunién, o agrupacion, etc) de
objetos de cualquier naturaleza llamados los elementos o miembros del conjunto pero evitando
definir lo que es una coleccién o lo que es un objeto con el sélo propésito de no incurrir en
un circulo vicioso. Por tal motivo, los términos “conjunto” y “elemento” permanecerdn sin ser
definidos y seran aceptados como entidades fundamentales confiando en que el lector posee
una nocién, o sentimiento intuitivo, de lo que es un “conjunto” y lo que es “elemento de un
conjunto”. Los elementos que pertenecen o forman parte de un conjunto particular, digamos X,
seran denotados por el simbolo “x € X” que se lee: “x es un elemento o miembro de X”, o
también se dird que “x pertenece a X.” Andlogamente, el enunciado “x ¢ X” significa que “x no
pertenece a X”, o bien que “x no es un miembro o elemento de X”.

En general, usaremos letras mintsculas tales como a,b,¢, ..., x,y,z para indicar los miembros
o elementos de un conjunto, y letras mayusculas A, B, C, ..., X, Y, Z, %,'B, ..., A,B,C, etc.,
para designar conjuntos. Si los elementos de un conjunto son a su vez conjuntos (los cuales serdn
representados por letras mayusculas), entonces dicho conjunto serd llamado una familia, o una
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coleccién de conjuntos e indicado con una letra tipo gética 2, B, ¢, . . ., o tipo caligrafia A, B, C, ...

Como siempre, usaremos el simbolo IN para denotar el conjunto de los ntimeros naturales, esto
es, N = {1, 2,3,.. .}, mientras que Z, Q, I y R representan, respectivamente, el conjunto de los
nuameros enteros, los niimeros racionales, los ntmeros irracionales y los nimeros reales.

Una de las ideas bdasicas de conjuntos es la siguiente.

Definicién 1.1.1. Sean A y B conjuntos. Diremos que A es un subconjunto de B si todo elemento de A
pertenece al conjunto B.

Escribiremos A C B o A O B para denotar que A es un subconjunto de B. En ocasiones,
en lugar de decir que “A es un subconjunto de B”, diremos que “A estd incluido en B”. La
negacion de A C B, en notaciéon A ¢ B, y que se expresa diciendo que A no es un subconjunto
de B, significa que existe al menos un elemento de A que no es miembro de B.

Un método usual de obtener subconjuntos de un conjunto dado es el siguiente: se parte de
un conjunto X y se considera una propiedad P(x) referente a los elementos x € X la cual puede
0 no ser cierta para algunos de sus miembros. En este sentido, cualquier conjunto de la forma

A = {x € X :P(x) es verdadera} (1)

define un subconjunto de X. ;Qué ocurre si a la propiedad P no se le impone ningtn tipo de
limitaciones? Por ejemplo, suponga que aceptamos la siguiente “idea ingenua”:

Axioma de Abstracciéon. Dada cualquier propiedad P existe un conjunto cuyos elementos son
aquellos que poseen la propiedad dada. De modo mds formal,

(3X)(Vx)[x € X & P(x)].

Una consecuencia légica que se deriva de la aceptacion del Axioma de Abstraccion es la
existencia del conjunto de todos los conjuntos. En efecto, basta considerar la propiedad P(x) como la
afirmacion: “x es un conjunto” para obtener tal conjunto. Denotemos por 4 la coleccién de todos
los conjuntos. Lo que Russell demostrd, con un argumento enteramente elemental, es que i,
como conjunto, no existe, origindndose con ello la asi llamada “Paradoja de Russell”. Pero, ;qué
es una paradoja? Pues bien, una paradoja implica, a menudo, un argumento muy convincente
que conduce a una conclusién errénea que parece correcta, o a una conclusién correcta que
parece incorrecta o sorprendente. En términos sencillos, una paradoja es un razonamiento en
doble sentido: supone la verdad de algo y concluye su falsedad. Similarmente, si supone su
falsedad entonces se llega a su verdad. Entre 1893 y 1903, Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1884-
1925) en un intento por axiomatizar la incipiente teoria de conjuntos de Cantor, también llamada
la teorfa de conjuntos “ingenua”, incluy6 entre sus axiomas el Axioma de Abstraccién y es aqui
donde aparece Bertrand Arthur William Russell (1872-1970). Russell razoné del modo siguiente:
dado cualquier conjunto X y cualquier objeto x, las reglas de la I6gica dictan que x € X o x € X. En
particular, un conjunto X, o es miembro de si mismo, o no lo es. Russell entonces considera la
coleccion R constituida por los conjuntos que no son miembros de si mismo, es decir, R = {X €
U: X ¢ X}. Puesto que U es, por el Axioma de Abstraccion, un conjunto, resulta que R también
es un conjunto lo que genera la siguiente contradiccion:

RER & RER

Por esto,
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Paradoja de Russell. La coleccion i no es un conjunto.

La conclusién fundamental que se extrae del resultado anterior es la siguiente: la no acepta-
ciéon del Axioma de Abstraccion impide la construcciéon de colecciones tan grandes como 4, R
y muchas otras. Puesto que la Teoria de Conjuntos basada en la axiomética de (ZFC) prescinde
del Axioma de Abstraccion colecciones gigantesca como las de Russell estdn prohibidas en esta
Teoria de Conjuntos pues ellas no son conjuntos, por lo que:

Hecho Universal: expresiones del tipo X € X no son aceptadas cualquiera sea el conjunto X.

Como suele suceder en muchas partes de las matematicas, existen convenciones que resultan
ser muy adecuadas. Por ejemplo, en la Teoria de Conjuntos, postular la existencia de un conjunto
que no posee elementos es una de ellas. A tal conjunto se le llama el conjunto vacio y denotado
por @. El conjunto vacio estd caracterizado por la siguiente propiedad: “x € ©@” nunca se satisface,
cualquiera sea x. Es importante destacar que, una vez admitido la existencia del conjunto vacio,
siempre se cumple que @ C X, para cualquier conjunto X. En efecto, suponer que @ ¢ X significa
que existe algin x € & tal que x ¢ X, pero como x € & nunca se satisface, entonces ello obliga a
sentenciar que @ C X. De esto tdltimo se deduce que el conjunto vacio es tinico.

Definicién 1.1.2. Dos conjuntos A y B son iguales, en notacion, A = B, si ocurre que A C B y
B C A. Sila relacion A = B no se cumple, entonces diremos que A y B son distintos y lo denotaremos
por A # B.

La notacién “A & B” significa que A C B pero A # B, que se expresa diciendo que A es un
subconjunto propio de B.

Definicién 1.1.3. Dado un conjunto X, indicaremos por &?(X) al conjunto potencia o de las partes
de X, es decir,
P2(X) = {A: ACX}.

Por ejemplo,
2(@) = {o}, 2({9}) = {2,{g}}, etc
En general, si X C Z, entonces #(X) C Z(Z).

Definicién 1.1.4. Dados los conjuntos A y B, la unién e interseccion de ambos conjuntos, denotados por
AUB y AN B respectivamente, se definen como:

AUB = {x:x€eA 6 xeB} 'y ANB={x:x€A y xeB}.

En el caso particular en que A N B = J, entonces se dice que A y B son conjuntos disjuntos
o ajenos. Se sigue inmediatamente de la definicién anterior que las operaciones de unién e
interseccién son conmutativas, estoes, AUB=BUA y ANB=BNA. Ademas,

ANBCACAUB y ANBCBCAUB.
La unién e interseccién de conjuntos se distribuyen segtn las siguientes igualdades:
AU(BNC) = (AUB)N(AUC) y AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
Mas aun, la siguiente es una caracterizacion de A C B en términos de la unién y la interseccion.

ACB & A= ANB & B = AUB.
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Definicién 1.1.5. Dados los conjuntos A y B, la diferencia A\ B es el conjunto formado por todos los
elementos de A que no son miembros de B, esto es,

A\B = {x:xe A y x¢&B}.

Es importante observar lo siguiente referente a la diferencia de conjuntos:
(a) A\B = @ si,ysolosi, AC B.
(b) A\B = A\(ANB) y A\@=A.
(c) AnNB = A\ (A\ B).
(d)Si A\BC A, entonces ANB =

En el caso particular en que X es un conjunto fijo y A C X, entonces a X \ A se le llama
el complemento de A (relativo a X) y se denota por A°. Observe que si X es un conjunto y
A,B C X, entonces A\ B= AN B

Definicién 1.1.6. La diferencia simétrica de los conjuntos A y B se expresa en la forma

AAB = (A\B)U(B\ A)
= (AUB)\ (ANB).
Algunas de las propiedades que son vélidas con esta operacion de conjuntos son las siguientes:
si A, B, C,D son conjuntos arbitrarios, entonces
(1) AAB=BAA
() Aho=A
(1)) ANA=g2.
(d1) AAB = A° A B
(e1) (AAB)AC=AA(BAC).
(fi) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).
(¢1) (AUBUC)\(ANBNC)=(AAB)U(BAC).
(h1) (AUB)A(CUD)C (AAC)U(BAD,).

Puesto que no existe ninguna limitacién para restringirnos a dos conjuntos en las definiciones
de unién e interseccién, podemos considerar uniones e intersecciones arbitrarias de conjuntos.

Definicién 1.1.7. Sea .o/ una familia arbitraria de conjuntos. Definimos la unién e interseccion, res-
pectivamente, de dicha familia como

Ue = (JA = {x:xecApaaaginAc .}

Acd

(o = (A = {x:x€Aparatodo A € o/},
Aed
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Si o/ es una familia numerable, digamos & = {A1, Az,...}, entonces, en lugar de escribir
Uae A, usaremos la notacién |J;_; A,. Lo mismo se hard con la interseccién, es decir, escri-
biremos (,_; A, en lugar de (N ., A. Mas aun, si & = {A, : m,n =1,2,...}, entonces las
notaciones

UAmn:UUAmn y ﬂAmn:mﬂAmn
m,n=1 m=1n=1 m,n=1 m=1n=1

se usardn frecuentemente. Como antes, si ocurre que AN B = & para todo par de conjuntos A, B
en </, entonces diremos que /' es una familia disjunta o que los conjuntos de %/ son disjuntos
dos a dos.

Suponga que X es un conjunto no vacio y que /' es una familia de subconjuntos de X. Si
X = Ugey A, entonces diremos que </ es un cubrimiento de X. Si, ademas, la familia &/ es
disjunta, entonces se dice que &/ es una particién de X o que X es una unién disjunta de o7

A diferencia de los elementos de la unién y de la interseccion, los del producto cartesiano son
de naturaleza distinta a los elementos de A y de B.

Definicién 1.1.8. Sean X,Y conjuntos no vacios. El producto cartesiano X x Y se define por
XxY = {(vy):xeX yeY}

Recuerde que todo par ordenado (x,y) se define como (x,y) = {{a}, {a,b}}. De esto e sigue
(x,y) € Z({x,y}). Algunas propiedades importantes sobre familias de conjuntos y que se usan
frecuentemente son las siguientes. Sean <7, % familias de conjuntos. Entonces se verifica que:

(Ua)n(Usg)= U (np

Aedd Be# (A,B)e/ xR

(Na)u(ne) - N (o

Acot Be# (A,B)ed X B
También se cumplen las Leyes de Morgan: si X es un conjunto no vacio y & C #(X), entonces
x\JAa=)&x\4 y x\ (A= x\4).
Acd Aed Acd Acd
lo que comtinmente se escribe como

(Ua) =na v (N4)=U=

Acodl Acodl Aed/ Aed/

1.1.2. Funciones

Sean X, Y conjuntos no vacios. Una relacién de X en Y es cualquier subconjunto R de X x Y.
En lo que sigue, cualquier elemento (x,y) de R se indicard por el simbolo xRy. Si X =Y,
entonces a la relaciéon R se le llama relacién binaria.
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Definicién 1.1.9. Una funcién, o aplicacion, de X en Y es una relacion f de X en Y que posee la
siguiente propiedad adicional: si (x,y) € f y (x,z) € f, entonces y = z.

Siguiendo la tradicién, a la funcién f de la definiciéon anterior la denotaremos, en lo sucesivo,
por el simbolo f : X — Y. Asi, toda funcién f : X — Y asigna a cada uno de los elementos
x € X un tnico y € Y al que designaremos por f(x). Al conjunto X se le llama el dominio de
la funcién f, mientras que a Y se le llama el contradominio de f.

Definiciéon 1.1.10. Dos funciones f : X — Y y g: X' — Y sonigualessi X = X', Y =Y y
f(x) = g(x) para todo x € X.

Una funcién f : X — Y se llama inyectiva o uno a uno si dados x,y € X arbitrarios,
la igualdad f(x) = f(y) implica que x = y. La funcién f se dice que es sobreyectiva, o
simplemente sobre, si Y = f(X), es decir, si para cada y € Y existe un x € X tal que y = f(x).
Si f es tanto inyectiva asi como también sobreyectiva, entonces la diremos que es biyectiva. Para
una funcién f : X — Y, el conjunto

Gra(f) = {(x, f(x)) e X xY: x € X}

es llamado el grafico de f. Si f : X — Y es una funcién y A C X, entonces la imagen de A por f
es el conjunto

f(A) = {f(x) eY: xe A}
Por otro lado, si B C Y, la imagen inversa de B por f es el conjunto
fYB) = {xeX: f(x) € B}.
Es fécil ver que si A C &(X), entonces
f(Ua)=Usa v #(N4)c N
AeA AeA AeA AeA

Observe que la dltima inclusién puede ser propia. En efecto, si existen elementos x,y € X con
x # y para los cuales f(x) = f(y), entonces tomando A = {x} y B = {y}, se tiene que
ANB =g, dedonde f(ANB) =@, mientras que f(A)N f(B) = {f(x)}. La construccién de
este ejemplo sélo es posible si nuestra funcién f no es inyectiva, de modo que si f es inyectiva,

entonces
f(N4a) = N,

AeA AeA

Para la imagen inversa se cumple que si B C #(Y), entonces
F(Us)=Usrie v s(0E) = N
BeB BeB BeB BeB

Si B C Y, también es vélida la siguiente igualdad:

fHY\B) = X\ fH(B).

Mas aun, dado A C X, se tiene que

AC fH(f(A),
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mientras que si B C Y, entonces
f(f'(B)) CB.

Ya hemos visto que A C f~!(f(A)). ;Bajo qué condiciones f!(f(A)) = A? Para que ocurra la
igualdad f~!(f(A)) = A cualquiera que sea A C X, es necesario y suficiente que f sea inyectiva.
Similarmente, f es sobreyectiva si, y s6lo si, f(f~'(B)) = B para todo B C Y.

Sif: X —=Yyg:Y — Zson funciones, entonces podemos definir la funcién compuesta
gof:X — Z como (go f)(x) = g(f(x)) para todo x € X. Sea A un subconjunto de X. La
aplicacién ig : A — X, definida por i(x) = x para todo x € A, se llama la aplicacién inclusién
de A en X. En el caso particular cuando A = X, la aplicacién inclusiéon de X en X, se llama
la funcién identidad y serd indicada por Id : X — X. Cada funcién biyectiva f : A — B da
origen a otra funcién biyectiva, llamada la inversa de f y denotada por f~! : B — A tal que
fofl=flof=1d

Sean f : X — Y una funcién y A un subconjunto no vacio de X. La restriccién de f al
subconjunto A es la aplicacién f|, : A — Y definida por (f[,)(x) = f(x) para todo x € A.
Nétese que f|, = fois, donde iy es la inclusién de A en X. Por otro lado, dada una funcién
g: A —Y, todaaplicacién f: X — Y tal que g = f|, se llama una extensi6én de g al conjunto
X. La funcién x , : X = R definida por

(x) = 1 sixe A,
Xa 0 sixg A

se le denomina la funcién caracteristica de A. En el caso particular cuando A = Q, a Xq se le
llama la funcién de Dirichlet.

Sea f: X — R una funcién. Diremos que f es no-negativa sobre X si f(x) > 0 para todo
x € X. Similarmente, decir que f es no-positiva sobre X significa que f(x) < 0 para todo
x € X. De modo més general, si f,g: X — R son funciones, entonces f < g sobre X, significa
que (g — f)(x) >0 para todo x € X.

Si f: X — R es una funcién, entonces f se puede escribir en la forma f = f* — f~, donde

o JSfx) st f(x) =0 () — —f(x) si f(x) <0
f(x){o S f(x) <0 y f(x) = 0 S F(x) >0

Observe que tanto f* asi como f~ son ambas no-negativas. A f' y f~ se les llaman la
parte positiva y la parte negativa de f, respectivamente. El valor absoluto de f se define
entonces como |f| = fT + f~. Finalmente, la proyeccién de X x Y sobre X es la aplicacion
pry : X xY — X definida por pry(x,y) = x para todo (x,y) € X x Y. Similarmente, la
proyecciéon de X x Y sobre Y esla aplicacién pry : X x Y — Y definida por pry(x,y) =y para
todo (x,y) € X x Y.

Definicién 1.1.11. Sea X un conjunto no vacio. Una relacion de equivalencia sobre X es una relacion
binaria R sobre dicho conjunto que es

(a) reflexiva: x Rx para todo x € X,
(b) simétrica: xRy = yRx, para todo x,y € X, y
(c) transitiva: xRy y yRz = xRz, para todo x,y,z € X.
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Frecuentemente usaremos el simbolo ~ en lugar R. En consecuencia, escribiremos x ~ y en
lugar de xRy y diremos que x y y son ~ equivalentes. La clase de equivalencia de x médulo
~ es el conjunto

Cx ={yeX:x~y}

Observe que cualesquiera sean x,y € X, se verifica que C;, = C; o bien C; N C, = @. Més aun,
puesto que x € C, para todo x € X, resulta que las clases de equivalencias forman una particiéon
de X, es decir, X = [J,x Cx. Al conjunto

X/~ = {Cy: xe X},

se le llama el cociente de X por la relacion ~.
La funcién Q : X — X/~ definida por Q(x) = C, para cada x € X, es claramente sobreyec-
tiva y se le llama la aplicacién cociente o canénica sobre X.

1.1.3. Familias Indexadas. Productos Cartesianos

Todo conjunto no vacio X puede ser considerado como una familia indexada por sus propios
elementos, es decir, X = {z, : x € X}, donde z, = x para cada x € X. Con frecuencia, resulta
mas practico y til, asignarle a cada elemento x € A una etiqueta distinta. Un modo de hacer
esto es el siguiente: se considera un conjunto no vacio I (cuyos elementos llamaremos indices) de
modo que exista una aplicacion biyectiva x(-) : I — X. La imagen de cada elemento « € I por
medio de x(-), es decir, x(a), se denotard por x, y entonces el conjunto X se identificard con
{xy : & € I}, al que denotaremos por el simbolo (x,)se; y se dird que X estd indexado por el
conjunto I. Cuando I es un conjunto dirigido, es decir, cuando sobre I existe una relaciéon =<
entre sus elementos verificando la propiedad: cualesquiera sean «, B € I, existe un ¢ € I tal que

a <X¢ y g =¢,

entonces diremos que (x;)scr es una red en X. Cuando I = 1IN, entonces diremos que (x,)S_;
es una sucesién en X.

En general, si A es una familia de conjuntos y si suponemos que I es un conjunto no vacio
y x(-) : I — A es una aplicacién biyectiva, entonces la coleccién A se identifica con la familia
de conjuntos {A, : « € I}, lo que frecuentemente escribiremos como A = (Ay)sc;. En este
caso, la unién de los elementos de la familia A se escribird como |J,.; Ax en lugar de (J 4 A,
y lo mismo para la interseccién. Si I = IN, entonces a la familia A = (A,);’; se le llama una
sucesion de conjuntos. Si A = (Ay)qer es una familia de conjuntos donde I es un conjunto
dirigido, entonces diremos que (Ay)se; es una red de conjuntos. La red (Ay)yer se llama
creciente (respectivamente, decreciente) si A, C Ag (respectivamente, A, 2 Ap) siempre que
« = B. Cuando I = IN entonces hablaremos de una sucesién creciente o decreciente de conjuntos.
Si las inclusiones son todas estrictas, entonces diremos que la sucesion es estrictamente creciente
(respectivamente, estrictamente decreciente).

Definicién 1.1.12. Sea (Ay)qer una familia cualquiera de conjuntos. Se define el producto cartesiano
de esta familia como el conjunto de todas las funciones x(-) que tienen dominio I tal que x(x) = x, € A,
para cada « € 1, es to es,

T4« = {x(-):1—> U Aa

ael wel

x(a) = x, € Ay para cada o € I}.



10 Cap.1 Preliminares

Segtn lo expresado anteriormente, podemos también escribir

HA“ = {(x,x)ae[ t Xy € Ay paracadaw € I}.

wel

Si cada conjunto A, es no vacio, entonces toda funcién x € [[,.; Ax es llamada una funcién
de eleccién para la familia (Ag)qser. Si ocurre que todos los A, son iguales, digamos, A, = A
para todo a € I, entonces el producto cartesiano [[,.; A« se denotard brevemente por Al. En
el caso particular en que I = {1,...,n} para algtin n € N, escribiremos A" en lugar de A’. En
general, escribiremos [];;_; A, como sinénimo de [, cp An- El conjunto K" es llamado el espacio
Euclidiano de dimensién n (o n-dimensional). Observe que si X es un conjunto arbitrario,
entonces R¥X constituye el conjunto de todas las funciones f : X — R. De interés es el producto
cartesiano [],"; A, donde A, = {0,1} para todo entero n > 1. A éste producto lo denotaremos
por 2NN, el cual consiste de todas las sucesiones (x,)®; donde cada x, € {0,1}. Finalmente,
para cada B € I se considera la aplicacion pg : [[,c; Ax — Ap definida por pg((xa)ac1) = xp. A
pp se llama la B-ésima proyeccién. Claramente pg es una aplicacion sobreyectiva.

Si (Aa)aer ¥ (Bg)pes son familias de conjuntos, entonces el producto de sus uniones e inter-
secciones satisfacen:

<UA,X>><<UB[;>: L AexBg

ael (wB)elx]

<ﬂAa>x<ﬂBﬁ>: (] A« x B

acl Bej (a,B)elx]

1.2. Conjuntos Numerables y otros mds Numerosos

En esta seccion introduciremos un método para “comparar” el “niimero” de elementos que
poseen dos conjuntos. Esto se hara a través de la nocién de cardinalidad. Posteriormente, si los
conjuntos poseen un cierto “orden”, entonces, ademds de comparar el nimero de elementos que
ellos poseen, también estaremos interesados en preservar la “posiciéon” que ellos ocupan en cada
conjunto. Comenzaremos con la nocién de “igual de ntiimeros de elementos” entre dos conjuntos.

En el afio 1874 Cantor demostré que existia una correspondencia uno-a-uno entre IN y el
conjunto de los ntiimeros algebraicos (en realidad fue Dedekind quien lo hizo). Posteriormente,
demuestra que no existe correspondencia uno-a-uno entre IN y el conjunto de los ntimeros reales.
Estos hechos le permitié considerar la existencia de una correspondencia uno-a-uno como un
criterio para comparar el tamafio de dos conjuntos.

Definicién 1.2.1. Dos conjuntos A y B se dice que son equipotentes, o biyectables, si existe una
funcion biyectiva f : X =Y.

Escribiremos A ~ B para abreviar la expresion “ A y B son equipotentes”. Esta relacion,
evidentemente, nos muestra que los conjuntos A y B poseen el “mismo niimero de elementos”. Esta
idea permite que intentemos asignar a cualquier conjunto A un objeto de la Teoria de Conjuntos,
al que llamaremos nimero cardinal y denotado por card(A), de modo que

X~A <& card(X) = card(A).
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Una motivacién para esto es observar, usando la nocién de conjuntos equipotentes, que:
(a) A =~ A para cualquier conjunto A,

(b) si A~ B, entonces B A y

(c) si A~ By B~ C, entonces A~ C

Notese que la relaciéon ~ se comporta como una relacién de equivalencia sobre la coleccion U de
todos los conjuntos. Sin embargo, como i no es un conjunto y puesto que la definiciéon de
relaciéon de equivalencia, Definicién 1.1.11, se formulé sélo para conjuntos, tropezamos con un
serio problema: ~ no es una relacion de equivalencia sobre . ;Cémo resolver este impasse? Uno
puede intentar manejar esta situacion definiendo el cardinal del conjunto X del modo siguiente:

card(X) = Cx
donde Cx = {A € {: A = X}. Observe que con esta definicién
X~A <& card(X) = card(A).

Sin embargo, como estamos trabajando en la Teoria de Conjuntos basada en la axiomética de ZFC,
resulta que tal definicién no es apta desde nuestro punto de vista ya que card(X) debe ser un
conjunto y no tenemos certeza de que Cx lo sea. ;Cémo definir, entonces, la cardinalidad de un
conjunto en nuestra teoria? Pues bien, para dar una definicién precisa de cardinalidad debemos
apoyarnos en el Axioma de Eleccién y la Teoria de Ordinales que desarrollaremos brevemente en
el préximo capitulo. Sin embargo, para ciertos tipos de conjuntos podemos aproximarnos a una
tal definicion.

Definicién 1.2.2 (Bolzano). Diremos que un conjunto A es finito si ocurre que A = &, o existe
un n € N tal que A ~ {1,2,...,n}. En este caso se dice que A tiene n-elementos y escribiremos
card(A) = n.

Es importante destacar que en base a esta definicién se tiene que: si A y B son conjuntos

finitos, entonces:
Ax~B <& card(A) = card(B)

Notese que si A y B son conjuntos finitos con card(A) = m, card(B) = n y, ademds, m # n,
entonces A % B. Esta observacién nos dice, en particular, que un conjunto finito no puede ser
equipotente a ningiin subconjunto propio de si mismo.

Definicién 1.2.3 (Bolzano). Un conjunto A se llama infinito si él no es finito. Un conjunto infinito A
se dice que es numerable si A ~ IN, en caso contrario diremos que A es no-numerable. La expresion
“A es a lo mds numerable” significa que A, o es finito, o es infinito numerable.

Fijemos un conjunto A y sea
Bi(N,A) = {f:IN — A| f es biyectiva}.

Con la notacién anterior, nuestra definicién de conjunto numerable se puede expresar de esta
forma:
A es numerable si, y solo si, Bi(IN, A) # @.
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Es importante observar que si A es numerable, entonces siempre podemos hacer una lista infinita
de sus elementos y escribir a A, por ejemplo, como A = {ay,4az,43,...}. En efecto, basta elegir
cualquier funcién f € Bi(A,IN) y luego definir a, = f(n) € A para cada n € IN. Notese que al
ser f inyectiva, todos los a, so distintos dos a dos y puesto que ella también es sobreyectiva, cada
elemento de A es de la forma 4, para un tnico n € IN. En este caso diremos que {a1,ay,4a3, ...}
es una enumeracion de A. Por supuesto, A puede ser enumerado de muchas formas diferentes pues
ello depende de la eleccién de la funcién f en Bi(A,IN). Por otro lado, decir que un conjunto A
es no-numerable significa que A es infinito y no existe ninguna biyeccion de A en IN, lo que también
se puede expresar en la forma:

A es no-numerable si, y sélo si, A es infinitoy Bi(IN, A) = @.
Un principio que es fundamental en matematicas es el siguiente:

Definicién 1.2.4 (Principio del Buen-Orden). Si A es cualquier subconjunto no vacio de IN, enton-
ces A posee un primer elemento, esto es, existe un ng € A tal que no < n para todo n € A.

El Principio del Buen-Orden es el responsable del siguiente hecho: cualquier subconjunto de
IN es a lo mas numerable.

Teorema 1.2.5. Si A es un subconjunto no vacio de IN, entonces A es a lo mds numerable. En
particular, si A es infinito, entonces él se puede representar por medio de una sucesion estrictamente
creciente, es decir, A = {m, : n € N}, donde

mp < mp < mzg < -0 < My < -

Prueba. Si A es finito, la conclusién es obvia. Suponga entonces que A es infinito. Puesto que
A es no vacio, el Principio del Buen-Orden garantiza que A posee un primer elemento, es decir,
existe un m; € A, tal que

my; < a paratodo a € A.

Ahora bien, como A es infinito, el conjunto A; = A\ {m;} es no vacio y, de nuevo, por el
Principio del Buen-Orden, existe un my € A; tal que

my < a paratodo a € Aj.
Por supuesto, como m; ¢ Aj, resulta que
m < mp.

Sea Ay = A1\ {ma} = A\ {my,my}. Entonces A, es no vacio y se repite, como antes, el
procedimiento anterior para hallar un m3 € A, tal que

my < mp < ms.

En definitiva, teniendo en cuenta que A es infinito, podemos continuar indefinidamente con el
argumento antes descrito para concluir que el conjunto A se puede escribir en la forma A =
{m, :n € N}, donde

m < mpy < mzg < -0 < My < .-

La aplicaciéon f:IN — A definida por f(n) = m, es claramente biyectiva y termina la prueba.ll
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Algunas consecuencias inmediatas que se obtienen de la definicién de conjuntos infinitos son
las siguientes: Sean A y B conjuntos no-vacios.

(Nuj) Si A es a lo mds numerable (respectivamente, no-numerable) y B es equipotente con A,
entonces B es a lo mds numerable (respectivamente, no-numerable). Esto sigue del hecho de que la
composicién de dos funciones biyectivas es biyectiva.

(Nup) Si A es numerabley B C A, entonces B es a lo mds numerable. En efecto, la numerabilidad
de A nos garantiza la existencia de una funcién biyectiva f : A — IN. El conjunto A’ = f(B) C
N es, por el Teorema 1.2.5, a lo més numerable y, en consecuencia, la funcién g: B — A’ definida
por g(b) = f(b) para todo b € B es biyectiva. El resultado ahora sigue de (Nuy).

(Nuz) Si A es no-numerable y A C B, entonces B es no-numerable. Es consecuencia de (Nuy).

El siguiente resultado nos provee de una caracterizacién muy ttil de los conjuntos numerables.

Teorema 1.2.6. Sea A un conjunto infinito. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A es numerable.

(2) Existe una funcién sobreyectiva f: IN — A.

(3) Existe una funcién inyectiva g: A — N.

Prueba. (1) = (2). Suponga que A es numerable y escoja una funcién f € Bi(IN, A). Puesto
que f es sobreyectiva, (2) sigue.

(2) = (3). Suponga que f:IN — A es una funcién sobreyectiva y observe que f~!({a}) # @
para todo a € A. Puesto que f!({a}) C IN el Principio del Buen-Orden nos garantiza que
min f~1({a}) existe y es tnico. Esto permite definir la funcién g: A — IN por

g(a) = minf1({a}) paracada ac A.

Veamos ahora que g es inyectiva. En efecto, suponga que 4,4 € A con a # a’. Entonces

f'{a})nf1({a'}) = @, lo cual implica que min f~1({a}) # min f~1({a'}). Por esto g(a) #
g(a’') y g es inyectiva.

(3) = (1). Suponga que g : A — N es una funcién inyectiva. Puesto que A es infinito y
g(A) C N, resulta que g(A) también es numerable. Sea h : g(A) — IN una biyecciéon. Teniendo
en cuenta que g: A — g(A) es una biyeccion, se tiene que f = ho g es una biyeccion y termina
la prueba. n

Siguiendo la tradicion, usaremos el simbolo Ry para designar el niimero de elementos de IN, es
decir, escribiremos
card(IN) = No.

La cardinalidad de un conjunto numerable se puede definir sin ambigiiedad del modo siguiente:

Definicién 1.2.7. Si A es cualquier conjunto numerable, definimos la cardinalidad de A por

card(A) = Ny



14 Cap.1 Preliminares

Observe que, similar al caso finito, si A y B son conjuntos numerables, entonces
A~B <& card(A) = card(B).

¢Como definir card(A) si A es no-numerable? Pues bien, es aqui donde se presenta el meollo
del asunto. A diferencia de la familia de los conjuntos numerables en donde existe un tnico
objeto, Ny, que los identifica a todos, en el caso de la coleccién de los conjuntos no-numerables
no hay tal objeto. En realidad, existe una cantidad infinita de “objetos” en orden “estrictamente
creciente” para conjuntos no-numerables. Sin embargo, la relacién anterior permite que podamos
introducir una definicién (incompleta) de cardinalidad del modo siguiente:

Definicién 1.2.8 (incompleta). A cada conjunto A se le asigna un iinico objeto, al que llamaremos la
cardinalidad de A, card(A), tal que:

A~B <& card(A) = card(B).

El problema con esta definicién es que no se especifica qué cosa es card(A) o como se escoge
y, por lo tanto, se le considera incompleta. Mds adelante veremos, cuando hallamos introducido
la nocién de miimero cardinal, que ésta definicién incompleta es, en realidad, una buena definicién,
es decir, usando el Axioma de Eleccién y la Teoria de Conjuntos Bien-Ordenados se demuestra
que existe una operacién que es compatible con la relacién ~.

Teorema 1.2.9. Sean A y B conjuntos no vacios con A finito y B numerable. Entonces AU B es
numerable.

Prueba. Es suficiente suponer que A y B son disjuntos. Siendo A finito, existe un n € IN y
una funcién biyectiva f : N, — A, donde N, = {1,2,...,n}. Similarmente, existe una funcién
biyectiva g : N — B. Considere la funcién

h:IN\N, - N
definida por
h(i) = i—n, paratodo i€ IN\N,.

Claramente /i es biyectiva. Finalmente, la funcién ¢ : N — A U B definida por

oy, = fr gy, = 80

n

es biyectiva y termina la prueba. n

Uno de los resultados fundamentales acerca de la nocién de conjuntos numerables es el si-
guiente el cual se puede demostrar por del medio del genial Método de la Diagonal de Cantor.

Teorema 1.2.10. Sea (A,)$_, una coleccién infinita numerable y disjunta de conjuntos a lo mds nu-
merables. Entonces | J;,_ An es numerable.

Prueba. En vista del Teorema 1.2.9 es suficiente suponer que cada A, es infinito numerable.
Puesto que cada conjunto A, es numerable, podemos hacer una lista de sus elementos, por
ejemplo, del modo siguiente:

An = {an]- : ]:1,2,}
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Disponga ahora todos los elementos de cada uno de los conjuntos A, en el siguiente arreglo ma-
tricial infinito (los puntos suspensivos indican que las sucesiones se prolongan indefinidamente
a la derecha y hacia abajo):

A1 an a4 a3

Ay a; axp ax

A3 a3 axm as

An Apl An2  an3

y haga una lista de ellos siguiendo las diagonales sucesivas come se muestra en la figura adjunta:

a1 —4aip a13—0ai4
S S S
a1 dxp a3 dp4
\ 7
az1 4zp a3 34
/
ag1 442 A43 a4

|

Ahora bien, como la coleccién (An):;1 es disjunta, resulta que los ajj son todos distintos entre
si, lo cual permite que se pueda establecer una correspondencia biunivoca entre N y |, A,
tal como se muestra en la figura adjunta.

a1 A1z dp1 431 dxp A13 d14 A3 d3p 4]

T+ttt 1+ rr 1t 1t 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Esto establece la numerabilidad de | J;_; A, y termina la prueba. n

La demostracién del resultado anterior posee una pequefia sutileza que con mucha frecuen-
cia pasa desapercibida. En efecto, aunque dicha prueba pareciera, en una primera mirada, ser
constructiva, ella no lo es. La razén es la siguiente: considere la coleccién

B = {Bi(N,A,) : n € N}.

Como cada conjunto Bi(IN, A,) es no vacio, podemos seleccionar una funcién f, en él para
producir la enumeraciéon de A,, es decir, como la eleccién es arbitraria, esto nos indica que
existen muchas maneras de enumerar los elementos de A,. Una vez que los conjuntos A, han
sido expresados en la forma A, = {an]- cj=12,... }, el resto de la prueba es, efectivamente,
constructiva. Sin embargo, como acabamos de ver, para poder elegir una funcién en cada uno de
los conjuntos Bi(IN, A,) debemos hacer uso del enigmatico y necesario Axioma de Eleccién, en
su version numerable, que discutiremos un poco més adelante.



16 Cap.1 Preliminares

Corolario 1.2.11. Sea (A;)$_, una familia infinita numerable de conjuntos numerables. Entonces para
cualquier entero k > 2,

k
L A y 1A
n=1
son numerables. Mds aun, si A es cualquier conjunto numerable, entonces
Pin(A) = {F C A : card(F) es finito}
también es numerable.

Prueba. Si la sucesion (A :):1 es disjunta, el resultado sigue del teorema anterior. Suponga

")
., [es) .. . . o ..
entonces que la sucesion A”)nzl no es disjunta y considere la sucesién (Bn)n:1 definida por:

B = A y Bn:An\(Alu---UAn_l) para n > 2.

Es claro que dicha sucesion posee las siguientes propiedades: (i) cada B, C A, y, en consecuen-
cia, es a lo mds numerable, (ii) la familia (B,) ~, es disjuntay (iii) Uy, By = Uj-; An. Se
sigue del Teorema 1.2.10 que |J;,_; A, es numerable.

Para demostrar H’;Zl A,) es numerable, es suficiente comprobar que IN x IN es numerable.
Veamos esto. Para cada n € IN escribamos A, = {(m,n) : m € IN}. Puesto que los conjuntos
A, son infinitos y disjuntos dos a dos, el Teorema 1.2.10 nos garantiza que |J;;_ ; A» = N x N es
numerable.

Finalmente, para verificar que Pg,(A) es numerable, suponga que A es un conjunto nume-
rable y sea A = {ay,a2,...} una enumeracién de A. Para cada n € IN, considere el conjunto

Ay = P{m,...,an}) = {F: FC{a,...,ax}}.

Claramente A, es finito y, por consiguiente, | J;"_; A, es numerable. Observe ahora que

U An = inin(A)
n=1

y termina la prueba. n

Tal vez el lector sienta curiosidad en saber por qué, en el Corolario 1.2.11 (b), no se incluyé
la afirmacién: el producto numerable de conjuntos numerables es numerable. La razén es simple: tal
afirmacion es falsa. Por ejemplo, si tomamos A, = {0,1} para todo n € IN, entonces, como
veremos mas adelante, [, Ay, = 2N es no-numerable.

Un hecho fundamental que se deriva de la parte (a) del Corolario 1.2.11 es el siguiente
principio conocido con el nombre de:

Principio del Palomar c-Infinito (PP.). Sea A un conjunto no-numerable. Si todos los
elementos de A se distribuyen en una coleccion a lo mds numerable (Ay) :;1 de conjuntos, entonces
existe al menos un conjunto, digamos Ay, que contiene una cantidad infinita no-numerable de
elementos.
Si en el principio anterior el conjunto A es infinito numerable y si consideramos sélo una co-
leccion finita {A1, Az, ..., Ay} de conjuntos, se tiene esta otra version infinita del Principio del
Palomar.
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Principio del Palomar Ro-Infinito (PPy,). Sea A un conjunto infinito numerable. Si todos
los elementos de A se distribuyen en una coleccion finita {A1, Az, ..., An} de conjuntos, entonces
al menos uno de los conjuntos, digamos A;,, debe contener una cantidad infinita numerable de
elementos.

i()/

Otro hecho interesante que poseen los conjuntos infinitos numerables es que ellos pueden ser
particionados en infinitos conjuntos cada uno de los cuales es infinito numerable. Esta afirmacién
es suficiente demostrarla para INj.

Teorema 1.2.12 (Particién de IN). Existe una sucesion (A, )5, de subconjuntos de o tal que:
(a) cada A, es infinito,
(b) AwNA, = sim#n y

Ny = | An.
n=0

Prueba. Considere, como se muestra en la figura, el siguiente arreglo matricial de [Ny siguiendo
las diagonales:

0 2 5 9 14 20 - Ao

A A A A4

1*-diagonal 1 4 8 13 19 - Aq
S0 ST

2% -diagonal 3 7 12 18 - Ay
v

3%-diagonal 6 11 17 --- Az
v

4% -diagonal 10 16 --- Ay
/

5% -diagonal 15 --- As

Si f(n,i) denotala entrada sobre la n-ésima fila y la i-ésima columna, entonces es facil demostrar
que
. n+i)(n+i+1 .
f(n,i) = ( )(2 ) + i
para todo n,i € INg. En efecto, observe que para cada k > 1, existen k +1 elementos en la
k-ésima diagonal. De aqui se sigue que, para cada m > 1, el nimero total de elementos que se
encuentran por arriba de la m-ésima diagonal es:

3
-

m
O k=1

=~
I

Por consiguiente, si denotamos por f(m,0) la entrada inicial sobre la m-ésima diagonal, tendre-

mos que
_ m(m+1)
fom0) = "L,
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la cual también se cumple si m = 0. Sean ahora n,i € Ny con n+i > 0. Entonces f(n,i) estd
enla (n+i)-diagonal y es el i-ésimo elemento en dicha diagonal comenzando desde f(n +1i,0).
De alli que, tomando m = n +i en la igualdad anterior resulta que

n+i)(n+it1)

5 + 1.

fni) = fnti0) +i = ¢

La sucesion (Ay)5, definida por A, = {f(n,i) : i € No} paracada n € Ny, cumple con las
propiedades deseadas. n

Ya hemos visto que 2IN ~ IN, es decir, IN contiene un subconjunto propio equipotente con él.
Similarmente, IN =~ Pri(IN), donde Pri(IN) es el conjunto (infinito) de todos los nameros primos.
Tal vez una de las caracteristicas mds sobresaliente que definen a los conjuntos infinitos y que
ningtin conjunto finito la posee viene dado por el siguiente:

Teorema 1.2.13 (Dedekind). Un conjunto X es infinito precisamente cuando X es equipotente a un
subconjunto propio de si mismo.

Prueba. Si X es infinito numerable, entonces (Nuy) nos dice que cualquier subconjunto infinito
de X es numerable y, en consecuencia, equipotente a X. Suponga ahora que X es no-numerable
y sea a; € X. Como X es infinito, X \ {a1} es no vacio. Seleccione a, € X\ {a1}. En general,
sea n € IN con n > 1 y suponga que los términos ay,...,4,—1 han sido escogidos. De nuevo,
como X\ {ay,...,a,_1} esinfinito, elija un a, en dicho conjunto. De este modo se construye un
subconjunto infinito numerable A = {aj,ay,...,a,,...} de X. Puesto que X es no-numerable,
se sigue del Teorema 1.2.9 que X \ A es infinito. Sea f: X — X definida por

{x six¢g A

Ap+1 six=a, n=1,2,....

f(x) =

Claramente f es inyectiva. Si tomamos Y = f(X), resulta que Y = X\ {41} es un subconjunto
propio de X y se cumple que Y ~ X. Fin de la prueba. u

Del resultado anterior se concluye que:

Corolario 1.2.14. Si X es un conjunto infinito, entonces X contiene una copia de IN, es decir, existe
un subconjunto A de X tal que A ~ IN.

1.2.1. Ejemplos de Conjuntos Numerables

Nuestra definicién de conjunto numerable establece la existencia de una correspondencia bi-
univoca entre el conjunto numerable, digamos A, y IN. Esta definicién, por supuesto, estd atada
a un problema de existencia y, por consiguiente, no siempre es facil determinar una tal biyecciéon
aun estando en conocimiento de que nuestro conjunto es numerable. El siguiente ejemplo expone,
de manera contundente, esta situacion.

(Np) Pri(IN), el conjunto de todos los niimeros primos, es numerable. Existen muchas y varia-
das maneras de demostrar este resultado. La siguiente es la siempre elegante, hermosa, simple
y viejita prueba dada por el propio Euclides. Suponga, para generar una contradiccién, que la
totalidad de los ntimeros primos es finito, digamos

Pri(N) = {p1, p2, ..., Pn}
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y considere el nimero natural g4 = p1p---p, +1. Claramente g4 > p; paratodo i =1,...,n
por lo que g ¢ Pri(IN). Veamos de inmediato que esto conduce a una contradiccién. En efecto,
como ¢ no es un namero primo, resulta, por el Teorema Fundamental de la Aritmética, que
él es divisible por algin p; y como pips---p, también es divisible por p;, tenemos que 1 =
g — p1p2- - pn es divisible por p; > 1 lo cual es imposible. Por consiguiente, nuestro punto de
partida de que Pri(IN) era finito es falsa y, por lo tanto, él es infinito numerable. n

Por siglos el hombre ha intentado, sin éxito (hasta ahora), conocer de algtin medio o férmula
que le permita generar todos los nimeros primos. En el momento en que el hombre esté en
posesion de un tal mecanismo, muchos de los problemas dificiles que aun permanecen confu-
sos y sin resolver en el &mbito de la Teoria de Niimeros se podran aclarar y solucionar (y, por
supuesto, sus tarjetas de créditos y sus cuentas bancarias estarian en peligro). Por tal razén, el
ejemplo anterior nos revela que aunque sepamos que un determinado conjunto es numerable, en
nuestro caso Pri(IN), puede resultar una tarea ardua y tremendamente dificil exhibir una funcién
biyectiva explicita entre dicho conjunto y IN.

(N7) INp es numerable. La aplicaciéon f: IN — Ny definida por
f(n) = n—1 paratodo n €N,
es biyectiva. Esto sigue también del Teorema 1.2.9.

(N2) 2N = {2,4,6,...,2n,...} es numerable. La funcién f :IN — 2IN dada por f(n) = 2n para
todo n € IN es claramente una biyecciéon. Similarmente, el conjunto N, = {1,4,9, ... N2, .. .} es
numerable.

(N3) Z es numerable. En efecto, la funcién f : Z — IN definida por

fn) = {2n sin=1,2...

1—-2n sin=0,-1,-2,....
es biyectiva.

(Ng) IN" y Z" son numerables para cada n € IN. Esto es consecuencia de (b) del Corola-
rio 1.2.11. Por lo tanto,
card(N") = card(Z") = N

para cualquier n € IN.

(N5) Q es numerable. Recordemos que

Q = {% : m,neZ,n#O}.

Tal vez una de las primeras sorpresas acerca de la numerabilidad de un conjunto lo constituye, sin
duda alguna, el conjunto Q de los ntiimeros racionales. Este conjunto, como sabemos, tiene una
sorprendente e increible propiedad: entre dos niimeros racionales distintos, no importa cuan cercano
estén, existe entre ellos una cantidad infinita numerable de racionales distintos. Este hecho pudiera hacer
pensar que Q es “mas numeroso” que IN: entre dos niimeros naturales distintos habitan, a lo sumo,
solo una cantidad finita de niimeros naturales, pero infinitos racionales. Y, sin embargo, como veremos
de inmediato, ambos conjuntos IN y Q son equipotentes.



20 Cap.1 Preliminares

Una manera simple de demostrar la numerabilidad de Q, usando el Teorema 1.2.6, es consi-
derar la aplicacion f : Z x N — Q definida por

f(m,n) = % para todo m € Z, n € N

la cual es claramente sobreyectiva. En efecto, como Z x IN es numerable, escoja una funciéon
biyectiva ¢ : N — Z x IN. Se sigue entonces que la composiciéon f o g :IN — Q es sobreyectiva
y entonces el Teorema 1.2.6 termina la prueba.

Existen, por supuesto, muchas otras formas distintas de demostrar que Q es numerable. En
los siguientes ejemplos veremos algunas maneras diferentes y, a veces sorprendentes, de contar
a Q. También, el articulo de David M. Bradley, Counting the Positive Rationals: A Brief Survey,
disponible en Internet, contiene otros ejemplos que ilustran la numerabilidad de Q.

(N2) Numerabilidad de Q segtin Cantor (1873). Puesto que Q = Q~ U {0} UQ*, donde Q* =
{7€6Q:9>0 yQ ={7€Q:q <0}, es suficiente demostrar que Q" es numerable.
Es importante destacar que, para contar a Q*, sus fracciones deben estar escritas en forma
irreducibles, esto quiere decir que, si m/n € Q*, entonces m y n son primos relativos. Denote
por Q;rrre las fracciones de QT que son irreducibles. Sea A; = IN y para cada entero n > 2,

considere el conjunto
n—1

m
A, = {;eQ;re : mEIN}\kL_JlAk.

Como los conjuntos A, son disjuntos dos a dos y cada uno de ellos es numerable, se sigue
entonces del Teorema 1.2.10 que J;_; Ay, = Q;, es numerable. Esta es la demostracion cldsica
de que QT es numerable dada por G. Cantor en 1873. En efecto, Cantor dispuso los elementos
de cada conjunto B, = {m/n : m € N}, con n € N, en un arreglo matricial infinito como se
sugiere en el grafico adjunto y luego seleccioné las fracciones que alli aparecen, siguiendo las
diagonales, pero teniendo la precaucién de omitir todos aquellas fracciones que ya habian sido
encontradas en las diagonales anteriores; esto, por supuesto, no es otra cosa que la definiciéon de
los conjuntos A,:

1
B d=1 it f- A
J S S S S
B 1 3 5 A
z ' @ @ z
\ S S S
B 1 2 4 5 A
3 3 3 3 3 3
S S S
B 1 3 5 A
: ' @1 @ ¢ ;
\
B 17 2 3 4 A
5 5 5 5 5 ‘ 5

N

VT
=N
[ [€N]
=l

NI
wIiN
=1

[T
Wl
IS
il
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De esta forma se concluye que Q" es numerable. Aunque tal razonamiento no genera duda
alguna, sin embargo, no es claro determinar, con exactitud, cudl es el nimero natural asignado a
cada fracciéon. Por ejemplo, ja cudl niimero natural corresponde la fracciéon 123/1233211231117
Otra pregunta dificil de responder es: ;cudl es el niimero racional que sigue, usando el argumento
de la diagonal de Cantor, inmediatamente después de uno dado? Por esto, el procedimiento
sugerido por Cantor, si bien “cuenta a todos los ntimeros racionales positivos” no permite, de
manera explicita, establecer cudl es ntimero natural que corresponde a cada fracciéon en Q.

Se sigue de (b) del Corolario 1.2.11 que Q" es numerable para todo entero n > 1.

(N2) Numerabilidad de Q segiin Lauwerier (1991). La idea de Hans Lauwerier consiste en hacer
una lista de los nimeros racionales en (0,1] comenzando con la fracciéon 1/1 y considerando,
para cada n € IN con n > 2, todas las fracciones m/n escritas en forma irreducibles que
satisfacen la condicion 1 < m < n. Coldéquelas en orden creciente segin su denominador, es
decir:

111 2.1 3 1 2 3 4 1 5 1 2 3 4 5 6
6 7

1" 22 3 3 4 4 5 5 5 5 ¢

Para completar la lista de los racionales en Q;rrre, intercale, entre dos fracciones consecutivas,

todos los reciprocos de las fracciones aparecidas en la lista anterior comenzando con la fraccién
1/2:

1 2
1 7 7 7

7 7 7

3 1 2 4 1 4 3 5
1 1

2 ! 3.5 1
7 4/ 3/ 4/ 1/ 5/

3
Y 5

1 3 5 205
Y 2 2 5 3

De esta forma se cuentan “todos” los racionales en Q; .. Otra manera muy similar de contar
a Q" es agrupar sus fracciones segtin la suma de su numerador y su denominador: primero la

fraccién cuya suma es 2, entonces se agrupan aquellas cuya suma es igual a 3, y asi sucesivamente.

rotb2 s 1234 15 123456
1 7 2/ 1/ 3/ 1/ 4/ 3/ 2/ 1/ 5/ 1/ 6/ 5/ 4/ 3/ 2/ 1/

Observe el gran parecido de la sucesién de Lauwerier con la sucesiéon de Cantor dispuesta
siguiendo las diagonales.

(N%) Numerabilidad de Q segiin S. Abbott. Una idea muy similar a la Lauwerier es la dada por
S. Abbott (véase, por ejemplo, [1], pag. 24). Para cada n € IN, considere el siguiente conjunto:

Ay = {iZGQirre : p,quO,q7&o,p+q:”}'

Una muestra de los elementos de algunos de los conjuntos A, sigue a continuacién:

0 1 1 1 12 2 1 13 3
VR Bl G T (S G PR S St GHD/ PN [ S o
1 {1}/ 2 {1/ 1}/ 3 {2/ 2/1/ 1}/ 4 {3/ 3/1/ 1}

Lo importante es observar que:
(i) cada conjunto A, es finito.

(ii) AwNA, =@ sim#n vy
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(iii) cada namero racional escrito en forma irreducible aparece una, y sola una vez, en exacta-
mente uno de los conjuntos A,.

Resulta de lo anterior que |J;_; Ay, = Q es numerable. Una lista de los elementos de Q es
mostrada abajo, aunque, como en el caso de la matriz de Cantor, puede ser una tarea ardua dar
explicitamente una férmula para dicha correspondencia.

o
UV
\
VI
=N
=N
[l [€N]
—lw

N|—=
N|—
W=
W=

Tttt rr 1t 1t 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(N2) Numerabilidad de Q segiin Sagher (1989). Tal vez un modo mds practico de contar los
nimeros racionales sea considerar el siguiente argumento debido a Yoram Sagher, (Amer. Math.
Monthly, 96(9), 1989). Sea m/n € Qie y suponga que m y n son enteros positivos. El Teorema
Fundamental de la Aritmética nos muestra que podemos expresar, de modo tnico, a m y n en
la forma: ‘ ‘ ‘ ‘
m = py---pf y no=q---q,

dondelos p1,..., Pk 91, .- -,q son nameros primos y los iy,..., i, j1,...,j1 € {1,...,9}. Observe
que debido a que la fracciéon m/n estd en forma irreducible, se tiene que p; # g; para todo i,j.
La funcién de Sagher S : Q — IN que cuenta los racionales es la siguiente: S(1) =1y

m j 2 2j1—1 2j—1
S(;) = p%ll . e pklk . qlh e ql]l .

Es facil establecer que S es inyectiva y sobre. Por ejemplo,
S(1/105) = 105, 8(22/7) = 112-22.71 — 3388,  S(3/5) — ¥ -5 — 45.

Por otro lado, para determinar cudl es niimero racional asociado a un ntimero natural N, expré-

selo, como antes, en la forma N = pj'---p/. Ahora separe los nimeros primos con potencias
pares e impares, esto es,

2 2jn (,2ki—1 2ks—1
N — (pall v pan )(p‘Bll e p‘BS )
y entonces defina
j Jn
S—l(N) _ p0411 " Pay
kl e ks '
P Pps
Por ejemplo: si N = 27-3*.17.72.5, entonces sepérelos como N = 3*.72.27.5.17 y ahora
defina
32 .71
24.51.171°
Aunque la descomposicién de un ntimero entero positivo en factores primos puede ser una
tarea agotadora si dicho niimero es muy grande, no deja de ser interesante la funcién de Sagher,
la cual resulta ser mas atractiva que el procedimiento usado por Cantor a la hora de contar a los
racionales.

STHN) = s71(3*.72.27.5.17) =
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(N2) Numerabilidad de Q usando fracciones continuas. La Teoria de las Fracciones Continuas
anade otra forma de contar los racionales. En efecto, es un hecho bien conocido que cualquier
numero racional p/q admite una inica representacion decimal como una fraccion continua finita de la

forma:

1
Pre g+ /
q

a; +

a, +

1
ap—2 +

ap—1 +

1
a, +1

donde ay,a;,...,a, € N y ap es un entero no-negativo. De alli que si definimos
by = ao+m+---+a, para 0<k<mn,

entonces la aplicacion f : Q — IN dada por
n
-
q k=0
constituye una biyeccién entre Q y IN.

(N2) Numerabilidad de Q segin Kantrowitz (2000). Un principio general descubierto por
Robert Kantrowitz en el afio 2000 (Math. Mag. 73(2000), 40-42) establece que:

Todas las palabras de longitud finita que se pueden formar a partir de un alfabeto finito es
numerable.

Un alfabeto finito no es otra cosa que conjunto finito cuyos elementos, a los que llamaremos
letras, cumplen con la siguiente regla: se permite construir cualquier palabra finita con las letras del
alfabeto colocindolas una delante de la otra. El nimero de letras que contiene cada palabra finita
se llama la longitud de dicha palabra (las letras que aparecen en cada palabra pueden repetirse
tantas veces como se quiera).

Suponga que A es un alfabeto finito con r € IN letras y sea Pal(A) el conjunto de todas las
“palabras” de longitud finita que se pueden formar con el alfabeto A. Para cada n € IN, sea E,
el conjunto de todas las palabras de longitud n. Entonces E, es un conjunto finito con exacta-
mente " palabras, de modo que existe una funcién inyectiva f; de E; sobre el segmento inicial
{1,2,...,r}, una funcién inyectiva f, de E, sobre el siguiente segmento {1+7,2+7,...,r+1r*}
y asi, sucesivamente. Observe que, para cada n > 2, la funcién f, aplica el conjunto E, sobre el
segmento

{I4+r+7+ -+ 24 r+7+ "L v+ ")

de longitud r". De esto se sigue que la coleccion (En):):1 es disjunta y entonces, por el Teore-
ma 1.2.10, el conjunto | J;,_; E, = Pal(A) es numerable.

Ejemplos:



24 Cap.1 Preliminares

(a) Si A ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,/,—}, entonces Pal(A) es numerable. Observe que si m/n
se interpreta como el cociente de ntiimeros naturales y — como el signo menos, entonces Q se
puede identificar con un subconjunto de Pal(A) y, por lo tanto, Q es numerable.

(b) Sea B = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,x,4+,—,(,),\,/} y denote por Q]x] el conjunto formado
por todos los polinomios en la variable x con coeficientes racionales. Puesto que Pal(B) es
numerable y Q[x] es un subconjunto de Pal(B), resulta que Q[x] es numerable. Por ejemplo, el
polinomio x> — %xz + 2 puede ser representado por la palabra x A3 — (4/5)x A2+ 2.

(N§) Numerabilidad de Q segtin Calkin-Wilf (2000). Una manera muy elegante de contar los
elementos de Q' fue la que propusieron Neil Calkin y Herbert Wilf en el afio 2000 (véase, por
ejemplo, [2], p. 104-108) que consiste de la siguiente sucesién, respetando el orden en que estan
dispuestos sus términos:

CW

~

—1 N
—1 W
W =
Q1] W
NIl
QN
QW U1
|
S

1
I4I

W
N W
WIN

=] =
<
N =
<

Lo primero que llama la atencién en esa lista es que:

(CWy) El denominador de cada fraccién en la lista CW es el numerador de la siguiente fraccion. Esto sig-
nifica que el n-ésimo ntiimero racional en la lista CW se puede expresar en la forma b(n)/b(n+1),
n=20,1,2,..., donde b es una exquisita y elegante funcion de IN en IN que cuenta, para cada
n € IN, el nimero de formas, o maneras, de escribir el entero n como suma de potencias de
2 pero imponiendo la siguiente restriccion: cada potencia debe ser usada a lo sumo dos veces. Por
ejemplo, partiendo de b(0) = 1, tenemos que

b(1l) =1 pues 1=2

b(2) =2 yaque 2=2'=20420,

b(3) =1 pues 3=2'4+2°

b(4) =3 yaque 4=2*=2'4+21=21420420
b(5) =2 pues 5=22420=21421 420

Pero, ;c6mo se construye tan extrafia y afortunada lista? La forma mds simple de construir la
lista CW es a través del asi llamado arbol de Calkin-Wilf, que consiste en aplicar las siguientes
dos reglas sencillas:

(CW1) 1 es el tope del drbol.

(CW2) Cada vértice (o nodo) es un niimero racional ™ que posee dos ramas: la rama izquierda que se

. m . . m+n
define por 7., mientras que la rama derecha viene dada por .
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m Nivel
/ "N\

m?—n m;n / Nl
! No

N,
3 2 N3

/N /N

> Ny

AAWAWA AN AN

Arbol de Calkin-Wilf

Observe que si x = m/n, entonces sus ramas izquierda y derecha se pueden escribir, respectiva-
mente, en la forma:

m
m n X m+n m
m+n m,n x+1 Y n n T *
non
Notese también que si m/n es la rama izquierda de algtn vértice p, entonces m <ny p = .

m—n
n -

Similarmente, si m/n es la rama derecha del vértice g, entonces m >n y q =

m>n= g="22 p=-"- = m<n

La lista CW se genera, siguiendo el arbol de Calkin-Wilf, del modo siguiente: coloque la fracciéon
del nivel 1 en el primer lugar y continte colocando, de izquierda a derecha, las fracciones de los
niveles siguientes separadas por comas.

Algunas de las formidables e increibles propiedades que posee el arbol de Calkin-Wilf son
mostradas a continuacion.

(CW3) Todas las fracciones que aparecen en el drbol de Calkin-Wilf son irreducibles, es decir, pertenecen
a Q;r_re‘

Prueba. Es claro que }, la primera fraccién en el tope del drbol, estd en forma irreducible. Su-
ponga, para generar una contradiccion, que alguna fraccion en el drbol, digamos m/n, no esta
en forma irreducible. Esto significa que existe algtin entero k > 1 tal que

m = km' y n = kn'
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con m’,n" € IN. Para fijar idea, suponga también que m/n aparece en el nivel N; y que todas
las fracciones por encima de dicho nivel estan en forma reducida. Por supuesto, la fracciéon m/n
proviene de un vértice p/q que estd en el nivel N;_; y, por consiguiente, estd, por hipétesis, en
forma reducida. Si m/n esla rama izquierda de p/g, entonces

p _m km'

q n—m  k(n'—m')’
contrario a nuestra suposicion. De forma similar, si m/n es la rama derecha de p/g, entonces

p _ m—n k(m" —n")
q n kn' 7

obteniéndose de nuevo una contradiccién. Esto prueba nuestra afirmacion. n

Otra forma de demostrar lo anterior es observar que si m y n son primos relativos, también
loson m y m+n, asi como también, n y m + n.

(CWy) Cualgquier fraccién en Q;f,, aparece en el drbol, es decir, pertenece a CW.

Prueba. Suponga que la conclusién es falsa, es decir, que existe al menos una fraccién irreducible
en Q7 que no estd en CW. Denote por R el conjunto de todas las fracciones irreducible en Q*
que no aparecen en el arbol. Nuestra hipoétesis nos dice que R # &. De todas las fracciones que
estdn en R hay, al menos una, cuyo denominador es el mds pequefio: denételo por n y retna a
todas esas fracciones en un conjunto R,. De éste tltimo conjunto de fracciones existe al menos
una cuyo numerador es el mds pequefio: designe a esa fraccion por m/n. Observe que:

(i) Si m > n, entonces (m —n)/n € R. En efecto, si (m —n)/n ¢ R, entonces dicho elemento
estarfa en CW y, en consecuencia, sus dos ramas (m —mn)/m y m/n también estarian en CW
lo cual es imposible por la eleccién de m/n. Ahora bien, el hecho de que (m —n)/n € Ry
m —n < m nos revela la existencia de un elemento en R cuyo numerador es menor que m, lo
que de nuevo conduce a una contradiccién por la eleccion de m/n.

(ii) Similarmente, si m < n, entonces m/(n —m) € R lo que conduce, razonando como en el

caso anterior, a una contradiccion. La conclusién es clara: R = @ y con esto finaliza la prueba de
(CWy). |

(CWs) Cada fraccién en el drbol aparece una, y sola una, vez.

Prueba. Observe, en primer lugar, que 1/1 aparece una sola vez en el drbol ya que cada rama
izquierda, digamos m/(m +n) es menor que 1 y cada rama derecha (p+¢)/n es mayor que 1
cualquiera sea el vértice m/n. Suponga ahora que existe al menos una fracciéon en el arbol que
aparece, por lo menos, dos veces y sea R el conjunto de tales fracciones. Como antes, sea R;
el subconjunto de R formado por las fracciones que tienen el denominador mas pequefio y, de
estos ultimos, sea m/n el elemento de R; que posee el numerador mds pequerio.

(i) Si m < n, entonces m/n es la rama izquierda de al menos dos vértices, digamos p y g.

PN

n n
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De aqui se sigue que
m

p: :q/

n—m

y, por lo tanto, la fracciéon m/(n —m) se repite mds de una vez. Esto prueba que m/(n—m) € R
y como su denominador es menor que n se obtiene entonces una contradiccién con la elecciéon
de m/n.

(ii) Si m > n, entonces un razonamiento similar al anterior conduce de nuevo a una contradic-
cién. Por consiguiente, R = & y termina la prueba. n

Las afirmaciones (CW3), (CW4) y (CW5s) se combinan para obtener una biyeccion entre IN y
CW = Q" como se muestra en la figura adjunta:

—_
N—
N
W=
NI
WIN
w
NN
(SIS
U1l

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

El lector tiene todo el derecho a preguntarse: bueno, y ;cudl es, explicitamente, la biyeccion entre
IN y Q"? La respuesta es facil si podemos determinar, cada vez que elijamos una fraccién en el
arbol, cudl es la fraccién que le sigue. He aqui el modo de obtenerla.

(CWs) Para cada x en el drbol, el siquiente elemento o sucesor viene dado por

1
flx) = 2[x]+1—x"

donde [x] es la parte entera de x.

X

Prueba. Fijemos una fracciéon x = m/n del arbol CW con sus dos ramas 15

muestra en el grafico adjunto.

y x+1 como se

estoes,con x = 2

m
/;\ n / x \
m m+n x

m-+n n x+1 x+1

/ N\

X x4+2
2x +1

De éste diagrama se puede deducir, sin dificultad, que la rama derecha de x es x +1 y que la
rama derecha de x +1 es x + 2, es decir, la segunda rama derecha de x es x 42 y, en general,
la k-ésima rama derecha de x es x + k. Similarmente, la rama izquierda de x es 77 y la rama
izquierda de 17 es 577 vy, en general, la k-ésima rama izquierda de x es 7.

x+1
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Tl x+1
X x+1

1 _ r=

x—|—1+ (x+1)+1

=
=
[=
@

\ /

X x+1
YT xT D1 /W

Veamos ahora cémo obtenemos, dada una fraccién en el drbol de Calkin-Wilf, su sucesora
inmediata. Suponga que nuestra fraccién es la rama izquierda de x = m/n, es decir, la fracciéon
m/(m+n) la cual podemos reescribir en la forma

. X
¥y = 3§71
Resulta entonces que su sucesora es la fraccion
1
x+1 = —,
1-y

lo que nos proporciona una férmula simple para hallar el siguiente elemento en el arbol siempre
que y sea la rama izquierda del vértice x = m/n. Observe que, en este caso, 0 <y < 1y, por

consiguiente, [y] =0, de modo que su sucesor - viene dado por

1 1
O = iy = 1oy

Suponga ahora que y es alguna rama derecha en el &rbol y queremos hallar su sucesora inmediata
f(y) en dicho arbol. Para determinar f(y) debemos, en primer lugar, hallar el primer vértice
del arbol, digamos x, desde cuyas dos ramas y después de k pasos tomando las ramas derechas
de x/(x+1) y las ramas izquierdas de x + 1, respectivamente, conducen a y y f(y) (véase el
gréfico anterior). Se tiene entonces que
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de donde se sigue que [y] = k ya que m/(m+n) < 1y, por lo tanto, " X = y — [y]. De esto

+1
resulta que

x+1 1 1 1

fly) = k(x+1)+1 B k_}_x%rl [y +1— 2% 2y —y+1

la cual representa la hermosa y sencilla férmula descubierta por Moshe Newman en el 2003, a
proposito de un problema formulado por Donald E. Knuth en el 2001.

Definiendo f" = f(f"!) para cada n > 2, donde f! = f, se tiene entonces que

O =1 ) =5 PO =2 0 =5 0=
PO =2 FO =3 o=, FPO=3 0-=2

por lo que la funciéon CW : N — Q™ definida por
CW(n) = f"(0), paracada n €N

es la biyeccion buscada. Observe que determinar el ndmero racional asociado a cada n pue-
de tomar muchisimos pasos (si n es muy grande) ya que la funcion CW es una relacién de
recurrencia. u

(CWy) Otra propiedad notable del drbol de Calkin-Wilf. Otra forma de hallar la n-ésima fracciéon en
la sucesiéon CW es proceder del modo siguiente: exprese a n en su forma binaria, digamos

n = bkzk -+ bk,lzkil 4+ 4+ 02+ by = (bkbkfl .. b]bo)z

y entonces siga el camino de las ramas en el drbol de Calkin-Wilf determinado por los digitos

by, ..., by pero comenzando con la fraccion ¥ como se muestra en el gréfico adjunto. Aqui, b; = 1
k 1

indica que “debes tomar la rama derecha”, mientras que b; = 0 significa que “debes tomar la rama
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izquierda” en cada vértice.

Por ejemplo, si n = 11, entonces como 11 =1 2340-2241-241-20=
la fraccion que corresponde a n = 11 es 3

(e

N[ —

ly :
W\l

Q1w

3

(VZ
/\ /\ /\ /\

: T\Z
Zy ‘E
% /N YN
AVANAWA

(véase el grafico anterior).

(1011), resulta que

(NZ) Numerabilidad de Q segtin Farey. Otro interesante y fascinante modo de contar los ra-
cionales que no se repiten lo constituye la inigualable sucesién de Farey. El conjunto de las
fracciones, o sucesion, de Farey de orden n, denotado por F,, es el conjunto de todas las fraccio-

nes irreducibles en el intervalo cerrado [0,
no exceden a n. Asi,

Por ejemplo,

Observe que:

Peg,
q

F1

R

I3

I

p

€ Qirre, 0<p<g<n.

~

—

~

—

© Mmoo mo

—

|

- Q]

= NI
= WIN
[ =
——

1], colocadas en orden creciente, cuyos denominadores
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(i) F1 CFp, C -+ C F, para cualquier n > 1.

Una de las cosas curiosas que poseen cada uno de los conjuntos ¥, con n > 2 y que fue
descubierta por John Farey en 1816 es que tal conjunto se construye a partir de J,_; copiando,
en primer lugar, todos sus elementos en F, y luego insertando las medianas entre fracciones
consecutivas de J,_; pero solamente cuando los denominadores de tales medianas no excedan
a n. Pero, ;qué son las medianas? El detalle en la construcciéon de los conjuntos JF,, consiste en
una forma muy peculiar de sumar fracciones, llamada la mediana de dos fracciones y definida
del modo siguiente:

Definicién 1.2.15. La mediana de dos fracciones p/q y p'/q’ se define como

PV _prtr
q 4 q+4q

Pues bien, partiendo de las dos fracciones ¢ y 1 se generan, con la ayuda de las medianas,
los conjuntos F, para n > 2. En efecto, I, se construye a partir de J; insertando, entre las dos

fracciones de Fi, la fraccién % la cual se obtiene “sumando” las dos fracciones de F; al estilo

Farey, es decir,

==

- D
N =

— =

WIN
=

= o
Q| =
N[ =

|
b
o

|

Il

|

|
&2
s

|

I

|

Un procedimiento similar se hace para construir F; pero aqui hay que tener la precauciéon de
evitar incorporar medianas cuyos denominadores excedan a 4. Por ejemplo, las medianas

112 1.2 _3

37F2 75 Y 27F3 75
no pueden ser incluidas en F; ya que su denominador excede a 4. Recuerde que, por definicién,
los denominadores de las fracciones de J; no deben ser mayores que 4, por lo que las tnicas
medianas permitidas en J; son

0 1 1 2 1 3

1973 7 1 y 39F1 T 1

Luego, las fracciones que viven en F; son

WIN
==

- o
QW =
N =
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De esta forma se construye, para cada n > 2, la sucesioén de Farey I, a partir de F,_;.

Es importante tener en cuenta el siguiente hecho respecto a las medianas.

(1) Si p/q y p'/q" son dos fracciones arbitrarias con 0 < g

!
< %, entonces

Prueba. El hecho de que g < Z—: nos garantiza que p'q — pq > 0 y, por lo tanto,

/ /P / lq —
p+pr _p _ PY A y p_ptpr _ pPa—pq

a+q q  q(p+q) g q+q q'(p+4q)
Fin de la prueba. n

Esta propiedad era muy bien conocida por Arquimedes y también por algunos geémetras de
la India, lo que hace presumir que tal vez otras personas la conociesen. Ademds, ella fue utilizada
por Nicolds Chuquet en el afio de 1484 para aproximar a /n cuando n < 14.

Observe que, por definicién, los racionales que aparecen en cualquier sucesién de Farey de
orden n estan dispuestos en orden creciente y que, por lo tanto, no es posible que una misma fraccion
en F, aparezca en dos lugares diferentes. Por consiguiente:

Corolario 1.2.16. Cada fraccién irreducible en [0,1] aparece una, y solo una, vez en U:,O:1 F,, es decir,

o]

Qirre N [0/ 1] = U S:n-

n=1
En particular, Qiwe N [0, 1] es numerable.
Prueba. En efecto, si m/n es una fraccién irreducible en (0,1), entonces claramente m/n € &, y

el hecho de que ella aparezca una sola vez es consecuencia de la observacién anterior. Finalmente,
puesto que ;" ; F, es numerable, entonces Qo1 = QN[0,1] es numerable. n

Otra de las propiedades fundamentales que posee cada sucesion de Farey es la siguiente:

(2) Si p/q y p'/q son dos términos consecutivos en F,, entonces

p'q—pql = 1.

Prueba. La demostracién la haremos por induccién sobre n. La conclusién se cumple trivial-

mente si n = 1. Suponga ahora que el resultado es cierto para cualquier par de fracciones

consecutivas en J, y probemos que el resultado también se cumple para F,.1. Suponga que 5
/

y % son dos fracciones consecutivas en F, y escribamos

/
5, = {E ﬂ}
q 4

Por hipétesis, |pg’ — p'q| = 1. So6lamente existen dos posibilidades: que g+ 4" < n+1, o bien,
que g+4q >n+1.
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(a) si q+q <n+1, entonces

an-i—l = { B p+pl P_/ }
q q+q " ¢q

y se cumple que |p(q+49") —q(p+7p')| = |pqg — p'q| = 1. Similarmente,
P'(q+4) —qd(p+p)l = [pd' —plql =1.

(b) si q+q > n+1, entonces Zis// & Fpy1 y, por lo tanto,

P v }
g’n - ceey Ty oo .
+1 { q

Esto nos dice que |pg’ — p'q| =1 y el resultado es vélido para 1. Fin de la prueba.

Q\|"§

n
(3) Toda fraccién de Farey es simétrica respecto a la fraccion 1/2 en el siquiente sentido: cada fraccion
% cJF,conn>2y % # %, posee su simétrica 1 — % € J, y ambas son equidistantes de 1/2.

Suponga que a4, denota el término de J, que ocupa el lugar k contado de izquierda a
derecha, entonces, por ejemplo:

1 2 1

2 3 2
43 = 3, ags = 5z = 1— 7,

y asi con todos los elementos de J,.

Existen hermosas y variadas formas de hacer diagramas con las sucesiones de Farey. Por
ejemplo, comenzando con F3, dibuje un semicirculo de didmetro 1 pasando por los puntos (0,0)
y (1,0). Luego, cuando se haya construido JF,, dibuje dos semicirculos tangentes, ambos de
didmetro 1/2, el primero pasando por los puntos (0,0) y (1/2,0), mientras que el segundo
semicirculo pase por (1/2,0) y (1,0). Contintie construyendo 4, 8, etc. semicirculos pasando
por cada par de puntos consecutuvos de F3, F4, etc. como se muestra en el grafico adjunto.

= O
Q1] —
> =
Q| =
Tl N
N =
U1l W
WIN

1 G
Uil =
[y -
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Las sucesiones de Farey han sido objeto de intensos estudios. Muchas son sus propiedades y
aplicaciones (véase, por ejemplo, [68]). El siguiente es otro caso curioso de lo que se puede hacer
con ellas, la cual fue encontrada en 1938 por Lester R. Ford. En plano y sobre el eje X dibuje,
por cada fraccion p/q € F,, un circulo tangente al punto (p/q,0) y de radio 1/4*. Resulta
que estos circulos, llamados circulos de Ford, tienen la propiedad de que cualesquiera sean las
fracciones consecutivas p/q y p'/q’, los circulos construidos sobre ellos son tangentes (véase la
figura adjunta).

W= 4
all N -
N =
url w -
WIN
IR
Tl
] =

—l o 1
=
N

Nota Curiosa. Un comentario final respecto a las fracciones de Farey. En Londres existio, desde
1704 hasta 1841, una revista llamada “The Ladies Diary”, también conocida como “The Woman
Almanache”, que se dedicaba a mostrar calendarios, acertijos, problemas matemaéticos y otros
“Entretenimientos Particulares, Peculiarmente Adaptados para el Uso y Diversion de la Mujer-
Bella”. En la edicién de 1747 apareci6 el siguiente problema propuesto por ]J. May de Amsterdam:

“Se requiere encontrar (por un teorema general) el niimero de fracciones irreducibles, cada una
menor que la unidad, tal que el denominador mds grande sea menor que 100”.

Este problema permaneci6 sin resolverse por espacio de 4 afios hasta que, en 1751, un caballe-
ro de nombre R. Flitcon dio una solucién satisfactoria: existen 3003 fracciones irreducibles, aunque
no suministré una lista de ellas y, menos aun, una férmula explicita para hallarlos. Correspondié
al matemadtico francés Charles Haros crear una tabla de tales fracciones, la cual fue publicada en el
afio de 1802 en el “Journal de I’Ecole Polytechique” que contenia, ademads, sus respectivas aproxima-
ciones decimales. Para lograr su objetivo Haros tuvo que usar las medianas para su construccion.
Posteriormente, un inglés de nombre Henry Goodwyn, se ocup6 de confeccionar su propia tabla
de fracciones irreducibles cuyos denominadores comenzaban desde 1 y terminaban en 1024, la
cual publicé en la “Royal Society” el 25 de Abril de 1816. No habia transcurrido un mes des-
de su publicacién cuando un gedlogo inglés, John Farey, publicé una nota en “The Philosophical
Magazine and Journal” titulada: “Sobre una curiosa Propiedad de las Fracciones Vulgares”, donde
se percataba sobre el uso de las medianas para construir nuevas fracciones irreducible pero sin
ofrecer ninguna prueba de ello. Por suerte, la nota de Farey fue publicada en la revista francesa
“Bulletin de la Societé Philomatique” y el curioso Cauchy la ley6 y demostré que el método de las
medianas sugerido por Farey era correcto y, desde entonces, tal sucesion lleva su nombre.
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(N) Numerabilidad de Q segtin Stern-Brocot. Existe otro arbol, tan genial, fascinante y hermo-
so como el arbol de Calkin-Wilf, que permite no sélo contar, sino también ordenar de menor a mayor
en una sucesion creciente, todos los racionales en Q;rrre, es decir, cada nivel del arbol, llamémoslo
8B,, contiene 2" — 1 elementos de Q;;re tal que, para cada n € IN los elementos de 8B, estan
dispuestos en orden creciente:

< 1< s <oy,

8By C 8B, C---C 8B, C--- y 8B, = Q}

irre
n=1
Este arbol fue descrito por primera vez por el matemadtico alemdn Moritz Stern en 1858 y tres
afios después, e independientemente, por el relojero francés Achielle Brocot. Las reglas para la
construccién del &rbol de Stern-Brocot son similares a la construccién de las sucesiones de Farey
de orden n pero con una excepcién: la suma de los denominadores de las medianas no requieren
que estén acotadas por n. Dichas reglas se pueden expresar del modo siguiente:

0 1
(SBy) Se comienza con las fracciones 1Y 5

(SBy) Se inserta, tantas veces como sea necesaria, la mediana entre dos fracciones consecutivas.

0 1 1
1 1 0
0 1 1 2 1
1 2 1 1 0
0 1 1 2 1 3 2 3 1
1 3 2 3 1 2 1 1 0
0 1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1
1 1 3 5 2 5 3 1 1 3 2 3 1 2 1 1 0
1121323 1435253415473 8572758723746
517 3 857275837 4571435253 41323112T11
Arbol de Stern-Brocot
Pues bien, partiendo de las dos fracciones 9 y 3 se generan, con la ayuda de las medianas,
las siguientes fracciones: en el primer paso se obtiene la mediana % = % + % la cual se afade a

las dos fracciones anteriores para formar:

—lo
==

(1)

Ol =
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En el siguiente paso afiaden, al conjunto anterior, las medianas % y % obteniéndose:

0
1 (2)

=N
Ol

==

1
7 2/

7 7

En el proximo paso se afiaden a las fracciones que aparecen en (2) las cuatro nuevas medianas

: febae 1 23 3 )
obtenidas de éste: 3, 5, 5 y 7, estoes:

I/ 7

y se contintia ad infinitum. El drbol de Stern-Brocot es el que se construye sélo con las nuevas
medianas tal como se muestra en el gréfico anterior.

Si por cada n € IN, denotamos por 8B, el conjunto de todas las fracciones de 8B,_; afia-
diéndole las medianas de cada dos fracciones consecutivas de 8B,_1, se tiene que:

01
SBO—{TE}

011
B, = 42 12
81 {/1/0}

11

1
0 21
SB - S~ 47 47 A
=i
1 1

1 1" 1
1 2 2 1
SBS = 91 PV R g/ P g/ ’s
13 273’1 22110
SR, — 011213231435 25341
4 — 1/ 4/ 3/ 5/ 2/ 5/ 3/ 4/ 1/ 3/ 2/ 3/ 1/ 2/ 1/ 1/ 0

Observe que cada conjunto 8B, contiene a todos los vértices de los niveles anteriores del
arbol. Con estas definiciones es facil probar las siguientes conclusiones:
(a) 8B,-1 € 8B, para todo n > 1.
(b) F, C 8B, paratodo n > 1.
(c) p/ge 8B, < q/p € 8By
(d) card(8B,) =2"+1 para todo n > 1.
(e) Cada conjunto 8B, estd ordenado de menor a mayor y todas sus elementos son fracciones
irreducibles.

Nota: Observe que (c) indica una simetria inversa respecto a la fraccién 1, es decir, la fraccion

p/q y suinversa q/p son ambas equidistante de }, lo cual significa que el nimero de fracciones
que existen entre cada una de ellasy 1/1 es el mismo.

Algunas de las propiedades notables de los conjuntos 8B,, arbol de Stern-Brocot, y similares
a las sucesiones de Farey, son las siguientes:
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(SB3) Si m/n y m'/n' son dos términos consecutivos en cualquier conjunto 8By, entonces

mn—mn' =1 (SB)
y, por lo tanto,

m  m 1

n n  n-n’

Prueba. La relacion es cierta para el caso de las fracciones Y, % yaque 1-1—-0-0 = 1. Ob-
serve ahora que cuando se inserta una nueva mediana (m +m')/(n+n’) entre dos fracciones
consecutivas m/n y m'/n’, entonces los casos que se deben chequear son:

(m+mn—mmn+n) =1 y mmn+n)—m+m)n =1
y ambas ecuaciones son equivalentes a la condicion original m’n —mn’ = 1. De alli que (SB) es
invariante en cualquier conjunto 8Bj. n

(SBs) Cada nueva mediana insertada en cada paso en la construccién del drbol de Stern-Brocot estd en
forma reducida.

Prueba. Suponga que alguna mediana del drbol, digamos (m + m’')/(n+ n’), no estd en forma
reducida. Esto significa que existe un k > 1 tal que

m+ m' k_p

n+n kg

donde p y g son primos relativos. Puesto que

m m +m’ kp
— < = —,
n n+n' kg

se sigue de (SB3) que
1= (kp)-n—m-(kq) = k- (pn—mq)
y como k > 1, resulta que pn —mq = 1/k no es un entero, lo cual es absurdo. n

(SBs) Si m/n, m'"/n" 'y m'/n' son tres términos consecutivos en cualquier conjunto 8By,

entonces y ,
m m-+m

n// n+n/'

Prueba. Esto es asi por definicién. [
(SBg) Todas las fracciones construidas en el k-ésimo paso estdn ordenadas de menor a mayor.

Prueba. Sigue de lo anterior. [
(SBy) Ninguna fraccién del drbol de Stern-Brocot aparece mds de una vez.

Prueba. Es consecuencia de (SBg). [
(SBg) Cada fraccion en Qi aparece en el drbol de Stern-Brocot.

Prueba. Sea m/n € Q;re. Por simetria es suficiente demostrar que si m/n <1, entonces m/n €

8B,. Perosi m/n <1, sesigue del Corolario 1.2.16 que m/n € ¥, C 8B, y termina la prueba.ll
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Esto tltimo nos indica que existe una biyeccién entre Q' . y las fracciones del 4rbol de Stern-

Brocot y, por lo tanto, Q;' . es numerable.

Son muchas las propiedades que posee el arbol de Stern-Brocot. Queremos finalizar este

pequeiio andlisis con la siguiente curiosidad: si se sigue en zig-zag la rama infinita del &rbol de

Stern-Brocot comenzando con la fraccion % como se indica en el grafico,

N RN

ANV ANV ANEVAN
A AN AN AN ANANVARA

5
1

es decir,

1_>1_>2_>3_>5_>8_>13
1 2 3 5 8 13 21

resulta que los numeradores y denominadores de esas fracciones no son otra cosa que los exqui-
sitos e increibles nameros de Fibonacci f, los cuales, como se sabe, se definen para cada n > 3
como:

fn = fn—l +fn72/ f1 =1, fz = 1.

Por ejemplo, los 15 primeros ntimeros de Fibonacci son:
1, 1, 2, 3, 5 8 13, 21, 34, 55 89, 144, 233, 377, 610,...

Dos hechos que son fascinantes y a la vez sorprendentes de tales ntimeros son los siguientes:

(1°) Para cada entero n > 1, f,, se puede representar en la forma:

Al - (59))

donde ¢ = (1++/5)(2) y ¢ = (1—+/5)/2 son los nimeros de oro.

(2°) ;Qué relacién existe entre los nameros de Fibonacci y el tridngulo de Pascal? Recordemos
que una representacion del tridngulo de Pascal toma, por lo general, la forma siguiente:

fu =
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Si en la representacion anterior desplazamos sus elementos tal cual se muestra en la siguien-
te grafica y consideramos las suma de las diagonales mostradas en el mismo, se obtienen los
susodichos niimeros de Fibonacci.

1 .1 .2 .3 .5 .8 13 21 .34

4 - - -
// ,’ - -
. .
1-7" 37 T L . . . .
. .
.

.
/’ /’
. - - -
1- T3 . .- . -
b p . .- -
. .

- /, - -

177 477 67 AT
1-7 57107107 5 1

1 6715720 15 6 1
1-"z-"21 3 3 21 7 1
1-78 28 5 70 56 28 8 1

Pues bien, la sucesion de fracciones de Farey en zig-zag es (fy4+1/fn+2)5 la cual converge al
fabuloso nimero de oro
v5—1

—¢' = T ~ 06180339887 ...

cuando n — co.

La siguiente pregunta es natural: Dado cualquier niimero irrational «, ;existe alguna rama infinita
del drbol de Stern-Brocot que converge a «?

(N6) Aig(R), el conjunto de los ntimeros algebraicos, es numerable (Dedekind).

Denotemos por Z[x] el conjunto de todos los polinomios con coeficientes enteros, es decir,
p € Z[x| si
p(x) = ap+ajx+ax®+ -+ a,x"
donde los coeficientes ag, a1, ...,a, son nimeros enteros y no todos son ceros. Un ntiimero real

xo se dice algebraico si es raiz de algun polinomio p € Zx]|, es decir, si existe p € Z[x] tal
que p(xp) = 0. Por ejemplo, cualquier nimero racional p/q es algebraico ya que él satisface la
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ecuacion p(x) = gx — p = 0. También ocurre que muchos ntimeros irracionales son algebraicos.
Por ejemplo, v/2 es algebraico ya que el polinomio p(x) = x> — 2 satisface p(1/2) = 0.

Cualquier ntiimero real que no es algebraico se llama trascendente, es decir, un ntimero tras-
cendente es aquel que no satisface ninguna ecuaciéon algebraica con coeficientes enteros. La
primera prueba de la existencia de nimeros trascendentes fue dada por Joseph Liouville quien,
en 1844, descubri6 una clase muy extensa de tales ntimeros. Por ejemplo, todos lo nimeros de la
forma

1 1 1 1 1
1—|—E+ﬁ+$+ﬁ+-“+ﬁ+-“

son trascendentes, donde 7 es cualquier nimero entero mayor que 1. Aunque este descubrimiento
de Liouville genera muchos nimeros trascendentes, sigue siendo un reto dificil para un matema-
tico demostrar que un sospechoso particular es o no trascendente. Por tal razén, cuando Charles
Hermite demostr6, en 1873, que e es trascendente, los matematicos no dejaron de asombrarse ante
la belleza y sencillez de la prueba. Nueve afios més tarde del descubrimiento de Hermite, en 1882,
Ferdinand Lindemann demostré que 7t pertenecia al mismo clan. Una prueba de la existencia de
numeros trascendentes fue dada a conocer por G. Cantor sin dar ningtn ejemplo concreto de uno
de ellos. Hasta el dia de hoy constituye la prueba més elemental de la existencia de tales nime-
ros. Un hecho curioso es el siguiente: algiin tiempo antes de que Cantor demostrara que R era
no-numerable, ya él habia probado la numerabilidad de Q, él le pregunt6 a Dedekind si podia
probar la no-numerabilidad de R. Dedekind trabajé un tiempo en ese problema pero no logré
demostrarlo. Sin embargo, Dedekind le ofrecié a Cantor la demostracién de que el conjuntos de
los ntimeros algebraicos es numerable.

Prueba de que Ajg(R) es numerable. La idea de la demostracion es considerar, para cadan € IN,
el conjunto Z,[x] de todos los polinomios en Z[x| de grado n, esto es,

n
Zy[x] = {Za]-xj D ag,a1,...,0, € Z, an#O}.
j=0

Veamos que dicho conjunto es numerable. En efecto, considere la aplicacién f : Z,[x] — Z"*!

definida por
f<2a]-xj> = (ao,a1,...,an).
=0

Claramente f, es inyectiva. Ademéas, como Z"*! es numerable, existe una funcién biyectiva
® : Z"! — N. Definamos ahora ¢ : Z,[x] — N por ¢(p) = (o f)(p) para cualquier
p € Zy[x]. Puesto que la composiciéon de dos funciones inyectivas es inyectiva, resulta del
Teorema 1.2.6 que Z,[x] es numerable. Se sigue del Corolario 1.2.11 que

z[x] = | Zul«]
n=1
es numerable. Finalmente, observe que Ajg(R) se puede escribir como sigue:
AgR) = |J Z(p),

pEZ[x]

donde Z(p) = {x € R : p(x) = 0}. Puesto que cada polinomio p € Z[x] posee a lo sumo
un nimero finito raices, resulta que Aj;(IR) es numerable por ser unién numerable de conjuntos
finitos. Esto termina la prueba. n



Sec.1.2 Conjuntos Numerables y otros mas Numerosos 41

1.2.2. El Teorema de Cantor y Conjuntos No-numerables

Hasta este momento hemos podido constatar la existencia de una cantidad inmensa de con-
juntos infinitos numerables pero no asi la existencia de conjuntos no-numerables. Por lo tanto,
la nocién general de infinito s6lo tendrd relevancia si logramos probar que no todos los conjuntos
infinitos son equipotentes a IN, es decir, si se logra demostrar que existen conjuntos no-numerables.
En esta corta seccion demostraremos, usando un poderoso resultado de Cantor, la existencia de
conjuntos no-numerables. Es importante destacar que demostrar que un cierto candidato, diga-
mos B, es no-numerable siguiendo nuestra definicién puede resultar una tarea dificil pues ello
conlleva a verificar, en primer lugar, que él es infinito y, segundo, que ninguna funciéon f: B — IN
puede ser biyectiva. Por fortuna, existen otras formas distintas e interesantes de verificar la no-
numerabilidad de un conjunto: por ejemplo, uno de ellos consiste en utilizar el método de prueba
por contradiccién, es decir, suponer que alguna extrafia funcién f : B — IN es biyectiva y generar
una contradicciéon. Una segunda opcién es saber que un determinado conjunto, digamos A, es
no-numerable y entonces encontrar alguna funcién biyectiva f : B — A. Un tercer modo de veri-
ficar la no-numerabilidad de un conjunto es utilizando el asi llamado “Método de la Diagonal de
Cantor”, el cual fue ideado por G. Cantor para demostrar que R es un conjunto no-numerable,
etc.

Recordemos que si X y Y son conjuntos no vacios, entonces YX consiste del conjunto de todas
las funciones f : X — Y. En particular, si Y = {0,1}, escribiremos 2X en lugar de {0,1}*. Un
resultado sencillo pero que es de suma importancia es el siguiente:

Teorema 1.2.17 (Cantor). Sea X un conjunto no vacio. Entonces 2(X) y 2% son equipotentes; es
decir,
card(#(X)) = card(2%).

Prueba. La aplicacién ¢ : #(X) — 2% definida por

9p(A) = x,

para todo A € #(X) es biyectiva. En efecto, sean A,B € #(X) con A # B. Esto significa que
existeun x € X talque x € A\ B, o x € B\ A. Sin perder generalidad suponga que x € A\ B.
Entonces x € A y x € B de modo que

p(A)(x) = xalx) =1 y ¢(B)(x) = xp(x) =0

y, en consecuencia, ¢(A) # ¢(B). Esto prueba que ¢ es inyectiva. Para demostrar la sobreyecti-
vidad, tome cualquier f € 2X y considere el conjunto

A= {xeX: f(x)=1}
Es claro que ¢(A) = f y termina la prueba. |

De la misma forma en que la igualdad de dos conjuntos A y B se puede descomponer en
dos inclusiones: A C By B C A, lanocién de cardinalidad, a pesar de no haber sido definida en
forma precisa, también se puede descomponer en dos desigualdades y ser usadas para comparar
conjuntos.

Definicién 1.2.18. Sean A y B conjuntos no vacios. Definimos
card(A) < card(B)

si existe una aplicacion inyectiva f : A — B.
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Escribiremos
card(A) < card(B)

para indicar que card(A) < card(B) pero card(A) # card(B). Observe que esto ultimo significa
que: ninguna funcion inyectiva f : A — B puede ser sobreyectiva. Una manera de ilustrar estos
hechos es observando, por ejemplo, que:

(a) card(A) < card(B) si A es finitoy B es infinito.
(b) Ro < card(X) si X es cualquier conjunto infinito (Corolario 1.2.14), y

(c) No < card(X) si X es cualquier conjunto infinito no-numerable.

Otro resultado extraordinario, llamado el Teorema de Cantor por E. Zermelo pero cuya prueba
fue dada por primera vez por G. Hessenberg y que posee consecuencias profundas, establece que
no existe sobreyeccién entre un conjunto X y su potencia & (X), o dicho de otro modo: en cualquier
conjunto no vacio X siempre existen mds subconjuntos que elementos.

Teorema 1.2.19 (Teorema de Cantor). Cualquier conjunto arbitrario no vacio X es equipotente a un
subconjunto propio de &7(X), pero no es equipotente a & (X); es decir,

card(X) < card(Z(X)).

Prueba. Que X no es equipotente a #?(X) significa que: ninguna funcion f : X — P2 (X) puede
ser sobreyectiva. Para ver esto, suponga que f : X — Z?(X) es una funcién sobreyectiva. Para
cada x € X, f(x) es un subconjunto de X que puede o no contener a x. Considere entonces el
conjunto F = {x € X : x ¢ f(x)}. Afirmamos que no existe x € X tal que F = f(x). En efecto,
como estamos asumiendo que f es sobreyectiva, existe algin xo € X para el cual F = f(xp).
Observe, sin embargo, que: xo € F si, y s6lo si, xg ¢ f(x9) = F. Esta contradiccién establece
que f no puede ser sobreyectiva y, en consecuencia, X y £ (X) no son equipotentes. Mds aun, si
definimos g : X — Z(X) por g(x) = {x} para todo x € X, resulta que g es inyectiva, lo cual
prueba que X es equipotente a un subconjunto propio de &(X) y concluye la prueba. u

Una consecuencia inmediata del Teorema de Cantor es que:
Corolario 1.2.20. #(IN) es no-numerable.

Prueba. Si #(IN) fuese numerable, entonces el Teorema 1.2.6 nos garantizaria la existencia de
una aplicacién inyectiva de IN sobre Z(IN) lo que estaria en contradiccién con el Teorema de
Cantor. u

Otra consecuencia del Teorema de Cantor es impedir la existencia del conjunto de todos los
conjuntos. En efecto, suponga que tal conjunto existe y llamémoslo il. Por definicién, todo
subconjunto de 4l es asimismo un elemento de il y, en consecuencia, #(4) es un subconjunto
de U, es decir,

Z(uU) C U

lo cual implica que card(#(4)) = card(2") < card(4). Pero entonces, esto contradice el Teo-
rema de Cantor el cual afirma que card(4) < card(2¥). Por esto, il no existe como conjunto.
Similarmente, el Teorema de Cantor impide la formacién, como conjunto, de todos los nimeros
cardinales, de todos los conjuntos que son equipotentes a un conjunto dado, etc.

Recordemos que cuando intentamos definir la cardinalidad de un conjunto no-numerable
tropezabamos con el hecho de que no existia un objeto que los identificase a todos, sino que
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existia una cantidad “infinita de infinitos” en orden creciente. Pues bien, estamos listo para mostrar
tal coleccion. Una de las consecuencias extraordinarias del Teorema 1.2.19 se evidencia en el
siguiente hecho:

Ny < card(#Z(N)) < card(Z(Z(N))) < ---,

es decir, existe una jerarquia infinita, estrictamente creciente, de conjuntos infinitos.
Teorema 1.2.21. Sean A, B y C conjuntos arbitrarios. Entonces:

(a) card(A) < card(A).

(b) card(A) <card(B) y card(B) <card(C) = card(A) < card(C).

(c) ACB = card(A) < card(B).

Observe que el resultado anterior establece que < es casi una relaciéon de orden entre conjun-
tos. Que ello se comporte en realidad como una relaciéon de orden, se debe a un extraordinario
resultado debido a Cantor, Bernstein y Schréeder.

Teorema 1.2.22 (Cantor-Bernstein-Schroeder). Sean A y B conjuntos arbitrarios y suponga que
card(A) < card(B) y card(B) < card(A).
Entonces card(A) = card(B).

Prueba. La demostraciéon la haremos en dos pasos. Primero demostraremos que: si X, A" y B’
son conjuntos arbitrarios con

XCB CcA y card(X) = card(A’),

entonces card(B’) = card(A’). En efecto, sea f : A — X una funcién biyectiva y defina las
sucesiones de conjuntos (A,)"  y (By)._, del modo siguiente:

Ag = A’ y By = B
y para cada n € INp, sean
Aps1 = f(An),  Buy1 = f(Bn). (CBS)
Puesto que Ap O By 2 X, se sigue de (CBS) e induccién que A, O B, O A,41 para todo
n € Nyp. Considere ahora el conjunto C, = A, \ B, para cada entero n > 0 y sean
c=a y D = A'\C.
n=0

Por (CBS) y el hecho de que f es inyectiva, se tiene que f(C,) = C,41 y, por lo tanto,
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Puesto que g|. y g[, son funciones inyectivas y sus imdgenes son conjuntos disjuntos, se deduce
que g es una funcién inyectiva de A’ sobre f(C)UD = B'.

El segundo paso es suponer que card(A) < card(B) y card(B) < card(A). Esto significa que
existen funciones inyectivas f : A =+ By g: B — A y, por consiguiente, la funcién gof: A =+ A
es inyectiva y card(A) = card(g(f(A))). Mdés aun, como g(f(A)) C g(B) C A, se sigue de la
primera parte que card(g(B)) = card(A). Por otro lado, puesto que card(B) = card(g(B)) se
concluye entonces que card(A) = card(B) y termina la prueba. |

Otra manera de formular el Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder es del modo siguiente:
Si f:A— By g:B— A son funciones inyectivas, entonces existe una biyeccion de A en B.

1.2.3. Ejemplos de Conjuntos No-numerables

En lo que sigue mostraremos algunos ejemplos concretos de conjuntos que son no-numerables.
En el transcurso de estas notas aparecerdn otros ejemplos interesantes de tales conjuntos. Comen-
zaremos demostrando un hecho que es fundamental en matematicas:

Teorema 1.2.23 (Cantor). R es no-numerable.

Prueba. Para demostrar la no-numerabilidad de IR vamos a utilizar el Método de la Diagonal
de Cantor. Puesto que cualquier subconjunto infinito de un conjunto numerable es numerable,
si podemos encontrar un subconjunto de R que es no-numerable, entonces R también serd no-
numerable. El subconjunto de R que queremos analizar es el intervalo (0,1). Suponga entonces
que (0,1) es numerable y sea {x1, x2,x3,...} una lista de todos los elementos de (0,1). Escriba
cada elemento x, € (0,1) usando su representaciéon decimal, esto es,

Xy = 0.xn1xn2xn3 .

donde cada x,; € {0,1,2,...,9} paratodo n y todo i en IN. Antes de continuar, observe que la
representacion decimal de cada nimero en (0,1) no es tnica. Por ejemplo,

0.539999. .. y 0.540000. ..

representan el mismo ntmero. Por esta razén, convenimos en no usar la version que termina en
9’s. Disponga ahora de todos los elementos en (0,1) en el siguiente arreglo:

X1 = 0.X11 X12X13.-- X1+ - -
Xy = O.XZl X22 X23 ... X2+ v

X3 = O.X31 X32X33 ... X3;7...

Xy = 0.1 X2 %X03.. . Xan - - -

Ahora viene lo realmente genial: vamos a construir, usando los elementos de la “diagonal” en
el arreglo anterior, un elemento b € (0,1) que no aparece en la lista {x1,x2,x3,...}, es decir,
distinto de todos los x,,. En efecto, si para cada n € IN, definimos

{xnn—l si Xpm £ 0

1 si xu, =0,
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entonces b = 0.b1bybs . .. es claramente un nimero en (0,1) que difiere de cada x, precisamente
en la cifra decimal x,, y, por lo tanto, b no es igual a ningtin x,,. Esto, por supuesto, es contrario
a la suposicion de que la sucesion x1, x2, x3, ... comprendia a todos los nimeros reales en (0,1).
Esta contradiccién establece que (0,1) no es numerable y, en consecuencia, tampoco lo es R. W

Mads adelante veremos otros modos de demostrar que IR es no-numerable. La cardinalidad
de R serd denotada por
card(R) = «.

Otros Ejemplos.
(NNp) Cualquier intervalo no-degenerado I C R es no-numerable.
(NN;) I =R\ Q, el conjunto de los nimeros irracionales, es no-numerable.

(NN2) R" es no-numerable para cada n € IN. Un modo fécil de ver esto es pensar a R como ca-
nénicamente sumergido en R”, es decir, identificando a R con el subespacio R x {0} x --- x {0}
de R" donde a cada punto x € R se le asigna el vector (x,0,...,0) € R". De este modo po-
demos suponer que R C R" para cada n > 1. Como R es no-numerable, se sigue entonces de
(Nuz) que R" es no-numerable. Este ejemplo fue descubierto por Cantor en 1877 cuando n = 2,
quien en una carta dirigida a Dedekind le decia: “Lo veo, pero no puedo creerlo”, aparentemente
asombrado por el hecho de que R? fuese tan numeroso como R.

(NN3) NN 1a familia de todos los subconjuntos infinitos de IN, es no-numerable. En efecto, si
escribimos N® = NN, resulta que

Z(N) = N<® UN®,

donde N<® = Pg, (IN). Como IN<* es numerable, Corolario 1.2.11, y #(IN) es no-numerable,
se concluye que NN es no-numerable.

Otra notacién frecuentemente usada para el conjunto NN es IN¢.

(NN4) Tras(R), el conjunto de todos los niimeros trascendentes, es no-numerable. Esto es con-
secuencia de los siguientes hechos:

R = Ag(R) U Tps(R),

la no-numerabilidad de R y la numerabilidad de Aj,(R). En efecto, si Tras(R) fuese numera-
ble, entonces Ajg(R) U Tpas(IR) también lo serfa y, en consecuencia, R seria numerable. Esta
contradiccion establece que Tpas(R) es no-numerable.

(NNs) [I5-;{0,1} = 2N, el conjunto de todas las sucesiones de 0’s y 1’s, es no-numerable.
La demostracién es muy similar a la ofrecida por Cantor para probar que R es no-numerable
(usando el Método de la Diagonal) y, en consecuencia, se omite.

(NNp) Card(]R[O'”) es no-numerable. Més aun, card(lR[O'l]) > ¢. En efecto, en primer lugar,
observe que el conjunto € de todas las funciones constantes definidas sobre [0,1] posee cardi-
nalidad ¢ y como € C R resulta que card(]R[O'”) > ¢. Esto prueba la no-numerabilidad
de card(RI). Para verificar la segunda afirmacién, suponga que card(RY) = ¢ y sea
® : [0,1] — RO una biyeccion. Noétese que, para cada x € [0,1], ®(x) € RO de modo
que, si hacemos ®(x) = ®,, entonces RI*! = {®, : x € [0,1]}. Identifique cada ®, con el con-
junto de sus imégenes, estoes, ¥, = {P,(y) € R:y € [0,1]}. Afirmamos que existe una funcién
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g € ROV tal que @, # ¢ para todo x € [0,1]. En efecto, considere la funcién g : [0,1] — R
definida por
g(x) = ®Py(x)+1 paratodo xe€0,1].

Esta funcién g difiere de cualquier ®, € R

puede ser biyectiva y entonces card (R!) > «.

al menos en el punto y = x. Por esto, ® no

1.2.4. Un Juego y la No-numerabilidad de RR.

El siguiente juego es otra forma elegante de presentar la no-numerabilidad de R. Dos ju-
gadores, denotados por a y B, juegan el siguiente juego infinito en R. Se fija un subconjunto
X C [0,1] y el juego lo comienza el jugador « eligiendo un numero real a; € (0,1). Enseguida
B responde seleccionando un ntimero b; € (a;,1). El turno ahora es de a quien escoge un
numero ap € (ay,by). La respuesta de B consiste en elegir un punto b, € (az,b1) y se continua
ad infinitum. En consecuencia, se obtienen dos sucesiones, la del jugador «, (a,)5 ;, que es
estrictamente creciente, mientras que la de S, (bn);l”zl, es estrictamente decreciente relacionadas
por las siguientes desigualdades:

an_l < an < bn_l y an < bn < bn_l

para todo n > 1, donde hemos puesto ap =0 y by = 1.

1
0 a a az ag --- by bsby by 1

Puesto que toda sucesién monétona acotada converge, véase el Teorema 2.1.23, pagina 93, resulta
que lim, ,0a, = a € (0,1). Se declara ganador al jugador a si 2 € X, en caso contrario el
jugador B es el ganador.

Lema 1.2.24. Sea X un subconjunto no vacio de R. Si X es numerable, entonces B posee una estra-
tegia ganadora.

Prueba. La conclusion es inmediata si X = &. Suponga entonces que X es infinito numerable
y sea {x1,x2,...} una enumeraciéon de X. Considere la siguiente estrategia del jugador B: en el
n-ésimo movimiento, B selecciona b, = x, si tal movimiento es legal, en caso contrario él elige como by,
cualquier niimero real permitido segiin las reglas establecidas. De esto resulta que, por cada n > 1, se
tiene que x, <a, o x, > b,. Puestoque a, < a < b, paratodo n > 1, concluimos que a ¢ X.
Esto, por supuesto, significa que B siempre gana con esa estrategia. n

Si tomamos X = [0,1] en lema anterior, entonces claramente & gana el juego sin importar
como juegue su oponente. De esto se obtiene que:

Corolario 1.2.25. El intervalo [0,1] es no-numerable. En particular, R es no-numerable.

Nota Adicional 1.2.1 En el Corolario 1.2.11 (a), vimos que la unién numerable de conjuntos
numerables sigue siendo numerable. ;Qué ocurre si, en lugar de considerar una unién
numerable de conjuntos numerables, suponemos una coleccién no-numerable de conjuntos
numerables? ;COémo es su unién? ;Serd dicha unién no-numerable? El siguiente ejemplo
nos muestra que la respuesta puede, en general, ser falsa.
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Existe una coleccion no-numerable de conjuntos, digamos (Ay)ucr, tal que

(1) cada A, es infinito numerable,
(2) Au G Agsia<PBy

(3) U Ay es numerable.
a€R

En efecto, para cada a € R, considere el conjunto A, = {g € Q : g < a}. Puesto
que Q es numerable, resulta que cada A, es infinito numerable y, por supuesto, su unién
Uxer Aa = Q es numerable. Ademads, si &« < 3, entonces para cualquier g € A,, se tiene
que g < a < By, por consiguiente, g € Ag. Esto prueba que A, C Ag. Mas aun, por
la densidad de lo nimeros racionales, existe g € Q tal que & < go < B, de modo que
qo € Ag, pero qo & Aq. [

Otro hecho interesante de la no-numerabilidad es que ella puede ser utilizada, en combi-
naciéon con el Teorema del Valor Medio, para dar una prueba del siguiente resultado de
Volterra.

Teorema de Volterra. No existe ninguna funcion continua f : R — R tal que
fl@Qcl y M) cQ (%)

Prueba. Suponga lo contrario, es decir, que cualquier funcién continua f : R — R satisface
(x). Fijemos una tal f. Por definicion se tiene que f toma al menos dos valores, uno
racional y otro irracional. Sean entonces p € Q y s € I tales que f(p) = a €1y
f(s) = B € Q. Asuma que « < B. Puesto que f es continua, la Propiedad del Valor
Intermedio nos dice que f asume todos los valores en el intervalo cerrado [«, ], es decir,
[,B] € f(R). Por otro lado, como f(I) C Q, resulta que f(I) es numerable y, por
supuesto, f(Q) también lo es. Por consiguiente, f(R) es numerable lo cual es imposible
ya que [a, B] es no-numerable y [«, ] C f(R). |

1.3. El Axioma de Eleccién y sus Aliados

1.3.1. El Axioma de Eleccion

Suponga que A = {A, : & € J} es una familia arbitraria de conjuntos cada uno de los cuales
es no vacio. ;Existe algtin procedimiento que permita construir un nuevo conjunto eligiendo uno,
y s6lo un punto, en cada uno de los conjuntos A, de A? El Axioma de Eleccién, o Axioma
de Zermelo como también se le conoce, es un axioma de la teoria de conjuntos que postula la
existencia de un tal conjunto pero sin dar ninguna indicacién de cémo se hace tal eleccién.

Axioma de Eleccién (AC). Dada cualquier coleccion arbitraria (Xy)aej de conjuntos no vacios, siempre
se puede elegir, de cada uno de los conjuntos X,, uno, y solo un miembro x, € X, para construir un
nuevo conjunto X con tales elementos.

El Axioma de Eleccién fue propuesto por primera vez por Ernst Zermelo en 1904 quien lo
utilizé precisamente para demostrar que fodo conjunto puede ser bien-ordenado. De inmediato pro-
voco reacciones: resultd, para algunos matemadticos, un plato un tanto dificil de digerir y, por
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supuesto, generé mucha controversia. La no existencia de un “procedimiento” o “descripcién ex-
plicita” para elegir los puntos de cada uno de los conjuntos en una coleccién arbitraria de conjuntos
es lo que produce la controversia. Como veremos un poco més adelante, existen colecciones de
conjuntos que son increfblemente enormes y, por lo tanto, no existe, en términos generales, un
procedimiento para escoger un elemento en cada uno de los conjuntos de esas colecciones. A
pesar de la ausencia de un tal mecanismo de seleccién, existen situaciones donde es posible hacerlo
sin requerir el Axioma de Eleccién. En efecto, si nuestra familia de conjuntos consta s6lo de un
numero finito de conjuntos, entonces la eleccién de un punto en cada uno de los conjuntos de
la familia se puede llevar a cabo sin invocar el Axioma de Eleccion. También, si (Ay)scj €s una
familia arbitraria de subconjuntos de IN, entonces el Principio del Buen-Orden puede ser invoca-
do para hacer tal eleccién: de cada conjunto A, seleccione su primer elemento. Por supuesto, este
caso tampoco requiere el uso del Axioma de Eleccién.

El Axioma de Eleccién siempre fue, desde sus inicios, un axioma polémico. Paul Bernays
(1888-1977) y Adolf Abraham Fraenkel (1891-1965) afirman de él lo siguiente:

El Axioma de Eleccién (junto con la Hipdtesis del Continuo) es probablemente el mds
interesante y mas discutido axioma en matemadticas después del Axioma de las Paralelas
de Euclides.

En 1938 esa controversia fue profundamente iluminada por el 16gico-matemédtico Kurt Godel
quien demostr6 que si la Teoria de Conjuntos construida con el sistema ZF es consistente, entonces
también lo es la Teoria de Conjuntos construida con el sistema ZFC. Posteriormente, en 1963, Paul
Cohen cierra el ciclo al demostrar que si al sistema ZF se le afiade la negaciéon del Axioma de
Eleccioén, la nueva Teoria de Conjuntos que se edifica con ella también es consistente. Dicho de
otro modo, el Axioma de Eleccién es independiente de los axiomas de Zermelo-Fraenkel, lo que
permite concluir que ni la verdad, ni la falsedad de dicho axioma pueden ser demostrados en
ZF. Su aceptacion, en términos generales, se sustenta sobre el hecho de que dicho axioma es
tremendamente til. Muchos resultados importantes y fundamentales en Anélisis Real, Anélisis
Funcional, Algebra, Topologia, etc. sélo se pueden demostrar si se acepta, sin limitaciones, el
Axioma de Eleccién. Una muestra de ello se puede ver, por ejemplo, en el libro de H. Herrlich:
Axiom of Choice [71].

Es importante destacar que el Axioma de Eleccién lo que realmente afirma es simplemente
la existencia de una funcion de leccién y, en consecuencia, se puede formular ligeramente diferente,
aunque equivalente, del modo siguiente:

Axioma de Eleccion (AC). Si (Xy)ue es una familia de conjuntos tal que X, es no vacio para todo
« € |, entonces el producto cartesiano 11,e1X, es no vacio, es decir, existe al menos una funcion de eleccion
para la familia (Xy)aej-

En el siguiente resultado se muestra un “procedimiento” explicito para construir una funcién

de eleccién de una familia de conjuntos sin usar el Axioma de Eleccién.

Teorema 1.3.1. Sea X un conjunto no vacio y suponga que f : N — X es una funcién sobreyectiva.
Entonces existe una funcién inyectiva g : X — IN tal que f(g(x)) = x para todo x € X.

Prueba. El requerimiento de que f(g(x)) = x significa que g(x) debe ser un elemento del
conjunto f~1({x}) = {n € N : f(n) = x}. Ahora bien, la sobreyectividad de f nos garantiza
que el conjunto f~!({x}) es no-vacio para cada x € X. Defina ¢ : X — N demandando que

g(x) = min f~'({x})
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para cada x € X. Puesto que el minimo de cada subconjunto no-vacio de IN existe (Principio
del Buen-Orden) y es tnico, resulta que g estd bien definida, es claramente inyectiva y se cumple
que f(g(x)) = x para cualquier x € X. |

(Qué ocurre si, en el teorema anterior, consideramos IN = X y una funcién sobreyectiva
arbitraria f: X — X? ;Se puede, en este caso, determinar una funcién inyectiva g: X — X tal
que f(g(x)) = x paratodo x € X? La respuesta es que en presencia del Axioma de Eleccién una
tal g siempre existe. En efecto, como antes, la sobreyectividad de f nos muestra que el conjunto
f1({x}) # @ paracada x € X. Sea Ay = f}({x}) para x € X y observe que X = |J,cx Ax-
El Axioma de Eleccién nos dice que podemos elegir, de cada conjunto Ay, un tnico punto ay.
La funcién g : X — X definida g(x) = a, para cada x € X posee las propiedades requeridas.

Otro resultado de cierta utilidad que también es consecuencia del Axioma de Eleccién es el
siguiente.

Teorema 1.3.2. Sean X un conjunto arbitrario no vacio y sea f : X — X una funcion. Entonces, para
cada conjunto A C X se cumple que

card(f(A)) < card(A).

Prueba. Para cada y € f(A), sea X, = f !'({y}). Puesto que X, # @ para cada elemento
y € f(A) ycomo X, NX,, =@ si y1 # y2, el Axioma de Eleccion nos garantiza la existencia
de una funcién de eleccién g € Hye £(a) Xy- Veamos que g es inyectiva. En efecto, en primer
lugar, observe que g : f(A) — A. Sean yi,y2 € f(A) con y; # yo. Entonces g(y1) € X,
g(y2) € X;, y como ambos conjuntos son disjuntos, resulta que g(y1) # g(y2). Esto prueba que
¢ es inyectiva y, por lo tanto, card(f(A)) < card(A). [

Nota Adicional 1.3.2 Existen formas mds débiles del Axioma de Eleccién que han sido propues-
tos para excluir ciertos resultados que pueden ser catalogados como extrafios tal como la
Paradoja de Banach-Tarski. Entre esas forman estan, por ejemplo, el Axioma de Eleccién
Numerable, AC,,, el cual establece que:

. ., . (o] ., . .
Axioma de Eleccion Numerable (AC,). Si (X”)n: es una sucesion de conjuntos no vacios,

entonces [[;;_4 Xn es no vacio.

1

Otro axioma es el Axioma de Eleccién Multiple, DC, que reza lo siguiente:

Axioma de Eleccién Multiple (DC). Sea R una relacion binaria sobre un conjunto no vacio X
con la propiedad de que para cada x € X exsite un y € X de modo que (x,y) € R. Entonces existe
una sucesion (x,)5_ en X tal que (x,,x,11) € R para todo n =0,1,2,...

Es f4cil establecer que AC = DC = AC,, y que ninguna de las implicaciones opuestas son
vélidas.

1.3.2. El Lema de Zorn

Entre las numerosas y variadas formas equivalentes de pensar el Axioma de Eleccién se en-
cuentra el asi llamado Lema de Zorn, un resultado formulado por Max Zorn (1906-1993) en 1935
y que resulta ser extremadamente ttil en varias ramas del quehacer matematico. Por ejemplo, el
Lema de Zorn es fundamental para demostrar resultados importantes tales como: el Teorema de
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Hahn-Banach, el Teorema de Krein-Milman, el Teorema del Ultrafiltro, la prueba de la existencia
de una base de Hamel en cualquier espacio vectorial no trivial, etc.

Recordemos que una relacién binaria sobre un conjunto X no es otra cosa que cualquier
subconjunto R de X x X.

Definicién 1.3.3. Una relacién binaria R sobre un conjunto X se dice que es un orden parcial si ella es
(a) reflexiva: (x,x) € R para todo x € X,
(b) antisimétrica: si (x,y) y (y,x) estdn en R, entonces x =y,

(c) transitiva: si (x,y) vy (y,z) estdn en R, entonces (x,z) € R.

En lugar de (x,y) € R también se acostumbra a escribir xRy. En lo que sigue escribiremos,
en lugar de R, el simbolo < para denotar un orden parcial sobre X. En este caso, la expresion
(x,y) € R se escribe como x < y. Un conjunto X equipado con un orden parcial < es lla-
mado un conjunto parcialmente ordenado y denotado por (X, <). Dos elementos x,y en un
conjunto parcialmente ordenado se dicen que son comparables si x <y o y = x. Un conjunto
parcialmente ordenado en el cual cualquier par de elementos son comparables es llamado un
conjunto totalmente (o linealmente) ordenado y a dicho orden se le denomina un orden lineal o
total. Una cadena en un conjunto parcialmente ordenado es un subconjunto que esta totalmente
ordenado. En un conjunto parcialmente ordenado (X, <) la relacién x < y significa que x <y
pero x # y. Con frecuencia escribiremos y = x (respectivamente, y > x) como sinénimo de
x Xy (respectivamente, x < v).

Sea (X,=) un conjunto parcialmente ordenado y sea A C X. Un elemento x € X es una
cota superior de A si a = x para todo a € A. Si xg es una cota superior de A y si cualquier
otra cota superior x de A satisface xy < x, entonces se dice que x( es el supremo de A. En este
caso escribiremos xp = sup A. Si, ademds, xp € A, entonces se dice que xp es el maximo o
el elemento mas grande de A. Por otro lado, un elemento xy € X se dice que es un elemento
maximal en X si no existe y € X para el cual xp < y; es decir, si existe un elemento x € X que
satisface xy < x, entonces x = xj.

Observe que un elemento maximal no tiene porque ser, en el orden dado, el mas grande de
todos. Por ejemplo, sea X = {x € R?: || x ||, <1}, donde || - ||, es la norma euclidiana:

| x|, = y/x3+x3 paracada x = (x1,x2) € R%

Sobre X defina el siguiente orden parcial <: si x,y € X, x <y si, y sélosi, x € Iy, donde Iy es el
segmento radial que va desde el origen al punto y.

Es claro que cualquier par de vectores x,y € X no son comparables si ellos estdn sobre segmentos
radiales distintos. De esto se sigue que cualquier vector v € {x € R?: || x|/, = 1} es maximal
pero no es un maximo.
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Las nociones de infimo, minimo y minimal se definen de modo enteramente similar. La
demostracion del préoximo resultado se puede ver, por ejemplo, en [71].

Lema 1.3.4 (Lema de Zorn). Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Si cualquier cadena en
X posee una cota superior, entonces X posee un elemento maximal.

Con mucha frecuencia el Lema de Zorn se utiliza cuando § es una familia de subconjuntos de
un conjunto dado X ordenado por la relacién de inclusiéon C con la propiedad de que cualquier
cadena € C §, suunién JC, también esté en §. En este caso, | JC es una cota superior para C
con respecto a C. En este caso particular, el Lema de Zorn se expresa del modo siguiente:

Corolario 1.3.5 (Principio Maximal de Hausdorff). Sea § una familia de subconjuntos no vacios de
un conjunto no vacio X. Suponga que los elementos de § estdin ordenados por la relacién de inclusion C
y que para cualquier cadena C C §, se cumple que su union | JC también estd en §. Entonces § posee
un elemento maximal.

Una de las aplicaciones clasicas del Lema de Zorn es la demostracion de la existencia de una
base de Hamel en cualquier espacio vectorial no trivial. Recordemos que si X es un espacio
vectorial sobre un cuerpo [F, entonces cualquier expresién de la forma ayx; + - - - + a,x,, donde
xj € Xy aj € F paratodo j =1,...,n es llamada un combinacién lineal de los elementos
X1,...,%,. Un conjunto de vectores, digamos {x1,...,x,}, se dicen que son linealmente depen-
dientes si existen escalares no todos nulos ay,...,a, en F tal que ayx1 +--- +a,x, = 0. En
caso contrario se dice que los vectores {x1,...,x,} son linealmente independientes, es decir, si
la tnica solucién de la ecuacién a;x; + -+ - +a,x, =0 eslanula, estoes, a1 =--- =a, =0. De
modo mads general, diremos que un subconjunto no vacio B de X es linealmente independiente
si cualquier subconjunto no vacio y finito de B es linealmente independiente. Se dice también
que B genera a X si cualquier vector en X es combinacién lineal de algtin subconjunto finito
de B. En este caso, escribiremos [B| = X.

Definicién 1.3.6. Sea X un espacio vectorial no trivial sobre un cuerpo F. Un subconjunto no vacio
B de X es un base de Hamel de X si B es linealmente independiente y genera a X.

Observe que si B es una base de Hamel de X, entonces el vector 0 ¢ B.

Teorema 1.3.7 (Base de Hamel). Si X es un espacio vectorial no trivial sobre un cuerpo F, entonces
X posee una base de Hamel.

Prueba. Considere la familia
§ = {F C X : F es linealmente independiente}.

Puesto que X # {0}, cualquier conjunto F = {a}, con a # 0, es linealmente independiente.
Luego, § # 9. Definamos el siguiente orden parcial sobre §: si F,G € §, declaramos que

F <G si, y s6lo si F C G. (1)

Suponga ahora que C es una cadena arbitraria en § y sea Fy = [JC. Veamos que Fy € §. En
efecto, sea A un subconjunto finito de Fy, digamos A = {x1,...,x,}. Entonces existen conjuntos
C1,...,Cy en C talesque x; € C; para i =1,...,n, y como C es una cadena, existe un iy en
{1,...,n} tal que C; C C;, para i = 1,...,n. Esto prueba que A = {x1,...,x,} C C;, y como
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Cj, es linealmente independiente, se sigue que A también es linealmente independiente y, por lo
tanto, Fy € §. Un llamado al Lema de Zorn (o al Principio Maximal de Hausdorff) nos revela
que § posee un elemento maximal, digamos B € §. Queda por demostrar que B genera a X.
En efecto, suponga por un momento que B no genera a X. Esto significa que algtn xp € X no
se puede representar como una combinacién lineal de elementos de B. Si ahora definimos By =
{x0} U B, resulta que hemos encontrado un nuevo conjunto que es linealmente independiente y,
ademas, contiene propiamente a B, violando la maximalidad de B. Esto termina la prueba. W

Fijemos un conjunto linealmente independiente F C X, donde X un espacio vectorial no
trivial sobre [F. Un argumento enteramente similar al resultado anterior, pero ahora trabajando
con la familia

S = {L C X : L eslinealmente independiente y F C L},

conduce a la existencia de una base de Hamel B con F C B.

Corolario 1.3.8. Sea X un espacio vectorial no trivial sobre un cuerpo IF. Si F C X es linealmente
independiente, entonces existe una base de Hamel B en X tal que F C B.

Prueba. Considere, como en la prueba del resultado anterior, la familia
S = {L C X : L es linealmente independiente y F C L}.

Observe que §r # @ ya que F € §r. El mismo argumento dado en la prueba del Teorema 1.3.7
muestra que cualquier cadena € en §r, en el orden dado por (1), posee una cota superior. Por
el Lema de Zorn existe un elemento maximal en Fr, es decir, un conjunto linealmente indepen-
diente en X, digamos B, el caul contiene a F y es maximal con respecto al orden establecido en
§. Falta por demostrar que B genera a X, sin embargo, el mismo procedimiento utilizado en la
prueba del resultado anterior nos conduce a que B genera a X y termina la prueba. n

Finalizamos esta seccién con otro resultado ttil sobre la existencia de bases de Hamel que usa
de nuevo el Lema de Zorn.

Corolario 1.3.9. Sea X un espacio vectorial no trivial sobre un cuerpo F. Si F C X genera a X,
entonces existe una base de Hamel B en X tal que B C F.

Prueba. Sea
S = {GC X : G es linealmente independiente y G C F}.

Puesto que F genera a X, resulta que F # {0}. Seleccionando cualquier x € F con x # 0 se
tiene que {x} € & lo cual prueba que S es no vacio. Usando de nuevo el orden dado por (1)
en G, resulta que cada cadena en & posee una cota superior, por lo que una nueva aplicacién
del Lema de Zorn nos garantiza la existencia de un elemento maximal B en &. Por supuesto,
B C F ycomo B es linealmente independiente, entonces un argumento enteramente similar a la
demostracion del resultado anterior conduce a que B generaa X y termina la prueba. u
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1.3.3. Principio del Buen-Orden

Entre los conjuntos infinitos, el conjunto de los ndmeros naturales, con su orden natural,
(N, <) es un conjunto que disfruta de la siguiente propiedad, conocida como el Principio del
Buen-Orden: cualquier subconjunto no vacio de IN contiene un primer elemento, es decir, el elemento
maés pequefio (0 minimo) del subconjunto. Si pudiéramos extender dicho principio a cualquier
conjunto no-numerable para algin tipo de orden, abrigariamos la esperanza de poder trabajar
con cualquier conjunto con tal orden del mismo modo conque trabajamos con IN y, por supuesto,
eso nos conduciria a extender nuestra manera tradicional de contar méas alld de los naturales
y, también, dispondriamos de una extensién del proceso de induccién matematica en cualquier
conjunto. Por tales motivos, el principio del buen-orden es una propiedad que pudiéramos pensar
como altamente deseada. Este principio fue introducido por G. Cantor para desarrollar algunos de
sus resultados sobre la teoria de los subconjuntos infinitos de IR.

Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y suponga que A es un subconjunto no vacio
de X. Recordemos que un elemento a9 € A se dice que es el primer elemento, o el elemento
minimo o mds pequefio en A, si a9 < a paratodo a € A. El primer elemento de un conjunto
A, si existe, es tinico.

Definicién 1.3.10. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que = es un buen-orden
en (o0 sobre) X, o que (X, =) es un conjunto bien-ordenado, si cualquier subconjunto no vacio A de X
posee un primer elemento.

De la definicién anterior se pueden derivar al menos tres consecuencias importantes:

(a) Todo buen-orden =< sobre un conjunto no vacio X automdticamente convierte a dicho conjunto en
un conjunto totalmente ordenado. En efecto, si x,y € X, entonces el conjunto A = {x,y} posee,
por ser < un buen-orden sobre X, un primer elemento, es decir, o bien x <y, o bien y < x.
Por esta razon, siempre supondremos que el orden en un conjunto bien-ordenado es total.

(b) Si (X,=) es un conjunto infinito bien-ordenado, entonces sus elementos se pueden etiquetar en
orden creciente. En efecto, sea xo es el primer elemento de X. Como X es infinito, X \ {xo} es
no vacio. Sea x; el primer elemento de X \ {xo} y observe que xo < x1. En general, si para cada
n €N, x, es el primer elemento de X\ {xo,...,x,_1}, entonces

X0 < x1 <X X2 < - < Xy
y continte.

(¢) En conjuntos bien-ordenados no existen sucesiones estrictamente decrecientes. Para ver esto,
sea (X, <) un conjunto bien-ordenado y suponga que existe una sucesiéon (x,);_, en X tal que
Xo > X1 > x2 > ---. Entonces el subconjunto no vacio A = {xp, x1,x2,...} de X no tendria
primer elemento lo cual daria lugar a una contradiccién.

El orden lexicogréfico es un ejemplo de un buen-orden en el producto cartesiano de dos
conjuntos bien-ordenados. Recordemos su definicién.

Definicién 1.3.11 (El Orden Lexicografico). Sean (A,<4) y (B, <) dos conjuntos parcialmente or-
denados. El orden lexicogridfico, también conocido como el orden del diccionario, es una relacién de
orden =< definida sobre el producto cartesiano A x B del modo siguiente: para todo (a,b), (a’,b') € A x B,

o a<ad, o0
(a,b) = (a',b) <
a=a N b<gl
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Notese que la regla que define a < es la misma regla que se utiliza para ordenar las palabras
en cualquier diccionario. De alli su nombre.

Ejemplo 1.3.1. Sean (A,<4) v (B, <) conjuntos bien-ordenados. Si el producto cartesiano A x B estd
provisto del orden lexicogrdfico <, entonces (A x B, =) es un conjunto bien-ordenado.

Prueba. Sea X un subconjunto no vacio de A x B. Observe que
X; = {acA: (ab) e X}

es un subconjunto no vacio de A y, en consecuencia, como (A, <,4) estd bien-ordenado él posee
un primer elemento, llamémoslo a9. De modo similar, el conjunto

X, = {bEBI (ﬂo,b)EX}

posee, en B, un primer elemento, digamos by. Resulta claro, por la definicién del orden lexico-
grafico, que (ap,by) es el primer elemento de X y, por lo tanto, A x B con el orden lexicogréfico
=< es un conjunto bien-ordenado. [ |

Por ejemplo, el orden lexicografico en IN x IN viene dado por:

A

En el siguiente resultado se muestra que cualquier conjunto admite un buen-orden. Este re-
sultado, al que llamaremos Principio del Buen-Orden, fue formulado por G. Cantor pero demos-
trado por E. Zermelo en 1904 haciendo uso del Axioma de Eleccién. La prueba que se muestra a
continuacién se basa en una de las formas equivalentes de dicho axioma: el Lema de Zorn.

Teorema 1.3.12 (Principio del Buen-Orden). Si X es cualquier conjunto infinito, entonces X puede
ser bien-ordenado.

Prueba. Sea X un conjunto infinito y considere la familia
F = {(A, <a): A C X y <4 esunbuen-orden sobre A}.

Puesto que cualquier conjunto finito estd bien-ordenado por cualquier orden lineal, resulta que
§ # . Sobre § se define el orden parcial 3 declarando que: (A, <4) 3 (B,<p) si, y sélo si,

(1) ACB,
(2) <4 y <p coinciden sobre Ay,
(3) six € B\ A, entonces a <p x para todoa € A.

Sea ahora € una cadena en § y definamos C = [J{A : (A, <4) € €}. Sobre C conviene definir el
siguiente orden: x <c y si, y s6lo, x <4 y para algan conjunto (A, <4) € € tal que x,y € A.
Observe que un tal conjunto A siempre existe. En efecto, sean x,y € C. Entonces x € A,
y € A" para ciertos A’, A” € €. Como C es una cadena, entonces A’ C A” o A” C A’. Sea A
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el conjunto de € que contiene al otro. Entonces x,y € A y, por lo tanto, x <4 y. Claramente
<e estad bien definido y constituye un buen-orden sobre C. Por esto, (C,<c) € § y es claro
que (C,=<c) es una cota superior para C. Se sigue del Lema de Zorn que el conjunto § posee
un elemento maximal, digamos (Ao, <). Afirmamos que Ay = X. En efecto, suponga por un
momento que Ao # X y sea x cualquier elemento en X\ A. Ordene el conjunto By = Ao U {x}
con el mismo orden que posee A estipulando, ademads, que a < x para todo a € Ap. Entonces
(Bo, <) es un elemento de § tal que (Ao, <) 3 (Bo, <), lo que evidentemente contradice la
maximalidad de (A, <). Por esto Ag = X y < es un buen-orden sobre X. |

Nota Adicional 1.3.3 Es un hecho ya establecido que en la Teoria de Conjuntos ZF el Axioma de
Eleccién, el Lema de Zorn y el Principio del Buen-Orden son todos equivalentes entre si (véase,
por ejemplo, [74]). Esto significa que en la Teoria de Conjuntos ZFC, el Lema de Zorn y el
Principio del Buen-Orden siempre se cumplen. En tal sentido, y en lo que sigue, asumiremos
que nuestra Teoria de Conjuntos es la que se obtiene del sistema ZFC por lo que el Axioma de
Eleccién serd usado libremente en esta notas.

Definicién 1.3.13. Sea (X, =) un conjunto bien-ordenado. Para cada x € X, al subconjunto de X,
Seg(x) = {aeX:a=<x},

se le llama el segmento inicial determinado por x.

Por ejemplo, la definicion moderna de los ntimeros naturales Ny = {0,1,2,...} usa tales
segmentos en la siguiente forma:

0 = Seg(0) = @, 1 = Seg(l) = {0}, 2 = Seg(2) = {0,1},
y, en general,
n = Seg(n) = {0,1,2,...,n—1}.

Un par de observaciones son pertinentes referentes a los conjuntos Seg(x) de la definicién
anterior.

(a) x & Seg(x) para todo x € X.

(b) Cada par de segmentos iniciales en X son C-comparables. En efecto, sean x,y € X. Sin
x = y no hay nada que probar. Suponga que x # y. Por ser < un orden total, se tiene que
X <1y 0 Yy <Xy, por consiguiente,

Seg(x) C Seg(y) 0 Seg(y) C Seg(x).

Si (X,=) y (Y,=) son conjuntos bien-ordenados, escribiremos, si fuese necesario, Segy (x)
y Seg, (y) para denotar segmentos iniciales de X y de Y respectivamente. En general, si A C X,
entonces definimos

Seg,(x) = Seg(x)NA = {ac A:a=<x}.

La existencia de conjuntos bien-ordenados permite obtener la siguiente versién del principio
de induccién en IN, llamado el Principio de Induccién Transfinita.
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Teorema 1.3.14 (Induccién Transfinita). Sea (X, =) un conjunto bien-ordenado. Si A es un sub-
conjunto no vacio de X wverificando las siguientes dos condiciones:

(a) el primer elemento de X pertenecea A,y
(b) para cada x € X, la condicion: “Seg(x) C A implica que x € A,”

entonces A = X.

Prueba. Suponga que A # X. El subconjunto B = X\ A de X es no vacio y, gracias al hecho
de X esta bien-ordenado, B posee un primer elemento, llamémoslo xq. Por (a) tenemos que x
no es el primer elemento de X. Ahora bien, por nuestra elecciéon de xy vemos que si y < xo,
entonces y € A, lo cual significa que Seg(xp) C A. Un llamado a la condiciéon (b) nos revela
xg € A, lo que contradice el hecho de que xy ¢ A. Por esto, A = X. n

Hemos visto que los elementos de todo conjunto bien-ordenado se pueden disponer en orden
creciente. La siguiente definicion, la cual es fundamental para describir lo que llamaremos ntime-
ro ordinal, permite identificar conjuntos bien-ordenados respetando, ademads, el orden en el cual
sus elementos estan dispuestos.

Definicién 1.3.15. Sean (X, =) y (X', =') dos conjuntos bien-ordenados. Una funcién f : X — X' se
dice que es un orden-isomorfismo si f es biyectiva y preserva el orden, es decir, f(x) =" f(y) siempre

que x = y. En este caso diremos que los conjuntos X y Y son orden-isomorfos y lo escribiremos como
f:(X, =) =0 (X', =), osimplemente como (X, <) =y (X', =X).

Observe que si f es un orden-isomorfismo entre dos conjuntos bien-ordenados (X, <) y
(X’,=’), entonces f envia el primer elemento de X en el primer elemento de X', el segundo
elemento de X en el segundo elemento de X', y asf sucesivamente. Similarmente, por ser f~!
también un orden-isomorfismo, él envia el primer elemento de X’ en el primer elemento de X, el
segundo elemento de X’ en el segundo elemento de X, etc. Por esta razén, la afirmacion (X, <
) =o (X', =') significa que X y X’ son, esencialmente, lo mismo, o como se dice frecuentemente,
X y X' poseen el mismo tipo de orden. Por supuesto,si f: X — Y y ¢:Y — Z son orden-
isomorfismos, también lo es g o f.

Algunas de las propiedades de los conjuntos bien-ordenados se presentan a continuacién.

Teorema 1.3.16. Sean (X, =) y (X', =) conjuntos bien-ordenados. Si f : (X, <) — (X', <') es
un orden-isomorfismo, entonces se cumple que

f(Segx(a)) = Segy (f(a)).

para todo a € X.

Prueba.Sea a € X. Si y € f(Segy(a)), entonces existe algtin x € Segy(a) tal que y = f(x).
Puesto x € Segy(a), resulta que x < a y como f preserva el orden, entonces y = f(x) < f(a),
es decir, y € Segy/(f(a)). Esto prueba que f(Segy(a)) C Segy,(f(a)). Para demostrar la otra
inclusion, suponga que y € Segy,(f(a)). Puesto que Segy.(f(a)) C X' = f(X), resulta que existe
algin x € X tal que y = f(x). Veamos que x € Segy(a). En efecto, admitir que x ¢ Segy(a),
significa que a < x y, por lo tanto, f(a) <’ f(x) = y lo que contradice el hecho de que y <’ f(a).
Por esto Segy,(f(a)) C Segy(a)) y termina la prueba. [

Un hecho simple, pero fundamental, es el siguiente.
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Teorema 1.3.17. Sean (X, <) un conjunto bien-ordenado, Y C X y f:X — Y un orden-isomor-
fismo. Entonces x = f(x) para todo x € X.

Prueba.Sea A = {x € X : f(x) < x}. Vamos a demostrar que A = &. Suponga, para generar
una contradiccién, que A # &. Entonces A posee un primer elemento al que denotaremos por
xo. Puesto que xp € A sesigue que f(xp) < xp. Sea x; = f(xp). Teniendo en cuenta que x; < xp
resulta, aplicando f, que f(x1) < f(xo) = x1 lo cual demuestra que x; € A y, en consecuencia,
como Xxp es el elemento més pequefio de A se tiene que xp < x;. Esta contradiccion establece
que A = @ y concluye la prueba. n

Hemos convenido en definir que dos conjuntos bien-ordenados son orden-isomorfos si existe
al menos una funcién biyectiva entre ellos que preserva el orden. En el siguiente resultado se
establece que, en realidad, existe un tnico orden-isomorfismo entre ellos.

Teorema 1.3.18. Sean (X, =) y (X', =’) conjuntos bien-ordenados. Si f : X — X' es un orden-
isomorfismo, entonces f es sinico.

Prueba. Suponga que ¢ : X =) X' es otro orden-isomorfismo y considere, en primer lugar,
la aplicaciéon h : X — X definida por h = f~log. Es facil establecer que & es un orden-
isomorfismo. Se sigue del Teorema 1.3.17 que x < h(x) para todo x € X. Si ahora aplicamos f
a lo anterior, vemos que f(x) =’ f(h(x)) = g(x). Similarmente, definiendo k' = ¢~ ! o f, resulta,
como antes, que ' es un orden-isomorfismo verificando que x < I'(x) para todo x € X. De
esto se sigue que g(x) <" g(K'(x)) = f(x) y, por lo tanto, f = g. Fin de la prueba. |

Otra consecuencia del Teorema 1.3.17 es que ningtn segmento inicial de un conjunto bien-
ordenado (X, <) puede ser orden-isomorfo a dicho conjunto.

Corolario 1.3.19. Sea (X, =) un conjunto bien-ordenado. Entonces para cualquier x € X, el seg-
mento inicial Seg(x) no es orden-isomorfo a X.

Prueba. Suponga f : (X, =) =) (Seg(a), =) es un orden-isomorfismo para algun a € X. Por el
Teorema 1.3.17 sabemos que x = f(x) para todo x € X. En particular, 2 < f(a). Por otro lado,
como f es sobreyectiva, entonces f(X) = Seg(a), de donde resulta que f(a) € Seg(a) y, por lo
tanto, f(a) < a. Esta contradiccién termina la prueba. |

1.3.4. Numeros Ordinales

El objetivo fundamental de esta seccion es la de introducir un criterio que asigne a cada
conjunto bien-ordenado X un tinico objeto de la Teoria de Conjuntos, denotado por ord(X), de
modo que

X=Y <& ord(X) = ord(Y). ()

Tal vez un buen indicio para aproximarnos a ese objeto es el siguiente argumento. Suponga
que (X, =) es un conjunto bien-ordenado y considere la siguiente coleccién de conjuntos

Seg(X) = {Seg(x): x € X}.

Puesto que X es un conjunto bien-ordenado, cualquier par de elementos x,y € X son compara-
bles y, por lo tanto, también lo son los segmentos Seg(x) y Seg(y). Afirmamos que (Seg(X), C)
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es un conjunto bien-ordenado. Para ver esto, sea S un subconjunto no-vacio de Seg(X). Esto
significa que

S = {Seg(x) : x € A}
para algtn subconjunto no vacio A de X y como X es un conjunto bien-ordenado resulta
que A posee un primer elemento, llamémoslo xp. Entonces Seg(xp) es el menor elemento de

S y termina la prueba de nuestra afirmacién. Veamos que (X, <) y (Seg(X), C) son orden-
isomorfos. En efecto, la funcién

fi (X, %) = (Seg(X), ©),
definida por
f«(x) = Seg(x) paratodo x € X (2)

es biyectiva y, por supuesto, preserva el orden. Se sigue del Teorema 1.3.18 que f. es el tnico
orden-isomorfismo que cumple (2). Podemos proponer tomar ord(X) = f.(X). En el transcurso
de esta secciéon veremos una manera precisa de formalizar esta idea.

Siguiendo a John von Neumann (1903-1957) podemos extender la definicién de nimero natu-
ral a cualquier conjunto bien-definido del modo siguiente.

Definicién 1.3.20. Un niimero ordinal es un conjunto bien-ordenado (X, =) tal que Seg(x) = x para
todo x € X.

Usualmente usaremos el término “ordinal” en lugar de “ntimero ordinal”. Los ordinales fi-
nitos son esencialmente los nimeros naturales (junto con el 0) que se construyen partiendo del
conjunto vacio @ por una aplicacioén repetida de la “operacién sucesor”, esto es,

0 = @ = Seg(0),

1 = {0} = {2} = Seg(1),

2 = {01} = {9,{2}} = Seg(2),

3= {0,1,2} = {2,{2},{2,{2}}} = Seg(3),

n =140,12,...,n—1} = Seg(n),

wo = {0,1,2,...} = Seg(INp)
wo+1 = {0,1,2,...,wo}

Estos ntimeros, los ordinales, son usados para etiquetar los pasos de cualquier proceso induc-
tivo transfinito.

Ya hemos visto que si (X, <) y (Y, =’) son conjuntos bien-ordenados y si ellos son orden-
isomorfos, entonces dicho isomorfismo es tinico. Lo que resulta interesante es que si ellos también
son ordinales, entonces X =Y como se muestra en el siguiente:
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Teorema 1.3.21. Si (X, <) y (X', =') son niimeros ordinales tales que (X, =) =, (X', ='), entonces
X=X\

Prueba.Sea f : (X, <) =) (X’,=’) el tnico orden-isomorfismo dado por el Teorema 1.3.18.
Vamos a demostrar que f = Id. Para ver esto, considere el conjunto

A= {xeX: f(x)#x}

y veamos que A = &. En efecto, suponga por un momento que A # & y sea a el primer
elemento de A. Sea x € Segy(a). Entonces x < a y como x ¢ A resulta que f(x) = x, de
donde se sigue que x = f(x) <’ f(a). Esto prueba que Segy(a) C Segy.(f(a)). Reciprocamente,

sea y € Segy,(f(a)). Como Segy,(f(a)) = f(Segy(a)), existe un x € Segy(a) tal que y = f(x).
Ya que x € Segy(a), se sigue de la primera parte que x = f(x) =y vy, asi, y € Segy(a), es decir,

Segy(f(a)) C Segy(a) y, por lo tanto,
Segy(a) = Segx(f(a)).

Sin embargo, como X y Y son ordinales, resulta que a = Segy(a) = Segy.(f(a)) = f(a),
contrario al hecho de que a € A. Esta contradiccion establece que A = & y termina la prueba.ll

Corolario 1.3.22. Si (X, <) es un conjunto bien-ordenado y (X', =<') es un ordinal con X =y X/,
entonces X = X'.

Prueba. En vista al resultado anterior es suficiente demostrar que (X, =) es un ordinal. Sea
f:(X,=) =0 (Y, =) el tnico orden-isomorfismo entre ellos y sea x € X. Entonces

x = ()

= f!(Segy (f(x))) porser X' un ordinal

= Segy(f '(f(x))) por el Teorema 1.3.16

= Segy(x),
lo cual finaliza la prueba. u

Dos observaciones importantes podemos derivar de la nocién de nimero ordinal.
(1) Si (X, =) es un niimero ordinal, entonces se cumple que:
xeX = xCX.

Esto sigue directamente del hecho de que x = Seg(x) C X.

(2) La relacion de orden de cualquier niimero ordinal se puede sustituir por la relacién de subconjunto.
Para ver esto, sea (X, <) un ntimero ordinal y sean x,y € X. Entonces

x 2y < Seg(x)CSeg(y) < xCuy.

La primera equivalencia siempre se cumple en cualquier conjunto bien-ordenado, mientras que
la segunda x = Seg(x) C Seg(y) = y es valida por ser X un numero ordinal. Por consiguiente,

(X, €) es un conjunto bien-ordenado y
(X, %) es un nimero ordinal < (BO)
x={aeX:aCux} paratodo x € X.
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Por esta razén, cuando escribamos: “sea X un ntmero ordinal” sin mencionar el buen-orden,
siempre se podra suponer, cuando convenga, que el orden de éste es C.

Para alcanzar el objetivo propuesto al comienzo de esta seccién, debemos comprobar que
cualquier conjunto bien-ordenado es orden-isomorfo a un iinico niimero ordinal. Esto, sin embargo,
tomard un poquito de tiempo. Comencemos.

Teorema 1.3.23. Sea (X, =) un niimero ordinal. Si a € X, entonces a = Seg(a) es un niimero
ordinal.

Prueba. Fijemos a € X. Puesto que todo subconjunto de un conjunto bien-ordenado hereda dicha
propiedad, resulta que (Segy(a), <) estd bien-ordenado. Pongamos Y = Segy(a) y veamos que
Segy(b) = b para cualquier b € Y. En efecto, si b € Y, entonces b < a y, por lo tanto,
Segy(b) C Segy(a). De esto se sigue que

z€Segy(b) & z€Y A zESegy(b)
& zeSegy(a) Nz=<b
& z<aANz=<b
&z €Segy(a) NSegy(b) = Segy(b) = b,

donde la daltima igualdad es vélida por el hecho de ser X un ntimero ordinal. Esto nos muestra
que Segy(a) es un nimero ordinal y termina la prueba. |

El siguiente resultado estable que cualquier subconjunto de un ntimero ordinal el cual también
es un ntumero ordinal, es un segmento inicial.

Teorema 1.3.24. Sea (X, =) un niimero ordinal. Si Y G X es un niimero ordinal, entonces Y =
Seg(a) para algiin a € X.

Prueba. Sea a el primer elemento de X\ Y. Entonces Segy(a) C Y. Para demostrar que Y C
Segx(a), seleccione un elemento arbitrario b € Y. Como Y y X son ambos ordinales, resulta
que

Segy(b) = b = Segy(b).

De aqui se deduce que b < a. En efecto, si fuera a < b, entonces a € Segy (b) y por lo anterior
tendriamos que a € Seg, (b) y, en consecuencia, 2 € Y lo cual es imposible. Asi, b < a. Mas
aun, como b € Y resulta que b # a y, por consiguiente, b < a. Esto dltimo nos muestra que
b € Segy(a) y, por lo tanto, Y C Segy (a). Asi Y = Segy(a) y finaliza la prueba. |

En lo que sigue, el simbolo Ord se usard para denotar la coleccién de todos los niimeros ordinales.
Del altimo resultado se observa que: si X,Y € Ord con X # Y, entonces

XCY & X = Segy(a) paraalginacy
& X = a puesto que Segy(a) =a
& X €Y puestoqueacy

Por consiguiente,

Hecho 1. El orden de subconjunto C y el orden de pertenencia € considerados sobre Ord son
equivalentes
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y, por lo tanto, la clase Ord estd bien-ordenada por C, o equivalentemente, por €. Esta obser-
vacion, combinada con (BO) de la pagina 59, permite la siguiente formulacién equivalente de
nimero ordinal.

Definicién 1.3.25. Un conjunto bien-ordenado X es un niimero ordinal, que denotaremos por ord(X),
si, y sdlo si,

(a) X es transitivo, estoes, (x € X = xC X), y

(b) X estd bien-ordenado por €.

De la definicién anterior resulta claro que: si X y X' son conjuntos bien-ordenados, entonces
X2 X' & ord(X) = ord(X).

Observe que si tenemos dos nameros ordinales, digamos (X, <) y (Y, =/), ysi XNY # &,
entonces < y =’ coinciden sobre X NY vy, en consecuencia, X NY esta bien-ordenado (con uno
cualquiera de los dos ordenes anteriores). Mds aun, se tiene que:

Teorema 1.3.26. Si (X, <) y (Y, ') son niimeros ordinales, entonces X NY es un niimero ordinal.

Prueba. Claramente X NY estd bien-ordenado. Sea a € X NY. Por definicién, Segy(a) = a =
Segy(a) y en consecuencia,

a = Segy(a) N Segy(a) = {z€ XNY : z<a} = Segy~y(a).
La prueba es completa. n

Si bien es cierto que ningtn conjunto bien-ordenado es orden-isomorfo a ninguno de sus
segmentos iniciales resulta, sin embargo, que siempre es cierto, para cualquier par de ntimeros
ordinales, lo siguiente.

Teorema 1.3.27. Sean (X, =) y (Y, ') niimeros ordinales. Entonces se cumple una, y sélo una, de
las siguientes afirmaciones:

(a) X=Y.
(b) X =0 Seg,(y) paraalgin ycY.
(c) Y =) Segy(x) paraalgin x € X.

Prueba. En primer lugar observe que (a) y (b) no pueden ocurrir al mismo tiempo. En efecto,
si lo anterior fuese cierto, entonces Y = X =) Seg,(y) para algun y € Y lo cual es imposible
gracias al Corolario 1.3.19. El mismo argumento nos revela que tampoco puede ser cierto que
(a) y (c) se cumplan a la vez. Veamos que tampoco (b) y (c) son posibles. Para ver esto,
suponga lo contrario y considere los orden-isomorfismos f : X =, Seg,(y) para algin y € Y
y § Y = Segy(x) para algun x € X. Entonces la aplicacion go f : X — Segy(x) es un
orden-isomorfismo, lo que de nuevo contradice el Corolario 1.3.19.

Suponga ahora que X # Y y veamos que (b) o (c) se cumplen. Puesto que X # Y,
entonces X C Y o Y C X y el resultado sigue del Teorema 1.3.24. Suponga, para construir una
contradiccion, que ni (b) ni (c) se cumplen, es decir, que X 2 Seg,(b) para todo b € Y y
también que Y % Segy(a) para todo a € X. Puesto que XNY C X y XNY C Y se sigue del
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Teorema 1.3.26 que XNY es un ntimero ordinal y, asi, gracias al Teorema 1.3.24, XNY = Segy(a)
para algin a € X y, similarmente, X NY = Seg, (b) para algin b € Y. Usando ahora el hecho
de que X y Y son ntmeros ordinales, resulta que

a = Segy(a) = XNY = Seg,(b) = b.

Afirmamos que a € Segy(a). En efecto, como a € X y a =b € Y resultaquea € XNY =
Segy(a), es decir, a € Segy(a) lo cual, como sabemos, es imposible. Esta contradiccion establece
el resultado. |

En lo sucesivo, un namero ordinal serd denotado, siguiendo la tradicién, por una de las letras
griegas a, 3, etc. El Teorema 1.3.27 permite comparar cualquier par de niimeros ordinales del
modo siguiente: si & y  son ntimeros ordinales y si definimos

x < B si, y sélo si, xep 6 a=254
resulta que:

Definicién 1.3.28 (Tricotomia de Ordinales). Para cualesquiera dos niimeros ordinales « y B, se cum-
ple una, y sélo una, de las siguiente tres posibilidades: o« < p, a = 6 B < a.

La relacion de orden < que acabamos de definir sobre la coleccion Ord de los ntimeros
ordinales la llamaremos el orden candnico de los niimeros ordinales.

Similar a la definicién de sucesién en un conjunto X, ahora generalizamos dicha nocién a
conjunto de indices que son niimeros ordinales.

Definicién 1.3.29. Sea X un conjunto no-vacio y 6 un ordinal infinito. Cualquier aplicacion L :
Seg(0) — X se llama una sucesion transfinita en X.

Identificaremos, como siempre, la aplicaciéon L de la definicién anterior con el conjunto de
sus imédgenes {x, : « < 6}, donde x, = L(a) para cualquier « < 0. Siguiendo la tradicién,
escribiremos (x4),<¢ en lugar de {x, : « < 0}. Si en lugar de puntos se considera una coleccién
A de subconjuntos de X, entonces estaremos hablando de una sucesién transfinita de conjuntos
que denotaremos por (A).<p- La sucesion transfinita de conjuntos (A),<p se dice

(a) no decreciente si F,y C F, siempre que &’ <a <6 vy
(b) no creciente si F,y O F, siempre que &’ < a < 6.
Sea (xy)a<p una sucesion transfinita en un conjunto X. Diremos que la sucesion (xy),<p €S

estrictamente creciente si x, < x, siempre que x < v < 6. Siocurre que x, > x, para cualquier
a < v < 60, entonces diremos que la sucesion (x,),<p es estrictamente decreciente.

Teorema 1.3.30. Sea A un conjunto arbitrario de niimeros ordinales. Entonces (A, <) es un conjunto
bien-ordenado.

Prueba. Suponga que (A, <) no estd bien-ordenado. Se sigue de la observaciéon (c) de la pa-
gina 53, que A contiene una sucesién (a,);_, estrictamente decreciente. Por definicién, esto
significa que,

Qo D & D - Dy D ---
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lo cual es equivalente, gracias al Hecho 1, a que
g O K1 DO D &y D v

Esto ultimo nos revela que (a,);’ ; es una sucesion estrictamente decreciente contenida en el
conjunto bien-ordenado «( lo cual es imposible. n

Corolario 1.3.31. Sea A un conjunto de niimeros ordinales. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(1) A es un niimero ordinal.

(2) Paracada o € A, si B es un niimero ordinal con B < «, entonces p € A.

Prueba. (1) = (2) sigue de la definicién de namero ordinal. Para ver que (2) = (1), observe,
en primer lugar, que gracias al Teorema 1.3.30, A es un conjunto bien-ordenado. Soélo resta
demostrar que a = Seg(w) para cada a € A. Veamos esto. Sea « € A. Como a es un niumero
ordinal, también lo es Seg(a), de modo quesi B € Seg(a), entonces el Teorema 1.3.23 no dice que
B es un numero ordinal satisfaciendo B < « y, por lo tanto, p € a. Esto prueba que Seg(a) C a.
Para demostrar la otra inclusion, es decir, « C Seg(«), sea f € a. Por el Teorema 1.3.23, B es un
nuimero ordinal tal que, por definicién, p < a. Nuestra hipétesis ahora nos garantiza que g € A
y, por lo tanto, B € Seg(x). Con esto se concluye que & = Seg(«) y, por consiguiente, A es un
numero ordinal. [}

El siguiente resultado es uno de los mas importantes en la obtencién de nimeros ordinales.
Teorema 1.3.32. Sea A un conjunto de niimeros ordinales. Entonces existe un niimero ordinal «g
con las siguientes propiedades:

(a) « < wy paratodo « € A, y
(b) si B es otro niimero ordinal tal que & < B para todo « € A, entonces ag < p.

Prueba. Cada elemento de A es un conjunto de ordinales que verifica la condicién del Corola-
rio 1.3.31. De alli que
Ko = U 14

aceA

es un conjunto de ordinales y como tal satisface la condicién del Corolario 1.3.31. De alli que «g
es un nimero ordinal. Por otro lado, para cada « € A, se tiene que a C ayp, lo cual es equivalente
a decir que a € «g y, asi, por definicién, « < ag. Para terminar la prueba, suponga que B es un
nuimero ordinal tal que a < B para todo a € A. Entonces « C B para todo « € A, de donde se
sigue que a9 C B y, por lo tanto, ag < B. n

El ntmero ordinal ag del resultado anterior se llama el supremo de A y serd denotado, en
lo sucesivo, por ay = sup A. Asi,

xy) = supA = ULX

aceA

y &o no es, necesariamente, un elemento de A. Por ejemplo, si

g = supN = {1,2,...}
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resulta que ag ¢ IN.

La siguiente definicién permitira la construccién de una coleccién indescriptiblemente inmen-
sa de ordinales, todos con la misma cardinalidad.

Definicién 1.3.33. Sea « un ordinal. Llamaremos sucesor inmediato de « al niimero ordinal « U {a}
al que denotaremos por «t o a+1. Si a y B son ordinales y BT = w, entonces diremos que B es el
predecesor inmediato de «. Un ordinal sin un predecesor inmediato es llamado un ordinal limite, esto
es, & es un ordinal limite si

x = sup{Bf : B<a}.

Notese que, para cualquier ordinal a siempre existe a®™ y se cumple que « < at. Sin
embargo, no todo ordinal posee un predecesor inmediato. Por lo tanto, un ordinal a es un
ordinal limite si & no es sucesor de ningtin otro ordinal.

A partir de este momento, usaremos el simbolo w para designar el ordinal de los niimeros
naturales, esto es,
w = ord(IN).

Observe que w es el primer ordinal infinito numerable y, en consecuencia, el primer ordinal limite.
Usando la definicién anterior podemos comenzar a producir ordinales infinitos. En efecto, el si-
guiente namero ordinal después w es w™ y se puede continuar generando ordinales numerables
del modo siguiente:

wh =w+1, (w+D)t = w+2, (W+2)" = w+3,---
En esta escala, despuésde w, w +1, w+2,... viene
wtw =w2 ={1,2,...,0,w+1, w+2,...}.
Similarmente, después de w2, w2+ 1, w2+ 2,... se consigue

W2+w =w3 ={1,2,..., 0, w+1, w+2, ..., w2, W2+1, W2+2,...}.

Mas alld de w2, w3, ... estd w? y después de w?, w?3,... se obtiene w®. Si se contintia indefini-

damente con este proceso se logra construir una gigantesca cantidad de ntiimeros ordinales

2 2 2
W, .., w2,..., wW3,...,w05,..., Wwt+w,..., w —|—w2,...,w3,...,

w w(lJ
wv,. .., wY ...
Esto ordinales son sélo una brevisima muestra de los asi llamados ordinales numerables. Es cos-
tumbre definir
_ w w
€ = supqw, w, w , ...

y, en consecuencia, formar € +1, € + w, €°, €, etc. Es importante destacar que la lista de los
ordinales nunca termina y que ninguno de los ordinales: w, w2, ..., W o, WY, e, . posee
un predecesor inmediato. Cada uno de ellos es, por supuesto, un ordinal limite.

Si ahora consideramos la coleccion Ord(w) de todos los ordinales numerables, entonces el

Teorema 1.3.32 permite definir el ordinal

wp = supOrd(w)
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Notese que w; es no-numerable. En efecto, si w; fuese numerable, entonces w; € w; lo cual
estd prohibido en ZFC. De hecho, w; es el primer ordinal no-numerable ya que si & < w1, entonces
X € wj Yy, en consecuencia, & es numerable.

De este modo, los ordinales numerables ofrecen un camino distinto para producir conjuntos
no-numerables. Por supuesto, podemos, como antes, continuar definiendo

wr1+1, w1 +2, ..., wv+tw, ..., wv+w2, ...
Los dos ejemplos siguientes permiten visualizar, a vuelo de pdjaros, que todos los ordinales
construidos anteriormente, con excepcién de w; y sus seguidores, son numerables.

Ejemplo 1.3.2. Si «a es un ordinal con a > w, entonces la aplicacion f :« — a™ definida por

f) = &

fn+1) =n, paran<w

f(B) =B, si w<p<u

es una biyeccién. Por induccion, se comprueba que w, w +1, w +2,... todos son numerables.

Ejemplo 1.3.3. Similarmente, la aplicacion g : w — w2 dada por

n/2 si n es par

fln) = w+ (n—1)/2  si n esimpar

también es una biyeccion. Por lo tanto, usando ejemplo anterior, se prueba que w2, w2 +1, w242, ...
son numerables. Continiie.

La importancia del siguiente resultado reside, precisamente, en impedir que la inmensa co-
lecciéon Ord sea un conjunto en ZFC.

Teorema 1.3.34. Sea A un conjunto de niimeros ordinales. Entonces existe un By € Ord \ A tal que
x < Bo para todo « € A.

Prueba. Por el Teorema 1.3.32 existe el nimero ordinal ay = sup.A. Es claro que el niimero
ordinal By = ay satisface la conclusién del teorema. n

Del resultado anterior se concluye que Ord no es un conjunto. En efecto, suponer que Ord es
un conjunto implicaria, gracias al Teorema 1.3.34, que existe un ordinal fuera de Ord lo cual es
absurdo.

Ya vimos que en ZFC la coleccion U de todos los conjuntos no es un conjunto. Sin embargo, se
puede probar que U es una jerarquia acumulativa, es decir, cualquier conjunto pertenece a algtn
V, para algtin ordinal &, donde los V,, son definidos como sigue:

Vo = @.
Va+] - @(Va)
V, = U Vi, si A esun ordinal limite.
a<A

Entonces U = U Vs.
xe0rd
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Uno de los resultados fundamentales que conduce a definir con claridad la nocién de ntimero
cardinal es el que se muestra en el préximo teorema. Sin embargo, su demostracién se sustenta
sobre un axioma llamado el Axioma de Sustitucién o Esquema de Reemplazo que reza asi:

Axioma de Sustitucién. Sea P(u,v) una propiedad tal que para cada objeto u existe un tinico
objeto v para el cual P(u,v) se satisface. Entonces, para cada conjunto A, existe un conjunto B
con la siquiente propiedad: para cada a € A, existe b € B para el cual P(a,b) se cumple.

Sea F la operacion definida por la propiedad P, esto es, F(a) es el tnico b para el cual
P(a,b) se cumple. Entonces el Axioma de Sustitucién puede ser establecido como sigue:

Para cualquier conjunto A, existe un conjunto B tal que: para todo a € A, F(a) € B.

Por supuesto, B puede contener elementos que no son de la forma F(a) para algin a € A. Sin
embargo, siempre se puede sustituir el conjunto B por el conjunto

{b€B:P(ab)paraalgin a € A}

al que llamaremos la imagen de A por F y denotado por F(A) = {F(a) : a € A}. En resumen,
el Axioma de Sustitucién permite, dado el conjunto A, construir una funciéon F: A — B tal que
Dom(F) = A, Im(F) = F(A) y F(a) sea el tinico b € B para el cual P(a,b) se satisface.

Teorema 1.3.35. Sea (X, <) un conjunto bien-ordenado. Entonces, X es orden-isomdrfico a iinico
niimero ordinal.

Prueba. La prueba la haremos en dos pasos. El primero consiste en demostrar que: para cada
x € X, existe un ordinal « tal que Seg(x) es orden-isomorfo a «. Para ver esto, considere el conjunto

A = {x e X : Seg(x) = apara algin « € Ord}

Vamos a demostrar, usando el Principio de Inducciéon Transfinita, que A = X. Observe que si X
es vacio, entonces A = & y no hay nada que probar. Suponga que X # @. Queremos demostrar
que:

(i) el primer elemento de X estien Ay
(ii) para todo x € X, si Seg(x) C A, entonces x € A.

Sea xg el primer elemento de X. Puesto que Seg(xy) = @ y & es el ordinal 0, resulta que
xo € A. Esto prueba (i). Para demostrar (ii), suponga que x € X es tal que Seg(x) C A,
donde x # x¢. Elija cualquier x’ € Seg(x) y observe que como x’ € A, entonces existe un
ordinal B para el cual Seg(x’) =y B. El Teorema 1.3.21 nos garantiza entonces que f es Unico
para cada x’ € Seg(x). Lo anterior permite que podamos considerar el conjunto Seg(x) y la
propiedad

P(x,B) : si ' < x, entonces B es el tinico nimero ordinal tal que B =, Seg(x').

Por el Axioma de Sustitucién, existe un conjunto B y una funcién f : Seg(x) — B tal que f(x')
es el anico ordinal B orden-isomorfo a Seg(x’) para cada x’ € Seg(x). Uno puede suponer que

B = {pcOrd: B=Seg(x') para algin x" € Seg(x)}.
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Resulta del Corolario 1.3.31 que a = f(Seg(x)) = B es un namero ordinal y como f es estricta-
mente creciente, se concluye que f es un orden-isomorfismo, esto es, Seg(x) = a. Esto prueba
x € A y asi, gracias al Principio de Induccion Transfinita, resulta que A = X.

El segundo paso consiste en aplicar, de nuevo, el Axioma de Sustitucién al conjunto X y ala
propiedad (justificada en el paso anterior):

P(x,B) : B esun numero ordinal tal que B = Seg(x)

para cada x € X. Entonces existe un conjunto B’ y una funcién g : X — B’ tal que g(x) es
el inico nimero ordinal B orden-isomorfo al segmento inicial Seg(x). Un argumento similar al
desarrollado en el paso anterior nos revela que X es orden-isomorfo al nimero ordinal a = f(X).
El hecho de que X es orden-isomorfo a un tinico ordinal sigue del Teorema 1.3.21. Esto termina
la prueba. n

1.3.5. Numeros Cardinales

Una vez definido el nimero ordinal de cualquier conjunto bien-ordenado, estamos en condi-
ciones de terminar nuestra tarea: definir el niimero cardinal de cualquier conjunto X, en realidad,
de cualquier conjunto bien-ordenado.

Definicién 1.3.36. Un niimero ordinal « es llamado un ordinal inicial si « no es equipotente a ningiin
ordinal B < .

Por ejemplo, cualquier nimero natural es un ordinal inicial. w es un ordinal inicial ya que él
no es equipotente a ningtin nimero natural. Sin embargo, w + 1 no es un ordinal inicial por el
simple hecho de que card(w) = card(w + 1), pero w < w + 1. De modo similar, ninguno de los
ordinales w+2, w+3,...,w + w, ... son iniciales.

Que a todo conjunto se le puede asignar un tinico namero cardinal es consecuencia del si-
guiente resultado.

Teorema 1.3.37. Cualquier conjunto no vacio X es equipotente a un iinico ordinal inicial.

Prueba. Sea X un conjunto no vacio. El Principio del Buen-orden nos garantiza la existencia de
un buen-orden sobre X. Por el Teorema 1.3.35 existe un tinico ordinal & que es orden-isomorfo
a X. Sea

F, = {f€0rd : B~a}.

Entonces F, es un conjunto bien-ordenado y, por lo tanto, el méds pequefio de los elementos de
F, es un ordinal inicial equipotente a X. n

Lo que acabamos de probar permite justificar, de modo simple, la siguiente definicién.

Definicién 1.3.38. Sea X un conjunto. El niimero cardinal, o cardinal de X, denotado por card(X),
es el uinico ordinal inicial equipotente a X.

Notese que card(X) es el ordinal mds pequefio que es equipotente con X. Dicho de otro
modo, k es un niimero cardinal si él no es equipotente a ningiin ordinal « < x. Por ejemplo, el ordinal
mds pequeiio que es equipotente con IN es w. Por consiguiente, card(w) es un namero cardinal
al que llamaremos el cardinal de los ntimeros naturales y que denotaremos por Ng. Asi,

Ny = card(w).
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Es interesante observar que IN puede ser pensado de dos maneras: como w, el primer ordinal
infinito y también como Ny, el primer cardinal infinito.

Aunque estamos usando el sistema de los nimeros ordinales para “medir” conjuntos, no
todos ellos sirven para ese propésito. Por ejemplo, ningtn ordinal numerable & > w puede ser
usado para definir un namero cardinal puesto que, en este caso, card(w) = card(«a) y entonces
se puede determinar una biyeccién entre ambos conjuntos.

Por supuesto, la definicién de ntimero cardinal que acabamos de suministrar cumple la receta:
si X,Y son conjuntos, entonces

X~Y & card(X) = card(Y).

Claramente cualquier nimero natural es un namero cardinal finito.

1.3.6. N; y el Primer Ordinal No-numerable

Este es otro modo de visualizar el primer ordinal no-numerable. Considere la coleccién F. de
todos los ntimeros ordinales no-numerables orden-isomorfos a R; es decir,

F. = {€Ord : p~ord(R)}.

Por lo visto anteriormente, Teorema 1.3.30, F, es un conjunto bien-ordenado y, en consecuen-
cia, posee un primer elemento al que denotaremos por w;. Este nimero ordinal w; posee las
siguientes propiedades:

(1) w1 es el primer ordinal no-numerable. Por consiguiente, como w; es un ordinal inicial,
cualquier ordinal B < w; es un ordinal numerable y, en consecuencia, w; es el conjunto de todos los
ordinales numerables:

wi = {pe€0rd: p~ord(N)} = sup{a € Ord : & < w1}

(2) Ninguna sucesion en w; alcanza a w;, esto significa que si (w,)$_; es cualquier sucesién en
w1, entonces existe un ordinal & € w; tal que a, < a para cualquier entero n > 1. En efecto,
basta tomar a = sup{a, : n € N} y observar que « € w;.

Definamos ahora
Ny = card(wn).

Observe que N es el niimero cardinal no-numerable mds pequefio mayor que Ng. Un paso mds. Sea
wy = {pe0rd: prw} = sup{fe € Ord : w1 <o < wy},

y defina
N, = card(w»).

En general, si para cada n € IN, el nimero cardinal R, ha sido obtenido, entonces definimos
N,1 = card(wy1),

donde w1 es el conjunto de todos los ntimeros ordinales cuya cardinalidad es R,. De nuevo,
N, 11 es el nmiimero cardinal mds pequefio mayor que X,. Para ordinales transfinitos, comenzando con
w, definimos

N, = card( U wn> = card(sup{wy, : n € N}),

n=1
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y se continta la construccién de cada ¥, para todo ntimero ordinal & > w. Cada cardinal N,,
donde a es un ordinal arbitrario, sera llamado un alef. Noétese que si & > 1, entonces N, es
no-numerable.

Observe que todo cardinal infinito posee un cardinal sucesor inmediato, es decir, Ng es un
cardinal sucesor inmediato si y s6lamente si el indice B es un ordinal sucesor inmediato. Un
cardinal que no es un cardinal sucesor inmediato es llamado un cardinal limite. Ejemplos de
cardinales limites son Ny, N, N2, Ry,.  Asi, la sucesion transfinita de cardinales infinitos es
estrictamente creciente:

Ngp < Np < Rp < -0 <Ry < 00 <R < oes <N < e

Estos cardinales infinitos eran para Cantor algo sagrado: constituian los escalones que conducen
a %, el infinito absoluto, el trono de Dios. Noétese que todo ntimero cardinal es un ntimero
natural, o un alef.

Lo antes expuesto nos permite ahora establecer una definicién formal de los términos “finito”,
“numerable” y “no-numerable”:

(a) Un conjunto es finito si su cardinalidad es menor que .

(b) Un conjunto es numerable si su cardinalidad es igual a Y.

(c) Un conjunto es no-numerable si su cardinalidad es mayor o igual que ;.
Puesto que la cardinalidad de cualquier conjunto estd en una de las categorias anteriores, la Ley
de Tricotomia de los Cardinales establece que cualquier par de cardinales, digamos a y b, son

comparables, esto es,
a < b, a=5», o) a > b.

Una de las sorpresas de este principio ocurrié cuando Friedrich Hartogs demostré en el afio 1915
que la Ley de Tricotomia implica el Axioma de Eleccidn.

Nota Adicional 1.3.4 La siguiente observacion serd usada frecuentemente. Si un conjunto X tiene
cardinalidad N, entonces:

(1) X esté bien-ordenado y

(2) Existe una biyeccién entre wq y X.

En consecuencia, cada elemento de X puede ser identificado con un tnico elemento de w;
y viceversa. Por esta razén, siempre podemos representar a X en la forma:

X = {x: a<wi} = (%)

a<wy’

1.3.7. La Aritmética de los Cardinales

En esta seccion definiremos las operaciones aritméticas (suma, multiplicacién y exponencia-
cién) de nameros cardinales y algunas de sus propiedades, pero no asi la de nimeros ordinales
las cuales difiere sustancialmente de la aritmética cardinal para conjuntos infinitos. Por ejemplo,
2% es un ordinal numerable, mientras que 2% es un cardinal no-numerable.

La aritmética de los cardinales finitos es sencilla en el sentido de que si A y B son conjuntos
finitos y disjuntos tales que card(A) = m y card(B) = n, entonces

m+mn = card(AUB) y m-n = card(A x B).
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Mas aun, las operaciones de resta, divisién y exponenciacion se practican de la forma habitual.
Por otro lado, la aritmética de los cardinales transfinitos, aunque se basa sobre ideas similares a
la del caso finito, es bien distinta a ésta ya que, por ejemplo, no incluye operaciones como la resta
y la divisién, aunque si la exponenciacién. Sin embargo, no es imprescindible en su definiciéon
que los conjuntos sean disjuntos.

Definicién 1.3.39. Sean A y B conjuntos arbitrarios. Si card(A) =a y card(B) = b, definimos

a+ b = card((A x {0}) U(B x {1})) y a-b = card(A x B).

La legitimidad de las operaciones anteriores se sustentan sobre el hecho de que a+b y a-b
no dependen de la elecciéon de los conjuntos A y B. Se sigue de la definicién anterior que

Nog + Ng = Ng y NNy = Np.
yaque (N x {0})U(IN x {1}) ~IN y IN xN ~ N. También
2% 4 oo — oo y N0 R0 _ oRo

por un argumento similar. Véase también el préximo teorema. Por ejemplo, si Jg constituye la
coleccion de todos los intervalos abiertos con extremos racionales, entonces

card(dg) = No.

En efecto, existen Ry intervalos abiertos cuyo extremo inferior es un nimero racional. Una vez fi-
jado un intervalo abierto cuyo extremo izquierdo es un niimero racional, existen Ng posibilidades
de que su extremo derecho sea un racional. Por lo tanto,

card(HQ) = NQ-NO = No.

Las operaciones de suma y producto de niimeros cardinales son siempre conmutativas, aso-
ciativas y distributivas, esto es,

a+b =b+a a-b =5b6-a
a+(b+0) = (a+b)+0d a-(b-2) = (a-b)-d

a-(b+?2) = a-b+a-?

Otro hecho que resulta contrario a la logica de la aritmética de los niameros cardinales finitos
es el siguiente:

Teorema 1.3.40. Sean a y b niimeros cardinales. Si b es infinito y a < b, entonces
a+b==2= y a-b = b.

Prueba. Sean A y B conjuntos tales que card(A) = a y card(B) = b. Sin perder generalidad
asumiremos que AN B = &. En este caso, card((A x {0}) U (B x {1})) = card(A U B). Como
a < b, existe una funcién inyectiva f : A — B que no es sobreyectiva. Si ahora definimos
F:A— f(A) por

F(x) = f(x) paratodo x € A,
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resulta que F es biyectiva, card(A) = card(F(A)), F(A)UB=B y
a+b = card(AUB) = card(F(A)UB) = card(B) = b.

La prueba de que a-b = b es similar y se invita al lector a realizarla. n
Del resultado anterior se tiene que si a, b son cardinales infinitos, entonces se cumple que
a+b = a-b = max{a, b}.

En particular, cualesquiera sean «, f € Ord,

N,x + Nﬁ = N(x'Nﬁ = méx{Na, Nﬁ}

(1) Puesto que o < 2%, resulta de lo anterior que
Ry + 2% = 2% y Rg - 2% = 2%,

(2) Similarmente, n 4+ Ny =8y y n- -8y =Ny para cualquier n € IN.

En general, si (k),<p €s una sucesion de nimeros cardinales, su suma cardinal, >, _, %, se

define como
ZK“ = card( U A,X>,

a<f a<6

donde {A, : a < 0} es cualquier coleccién disjunta de conjuntos con card(A,) = «, para todo
a < 6. Una definicién similar sirve para el producto cardinal.

Para definir la exponenciaciéon de ntiimeros cardinales, recordemos que para cualquier conjun-
to X, card(#(X)) = card(2X). Usando esta informacién podemos convenir en definir:

Definicién 1.3.41. Si card(A) =a y card(B) = b, definimos
a® = card(AP).
Como antes, se puede demostrar que esta definicion de exponenciacién no depende sobre la
elecciéon de los conjuntos A y B. Mientras que la suma y multiplicacién de ntimeros cardina-

les son relativamente simples, debemos advertir que la evaluaciéon de la exponenciaciéon es mds
complicada. Por ejemplo, por el Teorema de Cantor, 2™ > X,, en otras palabras,

2N > N,
Pero no hay mucho que pueda demostrarse de 2%+, excepto la siguiente propiedad:
2N < 2N siempre que « < B.
De la definicién anterior se puede demostrar, sin mucha dificultad, que:
(a) a<a® sib>0.
(b) a<b" sib>1.
(c) Si ag <ap y by < by, entonces ai’l < ugz.

Mas propiedades de la exponenciacioén viene dada por el siguiente resultado.
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Teorema 1.3.42. Sean a,b y -y niimeros cardinales. Entonces,

(1) b+ = q® . o,

(2) (a®)” =at®.

(3) (a-b)°=a7 b

Prueba. Sean A,B y C conjuntos tales que a = card(A), b = card(B) y ? = card(C). Para

demostrar (1), suponga que B y C son disjuntos. Vamos a construir una funcién inyectiva F
de AB x AC sobre ABYC. Si (f,g) € AB x AC, defina F(f,g) = h, donde h: BUC — A viene

dada por
x si x€B
R
g(x) si x€C.
Es claro que ¢ € ABYC y que F es inyectiva. Por supuesto, dada cualquier funcién h € ABYC,
las funciones f = h|gp y ¢ = h|c satisfacen F(f,g) = h y, por lo tanto, F es sobreyectiva.

Para demostrar (2) vamos a considerar la funcién F : ABXC — (AB)C definida por F(f) = g,
donde cada f: BxC — Ay g : C — AP se define, para todo ¢ € C y todo b € B, por
g(c)(b) = f(b,c). Observe que como g(c) € AP, la expresion g(c)(b) = f(b,c) siempre tiene
sentido. Dejamos a cargo del lector la tarea de comprobar que F es biyectiva y también la prueba
de (3). [

Por ejemplo,
92% 2% p2fo42% _ 52%

Corolario 1.3.43. 5i 2 < b < 2% y a es infinito, entonces b® = 2°.

Prueba. De los resultados anteriores se tiene que
20 < b < (29)° = 2% = 2%
y, por lo tanto, b® = 2° |
En particular, tomando a = b = ¥ en el resultado anterior, resulta que
No
0

N0 — 2N,

Nota Adicional 1.3.5 Fijemos un cardinal infinito x. Si para cada A < x y cada a < A existe un
conjunto A, con card(A,) < k, entonces

Card< U Aa> < x.

a<A
En efecto, card(|J, ., Ax) <Kk-A =k -k =K.

Sea 0 un ordinal limite. Si (ag)g<p es una sucesion estrictamente creciente de ordinales,
definimos

a = sup{ag : B <6}

A « lo llamaremos el limite de la sucesion creciente y lo denotaremos por a = ;lsin% ag.
ﬁ

Un cardinal infinito R, es un limite fuerte si 2™ < ¥, para todo B < a.
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Definicién 1.3.44. Un cardinal infinito x se llama singular si existe una sucesion estrictamente
creciente (zxﬁ) <o de ordinales, donde 0 es un ordinal limite, tal que:

(a) 6 < x,
b tod 6 =1i .
(b) ap < x paratodo <0 y x ,Blg}ﬂaﬁ

Un cardinal infinito que no es singular se llama regular.

Por ejemplo, N, es un cardinal singular, pues w es un ordinal limite,

N, = lim R,
n—w

w <N,y N, <N,y q para cada n < w. Similarmente, los cardinales N, Ny.w, N, son
singulares. Se puede demostrar que existen cardinales singulares arbitrariamente grandes.
Por ejemplo, fijemos un cardinal infinito, digamos ®,. Entonces

Nytw 0 Hm Ry y
n—w

es un cardinal singular mayor que X,.

Definicién 1.3.45. Un cardinal no-numerable x se llama inaccesible si él es un cardinal limite y
a la vez reqular.

Otra manera de expresar lo anterior es como sigue: x es un cardinal inaccesible si:
(1) K > N,
(2) para todo cardinal a < «, se tiene que 2* <k, y

(3) para cualquier conjunto de indices I con card(I) < k y cualquier colecciéon {a;:i € I}
de cardinales tal que a; < k para todo i € I, se cumple que sup{a; :i € I} < «.

En otras palabras, un cardinal « es inaccesible si no puede alcanzar por “debajo”; es decir,
si no puede obtenerse a partir de las operaciones bdsicas entre cardinales, utilizando tnica-
mente cardinales menores que él mismo. Los cardinales inaccesibles forman una cofradia
de los asi llamados los grandes cardinales los cuales no pueden demostrarse, en ZFC, su
consistencia y, en consecuencia, deben asumirse como un axioma adicional.

1.3.8. La Cardinalidad de R y otros Conjuntos Similares

En esta parte analizaremos la cardinalidad del conjunto R de los ntimeros reales y estudiare-
mos algunos otros ejemplos de conjuntos que poseen esa cardinalidad. Ya hemos visto que R es
un conjunto no-numerable y habiamos asignado el simbolo ¢ al nimero de sus elementos. Ahora
es el momento de darle sentido a ese simbolo. De la definicién de exponenciacién de ntiimeros
cardinales y el Teorema de Cantor, Teorema 1.2.17, se tiene que

card(2N) = 2% = card(Z(N)).

Veamos ahora que:
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Teorema 1.3.46. card(R) = 2%,

Prueba. Puesto que toda sucesién de ntimeros racionales es una aplicaciéon s : IN — Q, resulta
que su grafico es un subconjunto de IN x Q por lo que el conjunto 8(Q), formado por todas las
sucesiones de ntiimeros racionales, estd contenido en Z(IN x Q). Mas aun, como cada nimero
real x es el limite de una sucesion perteneciente a 8(Q) se tiene, usando el Teorema de Cantor,
Teorema 1.2.17, y las propiedades de la exponenciaciéon de cardinales, que

card(R) < card(8(Q)) < card(Z2(N x Q)) = 200dNxQ) — pNoRo — 7%,

Esto prueba que card(R) < 2% Para demostrar la otra desigualdad, es decir, 2% < card(R)
considere la funcién f: 2N — R definida por

f((an)i=y) = O.anazas...

donde a, € {0,1} paratodo n > 1. Es facil ver que f es inyectiva por lo que
2% — card (ZN) < card(R).

La prueba es completa. n

Por el resultado anterior tenemos que ¢ = 2% vy, por lo tanto, haciendo uso del Teorema de
Cantor, Teorema 1.2.19, se tiene que

N 280
Ny < 280 <« 220 2270 ..

En el siguiente resultado se muestran algunos conjuntos cuya cardinalidad es la del continuo.

Teorema 1.3.47. (1) card(C) = 2%, donde C es el conjunto de los niimeros complejos.

(2) card(R") = 2% para cada n € N.

(3) card(INN) = 2%

(4) card(RN) = 2%

(5) card(C(R)) = 2%, donde C(RR) consiste de todas las funciones continuas de R en R.
(6) card(OR) = 2%, donde OR es la coleccion de todos los subconjuntos abiertos de R.

Prueba. (1) Puesto que la aplicacion ¢ : R x R — C dada por ¢(a,b) = a+ib es biyectiva,
resulta que
card(C) = card(R x R) = 2% .2% — pNotRo — pNo,

(2) Esto sigue de lo siguiente:
card(R") = (2%)" = 27 = 2%,
(3) El conjunto IN® tiene cardinalidad Ngo. Se sigue del Corolario 1.3.43 que

card(INN) = Ng” = 2%,
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(4) Esto es consecuencia de (2) del Teorema 1.3.42:
card(RN) = (2NO)NO = 2N — N,

(5) Usaremos el siguiente hecho: Toda funcién continua f : R — R queda completamente determi-
nada por sus valores en Q. En particular, si dos funciones continuas f,g : R — R son tales que
f(r) = g(r) para todo r € Q, entonces f = g. Considere ahora la funcién ® : C(R) — R®
definida por ®(f) = f|g. De la observacion anterior resulta que & es inyectiva y, por lo tanto,

card(C(R)) < card(R?) = (2N°)N° = 2%,
Por otro lado, como C(IR) contiene a todas la funciones constantes, se tiene que
2% < card(C(R))

y termina la prueba de (5).

(6) En primer lugar, observe que la funcién f : R — Or dada por f(a) = (a,+0c0) es inyectiva,
de donde se sigue que
2% = card(R) < card (OR).

Para demostrar la otra desigualdad, nétese que todo conjunto abierto G es la unién de los in-
tervalos abiertos con extremos racionales contenidos en G y como Jg, el conjunto de todos los
intervalos abiertos con extremos racionales, es numerable resulta que existen a lo sumo 2% de

tales uniones. Por esto
card(OR) < 2%

y termina la prueba. [

Del Teorema 1.3.47 (6) se deduce que:
(7) La cardinalidad de J, la coleccién de todos los subconjuntos cerrados de R, es 2%.

Esto sigue simplemente del hecho de que existe una biyeccion entre Or y F dada por f(G) = G¢
para todo G € OR. En particular, la coleccion J; de todos los elementos de I que son no-numerables
posee cardinalidad 2. En efecto, como todo intervalo cerrado no degenerado es no-numerable,

entonces
2% = card({[x,1] : x € R, x <1}) < card(F,) < card(F) = 2%.

Si denotamos por J,, la familia de todas las uniones numerables de conjuntos cerrados y por Gs
la familia de todas las intersecciones numerables de conjuntos abiertos, resulta que

card(G;) = 2% = card(F,).

(8) La cardinalidad de P, la coleccién de todos los subconjuntos perfectos de R, es 2.

Recordemos que un conjunto P C R es perfecto si él cerrado y todos sus puntos son puntos
de acumulacién. Puesto que todo intervalo cerrado no degenarado es un conjunto perfecto (y
no-numerable) resulta que

2% = card({[x,1] : x € R, x <1}) < card(P) < card(F,) < card(F) = 2%.
En la seccién sobre cardinalidad habfamos informado que se podia demostrar que I, el con-

junto de todos los nameros irracionales, tiene la misma cardinalidad que la de R. Aqui estd una
prueba de ese hecho.
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Teorema 1.3.48. Si A es un subconjunto numerable de R, entonces
card(R\ A) = 2%,

Prueba. Puesto que card(R x R) = card(R), podemos asumir que A C R x R. En este caso,

vamos a demostrar que
card((R x R) \ A) = 2™.

Sea P: A — R la proyeccion sobre la primera coordenada, esto es, P(x,y) = x para todo
(x,y) € A. Puesto que P es inyectiva, resulta que

No = card(A) < card(R) = 2%

y, por lo tanto, R\ P(A) # @.

P(A) o

Sea xp € R\ P(A). Claramente el conjunto X = {xo} x R es disjunto al conjunto A y, en
consecuencia, X C (R x R)\ A. Puesto que card(X) = card(R) = 2% se tiene que

card(R x R\ A) > 2%,

Esto termina la prueba. n

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es que:

card(I) = card(R\ Q) = 2™ = card(R).

1.3.9. La Hipétesis del Continuo

Con el descubrimiento de la existencia de infinitos niveles de infinitos: R, Ni, Np,... y que
Ng < ¢, surgen dos preguntas fundamentales:

(1) ¢Es c el infinito no-numerable mds pequefio?

(2) ¢Son el Método de la Diagonal de Cantor y los niimeros ordinales los tinicos modos de probar la
existencia de conjuntos no-numerables?

La respuesta a la primera pregunta persiste, hasta el sol de hoy, aun sin poder ni demostrarse,
ni refutarse, conociéndose dicho problema con el nombre de “la Hipétesis del Continuo”. Sin
embrago, como ya vimos anteriormente, el Método de la Diagonal y los ntiimeros ordinales, no
son los tinicos modos de probar la existencia de conjuntos no-numerables: el Teorema de Cantor,
la medida exterior de Lebesgue combinado con el Axioma de Eleccién, constituyen, entre otros,
medios para obtenerlos.
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La primera formulacién de Cantor de la Hipoétesis del Continuo, conocida también como Hipdtesis
del Continuo Débil, ocurrié en el ano 1878 y es la siguiente: estando en conocimiento de que
Ng < 2% ,

cexistird algiin conjunto infinito A C R tal que Ny < card(A) < ¢?

La Hipétesis del Continuo Débil afirma que un tal conjunto A no existe, en otras palabras:
cualquier subconjunto infinito de niimeros reales, o es numerable, o posee la cardinalidad del continuo.

Hipétesis del Continuo Débil (CH). Si A es un subconjunto infinito de R, entonces,
card(A) = Ny 0 card(A) = «¢.

Algunos afios mas tarde, después de desarrollar su teoria de los niimeros ordinales transfini-
tos, Cantor presenta esta otra forma de la Hipétesis del Continuo:

El conjunto R tiene la cardinalidad de todos los niimeros ordinales numerables.

Finalmente, en 1890, después de desarrollar la nocién de exponenciacién entre ntimeros cardi-
nales y su simbolismo: los alephs, y de demostrar que que Ry < N; < 2% = ¢, él presenta su
tercera y tltima forma de la Hipotesis del Continuo:

Hipétesis del Continuo (CH). 2% =X,

Es decir, en la sucesion transfinita de cardinales no-numerables Nq, X, ..., la Hipétesis del Conti-
nuo afirma que 2% = Ny, es decir, ¢ = 2% es el primer cardinal no numerable.

O 1 . o w w_'_l [N w_.l_w e w] [N a_)z
I CH | I

No 2% = Ny Ny

Trivialmente, la Hipo6tesis del Continuo implica la Hipétesis del Continuo Débil. La diferencia
entre ambas formas es relevante al Axioma de Eleccion: la Hipdtesis del Continuo implica que el
conjunto de los niimeros reales puede ser bien-ordenado, mientras que la Hipétesis del Continuo Débil no
la implica. De hecho, la Hipoétesis del Continuo es equivalente a la Hip6tesis del Continuo Débil
maés la aceptacion de la existencia de un buen-orden sobre R. Para efectos précticos usaremos la
expresion “Hipotesis del Continuo” para referirnos a cualquiera de sus versiones.

Existe una version generalizada de la Hipétesis del Continuo expresada del modo siguiente:
Hipétesis del Continuo Generalizada (GCH). 2% = X, para cualquier ordinal «a.

La forma en que fue presentada la Hipé6tesis del Continuo Generalizada, supone ya al Axioma de
Eleccién, pero puede ser presentada sin hacer uso de ese axioma: Para cada cardinal infinito m, se
tiene que

sim < a< 2" entonces m =a o a = 2™
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Una virtud de la Hipétesis del Continuo Generalizada, la cual hace la hace interesante, es que ella
da una solucién completa al problema de computar a™ para cardinales infinitos simplificando
notablemente la exponenciacién de los ntimeros cardinales. Por ejemplo, bajo la GCH, si a < m,
entonces a™ = m™.

1.3.10. Conjunto de Bernstein

El Principio del Buen-Orden en compafiia de la Hip6tesis del Continuo permiten construir
ciertos subconjuntos extrafios en R. Por ejemplo, existe un subconjunto de R que tiene la
rara particularidad que tanto él, asi como su complemento, intersectan a cualquier subconjunto
cerrado no-numerable de IR. Tal conjunto se conoce con el nombre de Monstruo de Bernstein o,
simplemente, conjunto de Bernstein y su demostracién se apoya en la Hipétesis del Continuo e
Induccién Transfinita.

Teorema 1.3.49 (Conjunto de Bernstein). En ZFC + CH existe un subconjunto no vacio B de R tal
que
FNB # o y FN(R\B) # @

para cualquier subconjunto cerrado no-numerable F de R.

Prueba. Considere la familia J. formada por todos los subconjuntos cerrados no-numerables de
R. Ya hemos visto que card(F,) = 2% y como estamos asumiendo la Hipétesis del Continuo,
resulta que 2% = X;. Esto nos indica que podemos indexar a dicho conjunto con los ntimeros
ordinales menores que wy, esto es, F. = {F, : « < wi}. Usaremos induccion transfinita para
construir a B. Para ello es necesario, invocando el Principio del Buen-Orden, asumir que R
estd bien-ordenado y, por consiguiente, que cada F, también lo estd. Sean pi,q; los primeros
dos elementos de F;. Fijemos un ordinal arbitrario & con 1 < a < w; y suponga que pg, qp
han sido construidos para todo B < a. Puesto que Uﬁ <a1Pp,qp} €s numerable y F, es no-
numerable, resulta que el conjunto K, := F, \ U)5 <a1Pp,qp} €s no vacio y, por lo tanto, bien-
ordenado. Seleccionemos ahora los dos primeros elementos de K,, digamos p,, g.. El Principio
de Induccién Transfinita nos permite construir el conjunto {p,, g, : 1 < & < wq}. Definamos
ahora B = {p, : « < w1}. Puesto que p, € BNF, y g4 € (R\ B) NF, para cualquier « < w; y
como cualquier conjunto cerrado no-numerable es un F, para algin a, resulta que el conjunto
B tiene las propiedades deseadas. n

Observe que si B es conjunto de Bernstein también lo es R \ B. Mds aun,

Corolario 1.3.50. Si B es conjunto de Bernstein, entonces cualquier conjunto cerrado F C B es,
necesariamente, numerable.

Prueba.Si F C B fuese no-numerable, entonces él deberia contener puntos de R\ B lo que
resultaria imposible. Por esto, F es numerable. [ |

En particular, B no contiene a ningiin conjunto perfecto pues tales conjuntos son cerrados y
no-numerables (véase el Ejemplo TBC (4) en la pagina 139).

Nota Adicional 1.3.6 Similar al Axioma de Eleccién, la Hipé6tesis del Continuo es otro axioma
muy popular, importante y de gran impacto pues varios resultados fundamentales en Ma-
temadticas s6lo pueden ser demostrados si se acepta dicho axioma. Tal vez su popularidad
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se deba a estos dos factores: el primero es la sencillez de su formulacién, y el segundo por
ser el primero de los 23 problemas propuestos por David Hilbert en el famoso congreso de
matemadticas celebrado en Paris en el afio 1900. Aun que esto tltimo le confiri6 un privilegio
excepcional, dicha hipétesis también ha resultado ser muy polémica: ;por qué ¢ debe ser el
primer cardinal no numerable? La Hipoétesis del Continuo no puede ser demostrada que es
verdadera ni tampoco que es falsa en el sistema ZFC. Por consiguiente, cualquier matemati-
co tiene total y absoluta libertad de tomarla o dejarla, es decir, aceptarla como un axioma y
anadirselo al sistema ZFC para formar el nuevo sistema ZFC + CH, o rechazarla anadiendo
su negacion a ZFC para obtener ZFC + —CH. Lo importante de esos dos sistemas es que en
1938 Kurt Godel demostrd, asumiendo la consistencia de ZFC, la consistencia del sistema
ZFC + CHy afios mds tarde Paul Cohen, en 1963, demostr¢ la consistencia del sistema ZFC
+ —CH siempre que ZFC sea consistente. Sin embargo, ambos creian que dicha hipétesis
era falsa. Si bien es cierto que los trabajos de Godel y Cohen permiten cierta tranquilidad en
cuanto a que una contradiccién en uno de los dos sistemas produce de inmediato una con-
tradiccion en el otro, resulta que en definitiva la Hip6tesis del Continuo aun sigue siendo
una materia pendiente.

¢Cudl es la relacion entre GCH y AC? Se puede demostrar que AC no implica la CH ni la
GCH; sin embargo, vale la siguiente implicacion: GCH = AC la cual fue demostrada por
primera vez por W. Sierpinski, aunque algunos afios antes A. Tarski habia anunciado la
misma implicacién pero sin dar ningtn indicio de su prueba (véase, por ejemplo, [62] para
una demostracién de este hecho).

En 1883 Cantor introdujo la nocién de conjunto bien-ordenado. Maravillado por las propie-
dades de tales conjuntos y, especialmente, por los “Alephs”, Cantor los concibe como una
“ley del pensamiento”, formulando su famoso Principio del Buen-Orden: Todo conjunto puede
ser bien-ordenado. Después de un tiempo y mucha reflexiéon Cantor cambia de opinién y cree
que dicho principio requiere de una demostraciéon. Un pedacito de historia después del
Congreso en Paris en 1900 es la siguiente: en el Tercer Congreso de Matematicas celebra-
do en Heidelberg en el afio 1904, el matematico Gyula Konig quien también firmaba como
Julius Konig, ofreci6é una prueba, en presencia de Hilbert y el propio Cantor, que la Hip6-
tesis del Continuo es falsa, es decir, que ¢ no es un X. En consecuencia, afiadié Konig, la
afirmacién de Cantor de que cualquier conjunto puede ser bien-ordenado también es falsa
ya que R no puede ser bien-ordenado. Cantor encontré devastador el argumento de Konig
pues utilizaba sélo herramientas cantorianas y no le fue posible encontrar ningtn error en
esa demostracién. Sin embargo, al dia siguiente, segtin cuenta G. Kowaleswski, E. Zermelo
encontr6 un error en la demostracién, aunque Ivor Grattan-Guinness y W. Purkert afirman
que fue Hausdorff, un tiempo después, quien encontr6 las fallas en la prueba ofrecida por
Konig. En cualquier caso, la conclusion es inequivoca: existia un error en la demostracion
de Konig. Un mes después del Congreso de Heidelberg, Zermelo, quien también creia en la
afirmacién de Cantor, escribié una carta a Hilbert, editor de la revista Mathematische Anna-
len para ese momento, en la cual demostraba el Teorema del Buen-Orden. Zermelo basé su
demostraciéon sobre un nuevo postulado que, de inmediato, causé gran furor: el enigmatico
Axioma de Eleccién o Axioma de Zermelo como también se le conoce. La demostracién de
Zermelo gener6 una febril controversia en los siguientes cuatro afios involucrando a mate-
maticos de Alemania, Inglaterra, Francia, Holanda, Hungria, Italia y los Estados Unidos de
América. Hilbert, sin embargo, le escribe a Borel pidiéndole que preparara una respuesta a
la prueba de Zermelo. La respuesta de Borel, la cual rechazaba la demostraciéon de Zermelo,
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fue terminada el 1 de Diciembre de 1904. En ella Borel afirma lo siguiente: Lo que Zermelo
realmente muestra es que las siguientes dos proposiciones son equivalentes:

(A) El Teorema del Buen-Orden
(B) El Axioma de Eleccion

e insiste que Zermelo no ha demostrado que la equivalencia de (A) y (B) provee una solucion
general al problema (A).

1.4. Problemas

(1) Sean A, B,C,D conjuntos arbitrarios. Pruebe que
(a1) AAB=BAA
() Aho=A
(1) AMNA=w2.
(d1) AAB= A°AB-.
(1) (AAB)AC=ANA(BAC).
(fi) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).
(¢1) (AUBUC)\(ANBNC)=(AAB)U(BAC).
(h1)
(2) Sea &/ una familia arbitraria de conjuntos. Pruebe que
<UA>:ﬂAC y <ﬂA>:UAC
Aesd Aed

Acod Aed/

(AUB) A (CUD) C (AAC)U(BAD).

(3) Sean (Aa)ucr ¥ (Bg)pej familias de conjuntos. Demuestre que

<UA,X>><<UB[;>: J A«xBg,

a€l BeJ (a,B)EIX]
<ﬂAa>x<ﬂB5> = ) AuxBy
ael pe] (,B)elx]

(4) Sean f:X — Y una funcién y A una familia arbitraria de subconjuntos de X. Pruebe que

f(Ua)=Usa v #(N4)cnra
A€A AeA A€A AeA
Demuestre que si f es inyectiva, entonces

f(ADAA> - NF

AeA
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(5)

(6)

9)

(10)
(11)

(16)

(17)
(18)

Sean f : X — Y una funcién. Pruebe que para cualquier conjunto A C X, f Lf(A) =
si, y s6lo f es inyectiva. Similarmente, f es sobreyectiva si, y sélo si, f(f }(B)) = B p
todo BCY.

Sea A un conjunto numerable. Pruebe que la aplicacion ¢ : Pgn(A) — IN definida por

o({a,...,a,}) = plpl---ph

es biyectiva, donde {ajl,...,ajn} € Pun(A) y los numeros pi,...,pn son los primeros n
nameros primos.

Muestre que la aplicaciéon ¢ : N x IN — IN dada por
p(m,n) = 2m3"

es inyectiva. Concluya, usando el Teorema 1.2.6, que IN X IN es numerable. La misma
conclusion se obtiene si definimos ¢ (m,n) = 2""1(2n —1).

Sea A C R" un conjunto numerable. Pruebe que cada uno de los siguientes conjuntos
x+A = {x+a:aeA} y AA={Aa:aeA}
es numerable para cada x € R" ycada A € R.

Sea J una familia disjunta de intervalos no-degenerados, es decir, ningtin punto x = [x, x]
pertenece a la familia. Demuestre que J es a lo mds numerable.

Pruebe que [0,1] US es no-numerable para cualquier subconjunto S C R.

Pruebe que el conjunto
& = {m” :m e N, nEZ}

es numerable.

Sea X un subconjunto numerable de R. ;Existe algtin a € R tal que

@a+X)NX =

Sea X un conjunto infinito. Si A es cualquier subconjunto finito de X, pruebe que X y
X\ A son equipotentes y, en consecuencia, card(X) = card(X \ A).

Demuestre que si X es un conjunto no-numerable y A es un conjunto a lo mds numerable,
entonces card(X) = card(X \ A).

Pruebe que el conjunto Pol(IR) de todos los polinomios reales con coeficientes enteros es
numerable.

Pruebe que []57;{0,1} = 2% es no-numerable.
Demuestre que, si para cada n € IN, card(A,) = ¢, entonces card( | ) An) =

Sea A C R un conjunto no-numerable. Pruebe que existe un x € R tal que AN (x,+) y
AN (—o0,x) son ambos no-numerables.
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(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

Dos conjuntos A y B se dice que son casi-disjuntos si AN B es finito. Pruebe que si X es un
conjunto numerable, entonces la familia Cgisj(X), formada por todos los subconjuntos de X que
son dos a dos casi-disjuntos, es no-numerable.

El Hotel de Hilbert. Ya hemos podido constatar que con los conjuntos infinitos se estd permito
hacer ciertas “operaciones” que no son posibles hacerlas con ningiin conjunto finito. Veamos este
otro ejemplo. En una cierta ciudad nombrada R,, existe un famoso hotel llamado el Hotel
de Hilbert que dispone de infinitas habitaciones numeradas en el orden habitual: 1,2,3, ...
Cierta noche llega a la ciudad un turista y se dirige raudo al Hotel de Hilbert en busca de
una habitacion. Al llegar solicita al recepcionista (que no era matematico) una habitaciéon y
éste inmediatamente le responde: - Lo sentimos mucho caballero, el hotel estd “totalmente lleno”.
Cantor, quien para ese momento era el gerente del hotel, al oir al recepcionista le dice al
turista: Disculpe ud. al caballero, de inmediato lo ubicaremos en una habitacion. El recepcionista,
sorprendido e incrédulo por la respuesta de su jefe, se pregunta a asimismo: ;y cémo diablos
le va a dar una habitacién a ese caballero si todas las habitaciones estdn ocupadas? A lo
mejor echa a la calle a alguien. Cantor toma el micr6fono de la recepcién y gentilmente le
informa a sus huéspedes, pidiendo las disculpas de rigor, que deben abandonar su actual
habitacién y alojarse en la siguiente. De este modo, el huésped que ocupaba la habitaciéon
nimero 1 se muda a la 2, el que ocupaba la habitacién nimero 2 se mueve a la ntiimero
3 y asi sucesivamente. Completada la orden queda la habitacién namero 1 desocupada y
Cantor, esbozando una picara sonrisa, le hace entrega de dicha habitacion al turista quien
muy complacido por la forma en que Cantor habia resuelto el problema le extiende la mano
en agradecimiento. No habian transcurrido 5 minutos cuando por el lobby del hotel aparecen
30 nuevos turistas solicitando cada uno de ellos una habitacién y el recepcionista vuelve a
responder: el hotel estd lleno, pero permitanme llamar a mi jefe que él es matemdtico y a lo mejor sabe
como darle habitaciones a todos ustedes. Asi fue, lleg6 Cantor y de nuevo resolvié el problema
sin “echar a nadie a la calle” y ddndole habitacién a cada uno de los 30 turistas. Pues bien,
el problema no para alli. Una hora después aparecieron infinitos turistas (por supuesto, en
una cantidad numerable) solicitando habitaciones. De nuevo hace su aparicién Cantor y le
da habitaciones a todos los recién llegados sin dejar sin habitaciéon a los anteriores inquilinos.
;Sabe ud. como lo hizo Cantor?

Demuestre que si « y B son cardinales, entonces:
(a) a <aP si B>0.

(b) a <p* sip>1.

(c) Si a1 <ap y B1 < Bo, entonces af' < ay”.

Demuestre que en ZF el Axioma de Eleccién, el Lema de Zorn y el Principio del Buen-Orden
son equivalentes.

Use el Principio del Buen-Orden para dar una prueba del Teorema Fundamental de la Arit-
mética.

Demuestre que el Axioma de Eleccién no implica la Hipétesis del Continuo.



CAPITULO 2

| os NUmeros Reales

2.1. Algunas Propiedades de los Numeros Reales

Confiamos en que el lector posee cierta experiencia con el sistema de los nimeros reales R
por lo que no le dedicaremos tiempo a su construcciéon. En particular, asumiremos familiaridad
con el conjunto de todos los niimeros enteros,

Z=1{.,-3-2-1,0123..},
con el conjunto de todos los ntimeros naturales, también llamado, enteros positivos,
N = {1,23,...},
con el conjunto de todos los niimeros racionales
Q = {p/q 1 peZ, qE]N},
y su complemento, I = R\ Q, el conjunto de todos los niameros irracionales. En lo que sigue
escribiremos No = INU {0}. También asumiremos el conocimiento de las propiedades del orden
en R.
2.1.1. Principio de Arquimedes

Recordemos que, dado cualquier niimero real x, llamamos la parte entera de x al tinico
entero [x]| definido por:

[x] = max{ZN(—oc0,x]} = max{ze€Z : z < «x},

es decir, [x] es el mayor entero menor o igual a x. Observe que [x| queda completamente determi-
nado por las dos propiedades siguientes:

x] € Z y x—1 < [x] <x, (1)
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o de modo equivalente,
x] € Z y [x] < x < [x] + 1.

Fijemos un x € R y considere cualquier n € IN. Se sigue de (1) que nx —1 < [nx] < nx 'y
asi,

1
x——<M§x.
n n

De esto tltimo, tomando limite cuando n — oo, se tiene que

Puesto que x fue elegido de modo arbitrario y la sucesion ([nx]/n)j° ; es una sucesion de
nimeros racionales convergiendo a x, resulta que Q es denso en R.

Teorema 2.1.1 (Principio de Arquimedes). Si a y b son niimeros reales positivos, entonces existe
un entero positivo n tal que na > b.

Prueba. Puesto que b/a > 0, resulta que 1+ b/a > 1 y, por consiguiente,

- [

es un entero > 1. Se sigue de la definicién de parte entera que

n><1+é>—1:é
a a

y puesto que a > 0, resulta entonces que na > b y termina la prueba. u

Cuando a y b son enteros positivos, el Principio del Buen-Orden también puede ser usado
para dar otra demostracién del Principio de Arquimedes. En efecto, suponga que la conclusiéon
es falsa. Entonces na < b para todo n € IN. Considere el conjunto

S = {b—na:neN}.

Resulta que S consiste s6lo de enteros positivos y, en consecuencia, por el Principio del Buen-
Orden él posee un primer elemento el cual denotaremos por k. De esto se sigue que existe un
tnico m € IN tal que

k = b—ma y b—ma < b—na paratodo n # m.
Puesto que b — (m+1)a € S, se tiene que
b—(m+1)a = (b—ma)—a < b—ma
lo cual contradice la eleccién de b — ma. Esta contradiccion establece el resultado.
Corolario 2.1.2. Si € > 0, entonces existe un entero positivo n tal que 1/n < e.
Prueba. Basta tomar a =¢ y b =1 en el teorema anterior. n
Teorema 2.1.3. Sean x,y € R. Sipara cada e > 0 ocurre que x <y + ¢, entonces x < y.

Prueba. Si suponemos que x > y, entonces el nimero ¢ = x —y > 0 deberia satisfacer la
desigualdad x < y+¢e=y+ (x —y) = x, lo que resulta ser un disparate. Por esto, x <. n
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2.1.2. Conjuntos Acotados

Sean a4,b € R con a < b. Recordemos que un intervalo con extremos a y b es cualquier
conjunto de la forma

(a,b) = {xeR:a<x<b},
[a,b) = {x e R :a<x<b},
(a,b) = {xeR:a<x<b},
[a,b) = {x e R :a <x<b}.
A tales intervalos los llamaremos intervalos de longitud finita o, simplemente, intervalos finitos.

Algunas veces también los denominaremos intervalos acotados. Por otro lado, los intervalos no
acotados o de longitud infinita se definen como

= {xeR:a<x},
= {xeR:a<x},
—00,b] = {x e R : x <b},
—o00,b) = {x € R : x <b}.

También se acostumbra a escribir R = (—o0, +0c0). Convenimos en definir (a,a) = (a,a] =
l[a,a) = @ para cualquier @ € R. Un intervalo finito y cerrado se llama degenerado si es de
la forma [a,a] = {a} para algin a4 € R. Un intervalo finito I con extremos a4 y b es no-

degenerado si 4 < b o b < a. Lalongitud de cualquier intervalo acotado I con extremos a y b,
se define como
((I) = b—a.

Si I no es acotado pondremos ¢(I) = +co. Suponga que G = I;U---UI, esla unién de n
intervalos acotados disjuntos dos a dos, entonces convenimos en definir la longitud de G como:

UG) = L(h) + - + UI).
Si algun ¢(I;) = 400, entonces escribiremos ¢(G) = +oco.

Definicién 2.1.4. Un subconjunto A de R se dice que estd acotado superiormente si existe una cons-
tante M tal que A C (—oo, M|, es decir, a < M para todo a € A.

Cualquier nimero real M para el cual 2 < M para todo a € A, se llama una cota superior
de A. Observe que el nimero M puede o no estar en A. Similarmente, si existe un ntiimero
N tal que N < a para todo a € A, entonces diremos que A estd acotado inferiormente. A un
tal N se le llama una cota inferior de A. Si el conjunto A estd acotado tanto inferiormente asi
como superiormente, entonces diremos que A estd acotado. En este caso, existen m, M € R
tal que A C [m,M]. Si A no estd acotado superiormente (respectivamente, no esta acotado
inferiormente), escribiremos sup A = + oo (respectivamente, inf A = — c0).

Sea X un conjunto no vacio y sea f : X — R una funcién. Diremos que f esta acotada sobre
X si el conjunto f(X) estd acotado. Observe que si f estd acotada sobre X, entonces, por lo
dicho anteriormente, existen m, M € R tales que f(X) C [m, M], esto es,

m < f(x) < M paratodo x € X.
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Equivalentemente, decir que f estd acotada sobre X significa que existe una constante K > 0 tal
que |f(x)| < K para todo x € X. En lo que sigue, el simbolo B (X) lo usaremos para denotar
el conjunto de todas las funciones f : X — IR que estdn acotadas sobre X; esto es:

Beo(X) = {f € RX : f estd acotada sobre X}.

Es facil ver que si f,¢ € Bo(X) v a € R, entonces f+ g y a-f permanecen en B (X); es
decir, Bo(X) es un espacio vectorial sobre R.

Definicién 2.1.5. Sea A un subconjunto no vacio de R. Un niimero real ay se dice que es el supremo
de A, que escribiremos ag = sup A, si las siguientes dos condiciones se cumplen:

(supy) x < ag paratodox € A,y

(sup2) si M € R es tal que x < M para todo x € A, entonces ag < M.

Observe que si a9 = sup A, entonces la condiciéon (sup;) de la definicién anterior dice que A
estd acotado superiormente, mientras que la condicion (sup,) establece que ag es la menor de todas
las cotas superiores de A. Si el nimero ap = sup A pertenece al conjunto A, entonces diremos que
a9 es el maximo, el mayor o el mds grande elemento de A.

La notacién

supx = sup{x: x€ A} = supA

xeA

se usard indistintamente en estas notas. Por ejemplo, si A, = {x,, X;41, ...}, escribiremos

sup xj = sup Ay.
jzn

Una manera sencilla de identificar el supremo de un conjunto (cuando éste existe) es por
medio del siguiente resultado.

Teorema 2.1.6. Sea A un subconjunto de R no vacio y acotado superiormente. Entonces ap = sup A
si, y solo si,

(a) x < ay paratodox € A, y
(b) dado € > 0, existe x € A tal que ap—e < x.

Prueba. Suponga que a9 = sup A es finito. Entonces, por la definicién de supremo, se sigue que
(a) se cumple. Para demostrar (b), asuma que la conclusion es falsa, es decir, que a9 — e > x
para todo x € A. Esto ultimo significa que ap — € es una cota superior y se sigue, usando (sup,),
que a9 < ag — ¢, lo cual es imposible. Por esto, (b) también se cumple.

Reciprocamente, suponga que (a) y (b) se satisfacen y sea a; una cota superior de A, esto
es, x < ay para todo x € A. Vamos a demostrar que a9 < a;. En efecto, dado ¢ > 0, usemos
(b) para obtener un x € A tal que ap — e < x. Ahora bien, como x < ay, resulta que ap < a1 +¢
y, en consecuencia, por el Teorema 2.1.3 tenemos que ap < 4. [ |

El infimo de un subconjunto A no vacio y acotado inferiormente de R, inf A, se define de
manera similar a la del supremo, es decir, by = inf A € R significa que se cumplen las siguientes
condiciones:
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(Inf;) by < x para todo x € A, es decir, A estd acotado inferiormente, y

(Inf;) sib € Res tal que b < x para todo x € A, entonces b < by. Esto tltimo significa que by es
la mayor de todas las cotas inferiores de A.

Si bp = inf A pertenece al conjunto A, entonces diremos que by es el minimo, el menor o
el mds pequefio elemento de A. Similar al caso del supremo también escribiremos, en algunos
casos, inf,c4 a enlugar de inf A.

Teorema 2.1.7. Sea A un subconjunto de R no vacio y acotado inferiormente. Entonces by = inf A
si, y sdlo si,

(a) bp < x paratodox € A, y
(b) dado € > 0, existe x € A tal que x < by + «.

Prueba. Es similar a la del Teorema 2.1.6 y, por consiguiente, se omite. n

De modo similar al supremo de un conjunto, si by = infA, entonces existe una sucesion
(xn)57_1 en A tal que
bo = lim Xy (3)

n—oo

Se sigue de la definiciéon que, si A y B son subconjuntos no vacios y acotados de R, entonces

ACB = -0 <infB <infA < supA < supB < +co.

Definicién 2.1.8. Sean A y B subconjuntos no vacios de R. Diremos que ellos que estin ordenada-
mente separados si
a < b paratodo ac A ytodo b€ B.

Por ejemplo, si « < B, entonces A = (—oo0,a) y B = (B, +00) estdn ordenadamente separa-
dos. Un resultado que es fundamental, entre otras cosas, para definir la integral de Riemann por
medio de las sumas de Darboux es el siguiente.

Teorema 2.1.9. Sean A y B subconjuntos no vacios y acotados de R ordenadamente separados.
Entonces

(a) sup A < infB.
(b) sup A = inf B si, y s6lo si, para cada ¢ > 0, existen a, € A y b, € B tales que

bg_ag <€.

Prueba. (a) Fijemos a € A. Entonces, por la hipétesis, a < b para todo b € B lo cual significa
que a es una cota inferior para B vy, asi, a < inf B para cualquier a € A. Esto, por supuesto,
significa que inf B es una cota superior para A y, en consecuencia, sup A < inf B.

(b) Suponga que sup A = infB y sea ¢ > 0. Puesto que sup A —¢&/2 < sup A, se sigue de las
propiedades del supremo que existe un a, € A tal que sup A —¢/2 < a, < sup A. Similarmente,
de las propiedades del infimo, podemos elegir un b, € B tal que infB < b, < infB +¢/2.
Finalmente, si definimos ¢ = inf B = sup A, tendremos que

€

s
52ﬂg>(s—§ y 5§b€<5+§/
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de donde se sigue que 0 < b, —a, < (6 +¢€/2) — (6 —¢e/2) =«.
Sea £ > 0 y suponga que existen a. € A y b, € B tal que b —a, < &. Puesto que b, > infB
y a. <sup A, resulta que
infB —supA < by —a, < e

Como ¢ > 0 es arbitrario, resulta que inf B < sup A y asi, gracias a la primera parte, se concluye

que sup A = inf B y termina la prueba. u

Definicién 2.1.10. Sean ahora A y B subconjuntos no vacios de R y definamos la suma y el producto
algebraico de A y B como:

A+B={a+b:acA beB}
AB= {ab: ac A, be B}

Si A ={A} paraalgin A € R, escribiremos AB enlugar de {A}B y —B enlugar de (—1)B.
Similarmente, escribiremos A — B en lugar de A + (—B). Observe que por la conmutatividad
de la suma y el producto en R, se tiene que

A+B=B+A y AB = BA.

Teorema 2.1.11. Sea A C R no vacio y acotado. Entonces
sup(—A) = —infA y inf(—A) = —sup A.

Prueba. Suponga que a9 = inf A y sea ¢ > 0 elegido arbitrariamente. Escojamos un a € A tal
que a < ap +¢. Entonces —a > —ap — ¢ y puesto que —a € —A, resulta que sup(—A) > —a >
—ag —e. Esto prueba que —sup(—A) < ap + ¢ para cada € > 0, de donde se sigue, invocando
al Teorema 2.1.3, que —sup(—A) <infA, esto es,

sup(—A) > —infA.

Por otro lado, a € —A implica que —a € A y, en consecuencia, —a > inf A, es decir, 4 < —inf A,
de donde se deduce que
sup(—A) < —infA.

La demostraciéon de la segunda afirmacion es inmediata si se intercambia A por —A en la prueba
de la igualdad anterior. n

Diremos que A C R es un conjunto no-negativo si a > 0 para todo a € A.

Teorema 2.1.12. Si A y B subconjuntos no vacios y acotados superiormente de R, entonces A + B
y AB también son acotados superiormente y se cumple que:

(1;) sup(A+B) = sup A+ sup B.
(22) sup (AB) = (sup A)(sup B) si A y B son no-negativos. En particular,
sup (AA) = Asup A.

siempre que A € R™T.
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Prueba. Sean a2y = sup A y by = sup B y notemos que, por definicién,
a<ay paratodoac A y b <by paratodo bc B. (2.1.1)
(a) De las dos desigualdades anteriores se sigue que
a+b < ay+ by

para todo a € A y todo b € B lo cual implica que ag + by es una cota superior de A + B. Por
consiguiente,
sup(A+B) <agp + by = supA+supB.

Fijemos & > 0 y escojamos, haciendo uso del Teorema 2.1.6, un a € A y un b € B de modo tal

que
3 £
apg — E < a y bo — E < b.

Entonces a +b € A+ B y se cumple que
€ €
ag+by — e = (ao—§>—|—<b0—§) < a+b.

Un nuevo llamado al Teorema 2.1.6 nos revela que sup (A + B) = sup A + sup B.

(b) Si apby = 0, entonces entonces uno de ellos es cero. Suponga que 49 = 0. Como A es
no-negativo resulta que 0 < a < gp para todo a € A y, en consecuencia, A = {0} Por esto,
AB = {0} vy, asi, sup (AB) =0 = (sup A)(sup B). Consideremos ahora el caso cuando agby > 0.
Por (2.1.1) tenemos que ab < apby para todo a € A y todo b € B de modo que apby es una
cota superior de AB. Fijemos &€ > 0 y escojamos un § > 0 que satisfaga 0 < ¢ < &/ (ap + bo).
Invoquemos de nuevo al Teorema 2.1.6 para escoger un a € A y un b € B que cumplan

a — 0 < a y bg — 6 < b.
Ahora,
ab > (ao — 5)(17() — 5) = aghy — (El() +b0)5 + 52 > agby — ¢

de donde se sigue, gracias al Teorema 2.1.6, que sup(AB) = (sup A)(sup B). En el caso particular
cuando B = {A}, se tiene que sup (AA) = Asup A. |

Observe que si A y B son subconjuntos de IR acotados inferiormente, entonces (imitando la
prueba del resultado anterior) se cumple que

inf(A+B) = inf A+inf B

y, en consecuencia, si A y B son subconjuntos acotados de R, entonces A + B también es acotado.
Es importante destacar que si A C IR es acotado, entonces por lo que acabamos de ver, el
conjunto A — A tambiénloesy 0 € A —A. Més aun, A — A es un conjunto simétrico en el
sentido de que
z€EA-A & -—zeA- A

En efecto, x —y € A— A si, ysblosi, —(x—y) =y —x € A— A cualesquiera sean x,y € A. De
esto se sigue que x —y € A— A si,ys6losi, |[x —y| € A— Ay, por lo tanto,

sup(A—A) = sup{|x—y| : x,y € A}.
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Corolario 2.1.13. Si A C R es no vacio y acotado, entonces
supA — infA = sup{|x—y| : x,y € A}.
Prueba. Por la observacion anterior, el Teorema 2.1.11 y el Teorema 2.1.12, tenemos que
sup{lx—y| : x,y € A} = sup(A—A)

= sup (A+(=4))

= supA + sup(—A)

= supA — InfA.
La prueba es completa. n

El siguiente axioma, conocido como el Axioma de Completitud de IR, o también como el
Axioma del Supremo, es el que permite que R sea, realmente, un conjunto extraordinariamente
especial.

Definicién 2.1.14 (Axioma del Supremo). Cualquier subconjunto no vacio A de R acotado su-
periormente posee un supremo.

Por ejemplo, si consideramos el conjunto A = {x € R : x> < 2}, entonces A # & ya que,
por ejemplo, 1 € A. Ademds, A estd acotado superiormente por 2. Se sigue del Axioma del
Supremo que a9 = sup A existe. Es un ejercicio cotidiano verificar que ap = /2. Sin embargo,
si reemplazamos a R por Q, el Axioma del Supremo no es vélido. En efecto, si tomamos
A={x€eQ:x* <2}, resultaque A esno vacio y acotado superiormente, pero sup A no existe
en Q.

Puesto que la relacion sup(—A) = —infA se cumple para cualquier conjunto no vacio
A C R, y ya que el conjunto A estd acotado inferiormente si, y sélo si, —A estd acotado
superiormente, se sigue entonces del Axioma del Supremo que:

Corolario 2.1.15 (Axioma del infimo). Cualquier subconjunto no vacio A de R acotado inferior-
mente posee un infimo.

Una bonita aplicaciéon del Axioma del Supremo la constituye la siguiente caracterizacién de
los intervalos de RR.

Lema 2.1.16. Sea I C R. Sipara cada x,y € I con x <y, ocurre que el intervalo abierto (x,y) C I,
entonces I es un intervalo.

Prueba. Suponga, en primer lugar, que I es acotado y sean
a = infl y b = supl.

Entonces I C [a,b]. Vamos a demostrar que (a,b) C I. En efecto, sea ¢ € (a,b). Puesto que
inf] = a < ¢, se sigue del Teorema 2.1.7 que existe un x € I tal que 4 < x < c. Similarmente,
como ¢ < b = supl, el Teorema 2.1.6 nos revela la existencia de un y € I tal que ¢ <y < b.
La combinacién de los dos hechos anteriores nos dice que x,y € I con x < y vy, asi, invocando
nuestra hipétesis tenemos que ¢ € (x,y) C I. Esto prueba que (a,b) C I C [a,b] y, entonces I es
un intervalo.

Los otros casos, por ejemplo, si I estd acotado inferiormente pero no superiormente o vice-
versa, o si I no estd acotado, se dejan como ejercicio al lector. n

Como una consecuencia del resultado anterior se tiene que
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Corolario 2.1.17. Si (Iy)aep es una familia de intervalos de R y si existe al menos un a € R tal que
a € (yep lu, entonces I = J,cp Ix es un intervalo.

Prueba. Sean x,y € I arbitrarios con x < y. De acuerdo al Lema 2.1.16 es suficiente demostrar
que (x,y) € I. Ahora bien, como x,y € I, existen &, € D talesque x € I, y y € I.
Consideremos los siguientes casos:

I

(a) Si y <a, entonces (x,y) C (x,a) L.

N
N

(b) Si a <x, entonces (x,y) C (a,y) C Ig C I

(c) Si x <a <y, entonces (x,y) C (x,a]Ufa,y) € ,UIg C L

En cualquier caso (x,y) C I y termina la prueba. |

2.1.3. Limites

La nocién de limite es la nocién bdsica del Andlisis. Es esa nocién la que separa el Andlisis del
Algebra. Intuitivamente, decir que una sucesién (x,)®_; de ntimeros reales converge a un limite
L significa que eventualmente casi-todos los términos de la sucesion estdn, tanto como se desee,
muy préximos al namero L.

Definicién 2.1.18. Un niimero real L es el limite de una sucesién de niimeros reales (x,)$>_ si, para
cada € > 0, existe un entero N > 1 tal que

|x, — L| < & paratodo n > N.

En este caso se dice que la sucesion converge a L y se escribe 1im x, = L.
n—00

Una sucesion (x,)$ ; se dice que diverge si ella no converge. Es conocido y fécil de establecer
que el limite de una sucesioén es tinico.

Teorema 2.1.19. Sea (x,)$’_, una sucesion de niimeros reales. Si (x,)5’_, converge, entonces el con-

junto {x, : n € N} es acotado.

Prueba. Sea L = lim, . x,. Tomando & = 1, resulta de la definicién de limite, que existe un
N € N tal que |x, — L| < 1 para todo n > N. En otras palabras,

L-1 < x, < L+1 paratodo n > N.
Si ahora definimos M = méx{xy,...,xx_1,L+1} y m = min{xy,...,xy_1, L — 1}, resultard que
m < x, < M paratodo n e IN.

Fin de la prueba. u

Las propiedades algebraicas bésicas de las sucesiones de nimeros reales son las siguientes:
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(o]
n=1

Teorema 2.1.20. Sean (x,)5" ;v (Yn) sucesiones en R tales que li_1>n x, =L y limy, =M.
n—oo

n—oo
Entonces

(a) ,}g{}o(xn+yn) =L+ M,

(b) lim ax, = al para cualquier « € R,
n—00

(c) r}g{}oxn Yn=LM, y

(d) &g{}o% = % siempre que M # 0.
Prueba. Los detalles se dejan a cargo del lector. n

Teorema 2.1.21. Sea A un subconjunto de R no vacio y acotado superiormente. Si ay = sup A,

entonces existe una sucesion (xn)Z":1 en A tal que
ap = lim x,,.
n—00

Prueba. Por cada entero n > 1, seleccione, usando el Teorema 2.1.6, un punto x, € A tal que
ap —1/n < x,. De esto se sigue que

1 1
apg—— < x, < a9 < ag+ —
n n

y, asi, |x, —ap| < 1/n para todo n > 1. Tomando limite cuando n — co queda establecido el
resultado. |

2.1.4. El Teorema de Bolzano-Weierstrass

[ee]

Recordemos que una sucesion (x,)5° ; en R estd acotada si el conjunto {x1,xp,...} estd
acotado, es decir, si existe una constante M > 0 tal que |x,| < M para todo n > 1.

Definicién 2.1.22. Una sucesion (x,)$_, se dice que es mondtona creciente, o simplemente, creciente,
si
X1 S X S s S Xy S

y es mondtona decreciente, o decreciente, si

lexZZ”'>an"’

Si las desigualdades son estrictas en ambos casos, en la definicién anterior, entonces dire-
mos que la sucesion es estrictamente creciente y estrictamente decreciente, respectivamente. En
ocasiones se usara la expresién (x,);’ ; es monétona no-decreciente en lugar de monétona cre-
ciente. Similarmente, (x,){_; es mondétona no-creciente se usa como sinénimo de mondétona
decreciente. Una sucesion se dice que es mondtona si ella es monétona creciente o monétona
decreciente.

Uno de los resultados fundamentales que garantiza la convergencia de una sucesién acotada
es el siguiente.
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[ee]

Teorema 2.1.23. Sea (x,);’_, una sucesion acotada en R. Si (x,)5

1 es mondtona, entonces ella
converge. En particular,

N B . oo .
(i) nlgrolo Xy = il;}l) Xy Si (xy)5_q es creciente.

(ii) lim x, = inf x,, si (x,);_q es decreciente.
n—o00 7’121

Prueba. (/). Suponga que (x,)5_; es acotada y monoétona creciente. Sea a = sup A, donde
hemos puesto A = {x, : n € N}. Dado ¢ > 0, por el Teorema 2.1.6, existe un xXn, € A tal
que a — ¢ < x,,. Ahora bien, como nuestra sucesion es creciente, resulta que x,, < x, para todo
n > np y entonces, haciendo uso del hecho de que x, < a = sup A para todo n € IN, podemos
concluir que

a—e < Xz < X, < a < a+e paratodo n > ny,

es decir, |x, —a| < € para todo n > ng. Esto prueba que la sucesion (x,)S>_; convergea a vy,
por lo tanto,

lim x, = a = supxy.

n—oo neN

Sila sucesion (x,)$ ; esacotada y mondtona decreciente, entonces (—x,)5° ; €s una sucesién
mondétona creciente y se sigue de lo anterior y el Teorema 2.1.11 que

~lim, % = lm (=¥a) = sup(—x) = — fnf ¥

y termina la prueba. [

Si (x4)5_4 es unasucesiénen R ysi (ng)z, es una sucesion estrictamente creciente de enteros
positivos
ny < np < -+ < np <
(0]

entonces la sucesién (x,,);>; sellama una subsucesién de (x,);_;. Resulta interesante observar
que:

(a) Si (n)y>, esuna sucesion estrictamente creciente de enteros positivos, entonces 1, > k para
todo k > 1.

(b) Si (xn)$; esuna sucesion monétona acotada, entonces cualquier subsucesion de ella hereda
esa propiedad.

(c) Si (xn)$’; esuna sucesion que converge a un punto 4 € R, entonces cualquier subsucesién
de ella también converge y lo hace hacia el mismo punto a.

Teorema 2.1.24. Cualquier sucesion (x,);,_, en R posee una subsucesion mondtona.

Prueba. Considere el siguiente conjunto
D = {neN: x, < x paratodo k >n}.

Por supuesto, s6lo existen dos posibilidades para el conjunto D: que sea finito o infinito.
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(a) Si D es finito, sea nyp = maxD. Observe que si n es cualquier nimero natural tal que
n > ng, entonces n ¢ D vy, en consecuencia, por la definicién de D, existe un k, > n tal que
Xy > Xi,. Estoes,

para cada n > ny, existe k, > n tal que x, > xy,. (%)

Vamos a usar lo anterior para obtener de (x,)$’_; una subsucesién decreciente. En efecto, como

no+1 ¢ D, existe, por (%), un n; > nyg+1 tal que Xpo+1 > Xp,. De nuevo, como 1y > ny,

existe un np > n; tal que x,, > x,,. Suponga que hemos construido n; < n; < --- < ny tal que

Xp; > Xp;,, para todo j < k. Una vez mds, como ny ¢ D, existe, por (*), un ng,1 > ny tal que
oo

.« . : oo
Xn, > Xp,,. Esclaro que (n);>, es una sucesion estrictamente creciente y que (x,,);>; es una

subsucesion decreciente de (x,,)5° ;.

(b) Suponga que D es infinito. Se sigue del Teorema 1.2.5 que D se puede representar por una
sucesion estrictamente creciente, digamos,

n < fy < -0 < Mg < -
Es claro, por la definicién de D, que (x,, )2, resulta ser una subsucesion creciente de (x,)5 ;.
La prueba es completa n

El siguiente resultado es poderosamente importante ya que establece una condicién suficiente
para la existencia de subsucesiones convergentes.

Teorema 2.1.25 (Bolzano-Weierstrass). Si (x,)$’ , es una sucesion acotada en R, entonces ella po-
see una subsucesion convergente.

Prueba. Usemos el Teorema 2.1.24 para seleccionar una subsucesién monétona (x,, )5, de la
sucesion acotada (x,)5_;. Como (x,,){>, también es acotada, necesariamente ella converge
gracias al Teorema 2.1.23. [

Definicién 2.1.26. Una sucesién (x,)5_; en R se dice que es una sucesion de Cauchy si, para cada
e > 0, existe un N € N tal que

|Xy — x| < € paratodom,n > N.

Teorema 2.1.27. Si (x,)5, es una sucesion de Cauchy en R, entonces ella es acotada.
Prueba. Para ¢ = 1, existe un N € N tal que |x, — x,,| < 1 para todo m,n > N. En particular,
|xy —xn| < 1 paratodon > N.

de donde se obtiene que
|x,| < 1+ |xy| paratodon > N.

Finalmente, si hacemos M = max{|x1|, [x2|,...,|xn-1], 1+ |xn|} vemos que
|xy] < M paratodo ne€N
lo cual prueba que la sucesién (x,);’; es acotada. n

Otro hecho interesante es el siguiente:
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Teorema 2.1.28. Si (x,)5"; es una sucesion de Cauchy la cual posee una subsucesion (X, )y, que
converge a algiin punto x € R, entonces x, — x.

Prueba. Sea ¢ > 0 y seleccione un ko € IN, usando el hecho de que x,, — x, tal que
|, — x| < €/2 paratodok > k. (1)
Por otro lado, como (x,)>_; es de Cauchy, existe un N € IN tal que
|xy —xm| < €/2 paratodom,n > N. (2)
Sea N; = max{N,ko} . Si k > Nj, entonces k > ko y (1) implica que
xp, — x| < €/2.
También, como 1, >k > N; > N, entonces (2) implica que
XK — X0, | < €/2.
De estas dos dltimas desigualdades se sigue que, para todo k > Ny,
v — x| < |xp —xn | + X0, — x| < &
Esto termina la prueba. n

Teorema 2.1.29 (R es completo). Una sucesién (x,)5_; en R es convergente si, y solo si, ella es de
Cauchy.

Prueba. Si (x,);’_, es convergente, entonces claramente es de Cauchy. Reciprocamente, supon-
ga que (x,)5; es de Cauchy. Entonces ella es acotada y se sigue del Teorema de Bolzano-
Weierstrass que existe una subsucesién de (x,)$’ ; que converge a un punto x € R. Por el
Teorema 2.1.28, x, — x y termina la prueba. [ |

El resultado anterior es interesante por dos razones: la primera es que en IR las sucesiones de
Cauchy vy las sucesiones convergentes son indistinguibles. La segunda es que cualquier sucesioén
de Cauchy converge sin mencionar cudl es su limite, un hecho que puede resultar muy util
en algunas circunstancias. También es importante tener presente que si (x,)5_, es de Cauchy,
entonces se puede determinar la existencia una subsucesion estrictamente creciente de enteros positivos,
digamos (ny)y>q, tal que

X, — Xney| < 27% para todo k € N.

Se invita al lector a llenar los detalles de esa afirmacion.

2.1.5. Los Numeros Reales Extendidos

El Sistema de los Nimeros Reales Extendidos, al que también se le llama Recta Extendida,
se define como
R = R U {— 00,4 o0},
donde — oo y + oo son dos objetos que no pertenecen a R. Un elemento a € R se dice que es
finito si g € R, en caso contrario se llama infinito.
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La naturaleza de los objetos —co y + oo es totalmente irrelevante. Lo que es importante, en
realidad, es cémo dichos objetos se integran con los ntimeros reales a través de las operaciones
algebraicas usuales y las relaciones de orden. Comencemos por extender el orden de R a R
declarando que:

—00 < +00 y — 00 <x <+oo paratodox€R.

Dados x,y € R, escribiremos x < y y diremos que x es menor que y, cuando se satisface una de
las siguientes condiciones:

(a) x,y € R y x <y enelordenusual de R,
(b) x # 400y y=-+oo,
() x=—co y y# .

Escribiremos x > y cuando y < x. El simbolo x < y, que se lee x es menor o igual que y,
significa que x <y o bien x = y. Similarmente, escribiremos x > y cuando y < x.

La relacién binaria < que acabamos de definir sobre R es, en realidad, una relacién de orden
total, la cual permite introducir, de la manera usual, la nocién de intervalos. Por ejemplo, para
cualesquiera a,b € Rcon a<b,

[a,b) = {xeR:a < x < b}

De modo similar se definen los intervalos [a,b), (a,b] y (a,b). En ocasiones escribiremos R =
[—co, +00]. Podemos introducir una topologia sobre R declarando que: G es abierto en R si,
y s6lo si, G es abierto en R o G es de la forma

(a, +-o0] o [0, a)

para algtn a € R.

¢Coémo se han de sumar y multiplicar los simbolos — co y + co con los restantes elementos de
IR? Ellos se hardn de acuerdo a las siguientes reglas:

(1) Para todo x € R,

X+(+ow)=(+00) Fx=+00 y x+(-00)=(-00)+x=—00
(2) Si x € R con x > 0, entonces

(o) = (4o0) x = oy x(-w) = (~e)x= o
(3) Si x € R con x < 0, entonces

(o) = (4w) x = ey x(-w) = (~)x = oo

En particular,
(D) = ~(to) =~y ()(-w) = ~(~®) =+

El convenimiento més importante relativo a la aritmética de R es el siguiente:
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(4) 0-(+00) = ()0 = 0-(—00) = (—00)-0 = 0.

(5) Finalmente,

(~00) +(~0) = —00 = (+9):(—c0).

Precaucién: La relaciéon a + (—a) = 0, la cual es vélida para todo a € R, no se extiende a los
elementos — oo y + oo de IR, es decir, declaramos que las expresiones

(o) + (=) y  (=00)+(+00),

no tienen significado en R vy, por consiguiente, se prohiben. En efecto, cualquier “valor” que
se pretenda asignarle a tales expresiones conlleva a obtener resultados absurdos. Por ejemplo,
si intentamos definir co — co = 0, entonces, usando (1), tendriamos que 1+ 00 = —1+co de
donde se obtendria que 1 = —1. Otro aspecto que se pierde en R es que el producto de dos
limites de sucesiones no es necesariamente igual al limite del producto. Por ejemplo, si tomamos
a, =n y b, =1/n para todo n € N, entonces lim, ,oa, = +o0 y lim,s0b, = 0. Sin
embargo,
0= <liman) -(lim bn) £ lmay by = 1.
n—oo n—oo n—oo

Similarmente, la expresién x/0 con x € R, carece de significado en R. Sin embargo, la expresion
x/ + oo siempre tiene sentido para cualquier x € R y su valor es cero, es decir, x/ £ o0 = 0.

El siguiente resultado es una generalizacién en R del Teorema 2.1.3.
Teorema 2.1.30. Sean a,b € R. Si para cada ¢ € R con ¢ > b ocurre que a < c, entonces a < b.

Prueba. Suponga, para obtener una contradiccion, que a > b. Entonces a # —oo, y b # +oco.
Escojamos ahora un ntiimero real c tal que a > ¢ > b. Como c > b, nuestra hipétesis nos dice que
a < ¢, lo cual contradice nuestra eleccion de c. Por esto, a < b y termina la prueba. [ |

Recordemos que si A es un subconjunto no vacio y acotado de IR, hemos acordado en
definir el sup A como la menor de las cotas superiores de A y a inf A como la mayor de las
cotas inferiores de A. Si A no esta acotado, extendemos esta nociéon declarando que:

infA = —oo si A no estd acotado inferiormente,

supA = 4oco si Ano estd acotado superiormente.
Por consiguiente, se cumple que
infA < supA si, y solo si A#D. (2.1.2)

¢Qué ocurre cuando A = @? Hemos visto que si A y B son subconjuntos arbitrarios no vacios
de R con A C B, entonces

infB < infA < supA < supB.



98 Cap.2 Los Numeros Reales

Puesto que @ C A es una relacion vélida para cualquier subconjunto A de R, si queremos que
exista concordancia con lo antes expuesto y que las desigualdades anteriores sigan siendo validas
cualesquiera sean los conjuntos A 'y B con A C B, entonces se debe postular que:

info = +o0 y supd = —oo.

Establecidas estas consideraciones vemos que inf A y sup A siempre existen como elementos
de R cualquiera sea el conjunto A C R. En particular,

sup(—A) = —infA y inf(—A) = —supA.

2.1.6. Limites Superior e Inferior de una Sucesién

Cuando una sucesién (x,)5 ; de nimeros reales converge, se pueden recopilar algunas buenas
propiedades de dicha sucesiéon. Por ejemplo, podemos tener informacién de cudl es su limite,
también sabemos que ella es acotada, que cualquiera de sus subsucesiones converge y todas lo
hacen hacia el mismo punto, etc. Si la sucesién no converge parte de la informacién anterior se
pierde, pero puede ser de interés explorar el comportamiento de sus subsucesiones. Para analizar
este caso, fijemos una sucesién (x,)5> ; en R y consideremos el siguiente conjunto:

£ (xy) = {z ER: z= klgg Xp,, para alguna subsucesion (x,, )3, de (xn)le}

Observe que nuestro conjunto £*(x,) consiste de todos los puntos de acumulacién de la sucesion
(x4)5>_;. Ahora analizaremos en profundidad esta situacion.

(1) Si (xn)5, estd acotada, pero no converge, el Teorema de Bolzano-Weierstrass nos garantiza la
existencia de al menos una subsucesion de (x,)$’ ; que converge a algin nimero real, de donde
resulta que £*(x,) es un conjunto no vacio y, por supuesto, acotado. Esto tltimo permite asegurar
que

m = inf £%(x,) y M = sup £(x,)

siempre existen en R. Por supuesto, los nimeros m y M representan el menor y el mayor,
respectivamente, de los puntos limites de la sucesién (x,)_;. Esos nimeros son llamados el
limite inferior y el limite superior, respectivamente, de la sucesién (x,);_ ;. Observe que, en este
caso, m < My

{m,M} C £"(x,) C [m, M].

Aunque la sucesion (x,)$’ ; no converge, los numeros inf £(x,) y sup £(x,), como veremos un
poco més abajo, permiten obtener informacién sobre la “distribucién” de los puntos tanto de la
sucesion (x,)5 ; asi como de sus subsucesiones convergentes.

(2) ¢Qué ocurre si la sucesion (x,)$’_, no estd acotada? Por ejemplo, si (x,){’; no estd acotada

superiormente, resulta del Teorema 2.1.24 que ella posee una subsucesién creciente, digamos
()1, tal que

lim x,, = sup{x,, :k € N} = 400 £(xy).

k—o0
Esto prueba que sup £*(x,) = +oo. Similarmente, si (x,)’; no estd acotada inferiormente,
entonces —o0 € £*(x,) vy, asi, inf £*(x,) = —oo. Todo lo anterior garantiza, por supuesto, que
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£*(x,) siempre es un subconjunto no vacio de R independientemente si la sucesién (x,)%_; es o
no acotada y, por lo tanto,

sup £ (xy,) y inf £ (x,,)
existen en RR.

Definicién 2.1.31. Sea (x,){>_; una sucesion en R. Definimos el limite superior y el limite inferior

de la sucesion (x,)$,_,, respectivamente, como

limsup x, = sup £*(x,) y liminf x, = inf £*(x,).
n—00 n—00

Algunas veces escribiremos limsup x, en lugar de limsup, ., x,. Igual consideracién ha-
remos para liminf, .. x,. La notacién

n—00 n—o0
también se usa con mucha frecuencia para denotar, respectivamente, el limite inferior y el limite
superior de la sucesion (x,)5_;. Observe que, por definicién, existe al menos una subsucesién
(xn)2y de (x)3, tal que
limsup x, = lim x,,.
n—00 k—o0

Lo mismo se cumple para el limite inferior.
Puesto que £*(x,) es no vacio para cualquier sucesién (x,);" ; en R, resulta de (2.1.2) que
liminf x, = inf£*(x,) < sup£*(x,) = limsup x,. (1)
fn—eo n—o0

Mas aun, si la sucesion (xn)n:1 converge a un punto z, entonces también converge cualquiera
de sus subsucesiones y, por supuesto, lo hace hacia el mismo punto z. Por esto,

Iimx, =z€eR & £%(x,) = {z}

n—oo

& liminf x, = z = limsup x,.
n—oo n—s00

Dicho de otra manera:

Corolario 2.1.32. Una sucesion (x,,);":l en R converge si, y sélo si,

liminf x, = limsup x, = lim x, € R.
n—o0 n—s00 n—o0

Observe que gracias a (1) y la ultima igualdad del corolario anterior podemos concluir que:

Corolario 2.1.33. Una sucesion (x,)5_,en R converge si, y solo si liminf x,, y limsup x, existen
n—00

n— 00
(en R) y

limsup x, < lminf x,. (2)
n—o0 n—oo
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Dos de las propiedades importantes que relacionan directamente los limites inferior y supe-
rior, el cual es consecuencia del Teorema 2.1.11, son las siguientes:

limsup (—x,) = —liminf x,
n—oo n—o0
y
liminf (—x,) = —limsup x,.
=00 n—co

Si bien la definiciéon de los limites superior e inferior es impecable desde el punto de vista
tedrico, ellas no son muy adecuadas a la hora calcular los limites inferiores y superiores de una
sucesion en particular, pues habria que determinar, en primer lugar, todos los puntos limites de
dicha sucesion, una tarea que pudiera ser un tanto dificil, y luego elegir el infimo y el supremo
de tales puntos limites. La caracterizacién dada en el préximo teorema es, en muchos aspectos,
maés practica y, por supuesto, mds util.

[ee]

Suponga de nuevo que (x,)$’; es una sucesion en R y defina, para cada entero n > 1, los
siguientes ntimeros reales extendidos:

my, = inf{x,, xp41,...} y M, = sup {xn, Xui1,... }.
Observe que:
(11) my < xj < M, paratodoj>n €N,
() m<mpy<---<m, <--- y

(3) My >Mp>--->M,;>---.

. e} 4 = , .
Puesto que las sucesiones (m,)5; y (Mn) 41 Son ambas monétonas en IR, resulta que los limites
lim M, = inf M, = infsup x,
n—so0 n>1 n>1 k>n
y
lim m, = supm, = sup inf x,.
=00 n>1 n>1k>n

siempre existen en R.

Teorema 2.1.34. Sea (x,)S_, una sucesion en R. Entonces

limsup x, = infsup x, y liminf x, = sup inf x,.
n—00 n>1 k>n h—00 n>1k>n

Prueba. Sea M = lim,,_,.c M;, el cual, como acabamos de ver, siempre existe en R. Para demos-
trar que sup £*(x,) = M tomemos cualquier z € £*(x,). Por definicién, existe una subsucesion
(xn;)52; de (xu)3; tal que z = limj_,o x,; y entonces, por (1), X,; < My, paratodo j > 1, de
donde se sigue que
z = lim x,, < lim M,, = M.
j—oo j—o0 1

Esta desigualdad nos revela que M es una cota superior de £*(x,) y, por lo tanto,

sup £°(x,) < M. (2.1.3)
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Para probar la otra desigualdad suponga, en primer lugar, que M; = +oco. Esto significa que la
sucesion (x,)5° ; no estd acotada superiormente y, por consiguiente, 400 = sup £*(x,). Se sigue
de (2.1.3) que M = +o0 y, asi,

sup£*(x,) = M = +oo.
Suponga entonces que M; < +oo. Por la propiedad del supremo, existe un x,, tal que
M; -1 < x5 < M.
Considere ahora M,,+1 = sup {xn1+1,xnl+z,...} y note que como M, 1 < M;j, entonces

M, +1 < +00. Usemos de nuevo la propiedad del supremo para hallar un x,, tal que

1
MH1+1 Y

2 < xi’lz S M?’ll-i-l'

Observe que n; > n1. Una vez mas. Considere M,,1; = sup {xn2+1,xn2+2, .. } y, como antes,
apliquemos la propiedad del supremo para hallar un x,, tal que

1
Mn2+1_§ < Xny < M?’lz—i—l'

Si se contintia indefinidamente con este procedimiento, se logra obtener una subsucesion (xnj);?‘;l
de (x,)5 tal que, para todo j € N,

Mnj-H_ < xnjqu S M?’l]‘-i-l'

1+j
Por el Teorema del Sandwich para limites se obtiene que

lim x,, = im M, 1 = M € £(xy).
]—oo ]—00

De esto se concluye que M < sup £*(x,) vy, por lo tanto, usando (2.1.3), vemos que M =
sup £*(x,). El caso del limite inferior es similar y se deja a cargo del lector. n

La manera de expresar a los limites inferior y superior dada en el resultado anterior permite
asignarle una interpretacion geométrica que resulta ser muy conveniente.

Teorema 2.1.35. Sea (x,)S_, una sucesion en R. Entonces

limsup x, = a9 € R
n—o00

si, y sdlo si, para cada € > 0:
(a) existeun N € N tal que x, < ap+ ¢ para todo n > N, y
(b) {neN : ay—e < x,} esinfinito.

Prueba. Suponga que limsup, . x, = a9 € R y sea ¢ > 0 elegido arbitrariamente. Veamos que
(a) y (b) se cumplen. En efecto, puesto que ap = lim,_, M,, donde M,, = sup {xn,an, e }
para todo n € IN, entonces existe un entero N € IN tal que

‘Mn—ao‘ < ¢ paratodon > N,
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es decir, a9 —e < M,, < ap + € para todon > N, de donde se sigue que
X < sup {Xp, Xpy41,...} = My < ag + ¢ paratodon > N.

Esto prueba que
X, < ap + € paratodon > N

y (a) secumple. Para demostrar (b) recordemos que, por el Teorema 2.1.34, ag = inf,,>1 supy.,, Xk
de donde resulta, por la definicién de infimo, que

a9 < sup {x¢, Xg41,...} = My paratodo k € N. (2.1.4)

En particular, a9 < M;. Ahora bien, usando las propiedades del supremo, existe un entero n; tal
que x,, > M; —¢, y, por consiguiente,

Xp, > A9 — &
Tomando k = n; en (2.1.4), existe un np > n; tal que
Xp, > My, —e > ap—e.

Procediendo indefinidamente con el mecanismo anterior, se obtiene una subsucesion (x,, )i ; de
(x,)5>_ tal que
Xp, > g — € para todo k € IN.

Puesto que ny > k para todo k € IN resulta de lo anterior que
{neN:a—e < x,}
es infinito y asi (b) también se cumple. Es claro que (a) y (b) implican que limsup x, = ao. B
n—s00
Observe que la condicién (a) del resultado anterior establece que fodos los términos de la

sucesion (xn);l“zl, salvo un ntimero infinito ellos, estan a la izquierda de ap + ¢, mientras que

la condicién (b) expresa que siempre hay una infinidad de términos de la sucesion a la derecha de
ag — €.

Un argumento enteramente similar a la demostracién del teorema anterior permite obtener el
siguiente resultado para el limite inferior.

Teorema 2.1.36. Sea (x,)_, una sucesion en R. Entonces liminf x, = by € R si, y sélo si, para cada
n—o00
e>0,

(a) existeun N € N tal que by — e < x,, para todo n > N, y
(b) {neN : x, < by+e} es infinito.
Prueba. Se omite por ser similar al resultado anterior. n

Cuando el limite inferior, respectivamente, el limite superior es infinito se obtiene la siguiente
caracterizacion.
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Teorema 2.1.37. Sea (x,)$_, una sucesion en IR. Son equivalentes:
(1) iminf x, = +oo.
n—oo
(2) Para cada M > 0, existe un N € N tal que x, > M para todo n > N.
Prueba. Sea M > 0. Entonces
liminf x, = 400 < supm, = 4o
n—o0o n>1
& existeun N € N tal que my > M
& existeun N € N tal que inf{xy, *n41,...} > M
& existeun N € IN tal que x, > M para todon > N.
Teorema 2.1.38. Sea (x,)$_, una sucesion en R. Son equivalentes:
(1) limsup x, = —o0.
n—oo
(2) Para cada M > 0, existe un N € N tal que x, < M para todo n > N.
Prueba. Es similar al caso anterior y se omite. u

Ejemplo 2.1.1. Si x, = n para todo n € IN, entonces m, =n y M, = +oco, por lo que

liminf x, = lim m, = 400 y limsup x, = lim M, = Hoo.
n—oo n—oo n—300 n—00

Ejemplo 2.1.2. Si x, = (—1)" para todo n € IN, entonces

liminf (—1)" = —1 y limsup (—-1)" = 1.

n—00 n—o0

Ejemplo 2.1.3. Si x, = (—1)"/n para todo n € IN, entonces

_1\n
liminf( )

n—00 n

= 0 = limsup

(1"

[ee]
n=1

Teorema 2.1.39. Sean (x,)5° 1 v (Yn)5, sucesiones en R. Entonces se cumple que

(a) limsup (x, +y,) < limsup x, + limsup y,.

n—oo n—oo n—oo

(b) liﬂiorolf(xn + ) > liminf x, + Hminf y,.

¢) limsup x, < limsu Iiminf x, < liminf siox, < Vn > 1.
( ) n%oop n —= n%ooP yn y 00 n = 00 yn n yn jsl
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Prueba. S6lo demostraremos (a), pues la prueba de (b) es muy similar y (c¢) es inmediata. Obser-
ve, en primer lugar, que si uno de los limites superiores de la derecha en (a) es infinito, entonces
la igualdad se cumple trivialmente. Suponga entonces que el lado derecho es finito y definamos,
para cada n € N,

M, = sup {xp, Xy41,...} y M, = sup {Yu, Ynt1,--- }
Entonces, para todo k > 7,

xx < My y ykSM;,q

y, en consecuencia,
xx +yr < M, + M,

para todo k > n. Esto prueba que M, + M, es una cota superior para el conjunto
Ay = {xn T Yn, Xne1 T Yngls - }/
y, por lo tanto,
sup Ay = sup {Xp + Y, Xnp1 + Yns1, -} < My + M,
Como la sucesiéon (sup A,)$, es decreciente, resulta que

limsup (x, +y,) = infsup A,

n—00 n>1 n>k
< lim (Mn + M;)
n—oo
= lim M, + lim M,
n—oo n—oo
= limsup x, + limsup y,.
n—o0 n—oo

Para demostrar (c) observe que si x, < y, para todo n > 1, entonces
M, < M, y m, <mj,

donde m, = inf{xy, Xys1,...} y ) = {Yn,Yns1,... }. Tomando el limite cuando n — oo en
las desigualdades anteriores se obtienen los resultados deseados. n

Nota Adicional 2.1.1 La relacién de orden impuesta sobre R hace que —co sea el elemento
més pequefio y +oco el elemento més grande. Esta relaciéon de orden es compatible con la
topologia puesto que los conjuntos abiertos son uniones de intervalos. Si se considera la
aplicacion ¢ = R — [—1,1] definida por

X
—_— si x €eR
gg(x) — v1+x2
+1 si x = ftoo

entonces es facil ver que ¢ es un homeomorfismo que es compatible con la relacién de
orden, es decir, para todo x,y € R,

x<y = ¢k <o) (1)
De esta informacion se sigue que si (x,)%°_; es una sucesién monétona en RR, entonces ella
converge. En efecto, de (1) se sigue que (¢(x,))$’; es una sucesién monétona en [—1,1]
y, en consecuencia, converge. Puesto que ¢! es continua, resulta que (x,)>_; converge en
R. Estas consideraciones permiten que la nocién de limite superior y limite inferior puedan
ser tratados en [—1,1] en lugar de R.
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2.1.7. Limites Superior e Inferior de Conjuntos

Las nociones de limites superiores e inferiores de conjuntos es importante en la Teoria de la
Medida. En lo que sigue X denotara un subconjunto arbitrario no vacio.

Definicién 2.1.40. Sea X un conjunto no vacio. Dada una sucesion (An):lozl de subconjuntos de X,
definimos las sucesiones (A,)_; y (An)S, por

A, = ) A y A= | A
k=n k=n
paran =1,2,... Los conjuntos
H,I,Il)i;lfA” — UA” = U ﬂAk Y limsup A, = ﬂzn = ﬂ UAk
n=1 n=1k=n n—oo n=1 n=1k=n

o]

los llamaremos, respectivamente, el limite inferior y el limite superior de la sucesion (A,),_,.

La notacién L
lim A, y lim A,

n—00 n—oo

se usan frecuentemente para denotar a los limites inferior y superior, respectivamente, de la suce-
sién (An):::l. En ocasiones, escribiremos liminf A, en lugar de liminf, . A, y similarmente
para el limite superior. De las Leyes de Morgan se sigue que
li A, = (liminfA,) minf A = (li An)©.
msup A, = (lminf,) y fminf A, = (limsup 4,)
La siguiente caracterizacién de los conjuntos liminf A, y limsup A, resulta conveniente para
ciertos propositos.
[e0]
Teorema 2.1.41. Sea (A”)n:1
(a) x € liminf A, si, y sélo si, existe un N € IN tal que, para todo n > N, x € A,, es decir,
n—oo

una sucesion de subconjuntos de X. Entonces

liminf A, = {x : x € A, excepto para un nimero finito de n’s}.
n—oo

(b) x € limsup A, si, y sdlo si, para cada N € N existe n > N tal que x € A,, es decir,

n—00

limsup A, = {x : x € A, para infinitos n’s}.
n—oo

Prueba. (a) Sea x € liminf, ,c Ay = |U;,_1 A,. Entonces existe un N € N tal que x € Ay =
Ny An. Por esto, x € A, paratodo n > N. Reciprocamente, sean x € X y N € N de modo
que x € A, para todo n > N. Entonces

xe (A = Ay C liminf A,
n=N
(b) Es similar a la anterior y, por lo tanto, se deja a cargo del lector. n

Algunas de las propiedades de los conjuntos liminf, ,.c A, y limsup, , A, se detallan a
continuacion.



106 Cap.2 Los Numeros Reales

Teorema 2.1.42. Sea (An)oo una sucesion de subconjuntos de X. Entonces

n=1

(a) (A,);_, escrecientey (A,)._ es decreciente.

(c) liminf A, C limsup A,.

n—00

Prueba. (a) (A n)oo es mondtona creciente pues, para cualquier n € IN,

n=1
A, = (VA= A0 () A S [ A = Au
k=n k=n+1 k=n+1

A, = UAk:AnU U Ap 2 U Ap = Apn
k=n k=n+1 k=n+1

— \ 00 L, .
lo cual prueba que (A ”)nzl es monodtona decreciente.

(b) Sean m,n € IN y suponga que n < m. Entonces, por la primera parte,

N
e
=
|
N
S

A, CA,

N

Am

c) Sean € N. Por (2) tenemos que A, C A,, param = 1,2,... y, en consecuencia,
q n P Y

A, C ﬂZm = limsup A,
m=1

n—oo

Puesto que esta tiltima desigualdad es valida para todo n € IN, resulta que

Iiminf A = UZ” C limsup A,.
n=1

n—o00 n—o0

|
Definicién 2.1.43. Sea (An):;l una sucesion arbitraria de subconjuntos de X. Si
limsup A, = liminfA,,
n—sco n—eo

7z N z. Vs . *z oo
entonces a éste conjunto lo denotaremos por lim, .. A, y lo llamaremos el limite de la sucesion (A”)nzl'

7 . o9} P ’ . . . .
Cuando la sucesién de conjuntos (An)n:1 es monodtona, los limites superiores e inferiores

adoptan formas muy sencillas tal como lo muestra el siguiente resultado.
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Teorema 2.1.44. Sea (A,)"

n=1
ciente ( respectivamente, creciente), entonces

. s ’ . . o0
una sucesion monotona de subconjuntos de X. Si (A”)n:1 es decre-

nlgrolo A, = ﬂ A, (respectivamente,nlij& A, = U Ap).
n=1

n=1

Prueba. Suponga que (An)Do es decreciente. Entonces A, 1N A, = A, paratodon > 2 y, por

n=1
consiguiente,
A, = A0 () A = (AwanAn)n () Ac= () A = = () A
k=n+1 k=n+1 k=n—1 k=1

n=1 k=1
De modo similar, usando de nuevo el hecho de que (An):;l es monotona decreciente, resulta
que
(o)
;in = LJ-Ak —‘14n
k=n

y, en consecuencia,

limsup A, = ﬂzn = ﬂAn.
n=1 n=1

n—00

Esto termina la prueba de la primera parte. La prueba de la segunda parte es similar a la primera
y, por lo tanto, se omite. [ |

2.1.8. Series Absolutamente Convergentes y Familias Sumables

Sea (x,)%° . una sucesiéon de numeros reales ara cada entero n > 1 considere la suma
n=1
arcial s, = Y7, x;. A la expresion
i=1

an = lim s, (1)

Nn—ro0
n=1

se le llama la serie asociada a la sucesién (x,);" ;. Observe que dicho limite puede o no existir.
Si él existe, diremos entonces que la serie converge, lo cual escribiremos como 220:1 X, < 00,
o también como > 7 ;x, = a para algtin a € R. Por ejemplo, si los términos de la sucesion
(x4)5>_, son no-negativos y si la sucesion (s,)S’_; estd acotada superiormente, resulta del Teore-
ma 2.1.23, que ella converge ya que es una sucesion creciente. En este caso se tiene que

[ee] n n
an = nlgr.}oni = sup{in : ne]N}.
n=1 i=1 i=1

Si el limite en (x1) no existe, se dird entonces que la serie diverge.
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(o]
Teorema 2.1.45. Si la serie E X, converge, entonces lim x, = 0.
n—00

n=1

_ 00 . 00 ., . 00
Prueba.Sea a =" ; x,. si (sn);_; es la sucesién de las sumas parciales de (x,)$> ;, entonces
Xn = Sp — Sp—1 para todo n > 2 y por lo tanto,

limx, = lims, — lims, 1 = a—a = 0.

n—oo n—oo n—oo
La prueba es completa. n

Es fécil establece que si > ;" 1Xy Vv D...1Yn SON series convergentes, entonces:

(a) Z(xn + yn) converge y
n=1
z:(x,1 +yn) = an + Zyn.
n=1 n=1 n=1
(b) Z ax, converge para cualquier 2 € R y
n=1
Z ax, = a Z Xp.
n=1 n=1
(c) Si x, <y, paratodo n € IN, entonces
S xn <) oy
n=1 n=1

El siguiente criterio, conocido como el Criterio de Cauchy para Series, es una elegante, ttil y
préctica forma de caracterizar serie s convergentes a través de la rigurosa forma del ¢ — N.

Teorema 2.1.46 (Criterio de Cauchy para Series). Las siguientes condiciones son equivalentes para
una serie Y ;4 Xp.

(1) La serie converge.

(2) Para cada ¢ > 0, existe un N € IN tal que

[ee]

>

k=n+1

< €& paratodo n > N.

(3) Para cada ¢ > 0, existe un N € IN tal que

m

>

k=n+1

< & paratodo m >n > N.
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Prueba. (1) = (2). Suponga que la serie converge, digamos >, ;x, = a paraalgin a € R y
sea (s,);_, la sucesi6n de las sumas parciales de (x,);" ;. Entonces, para cada ¢ > 0, existe un
entero positivo N tal que

la —s,| < e paratodo n > N.

Puesto que
m [ee]
a—8, = lims, —s, = lim g X = E Xj
m—ro0 m—ro0
k=n+1 k=n+1

se obtiene que (1) = (2).
(2) = (3). Si (2) se cumple, entonces existe un N € IN tal que

o0
>
k=n+1

< & paratodo n > N.

< méx{

(3) = (1). Suponga que (3) es verdadero. Entonces

Si m > n > N, entonces

m

> w

k=n+1

o]

>

k=m+1

[ee]

>

k=m+1

<

7

(o]
> %
k=n+1

(o]
> %
k=n+1

}<e

y (3) se cumple.

m

2.

k=n+1

|sm —sn| = < ¢ paratodo m >n >N

lo cual prueba que la sucesion (s,);" ; es de Cauchy en R. La completitud de R nos garantiza
que la serie converge. [

2.1.9. Caracterizando Series Absolutamente Convergentes

Definicion 2.1.47. Sea (x,)$_, una sucesién en R. La serie Y, 4 X, se dice que es absolutamente
convergente si la serie >, |x,| converge.

¢Cuadl es la relacién entre una serie absolutamente convergente y la serie original? El siguiente
resultado, valido en cualquier espacio de Banach, establece que toda serie absolutamente conver-
gente, converge.

o iy N >

Teorema 2.1.48. Sea (x,)S_, una sucesion en R. Si Y " ; |x,| converge, entonces también converge
. (o]

la serie Y7 4 xy.

Prueba. Suponga que >, |x,| converge. Puesto que
0 < xp + [xa] < 2[xy
se sigue que la serie Y " | (x, + |x,|) converge y, en consecuencia, por la propiedad de la suma

de dos series, se tiene que

o] o]

an = Z(xn‘Han - Z’xn|
n=1
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converge. m

El reciproco del resultado anterior no es, en general, valido. Por ejemplo, es bien conocido
que la serie > ;(—1)"/n converge, pero ella no es absolutamente convergente.

* o e, . . (o] . [o0]
Definicién 2.1.49. Un reordenamiento de una serie ), 1 X, es otra serie de la forma 3,1 Xy (),
donde 7w :IN — IN es cualquier biyeccion, es decir, una permutacion de IN.

Observe que un reordenamiento de Y, ;x, es otra serie con los mismos términos pero
dispuesto en un orden diferente. Un concepto que es de importancia fundamental en la Teoria de
Series y donde el orden de los términos no altera la convergencia de la serie es el siguiente.

Definicién 2.1.50. Unaserie Y, ; x, sedice que es incondicionalmente convergente si para cualquier
., . . oo
permutacion 7 :IN — IN, la serie Y"1 X,y convergey

Es decir, una serie >, ; x, es incondicionalmente convergente si no importa como reordenes
los términos de la sucesién (x,)_; siempre obtienes una serie convergente que, ademads, nunca
cambia su valor. Observe que, tomando la permutacién identidad, vemos que . ; x,, conver-
ge. Uno de los ejemplos més simple de una serie incondicionalmente convergente se obtiene
cuando se considera cualquier serie convergente 3 % x,, cuyos términos son no-negativos. Este
hecho es consecuencia de un resultado sorprendente demostrado por Weierstrass y Riemann. La
implicacion (1) implica (2) en el siguiente resultado se debe a Weierstrass y la otra a Riemann.

o0

Teorema 2.1.51 (Weierstrass-Riemann). Sea (x,)5_;

tes condiciones son equivalentes:

una sucesion de niimeros reales. Las siguien-

(1) S°07 1 x, es absolutamente convergente.

(2) Y071 x, es incondicionalmente convergente.

Prueba. (1) = (2). Suponga que Y, ; |xy| < o ysea 7t una permutacién de IN. Hagamos
M:Z]xn] y my, = sup{m(k) : 1<k<n}, n=1,2,...
n=1

Para cada n € IN se verifica:

My

n
Sn= ) lxapl €D <M
—1 —1

Este hecho nos muestra que la sucesiéon de términos no-negativos (S;)
y, por lo tanto, converge. Ademads,

S eyl € M =7 |xl.
n=1 n=1

[ee]

o, es creciente y acotada
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Si se considera la permutacién inversa 777! de 7 e invirtiendo los papeles de las series > o |xy]
oo . .
Y 2one1|Xz(n)| se obtiene la desigualdad:

Dol <,
n=1 n=1
de donde
Z’xn’ = Z’xn(n)’ = M. (a2)
n=1 n=1
Falta verificar que
an = an(n)
n=1 n=1

Para demostrar esto, considere, para cada n € IN, el conjunto

Ay = {peN: p<my p&{n),. .. nn}}.

Observe que

Zxk < Z | xk|

1My n
DXk = D Xx(k)
k=1 k=1

ke, ke,
y
My n
Sl =D Il = D [l
e k=1 k=1

Se sigue entonces de (a2) que > /™ [xx| y D7f_;[¥r(| tienen el mismo limite M cuando
n — 4oo. Luego, Y /™ xx — Y y_; Xn() tiende a cero y, se verifica que

(2) = (1). Sea >, ; x, una serie incondicionalmente convergente y suponga, para generar una
contradiccién, que ella no es absolutamente convergente, es decir, >~ |xy| = +o00. Lo que
vamos a hacer es construir una permutacién 7t sobre IN tal que la serie > " x.(,) diverja,
lograndose, de este modo, una contradiccion.

Para cada n € IN, sean

_ x|+ xn _ |xn] —xn
Pn 2 Qn 2 .
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Observe que, para cualquier n € IN,

Pn = 0, Gn = 0, Pn —qn = Xu Y Pnt+qn = |xn’ (“3)

Sin perder generalidad, asumiremos que p,, 4, > 0 para todo n > 1. Siendo (p,)5" 1 vV (qn)5q
subsucesiones de (x,)°_,, existen sucesiones estrictamente crecientes en IN:

n=1/
il<i2<"'<in<"' y jl<j2<"'<jn<"'
tales que p, = x;, y qu = xj, para todo n > 1. Observe que gracias a (a3) se tiene que

N = {i,:ne N}U{j, :n €N} y {in ; me N}N{j,:ne N} = 2.

La construccién de 7t sera efectuada en dos pasos, el primero de los cuales es el siguiente:

(a1) Las series Z Pn Y an son ambas divergentes.

n=1 n=1

En efecto, si ambas series fueran convergentes, entonces > o 1 Pn+ D on1qn = D oneq |Xu| seria

convergente, lo que resulta contrario a nuestra suposicién. Suponga ahora que una de las series

converge y, para fijar idea, suponga que > g, < +00. Puesto que la serie Y ", x, converge,
¢ Z . oo [e0] *z . .

por hipétesis, resulta que >, ;x, + >, 14, también converge. Sin embargo, por la primera

parte sabemos que >, ; p» diverge y entonces se obtiene la siguiente contradiccion

(o] (0] (o]
boo > Yt S = Yo = e
n=1 n=1 n=1
(a2) Existen subsucesiones estrictamente crecientes ()5 y (kn)5_, de IN tales que la serie

p1+...+pml_(q1+...+qk1)+pm1+1+...+pm2_(qk1+1+...+qk2)+... (*)

no converge. Esta serie, como se demuestra a continuacién, resulta ser un reordenamiento de
> g xn lo que producird la contradiccién que andamos buscando.

Fijemos un par de ntiimeros reales &, con 1 < & < B y escoja sucesiones en R, digamos
(@n)q ¥ (Bn)pq con &, < By, n=1,2,..., tales que

n=1

fma =w oy Jmp =6

Para demostrar (a;) usaremos, en primer lugar, el hecho de que >, ; pn = 400, para elegir el
entero positivo mds pequefio, llamémoslo m;, tal que

prt-ctpm > P y pr+-Fpm1 < P
De esto se sigue que

Br < pi4-+pm = (Pt A+ Pm-1) + P < B1+ P
Definiendo S| = p; + -+ + pm,, resulta que

|Sf - :Bl| < Pm; -
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Vamos a definir los primeros m; valores de nuestra permutacioén 7t declarando que:

n(l) =4, nQ2) =i, ..., wlm) = ip,.
Similarmente, siendo divergente la serie > .~ ;¢q,, existe un k; € IN, que de nuevo elegiremos
como el entero positivo mas pequefio, de modo tal que

M+t Gy > prt+pm —

y
i+t qg-1 < prtccc Py — a1

De alli que
a1 =G, < prtecdpm = (@t 1) — k<

y, por lo tanto,
‘Stli - 0(1| S qk1/

donde hemos puesto S| = py + -+ + pm, — (14 -+ +4qk,). Los siguientes valores de 71, comen-
zando desde mq + 1 hasta k;, se obtienen definiendo

7r(m1+1) = j], 7r(m1+2) = jz, ey ﬂ(k]) = jkl'

Usando de nuevo el hecho de que las series > 0" 1 pn v Y1 4n son divergentes podemos, como
antes, escoger los enteros positivos mds pequefios, digamos my ykp, con ko > ki y mp > my,
tales que

prt A+ Pm FPmrt Py > Gt g+ B,

y
Mttt g+, > Pt A+ Pt P 0 Py — 02

De esto se desprende, por las elecciones de my y k», que si definimos
Sy =t tpm— (@t ) FPmat o > B2

y
S =pit AP — () F Pt F Py — (G T+ ) < a2,

entonces,
|55 — B2 < P y |83 — a2 < g,
Hagamos
ki +1) = imy1, ..., (M) = iy, nw(ma+1) = ji41, ..., T(k2) = ji,-

El procedimiento anterior, que se puede llevar a cabo indefinidamente gracias al hecho (a7),

culmina con la obtencion de las dos sucesiones (1,)5 ; vy (kn)5_; de IN tal que la serie (x) es,
: 2 . [e0] . . .

por construccion, un reordenamiento de )’ ; x,. Veamos ahora que dicha serie diverge. En

efecto, para cada n € IN, sean

Sﬁ:pl++pm1_(q1++qk1)+pml+1++r)m2_(qkl+l+_|_qk2)_lr__|_
pmn—l""l—}_”'—’_pmn/
SZ:P1++Pm1_(q1++Qk1)+Pm1+1++Pm2_(Qk1+l++Qk2)++

pmn71+l + T +pmn - (qk11—1+1 + e +qkn)'
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las sumas parciales de la serie (x). Resulta entonces, por el procedimiento antes descrito, que
paracada n € IN,

|Sh = Bu| < P, y |Sh— | < gy,

Ahora bien, como la serie > ;7 ; x,, es convergente, entonces lim, .« x, = 0, de donde se sigue
que lim, ;e pp = 0 = lim,_, q,,. Por esto,

. p _ z q _
fmsi=p y  Jmsi-w

Puesto que a # B, se concluye que la serie (%) no converge contradiciendo, como habiamos
afirmado, nuestra hipétesis. La prueba es completa. n

2.1.10. Familias Sumables

Del Teorema de Weierstrass-Riemann se concluye que el orden de los términos de una serie
que no es absolutamente convergente afecta tanto a su convergencia asi como a su suma. En vista
de esto, es razonable formularse la siguiente pregunta: ;es posible tener una definicién alternativa
para la suma de una serie donde el orden de los términos no sea importante? La respuesta, la
cual es afirmativa, se desarrolla a través de una teoria de sumas sin orden.

Siguiendo la idea de la convergencia de series, intentaremos darle significado a expresiones
del tipo >,.;x;, donde (x;)ic; es una familia arbitraria no-numerable de ntiimeros reales. Para
alcanzar ese objetivo aprovecharemos la existencia del supremo en R de cualquier subconjunto
A de R.

En lo que sigue, supondremos que I es un conjunto infinito, el cual puede ser numerable o
no-numerable y, como antes, denotemos por Pg,(I) la coleccién de todas las partes finitas de I,
esto es,

Pan(l) = {F CI: Fes finito}.

Suponga, en primer lugar, que (x;)ic; es una familia de niimeros reales no-negativos. Para cada
F € Pgn(1), defina

in si F#Q
s(F) = « ieF
0 si F=2.

Observe que la aplicacion s : Pgn(I) — [0, +00] es creciente en el siguiente sentido: si F,G €
Pen(I), entonces

FCG = s(F) < s(G).
Maés aun, si FN G = &, entonces s(FUG) = s(F) +s(G).

Definicién 2.1.52. Sea (x;)ic; una familia de miimeros reales no-negativos. Si el conjunto de niimeros
no-negativos {s(F) : F € Pg,(I)} estd acotado superiormente, entonces diremos que la familia (x;);e]
es sumable y escribiremos

Zx,- = sup {s(F) : Fe P (I)}.

iel
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Sila familia {s(F) : F € Pg,(I)}, en la definicién anterior, no estd acotada superiormente,

pondremos
Z X; = —oo.
i€l
En el siguiente resultado veremos que cuando I = IN las nociones de serie convergente y de
familia sumable coinciden.

Teorema 2.1.53. Sea (x,)neN Una sucesion de niimeros reales no-negativos. Son equivalentes:
(1) La familia (x,)neN es sumable.

(2) Laserie > ;" | x, converge.

Prueba. (1) = (2). Suponga que (x,),eNn es sumable y sea M tal que

an = sup{s(F) : F € Psi(N)} = M.
nelN

Claramente la sucesion (Y1, xn):;l es creciente y acotada por M. Se sigue del Teorema 2.1.23
que ella converge. Esto prueba (2).

(2) = (1) Suponga que Y., x, converge y sea » .. X, = M para algin M > 0. Considere
cualquier F € Pg,(IN) y sea np = max{n : n € F}. Tenemos entonces que

FC{1,2,...,nr}

y, por lo tanto, se verifica que
np
doxi <y x <M
icF i=1
De esto se sigue que sup {s(F) : F € Pn(N)} < M por lo que la familia (x,),en s sumable.
La prueba es completa. n
Para poder extender la nocién de familia sumable a cualquier coleccion (x;);e; de ntimeros

reales, no necesariamente no-negativos, debemos verificar lo siguiente.

Corolario 2.1.54. Sea (x;)ic; una familia sumable de niimeros reales no-negativos. Entonces, para cada
e > 0, existe un conjunto F, € Py (I) con la siguiente propiedad:

x—Ex,-

< &€

para cualquier conjunto finito F D F..

Prueba. Pongamos x = ) ,.; x; y sea ¢ > 0. De las propiedades del supremo, existe un conjunto

finito F; C I tal que
X —¢& = in—s < in.
i€l icF;
Ahora bien, en virtud de que la aplicacién s es creciente, se tiene que s(F;) C s(F) para cualquier
F € Pgn(I) con F D F. y, por consiguiente,

x—s<in§in<x+e.

ieF, ieF
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De esto se sigue que

X — in < e (1)
i€F
para cualquier conjunto finito F D F,. Fin de la prueba. n

El siguiente resultado expresa una condicién similar a la Condiciéon de Cauchy para series
convergentes.

Teorema 2.1.55 (Criterio de Cauchy). Sea (x;);c; una familia sumable de nimeros reales no-negati-
vos. Entonces, para cada € > 0, existe un conjunto F, € Pg, (1) con la siquiente propiedad: para cualquier
G € Pan(I) con GNF, =@ se cumple que

in < &

i€G
Prueba. Sea ¢ > 0 y use el corolario anterior para hallar un conjunto F. € P, (I) tal que

X—Exi

ieF

< &

para cualquier conjunto finito F O F,, donde x = >, ; x;. Seleccione ahora cualquier conjunto
G € Pin(I) con GNF, = @. Entonces F = GUF, D F; y, por lo anterior,

D= ) m-)m

i€G i€ GUF, icF,
ieGUF; ieF,
< Z Xi— x|+ in —Xx
i€GUF; icF,
< ete=2e
La prueba es completa. n

Un aspecto importante que hay que destacar del Criterio de Cauchy anterior y que era de
esperarse es que casi-todos los términos de una familia sumable son ceros, en otras palabras:

Corolario 2.1.56. Si (x;)ic; una familia sumable de niimeros reales no-negativos, entonces el conjun-
to
I"={iel:x;>0}

es a lo mds numerable.

Prueba. Si el conjunto I es numerable, no hay nada que demostrar. Suponga entonces que I es
no-numerable y por cada n € IN, considere el conjunto

1
I, = {ie[: xiz—}.
n
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Afirmamos que I* = |J)"_; [,. Para ver esto, observe, en primer lugar, que |J;_,I, C I*. Para
demostrar la otra inclusién, sea i € I*. Entonces x; > 0 y se sigue del Principio de Arquimedes
que existe un entero m > 1 tal que x; > 1/m vy, por lo tanto, i € I,, C |J;_; I[,. Veamos ahora
que cada uno de los conjuntos I, es finito. En efecto, como la familia (x;);c; es sumable, por el
Criterio de Cauchy, Teorema 2.1.55, resulta que, por cada entero n > 1, existe un F, € Pg,(I) tal
que

. 1
i¢F, = xi<E'

(Aqui hemos tomado G = {i} de modo que GNF, = @). Por consiguiente, I, C F, para
n=1,2,.... Esto prueba que I, es finito y, en consecuencia, I* es a lo mas numerable. [ |

Estamos listo para dar, de forma general, una definicién de suma para cualquier familia (x;);e;
de ntiimeros reales no necesariamente no-negativos.

Definicién 2.1.57. Una familia (x;);c; de niimeros reales se llama sumable si, dado € > 0, existe un
conjunto F. € Pun(I) con la siguiente propiedad: para cualquier conjunto finito F O F,

x—gx,-

icF

< E&.

Como antes, escribiremos x = ) ;.;x; si la familia (x;);c; es sumable. Una pequefia acla-
ratoria es necesaria con respecto a la definicion de una familia sumable (x;);en, cuando los x;
son numeros reales arbitrarios. En este caso, no es verdad que la nociéon de serie convergente
coincide con la de familia sumable. En la literatura sobre series, la nocidén de familia sumable es
equivalente a la de serie incondicionalmente convergente, un concepto que como ya hemos visto
resulta ser mds fuerte que la convergencia usual de series.

Finalizamos esta seccién con esta otra observacion. Suponga que (x;);c; es una familia arbi-
traria de ntiimeros reales tal que el conjunto

{in . Fe Tﬁn(l)}

icF
estd acotado, digamos, por una constante M > 0. Por cada F € Pg,(I), considere los subconjun-
tos
F*z{iEF:xiEO} y F’:{ieF:xi<0}.

Entonces

< 2M.

D%

ieF+

_|_

PO

ieF~

Z’xi’ = in— in =

ieF ieFt ieF~

Esto prueba que el conjunto de ntimeros no-negativos
{ > lxil: Fe :Pfin(l)}
icF
esta acotado y, en consecuencia, por la primera parte, la familia (|x;|);c; es sumable. En este caso

definimos
Z]xi] = sup{Z]xi] : PEiPﬁn(I)}.

iel ieF
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La nocién de familia sumable se puede llevar a cabo para sucesiones dobles en R del modo
siguiente: suponga que para cada (m,n) € N X IN, x(,, ) € R y defina

5 = sup Z X(mm) * F € Pgn(IN x IN)

(m,n)eF

Teorema 2.1.58. Con la notacién anterior, se tiene que

YD Xy =S = DD X

m=1n=1 n=1m=1

Si, ademds, ¢ :IN — IN x IN es una aplicacién biyectiva, entonces
[e0]
= > %)
k=1

Prueba. Sean M, N € IN arbitrarios y observe que

M N N M
Z Zx(mr”) - Z X(m,n) < S.
m=1

m=1n=1 n=1

De esto se sigue que

IN
vp)

M o M N
DD Ay = MDD
m=1n=1 m=1n=1

y similarmente,

N o N M
DD Xy = MM YD Xy < S,

n=1m=1 n=1m=1

Tomando limite sobre M y N, respectivamente, en las expresiones anteriores se obtiene que

DD X = hgnmgganmen

m=1n=1 m=1n=1
N M 0o
= Ilim lim ZZx :ZZx < S.
M—0c0o M—o0 (m,m) (mm) =
n=1m=1 n=1m=1

Para demostrar la otra desigualdad, tome F € Pg,(IN x IN). Entonces

3 e € 2o

(m,n)eF

y, por lo tanto,
oo oo
< DD X
m=1n=1
Esto termina la prueba. n

En la préctica se suele sustituir el término X(m,n) POT Xm,n para cada m,n € IN.
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2.2. Espacios Topolégicos

Los intervalos abiertos son las piezas fundamentales en el desarrollo de un nuevo estudio de
las propiedades de R llamado la estructura topoldgica de R. Por ejemplo, R disfruta de una impor-
tantisima propiedad denominada propiedad de Hausdorff la cual establece que: para cualesquiera
dos miimeros x,y € R con x # y, existen intervalos abiertos Gy y Gy tales que

xer, yEG]/ y meGyZQ.
En efecto, basta tomar r = |x — y|/2 y definir
Gy = (x =1, x+7) y Gy = (y—ry+r)

para comprobar que Gy NGy, = <. En este caso también se dice que R es un espacio de Haus-
dorff.

Definicién 2.2.1. Un conjunto G C R es abierto si, para cada x € G, existe un 6 > 0 tal que
(x—9,x+6) C G.

Denotemos por O la coleccién de todos los subconjuntos abiertos de R. Es un hecho ya
establecido que la familia § cumple con las siguientes propiedades:

(a) &, R € O,

(b) si {Gy:a € J} es una subcoleccion de O, entonces Uae] Gy €ORr, vy

(c) si {Gy,...,Gy} es cualquier subcoleccion finita de Og, entonces ()i_; G; € Og.
En general, se tiene el siguiente concepto fundamental.

Definicién 2.2.2. Sea X un conjunto no vacio y suponga que T es una coleccién no vacia de subconjuntos
de X. Diremos que T es una topologia sobre X siempre que dicha familia cumpla con las siguientes
propiedades:

(El()) g,XeT,
(bo) si {Gu:a €]} es cualquier coleccion de elementos de T, entonces |J,e; Gu €T, Y

(co) sipara cualquier n € N, Gy,...,G, € T, entonces (), G; € 7.

Un espacio topolégico es un par (X, T), donde X es un conjunto no vacio y T es una topologia
sobre X. Los elementos de cualquier topologia T sobre un conjunto X son llamados conjuntos
T-abiertos o simplemente abiertos. Una subcoleccion B C T se llama una base de 7 si para cual-
quier conjunto abierto U C X, existe una familia (V,),c; incluida en B tal que U C (J,¢; Va-
Un espacio topoldgico (X, T) se dice que es 2° numerable si existe una base de T que es nume-
rable. Todos los espacios topoldgicos considerados en estas notas se supondrin ser Hausdorff, es decir,
cualesquiera sean x,y € X con x # y, existen abiertos disjuntos U,V en X tales que x € U y
yeV.
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Observe que Z(X) es claramente una topologia sobre X, llamada la topologia discreta.
De igual forma, {@,X} también es otra topologia sobre X conocida como la topologia tri-
vial. Ambas topologia son extremas, es decir, cualquier otra topologia J sobre X verifica que
{9,X} CJC 2(X).

Sea (X,T) un espacio topoldgico. Cualquier subconjunto no vacio Y de X puede ser consi-
derado en si mismo como un espacio topoldgico definiendo la topologia Ty sobre Y del modo
siguiente: Ty := {G NY: Ge ‘J’}, estoes,si V CY, entonces

V' es abierto en Y si, y s6lo si, existe G € T talque V = GNY.

En este caso se dice que (Y,Ty) es un subespacio de (X,7T) y a Ty se le llama la topologia
inducida por 7.

Por ejemplo, si Y = [a,b], entonces para cada x € [a,b] y § >0,
V(x,0) = [a,b]N(x—3J,x+ )
es abierto en [a,b]. En particular, si ¢ es tal que a+J < b, entonces V(a,0) = [a,a +J) es

abierto en |[a, b].

Sea (X,T) un espacio topoldgico y sea x € X. Un subconjunto V de X se llama un entorno
abierto, o simplemente, un entorno del punto x, si existe un conjunto abierto G tal que x € G C
V. Un subconjunto F de X se dice que es un conjunto cerrado si X \ F es un conjunto abierto.
Se sigue de las propiedades de los conjuntos abiertos y las leyes de Morgan que:

(ap) @ y X son conjuntos cerrados,

(by) si {Fy:a €]} es cualquier coleccién de subconjuntos cerrados de X, entonces (¢ Fu es
cerrado, y

(c(’)) si para cualquier k € IN, Fy, ..., F son subconjuntos cerrados de X, entonces Ule F; tam-
bién es cerrado.

Sea F un subconjunto no vacio de X. Diremos que F es un conjunto F,, o algunas veces,
un conjunto de tipo F, si existe una sucesion (F,)$’ ; de subconjuntos cerrados en X tal que

F = UFn.

n=1
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La familia de todos los subconjuntos F, serd denotada por F,. El complemento de un conjunto F,
lo llamaremos un conjunto Gs, o simplemente, un conjunto de tipo G;, es decir, un conjunto G
es un G; si existe una sucesién (G,);>; de subconjuntos abiertos en X tal que

La familia de todos los subconjuntos Gs serd denotada por Gs. Un conjunto que simultdneamente
se puede representar tanto como un F, asi como un G; serd llamado un conjunto ambiguo, es
decir, A es ambiguosi A € F, N G;.

Ejemplo 2.2.1. (1) Q es un F,, mientras que los niimeros irracionales R \. Q, es un Gs-denso. ;Es Q
un conjunto ambiguo? M4ds adelante veremos, como consecuencia del Teorema de Categoria
de Baire, que a Q le estd negada la posibilidad de poder expresarse como un Gs.

(2) Si F C R es cerrado, entonces F es un Gs. En particular, F es ambiguo.

Prueba. Para cada n € IN, sea

G, = U(x—l/n, x+1/n).

xeF

Como cada G, es abiertoy F C G, para todo n, resulta que F C ﬂf:’:l G,,. Para demostrar la
otra inclusion, tomemos y € () G,. Entonces y € G, para todo n € IN. Fijado un n, existe
un x € Ftal que y € (x —1/n, x+1/n) lo cual dice que y € F y como F es cerrado, entonces
y € F = F. Esto prueba que (_; G, C F y termina la demostracién de (2). [

(3) Cualquier conjunto abierto G en R es un F,. En particular, G es ambiguo pues trivialmente es
un Gg.

Observe que para todo a,b € R con a < b,

[ee] [ee]

[a,b) = ﬂ(a—l/n, b) € G5 vy (a,b) = U[a+1/n, b) € F,.
n=1 n=1
Sea E C X y considere la coleccién

€ = {TCX:ECT, T escerrado}

Puesto X es cerrado, resulta que Cr # @. Se sigue de (b)) que el conjunto

F= (T

TeCr
es cerrado y, ademads, es el conjunto cerrado mds pequefio que contiene a E. A E se le llama la

clausura de E. Cualquier punto x € E es llamado un punto de clausura de E. Es f4cil ver que
si EC F C X, entonces E C F.

Teorema 2.2.3. x € E si, y sélo si, GNE # & para cualquier conjunto abierto G conteniendo a x.
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Prueba. Suponga que x € E y sea G un conjunto abierto conteniendo a x. Veamos que la
igualdad GNE = @ no puede ocurrir. Aceptando que GNE = & y definiendo Fy = X\ G,
tendremos que Fy es un conjunto cerrado conteniendo a E pero no a x, lo cual es imposible pues
x € E = Npes F C F. Reciprocamente, suponga que GNE # @ para todo conjunto abierto G
conteniendo a x pero que x ¢ E. Entonces G = X \ E es un conjunto abierto conteniendo a x
pero disjunto de E. Esta contradiccién establece el resultado. n

Sea E un subconjunto de X. La unién de todos los conjuntos abiertos contenidos en E es llamado el
interior de E y denotado por int(E). Observe que si E no contiene ningtin subconjunto abierto
no vacio, entonces int(E) = &. Se sigue de nuestra definicién que si int(E) # &, entonces int(E)
es el conjunto abierto mds grande contenido en E. Por consiguiente, x € int(E) si, y s6lo si, G C E
para algtn conjunto abierto G conteniendo a x. De esto se sigue que si E C X, entonces:

g

‘ (E)¢ = int(E®).
En efecto,
x€(E) & x¢E
< GNE = g para algin conjunto abierto G conteniendo a x

< G C E° para algtn conjunto abierto G conteniendo a x

& x € int(E°).

Uno de los resultados importantes que caracteriza a los subconjuntos abiertos de R, el cual
fue demostrado por G. Cantor y que usaremos frecuentemente, es el siguiente.

Teorema 2.2.4 (Cantor: Caracterizacion de abiertos en R). Sea G C R abierto no vacio. Enton-
ces existe una sucesion (In):’:1 de intervalos abiertos y disjuntos dos a dos tal que G = J;_; L.

Prueba. Sea x € G. Puesto G es abierto, existe un intervalo abierto |, conteniendo a x tal que
Jx € G. Considere ahora la familia

Sx = {J CG : ] esunintervalo abierto conteniendo a x}.

Por la observacién anterior el conjunto §x es no vacio y, ademds, x € (g J. Se sigue del
Corolario 2.1.17 que Iy = [Jjcg,/ es un intervalo que es abierto (por ser unién de conjuntos
abiertos) y que, por definicion, es el mds grande de los intervalos abiertos que estan contenidos en
G y que contienen a x. Es claro que

G=JL

xeG

Veamos ahora que la familia & = {I, : x € G} es disjunta. En efecto, sean x,y € G y suponga
que I, # I,. Sifuese I, NI, # &, entonces Jo = I, U I, seria un intervalo abierto contenido en
G y conteniendo a x ya que contiene a I, de donde resultaria que Jy es mds grande que I,.
Esto, por supuesto, contradice la definicién de I, y, en consecuencia, [, NI, = & si x # y.

Si se selecciona uno, y sélo un ntimero racional r;, en cada uno de los intervalos I, € &,
tendremos que ningtn otro intervalo abierto perteneciente a la familia & y distinto de I, puede
contener a ry, y, por consiguiente, la aplicaciéon ¢ : & — Q dada por ¢(I;) = r;, para todo
x € G es inyectiva. Como Q es numerable, resulta entonces que & también es numerable.
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. . [e°] .. 2
Finalmente, si (I,) _, es una enumeracién de &, entonces se tendrd que G = (J;”_; I, y de este

modo termina la prueba. n
Del dltimo pardgrafo en la demostracion del resultado anterior se concluye que:

Corolario 2.2.5. Sea (Gy)yep una coleccion de intervalos abiertos. Si (Gy)uep es disjunta, entonces
D es a lo mds numerable.

Cada uno de los intervalos abiertos I, que conforman a G en el Teorema 2.2.4 se llama una
componente conexa abierta, o simplemente, una componente conexa, de G. En general, si K
es un subconjunto cerrado de [a,b], la sucesién de intervalos abiertos y disjuntos dos a dos que,
segun el Teorema 2.2.4, particionan a G = [4,b] \ K se llaman contiguos o adyacentes a K.

Definicién 2.2.6. Un espacio topolégico (X, T) se llama conexo si no se puede representar como la union
de dos conjuntos abiertos no vacios. Un subconjunto Y de X es conexo si él, como subespacio, es conexo.

Es fécil ver que que un espacio topoldgico (X, T) es conexo si, y sélo si, los tnicos subcon-
juntos de X que son ambos abiertos y cerrados son @ y X. En efecto, suponga que G C X es
abierto y cerrado. Si G # &, entonces por ser G cerrado, resulta que X\ G es un abierto no
vacio tal que X = GU (X \ G) contradiciendo el hecho de que X es conexo. La otra implicacién
es, por supuesto, inmediata.

Si x € X, entonces la coleccién C, constituida por todos los subconjuntos conexos de X que
contienen a x se llama la componente conexa de x. Es f4cil establecer que la familia de todas la
componentes conexas de X, € = {C, : x € X}, constituyen una particion de X, es decir, C es
una familia disjunta cuya unién es X.

En el siguiente resultado se establece de modo definitivo cudles son los subconjuntos de R
que son conexos.

Teorema 2.2.7. Un conjunto no vacio S C R es conexo si, y sélo si, S es un intervalo o consta de un
tinico punto.

Prueba. Suponga que S es conexo. Si S consta de tnico punto, no hay nada que probar. Asuma
entonces que S posee mds de un punto y no es un intervalo. Esto significa, segtin el Lema 2.1.16,
que existen x,y € S con x < y tal que el intervalo cerrado [x,y] no estd contenido en S, es
decir, existe z € (x,y) tal que z € S. Si ahora consideramos los conjuntos

U= (—o,z)NS y V = (z,4)NS

resulta que U y V son subconjuntos abiertos disjuntos incluidos en S tal que S = U U V. Esto,
por supuesto, contradice el hecho de que S es conexo. La otra implicacién es inmediata. n

Definicién 2.2.8. Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea D C X. Se dice que D es totalmente disco-
nexo si sus 1inicos subconjuntos conexos son los puntos.

La definicién anterior tiene una interpretacién geométrica muy interesante: significa que entre
dos puntos cualesquiera x,y € D, siempre hay puntos que no pertenecen a D. Cuando D =
X, decir que X es totalmente disconexo es equivalente a afirmar que cada conjunto de T es
simultdneamente abierto y cerrado. (Verifique esto!)
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Uno puede afinar un poco mds la conclusién del Teorema 2.2.4 para derivar un resultado
.. . .. ., . 00 ..

similar pero sin exigir que la sucesién de intervalos (In)n:1 sea disjunta. Recordemos antes que

si I es un intervalo acotado con extremos a y b, a < b, el interior de I es el intervalo abierto

(a,b).

Definicién 2.2.9. Dos intervalos 1 y | se dicen que son casi-disjuntos, o no-superpuestos, si sus
interiores son disjuntos. Una coleccién § de intervalos se llama casi-disjunta o no-superpuesta, si sus
elementos son dos a dos casi-disjuntos.

Las expresiones: contiguos, o adyacentes, se usan como sinénimos de casi-disjuntos o no-
superpuestos. Observe que todo intervalo se puede dividir en una cantidad finita de subin-
tervalos casi-disjuntos. En efecto, sean ay,...,a, puntos interiores en un intervalo I tal que
am < ay < --- <ay. Sil estdacotado, digamos [a,b], entonces los intervalos I = [a,a1], [, =
la1,az],..., 1, = [a,,b] son casi-disjuntos. Los otros casos son similares. El siguiente es una
generalizacion del Teorema 2.2.4.

Lema 2.2.10 (Otra caracterizacién de abiertos). Sea G un subconjunto abierto no vacio de R. En-
tonces existe una familia numerable casi-disjunta (K, )5, de intervalos cerrados y acotados tal que

Prueba. Para cada n € IN, considere la colecciéon R, de los intervalos diddicos de longitud 1/2"

definida por
w= {[552] kez)
Las siguientes propiedades son féciles de establecer:
(a) Cada coleccion R, es casi-disjunta, n > 1.
(b)) R = Ugkeg, K para cadan € N.

(c) Para cualesquiera n,m € N con n > m, todo intervalo perteneciente a R, esta contenido
en algan intervalo perteneciente a R,.

(d) Todo intervalo perteneciente a R, tiene longitud .

Nuestro objetivo es construir, inductivamente, una sucesiéon de familias muy especiales, digamos
(R})>,, de modo que R, sea un subconjunto de R,, para cada n € N. Sea R} el conjunto
de todos los intervalos K € R; tales que K C G. Suponga que hemos construido las familias
Ry, Ry, ..., Ry, y defina R ; como el conjunto de todos los intervalos pertenecientes a R,
que estdn contenidos en G y que tienen interior disjunto con todos los interiores de los intervalos

pertenecientes a | J;_; R}. Finalmente, definamos

R = Gﬂz;.
n=1

Observe que cada uno de los conjuntos R), es a lo mas numerables y, en consecuencia, R es
numerable. Suponga ahora que Kj, K; € R son intervalos distintos, digamos K; € R, y K» € R},
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con n > m. Si n > m entonces, por construccion, el interior de K; es disjunto del interior de
cualquier intervalo perteneciente a UZ:_11 R}, en particular, el interior de K; es disjunto del interior
de K. Si n = m, se sigue de la propiedad (a), que los interiores de K; y K; son disjuntos. Esto
prueba que la coleccion numerable R es casi-disjunta. Verifiquemos ahora que

G =k

KeRr

Es claro, por construccién, que UKEJ2 K C G. Para demostrar la otra inclusion, sea x € G. Como
G es abierto, existe un n > 1 tal que todo intervalo abierto con centro en x y longitud 1/2" esta
contenido en G. Se sigue de las propiedades (b) y (d) que existe un K € R, tal que x € K y,
ademads, K C G. Puede ocurrir s6lo una de las dos posibilidades siguientes: (1) que K € R}, C R
y, en consecuencia, G C Jger K; 0, (2) que K ¢ R). En este caso, existe un m < n y un
K; € R;, tal que los interiores de K y Kj se intersectan. En vista de la propiedad (c), podemos
hallar un intervalo K, € R, conteniendo a K de modo que Kj,K; € R}, y, por consiguiente, sus
interiores se intercepten. Esto dltimo lo que indica es que Kj = Kj, gracias a la propiedad (a) y,
por lo tanto, x € K C K; = K; € R. En cualquier caso, x € (Jg. K lo cual da por finalizada la
prueba. n

Teorema 2.2.11. Sea E un subconjunto no vacio de R. Son equivalentes:

(a) x € E.

[ee]

(b) Existe una sucesion (x,)$_ 4

en E tal que lim x, = x.
n—00

Prueba. (a) = (b) Sea x € E. Si E, = (x—1/n,x+1/n)NE para cada n € N, entonces
E, # @, y asi, seleccionando un punto x, de cada E,, vemos que lim;, . X, = X.

(b) = (a) Suponga que (b) se cumple y sea G un conjunto abierto conteniendo a x. Escojamos
un ¢ > 0 de modo tal que (x —¢,x +¢) C G. Por otro lado, como lim,_,« x, = x, para el ¢
seleccionado, existe un N € N tal que |x, — x| < ¢ paratodo n > N, es decir, x, € (x —¢,x +¢)
para todo n > N. Por esto, x, € GNE para todo n > N, lo cual demuestra que GNE # & y
termina la prueba. [

La siguiente definicién es extremadamente ttil e importante en muchas ramas del drbol de
las matematicas.

Definicién 2.2.12. Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea D C X. Diremos que D es denso en X si
X =D.

Ejemplo 2.2.2. (1) Q y R\ Q son los ejemplos cldsicos de subconjuntos densos en R.

(2) Sea D el conjunto de los racionales diddicos en R, es decir, si denotamos por

k
Dn = {2—n.k€Z},

para cada n € N, entonces D = |J;;_, Dy, es denso en R.

En efecto, sea x € R y sea ¢ > 0. Sin perder generalidad, asumiremos que x € (0,1]. Use el
Principio de Arquimedes para hallar un n € IN tal que 1/2" < e. Para el n hallado, divida
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el intervalo (0,1] en 2" partes iguales y observe que x € ((k—1)/2",k/2"] para algun entero
k=1,...,2". Resulta de esto que |x —k/2"| < 1/2" < ¢ y concluye la demostracién.

(3) Sean D1, D, subconjuntos de un espacio topoldgico (X,T) con D1 C Dy. Si Dy es denso en X,
entonces Dy también loesy Dy = Dy = X.

Sea E un subconjunto no vacio de R. Diremos que xp € R es un punto limite de E si
existe una sucesion (x,)$” ; en E que converge a xo. En vista del Teorema 2.2.11, los puntos
limites y los puntos de clausura son exactamente los mismos. Por otro lado, xg € R es un punto de
acumulacién de E si GN (E\ {xo}) # @ para todo conjunto abierto G conteniendo al punto x
o, de forma equivalente, si card(GNE) > 1 para todo entorno G de xg. Denotaremos por E’
el conjunto de todos los puntos de acumulacién de E. Observe que todo punto de acumulacién
es un punto limite. Es facil establecer que si xp es un punto de acumulacién de E, entonces
existe una sucesion (x,)’; en E que converge a xo tal que x, # x, para todo m # n. Por
consiguiente, la escasa diferencia entre punto limite y punto de acumulacién es que la existencia
de una sucesion convergente puede, en el primer caso, ser la sucesién constante, mientras que en
el segundo caso siempre se puede elegir una sucesién convergente cuyos términos sean distintos
dos a dos. Un punto xg € E se dice que es aislado en E si xy € E’, es decir, si existe un entorno

G de xo talque GNE = {xp}.

Corolario 2.2.13. Sea E C R. Son equivalentes:

(1) E es cerrado.

(2) E' CE.

Prueba. (1) = (2). Sea x € E’. En particular, x es un punto limite de E, de donde se sigue,
usando el Teorema 2.2.11, que x € E = E, pues E es cerrado.

(2) = (1). Sea x € E y suponga que x ¢ E. Como x € E, se tiene que GNE # & para
cualquier entorno G de x. Pero como x ¢ E, resulta que GN (E\ {x}) # &, es decir, x € E' y,
asi, por hipétesis, x € E. [ |

2.21. Espacios Métricos

Sea X un conjunto no vacio. Una métrica sobre X es una aplicacion d : X x X — [0, +o0)
que cumple con las siguientes propiedades:

(1) 0 <d(x,y) < 400 paratodo x,y € R.

(2) d(x,y) =0 si, ysolosi, x =y.

(3) d(x,y) =d(y,x) paratodo x,y € R.

(4) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) paratodo x,y,z € R.

Al par (X,d) se le llama un espacio métrico. En ocasiones, en lugar del simbolo d(x,y) escribi-
remos dist(x, y).

Una sucesion (x,)5° ; en el espacio métrico (X,d) se dice que converge a un punto x si

lim d(x,, x) = 0.

n—oo
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[ee]

La sucesion (x,)5" , se dice que es de Cauchy si, dado ¢ > 0, existe un N € IN tal que
d(xm,x,) < € para todo m,n > N. Diremos que (X,d) es un espacio métrico completo si
toda sucesién de Cauchy en (X,d) converge.

Dos hechos importantes que hay que destacar en relacién a las sucesiones de Cauchy, y cuyas
pruebas se dejan a cargo del lector, son los siguientes:

(1) Si(x,)5>_; es unasucesion de Cauchy en X, entonces se puede determinar la existencia una subsucesion

(k)52 de enteros positivos tal que d(xy,, Xy, ,,) < 27F para todo k € N.
(2) Si (x)$, es una sucesion de Cauchy y (xn].)]?"’:1 es una subsucesion de (x,)5’_, que converge a

algiin punto x € X, entonces la sucesion (x,)$>_, también converge y lo hace hacia el mismo punto x.

Sea (X,d) un espacio métrico. Para cada x € X y cada r > 0 los conjuntos

U(x,r) = {yGX: d(x,y) <1’},
B(x,r) = {ye X : d(x,y) <r},
S(x,r) = {yeX:d(xy) =r}

se llaman, respectivamente, una bola abierta, una bola cerrada y la esfera con centro en x y
radio r > 0. Un conjunto G C X se dice que es abierto en X si para cada x € G, existe un
r > 0 tal que la bola abierta U(x,r) C G. La coleccion de todos los subconjuntos abiertos de
X serd denotada por J; y llamada la d-topologia de X o la topologia generada por d. Una
subcoleccion B de J; se dice que es una base para X si todo conjunto abierto en X es la unién
de alguna subcolecciéon de miembros de B. Si la coleccion B es numerable, entonces diremos
que X posee una base numerable.

Sea A C X. Es un ejercicio sencillo establecer que:

o]

x € A si, y sélo si, existe una sucesion (a,)5 ,

en A tal que r}i_{{}Od(an,x) =0.
Definicién 2.2.14. Un espacio métrico (X, d) se dice que es separable si existe un conjunto D C X que
es numerable y denso en X.

Teorema 2.2.15. Todo espacio métrico separable (X,d) posee una base numerable.

Prueba. Para ver esto, sea D = {x, : n € IN} un conjunto numerable y denso de X, y considere
la coleccion B = {U(xy,q) : n € N, g € Q}. Claramente B es numerable, de modo que sélo
resta verificar que es una base para X. En efecto, sea G un subconjunto abierto de X y sea
y € G. Por definicién, existe un ¢ > 0 tal que U(y,e) C G. Puesto que D es denso en X,
podemos elegir un x;, € D de modo que 0 < d(y, x;,) < £/2. Usemos ahora el hecho de Q es
denso en R para hallar un g, € Q tal que d(y, xn) < qy < ¢/2. De esto se sigue

y € Ulxm,qy) € U(ye) € G
y, en consecuencia, G C Uyec U(xym, qy). Esto prueba que B es una base numerable para X. W

Un espacio métrico (X, d) se dice que es Polaco si él es completo y separable. En gene-
ral, cualquier espacio topolégico (X,T) para el cual exista una métrica completa d tal que la
d-topologia J; coincida con 7 es llamado un espacio Polaco. Por ejemplo, cualquier espacio
compacto metrizable es un espacio Polaco. Una de las propiedades fundamentales de los espa-
cios Polacos es que cualquier subespacio abierto, asi como cada subespacio cerrado, en un espacio
Polaco X siguen siendo Polacos.
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Definicién 2.2.16. Sean A y B subconjuntos de (X,d). La distancia entre A y B se define por
dist(A,B) = inf{d(a,b) : a € A, b € B}.

Observe que si AN B # &, entonces dist(A, B) = 0, es decir, la condiciéon dist(A, B) = 0 no
implica, en general, que A = B. Mas adelante veremos bajo qué condiciones sobre los conjuntos
A y B se obtiene que dist(A,B) = 0.

En particular, si x € X y A es un subconjunto no vacio de X, la distancia entre x y A, se
define como

dist(x, A) = dist({x},A) = inf {d(x,a): a c A}.
Es una tarea facil establecer las siguientes propiedades:
(a) dist(x, A) = dist(x, A),
(b) dist(x,A) = 0 si,ysolosi, x€ A, y
(c) |dist(x, A) —dist(y, A)| < d(x,y) cualesquiera sean x,y € X.

Un conjunto A C X se dice que es acotado si existe una bola cerrada que lo contiene. Si A es
acotado, el didmetro de A, diam(A), se define mediante el nimero
diam(A) = sup {d(a,b) : a,b € A}.

Pondremos diam(A) = oo, si el conjunto A no es acotado. Observe que si A es un subconjunto
acotado de IR, entonces gracias al Corolario 2.1.13 se tiene que

diam(A) = sup A —inf A.

El siguiente resultado es una pieza fundamental para la demostracion de varios resultados
importantes en Anélisis, entre ellos, el irrenunciable Teorema de Categoria de Baire.

Teorema 2.2.17 (Encaje de Cantor). Sea (F,)_, una sucesion de subconjuntos cerrados no vacios
en un espacio métrico completo (X,d) tal que

(a) AO2h2--2F 2, y
(b) ,}g{}odlam(Fn) =0.

Entonces existe un tinico xo € X tal que (1 Fx = {x0}.

[ee]

Prueba. Por cada n € N, seleccionemos un tnico x, € F,. Afirmamos que la sucesién (x,)5_,
es de Cauchy en X. En efecto, sea € > 0 y usemos el hecho de lim,_, diam(F,) = 0 para elegir
un entero N > 0 tal que diam (Fy) < e. Como la sucesion (F,)$’ ; es decreciente, se sigue que
si m,n > N, entonces d(x,, x,,) < &. En efecto, como x, € F, C Fy y también x,, € F,, C Fy,
resulta que d(x,, x,) < diam(Fy) < &. Por esto (x,)5"; es de Cauchy y por la completitud
de X ella converge a un xy € X. Puesto que todos los términos de la sucesién (x,)$ ;, salvo
un ntmero finito de ellos se quedan dentro de F; para todo k € IN, resulta que xo € Fy = F
para todo k € IN. Por esto, xp € ﬂ,‘?’zl Fr. Para demostrar la otra inclusién, observe que como
N1 Fx C F, para todo m € IN, entonces la existencia de algun y € (;_; F, nos indicaria que
X0,y € Fu vy, por consiguiente, d(xo,y) < diam(F,) — 0 cuando m — oo. Esto prueba que
Yy = xp y termina la demostracién. n

Cantor demostrd, como ya vimos, que IR es no-numerable usando su incuestionable Método
de la Diagonal. Otra forma de ver eso es aplicando el Teorema de Encaje de Cantor.
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Corolario 2.2.18 (Cantor). R es no-numerable.

Prueba. Es suficiente demostrar, por (Nuz), pagina 13, que [0,1] es no-numerable. De nuevo,
para fabricar una contradiccion, suponga que [0,1] es numerable y sea

X1, X2, «vvy Xny - --

una lista de todos los ntimeros en [0,1]. Nuestra tarea sera construir una sucesion decreciente de
. oo
intervalos cerrados (I,),_, en [0,1] tal que

X & I, y 0(I,) < 1/3" (1)

para todo n > 1. En efecto, divida [0,1] en tres intervalos cerrados de igual longitud, es decir,
[0,1/3], [1/3,2/3] y [2/3,1]. Es claro que x; no puede estar en los 3 intervalos. Sea I; uno
de esos intervalos para el cual x; ¢ I;. Proceda, como antes, dividiendo el intervalo I; en tres
subintervalos cerrados cada uno de longitud 1/3?. Por supuesto, uno de esos intervalos, al que
denotaremos por I, no contiene a x;. Si se contintia indefinidamente con este procedimiento
se obtiene una sucesion decrecientes de intervalos compactos satisfaciendo (1). Del Teorema de
Encaje de Cantor se sigue la existencia un tnico xp € [0,1] tal que

m]n = {XO}.

Puesto que xy € I, para todo n > 1, se sigue de nuestra construcciéon que xg # x, para todo
n > 1 obteniéndose, de este modo, una contradiccién pues hemos encontrado un ntimero en
[0,1], el susodicho xj, que no esté en lista. Por esto, [0,1] es no-numerable. |

Nota Adicional 2.2.2 El siguiente resultado es otra versién del Teorema de Encaje de Cantor en

R que no requiere que los conjuntos sean cerrados:

Teorema 2.2.19 (Intervalos Encajados de Cantor). Sea (1”):10:1 una sucesion de intervalos en

R. Suponga que cada I,, es acotado con extremos a, y b, y que:
(@) ho2hL2-- 2,2y

(b) &grc}oﬁ(ln) =0.
Entonces existe un sinico xo € R tal que x¢ € ﬂff’:lfn.

Notese que no se asume que los intervalos I, sean cerrados, aunque la conclusiéon es que
a, < x9 < b, paratodo n > 1. Observe que esto tltimo no significa que x € I, para todo
n > 1 como se puede ver, por ejemplo, si elegimos I, = (0,1/n) para todo n > 1. Por
supuesto, la prueba es idéntica al Teorema 2.2.17 tomando F, = I, para cada n > 1.

Definicién 2.2.20. Un punto x € R se dice que es un punto de condensacién de un conjunto E C
IR, si la interseccion de E con cada entorno abierto V de x es un conjunto no-numerable o, de modo
equivalente, si card(E N'V) = ¢ para todo entorno abierto V de x.

Si denotamos por P, el conjunto de los puntos de condensaciéon de E, resulta que

pP. C EE CE
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Teorema 2.2.21. Si E es un subconjunto no-numerable de R, entonces E contiene al menos un punto
de condensacion.

Prueba. Puesto que R = |J;"_,[—n, n], entonces
E = ENR = |J(EN[-n,n])
n=1

y como E es no-numerable, debe existir algun N tal que EN[—N, N]| es no-numerable. Divida
el intervalo [—N, N] en dos subintervalos cerrados no-superpuestos de igual longitud. Uno de
ellos, que denotaremos por F, tiene la propiedad de que F; N E es no-numerable. De nuevo,
divida el intervalo F; en dos subintervalos cerrados no-superpuestos de igual longitud y, como
antes, la interseccién de uno de ellos con E es no-numerable. Llamémoslo F,. Si continuamos
indefinidamente con este procedimiento obtenemos una sucesién (Fn):;1 de intervalos cerrados
con las siguientes propiedades:

WR2R2---2F 2,
(2) lim diam(F,) =0 vy

n—00

(3) F, N E es no-numerable para todo n > 1.

Se sigue del Teorema de Encaje de Cantor que (),_; F, = {xo}. Claramente xy € E y como
lim,,_, diam(F,) = 0, resulta que cualquier entorno V de xy contiene a uno de los F, para un
cierto m y, por consiguiente, VN E 2 F, N E es un conjunto no-numerable. Esto nos revela que
xo es un punto de condensacién de E y termina la prueba. n

Definicién 2.2.22. Un subconjunto P de R se llama perfecto si él cerrado y todos sus puntos son puntos
de acumulacién.

El siguiente resultado establece que todo subconjunto cerrado no-numerable de R se puede
particionar en dos conjuntos, uno de ellos siendo perfecto y el otro a lo mas numerable.

Teorema 2.2.23 (Cantor-Bendixson). Sea E un subconjunto cerrado no-numerable de IR. Entonces
E se puede escribir en la forma E = PUN, donde P es perfecto y N es a lo mds numerable.

Prueba. Defina P = {x € E : x es punto de condensacién de E} y sea N = E\ P. Observe que
x € N & existe un entorno V, de x tal que card(VyNE) < Ry.

Veamos que N es a lo mas numerable. En efecto, sea V = (V;)$_; una enumeracién de todos
los intervalos abiertos con extremos racionales. Sabemos que V es numerable. Para cada x € N,
seleccionemos un miembro V, € V tal que x € Vi y VyNE es a lo mas numerable. Resulta
entonces que la subcoleccién

Ve = {VxeV:xeV, VxNE esalomdis numerable}

es numerable y se cumple que

N=|JWwnE C (J %nNE,
xeN Vi€V,
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es decir, N estd incluido en una unién numerable de conjuntos a lo mas numerables y, por tanto,
N es a lo mds numerable.

P es cerrado. Para demostrar esta afirmacién observe que por el Teorema 2.2.21, P # &. Sea
x €P y sea Gy un entorno de x. Entonces Gy NP # &. Sea z € GyNP. Como G, un
entorno de z € P, él contiene, por definicién, una cantidad no-numerable de puntos de E, lo
cual significa que x € P y, asi, P es cerrado.

Veamos ahora que P’ = P. En efecto, puesto que todo punto de condensaciéon de E es
claramente un punto de acumulacién, tenemos que P C P’. Por otro lado, como P es cerrado, se
sigue del Corolario 2.2.13 que P’ C P. Esto prueba que P es perfectoy que E = PUN. u

En el siguiente resultado se establece que uniones de familias arbitrarias de conjuntos abiertos
en R siempre se pueden reducir a uniones numerables. Ese resultado constituye, por supuesto,
una buena economia y revela, una vez més, el gran poder de los conjuntos abiertos.

Teorema 2.2.24 (Lindeldf). Si V = {V, : a € D} es cualquier coleccion de subconjuntos abiertos
no vacios de R, entonces existe una subcoleccion numerable {Vn eV:ne ]N} de 'V tal que

U V, = UVn.
n=1

aeD

Prueba. Sea J la familia de todos los intervalos abiertos no-degenerados cuyos extremos son
nuameros racionales. Puesto que Q es numerable, resulta que la coleccién J también es numerable.
Sea (]n):;1 una enumeracién de J. Fijemos & € D. Como V, es abierto, para cada x € V,
podemos determinar un intervalo [, € g tal que x € J,, C V,. Es claro que

v = U

aeD ny€N

Finalmente, por cada intervalo J, , seleccionemos el correspondiente conjunto V, tal que J,, C

Vi, Entonces
Uvn=Um<c UvwcUW

aeD ny€N ny€N aeD

y termina la prueba. n

Una de las nociones topoldgicas mas importantes y que se usa frecuentemente es la de com-
pacidad. Sea K un subconjunto de un espacio topolégico (X, T).

Definicién 2.2.25. Una coleccion V = {V, : « € D} de subconjuntos de X se dice que es un cubri-
miento abierto de K si cada V, es un conjunto abiertoy K C (J,¢; V.

Si Dy es un subconjunto de D vy si la subcoleccién Vo = {Va € Do} cubre a K, entonces
decimos que Vj es un subcubrimiento de K. Si Dy es finito, diremos que V, es un subcubri-
miento finito de K. Los conjuntos compactos tiene la virtud de reducir a cubrimientos finitos
cualquier cubrimiento infinito.

Definicién 2.2.26. Un subconjunto K de un espacio topoldgico (X,T) se dice que es compacto si cual-
quier cubrimiento abierto V = {V,X € D} de K se reduce a un subcubrimiento finito, es decir, existen
Vi, ooy Vi, en V tal que K C |Ji_q Vi,
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Lema 2.2.27. Sea (K,)$’ , una sucesion subconjuntos compactos de un espacio topolégico (X, T).
Entonces:

(a) K1 U--- UKy es compacto para cualquier n € IN.

(b) ﬂ K, es compacto.

n=1

Prueba. (2). Sea V = {V, : « € D} un cubrimiento abierto de K;U---UK,. Como V es un
cubrimiento abierto de cada K; existen Vi, oo, Vén]_ en V tal que K; C Ulni | Vi, Luego

n 1

KiU---UK, € [JUYVI
j=1i=1

y termina la prueba de (a). El lector puede consultar la demostracion del Teorema 2.2.34, pagi-
na 134, para una prueba sencilla de la parte (b). |

Teorema 2.2.28. Todo intervalo [a,b], con a,b € R, a < b, es compacto.

Prueba. Suponga que [a,b] no es compacto. Esto significa que existe un cubrimiento abierto
de [a,b], digamos V = {V, : « € D}, con la propiedad de que ninguna subfamilia finita de
V cubre a [a,b]. Vamos ahora, con esa hipétesis, a fabricar una contradiccién. Comencemos.
Dividamos el intervalo I; = [4,b] en dos subintervalos de igual longitud. Al menos uno de esos
dos intervalos, que denotaremos por I, no puede ser cubierto por una subfamilia finita de V.
Dividamos de nuevo el intervalo I, en dos subintervalos de igual longitud y, como antes, uno de
ellos, que denotaremos por I3, no puede ser cubierto por una subfamilia finita de V. Si repetimos
indefinidamente el procedimiento anterior se obtiene una sucesién (In)zoz1 de intervalos cerrados
con las siguientes propiedades:

(1) 12L2--- 21,2,

(2) lim diam(I,) = lim "

n—oo n—oco 2N

= 0, y
(3) ninguna subfamilia finita de V cubre a ninguno de los I,, n =1,2,...

El Teorema de Encaje de Cantor, Teorema 2.2.17, nos garantiza entonces la existencia de un tinico
xo € R tal que

m]n = {XO}.

Como xg € I = [a,b] C Jyep Vi, existe un « € D tal que xg € V,. Siendo V, un conjunto
abierto, existe un intervalo abierto (xp —¢,xo +¢) C V, para algtn & > 0. Por otro lado, usando
(2), podemos hallar un N € IN de modo tal que (b —a)/N < ¢ y, en consecuencia, el intervalo
In C (x0—¢,x0+¢€) C V,. Esto tltimo es incompatible con nuestra construcciéon de los intervalos
I, ya que por (3), ninguno de tales intervalos puede ser cubierto por una subfamilia finita de V.
Esta contradiccion establece que [4,b] es compacto y termina la prueba. n

Recordemos que si K C R, entonces un subconjunto V C K es abierto en K si, y s6lo si, V es
de la forma V = G N K para algtn conjunto abierto G C .
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Teorema 2.2.29. Sea K C R compacto. Entonces
(1) K es cerrado y acotado.

(2) Si F C K es cerrado, entonces F es compacto.

Prueba. (1). Puesto que R = |J;,_;(—n,n), resulta entonces que
K =KnR = | JKN(-n,n)
n=1

y por lo dicho anteriormente, la coleccion {KN(—n,n):n=1,2,...} esun cubrimiento abierto
del compacto K y, por consiguiente, existen ny,...,1n, en IN tal que K = U;-;l KN (=njmnj). Si
ahora definimos N = méx{ny,...,nx}, vemos que K C (—N,N) vy, por lo tanto, K es acotado.
Probemos ahora que K es cerrado. Para este fin, fijemos un xp € R \ K. Para cada x € K, usemos
el hecho de que R es Hausdorff para hallar conjuntos abiertos y disjuntos Vy y Vi(xo) de x
y Xo respectivamente. Observe que V = {Vy : x € K} es un cubrimiento abierto de K con la
propiedad de que xp ¢ Vy paratodo x € K. La compacidad de K permite reducir el cubrimiento
anterior a un subcubrimiento finito, digamos, {Vx1/ o Vs, } Claramente G = Ule Vi, es abierto
con xp € G C R\ K. Esto prueba que R \ K es abierto, y asi, K es cerrado.

(2). Suponga que F es un subconjunto cerrado de K. Sea V un cubrimiento abierto de F. Como
F es cerrado, entonces R \ K es abierto y, en consecuencia, VU (R \ K) es un cubrimiento abierto
de K. Por compacidad, existen Vi,...,V, en V tal que K C V;U--- UV, U (R\ K). Claramente
{Vl, eee, Vn} es un cubrimiento de F. [ |

Teorema 2.2.30 (Heine-Borel). Un subconjunto no vacio K C R es compacto si, y sélo si, K es
cerrado y acotado.

Prueba. Si K es compacto, entonces el Teorema 2.2.29 nos dice que K es cerrado y acotado.
Reciprocamente, suponga que K es cerrado y acotado. Sean a = infK y b = sup K. Puesto que
K C [a,b] es, por hipétesis, un subconjunto cerrado del compacto [4,b] entonces, por una nueva
aplicacion del Teorema 2.2.29, tenemos que K es compacto. n

Una consecuencia de los Teoremas de Heine-Borel y de Bolzano-Weierstrass es el siguiente
resultado que establece que sucesiones son suficientes para caracterizar compacidad, un resultado que
también es valido para cualquier compacto viviendo en un espacio métrico arbitrario.

Teorema 2.2.31 (Weierstrass). Sea K un subconjunto no vacio de R. Las siquientes condiciones son
equivalentes:

(1) K es compacto.

(2) K es secuencialmente compacto, es decir, cualquier sucesion en K posee una subsucesion que
converge a algiin punto de K.

Prueba. (1) = (2). Suponga que K es compacto. Por el Teorema de Heine-Borel, K es cerrado y
acotado. Sea (x,);"_; una sucesion en K. Como K es acotado, también lo es la sucesion (x,)5;,
y entonces, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, ella posee una subsucesién convergente a un
punto de K pues K es cerrado.
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(2) = (1). Suponga que (2) se cumple. Veamos que K es cerrado y acotado. Para demostrar
que K es cerrado, tomemos x € K. Entonces existe una sucesion (x,)3_; en K tal que x, — x.
Por hipétesis, existe una subsucesion de (x,)$* ; que converge a un punto y € K vy, por supuesto,
x = y € K. Esto prueba que K es cerrado. Para verificar que K es acotado, suponga que no
lo es. Esto significa que, para cada n € IN, existe un x, € K tal que |x,| > n. Por hipétesis,
existe una una subsucesién (x,, )i, de (x,)5; que converge a un punto xo € K. Aqui viene la
contradiccién: como toda sucesién convergente es acotada, existe una constante M > 0 tal que
|xn,| < M para todo k € IN, sin embargo, por construccién |x,,| > n, > k para todo k € IN.
Esto revela que k < M para todo k € IN, es decir, la sucesién de todos los nimeros naturales

estd acotada lo cual es imposible. Por esto K es acotado y termina la prueba. n

Las aplicaciones del Teorema de Weierstrass son amplias. He aqui una de ellas que usaremos
un poco més adelante.

Teorema 2.2.32. Si A es cerrado, B es compacto y AN B = @&, entonces dist(A, B) > 0.

Prueba. Suponga que dist(A, B) = 0. Entonces, por definicién, para cada n € IN, existen a, € A
y b, € B tales que |a, — b,| < 1/n. Ahora bien, como B es compacto se sigue del Teorema de
Weierstrass que existe una subsucesion (b, );>, de (b,)5; tal que b,, — b € B. Por supuesto,
la correspondiente subsucesion (ay, )3, de (a,);_, también converge y lo hace hacia b. Mas
aun, como A es cerrado, resulta que b € A, de donde se obtiene la incuestionable contradicciéon

be ANB =g. [ |

Del Teorema 2.2.29 también se deduce que si (K, )qes €s una familia arbitraria de subconjun-
tos compactos, entonces (),.; K. es compacto, aunque dicha interseccién puede ser vacfa. Sin
embargo, si la familia (Ky)ucr es numerable, digamos (K,)$* ;, y ademds decreciente, entonces
N1 K # @. Lo anterior permite justificar la siguiente definicion.

Definicién 2.2.33. Una familia (Fy).e; de subconjuntos de un espacio topolégico (X T) se dice que
tiene la propiedad de interseccion finita (PIF) si, para cada subconjunto finito F C I, se cumple que

Nucr Fx # 2.

Una de las tantas caracterizaciones hermosas que poseen los espacios compactos de Hausdorff
es la siguiente:

Teorema 2.2.34. Sea K un subconjunto no vacio de un espacio topolégico (X, T). Son equivalentes:
(1) K es compacto.

(2) Para cualquier familia (Ky)yep de subconjuntos cerrados de K con la propiedad de interseccion
finita se cumple que

ﬂK@#&

aeD

Prueba. (1) = (2). Suponga que K es compacto y sea (Ky)yep una familia de subconjuntos
cerrados de K con la propiedad de interseccién finita. Si ocurriera que (),.p Kx = @, entonces,
tomando V, = R \ K, para cada a« € D, resultaria que la familia (V,),ep seria un cubrimiento
abierto de K del que, por la compacidad de K, se podria extraer un subcubrimiento finito, di-
gamos V,,, ..., V,,. De esto se seguiria que (;_; Ko, = & lo cual es una contradiccién. La otra
implicacién es mds sencilla de probar y se deja a cargo del lector. n

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es el siguiente.
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Corolario 2.2.35. Si (Ky)ueg s una familia decreciente de subconjuntos compactos no vacios de un
espacio topoldgico (X,T), entonces (,c; Ka es compacto y no vacio.

Prueba. Puesto que cualquier interseccion finita de los K, es no vacia, se sigue del Teorema 2.2.34
que K := (),c; Ky es no vacio y, ademds, como K es cerrado (por ser interseccién de conjuntos
cerrados, Teorema 2.2.29) y contenido en el compacto K; tenemos, por una nueva aplicaciéon del
Teorema 2.2.29, que K es compacto. n

2.2.2. El Teorema de Categoria de Baire

Ya hemos visto, un resultado de George Cantor, que R es un conjunto no-numerable, lo que
también es equivalente a afirmar que ninguna coleccion numerable de puntos de R puede ponerse
en correspondencia uno a uno con todos los elementos de IR. René Baire extiende el resultado de
Cantor al demostrar que ninguna coleccion numerable de conjuntos de primera categoria puede cubrir
a R. Esto se obtendrd como consecuencia de un extraordinario resultado de mayor alcance que el
de Cantor llamado el Teorema de Categoria de Baire. Recordemos que conjunto D de un espacio
métrico (X,d) es denso en X si D = X. Notemos que ello significa que el conjunto cerrado
mas pequefio que contiene a D es precisamente X. En general, sean A y B subconjuntos de
X y suponga que A C B. Diremos que A denso en B si B C A. Una condicién equivalente
a la definicién de densidad que no hace referencia a ningtin punto del espacio y que se usa
frecuentemente es el siguiente:

Teorema 2.2.36. Sean (X, d) un espacio métrico y D un subconjunto no vacio de X. Entonces, D es
denso en X si, y sélo si, para cada subconjunto abierto no vacio G de X, GND # @.

Prueba. Supongamos que D es denso en X y sea G un subconjunto abierto no vacio de X. Si se
diera el caso que GND = &, entonces F = X \ G serfa un conjunto cerrado conteniendo a Dy,
en consecuencia, D C F # X, lo que contradice la densidad de D.

Reciprocamente, suponga que GN D # @& para cada subconjunto abierto no vacio G de X. De
ocurrir D # X, entonces G := X \ D serfa un conjunto abierto no vacio que satisface GND = @.
Esta contradiccion establece que D = X. n

Puesto que todo conjunto abierto no vacio G se puede expresar como una unién numerable
y disjunta de intervalos abiertos no vacios, resulta que para demostrar que un conjunto D C R
es denso en R solo basta con verificar que D NI # @ para cualquier intervalo abierto I.

El siguiente principio es fundamental en matematicas.

g

Principio del Palomar o de Dirichlet. Sin palomas se distribuyen en m palomares
y si n > m, entonces al menos uno de los palomares debe contener mds de una paloma.

Teorema 2.2.37 (Kronecker). Sea ¢ € R un niimero irracional. Entonces el conjunto
Di = {xeR:x=p+q, pqeZ}
es numerable y denso en R.

Prueba. Claramente la aplicacién f : D — IN x IN definida por f(p +q¢) = (p,q) es inyectiva
y como N x IN es un conjunto numerable, se sigue del Teorema 1.2.6, pagina 13, que D: es
numerable.
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Para demostrar la densidad de D en IR, sea I un intervalo abierto arbitrario y veamos que
Ds NI # &. Lo primero que vamos a hacer es demostrar la siguiente:

Afirmacién: Para cada n € IN, existe un iinico p, € Z tal que
pn + né € (0,1).

En efecto, sea m = [n] la parte entera de n¢. Entonces m < n¢ < m+1 y,asi, 0 < —m+né < 1.
Ahora bien, como n > 1 y ¢ es irracional, resulta que —m +n¢ > 0 y, en consecuencia, si
hacemos p, = —m, entonces p, +n¢ € (0,1) y nuestra afirmacién queda demostrada.

Puesto que I es un intervalo no vacio, su longitud ¢(I) > 0 y, por consiguiente, existe
un k € N tal que ¢(I) > 1/k. Dividamos el intervalo (0,1) en k partes iguales y disjuntas,
digamos Ji,...,Jx. Escojamos ahora k + 1 enteros distintos ny,...,n51 y hagamos uso de
nuestra afirmacion para seleccionar enteros py,, ..., P, de modo que x; = Pn; + n;¢ € (0,1)
para j = 1,...,k+ 1. Puesto que ¢ es irracional, todo los x;s son distintos y entonces, por el
Principio del Palomar, dos de tales puntos, digamos x; y x; pertenecen a uno, y s6lo uno, de los
intervalos anteriores al que denotaremos por J;; y, en consecuencia, |x; —x;| < 1/k. Esto, por
supuesto, nos indica que podemos elegir un entero m tal que

m(x;—x) € L (1)
Por otro lado, como Xj = pn; + n]-C para j =1,...,k+1, resulta entonces que

m(x; —x;) = m(pn, — pn,) + m(ni —n;)& € De. (2)

De (1) y (2) se sigue que m(x; —x;) € DzN1I vy, por lo tanto, Dg NI # &. La prueba es
completa. n

Nota Adicional 2.2.3 Con un argumento similar al anterior, se prueba que el conjunto
D = {xeR: x=2p+q¢ pqcZ}

también es denso en IR. En efecto, la demostracién es idéntica a la dada en el Teorema de
Kronecker, sélo se reemplaza el intervalo (0,1) por el intervalo (0,2) en la Afirmacion.

Observe, ademads, que cada conjunto Dy con ¢ € R\ Q es un subgrupo (aditivo) de R y
la familia Dy = {x + D¢ : x € R} es una particion (disjunta) de RR. Para ver esto tltimo,
considere la siguiente relacion sobre IR:

x~y << x—ye€D:

Es facil establecer que ~ es una relacién de equivalencia sobre R por lo que la coleccién
€ = {x+ D¢ : x € R} formada por todas las clases de equivalencias determinadas por ~
es una particiéon de R. Estos conjuntos pueden ser usados para justificar, via el Axioma de
Eleccién, la existencia de conjuntos no medibles segtin Lebesgue.

Deﬁllici()n 2.2.38. Sean (X,d) un espacio métricoy E C X. Diremos que E es nunca-denso en X, si
int (E) = @. Si ocurre que int (E) # @, entonces se dice que E es denso en alguna parte de R.
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El término conjunto raro se usa, con cierta frecuencia, como un sinénimo de conjunto nunca-
denso. Por supuesto, E es nunca-denso si, y s6lo si, E es nunca-denso. Observe que un conjunto
nunca-denso no puede ser un entorno de ninguno de sus puntos y, por consiguiente,

E es nunca-denso si, y solo si, para cada conjunto abierto no vacio G C X, existe un conjunto

abierto no vacio | C G tal que [NE = @.

Prueba. En efecto, suponga que existe un subconjunto abierto no vacio G de X con la
propiedad de que cualquier subconjunto abierto no vacio de G intersecta a E. Esto, por
supuesto, significa que E contiene a G lo que es imposible por ser E nunca-denso. |

Teorema 2.2.39. Sea F un subconjunto cerrado de un espacio métrico (X, d). Para cualquier B C F se
cumple que
F~int(B) = F\B. (2.2.1)

En particular, int (B) = @ si, y sélo si, F \. B es denso en F.

Prueba. Puesto que int(B) C B, resulta entonces que F~ B C F~\ int(B) y, como ademds,
F~int(B) es cerrado, se concluye que

FN\B C F~int(B).

Por otro lado, suponga que x € F con x ¢ F~ B. Entonces existe un entorno G, de x tal
que Gy N (F~\ B) = @. Esto, por supuesto, significa que x € Gy C B, lo cual quiere decir que
x € int(B) y, en consecuencia, x ¢ F \ int(B). Hemos demostrado que F\int(B) C F\ By
termina la prueba. [

Si en el resultado anterior tomamos F = X y B C X, entonces
B es nunca-denso < X\ B es denso en X.

Definicién 2.2.40. Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Diremos que

(a) A es de primera categoria en X si existe una sucesion (An):o:1 de subconjuntos nunca-densos de X
tal que A = ;1 An.

(b) A es de segunda categoria en X si él no es de primera categoria.

Es claro que si (Bn):lo:1 es una sucesion de conjuntos de primera categoria, entonces J;_; A,
es de primera categoria. Es bien conocido que Q y R\ Q son ambos densos en R. M4és aun,
para cada nimero irracional ¢, el conjunto ¢-Q = {¢-7:r € Q} es denso en R. Sin embargo,
si D es cualquier subconjunto a lo mds numerable de niimeros irracionales, entonces existen

intersecciones de la forma
ﬂ é : Q/

ZeD

que pueden ser vacias. ;Cudndo se puede garantizar que cualquier interseccién numerable de
conjuntos densos sea siempre no vacia? La respuesta viene dada por uno de los resultados més
prolificos del andlisis : el Teorema de Categoria de Baire (véase, por ejemplo, el libro [23] donde
se muestran sorprendentes y casi inimaginables aplicaciones de dicho teorema).

o]

Teorema 2.2.41 (Categoria de Baire). Sea (X,d) un espacio métrico completo. Si (G,)S_, es una
sucesion de subconjuntos no vacios, abiertos y densos en X. Entonces G = (), G, es un Gs-denso
en X.
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Prueba. Sea V un conjunto abierto no vacio de X. Queremos demostrar que

148 ﬂGn £ @
n=1

Como Gj es abierto y denso en X, se tiene que V N G; es abierto y no vacio. Escoja un punto
x1 € VN Gy y seleccione un conjunto abierto J; € V N Gy con las siguientes propiedades:

. 1 +

X1 € ]1, dlam(h) < E, ]1 - VﬂG].
Como J; es un conjunto abierto no vacio y G, es abierto y denso en X, resulta que /1 NGy es
abierto y no vacio. Sea x, € J; N Gy y escojamos, de nuevo, un conjunto abierto [, C J; N Gy
para el cual:
1 —
% 2 € hNGe.
Teniendo en cuenta, una vez més, que J> N G3 es un abierto no vacio, podemos repetir el proceso
anterior y continuarlo indefinidamente para obtener una sucesién de intervalos cerrados (J,)$_;
verificando las siguientes propiedades:

1) (12h2 22,

X2 € Jo, diam(J;) <

2) lim diam(J,) = lim diam(J,) =0, y
3) Tn CJue1N Gy para todo n > 1, donde hemos puesto Jo = V.

Podemos entonces invocar al Teorema de Encaje de Cantor para concluir que

@ # (T € [V Un-1NGu) S VN[ G
n=1 n=1

n=1

Esto termina la prueba. u
Varias consecuencias inmediatas se derivan del Teorema de Categoria de Baire.

TCB (0) R es no-numerable.

Suponga que R es numerable. Entonces existe una sucesiéon (x,)5; en R tal que
R =, 1{xx}. Paracada n € N, el conjunto G, = R\ {x,} es abierto y denso en R,
por lo que el Teorema de Categoria de Baire nos garantiza que ();,_; G, es denso en R,
lo cual es imposible ya que

[ee]

G = Rx | J{x} = @
n=1

n=1

TCB (1) Si (X,d) es un espacio métrico completo, entonces él es de segunda categoria.

Suponga, para construir una contradiccién, que X es de primera categoria. Entonces
existe una sucesion (An);l.o:1 de subconjuntos nunca-densos tal que X = |J;7_; A,. Sin
perder generalidad, podemos suponer que cada A, es cerrado. Por el Teorema 2.2.39
cada conjunto G, = X\ A, es abierto y denso en X vy, por consiguiente, gracias al
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TCB (2)

TCB (3)

TCB (4)

Teorema de Categoria de Baire, ()"_; G, es denso en X, lo que constituye, por supuesto,
una contradiccién ya que

o + ﬂGn:X\UAn=®
n=1 n=1
Esto prueba que X es de segunda categoria. n

Si F C X es cerrado, entonces F satisface la conclusion del Teorema de Categoria de Baire, es

. . ., . . (e
decir, si (Gy)$_, es una sucesion de subconjuntos abiertos y densos en F, entonces (,_; Gy
es denso en F.

La prueba procede de manera idéntica a la del Teorema de Categoria de Baire y, por lo
tanto, se omite.

Sea (F,)neN una sucesion de subconjuntos cerrados en un espacio métrico completo (X, d)
tal que X = ;1 Fy. Entonces
= U int(F,)
n=1

es abierto y denso en X.

Prueba. Observemos que V es abierto por ser unién de conjuntos abiertos. Para cada
n € N, sea V,, = int(F,) y definamos G, = V, U (X \ F,). Fijemos n € IN. Nuestro
objetivo es probar que G, es abierto y denso en X. En efecto, G, es abierto por ser
unién de dos conjuntos abiertos. Para ver que G, es denso en X, tomemos cualquier
subconjunto abierto no vacio G de X. Ocurre entonces que o bien G C F,, en cuyo caso

G CV, C Gy esdecr, GNG, # 9,

o bien G §Z F,, de donde se obtiene que GN (X \ F,) # &, y por consiguiente G N G, #
&. Esto prueba G, es denso en X. Por el Teorema de Categoria de Baire, E = (,_; G,
es denso en X. Afirmamos que E C V. En efecto, suponga que x € E C X = | J;, 1 F,
Entonces existe algtn ny € IN tal que x € F,,. Por otro lado, x € G, pues x € E =
Mooy Gn, v asi, x € Gyy,NF,y = V,,, C V; es decir, x € V y porlo tanto E C V. De aqui
se sigue que V es denso en X y concluye la prueba. n

Si F C R es perfecto, es decir, cerrado y sin puntos aislados, entonces F es no-numerable.

En efecto, suponga que F es numerable, digamos, F = {x1,x,...}. Paracada n > 1,
considere el conjunto G, = R\ {x,}. Como R no posee puntos aislados, cada conjunto
{x,} escerrado en R, de donde resulta que (Gn)n:1 es una sucesion de subconjuntos
abiertos y densos en R. Se sigue del Teorema de Categoria de Baire que (,_; Gu

es denso en IR. Ahora bien, como F es un subespacio de IR, tenemos que FN G, es
abierto en F y, ademds, como ningtn punto de F es aislado, resulta que F NG, también
es denso en F. Se sigue de TCB(2) que (;,_;(FNG,) es denso en F. En particular,
N1 (FNG,) # @, lo cual es imposible ya que

o]

@ # [(J(FNGy) Pmﬂc N(R\F) = 2.

n=1

Esto termina la prueba. n
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TCB (5)

TCB (6)

TCB (7)

. (o] ., . . , .
Si (Gu),_, es una sucesion de subconjuntos Gs-densos en un espacio métrico completo
(X, d), entonces (;,_y Gn también es un Gs-denso.

En efecto, para cada n € IN seleccionemos una sucesion (an)]?"’:1 de subconjuntos
abiertos tal que G, = ﬂj’il Gyj- Teniendo en cuenta que G, C G,; para todo j > 1,
entonces la densidad de cada G, garantiza la de cada G,;. Puesto {G,; : n,j € N}
es una coleccién numerable de subconjuntos abiertos y densos en X, el Teorema de

Categoria de Baire nos revela que

[ee] o]

Go = ([ )Gw

n=1 n=1j=1
es un Ggs-denso.

Si G C R esun Gg-denso, entonces G es no-numerable.

Escriba G = (),,_; G, donde cada G, es abierto y, por supuesto, denso ya que G lo
es. Suponga ahora que G = {x1,x2,...} es numerable y, como en TCB(4), defina
H, = R\ {x,} para todo n > 1. Entonces (Hn):):1 es una sucesion de subconjun-
tos y abiertos densos en R vy, gracias al Teorema de Categoria de Baire, se tiene que
H = ;.1 Hy es un Gs-denso. Finalmente, usando TBC (5) se obtiene la siguiente

contradiccién:
g = GN(R\G) = (ﬂGn>ﬂ<ﬂHn> + .
n=1 n=1

Este hecho, combinado con TCB (5), es el que permite considerar a los conjuntos G-
densos como “mds numerosos” de los que son simplemente densos. Por tal razén, una
propiedad P(x) la cual se cumple para todos los puntos de un conjunto Gs-denso, se llama abun-
dante, genérica o tipica y a un tal conjunto, un conjunto abundante.

Una consecuencia inmediata de TCB (6) es el siguiente:

Corolario 2.2.42. Q no es un conjunto de tipo Gs.

Esto altimo permite construir subconjuntos de IR que no son ni de tipo de G5 asi como
tampoco de tipo F,. En efecto, para cada a € R, pongamos G, = QN (—o0,a) y
F, = (R\Q)Na,+o0). Se sigue de lo anterior que el conjunto H, = G, UF, no es de
tipo G, ni de tipo F,.

Ya hemos tenido oportunidad de mostrar funciones que son continuas en los irracionales
pero discontinuas en los racionales. El siguiente resultado establece, como consecuencia
del resultado anterior, que lo contrario nunca es posible.

No existe ninguna funcion f : R — R que sea continua en los racionales y discontinua
en los irracionales.

Prueba. Supongamos que una tal f existe. Por el Teorema 3.1.25 sabemos que PC(f)
es un G, mientras que, por hipétesis, PC(f) = Q. La combinacion de estos hechos nos
dice que Q es un Gs-denso lo cual contradice el resultado anterior. n
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TCB (8) Existencia de conjuntos de Lusin.

Bajo el imperio de la Hipotesis de Continuo se tiene que cualquier conjunto A C R con
card(A) < ¢ es de primera categoria. En efecto, como card(A) < ¢, la Hipétesis de
Continuo nos asegura que A es a lo mds numerable y, por lo tanto, podemos escribir a
A como una sucesion (finita o infinita), digamos A = {a, : n € F C IN}. Puesto que
A, = {a,} es nunca-denso para cada n € F, resulta que A = |J,,cp An es de primera
categoria.

Usando ideas similares a las utilizadas en la construccién del conjunto de Bernstein, se
puede construir otro conjunto extrafio denominado “conjunto de Lusin” donde todos
los subconjuntos de primera categoria que viven en él son necesariamente numerables.
Como antes, ello es posible si se acepta la Hipoétesis del Continuo maés la existencia de
un buen-orden en IR, es decir, el Axioma de Eleccion.

Teorema 2.2.43 (Conjunto de Lusin). Asumiendo la Hipétesis del Continuo, existe un sub-
conjunto no vacio IL de R con las siquientes propiedades:

(a) card(L) =Xy vy

(b) card(L N A) < Ng para cualquier conjunto A C R de primera categoria.

Prueba. Sea J; la familia de todos los subconjuntos cerrados de IR. Por el Teore-
ma 1.3.47 (8), pagina 74, sabemos que card(F.) = N; = ¢ (recuerde que estamos
asumiendo la Hipétesis de Continuo). Denotemos por J,4 los miembros de J. que
son nunca-densos. Puesto que {x} € F,4 para cada x € R, entonces card(JFnq) > ¢y,
asi,

¢ < card(Fpg) < card(F,) = «c.

Este hecho permite que podamos enumerar a J,,4 por medio de una sucesion transfinita,
digamos, F,q = {F. : « < w}. Para construir nuestro conjunto IL observe que como
Fy # R para todo & < w;, podemos comenzar eligiendo un x; € R tal que x; ¢
F; € Fng. Fijemos un ¢ < w; y supongamos que la familia (x,)y<¢ ha sido construida.
Consideremos el conjunto

Xe = (UPa>U{xa:¢x<C}

a<g

y observemos que como ¢ es numerable, X; es de primera categoria en R. Por el
Teorema de Categoria de Baire, Xz # R. Si ahora elegimos un xz € R\ X, enton-
ces el Principio de Induccién Transfinita da por finalizada la construccion de (xg)g<,-
Definamos ahora

L={x:C<w}.

Afirmamos que IL posee las propiedades requeridas. En efecto:

(a) IL es no numerable. Considere la aplicacién f : wq — IL dada por f(a) = x,. Veamos
que ella es biyectiva. En efecto, es claro que f es sobreyectiva. Para ver que ella
también es inyectiva, suponga que a& < ¢ < wjp. Entonces, por construccion, se
tiene x, # xz. Esto prueba que card(IL) = ¢ = 8.
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(b) IL satisface (b). Sea A = |J;_; Ay un conjunto de primera categoria en R, donde
cada A, es cerrado y nunca-denso. Puesto que JF,4 es la familia de todos los
conjuntos cerrados nunca densos de R, resulta que para cada n € IN, existe un
Fy, € Tnq tal que A, = F,,. Por construccién, sabemos que

LNA,=LNF, C{xg:p<a}

y como éste ultimo conjunto es numerable, entonces LN A = |J ;LN A, es
numerable.
Esto termina la prueba. u

Al conjunto IL del resultado anterior se le llama un conjunto de Lusin. Observe que,
por construccion, fodo subconjunto no-numerable incluido en 1L es de sequnda categoria. En
particular, 1L es de segunda categoria.

Una nota interesante, que puede ser de interes al lector, es siguiente resultado:

Si existe un conjunto de Lusin y cualquier subconjunto de R de cardinalidad menor que ¢
es de primera categoria, entonces la Hipotesis del Continuo es verdadera.

Definicién 2.2.44. Una funcién f : [a,b] — R se dice que es puntualmente discontinua si PC(f) es
denso en [a, b].

Corolario 2.2.45. Si f : [a,b] — R es una funcion puntualmente discontinua, entonces PC(f) es un
Gs-denso en [a, D).

Prueba. S6lo resta demostrar que PC(f) es un Gs. Esto, sin embargo, es consecuencia del
Teorema 3.1.25, pédgina 168. n

¢Qué tan complicado es el conjunto de los puntos de continuidad de una funcién arbitraria
f :]a,b] - R? ;En qué otros casos es PC(f) un Gs-denso? El siguiente resultado establece la
existencia de una amplia categoria de funciones, cada una de las cuales posee abundantes puntos
de continuidad, es decir, sus puntos de continuidad forman un Gs-denso en |[a, b].

Teorema 2.2.46 (Baire). Sea f : [a,b] — R una funcion arbitraria. Suponga que existe una sucesion
de funciones en C([a,b]), digamos (f)nen, tal que f(x) = limy, e f(x) existe para cada x € [a,b).

Entonces PC(f) es un Gs-denso en [a,b]. En particular, PC(f) es no-numerable.

Prueba. PC(f) es un G; gracias al Teorema 3.1.25. Veamos que él también es denso en |4, b]. Para
k,m,n € IN, definamos

Fomn = {3 €8] ¢ [fu() = (0] < . |-

Siendo fy,, f» funciones continuas, también lo es |f,, — f,| y, en consecuencia, cada Fy,,, es cerrado
en [a,b]. Fijando k, m € N y definiendo

o0
ka = ﬂ kan/
n=m
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resulta que cada F,, también es cerrado en [a,b]. Afirmamos que [a,b] = |J;._; Fuu para cada
k € IN. En efecto, sea k € IN y sea x € [a,]]. Puesto que lim;,_,« f(x) = f(x), existe unm € N
tal que |f,(x) — f(x)| <1/(2k) para todo n > m. Ahora bien, si n > m, entonces

)~ o] < ) = FO)] + [ful) — F)] < 52 + 52 =

lo que prueba que x € F,,, para todo n > my, por lo tanto,

x€ () Fomn = Fen € | Fu
i=1

n=m

Esto prueba nuestra afirmacion. Por TCB (3), cada Gy = J,,_;int(Fy,) es abierto y denso en
[a,b] y, en consecuencia, por el Teorema de Categoria de Baire, el conjunto

f_ fa
k=1

es denso en [g, b].

Nos proponemos demostrar que E C PC(f). En efecto, sean xg € E y € > 0. Elijjamos un
k € IN de modo tal que % < £. Como xg € Gy = Up—qint(Fyy), existe un m € N tal que
xg € int(Fy,). Siendo int(Fy,) abierto, podemos elegir un ¢y > 0 de modo que intervalo abierto
(x0 — b0, X0 + d0) C int(Fy,). Observemos ahora que si |x — xg| < &, entonces x € int(Fy,) C Fyy,
y asi, |fu(x) — fu(x)| < 1/k para cualquier n > m. Usando la continuidad del valor absoluto, se
obtiene que

(%) = f(X)| = |fun(x) = Um fo(x)] = lim |fu(x) = ful(x)] < %

n—oo n—oo

En particular,

fm(x0) — f (x0)| < 1/k. Por otro lado, como f;,, continua en xy, existe un ¢; tal que

‘fm(x) —fm(xo)‘ < &/3 siempre que x € (xg —61,x0+ 7). Sea 6 = min{dp,d1}. Si |x —xo| <,
entonces

[f(x) = flxo)| < [f(x) = fun(x)| + [fn(x) = fin(x0)| + [fin(x0) = f(x0)]

Esto prueba que f es continua en xj y, en consecuencia, E C PC(f). De aqui se sigue que PC(f)
es un Gs-denso en [a,b]. La tltima parte es consecuencia de TCB (6). [

El simbolo Bi([a,b]) denotara el conjunto de todas las funciones f : [a,b] — R que son limites
puntuales de sucesiones de funciones continuas, estoes, f € B1([a, b]) si, y solo si, existe una sucesion
(fu)5_, en C([a,b]) tal que

f(x) = lim fy(x)

n—o0

para cada x € [a,b]. Cada elemento de B;([a,b]) se llamard, en lo sucesivo, una funcién de la
primera clase de Baire. Resulta claro que

C([a,b]) € Bi([a, b]).

Se sigue del resultado anterior que para cada f € B1([a,b]), el conjunto PC(f) es un Gs-denso
en [a,b].
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Corolario 2.2.47. Si f : [a,b] — R es una funcion continua tal que f'(x) existe para todo x € [a, b],
entonces f' € Bi([a,b]).

Prueba. Extienda f continuamente al intervalo [a,b + 1] poniendo f(x) = f(b) para todo x en
[b,b+1]. Siparacada n € N, definimos g, : [1,b] - R por

gn(x) = n[f(x+1/n) = f(x)],
resulta que cada g, es continua y se cumple que, para cada x € [a,b],

x+1/n) - f(x)

) — e 4 ~ i
fix) = lim /n = Jim ga(x).
Esto prueba que f’ € B([a, b]). [
2.2.3. Espacios Normados
Sea X un espacio vectorial sobre R. Una norma sobre X es una aplicaciéon ||-|| : X - R

que cumple con las siguientes propiedades:

(1) |[x|| >0 paratodo x € X,

(2)
(3) la-x||=a-| x| paratodo x € X ytodo a € R, y
4)

(

Elpar (X, || -||) esllamado un espacio normado. Se sigue de (4) e induccién que

n n
x| < Y )
k=1 k=1

cualesquiera sean xi,...,x, en X. Mds aun,

|x|| =0 siy,s6losi, x =0,

|lx+vy]| <| x| +]|yl| paratodo x,y € X. (Desigualdad Triangular)

il =yl | < x-yl (1a)

para todo x,y € X. Observe que gracias a las propiedades (3) y (4) cualquier norma es una
funcién convexa. Es importante también destacar que toda norma sobre un espacio vectorial da
origen a una métrica natural definida por

dix,y) = [[x—yll, x,yeX (2a)

y, en consecuencia, todo espacio normado (X, ||-||) siempre serd pensado como un espacio mé-
trico bajo dicha métrica.

Definicién 2.2.48. Dos normas || -|| vy |- ||
tales que

. sobre X son equivalentes si existen constantes a, b > 0

a-||x|| < ||x|l, < b-||x|| paratodo x € X.
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Observe que afirmar que ||-|| y || - ||, son equivalentes significa que las topologias inducidas
por ambas normas coinciden sobre X, es decir, la aplicacion identidad id : (X, || -|) — (X, || - I[,)
es un homeomorfismo.

Sea (X, || -||x) un espacio normado. Recordemos que una aplicacién f : X — R se llama un
funcional lineal si f(ax +by) = af(x) +bf(y) paratodo x,y € X y todo 4,b € R. El dual de
X, denotado por X*, consiste de todos los funcionales lineales continuos x* : X — R. Es claro que,
con las operaciones usuales, X* es un espacio vectorial sobre R. Recordemos que un funcional
lineal x* : X — IR es continuo si, y sélo si, él es acotado, es decir, existe una constante C > 0 tal que
|x*(x)] < C|| x|| paratodo x € X. En este caso, se define el numero || x* || por

[x*| = inf{C>0: |x"(x)] < Cl x|}
Es facil verificar || x* ||y es una norma sobre X* llamada la norma dual. Més aun,

lx* | = sup {[x"(x)] : [[x]| <1}

de donde se sigue
lx*(x)] < |[x*|||x|| paratodo x € X.

Con esta informacién se prueba si dificultad que (X*,||-||) es siempre un espacio de Banach
independientemente de si X es o no de Banach.

Sea (Y, |- ||y) otro espacio de Banach. Diremos que Y es el dual de X, denotado por Y = X*,
si existe una aplicacion lineal isométrica T : X* — Y tal que T(X*) =Y, esto significa que T es
lineal, continua, biyectiva satisfaciendo

|T(x*)|| = ||x"|| paratodo x* € X*.

Teorema 2.2.49 (Acotacién Uniforme). Sea (X, || -||) un espacio de Banach y suponga que F es
una familia no vacia incluida en X* que estd puntualmente acotada en el siguiente sentido: para cada
x € X, existe una constante M, > 0 tal que

sup [x*(x)| < M,.
x*eF
Entonces existe una constante M > 0 tal que

sup [ x| < M.

x*eF
Prueba. Por cada entero k > 1 y cada x* € J, considere el conjunto
Epr = {xeX: |[x*(x)] <k}.

Pongamos ahora,

Er = () Eix

x*eF

Observe que X = [J;—; Ex. SOlo se necesita verificar que X C |J;>; Ex. En efecto, tome cualquier
x € X y usemos nuestra hipétesis para hallar una constante M, > 0 tal que |x*(x)| < M, para
todo x* € J. Si ahora elegimos cualquier k > My, entonces se cumple que x € Ej y, por lo
tanto, X C U,‘:’Zl Ex. Por otro lado, como cada x* € J es una aplicacién continua, resulta que
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Ey y+ es cerrado y, en consecuencia, E; también lo es. Se sigue del Teorema de Categoria de
Baire, véase TCB (3), que el conjunto

V = | Jint(E)
k=1

es abierto y denso en X. De aqui se sigue la existencia de algtin ko € IN tal que int(Ey,) # @. En
particular, existe algin xg € int(Ey,) y un cierto § > 0 tal que la bola abierta U(xo,d) C int(Ey,).
Resulta claro que

sup |x*(x)] < ko.

xFed

x € U(xg,9)

Finalmente, sea x € X con x # 0 y defina y = %HXH_l x. Puesto que ||y| < J, entonces
y+x0 € U(xp,0) y se sigue de la desigualdad anterior que

=

= 20y

[[x]]
5

¥ (x)] <

N

IN

(Ix"(y + x0)| + [x"(x0)])

IN

para cualquier x* € J. Por supuesto, como dicha desigualdad se cumple trivialmente si x = 0,
resulta que tomando M = 4ky/J se obtiene el resultado deseado; es decir,

sup x| < M.
x*edF

Fin de la prueba. u

2.24. La Topologia Producto

Sea X un conjunto no vacio y sea &€ C #(X). Afirmamos que existe una tnica topologia
sobre X, la cual denotaremos por T, (€), con las siguientes propiedades:

X
(@) € C 1y (€), y

(b) T, (€) es la topologia mds pequefia conteniendo a €, es decir, si J es otra topologia sobre X

con € C g, entonces T, (&) C J.
La prueba de la existencia y unicidad de 7, (€) es simple. En efecto, considere la familia
T (&) formada por todas las topologias sobre X que contienen a £. Observe que T(€) es no

vacia ya que Z(X) € %(€) y entonces defina
T (€) = m J.

Jex(¢)
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Es un ejercicio sencillo establecer que 7, (€) es una topologia sobre X que satisface (a) y (b).
Por supuesto, ella es tinica. A 7, (&) se le llama la topologia generada por E.

El siguiente mecanismo, basado en la construccién anterior, es un proceso natural para generar
topologias sobre un conjunto dado. Comencemos con un conjunto no vacio X, el cual puede o no
estar provisto de alguna topologia, y sea (Y,Jy) un espacio topoldgico arbitrario. Se considera
una funcién f : X — (Y,Jy) y lo que se desea es construir la topologia mds pequefa sobre X,
digamos Jx, que permita que f sea Jx — Jy continua, es decir, f~!(G) € Jx para cualquier
G € Jy. Hay evidencia de la existencia de al menos una topologia que hace que f sea Jx — Jy
continua. En efecto, si tomamos a X con la topologia discreta, &7(X), resulta entonces claro que
f es P(X)— Jy continua. La eleccién de la topologia discreta no siempre es la mds afortunada
por lo que es deseable poder contar con otra topologia, distinta a la discreta, que nos resuelva el
problema. Consideremos entonces

Ix = {f—l(c) : GGHY}.

Es facil establecer que Jx es la topologia mas pequeia sobre X que hace que f sea Jx — Jy
continua.

Generalicemos el argumento anterior en el siguiente sentido: tomemos el conjunto X y en
lugar de tener un tnico espacio topolégico (Y,Jy) y una tinica funcién f : X — Y, elijamos una
familia de espacios topoléogicos, digamos (Yy, Ju)aes, ¥ una familia de funciones f, : X — Y, con
« € I, y como antes, queremos construir la topologia mas pequefia sobre X que permita que
todas las funciones f, sean continuas. He aqui el procedimiento. Para cada a € I, sea

w = {£(6): Ged

& = UT“.

wel

y pongamos

Observe que por ser cada uno de los conjuntos 7, una topologia sobre X (la cual garantiza que
la respectiva funcién f, sea continua, pero no las demads), resulta que @, X € €. En general, €
no es una topologia sobre X, perosilo es 7, (€), la topologia generada por €. A esta topologia
se le llama la topologia inicial o proyectiva sobre X asociada a la familia (fy)se;. Es claro que
7, (€) es la topologia mds pequefia sobre X bajo la cual cada f, es 7, (€) — Ju continua.
Denote por &gy, la coleccion de las intersecciones de familias finitas de €, esto es, A € gy si, ¥

solo si, existe F € Pgn(I) y conjuntos A, € € con « € F tal que
A= () Aw
weF
Si ahora se considera &, la coleccion de todas las uniones de familias arbitrarias de Eg,, entonces

(&) = & (1)

En primer lugar, observe que, si A,B € &g, entonces ANB € €p,. Mds aun, €, contiene a
€. Para verificar la igualdad (1), sélo debemos demostrar que &, es una topologia sobre X.
Claramente, @, X € &,. Sean ahora U,V € &,. Entonces U = |J,cr A vy V = UﬁeG Bg donde
(Ax)acr y (Bg)pec son familias de elementos de Eg,. Se deduce que

unv = (UA,X> N (UB,;) = |J (AN By)

«€F geG (a0, Bp)EFXG
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y puesto que A, N Bg € &g, para cualquier (a, B) € F X G, resulta que UNV € &,. Por
induccién se sigue que cualquier interseccion finita de elementos de &, permanece dentro de
Eo.

Suponga ahora que (U,).cr es una familia de elementos de &,. Entonces, U, es la unioén
de una familia de elementos de gy, y, en consecuencia, |J,cr Uy es la unién de una familia de
elementos de Eg,. Esto prueba que |J,.pUx € &7 y, asi, &, es una topologia sobre X. Como
&, que contiene a & se tiene que 7(€) C &,. Por otro lado, puesto que 7(€) es una topologia

conteniendo a & se tiene que &g, C T(&) vy, por consiguiente, &, C 7(€). Esto termina la prueba
de (1).

Como una aplicacién de lo que acabamos de ver, mostraremos de inmediato cémo se obtiene
la topologia producto de una familia de espacios topologicos. Suponga que (Xu, du)secr €S una
familia de espacios topolédgicos y sea

X = [[%

acl

su producto cartesiano. Para cada € I, sea

p‘BIHXa—)X‘B

acl

la proyeccién de X sobre Xg, esto es, pg((Xu)acr) = Xp para todo (xx)ser € X. La topologia
inicial sobre X asociada a la familia (py)ae; la llamaremos la topologia producto sobre X y la
denotaremos, en lo sucesivo, por ¥,. Por consiguiente, T, es la topologia mds pequefia sobre X que
hace que cada proyeccion p, sea continua.

Usando la igualdad dada en (1) sabemos que T, = &,, donde
¢ = U Pu '(3a),

acl
y PN (dx) = {p'(U) : U € J,}. Observe que, para cada U € J,,
u sia=
pgl(ll) = HV”" donde V, = P
nel Xy sia#P.

Recordemos que &g, es la familia formada por todas las intersecciones de colecciones finitas de
elementos de &, es decir, A € &g, si, y s6lo si, existe un conjunto finito F C I y conjuntos
abiertos U, C X, con a € F tal que

u, siax€F

A = S = [lvs, donde Vv =
ﬂP (L) H P P {X“ sia¢F.

acF Bel

Finalmente, &, es la coleccién que se obtiene formando todas las uniones de familias arbitrarias
de conjuntos pertenecientes a &gy, es decir, V € &, si, y solo si, existe una familia (Wﬁ) BeF
incluida en &g, tal que
V= JWs
BeF
Observe que &g, constituye una base para la topologia producto. Sus elementos serdn llamados los
conjuntos bdsicos de T).
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Por definicién, cada proyecciéon p, : X — X, es una funcién continua cuando X estd dotado
de la topologia producto. Lo que resulta también interesante es que p, es una aplicacién abierta,
esto es, transforma conjuntos abiertos en conjuntos abiertos. Para ver esto, fijemos un « € I y sea
U € . Entonces existe un p € I y un conjunto Upg € Jp tal que U = p[;l(u,g). Puesto que py
es una aplicacion sobreyectiva, se tiene que

u, sia=p

pe(U) = Vu € §, donde V, = {
Xy si a # PB.

Si U € &g, entonces U = (gep p.'(Ug) donde F = {p € I: Ug # Xg} es finito. Se sigue

de lo anterior que p,(U) es abierto en X,. En el caso general, puesto que todo abierto U C X

es union de conjuntos basicos, esto es, U = (Jgcr Wp donde (Wp)ger es alguna coleccién de

conjuntos bdsicos, se sigue que

pa(U) = U Pa(wﬁ) € Jda-
BeF

En conclusién, cada proyeccién es una funcién continua, abierta y sobreyectiva.

Uno de los resultados fundamentales en Anélisis lo constituye el Teorema de Tychonoff el
cual afirma que el producto arbitrario de espacios compactos, provisto de la topologia producto,
es compacto. La demostracién que a continuacién ofrecemos se apoya en el Lema de Zorn. Sin
embargo, también se pueden dar demostraciones de dicho resultado usando el Principio del Buen
Orden, redes, ultrafiltros, etc.

Teorema 2.2.50 (Tychonoff). Sea (X,,du)ae; una familia de espacios topoldégicos compactos. En-
tonces el producto ([[,e; Xa, %) es compacto.

Prueba. Sea X = [],; Xy dotado de la topologia producto y sea A una coleccién de subconjun-
tos de X con la propiedad de interseccién finita. Vamos a demostrar que (4.4 A # &. Para
alcanzar ese objetivo usaremos el Lema de Zorn argumentando del modo siguiente: considere la
coleccion ® 4 de todas las familias D de subconjuntos de X tales A C D y D tiene la propiedad
de interseccién finita. Dotemos a D4 del orden parcial estricto & y sea € una cadena en Dy.
Puesto que (Jg.eB es claramente una cota superior para los elementos de €, el Lema de Zorn
nos garantiza la existencia de un elemento maximal Dy € © 4. Sera suficiente demostrar que

(1 D # .

DeDy

Para verificar esto, tomemos un « € I arbitrario y considere la coleccién
Fu = {pu(D) : D € Do}.

de subconjuntos de X,. Esta coleccién tiene la propiedad de interseccién finita ya que Dy la tiene.

Puesto que X, es compacto, el Teorema 2.2.34 nos revela que (\pcp, Pa(D) # 9. Seleccione un
punto x, € X, tal que

Xy € ﬂ pu(D).

DeDy
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Sea x = (x4)ae; € X y veamos que x € D para todo D € Dy. Observe que ello es equivalente
a demostrar que si U es un subconjunto abierto arbitrario de X conteniendo a x, entonces
UND # @. En efecto, sea U, un abierto en X, con x, € U,. Como x, € po(D), resulta
que U, intersecta a p,(D) en algun punto p,(y) para algan y € D. De esto se sigue que
y € p;1(Uy) N D y entonces VN D # @ para cualquier V € &g, que contenga a x. Finalmente,
como U es unién de una colecciéon de conjuntos pertenecientes a gy, el resultado sigue. Esto

prueba que (\pep, D # @ y termina la prueba. [

En particular, si dotamos al conjunto {0,1} de la topologia discreta y hacemos X, = {0,1}
para todo n € IN, resulta que él es compacto y, entonces, [[o; X, = 2N es compacto con la
topologia producto.

Si para cada n € IN, el espacio topoldgico (X,,dx) es 2° numerable, entonces (J[;_; Xy, Tp)
también es 2° numerable. En efecto, suponga que B, es una base numerable de X,, para cada
n > 1. Para cada conjunto finito F C N, sea Ur = [[,_; U,, donde U, € B, para cada n € F,
mientras que U, = X,, si n ¢ F. Si se considera la coleccion B C ¥, formada por todos los
productos de la forma Ur con F C IN finito, entonces B es una base numerable para Lp-

2.2.5. El Espacio de Baire

El objetivo de esta seccién es estudiar brevemente un espacio Polaco de particular importancia
en la Teoria Descriptiva de Conjuntos, especificamente en el estudio de los conjuntos analiticos y
que denotaremos por N.

En lo que sigue escribiremos
oo
< k
N = (N
k=1

es decir, IN<*® consiste de todas las sucesiones finitas de niimeros naturales. Otras notaciones
relevantes que usaremos son las siguientes: si s € IN<%®, el simbolo ¢(s) serd usado para denotar
la longitud de s, es decir, su nimero de elementos. Por ejemplo, si s = (s1,...,5k), entonces
¢(s) = k. Para cada par de elementos s,t € IN<®, digamos s = (s1,...,5¢) y t = (t1,...,tm),
convenimos en escribir s < t para indicar que s es un segmento inicial de ¢, es decir, t =
(S1,--, Sk, tks1, - - -, tm). En este caso diremos que t es una extensién de s. Por ejemplo,

(4,7,3) < (4,7,3,9,2,1) pero (4,7,9) £ (4,7,3,9,2,1).

Escribiremos s < t, si s <t pero s # t.

Para describir N, debemos comenzar con el conjunto IN al cual dotaremos de su topolo-
gia discreta #(IN). Para cada n € IN, pongamos IN, = IN y considere el espacio producto
[Tr-1 N, = NN. Si dotamos a NN con la topologia producto T, entonces al espacio topolé-
gico (NN, T,) lo denotaremos brevemente por N y lo llamaremos el espacio de Baire. Puesto
que IN posee la topologia discreta, todos sus subconjuntos son abiertos. En particular, para cada
m € N, el conjunto {m} es abiertoy

P ({m}) = Ny x - Ny_1 x {m} x Nypq x -+

Como antes, sea

e = Un'(2mn)
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Sabemos que una base para la topologia T, viene dada por la colecciéon &g, formada por todas
las intersecciones de colecciones finitas de elementos de €. Sin embargo, si se considera la
colecciéon B, = {Os :s € N<*} C T, donde para cada s = (sy,...,5¢) € N<%,

k
Os = H P;l({”i})
i=1

= {(nk),‘f’zl e NN : ny :51,...,nk:sk}.

entonces B, también es una base para T,. En este sentido, un conjunto U C NN es T,-abierto,
o simplemente abierto, si para cada x = (1;)f>; € U existe un k € N tal que Ony, ) & U
Esto nos indica que los conjuntos abiertos de N son muy simples: ellos son exactamente los
subconjuntos de NN que comienzan con conjunto finito prescrito de nimeros naturales. Dicho
de otra manera,

U C NN e¢s abierto si, y solo si, existe un conjunto S € IN<* tal que U = J,cg Os.

Observe que si s,t € IN<®, entonces

Por otro lado, si no ocurre que s < t ni tampoco que t < s, entonces debe existir algtin i € IN
para el cual i < min{/l(s), ¢(t)} y n; # m;. En este caso, Os N O; = &. En tal situacién
escribiremos s L t.

Recordemos que un espacio topoldgico (X,T) es totalmente disconexo si éste tiene una base
cuyos elementos son abiertos y cerrados a la vez.

Teorema 2.2.51. N es totalmente disconexo.

Prueba. Veamos que cada conjunto en B, es abierto y cerrado a la vez. Fijemos un elemento
arbitrario s = (s1,...,5¢) € N<® y sea O; € B,. Puesto que O es ciertamente abierto, sélo
basta verificar que él es cerrado, pero esto es consecuencia inmediata de la igualdad

N\Os = [ J{or: ¢ Ls}.

La prueba es completa. n
Recordemos que un punto x = (n)s; € N es un punto limite de A C N, si O, NA # @
para todo abierto basico O; C N para el cual x € O;. Por supuesto, esto significa que: para
cada k € N, existe algiin y = (my )y € A con x #y y (ny,...,ng) = (my,...,mg). También
recordemos que un conjunto es cerrado si contiene a todos sus puntos limites.
Es facil establecer que la aplicacion d : NN x NN — [0, +c0) dada por

4(xy) 0 si x=y
xX,Y) =
y —{(x,y) si x£y, vy L(xy) = inf{n e N : x, # yn}/

o]

siendo x = (x,)%; y ¥ = (yn); elementos arbitrarios de N, es una métrica sobre NN que
genera la topologia producto. Més aun, (N,d) resulta ser un espacio métrico completo y separable
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el cual es de importancia fundamental en el estudio y desarrollo de los espacio Polacos y los
conjuntos analiticos. En efecto, el conjunto

D = {(nk),‘f:l €N : (ng);, eseventualmente 0}

es subconjunto numerable y denso de N. Para ver esto, recuerde que (1nx)z; € N es eventual-
mente constante si existe un N € IN y un entero m > 0 tal que ny = m para todo k > N.
Claramente D es numerable, de modo que sélo resta ver que él es denso. Pero ser denso en N
significa que DN O; # & para cualquier s € IN<® vy, obviamente, si s = (n1,...,n;) € N<%,
entonces (ny,...,1n,0,0,...) € DN O,. En particular, N es un espacio 2° numerable.

2.3. Problemas

(1) Sea A un conjunto acotado inferiormente y sea
B = {b € R : bes una cota inferior de A}.
Demuestre que B estd acotado superiormente y que sup B = inf A.
(2) Si sup A < sup B, demuestre que existe al menos un b € B tal que sup A < b.
(3) Sean A y B subconjuntos acotados de R. Pruebe que AUB y AN B estan acotados y
inf(AUB) = min{inf A, inf B} y sup(AUB) = max{sup A,sup B}.

(4) Sea (Ay)xer una familia arbitraria de subconjuntos no vacios de R.

(a) Siparacada a € I, A, estd acotado superiormente y el conjunto S; = {sup A, : « € I}
estd acotado superiormente, entonces | J,.; Ay estd acotado superiormente y

sup (U A“> = sup (sup Aq).

ael wel

¢Se obtiene la misma conclusién si la hipdtesis “S; estd acotado superiormente” no se veri-
fica?

(b) Siparacada « € I, A, esta acotado inferiormente y el conjunto S, = {infA, : « € I}
estd acotado inferiormente, entonces | J,.; Ax estd acotado inferiormente y

inf ( U Aa> = ing (inf Ay).
ne
ael

¢Se obtiene la misma conclusién si la hip6tesis “S, estd acotado inferiormente” no se verifica?

(5) Sea (xun)gy ,—y una sucesion doble en R tal que > ;> 77 [Xmn| < +oo. Demuestre que
para cualquier biyeccién ¢ : IN — IN x IN se cumple que

n=1 n=1
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(6) Sea (x,)5_; unasucesionen R ysea a € R. Pruebe que:

(a) Si a < lim x,, entonces existe un N € N tal que a < x,, para todo n > N.
n—o0

(a') Si lim x, < a, entonces {n:x, < a} es infinito.
n—oo

(b) Si existe un N € N tal que a < x,, paratodo n > N, entonces a < lim x,.
n—oo

(') Si {n:x, <a} esinfinito, entonces lim x, < a.
n—00

(7) Sea (x,)_; unasucesionen R ysea b € R. Pruebe que:

(a) Si b> @ X,, entonces existe un N € IN tal que b > x,, para todo n > N.
n [ee]

(a’) Si %i?r;xn > b, entonces {n:x, > b} es infinito.

(b) Si existe un N € N tal que b > x,, para todo n > N, entonces b > lim x,,.

n—oo

(b') Si {n:x, > b} esinfinito, entonces lim x, > b.

n—oo

(8) Sean (x,)%* 1 v (yn)5; dos sucesiones en R. Pruebe que:

(a) Si (yn)_, converge, entonces

P, (it yn) = e ¥ 0, Y

lim (xn+yn) = lim x, + lim y,.
n—o00 n—oo n—oo

[ee]

(b) Silas sucesiones (x,)5" ;v (¥x)$_; son no negativas, entonces

T (xo) < (Jim ) ([ )

n—o0
y
lim (x4yn) > (lm x,)(lim y,)
n—oo n—00 n—oo
(c) Silas sucesiones (x,)5 ;v (¥n)5_; son no negativasy (y,);’, converge, entonces
ﬁo(xnyn) = (,@Oxn)(,@oyn)

lim (x,y,) = (lm x,)(lim y,)
n—oo n—oo n—oo

(9) Sea (x4)$_; una sucesiony, para cada n > 1, defina

X1+Xo+ -+ Xxp,
. .

n =
Pruebe que:

(a) lim x, < lim 0, < lim 0, < lim x,,.

n—oo n—co n—oo n—oo

(b) Six, — x, entonces 0, — X.
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(10) Sean (A,). , y (By);_, sucesiones de subconjuntos de R y suponga que

A = lim A, y B = lim A,.

n—00 n—o0

Pruebe que

(a) im A, = {xE]R: D1 X e (%) <—|—00},

n—00

lim A, = {xE]R: Z;"_lXAn(x):—i—oo}.

n—00

c
(b) <H An> = lim AS.

=00 n—co

(¢) Xy = lim x,, y Xpg = Iim x, .

(d) lim A, N lim B, C lim (A,NB,).

n—oo n— 00 n—o0

(8) )/IL—II}OAH\ li_m An — % (AnAAn+l)'

n—oco n—00

(f) Si lim A, =A" y lim B, = B, entonces

n—oo n—oo

lim (A, xB,) = A’ xB'.

n—oo

[ee]

(g) Sea (Fn)n:1 una sucesion disjunta de subconjuntos cerrados de un espacio métrico com-
pleto (X,d). Demuestre que | J;,_; F, es cerrado.



CAPITULO 3

Funciones Continuas

3.1. Propiedades Basicas

La nocién de continuidad, como sabemos, es una de las mds importantes y de mayor utilidad
en matematicas. En lo que sigue, supondremos que (X,d) es un espacio métrico o, mdas general,
que (X, T) es un espacio topologico de Hausdorff.

Definicién 3.1.1. Una funcién f: (X, 7) — R es continua en un punto xo € X si, dado ¢ > 0, existe
un entorno abierto Vy, de xo tal que |f(x) — f(xo0)| < € para cualquier x € V.

La funcién f se dice continua en X, o sobre X, si f es continua en todos los puntos de X.
Si (X,d) esun espacio métrico, entonces podemos reemplazar el entorno abierto Vy, de xo por
alguna bola abierta B(xp,¢). Una simple y util caracterizacién de continuidad en términos de
convergencia de sucesiones es el siguiente.

Teorema 3.1.2. Sea f : (X,d) — R una funcién y sea xo € X. Las siquientes condiciones son equiva-
lentes:
(1) f es continua en x.
(2) Si (xn)5 es cualquier sucesion en X tal que lim x, = xo, entonces
n—oo

lim f(x,) = f(x0).

n—oo

Prueba. Se deja a cargo del lector.

Otro aspecto importante respecto a la definicién de continuidad en un punto tiene que ver con
la nocion de limites laterales. Suponga que X = [a,b]. Una funcién f : [a,b] — R es continua
en xg € [a,b] significa que

lim f(x) = f(x) € R,

X—X0

en otras palabras,
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(1) f(xo) existe,
(2) limyy, f(x) existe, y
(3) limy sy f(x) = f(x0)-

Recuerde que lim f(x) existe significa que f(x,) = f(xg), donde
X—X0

flxg) = lim f(x) y flxg) = lim f(x)

X%XO x%xo

Para la continuidad en los puntos extremos, debe ocurrir que f(a™) = f(a) y f(b™) = f(b).

El simbolo C(X) lo usaremos para denotar el conjunto de todas las funciones f : X — R son
continuas sobre X. Con las operaciones algebraicas usuales resulta que C(X) es un poco mas
que un espacio vectorial sobre R, estoes,si f,g € C(X) y &, B € R, entonces

(@) af +Bg € C(X),
(b) fg€C(X), y
(c) f/g € C(X) siempre que g # 0.

Una nocién maés fuerte que la de continuidad fue introducida por primera vez por Heinrich
Eduard Heine quien la llamé continuidad uniforme.

Definicién 3.1.3. Una funcién f : (X,d) — R es uniformemente continua sobre X si, dado ¢ >
0, existe un 6 > 0, dependiendo sélo de e, con la siguiente propiedad: cualesquiera sean x,y € X
satisfaciendo la condicion d(x,y) < 6, se cumple que |f(x) — f(y)| < e.

Es claro que toda funcién uniformemente continua es continua. Aunque el reciproco no
siempre es cierto resulta que, en presencia de compacidad, ambas nociones son indistinguibles,
es decir, cuando X es un conjunto compacto cualquier funcién continua f : X — R es uniformemente
continua, véase el Teorema 3.1.6. Una clase muy particular de funciones uniformemente continuas
y que estudiaremos con mds profundidad en el Capitulo 8 es el de funcién Lipschitz.

Definicién 3.1.4. Una funcion f : (X,d) — R se dice que es M-Lipschitz, o simplemente, Lipschitz,
sobre X, si existe una constante M > 0 tal que cualesquiera sean x,y € X se cumple que

If(x) = f(y)| < M-d(x,y).

Es claro que toda funcién Lipschitz es uniformemente continua. Mds aun, para cada subcon-
junto cerrado F de X, la funcién distancia f(x) = dist(x, F) para todo x € X es Lipschitz ya
que

f(x) = f(y)| = |dist(x, F) —dist(y, F)| < d(x,y)
para todo x,y € X.

Otra de las caracterizaciones topoldgicas de continuidad que no le confiere importancia alguna
a ningn punto en particular del dominio de la funcién y que, por lo tanto, es de una gran utilidad
es la siguiente.
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Teorema 3.1.5. Para cada funcion f: (X, T) — R, las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) f es continua sobre X.

(2) Para cualquier conjunto abierto V en R, existe un abierto G C X tal que f(G) C V.
(3) Para cualquier conjunto abierto Ven R, f~1(V) es abierto en X.

(
(

4) Para cualquier conjunto cerrado F en R, f~1(F) es cerrado en X.

)
)
)
5) Para cualquier conjunto E C X, f(E) C f(E).

Prueba. Ejercicio.

3.1.1. Funciones Continuas con Soportes Compactos

Como antes, X representard un espacio métrico o un espacio topolégico. El simbolo Cy(X)
serd usado para designar las funciones en C(X) que son acotadas sobre X. Este conjunto también
es un espacio vectorial sobre R.

Cuando el dominio de una funcién continua es un conjunto compacto, las propiedades de tal
funcién se convierten en una envidia para el resto de las funciones continuas que no compar-
ten ese dominio. En lo que sigue, veremos algunas de tales propiedades. Comencemos con la
primera.

Teorema 3.1.6 (Heine). Sea (X,d) un espacio métrico y sea K un subconjunto compacto de X. Para
cualquier funcién f : K — R las siquientes condiciones son equivalentes:

(1) f es continua sobre K.

(2) f es uniformemente continua sobre K.

Prueba. Observe que (2) = (1) independientemente si el dominio de f es, 0 no, un conjunto
compacto. Veamos la implicacién (1) = (2). Suponga, para construir una contradiccion, que f
es continua pero no uniformemente continua. Esto, por supuesto, significa que existe algtin ¢ > 0
con la siguiente propiedad: para cualquiera eleccién arbitraria de § > 0, se puede determinar un
par de puntos x;,ys € X con d(xs5,y5) < 6 perotal que |f(x5) — f(ys)| > e. Siparacada n € N,
seleccionamos é = 1/n, entonces lo anterior nos permite la construccion de un par de sucesiones
(x2)51 Y (yn)5; en K tales que, para todo n € IN,

d(xn, yn) <1/ pero f(xn) = fyn)| = €

Como K es compacto, podemos extraer una subsucesion (x,, )z, de (x,)5; que converge a
algtin punto z € K. Puesto que

1
d(z,yn,) < d(z, x”k) +d(xnk’ynk) < d(z, x”k) + ”_k, Vk =1

[ee]

se concluye que la subsucesion (yy, )5, de (y.);_, también converge a z. Veamos que esto
conduce a un imposible. En efecto, por un lado, como f es continua, resulta que

lim |f(xu,) = f(z)] = 0 y lim |f(yn,) — f(z)| = 0. (1)

k— o0 k—o0
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Mientras que, por el otro lado, para todo k > 1 se cumple que

0 <& < [flxn) = flyn)| < [frw) = f(2)| + [f(yn) = F(2)]-

Esto dltimo nos indica que uno de los limites

lim | f(x,,) — £(2)| o lim | f(y,) — £(2)|

—300 k—o0

debe ser estrictamente positivo, lograndose de este modo un disparate en relacién a (1). Esta
contradiccién nos convence de que f es uniformemente continua y finaliza la prueba. n

El siguiente resultado establece que compacidad se preserva por imdgenes continuas, es decir:

Teorema 3.1.7. Sea (X, T) un espacio topolégico y suponga que K C X es compacto. Si f : X — R
es una funcion continua sobre X, entonces f(K) es compacto.

Prueba.Sea V = {V, : a € I} un cubrimiento abierto de f(K). Puesto que f es continua
sobre X, la coleccion U = {f~1(V,) : « € I} es un cubrimiento abierto de K el cual, por ser
un conjunto compacto, se reduce a un subcubrimiento finito, es decir, existen «y,...,a, tal que
K C U™, f1(V4,). De esto se sigue que f(K) C |J!; V,, y termina la prueba. |

Puesto que todo conjunto compacto es cerrado y acotado, se sigue del resultado anterior que
si X es compacto, cualquier funcion continua f : X — R es acotada sobre X. Por esta razén, si X es
compacto, entonces C(X) = C(X). Esto permite definir, para cada f € C(X), el numero

Iflle = sup{lf(x)| : x€X}.

A || f ||, selellama la norma uniforme o norma sup de f. La familia de todos los conjuntos de
la forma

B(f,r) = {g€G(X) : g flle<r}
donde f € Cy(X) y r € R, constituye una topologia sobre C,(X) llamada la topologia unifor-
me. Es un ejercicio sencillo demostrar que (Cy(X), | - ||) es un espacio de Banach.

Recordemos que un espacio topologico de Hausdorff (X, 7) se dice localmente compacto si
cada x € X posee un entorno abierto Vy de x cuya clausura es compacta, es decir, tal que Vy
es un conjunto compacto.

Definicién 3.1.8. Sea (X, T) un espacio localmente compacto y sea f : X — R una funcién. El soporte
de f se define como el conjunto

sop(f) = {x e X: f(x) #0}.
Puesto que (A)¢ = int(A°), resulta que
x¢Zsop(f) < xeint({xeX: f(x)=0}
& existe un entorno abierto V de x tal que f(z) =0 paratodo z € V.

De esta observacion se deduce que si Vp es la unién de todos los conjuntos abiertos V, que
contienen a x y para los cuales f|y, = 0, resulta que Vj es el conjunto abierto mds grande sobre el
cual f se anula. Por esto,

sop(f) = X\ W
y, por lo tanto, si x ¢ sop(f), entonces f(x) = 0. Sin embargo, lo contrario no es, en general,
cierto. Por ejemplo, si f: R — R se define como f(x) = x, resulta que sop(f) =R y f(0) =0.
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Definicién 3.1.9. Sea (X, T) un espacio localmente compacto. Una funcién continua f : X — R se dice
que tiene soporte compacto sobre X si su soporte, sop(f), es un conjunto compacto.

En lo que sigue, el simbolo C.(X) sera usado para denotar el conjunto de todas las funciones
continuas f : X — R con soporte compacto.

Corolario 3.1.10. Si f € C.(X), entonces existe un intervalo compacto [a,b] D sop(f) tal que
f(x) = 0 paratodo x & [a,b].
Prueba. Sea f € C.(X). Si definimos

a = infsop(f) y b = supsop(f),
entonces [a,b] D sop(f) y f(x) =0 para todo x & [a,]. [
Con las operaciones usuales de adiciéon y multiplicacién por un escalar se comprueba sin

dificultad que C.(X) es un espacio vectorial sobre R. De hecho, C.(X) es un reticulo vectorial,
en el siguiente sentido: si f,g € C.(X), entonces también pertenecen a C.(X) las funciones

fAg = min{f,g} y fvg = max{f, g}

De esto ultimo se sigue que si f € C.(X), entonces |f| € C.(X). Para ver esto, recordemos que
las partes positiva y negativa de f se definen como

fT = max{f,0} y f~ = min{—f,0}

y de las relaciones
fl = fr+f7 f=f-f,
méx{f,g} = %[(f+g) +If-gll,  min{f,g} = %[(Hg) —1f =l

se sigue que |f| € Cc(X).
El siguiente resultado garantiza la existencia de funciones continuas con soporte compacto
bajo condiciones muy sencillas.
Lema 3.1.11 (Urysohn). Sea (X, d) un espacio métrico y suponga que existe un conjunto compacto K
y un conjunto abierto G tal que K C G C X. Entonces existe una funcion f € C.(X) tal que
(a) f(x) =1 para todo x € K,
(b) f(x) =0 paratodo x € G, y
(c) 0< f(x) <1 para todo x € R.

Prueba. La funcién f puede ser definida explicitamente del modo siguiente:
dist(x, G%)

FX) = Fstx K) + dist(x, G’

Puesto que K y G° son conjuntos cerrados y disjuntos, el denominador de f nunca es cero.

Mas aun, f es continua sobre X por ser el cociente de dos funciones continuas y claramente ella
satisface las condiciones (a) — (c¢). Por supuesto, sop(f) C G vy, asi, f € C.(X). [

x € X.

En general, el Lema de Urysohn es valido si X es un espacio localmente compacto aunque su
demostracion es mucho mas elaborada.
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Corolario 3.1.12. Sean (X,d) un espacio métrico y F un subconjunto cerrado de X. Para cada
xo € X con xo ¢ F, existe f € Co(X) tal que 0 < f(x) <1 paratodo x € X con f(xo) = 1.

Prueba. Tomando K = {xp} y G = F¢, resulta que K es compacto, G es abiertoy K C G. Se
sigue entonces del Lema de Urysohn que existe f € C.(X) con las propiedades sefialadas. u

En general, valen las inclusiones siguientes
Ce(X) € G(X) € C(X),

y que si X es compacto, entonces C.(X) = Cp(X) = C(X). Notese que la funcién f(x) =
e~ es continua pero no pertenece a C.(R), aunque es facil construir una sucesion (f,)5_; en
C.(R) tal que f, — f puntualmente. Un caracteristica importante que posee f es la siguiente:
lim|y| e f(x) = 0, lo cual significa que: dado cualquier ¢ > 0 existeun N € N tal que [f(x)| <e
siempre que |x| > N. Si tomamos K = [—N,N], lo anterior se puede expresar en la forma
|f(x)| < & para todo x € K°.

Definicién 3.1.13. Sea (X, T) un espacio localmente compacto. Una funcion continua f : X — R se
anula en el infinito si para cada & > 0, existe un compacto K C X tal que

|f(x)| < e paratodo x € X\ K.

En lo sucesivo, el simbolo Cy(IR) designard el conjunto de todas las funciones continua f € C(X)
que se anulan en el infinito. Es f4cil establecer que

Ce(X) € Co(X) € Cp(X) C C(X)

y que Co(X) es un subespacio cerrado de (Cy(X),| - ||)- En particular, un espacio de Banach

X

con la norma del supremo. El ejemplo de la funcién f(x) =e~ *, muestra que Co(R) no coincide

con C.(R).

Teorema 3.1.14. La clausura de C.(R) en la topologia uniforme es igual a Co(RR), es decir,

cm) = = ).

Prueba. Es claro que C.(R) Il C Co(R). Para demostrar la otra inclusién, sea f € Cy(R) y
fijemos un ¢ > 0. Entonces existe un compacto K C R tal que [f(x)| < € si x ¢ K. Sea G
cualquier conjunto abierto tal que K C G. Por el Lema de Urysohn, existe una funciéon ¢ € C.(R)
tal que

(a) ¢(x) =1 para todo x € K,

(b) ¢(x) =0 paratodo x € G, y

(c) 0 < ¢(x) <1 paratodo x € R.

Defina ¢ = f¢. Entonces sop(g) C sop(¢), § € C.(R) y se cumple que

f(x) =g)] = |f(x) = f(x)e(x)| = [f(D)][1 = ¢(x)]

el cual vale 0 si x € K yes <e si x € K. Porlo tanto, || f —g||,, < € y termina la prueba. W
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Teorema 3.1.15. Si f € C.(R), entonces f es uniformemente continua sobre R.

Prueba. Puesto que sop(f) es un conjunto compacto, €l es cerrado y acotado y, en consecuencia,
existen numeros reales 4,b tales que sop(f) C [4,b]. En particular, por ser f continua sobre R,
ella es uniformemente continua sobre [a,b]. Por otro lado, como f = 0 sobre sop(f)¢ y [a,b]® C
sop(f)¢, resulta que f = 0 sobre [a,b]°. De esto se sigue que f también es uniformemente
continua sobre [g,b]° y, por lo tanto, uniformemente continua sobre [a,b] U [a,b]¢ = R. [

3.1.2. Mas sobre Funciones Continuas

Sea (X,d) un espacio métrico. Sabemos que toda funcién continua f : X — R transforma
sucesiones convergentes en sucesiones convergentes; sin embargo, no ocurre lo mismo para suce-
siones de Cauchy, es decir, f no necesariamente transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones
de Cauchy. Por otro lado, si X es compacto, resulta que que toda funcion continua f : X — R
transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy. La razén de fondo de tal hecho radica en
que, en este caso, dicha funcién es uniformemente continua y, por lo tanto, la afirmacién anterior
se expresa en la forma: toda funcion uniformemente continua transforma sucesiones de Cauchy en su-
cesiones de Cauchy. Otra de las buenas razones de por qué las funciones uniformemente continuas
son importantes lo constituye el siguiente resultado:

Teorema 3.1.16 (Extensién Continua). Sea (X,d) un espacio métrico y suponga que D es un subcon-
junto no vacio de X. Si f : D — R es una funcion uniformemente continua, entonces existe una tinica
funcion F: D — R tal que

(a) F es uniformemente continua sobre D y

(b) F(x) = f(x) para todo x € D.

Prueba. Nuestro primer paso es la construccion de F. Para hacer eso, tomemos cualquier x € D
y elija una sucesién (x,)$>; en D tal que x, — x. Puesto que (x,)°; es una sucesion de
Cauchy y f es uniformemente continua sobre D, la sucesién (f(x,));_; es de Cauchy en R vy,
por consiguiente, converge en R. Esto permite definir F : D — R por
F(x) = lim f(x,)
para cada x € D. Debemos ahora verificar que esta es una buena definicién, es decir, no depende
de la eleccion de la sucesion que converge a x. En efecto, sea (zn);l”:1 otra sucesién en D, distinta
de la sucesién (x,)$ ;, que también converge a x. Veamos que
Jim flxn) = Jim f(za).

Fijemos & > 0 elegido de manera arbitraria. Puesto que f es uniformemente continua sobre D,
existeun § > 0 tal que cualesquiera sean u,v € D con d(u,v) < 6 se cumple que |f(u) — f(v)| <

. Ahora bien, como d(xy,,z,) — 0, resulta que para el J§ elegido, existe un N € N tal que
d(xy,zn) < 0 para todo n > N. Se sigue de lo anterior que

|f(xn) — f(zn)] < € paratodo n> N,

lo cual significa que lim,_« f(x,) = limy, e f(z,). Con esto hemos demostrado la existencia de
F.
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(i) F(x) = f(x) para todo x € D. En efecto, sea x € D. Tomando x, = x para todo n > 1,
vemos que

F(x) = lim f(x,) = f(x).

n—oo
(ii) F es uniformemente continua sobre D. Dado ¢ > 0, usemos el hecho de que f es unifor-
memente continua sobre D para elegir un § > 0 tal que

si u,ve€D con d(u,v)<d entonces |f(u)— f(v)| <e/3. (1)

Sean x,z € D tal que d(x,z) < /3. Para demostrar que |F(x) — F(y)| < ¢ seleccionemos

sucesiones (x,)%° ; y (yu)5_; en D tales que x, — x y z, — z. Escojamos ahora un N; € N

de modo tal que si n > Nj, entonces
d(x,,x) < /3 y d(zn,z) < 6/3.
En particular,
d(xn,zn) < d(xy,x)+d(x,z)+d(z4,z) < § paratodo n> Np

y asi, por (1), |f(x,) — f(zn)| < €/3 para todo n > Nj. De igual modo, como f(x,) — F(x) y
f(zn) = F(z), existe un N, € N tal que

|F(x,) —F(x)| < ¢/3 y |F(z,) — F(z)| < €/3.
para todo n > Np. Sea N = méx{Ny, N»}. De lo anterior se sigue que

[F(x) — F(z)| < |F(x) = F(xn)| + [F(xn) — F(zn)| + |[F(zn) — F(2)]
= |F(x) = F(xn)[ + [f(xn) = f(zn)| + |F(zn) — F(2)]
< e/3+¢/3+¢/3 = ¢

lo cual prueba que F es uniformemente continua sobre D.
(iii) Para verificar que F es tnica, suponga que G es otra extension uniformemente continua de
f sobre D ysea x € D. Entonces existe una sucesién (x,)5 ; en D tal que

F(x) = lim f(x,) = lim G(x,) = G(x).

n—oo n—oo

La prueba es completa. n

Una consecuencia inmediata del resultado anterior en combinacién con el Teorema 3.1.7 es el
siguiente.

Corolario 3.1.17. Sea K C R" acotado. Si f : K — R es una funcion uniformemente continua
sobre K, entonces f(K) es acotado.

Prueba. Por el Teorema de Extensién Continua, existe una tnica aplicacién uniformemente con-
tinua F : K — R que es una extension de f. Como K es acotado, también lo es K y asi, K es

compacto. Se sigue del Teorema 3.1.7 que F(K) es compacto y, por lo tanto, acotado. Finalmente,
como

f(K) = F(K) € F(K),
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resulta que f(K) es acotado. |

Sean (A,71) y (B, 1) espacios topolégicos. Una funcién f : A — B se dice que es un
homeomorfismo de A sobre B si ella es biyectiva, continua y suinversa f~!: B — A también es
continua. En este caso se dice que A y B son homeomorfos . Si (A,d;) y (B,d2) son espacios
métricos y f : A — B es un aplicacién biyectiva y continua tal que di(x,y) = da(f(x), f(y))
para todo x,y € A, entonces diremos que A y B son isométricos y a la funcién f se le llama
una isometria sobreyectiva. Es importante destacar que una funcién continua y biyectiva no
es necesariamente un homeomorfismo. Sin embargo, si su dominio es compacto, se obtiene el
siguiente resultado:

Teorema 3.1.18. Sean K; y K espacios topolégicos tal que Ky es compacto. Entonces, toda biyeccion
continua f : Ky — Ky es un homeomorfismo.

Prueba. S6lo tenemos que demostrar que la funcién inversa f~! : K — Kj es continua en Kj, es

decir, si F C Kj es cerrado, entonces ( ffl)_l(F ) = f(F) es cerrado en K,. Suponga que F es
un subconjunto cerrado en K;. Como Kj es compacto, el Teorema 2.2.29 nos garantiza que F es
compacto y la continuidad de f nos revela, gracias al Teorema 3.1.7, que f(F) es compacto en Kj.
Por una nueva aplicacion del Teorema 2.2.29 tenemos que f(F) es cerrado en Kj. n

Definicién 3.1.19. Sea f : [a,b] — R una funcién. Diremos que f es una funcién de Darboux, o
posee la Propiedad del Valor Intermedio (PV1) si, para cualesquiera x,y € [a,b] con x <y y cualquier
niimero ¢ entre f(x) y f(y), existeun t € (x,y) tal que f(t) =c.

En realidad, uno puede reemplazar el intervalo [a,b] en la definicién anterior, por cualquier
intervalo I C R.

Teorema 3.1.20 (Bolzano, Teorema del Valor Intermedio). Si f : [a,b] — R es una funcién conti-
nua sobre [a,b], entonces f posee la PVL

Prueba. Puesto que f es continua en el compacto [a,b] ella es acotada. Sean

m = inf {f(x):x € [a,b]} y M = sup {f(x):x € [a,b]}.

Si m = M, entonces f es constante y la conclusiéon es inmediata. Suponga que m < M y sea ¢
tal que m < ¢ < M. Las propiedades del infimo y del supremo implican la existencia de puntos
a1,by en [a,b] tales que

m < f(a;) < ¢ < f(bh) < M.

Para simplificar la presentaciéon supondremos que a; < b; (el caso a; > by se trata de modo
similar). Defina

= {xelab]: f(x)<c}.

Observe que E # & ya que a; € E y, ademas, estd acotado superiormente por b. Sea t = sup E.
Para cada n € IN, las propiedades de éste supremo indican la existencia de un elemento x, € E
tal que t —1/n < x, <t y, por consiguiente, la sucesién (x,);>_, converge a t, y entonces, por
continuidad, f(x,) — f(t). Pero como x, € E resulta que f(x,) < c vy, asi,

f(t) = lim f(x,) <c.

n—o00
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Por otra parte, puesto que t es el supremo de E, entonces cualquier x € (t,b] es cota superior
de E vy, en consecuencia, f(x) > c. De nuevo, por continuidad,

f(t) = lim f(x) > ¢

x—tt

de donde se concluye que f(t) = c. La prueba es completa. n

En el siglo XIX muchos matemdticos compartian la creencia de que la Propiedad del Valor
Intermedio era equivalente a continuidad. Sin embargo, en el afio 1875, el matematico francés
Jean Gaston Darboux (1842-1917) prob6 que esa creencia era totalmente falsa, es decir, el reciproco
del Teorema de Valor Intermedio es falso. Para ver esto, considere la aplicacion f : R — R
definida por

sen(1/x) six#0

) = 0 si x =0.

Es claro que f es discontinua en x = 0. Sin embargo, puesto que el rango de f es el intervalo
[—1,1] se tiene que f posee la PVL.

El resultado anterior establece que la PVI no es una propiedad exclusiva de las funciones
continuas. De hecho, existen funciones que poseen la PVI que no son continuas en ningtn punto
de su dominio (véase el Corolario 6.5.36, pagina 342).

Teorema 3.1.21 (Darboux). Si f : [a,b] — R es una funcion diferenciable en [a,b], entonces f' posee
la PVL

Prueba. Sean x,y € [4,b] con x < y y suponga que c es cualquier punto entre f'(x) y f'(y).
Sin perder generalidad, podemos asumir que f’(x) > f’(y). Defina la funcién G : [x,y] - R
por G(t) = f(t) —ct. Puesto que G es diferenciable sobre [a,b], ella es continua sobre dicho
intervalo y, en consecuencia, alcanza su médximo en algun punto fy € [x,y]. En particular,
G'(ty) = 0. Observe ahora que G'(x) = f'(x) —c > 0, por lo que fp # x. Similarmente,
G'(y) = f'(y) —c < 0 vy, entonces, ty # y. Esto nos garantiza que ty € (x,y) vy, por lo tanto,
0=G'(to) = f'(to) —c. |

Uno entonces se pregunta, ;bajo qué condiciones adicionales, si es que existen, la PVI implica
continuidad? La respuesta viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 3.1.22. Sea f : [a,b] — R una funcién inyectiva la cual satisface la PVI sobre [a,b]. Enton-
ces f es continua sobre [a,b].

Prueba. Nuestra primera tarea es demostrar que f es estrictamente monétona sobre [a, b]. Para
ver esto, sean xq,x» € [a,b] con x; < x. Puesto que f es inyectiva, resulta que f(x1) # f(x2).
Suponga que f(x1) < f(x2). Si x1 < u < xp, entonces se debe cumplir que f(x1) < f(u) <
f(x2). En efecto, de ocurrir la desigualdad f(u) > f(x2), tendriamos las desigualdades f(x1) <
f(x2) < f(u) y entonces la PVI nos proporcionard un x € (xq,u) tal que f(x) = f(x2) lo que
negaria la hipétesis de que f es inyectiva. Similarmente, la desigualdad f(u) < f(x;) no puede
ocurrir.

Para demostrar la continuidad de f asumiremos que ella es estrictamente creciente sobre [a, b]
y tomemos x € [4,b]. Si f es discontinua en x, entonces debemos tener que f(x~) < f(x) o
f(x) < f(xT), donde f(x~) y f(xT) son, respectivamente, los limites laterales por la izquierda
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y por la derecha de f en x. Si, por ejemplo, ocurre que f(x) < f(x*), entonces la PVI no se
cumple sobre [x,x + J] para cualquier § > 0. Por esto, debemos tener que f(x) = f(x¥). De
modo similar se tiene que f(x) = f(x~) y termina la prueba. |

Una fécil aplicacién de la Propiedad del Valor Intermedio para funciones continuas es el
siguiente el hecho:

Corolario 3.1.23. Si f : [a,b] — R es una funcion continua estrictamente creciente sobre [a, D],
entonces f(J) es un intervalo para cualquier intervalo | C [a, b].

Prueba. Suponga que | = (x,y) C [a,b] ysea x < t <y. Como f es estrictamente creciente
sobre [a,b], se tiene que f(x) < f(t) < f(y) y, por lo tanto,

fxy) <€ (f(x), f())-

Por otro lado, si ¢ € (f(x), f(y)), entonces por ser f continua sobre [a,b], la Propiedad del
Valor Intermedio nos garantiza la existencia de un t € (x,y) tal que f(t) = ¢. Esto nos indica

que (f(x), f(y)) € f((x,y)) y termina la prueba. [

La siguiente funcién es una modificacion de la funcién de Dirichlet. Es un ejemplo interesante
de una funcién que es continua en los irracionales pero discontinua en los racionales. Esto, por supuesto,
constituye un hecho que sorprende a la imaginacién. Pero si ese hecho resulta curioso, no menos
curioso es este otro: el Teorema de Categoria de Baire garantiza (véase la consecuencia TBC(7) en
la péagina 140) que es imposible construir una funcién f : [0,1] — R que sea continua en los racionales
y discontinua en los irracionales. Estos, y tantos otros resultados similares, revelan que continuidad
es un asunto que hay que analizar con mucha precauciéon. En lo que sigue designaremos por Q*
al conjunto de los nimeros racionales en forma irreducible, es decir, p/q € Q* si p y g son
primos relativos.

Ejemplo 3.1.1. Considere la funcion de Thomae f : R — R definida por

1
- si x=p/q€Q,
flx) = 41
0 si xeR\Q.

Entonces f es continua en los irracionales pero discontinua en los racionales.
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Prueba. Veamos, en primer lugar, que f es discontinua sobre Q. Sea x = p/q € Q*. Como el
conjunto de los nimeros irracionales es denso en R, podemos elegir una sucesién de ntimeros
irracionales (x,)5’ ; tal que lim,_,. X, = x. Por definicién, f(x,) = 0 para todo n € IN, mientras
que f(x) =1/g # 0, es decir, lim, .« f(x,) # f(x). Esto prueba la discontinuidad de f en x € Q
y como x es arbitrario, concluimos que f es discontinua sobre Q.

Para probar que f es continua sobre los irracionales, serd suficiente, por la periodicidad de
f, demostrarla en lo irracionales del intervalo (0,1). Tomemos cualquier xp € (0,1) \ Q y sea
0 < e < 1. Elijamos un N € N tal que & < e. Nuestro objetivo es determinar un intervalo abierto
con centro en xp, digamos J, que no contenga ningtin racional en forma reducida de la siguiente

lista

1 1 2 1 3 1 2 3 4 N-1
> ¥ ¥ ¥ ¥ 5 5 5 5 0 TN 31D

¢Por qué la eleccién de | es la adecuada? Pues bien, supongamos que hemos obtenido el intervalo

J y tomemos cualquier x € J. Notemos ahora que:

= si x es irracional, entonces f(x) = f(xp) = 0y, en consecuencia,
[f(x) = f(x0)| = 0 < &

= si x es racional, entonces dicho nimero no es ninguno de los que aparecen en (3.1.1) y, por

consiguiente, su denominador debe ser mayor que N, es decir, x es de la forma P con qg>N

y, por lo tanto,

()~ f(xo)| = |f(x)] = j} <=

Esto demuestra la continuidad de f en x¢ y la prueba finalizard una vez hallamos construido el
intervalo J. El procedimiento para obtener el intervalo abierto | es muy sencillo: en efecto, sea

Sy = {p/q€(0,1): p,q son primos relativos con g < N}

Es claro que Sy es un conjunto finito y sus elementos son precisamente los puntos que aparecen
en la lista (3.1.1). Ahora bien, como Sy es finito, podemos determinar un § > 0 tal que | :=
(xo—6,x+06) C(0,1) ycon SyN(xg—9J,xp+6) = &. Esto termina la prueba. [

La funcién de Thomae también recibe los siguientes nombres: funcién de las palomitas de maiz,
funcion de las gotas de lluvias, la funcién reglada y la funcion Estrellas sobre Babilonia. Otra funcién que
es continua en los irracionales y discontinua en los racionales es la siguiente.

Ejemplo 3.1.2. Sea (r,)_, una lista de los niimeros racionales en [0,1]. Defina la funcién f : [0,1] —
R por

) Z 2%, si x € (0,1]
X) = ne Dy

0, si x =0,

donde Dy = {n € N : r, < x}. Entonces f, ademds de ser estrictamente creciente, es continua en los
irracionales y discontinua en los racionales de [0, 1].
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Prueba. Para demostrar que f es estrictamente creciente, sean x1,x; € [0,1] con x; < xp. En-

tonces
1 1 1 B
Do = Dm T2 T X 211 = f(n)
nelN, nelN, nelN, nelN,
rn < X rn < X1 x1 <1y <X Tn <X1

Para ver la segunda parte, sea ¢ > 0. Puesto que la serie Y, ;1/2" converge, existe un

N € N tal que
S
: 2 '

Sea y un numero irracional en [0,1] y defina
d=max{ly—rj :1<j< N}

Vamos a demostrar que
fx)=fly) < e

para cualquier x € [0,1] que satisfaga 0 < x —y < 4. En efecto, observe en primer lugar que, si
n es cualquier namero natural tal que y < r, < x, entonces n > N. Para ver esto, suponga por
un momento que n < N. Como y < r, < x, resulta entonces que r, —y < x —y < J lo cual es
imposible por la definicién de 6. De lo anterior se deduce que si x —y < é, entonces

fO-f) = Y g < Zzl
{n:y<r,<x} n=N

Esto prueba la continuidad de f en cualquier irracional y € [0, 1].

Suponga ahora que y es un racional arbitrario en [0,1]. Entonces y = r,, para algtin m € IN.
Admitamos, por un momento, que f es continua en y y escojamos un 6 > 0 tal que si 0 <
x —y < J, entonces f(x) — f(y) < e. Puesto que

1 1
e fO)-fW) = Y o 2o

{n:y<r,<x}
entonces se obtiene una contradiccién si nuestro ¢ se elige tan pequefio de modo que ¢ < 27,, . De
esto se concluye que f es discontinua en cada racional de [0,1] y termina la prueba. n
3.1.3. Oscilacién y Discontinuidad de una Funcién

Como siempre V(x,d) denotara un entorno de x en [a,b], es decir, V(x,d) es de la forma
V(x,0) = (x—4,x+6)N|[a,b] para algan ¢ > 0.

Recordemos que una funcién f : [4,b] — R es continua en xy € [4,b] si, dado ¢ > 0, existe un
0 >0 tal que |f(x) — f(x0)| < € siempre que x € V(xg,d). Esto nos indica que

f(V(x0,6)) € (f(x0) =& f(x0) +¢).

Nuestro primer resultado estable que cualquier funcién continua que es positiva en un punto
posee un entorno alrededor de dicho donde la funcién sigue siendo positiva.
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Teorema 3.1.24. Sea f : [a,b] — R continua sobre [a,b] y suponga que f(xo) > 0 para algiin
Xo € [a,b]. Entonces existe un 6 > 0 tal que f(x) > 0 para todo x € V(xg,0).

Prueba. Puesto que f es continua en X, resulta que tomando ¢ = f(x()/2, podemos encontrar
un 6 > 0 de modo tal que

|f(x) — f(x0)] < & paratodo x € V(xp,9).
En particular, f(xp) —¢e < f(x) para todo x € V(xo,9), es decir,
f(x) > f(x0) — f(x0)/2 = f(x0)/2 >0 paratodo x € V(xg,9).
La prueba es completa. n

Un conjunto G C R se dice que es un G; si él se puede escribir en la forma G = (,_; Gy,
donde cada G, es un conjunto abierto. Como siempre, el simbolo PC(f) lo usaremos exclusiva-
mente para representar el conjunto de los puntos de continuidad de f.

Teorema 3.1.25. Sea f : [a,b] — R una funcion arbitraria. Entonces PC(f) es un Gs.
Prueba. Sea a € PC(f). Por definicién, para cada n > 1, existe un entorno V(a,4}) de a tal que
|f(x) — f(a)] < 1/n siempre que x € V(a,d;).

Para cada n > 1, sea

Go = |J V()

acPC(f)

y defina G = (;_; G,. Claramente cada G, es un conjunto abierto conteniendo a PC(f) vy, por
lo tanto, G es un G;. Nuestra tarea es demostrar que G = PC(f).

Puesto que PC(f) C G, para todo n > 1, se sigue que PC(f) C G. Para demostrar la otra
inclusién, sea xg € G. Veamos que f es continua en xq. En efecto, fijemos un € > 0 arbitrario y
seleccionemos un entero positivo k tal que 1/k < &/2. Por definicién, xg € Gy, lo cual significa
que xg € V(a,0}) para algin a € PC(f). Puesto que V(a,5]) es un conjunto abierto, existe un
0 >0 tal que

(XO —J, Xo —f—(s) - V(a,&,‘;).

Finalmente, si x € (xo —J, xg + ), entonces

() — fx)| < IF@) — F@)] + |f(@) - f(xo)| < 1/k + 17k < e

Esto prueba que f es continua en xg y, por lo tanto, G C PC(f) y concluye la prueba. n

Otra forma de demostrar el resultado anterior es a través de la nocién de oscilacién de una
funcién. Es René Baire quien introduce este concepto en su tesis para “medir” cudnto salta una
funcién en una discontinuidad. Recordemos que

Un punto xg € [a,b] es un punto de discontinuidad de f si, y sélo si, existe un ¢ > 0 con la

siquiente propiedad: para cada & > 0, existe un x5 € V(xo,06) para el cual se cumple que

|f(x5) — f(x0)| > e

Lo anterior se puede expresar en la forma:
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Una funcion f es discontinua en xo € [a,b], si existe un ¢ > 0 con la siguiente propiedad: para
cualquier intervalo abierto I contenido en [a,b] con xo € I, se cumple que

diam(f(I)) = sup{|f(x) —f(y)| : x,y €I} > e

La siguiente definicién permitird describir a Disc(f), el conjunto de los puntos de discontinuidad
de f, en términos de estos supremos. Recordemos antes, véase el Corolario 2.1.13, que si f :
[2,b] — R es funcién acotada, entonces

sup {|f(x) = f(y)| : x,y € F} = sup f(x) — inf f(x)

x€F xeF
para cualquier conjunto no vacio F C [a,b].

Definicién 3.1.26. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada sobre [a,b]. Para cada subconjunto F de
la, b], definimos la oscilacién de f en F como

osc(f,F) = sup f(x) — inf f(x)

x€F xeF
= sup {[f(x) = f(W)| : x,y € F}
= diam (f(F)).

Por supuesto, si f no es acotada sobre F, pondremos osc (f,F) = co. Observe que si 1 < 2,
entonces para cada x € [a,b],

osc (f,V(x,01)) <osc(f,V(x,6)),

de modo que la funcién w; : (0,4+00) — R definida por wy(6) = osc (f, V(x,8)) es creciente y
no-negativa. Usando lo anterior podemos justificar la siguiente definicion:

Definicién 3.1.27. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Para cada x € [a,b], la oscilacién de f en
x se define como

osc(f,x) = ;r>1£ osc (f, V(x,9))
= lim osc(f, V(x,46)).

o0—0t

El siguiente resultado caracteriza la continuidad de una funcién en términos de su oscilacién
en un punto.

Teorema 3.1.28. Sea f : [a,b] — R una funcion. Entonces
(1) PC(f) = {x € [a,b] : osc(f,x)=0}.

(2) Para cada € > 0, el conjunto Op(e) = {x € [a,b] : osc(f,x) < &} es abierto en [a, ].

Prueba. (1) Sea x € PC(f). Dado € > 0 existe, por la continuidad de f en x, un § > 0 para el cual
se cumple que f(V(x,6)) C (f(x) —&/2, f(x) +¢/2). De aqui se sigue osc (f, x) < ey comoe > 0
es arbitrario, concluimos que osc (f,x) = 0. Esto prueba que PC(f) C {x € [a,b] : osc(f,x) =
0}.

Para demostrar la otra inclusion, sea x € [a,b] tal que osc(f,x) = 0. Entonces, dado ¢ > 0,
existeun § > 0 tal que |f(y) — f(z)| < € paratodo y,z € V(x,6). Enparticular, |f(x) — f(y)| <e
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para todo y € V(x,6). Con esto hemos demostrado que x € PC(f) y con ello la prueba de la
primera parte del teorema.

(2) Sean ¢ > 0 y x € Of(e). Entonces osc(f,x) = infs~g osc(f,V(x,6)) < e y, por lo tanto,
existe un dy > 0 tal que osc (f, V(x,0p)) < e. Sea 6 = dp/2 y veamos que

V(x,8) € Of(e).
En efecto, sea y € V(x,6). Si |z —y| < 4, entonces
z—x| < |z—y|l+|y—x] < 6+ = &
y, por consiguiente, se cumple que V(y,6) C V(x,dp). Por esto,
1f(z) — f(Z')] < & paratodo zz' €V(yd),

es decir, osc(f,V(y,6)) < € yasi, osc(f,y) < e Como y € V(x,0) es arbitrario, resulta
entonces que V(x,0) C Of(e). Esto termina la prueba. [

Observemos que el Teorema 3.1.28 nos dice que
x € Disc(f) <« osc(f,x) >0,

es decir,
Disc(f) = {x € [a,b]: osc(f, x) > 0}.

Ademds, puesto que el conjunto Of(e) es abierto en [a, b] para cada & > 0, resulta que el conjunto
Di(f) = {x€e[ab]: osc(f,x) >e} = [a,b]\Ose)

es cerrado en [a,b] para cada ¢ > 0. En particular, D.(f) es compacto para todo ¢ > 0. Mas
aun, Disc(f) se puede representar en la forma

Disc(f) = [a,b] \ PC(f)
= [a,b] : osc(f,x) >0}

X €
{ : osc(f, 1) >

=
H/_/

C e HC8 FRRC)

Dl/n(f)-

1

3
Il

De esto se obtiene que Disc(f) es un F, y, por lo tanto, PC(f) es un G;.

Teorema 3.1.29. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada sobre [a,b]. Entonces Disc(f) N Ly esalo
mds numerable, donde L, = {x € (ab]: f(x) existe}.

Prueba. Puesto que Disc(f) = U, D1/,(f), resulta que

[ee]

Disc(f)ﬁLjT = U (Dl/n(f)mL;)

n=1
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y, en consecuencia, es suficiente demostrar que el conjunto Dy, (f) N Liesa lo mé&s numerable.
Fijemos un n € IN y sea xp € Dy/,,(f) N L;. Como xp € Ly, existeun 6 >0 tal que

1
f(x) = flxg)] < o™ para todo x € (x9 —J,x0),

de donde se sigue que
1
|f(u) — f(v)] < ~ para todo u,v € (xg— 6, xp).

Esto ultimo nos indica que osc(f, (xo —,xp)) < 1/n vy, en consecuencia,
si x € (xp — 6, xp), entonces osc(f,x) <1/n.

Por otro lado, como xg € Dy,,(f), se tiene que osc(f,x) > 1/n y por lo tanto, xg es el extremo
derecho de algun intervalo abierto, digamos Jy,, el cual no contiene puntos de Dy, (f) N Ly. EBs

claro que si x,y son puntos distintos en Dy, (f) N Lj?, entonces [, N ], = &. Por esto, la familia
de intervalos abiertos {] : x € Dy,,(f) N LJT} es disjunta, de donde se obtiene que ella es a lo
mds numerable y, por consiguiente, Dy, (f) N LJ? es a lo mds numerable. u

Un argumento enteramente similar nos revela que Disc(f) N Ljf es a lo mas numerable, donde

Ljf = {x¢€(ab) : f(xT)existe}.

De nuevo, sea f : [a,b] — R una funcién arbitraria. Los puntos de Disc(f) se pueden
clasificar en dos grandes categorias: los que son de la primera especie y los que son de la segunda
especie.

Definicién 3.1.30. Sea f : [a,b] — R una funcion. Un punto x € Disc(f) es llamado un punto de
discontinuidad de la primera especie, si lo limites

f(x) = lim f(t) y f(x7) = lim f(#)

t—x+ t—x—

existen.

Por supuesto, x € Disc(f) es un punto de discontinuidad de la primera especie significa que

f() = f(x7) # f(x) o fG7) # fxT).

Si ocurre que f(x*) = f(x7) # f(x), entonces se dice que x es una discontinuidad removible.
Si por el contrario, f(x~) # f(x"), entonces diremos que x es una discontinuidad de salto.
Todas las otras discontinuidades son llamadas de la segunda especie. Por ejemplo, las funciones

1 1

— si x#0 sen<—> si x#0
flx) = 4% y g(x) = X

0 si x=0 0 si x=0

poseen, ambas, una discontinuidad de la segunda especie en x = 0.
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Definicién 3.1.31. Una funcién ¢ : [a,b] — R se llama una funcién en escalera, o funcién escalo-
nada, si existen niimeros xo, X1, ..., X, en [a,b] tales que

(iJa=xo<x1<---<x,=by

(if) @ es constante en cada intervalo abierto (xj_1,%;), j=1,2,...n.

Sea ¢ : [a,b] — R una funcién en escalera y suponga que ¢(x) = ¢; para todo x € (x;_1, ;)
paracada j € {1,...,n}. Observe que los valores ¢(xp),..., ¢(x,) de los puntos extremos de los
intervalos [x;_1,x;j+1] pueden no coincidir con los nimeros ¢y, ..., c,. Sin embargo, toda funcién
representada en la forma

QD(X) = Z Cj X[].
=1

donde a = xp < x1 < -~ <x,=0b, I, = [xi_1,x;], paraj = 1,2,...n y los ¢; son nameros
] j—1s 4 y j
reales, es una funcién en escalera.

[ ]

Cy 4+ O——C)
Cq4+ On—

[ ]
C1 P—)

| | | |

| | I I
X0 X1 X2 X3 X4
c3+

El conjunto de todas las funciones escalonadas ¢ : [a,b] — R sera denotado por Esc([a,b]). Es
facil establecer que Esc([a,b]) es un subespacio vectorial de B ([a,b]). Notese que el nimero
de discontinuidades de cualquier ¢ € Esc([a, b]) es finito y todas son de salto.

Teorema 3.1.32. Si f : [a,b] — R es una funcién con la PVI, entonces toda discontinuidad de f es
de la segunda especie.

Prueba. Suponga, para arribar a una contradiccién, que f posee una discontinuidad de la pri-
mera especie, digamos xo y que, por ejemplo, dicha discontinuidad es de salto. En este caso

f(xy) # f(xg). Para fijar idea, suponga que f(x,) < f(xg) y que c es tal que ¢ # f(xo) y
f(xy) < ¢ < f(xg). Ahora bien, puesto que f(x;) = Em f(x), tomando &€ = c— f(x,) > 0,
X—X0—

existe un 41 > 0 tal que
|f(x) —f(xy)] < & paracada x € [a,b] con 0<xp—x <Ji. (PVLL)

Similarmente, eligiendo ¢ = f(xj ) — ¢ > 0, existe un d, > 0 tal que

If(x) — f(xg)] < ¢ paracada x € [a,b] con 0<x—xy < dy. (PVI)
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Observe que (PVI;) implica que

f(x) < ¢ para xp—9d; < x < x. (1)
Similarmente, (PVI,) implica que

f(x) > ¢ para xp < x < x9+ . (2)
Seleccione dos numeros cualesquiera en [4,b], digamos x; y x» tales que

Xo—01 < x1 < x0 < x2 < x9+62
y observe que de (1) y (2) se obtiene que

fla) < e < fx)

Esto dltimo combinado con el hecho de que ¢ # f(xp), nos indica que no existe t € (x1, x2) para
el cual f(t) = c¢ lo que contradice nuestra hipétesis de que f posee la PVL. Suponga ahora que
Xo es una desigualdad removible, es decir,

flxg) = f(xg) # f(xo).

Sea L = f(x;j) = f(x;) y seleccione un ¢y > 0 tal que f(xo) ¢ (L —eo, L +¢p). Sin perder
generalidad, asumiremos que f(xp) > L+¢p (el caso f(xp) < L —¢g se trata de modo similar).
De la definicién de limite se sigue la existencia de un J > 0 tal que

L—¢g < f(x) < L4+¢ paratodo x € (xo—3,x0+0) x# xo. (PVI3)

Finalmente, seleccione cualquier x; € (xo —,x0+J) con x1 # xo y observe que L+ ¢y estd entre
f(x0) v f(x1). Sin embargo, por (PVI3), ningtin x entre xy y x; cumple que f(x) = L+ ¢o.
Esto, por supuesto, contradice la PVI y termina la prueba. n

Si f:[a,b] - R es una funcién diferenciable en [g,b], entonces el Teorema de Darboux,
Teorema 3.1.21, nos dice que f’ posee la Propiedad del Valor Intermedio y, por consiguiente, se
cumple que:

Corolario 3.1.33. Si f: [a,b] — R es una funcién diferenciable sobre [a,b], entonces toda disconti-
nuidad de f' es de la sequnda especie.

El siguiente resultado es el ingrediente fundamental para establecer que los puntos de discon-
tinuidad de cualquier funcién monétona es a lo mds numerable.

Teorema 3.1.34. Si f : [a,b] — R es mondtona sobre [a,b], entonces f(x~) y f(xT) existen para
cualquier x € (a,b). En particular, todos los puntos de discontinuidad de f son de salto.

Prueba. Sin perder generalidad, asumiremos que f es creciente. Sea x € (a,b) y considere el
conjunto

Ay = {f(t) : t<x}.
Como f es creciente, A, estd acotado superiormente por f(x) y, por consiguiente, gracias al
Axioma del Supremo, sup A, existe y es menor o igual a f(x). Defina entonces

Ay = supAx = sup{f(t) : t <x}.
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Dado cualquier € > 0, se tiene que Ay — e < Ay y se sigue de las propiedades del supremo que
existeun yp € Ay = {f(t) i< x} tal que Ay —e <yp < Ay. Observe que como yg € Ay, existe
un ' < x tal que yo = f(') y puesto que f es creciente resulta, tomando 6 = x — /, que para
todo z € [a,b] con x —F <z < x, estoes, ' <z < x secumple que yo = f(¥') < f(z) < f(x).
Ahora bien, como f(z) € {f(t) : t < x} setiene que f(z) <sup{f(t) : t <x} = Ay, de donde
se sigue que Ay —e < yp = f(t') < f(z) < Ay < Ax +¢. De aqui se obtiene que

|f(z) —Ay| < € siempreque x—J <z <x,

lo cual prueba que lim; ,,- f(t) = Ay < f(x). Similarmente, se comprueba que

f(x) > Um f(t) = inf{f(t) : t>x},
t—xt
de donde se sigue que los limites f(x7) y f(x") existeny f(x7) < f(x) < f(x™).
Suponga ahora que x € Disc(f) N (a,b). Siendo x un punto de discontinuidad de f, resulta
que f(x7) < f(x) < f(x*) obien f(x7) < f(x) < f(x*). En cualquier caso f(x*)— f(x7) >0
y termina la prueba. [

Corolario 3.1.35. Si f : [a,b] — R es mondtona sobre [a,b], entonces Disc(f) es a lo mds numera-
ble.

Prueba. Suponga que f es creciente. Por el resultado anterior, todos los puntos de Disc(f) son
de salto y, en consecuencia, como estamos asumiendo que f es creciente, resulta que

f(x7) = lim f(t) < lm f(t) = f(x)

t—x— t—x+
para todo x € Disc(f). Seleccione, por cada x € Disc(f), un nimero racional ry € [4,b] tal que

limy_y— f(t) < ry < limy .y f(t). Es claro que si x,y son puntos distintos en Disc(f), entonces
ry # 1y. Esto prueba que la aplicacion

¢ : Disc(f) - Q definida por P(x) = ry

es inyectiva y, por lo tanto, como Q es numerable, resulta que el conjunto Disc(f) es a lo mas
numerable. ]

Por supuesto, si f: R — R es monétona sobre R, entonces como R = (J;;[~n,1] y fli_p
es monoétona sobre [—n, n], resulta que Disc(f) es a lo méds numerable.

Definicién 3.1.36. Una funciéon f : R — R se dice que es continua por la derecha sobre R si para
cada x € R, se tiene que f(x) = f(x™).
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,/ f creciente y continua por la derecha

/

—/

El siguiente resultado muestra que, dada cualquier funcién creciente, siempre se puede cons-
truir una funcién continua por la derecha.

Corolario 3.1.37. Si f : R — R es una funcién creciente sobre R, entonces la funcion g, : R — R
definida por
g (x) = f(x") paratodo x € R

es creciente y continua por la derecha sobre R.

Prueba. Claramente g, es creciente. Para ver que ella también es continua por la derecha, sea
x € R. Entonces

g+(x") = lim g (t) = Mm f(t7) = f(x") = g.(x).

t—x+ t—x+

Fin de la prueba. n

Denote por Mon([a,b]) la familia de todas las funciones f : [a,b] — R que son monétonas sobre
[a,b]. Observe que por el Teorema 3.1.34, toda funcién f € Mon([a, b]) posee limites laterales
finitos en cada punto x € [a,b]. Esto permite considerar la siguiente clase de funciones:

Definicién 3.1.38. Una funcion f : [a,b] — R se dice regulada sobre [a, | si ella posee limites laterales
finitos en cada punto x € [a,b], donde convenimos en definir f(a~) = f(a) y f(b*) = f(b).

Denote por Reg([a,b]) a la familia de todas las funciones f : [a,b] — R que son reguladas so-
bre [a,b], y observe que, gracias al Teorema 3.1.34, Mon([a,b]) C Reg([a,b]). Por otro lado,
Mon([a, b]) # Reg([a,b]) ya que existen funciones reguladas que no son monétonas. Por ejem-
plo, cualquier funcién en escalera pertenece a Reg([a,b]) y, por supuesto, no todas ellas son
monotonas. Asi mismo, resulta claro que C([a,b]) & Reg(]a, b]).

3.1.4. Convergencia de Sucesiones de Funciones

Sea X un subconjunto no vacio de R. Para cada n € IN, sea f, : X — R una funcién. La
sucesion de funciones (f,)_; se dice que converge puntualmente a f en X, donde f: X — R
si la sucesion numérica (f,(x))$’ ; converge a f(x) para cada x € X, en otras palabras, si para
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cada x € X ycada £ > 0, existe un N € IN, que por lo general depende tanto de x asi como de
g, tal que
|fu(x) — f(x)| < & paratodo n>N.

Observe que esto es equivalente a afirmar lo siguiente: la sucesién (f,)$’ ; converge puntual-
mente (a una cierta funcién) en X si, para cada x € X y cada ¢ > 0, existeun N = N(x,¢) € N
tal que

|fu(x) = fu(x)| < e paratodo m,n> N.

Escribiremos f, — f puntualmente cuando la sucesion (f,);> ; converjaa f puntualmente en X.
Ejemplo 3.1.3. Para cada m € N, defina la funcion f,, : R — R por

fu(x) = lim (cosm!nx)Zn, x €R.
n—o00

Entonces f, — Xo puntualmente.

Prueba. Sea x = p/gq un nimero racional. Sin perder generalidad, podemos asumir que g > 1
y p € Z. Entonces m!x es un entero para cualquier nimero natural m > g y, en consecuencia,
cosm!rx = £1. Para tales m’s resulta que

2n

fn(x) = lUm (cosm!mx)™ =1

n—oo
y, por lo tanto, lim, .« fu(x) = 1. Por otro lado, si x es irracional, también lo es m!x para
cualquier entero m y, en consecuencia, m!7tx no es un multiplo entero de 7. De esto se sigue
que |cosm!mx| <1 y, en consecuencia,

. 2n
fu(x) = lim (cosm!mx)™ = 0.
n—oo
Tomando limite cuando m tiende a infinito, resulta que lim;, ;o fi(x) = 0 si x es irracional. En
conclusion,

lim, fiu(x) = xo(x)

m—o0

para cada x € R, es decir, f, — Xg puntualmente. n

La convergencia puntual de una sucesién de funciones continuas no garantiza que su limite,
en caso de existir, sea una funcién continua. Por ejemplo, si f,(x) = x" para todo x € [0,1]
resulta que la sucesion (f,)7; converge puntualmente a la funcién discontinua f, la cual vale
1 en x =1 y 0 en los puntos restantes. Por consiguiente, se requiere algo més que convergencia
puntual para garantizar que la funcién limite herede la propiedad de continuidad. Esta y otras
circunstancias evidencian la necesidad de introducir una nocién mas fuerte que la convergencia
puntual de modo que garantice, por ejemplo, la continuidad de la funcién limite.

Definicién 3.1.39. Una sucesion de funciones (f,)5_, definidas sobre un conjunto X y a valores reales
se dice que converge uniformemente sobre X a una funcion f : X — R si, dado ¢ > 0, existe un
N = N(e) € N, que depende tinicamente de ¢, tal que si n > N entonces se verifica que

|fu(x) — f(x)| < €& paratodo x € X.
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Como antes, escribiremos f, — f uniformemente cuando la sucesién (f,);" , converja a f
uniformemente. Observe que (f,){_; converge uniformemente a una funcién f sobre X si, y
sélo si,

lim sup {|f,(x) ~ f(x)] : x€ X} = lm [ fu—fllo = 0.

n—o0

Resulta claro que la convergencia uniforme implica la convergencia puntual pero no reciproca-
mente.

Algunos de los enormes beneficios que genera la convergencia uniforme de sucesiones de
funciones se muestran en los siguientes cuatro resultados.

Teorema 3.1.40. Sea (f,);’_, una sucesion de funciones continuas definidas sobre un espacio métrico
(X,d). Si (fu)yy., converge uniformemente sobre X a una funcion f : X — R, entonces f es
continua sobre X.

Prueba. Sea ¢ > 0. Segun la definicién de convergencia uniforme, existe un N € IN tal que si
n > N se verifica que
|fu(x) — f(x)| < €/3 paratodo x € X.

Fijemos un n > N ysea x € X. Como f, es continua en x, existe un J > 0 tal que

|fn(x) _fn(y)‘ < ¢/3
siempre que d(x,y) < 6. De esto resulta que si d(x,y) < J, entonces
() = fW)] = [f(x) = ful®) + fulx) = fuly) + fuly) = FW)]

= |f(x) = fu(®)] + [fulx) = )| + |fu(y) — f(¥)]
< €/3+¢/3+¢/3 =c¢

Esto prueba la continuidad de f en x y como x fue elegido arbitrariamente, concluimos que f
es continua sobre X. u

Un resultado que puede resultar ttil en otras situaciones que involucra convergencia uniforme
de funciones continuas es el siguiente.

Teorema 3.1.41. Sea (f,)5° , una sucesion de funciones continuas definidas sobre un espacio métrico
(X,d) que converge uniformemente sobre X a una funcion f : X — R. Si (x,){_, es una sucesion
en X que converge a un punto xo € X, entonces

lim f,(x,) = f(xo).

n—oo

Prueba. Sea ¢ > 0. Queremos demostrar la existencia de un N € IN tal que
|fu(xn) — f(x0)] < € paratodo n > N.

Por el Teorema 3.1.40 sabemos que f es continua sobre X, de modo que podemos determinar la
existencia un J > 0 para el cual

f(x) = f(x)] < 5 siempre que d(x,x) <.
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Por otro lado, como x, — xp, existe, para el J hallado anteriormente, un N; € IN tal que
d(x,,x0) < & paratodo n > Nj.
También, puesto que f, — f uniformemente, existe un N, € N tal que
|fu(x) — f(x)] < &€ paratodo n >N, ytodo x € X.

Si ahora escojemos N = méx{Nj, N, }, resulta que si n > N, entonces

€

fulwn) = F0)l < Ufulx) = Flun)] + 1fG) = flxo)l < S+5 = e
La prueba es completa. n

Con las notaciones del resultado anterior, si escribimos X, = fu(xn) para todo m,n > 1,
entonces se tiene que

lim lim x,,, = lm lim x,, = f(xo).
n—o0 1m—00 m—00 N—00

Por supuesto, existen sucesiones dobles (xux);, ,—; tales que la igualdad anterior no se cumple.
Por ejemplo, si tomamos x,,, = m/(m + n), resulta que

Iim lim x,, = 1 y lim lim x,,, = 0.
n—00 m—r00 mM—00 1—00

Tal vez uno de los criterios mas importantes respecto a la convergencia uniforme de sucesiones
de funciones es el siguiente.

Teorema 3.1.42 (Criterio Uniforme de Cauchy). Una sucesién (f,)5_, de funciones a valores reales
definidas sobre X. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) (fu);., converge uniformemente sobre X.

(2) Dado & > 0, existe un N € IN tal que si m,n > N entonces

‘fm(x) _fn(x)| < €

para todo x € X.

Prueba. Suponga que f, — f uniformemente sobre X y sea ¢ > 0. Por definicién de conver-
gencia uniforme, existe un N € N tal que si n > N, entonces

[fn(x) = f(2)] < €/2

para todo x € X. De aqui se sigue que si m,n > N entonces se cumple que

[fn(x) = fu(0)| < [fun(x) = )| + [fulx) = f(x)] < e

para todo x € X.

Reciprocamente, suponga que la condiciéon (2) de Cauchy es vélida. Puesto que R es com-
pleto, para cada x € X, la sucesion (f,(x))$’; converge a un limite en R que llamaremos f(x).
Por lo tanto, (f,);_; converge puntualmente a f : X — R. Para ver que ella también converge
uniformemente, sea ¢ > 0 y suponga que existe un N € IN tal que si m,n > N, la desigualdad

[fn(x) = fu(x)| < &
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es valida para todo x € X. Fijando n y haciendo que m — oo la desigualdad anterior se

convierte en
f(x) = fu(x)] < e

que resulta valida para todo x € X y todo n > N. [

Sea (fn)iy_; una sucesion de funciones definidas sobre X y para cada n € N, definamos
Sy = f1+"'+fn'

A la sucesion (Sn)f:l la llamaremos la serie asociada a (f,);’_; y denotada en lo sucesivo por
>ooq fu Laserie Y 7", fu converge puntualmente a una funcién f si, para cada x, la sucesion
numérica (S,(x));_; convergea f(x). En este caso se dice que f esla suma de la serie (f,)5;.
Similarmente, la serie >, ; fx converge uniformemente sobre X a una funcién f si, la sucesién
(Sn)$_, converge uniformemente sobre X a f.

Es importante advertir que la expresién » ;" ; f, no indica que la serie converja, es s6lo una
notacién. Se mencionara explicitamente si una serie dada converge o no. Por ejemplo, la serie
Yoo  x"1 converge puntualmente en (—1,1) y susumaes f(x) =1/(1—x).

El siguiente test para la convergencia uniforme de una serie dada debido a K. Weierstrass, es
muy conveniente.

Teorema 3.1.43 (M-Test de Weierstrass). Sea (f,)5_, una sucesion de funciones a valores reales defi-
nidas sobre un conjunto X. Suponga que, para cada n € IN, existe una constante no negativa M, tal
que

|fn(x)| < M, paratodo x € X.

Si Y04 M, < oo, entonces la serie Y " | fu converge uniformemente sobre X.

Prueba. Sea ¢ > 0. Como la serie Zf:’:l M, converge, existeun N € N tal quesi m >n > N,
entonces Z;”:n 11 M; < e Porlo tanto, para todo x € X se cumple que

[Su(x) =Sa(x)] < D Ifix)] < D My <

j=n+1 j=n+1

siempre que m > n > N. Del Criterio Uniforme de Cauchy se sigue que la serie > ; fu
converge uniformemente sobre X. n

3.1.5. Una Funcién Continua Nunca Diferenciable

El objetivo de esta corta seccion es presentar un ejemplo sencillo de una funcién continua nun-
ca diferenciable, es decir, que no posee derivada finita en ningtin punto de su dominio. La primera
demostracion de la existencia de una funcién continua nunca diferenciable parece provenir del
matematico checo Bernard Placidus Tohann Nepomuk Bolzano (1781-1848). Su trabajo matemé-
tico pasé casi desapercibido y nunca recibi6 el reconocimiento que merecia salvo mucho tiempo
después de su muerte. Bolzano era contemporaneo de Weierstrass. Ademds de dar definiciones
similares de limite, derivada, continuidad y convergencia, también hizo valiosas contribuciones a
la l6gica y la teoria de conjuntos (véase, por ejemplo, [15]). Bolzano invento, alrededor del afio
1830, un procedimiento para la construccién de funciones continuas nunca diferenciables que es
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muy distinta a otras construcciones de funciones con propiedades similares. El proceso de crea-
cién de Bolzano es completamente geométrico mientras que las otras construcciones usan series
convergentes. Es importante destacar que ese resultado de Bolzano fue dado a conocer en el afio
1930, jcasi 100 afios después de haber sido descubierto! En el Volumen 2 de su Mathematische
Werke, publicado en 1895, aparece por primera vez publicado el articulo de K. Weierstrass donde
él demuestra que la funciéon

W(x) = Za”cos(b”nx)
n=0

es continua pero nunca diferenciable, siempre que 0 < a < 1, ab > 1+ (371/2) y b es un entero
impar > 1. Cincuenta y cinco afios més tarde, en 1916, G. H. Hardy prueba que la funcién de
Weierstrass W sigue siendo continua y nunca diferenciable si ademés de la condicién 0 < a < 1
se exige que ab > 1, con b > 1, pero sin pedirle que sea un entero impar.

La funcién que presentamos en esta seccion es la de Takagi, dada a conocer a la comunidad
matemadtica por Teiji Takagi (1875-1960) en el afio 1903 [126] y una de las mds simples. A tal
funcién también se le conoce como el manjar blanco, un tipo de pastel francés que tiene una
apariencia hinchada que se asemeja de una manera casi caprichosa a la gréfica de la funcién de
Takagi. La tesis de Johan Thim [130] contiene en detalle la construccién de ésta, ademas, de otras
17 funciones nunca diferenciables.

El siguiente resultado es una de las piezas claves para demostrar que la funcion de Takagi es
nunca diferenciable.

Lema 3.1.44. Sea f : [a,b] — R una funcién continua sobre [a,b] y suponga que f'(x) existe para
algiin x € (a,b). Si (a,)_, y (b)), son sucesiones en [a,b] con a < x, < x <b, <b ytal que

lim a, = x = lim b,,, entonces
n—00 n—00

f(bn) — flan)

li = f'(x).
Jim fi(x)
Prueba. Puesto que
b, — x b, —ay, X —a, b, —a,
< - ]_ = 1/
b, —a,| — b,—ay y by —a,| = by —ay

resulta que

e

o (HO) S0 gy g 2t (L0 S o)

bn—x bn_an

bn_x

< |ttt

a

— 0 cuando n — co.

Esto finaliza la prueba. [
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La Funcién de Takagi

Existen varias formas de introducir la funcién de Takagi. Una de ellas es la siguiente: consi-
dere, en primer lugar, la funcién ¢ : R — R definida por

[« si x € [0,1/2]
Po(x) = {1—x si x e (1/2,1]

y entonces extienda dicha funcién, periédicamente, a todo R, esto es, defina

p(x+m) = ¢o(x) paratodo x € [0,1] ytodo m € Z.

¢

N[—=

-3 -2 -1 1 2 3

Claramente ¢ es continua, no-negativa y ¢(x) < 1/2 para todo x € R. Ademas,

$(x) = ¢(1 —x) para cualquier x € [0,1].
Notese que ¢(m) = 0 para todo m € Z. En particular, si x es un racional diddico de orden n,
es decir, si x = m/2" para algin m € Z, entonces
(a7) ¢(2"x) = 0 siempre que k > n ya que, en este caso, 25x € Z.
(a3) Més aun, si u = (m—1)/2" y v = m/2" son numeros diddicos consecutivos de orden
n tal que los también niameros diddicos 2ky, 2ky pertenecen al intervalo [0,1] para 0 < k < n,
entonces de la linealidad de ¢ se sigue que

1
2k2—n si 2F, 2Fu € 0,1/2]
¢(2kv—2ku) = 2k4>(v—u) =

1
—2k— si 2ky, 2k € (1/2,1].

21’1
Una vez obtenida la funcién ¢, se define la funcién de Takagi como la serie
T(x) = ?4)(2 x), x€R.
k=0

Las graficas de ¢o, ¢o + ¢1, po + $1 + ¢, etc. son mostradas en el intervalo [0,1], donde
or(x) = 2 ¥ p(2%x) para k=0,1,2,...

$o + P11+ P2
1] ot 1]
2 2
il ¢o
2:
P 1)
1 g 1

N[—=
N

N
N[=
e
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$o+ 1+ P2+ P3
1|
2 po+P1+d2\
1 ¢s
23
1 1
2

Teorema 3.1.45 (Funcién de Takagi). La funcién de Tnkagi es continua pero nunca diferenciable so-
bre R.

Prueba. Veamos, en primer lugar, que T es continua sobre R. En efecto, para cada k € INy,
considere la funcién continua ¢ (x) = 27%¢(2kx) para todo x € R. Puesto que |¢(x)| < 1/2F
para todo x € R, el M-test de Weierstrass combinado con el Teorema 3.1.40 nos muestran que T
es continua.

Para ver que ¢ no posee derivada finita en ningdn punto de R, vamos asumir lo contrario
y construir, con la ayuda del Lema 3.1.44, una contradiccién. Suponga que x € R es un punto
arbitrario tal que T’(x) es finito. Sin perder generalidad y, s6lo por simplificar los célculos,
supondremos que x € (0,1). Para cada entero n > 1, sea D, = {5 : m =0,1,...,2"}. Puesto
que D = Ule D, es denso en [0,1], podemos elegir nimeros diddicos sucesivos de orden n,
digamos, u, = ’”2—;1 y Un = % tales que u, < x < v, y limy,eouy, = x = limy 000y
Observe que por (a}), si k > n, entonces ¢(25u,) = ¢(25v,) = 0 y, en consecuencia,

n—1 n—1

1 1
Tw) = D oe@m) y  T@) = Y 5 0(20)
k=0 k=0
De esto resulta que
n—1
T(on) — T(un) _ 1 (2 vn) — ¢(2" un)
Up — Uy 2k Up — Uy, '

P

=0

Puesto que v, —u, = %, se sigue de (a3) que

—_

n—

T(vn) — T(un) _ 1 ¢(250,) — ¢(2" un)
vn - un —0 2k vn - un

n—1

_ l ‘P(Zk (On — uy))
—0 2k vn - un
n—1

=) 41
k=0

cuyo limite, cuando n — oo, no converge, lo cual constituye una contradiccién ya que el Le-
ma 3.1.44 nos garantiza que

T'(x) = lim L0 = T(n)

n—00 Up — Uy

existe.
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Esta contradiccion establece que T no posee derivada finita en ningtin punto de R y termina la
prueba. n

Nota Adicional 3.1.1 El descubrimiento de funciones continuas nunca diferenciables conmocioné
a la comunidad matemadtica de la época que incluso, matemadtico de la talla de Charles
Hermite (1822-1901), en una carta dirigida a Stieltjes fechada el 20 de Mayo de 1893, le
decia:

“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable des functions continue qui n’ont pas
de dérivé”.

(“Me alejo con horror y temor de esta plaga lamentable de las funciones continuas que no
poseen derivadas”).

Aunque en la actualidad existen variados ejemplos concretos de funciones continuas nunca
diferenciables, (véase, por ejemplo, Johan Thim [130]), encontrar una de ellas es casi una
proeza y, por supuesto, una curiosidad. Mdas aun, uno pudiera pensar, lo que es enteramente
natural, que este tipo de funciones son excepcionales, que es algo patolégico y, de hecho,
hasta hace un poco mds de cien afios esa era la opiniéon expresada por la mayoria de los
matemadticos de la época; pero resulta, y este es lo que fundamentalmente debemos resaltar,
que la existencia de tales funciones constituye, desde el punto de vista topolégico, la regla y
no la excepcién. Existe un resultado, llamado el Teorema de Categoria de Baire (véase [23]
para conocer una impresionante variedad de aplicaciones de dicho teorema), que permite
demostrar la abundancia de tales funciones sin exhibir ningtin ejemplo en particular.

3.1.6. Funciones Semicontinuas

Recordemos que una funcién f : [a,b] — R es continua en xg € [4,b] si, para cada ¢ > 0,
existe un entorno V de x¢ tal que

f(xo) —e < f(x) < f(x0) + ¢ paratodo x € VNliabl.

Considerando por separado cada una de las desigualdades anteriores conduce a la siguiente
definicion.

Definicién 3.1.46. Sea f : [a,b] — R una funcion. Se dice que f es semicontinua superiormente en
Xo € [a,b] si, para cada € > 0, existe un entorno V de xo tal que

f(x) < f(xo) + ¢ paratodo x € VNla,b.

Similarmente, f es semicontinua inferiormente en xo € [a,b] si, para cada € > 0, existe un entorno
V de xq tal que
f(xo) — e < f(x) paratodo x € VNia,bl.

La funcién f se dice que es semicontinua superiormente (respectivamente, semicontinua
inferiormente) sobre (0 en) [a,b], si ella es semicontinua superiormente (respectivamente, semi-
continua inferiormente) en todos los puntos de [a, b].

Denotemos por Sci([a, b]) el conjunto de todas las funciones f : [a,b] — R que son semicontinuas
inferiormente sobre [a,b]. Similarmente, Scs([a,b]) representard el conjunto de todas las funciones
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f i [a,b] — R que son semicontinuas superiormente sobre [a,b]. Observe que la eleccion del
intervalo [a,b] en la definicién de semicontinuidad es intranscendente, por lo que puede ser
reemplazado por cualquier intervalo. En particular, cuando el intervalo es R escribiremos Scs(IR)
y Sci(R).

Definicién 3.1.47. Una funcion f : [a,b] — R se dice que es semicontinua, en notacion f € Sc([a, b)),
si ella es semicontinua superiormente o semicontinua inferiormente.

Observe que

Sc([a,b]) = Sci([a,b]) U Scs([a, b]) y C([a,b]) = Sci([a,b]) N Scs([a,b)).
Es facil establecer que si f, g € Sci([a, b]), entonces

(a) f+ g € Sci([a,b]).

(b) af € Sci([a,b]) para cualquier escalar a > 0.

(¢) min{f, g} € Sci([a, b]).

Similares consideraciones valen para las funciones en Scs([a,b]). Més aun,
f €Sci([a,b]) < —f €Scs([a,b]).

Esto dltimo nos permite considerar, en todo lo que sigue, s6lo las propiedades de la funciones
que son semicontinuas inferiormente. También es claro que si f es semicontinua inferiormente
sobre [a,b], entonces ella es semicontinua inferiormente en cualquier subconjunto de [a, ).

Ejemplo 3.1.4. Las funciones f,g:[—1,1] — R definidas por

-1 si —1<x<0 —1 si —1<x<0
flx) =

(x) =
1 si 0<x<1 Y § 1 si 0<x<1

son, respectivamente, semicontinuas inferiormente y superiormente en xo = 0.

Teorema 3.1.48. Sea f : [a,b] — R una funcién. Son equivalentes:

(1) f es semicontinua inferiormente sobre [a, b].

(2) Ge ={x € [ab]: f(x) >} esabierto en [a,b] para cada ¢ € R.

Prueba. (1) = (2). Suponga que f es semicontinua inferiormente en [a,b]. Fijemos § € R y

sea xg € Gg. Puesto que f(x9) > ¢, el nimero &€ = f(xp) —¢ > 0. Usemos ahora el hecho de
que f essemicontinua inferiormente en xy para hallar un entorno V de x( tal que

flxo) —e =¢ < f(x) para todo x € VNlia,b].
De esto se sigue que el conjunto abierto V' C G¢ y, por lo tanto, G¢ es abierto.

(2) = (1). Aceptemos que (2) se cumple y sean ¢ > 0 y xp € [a,b]. Puesto que Gz =
f71((¢, +0o0)) es abierto en [a,b] para cualquier ¢ € R, resulta, en particular, que el conjunto
FYH(f(x0) — & +00)) es abierto y, por supuesto, contiene a xo. Seleccione un § > 0 tal que
(xo —6,x0+6) € f1((f(x0) — & +00)). Finalmente, si tomamos V = [a,b] N (xg — J,x9 + )
entonces V es un entorno de xp en [4,b] y se cumple que

f(xo) — e < f(x) paratodo xe€V.

Esto termina la prueba. u
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Corolario 3.1.49. Sea G C [a,b]. Entonces x € Sci(a,b]) si, y sélosi, G es abierto.
Prueba. Sea ¢ € R. Si G es abierto, entonces todas las imdgenes inversas
%) si¢>1
X' ((§ +)) = G si0<ZE<1
[a, b] si ¢ <0.
son abiertas y, por consiguiente, x . € Sci([a, b]). [

Aprovechando la caracterizaciéon dada en el Teorema 3.1.48 podemos definir la semiconti-
nuidad de funciones f : X — R, donde X es un espacio topolégico de Hausdorff del modo
siguiente: f € Sci(X) si f1((& +o0]) es abierto en X para cualquier ¢ € R. Analogamente,
f €Scs(X) si f71([—oo,¢)) es abierto en X para cualquier ¢ € R.

En la prueba de la implicacién (1) = (2) del Teorema 3.1.48 obtuvimos el siguiente resultado,
el cual también es usado como la definicién de semicontinuidad inferior en un punto.

Corolario 3.1.50. Si f : [a,b] — R es una funcién semicontinua inferiormente en un punto xy €
[a, b], entonces para cada & < f(xo) existe un entorno V de xo tal que

f(x) > ¢&  paratodo x € VNia,bl.

Definicién 3.1.51. Sea f : [a,b] — R una funcién arbitraria. Se define el limite inferior de f en
X0 € [a,b] como
liminf f(x) = sup inf f(x)

X% §>0 x€V(xp,d)

donde V(x0,0) = (xo — J,x0+0) N|a,b).

Otro modo natural de caracterizar a las funciones semicontinuas inferiormente es por medio
de su limite inferior.

Teorema 3.1.52. Sea f : [a,b] — R una funcién y sea xo € [a,b]. Son equivalentes:

(1) f es semicontinua inferiormente en Xx.
(2) f(x0) < limint £(x).

Prueba. Suponga que f es semicontinua inferiormente en el punto xp. Entonces, dado ¢ > 0,
existe un entorno V de xo tal que

f(xo) —e < f(x) paratodo x€ VNliabl.
Claramente podemos suponer que V = V(xg,d) para algan ¢ > 0. De lo anterior se sigue que

f(xo) < inf f(x) +e

x € V(x9,0)

y como nuestro ¢ es arbitrario, se concluye que

f(xo) < sup iInf f(x).

650 x€V(x0,0)
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Reciprocamente, suponga que f(xg) < liminf, ,, f(x) pero que f no es semicontinua infe-
riormente en xj. Esto significa que existe un ¢ < f(xo) tal que, para cualquier 6 > 0, existe un
z5 € V(xp,6) para el cual f(z5) < ¢. Por lo tanto, para cada ¢ > 0,

) < flm) < ¢

y, en consecuencia,

¢ < f(xo) < lminff(x) = sup inf f(x) < ¢,

*=rXo 50 x€V(x0,0)

lo cual es absurdo. Esto termina la prueba. n

Observe que si f es semicontinua inferiormente en xo y (x,);_; es cualquier sucesién en
[a,b] convergiendo a x(, entonces

f(xg) < liminf f(xy,).

n—00

De modo similar, el limite superior de f en xo € [4,b] viene expresado en la forma

limsup f(x) = inf sup f(x)

X=X 6>0 xeV(x,9)
y procediendo casi de manera idéntica a la demostracion del resultado anterior se obtiene que:

Teorema 3.1.53. Sea f : [a,b] — R una funcién y sea xo € [a,b]. Son equivalentes:

(1) f es semicontinua superiormente en Xxj.

(2) limsup f(x) < f(xp).

X— X0

Ejemplo 3.1.5. Si f : [a,b] — R tiene un minimo relativo en xo € [a,b|, esto es, existe un entorno
V de xo tal que f(xo) < f(x) para todo x € V, entonces f es semicontinua inferiormente en x.

Ejemplo 3.1.6. Sea f :[0,1] — R la funcion de Thomae, Ejemplo 3.1.1. Sabemos que f es discontinua
en cada racional de [0,1], pero continua en cualquier irracional de [0,1]. Por otro lado, puesto que
f tiene un mdximo relativo en cada racional x € [0,1], se sigue entonces del ejemplo anterior que f
semicontinua superiormente en [0,1].

Otras de las propiedades similares que comparten las funciones semicontinuas con las funcio-
nes continuas es la siguiente.

Teorema 3.1.54. Si f : [a,b] — R es una funcién semicontinua inferiormente (respectivamente,
semicontinua superiormente) sobre [a,b], entonces f alcanza su minimo (respectivamente, alcanza
su mdximo) en algiin punto de [a, b).



Sec.3.1 Propiedades Basicas 187

Prueba. Suponga que f es semicontinua inferiormente sobre [a,b] y sea
m = inf{f(x) : x € [a,b]}.

Vamos a demostrar que existe un xo € [4,b] tal que m = f(xp). Para ello, usemos las propie-
dades del infimo y escojamos una sucesién (x,)"; en [a,b] tal que lim, . f(x,) = m. Por
ser [a,b] compacto, se sigue del Teorema 2.1.25 que existe una subsucesion (x,,);>; de la su-
cesi6n (x,)°_; que converge a algun punto xp € [a,b]. Ahora bien, como f es semicontinua
inferiormente en xg, resulta del Teorema 3.1.52 que

f(xo) < liminff(x,,) = lim f(x,) = m.
k—o0 n—roo
Esto prueba que m = f(xg) ya que m < f(xp). |

En particular, cada funcién semicontinua inferiormente f : [a,b] — R estéd acotada por debajo
en [a,b], esto es, existe una constante m > 0 tal que

m < f(x) paratodo x € [a,Db].

Similarmente, si f : [a,b] — R es semicontinua superiormente, entonces f estd acotada por
arriba en [4,b], lo cual significa que existe una constante M > 0 tal que

f(x) < M paratodo «x € [a,b].

3.1.7. Convergencia Puntual en Sc([g, b])

El objetivo de esta seccion es caracterizar las funciones en Sc([a, b]) a través de la convergencia
puntual de sucesiones monétonas de funciones continuas. Una de las propiedades que mejor
identifica a las funciones semicontinuas son los siguientes dos resultados.

Teorema 3.1.55. Si f : [a,b] — R es una funcién semicontinua inferiormente sobre [a,b|, entonces
existe una sucesion creciente (f,)_, en C([a,b]) tal que

f(x) = lijn fu(x) paracada x € [a,b).
n—oo
Prueba. Para cada n € IN, defina la funcién f, : [a,b] - R por
fu(x) = inf{f(t) + n[t—x| : t€ab]}, xelab]
Puesto que f es acotada por debajo, la funcién f,, es finita. Claramente

A< h < < fu<n <A (1)

Afirmamos que cada f, es continua sobre [a,b]. Para ver esto, observe que si x,y € [a,b],
entonces

fu(x) = inf{f(t) + nlt—x| : t €[a,b]}
it {F(8) + nlt —yl +nly — x| : £ € [ab])

= fu(y) +nlx —y|

IN
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De esto ultimo se sigue que
fu(x) = fay)| < nlx—yl, (2)

lo cual muestra que f, es Lipschitz. En particular, f, es uniformemente continua sobre [a,b]..
Veamos ahora que f(x) = lim,_, fu(x) para cada x € [a,b]. En efecto, fijemos x € [a,b] y
observe que, gracias a (1), lim,_ fu(x) < f(x). Para demostrar la otra desigualdad, tomemos
cualquier namero ¢ y suponga que f(x) > §. Puesto que f es semicontinua inferiormente en
x, el Corolario 3.1.50 nos garantiza la existencia de un 4 > 0 tal que

f(t) > ¢ paratodo t € V(x,6) = (x —6,x+ ) N|[a,b].

De esto se sigue que
inf {f(t) + njt—x| : teV(x,6)} > ¢
Por otro lado, para cualquier t € [a,b] \ V(x,d) se cumple que n|t — x| > nd y, en consecuencia,
inf {f(t) + n|t—x| : t€[a,b]\V(x,9)}
= inf{f(t) : te[a,b]\V(x,6)} + inf{n[t—x| : t € [ab]\V(x,d)}
> inf{f(t) : te€lab]}+nd
= m—+nod.

donde m = inf{f(x) : x € [a,b]}. Si ahora elegimos un ny € IN adecuadamente de modo
m+ngd > ¢, resultard f,(x) > ¢ para todo n > ng y, por consiguiente, lim, o fu(x) > C.
Hemos demostrado que

lim f,(x) > ¢ cadavez que f(x)>¢.

n—o0

Se sigue del Teorema 2.1.30, pagina 97, que lim, ,« f,(x) > f(x). Esto completa la prueba. W

Teorema 3.1.56. Si f : [a,b] — R es una funcion semicontinua superiormente, sobre [a,b], entonces

existe una sucesion decreciente (f,)5_, en C([a,b]) tal que

f(x) = lim f,(x) paracada x € [a,b).

n—00

Prueba. Es inmediata del resultado anterior. u
Los dos teoremas anteriores, Teoremas 3.1.55 y 3.1.56, nos indican que:

Corolario 3.1.57. Si f : [a,b] — R es semicontinua superiormente (resp. semicontinua infe-
riormente), entonces f € By([a,b]). En particular, PC(f) es un Gg-denso en [a,b] para cualquier

f € Sc([a, b]).
Lo anterior se puede resumir en la forma:
C([a,b]) < Sc(la,b]) < Bi([a, b]).

En el siguiente ejemplo se muestra que ninguna de las clases Sci([a,b]) y Scs([a,b]) son
cerradas bajo la convergencia puntual, es decir, si (f,)$; € Sci([a,b]) converge puntualmente a
una funcién f: [4,b] — R, entonces no necesariamente f € Sci([a, b]). Veamos un ejemplo.
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[ee]

Ejemplo 3.1.7. Existe una sucesién (f,)5_,

f & Sci([0,1]).

€ Sci([0,1]) que converge puntualmente a una funcién

Prueba.Sea R = {g, € [0,1] N Q} una enumeracién de los racionales en [0,1]. Para cada
n € N, defina f, : [0,1] - R por f,(x) = X011\ (41,0 }(x). Puesto que cada f, alcanza un

minimo relativo en cada racional incluido en {q3, ..., 4.}, resulta que tal funcién es semicontinua
inferiormente sobre [0,1], pero lim, .« f; = X[o j\r DO es semicontinua inferiormente sobre

[0,1]. (]

A pesar del ejemplo anterior, existen condiciones que garantizan que el limite puntual de una
sucesion de funciones semicontinuas (inferiormente o superiormente) preserve dicha propiedad.

Teorema 3.1.58. Sea (f,)$’ , una sucesién creciente en Sci([a,b]) y suponga que ella converge pun-
tualmente a una funcién f : [a,b] — R. Entonces f € Sci([a,b]).

Prueba. Fijemos un nimero real ¢. Puesto que f, — f puntualmente, resulta que
{xe€lab]:f(x)>¢} = U {x €lab]: fu(x) >}
n=1

Como cada conjunto {x € [a,b] : f4(x) > &} es abierto, entonces {x € [a,b] : f(x) > ¢} también
es abierto y, por lo tanto, f € Sci([a,b]) gracias al Teorema 3.1.48. |

Combinando los Teoremas 3.1.55, 3.1.56 y 3.1.58, se obtiene la siguiente caracterizacion de
las funciones semicontinuas.

Corolario 3.1.59. Sea f : [a,b] — R una funcion.

(a) f € Sci([a,b]) si, y sélo si, existe una sucesién creciente (f,)5_, en C([a,b]) que converge
puntualmente a f.

(b) f € Scs([a,b]) si, y sdlo si, existe una sucesion decreciente (f,)_, en C([a,b]) que converge
puntualmente a f.

3.1.8. Funciones Acotadas en Sc([a, b])

Sea f:[a,b] — R una funcién acotada sobre [a,b] y considere los conjuntos

Fine(f) = {g€Sci([a,b]) : g<f} y G (f) = {h€Scs([a,b]) : h> f}.

Observe que para cada x € [a,b], el conjunto

Fe = {g(x) : g€ Fine(f)}

es acotado, por lo que la funcién f5'P : [a,b] — R dada por

fP(x) = sup{g(x) : § € Fins(f)} paracada x € [a,b],
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estd bien definida y, ademas, es semicontinua inferiormente sobre [a,b]. Para ver esto, sea ¢ € R
y noétese que

{xelab]: fPx)>¢} = |J {xelab]: gkx) >3,

$€Tine(f)

es un conjunto abierto ya que cada g es semicontinua inferiormente sobre [4,b]. Similarmente,
para cada x € [a,b], el conjunto Gy = {h(x) : g € G*P(f)} esacotado y, por lo tanto, la funcién

fint(x) = inf{h(x) : h e §P(f)} paracada x € [a,b],
esta bien definida y es semicontinua superiormente sobre [a,b] pues
{relbl: fur(x) 28} = () {xelab]: h(x) >3},
heg=P (f)

es cerrado para cualquier ¢ € R. Estas consideraciones prueban que:

Teorema 3.1.60. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada sobre [a,b] y considere las familias

Fine(f) = {g€5ci(la,b]) : g<f} y G(f) = {h€Scs([a,b]) : h= f}.

Entonces
£ € Sci(]a, b]) y finf € Scs([a, b]) (1a).

Ademds, se cumple que

[ < f < finr (1b)

La informacién recopilada en el resultado anterior permite obtener la siguiente caracterizaciéon
de las funciones acotadas semicontinuas.

Teorema 3.1.61. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada sobre [a,b]. Son equivalentes:
(1) f € Sci([a,b]) (respectivamente, f € Scs([a,b])).
(2) f = fS"P, (respectivamente, f = finf).

Prueba. (2) = (1) es inmediata ya que f*'P es semicontinua inferiormente. Suponga entonces
que (1) se cumple. Por (1b) del Teorema 3.1.60 sabemos que f**P < f, de modo que sélo basta
demostrar la otra desigualdad. Suponga, para generar una contradiccién, que existe algtn xp €
[a,b] tal que fS"P(xp) < f(xp). Como f es semicontinua inferiormente, el Teorema 3.1.55 nos
garantiza la existencia de una sucesion creciente (f,)5" ; de funciones continuas tal que f, < f
para todo n > 1 y lim,_e fu(x) = f(x) para cada x € [4,b]. En particular, lim,_ .« f(x0) =
f(x0). Tome cualquier 0 < e < f(xp) — f5"P(x9) y elija un N € N lo suficientemente grande de
modo tal que 0 < f(xp) — fn(x0) < &. Puesto que fy € Sci([a,b]) v fn < f tenemos que

f(x0) < fn(xo) +e < f*P(x0) +e < f(xo)-

Esta contradiccion establece que f(x) = f'P(x) para todo x € [4,b] y termina la prueba. |
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3.2. Problemas

(1) Construya un subconjunto en I =R\ Q que sea perfecto y nunca-denso.

(2) Sea f:R — R la funcién definida por

X si x es irracional

f(x) =

p-sen(1/q) si x = p/q es un racional en forma irreducible.

Pruebe que f es continua en los irracionales y en x = 0, pero es discontinua en cada ntiimero
racional distinto de cero.

(3) Considere la funcién de Dirichlet D : R — R dada por

D(x) = )}ijt;onliirlo(cos(Znn!x))m.

Pruebe que D ¢ B1(R), es decir, no existe ninguna sucesion de funciones continuas, digamos
(fu)i—y, tal que D(x) = lim, o0 fu(x).

(4) Una funcién continua p : [a,b] — R se dice que es lineal a trozos si existe una particion
P={a=x<x <---<x, =>b} delintervalo [4,b] tal que p es lineal en cada intervalo
[xx_1,x¢] k=1,...,n. Pruebe que para cada funcién continua f : [4,b] - R y cada ¢ > 0,
existe una funcién continua lineal a trozos p tal que |f(x) — p(x)| < € para todo x € [a, b].

(5) Teorema de Aproximacion de Weierstrass. Suponga que f € C([a,b]). Pruebe que existe una
sucesion (p,)_; de polinomios tal que

r}l_rgo pn = f uniformemente sobre [a,b].

(6) Sea F una familia de funciones definidas sobre un conjunto compacto K y a valores reales.

(i) F se dice equi-continua si, dado € > 0, existe un 6 > 0 tal que para cualquier f € F se
cumple que

f(x) = fy)] < e
para todo x,y € K con |x —y| <.

(ii) F se dice puntualmente acotada si, para cada x € K, existe una constante M, > 0 tal
que |f(x)] < M, paratoda f € &.

(iii) F se dice que es uniformemente acotada sobre K si existe una constante M > 0 tal
que |f(x)] <M paratoda f € F y todo x € K.

(a) Suponga que (f,);; es una sucesion en C(K) convergiendo uniformemente a una
funcién f. Pruebe que (f,);"; es equicontinua.

(b) Suponga que (f,)"; es una sucesién equi-continua en C(K) puntualmente acotada.
Pruebe que (f,)"; es uniformemente acotada y, que ademads, posee una subsucesién que
converge uniformemente a una funcién f € C(K).
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(7) Sea (a,)$’_, una sucesion de nimeros reales con x, # 0 para todo n > 1 y defina

n
Pn = M1A2...0, = Hak n> 1.
k=1

Recordemos que el producto infinito [];_;a, es convergente si la sucesion (p,)$_; tiene un
limite finito no nulo. Si la sucesion (p,);>_; carece de limite finito, o si tiende a cero, se dice
que el producto infinito [];._;a, es divergente.

Pruebe que una serie Y ;. ;a, converge si, solo si, el producto infinito [];,_; e converge.
En consecuencia,

(o)
o eln=1mn  gj E a, < +oo
an __ =1
e - E
n=1 0 si g a, = +oo.
n=1

(8) Sean f,g € Sci([a,b]) ambas no-negativas. Pruebe que f - g € Sci([a, b]).
(9) Pruebe que f € Sci([a,b]) si, y s6lo si, el conjunto {(x, f(x)) : f(x) < x} es cerrado.



CAPITULO 4

LDesiguaIdades dedtder y Minkowski enR"”

Este capitulo estd dedicado a presentar, fundamentalmente, las desigualdades de Holder y
Minkowski en R". Para lograr dicho objetivo nos pasearemos brevemente por otras impor-
tantisimas desigualdades conocidas como las desigualdades de la Media Aritmética y la Media
Geométrica.

4.1. Convexidad

La nocién de convexidad juega un papel de primer orden en Mateméticas. Recordemos que
si X es un espacio vectorial sobre R, un subconjunto G de X se llama convexo si, cualesquiera
sean x,y € G y A € [0,1], se cumple que

Ax + (1-A)y € G.

Es claro que cualquier subintervalo de R es un conjunto convexo. Lo interesante es que en R,
todo conjunto convexo es un intervalo. Si x1,...,x, son elementos de un conjunto G (no necesaria-
mente convexo), entonces cualquier combinacién de la forma

Aixy+ -+ Apxy

donde los Ay,...,A, son no-negativos y satisfacen A; +---+ A, = 1 es llamada una combi-
nacién convexa de G. El conjunto de todas las combinaciones convexas de elementos de G
constituye un conjunto convexo que llamaremos la cdpsula convexa de G y denotado por co(G).
De hecho, co(G) representa el conjunto convexo mds pequefio conteniendo a G. Por supuesto,
si G es convexo, entonces G = co(G).

Definicién 4.1.1. Sea I un subintervalo de IR. Una funcién f : 1 — R se dice que es convexa en I si

fAx+(1=A)y) < Af(x) + (1 =A)f(y)

cualesquiera sean x,y € I y A € [0,1].
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(x2, f(x2))

Geométricamente, la convexidad de f significa que para cada par de puntos xj,x, € I con
X1 # Xz, el segmento de linea que une a los puntos (x1, f(x1)) v (x2, f(x2)) estd por encima de
la curva entre x; y x, (véase la grafica).

La siguiente desigualdad, valida para cualquier funcién convexa, es fundamental para la ob-
tencién de una versién de la Desigualdad de Jensen para integrales.

Lema 4.1.2. Si g:1 — R es una funcién convexa en I, entonces existen a,b € R tales que
g(x) > ax +b paratodo x € I.

Prueba. Sean x,y € I con x < y ysea x < xp < y. Entonces xgp = Ax+ (1 —A)y, donde
A= yy__—’;o € (0,1) y por convexidad,

) < Agle) + (1= Ngl) = L= + (1- 122 g
(y—x0)+(x0—x)

Multiplicando el lado izquierdo de la desigualdad anterior por 1 = T

y reagrupando,
resulta que
8(x0) —g(x) _ g(y) —8(xo)
xo—x = y—x

cualquiera sean x < xop < y Yy, por lo tanto, gracias al Teorema 2.1.9, pagina 87, se tiene que

glxo) —g(x) _ . 8 —glx) _ 5
x<x0 Xp—X T oy>x Yy —Xp
Seleccione un a tal que A <a < B y observe finalmente que
g(x) > a(x —xp) + g(xo) = ax + (g(xo) — axo).
La prueba es completa. n
Cualquier recta L(x) = a(x — x9) + g(xo) obtenida en el resultado anterior, se llama una
linea tangente para f en xp. Si f no es diferenciable en x(, la pendiente de la recta tangente
puede que no esté univocamente determinada. Sin embrago, cuando f es diferenciable en I,

resulta que a se puede reemplazar por f'(xg) y, en consecuencia, la linea tangente L es tnica.
Mas aun, se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 4.1.3. Sea I un intervalo abiertoy f : I — R una funcién dos veces diferenciable en 1. Si
f"(x) > 0 para todo x € I, entonces f es convexa en 1.

Prueba.Sean x,y € I. Para cada x < z < y, existe un escalar A € [0,1] tal que z =
Ax + (1 — A)y. Puesto que f” > 0, entonces f’ es creciente y, en consecuencia, gracias al
Teorema del Valor Medio para derivadas, existen {1 € (x,z) y &2 € (z,y) tales que

f(Z)—f(X) — f/(gl) < f/(CZ) — f(y)_f(z)

z—X y—z

Como 1—A =22, resultaque z—x = (1 —A)(y — x) de donde se obtiene que

y—x’
flo) —fx) _ f&)—fx) _ fly) —f(z)

A-Ny-x  z-x = y—z
Finalmente, si multiplicamos a ambos lados de esta tltima desigualdad por el nimero positivo
(1—A)(y —x) > 0 y teniendo en cuenta, ademds, que ;1 = % resulta entonces que
fAx+ A =ANy) = f(z) < Af(x) + (1=2A)f(y).
La prueba es completa. n

El Teorema 4.1.3 permite verificar que la funcion f : [0, +o0) — R definida por
f(x) = xP, para p>1

es convexa. Similarmente, la funcién g(x) = e* para todo x € R, es convexa.

Es una tarea facil de comprobar, usando el Lema 4.1.2, que toda funcién convexa cuyo dominio
es un intervalo abierto es continua. Por supuesto, existen funciones convexas definidas sobre un

intervalo compacto I = [a,b] que no son continuas. Por ejemplo, la funcién f : [0,1] — R
definida por
x*  si x€(0,1]
X =
) {1 /2 si x=0

es convexa, pero no continua. Se puede probar, ademas, que: si f es continua sobre [a,b], entonces
f es convexa si, y solo si,

1 1 1 1
- - < - - )
F(3+gv) < 0 +5W)
para todo x,y € [a,b].

4.1.1. Las Desigualdades AM-GM

Algunas desigualdades ttiles en Andlisis y que ahora presentaremos se derivan de los resul-
tados anteriores. Comencemos.

Teorema 4.1.4 (Desigualdad de Jensen finita). Sea f : I — R una funcién convexa en I y consi-
dere cualquier conjunto finito de puntos x1,...,x, € 1. Entonces

f<;mxi) < Y As) 1)

cualesquiera sean Ay, ..., A, € [0,1] satisfaciendo Ay +--- + A, = 1.



196 Cap. 4 Desigualdades de Holder y Minkowski en R”

Prueba. Usemos induccién sobre n. Claramente la conclusién es trivial si n = 1. Suponga que la
desigualdad (1) es vélida para cualquier conjunto den —1 en I sea n > 1. Seleccione cualquier
conjunto finito de ntmeros Ay,...,A, € [0,1] satisfaciendo Aq + -+ + A, = 1. Defina

B=M+ -+t

Resultaque Ay =1—p ycomo 0 < A;/B <1 parai=1,...,n—1, entonces z;‘;ll% =1, de
donde se concluye, usando la hipétesis inductiva, que

n—1

f(;fwxz) < pr(( X Fu) + (- p)rta)

i=1

n—1
<Y %f(x» + (1 B)f(xa)
i=1

n
= Z)sz(xl)
i=1
La prueba es completa. n

Definicién 4.1.5. Si xy,...,x, son niimeros positivos, su media aritmética y su media geométrica se
definen, respectivamente, como

x1+.‘.+x‘” l’lx. cx
—TZ y 1. n-

Una de las desigualdades més importantes y con un amplio abanico de aplicaciones la cons-
tituye la siguiente la desigualdad

< w (AM-GM),,

llamada la desigualdad AM-GM. En [27] se pueden ver 78 demostraciones de dicha desigualdad.
De modo mads general, si Ay,..., A, € [0,1] satisfacen la igualdad A; +--- + A, = 1, entonces
las medias aritmética y geométrica correspondientes a los pesos A; se definen como

A

Ax1 4+ Ay y x] -...~x2”.

Teorema 4.1.6 (Desigualdad AM-GM). Sean x1,...,x,,A1,..., A, niimeros positivos y suponga que
A+ -+ A, = 1. Entonces

A
xll-...-x,f‘” < Axp A+ Ay

Prueba. Sea f : R — R definida por f(x) = ¢*. Sabemos que f es convexa, de modo que si
tomamos t; = In(x;) parai =1,...,n tendremos, por la Desigualdad de Jensen, que

eA1t1+"'+Antn S Aletl _|_ e _|,_ /\netn

la cual no es otra cosa que la desigualdad requerida ya que e’ = x; paracadai=1,...,n. n
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Observe que, tomando A; = 1/n para i = 1,...,n en el resultado anterior se obtiene la
desigualdad (AM-GM),,.

|| » Existencia de e y su irracionalidad.

Recordemos que el nimero e se define, tal vez la mds comun de todas, como
oo
1
e =3 L
n!
n=0
Nuestro objetivo es ver que él es irracional y usar la Desigualdad AM-GM para expresar a e

como
1 n
e = lim <1+—> .
n—»00 n

Prueba. Observe, en primer lugar, que

|| » e esirracional.

! + ! + ! + - = ! <1+ ! + ! +>
(n+1)!  (n+2)!  (n+3)! - (n+1)! n+2  (n+3)(n+2)
1 1 1
< (n+1)! <1 + n+1 + (n+1)2 + >

k=0
_ 1 1 B 1 n+1 1
m+1! (1-34) (n+1)! n nn!’
de donde se sigue que
1 1 1 1 1 1 1

Esta tltima desigualdad permite estimar a e tanto como se desee con sélo elegir a n lo sufi-
cientemente grande: por ejemplo, podemos escribir e ~ 2,718281828459... Suponga ahora que
e es un racional, digamos e = p/q escrito en forma reducida. Noétese que q > 2 y que g!-e
es un numero natural. Si en las desigualdades obtenidas en (2) reemplazamos n por g y las
multiplicamos por g!, obtenemos

l.1+l+l+...+l <l.e<l.]+l+l+...+l _|_1
T TTRY 7! T T TTRY ) "y
lo cual conduce a la siguiente contradiccion: como ¢q!-e y g!(1+1/11+1/2!+---4+1/4!) son
numeros enteros, resulta que

0 < al-e — qgl- 1+l+l+...+l <1
T r 1" 2 gl q

un entero
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Esta contradiccion establece que e es un ntimero irracional.

| » La Desigualdad AM-GM puede ser utilizada para demostrar que las sucesiones (a,)$ ; y
(bn)s_, definidas por

1 n 1 n+1
a, = <1+E> y bl’l = (1"‘;) ’ n:1,2,...

son mondtonas y ambas convergen al mismo ntiimero. De hecho, (an);l”:1 es estrictamente creciente,
mientras que (by,)5", es estrictamente decreciente. En efecto, si en (AM-GM), tomamos:

() =1y xo="--=2x,11 =1+ 1, resulta que

1) 1 X1+x2+ -+ X 1
1 — — . n+1 :1 -
< +n> (x1 - x2 Xp1) ™ < P +n+1’

de donde se obtiene, elevando a la potencia n +1 a ambos lados de la desigualdad anterior, que

ay < Apy1.
(b) Similarmente,si x1 =1 y xp = =xy420=1— %, resulta que
ntl

y, como antes, elevando a la potencia 7 +2 en ambos lados de esta desigualdad y luego tomando
reciprocos, se tiene que
bn+1 < bn.

Puesto que ambas sucesiones son acotadas y satisfacen las desigualdades
0<m < - <ay <apyy < -+ < byy1 <b, < -+ < by =4,

se concluye que ellas convergen y lo hacen hacia un dnico niimero. Definamos entonces

1 n 1 n+1
e = lim <1+—> = lim <1+—>
n—o00 n n—00 n

De lo anterior se sigue que
a, < ayy1 < e < by < b, paratodo n > 1.

Existen otras desigualdades méas generales que la AM - GM. Ellas son conocidas como las
desigualdades de la Media Generalizada.

Teorema 4.1.7 (Desigualdad de la Media Generalizada). Sean xi,...,x, niimeros positivos y sean
M, ..., Ay €10,1] tales que Ay + ---+ A, = 1. Entonces, para cualquier par p,q € R con 0 < p <,
se cumple que

(Maf + -+ )P < (a4 A
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Prueba.Si p =1 y g > 1, la Desigualdad de la Media Generalizada toma la forma
(Alxl + te + )\nx;/l)q S Al'xll? + e _|_ A?’l'xz

la cual sigue inmediatamente de la convexidad de la funcién f(x) = x9. Suponga ahora que
0 < p < g. Puesto que g/p > 1, de lo anterior vemos que

()uxlp T )Lnxf)q/P < Al(xf)q/p‘F"'—F)\n(xﬁ)q/p

la cual no es otra cosa que la desigualdad requerida. El caso en que p o ¢ toman valores
negativos se deja a cargo del lector. n

Una de las desigualdades importantes que permite definir una norma completa en los espacios
L,(1) para p > 1, es la siguiente:

Teorema 4.1.8 (Desigualdad de Young). Sean x,y € [0,+00). Si p,q € (1,400) son tales que
1/p+1/q =1, entonces
< xP n x4
xy < — + —.
/ p q

Prueba. Esto es consecuencia de la Desigualdad AM - GM ya que

1
xP + —yf.

o= () )" < Loy L

4.1.2. Las Desigualdades de Holder y Minkowski

Existen otras dos desigualdades famosas llamadas la Desigualdad de Holder y la Desigualdad
de Minkowski que son las encargadas de garantizarnos que una cierta aplicaciéon definida sobre
R" constituye, de hecho, una norma sobre R".

Recordemos que, para cada n € IN, R"” denota la colecciéon de todas las n-uplas de nimeros
reales x = (x1,...,%,). Entonces R" es un espacio vectorial sobre R con las operaciones usuales
de sumas de n-uplas y multiplicacién de un escalar por una n-upla. La base estdindar de R" la
denotaremos por B, = {ey,...,e,}, donde

e = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,...,0,1).
Esto significa que cada x = (x1,...,x,) se expresa de modo tnico en la forma
X = X1-€e1+ -+ Xy Xy

También, sobre R se define el producto interno usual (-,-) : R” x R" — R dado por

n

(x,y) = in -y; paratodo x,y € R"

i=1

Este producto interno induce una norma sobre R", llamada la norma euclidea y definida por

Ixl, = \/(x, %) = (G+---+2)">
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En general, si para cada ntimero p € [1, +o0), definimos la aplicacién | -], : R" — [0, +-c0) por
n 1/p
Il = (3 1sl7)
i=1
entonces | - Hp es una norma sobre R", llamada la p-norma. Si p = 400, pondremos
%l = mix |x|,

para cualquier x € R"”. Es claro que si p € {1, 4o}, entonces |- |, es un norma. De hecho,
lo mismo es cierto para cualquier p € (1,+c0). Para ver esto, observe que || - Hp satisface las

propiedades (1) — (3) que definen una norma. Falta verificar la desigualdad triangular la cual
es la conclusion del siguiente resultado también conocido como:

Teorema 4.1.9 (Desigualdad de Minkowski). Sea p € [1,+00). Entonces

n 1/p n 1/p n 1/p
(Zwﬁwﬂ §<ZMM> +(wa).
i=1

i=1 i=1
para cualesquiera x = (x1,...,%,) Y y= (Y1,--.,Yn) en R™

Prueba. Puesto que p > 1, la funcién x — |x|? es convexa. De esto se sigue que si A € [0,1],
entonces

n

Z Mxi + (1 —/\)yi‘p

i=1

n
< D oAM=yl
i=1

[A-x+(1=2)-yl}

= AMlxlly + A=A x]l}
para todo x,y € R". En particular, si || x|, = [|y[[, =1, entonces
JA-x (= A) -y, <1

Para ver el caso general, suponga que x y y son vectores no-nulos en R". Entonces x/ || x ||,
y ¥/ |lyl, son vectores de norma igual a 1 y asi, por la primera parte,

lx+yll, I, x 1y, y “ 1
[l ll, + My ll, Felly il Hell, Wl Wyl Tyl ],
Esto termina la prueba. n

La siguiente desigualdad, comtinmente conocida como la Desigualdad de Holder, o también co-
mo Desigualdad de Cauchy-Schwarz para el caso cuando p = g = 2, se obtiene como consecuencia
de la Desigualdad de Young. En muchos textos ella es usada para dar otra demostracion de la
Desigualdad de Minkowski.
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Teorema 4.1.10 (Desigualdad de Holder). Sean x,y € R" y suponga que p,q € (1, 4+00) satisfacen
la igualdad 1/p +1/9 = 1. Entonces

[y < lxll, Iy,
Prueba. Pongamos x = (x1,...,%,) v ¥y = (y1,...,Yn). Por la Desigualdad de Young
|| < lxwal + - A+ [xayn
bt al? |l

<
p q
<Nyl
— p + q‘
p q
En particular, si || x|, = [|y[[, = 1, entonces |(x,y)| < 1. Para el caso general, sean x y y

vectores no-nulos en R”. Entonces x/[|x |, y y/[ly|| 4 SON vectores unitarios y asf, gracias a la

primera parte,
| <
Ty, T,

De esto se concluye la prueba. n
En lo que sigue escribiremos ¢}, para designar a R" provisto de la norma || -[|,, para cual-
quier p € [1,+o0]. El siguiente resultado indica que todas las normas || - |, sobre R" son

equivalente mostrando, ademads, cémo se comparan tales normas.

Teorema 4.1.11 (Equivalencia de las p-normas sobre R"). Todas las p-normas sobre R" son equi-
valentes, p € [1,4o0]. Mds aun, para todo x € R":

(1) Si 1 < p < oo, entonces
Ixlle < llxll, < 27l xl- (1)
(2) Si 1< p <q< +oo, entonces existe una constante a > 0 tal que

Fxfl, < a-flxll,- (2)

Prueba.Sea x = (x1,...,%;) € R". Puesto [x;| = {/[xi[P < {/Jx1][P +- -+ [xu]F = | x|, para
cada i =1,...,n, resulta que

< p
Ixlle = max{|xl,.... [xal} < %], < \/!lelfo+"'+Hfoo = 1P| x .
Esto prueba (1). Para demostrar (2), sea x € R" y suponga que 1 < p < q < 4oo. Defina

r=q/p>1yelijas>1talque 1/r+1/s =1. Usando la Desigualdad de Hélder y el hecho
de que g = pr, se tiene que

Ixlh = >l -1
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Puesto que 1/ps = 1/p —1/4, resulta que tomando a = n'/P* se obtiene el resultado deseado.l
Una consecuencia importante de estas desigualdades es que cualquier transformacién lineal
de R" en R™ es continua. Recordemos que toda aplicaciéon T : R" — R"™ que cumple con las
propiedades:
T(x+y) = T(x)+T(y) y T(A-x) = A-T(x)

paratodo x,y € R y todo A € R, es llamada una Transformacién Lineal.

Teorema 4.112. Si T : (R"|-|[,) — (R™,[|-||,) es una transformacion lineal, entonces T es
continua.

Prueba. Sea x € R" ysea g > 1 talque 1/p+1/q = 1. Por la linealidad de T tenemos que
T(x) = T(x1e1+---+x4en) = x1-T(e1)+ -+ x,-T(en)

y entonces, por la desigualdad triangular de la norma, resulta que

ITx) I, = llxa-Tle) + -4 Tlen) |, < D |xil | T(e) [l -
i=1

Si definimos

entonces la Desigualdad de Holder nos muestra que
I Txll, < M-[lx],.
Finalmente, si x,y € R, entonces como T(x —y) = T(x) — T(y) se obtiene que

ITx) =T, < M-[lx=yl,

y termina la prueba. n

Si T:(R"|-]]) = (R™ | -]) es una transformacién lineal, se sigue del resultado anterior
que ella es continua, de hecho T es Lipschitz. Esto permite definir

[Tllop = nf{c>0: || Tx| <c| x| paratodo x € R"}.

Es facil establecer que || - ||, es una norma sobre el espacio vectorial L(IR",R™) formado por todas

op
las transformaciones lineales (continuas) de R" en R™. Mas aun, si T € L(R",R™), entonces

ITllgp = sup {[[Tx | : x| <1},

de donde resulta que
ITC) I < (I Tllop l[*[l paratodo x € R™



Sec.4.1 Convexidad 203

[ee]

En un espacio normado (X, || - ||), decir que una sucesién (x,)$ ,

a un vector x, significa que

en converge (en la norma)

lim || x, — x| = 0.
n—o00

(o]

Observe que, gracias a (1), sila sucesion (x,)$_;

Converge a X, entonces
Iim x| = | %],

pero el reciproco no siempre es cierto. Un subconjunto A de X se dice que norma-acotado o,
simplemente, acotado, si existe una constante M > 0 tal que ||x|| < M para todo x € A. Si
(X,d) es un espacio métrico completo, donde la métrica d es dada por (2a), entonces diremos
que (X, || -||) es un espacio de Banach. El ejemplo clasico de un espacio de Banach lo constituye
(R",[|-]|,), para cada n > 1, donde

n 1/p
(o) |l = (ZW)
i=1

[ee]

para p > 1. Dada una sucesion (x,)%°; en X, diremos que la serie ), ; x, converge (en la
norma) si la sucesion (Y ;_; x¢)5; de sus sumas parciales converge a algin x € X, esto es,

n
lim xr — x|| = 0.
i, |2 %

. 1 _ e} . : [e9)
Si este es el caso escribiremos, como es usua}),o x =" 1%, y diremos que la serie )~ ;x, es
convergente y que x es susuma. La serie )’ x, se dice que es absolutamente convergente si

o0
Z | x| < Hoo.
n=1

Observe que si (xn)Z":1 es cualquier sucesién en X, entonces para cualquier n > 2,

n
Xp = X1 + E (xk—xk—1),
k=2
. . .z ) . 9]
lo cual permite concluir que la sucesion (x,)>; yla serie > ;°, (xx — xx_1) poseen un romance
en extremo: o ambas convergen o ambas divergen. Este controversial romance interviene de

modo directo en la demostraciéon del siguiente resultado fundamental.

Lema 4.1.13. Sea (X, || -||) un espacio normado. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (X,]|-1|) es un espacio de Banach.

(2) Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Prueba. (1) = (2). Suponga que (X, ||-||) es un espacio de Banach y sea Y, ;x, una serie
absolutamente convergente. Para demostrar que la serie >, ; x, converge en X, es suficiente

demostrar que la sucesion de sus sumas parciales (s,)" ,; es de Cauchy en X, donde s, =
> k1 Xk para cada n € IN. Observe que cualesquiera sean m,n € N con m > n, se tiene que

m

m
Fsm—=sull = || D x| < D Il
k=n+1

k=n+1
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y como la serie Y " || x4
Esto prueba que la sucesiéon de sumas parciales (s;)
converge ya que (X, ||-]|) es completo.

| converge, resulta entonces que Y L, . ; || x¢ || = 0 cuando m, n — co.

o, es de Cauchy en X y, en consecuencia,

(2) = (1). Suponga que toda serie absolutamente convergente es convergente y sea (x,)$_; una
sucesion de Cauchy en X. Para demostrar que ella converge en X, es suficiente encontrar una
subsucesion de (x,)5°; que converja. Para lograr tal objetivo, use el hecho de que la sucesién
(x4)5_, es de Cauchy para determinar una subsucesion (x, )i, que satisfaga

| xes1 — x¢ || < 27F paratodo k> 1.

De esto se sigue que la serie > ; H Xnp — Xy H es absolutamente convergente ya que

o0 o0
Sl = | < 27K < 4o
k=1 k=1

. . , . . . o0
Haciendo uso de nuestra hipotesis, se tiene que la serie > ;7 (xy, G Xn,) converge en X y, en
consecuencia, como fue observado anteriormente, la subsucesion (xnk),‘f:1 converge pues

m
Xy = Xmy + § :(x”k+1 _x”k)‘
k=1

Esto termina la prueba. u

4.2. Problemas

(1) Pruebe que una funcién f: R — R es convexa si, y sélo si,

fw) —fx) _ fle)-fx) _ fz) - f)

y—x - zZ—X - z—y

para todo x,y,z € R con x < y < z. Deduzca de esto que las derivadas laterales f’ y f/
son funciones crecientes.

(2) Sea f:R — R una funcién convexa y para cada a,b € R con a < b, considere el nimero
M = max{—f' (a), f_ (b)}. Pruebe que

[f(x) = f(y)| < Mlx—y| paratodo x,y € [a,b].

En particular, f es continua en todo punto de R. Concluya que f es convexa si, y solo si,
1 1 1 1
z z < Z z .
f(3+3v) < W +3W)
para todo x,y € R.

(3) Sea f:R — R una funcién convexa. Pruebe que

fAx+(1=ANy) = Af(x) + (1 =A)f(y)
para todo A € R\ [0, 1].
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(4) Sea f:R — R una funcién convexa y sea
Zy = {x € R : fno es diferenciable en x}.
Pruebe que Z; es a lo mds numerable.
(5) Sea f:R — R una funcién convexa y para cada x € R considere el intervalo cerrado

of(x) = [fL(x), fL(x)].

Pruebe que:

(i) f es diferenciable en x si, y s6lo si, df(x) consiste de un s6lo punto.

(ii) Para cada xp € R y cada s € 9f(xp), se cumple
f(x) > f(xp)+s-(x—xp) paratodo x € R.
(iii) Para cada x,y € R con x < y, existe ¢ € (x,y) tal que

(6) Sea f:(0,400) = R una funcién convexa y defina la funcién F : (0, +c0) — R por

X
F(x) = %/ f(t)dt paratodo x > 0.
0
Pruebe que F es convexa.
(7) Sean x1,...,Xn,Y1,---,Yn € (0,+00). Pruebe que
VI Tl _ \/x1+---+xn \/y1+---+yn
- n n '

n

(8) Sean A,v € [0,1] tales que A + v = 1. Pruebe que

XYL+t XYy < <xl+"'+xn>A<yl+"'+y”>v,
n - n n

(9) Pruebe que (C([a,b]), |- |l.) es un espacio de Banach.

(10) Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Pruebe que f es continua en [a,b] si, y sélo si,
Gra(f) = {(x, f(x)) : x € [a,b]} es cerrado en R?.

(11) (a) Sea (ry);?_,; una enumeracion de los racionales en (0,1) y considere, para cada n > 1,
la funcién f, : [0,1] — R definida por

o si x€[0,ry),
fal®) = {1/2" si x € [ry,1].

Sea f = Y ", fa. Pruebe que f es creciente, acotada y discontinua precisamente en los
racionales de (0,1).
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(b) Sea f:[0,1] — R definida por
1
fo = Y L (mm=1
0< B <x

para cada x € [0,1]. Pruebe que f es creciente, continua en los irracionales y discontinua en
los racionales.

(12) Sea W :[0,1] — R definida por
W(x) = > 10"f(10"x),
n=0
donde f(x) = |x — k| siempre que x € [k — (1/2),x+ (1/2)], k € Z. Pruebe que la funcién

W es continua pero nunca-diferenciable en [0, 1].

(13) Sea G C R. Pruebe que xc : R — R es semicontinua inferiormente (resp. superiormente)
si, y s6lo si G es abierto (resp. cerrado).

(14) Para cada x € [a,b], sea Ny la familia de todos los entornos abiertos de x. Suponga que
f:[a,b] - R es una funcién arbitraria y defina

f(x) = sup inf f(() y f(x) = inf sup f(Z)

- VeN, eV VeNy eV
para cada x € [a,b]. Pruebe que:

(a) Si (I,)$_; escualquier sucesion decreciente de intervalos tal que 4(I,) — 0 y x € int(1,)
para cada n, entonces

fx) = Iim ((inf £(7)) y fx) = 1im (sup £(0)).

n—oo CGIn n—oo §€In

(b) F<F<T.
(c) f essemicontinua inferiormente y f es semicontinua superiormente.

(d) f es semicontinua inferiormente (respectivamente, semicontinua superiormente) si, y
solosi, f = f (respectivamente, f = f).

(15) Sea J C [0,1]. Una familia (V});c; de subconjuntos de [0,1] se dice que es un cubrimiento
creciente de [0,1] si

0,1] = UV] y Vi CV; siempre que i<j.
i€l
Asocie, a cada cubrimiento creciente (V;);e; de [0,1], la funcién f :[0,1] — R definida por
f(x) = inf{je]: xeV}.

Pruebe quesi | esdensoen [0,1] ylos V; son cerrados (respectivamente, abiertos), entonces
f es semicontinua inferiormente, (respectivamente, superiormente).
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(16) Sea {Ay:a € D} una familia arbitraria de conjuntos y sean

G=JA y F=()Ax

acD aeD
Pruebe que
= =1 f .
Xe = SUPXy, y XE = BpXa,

(17) Sea (An)zo

_, una sucesi6n de conjuntos. Pruebe que

— = lim ) = lim
X Ay e XA, y Xlim A, n_mXAn
n—o0 n—o0

(18) Demuestre que >, ,a,/n! es un numero irracional si cada a, € {0,1} y si a, = 1 para

infinitos n’s.
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CAPITULO 5

LEI Conjunto de Cantor y su Media Hermana

Esta seccion esta dedicada fundamental a la construccién del Conjunto Ternario de Cantor,
un conjunto que constituye una fuente casi inagotable de ejemplos y contra-ejemplos en muchas
ramas de las matemadticas. Su construccién se lleva a cabo por medio de un proceso infinito de
eliminacién de ciertos intervalos abiertos y lo que queda de tal proceso es el conjunto de Cantor.
De inmediato se comienzan a mostrar las casi inimaginables propiedades que dicho conjunto
posee. Luego pasamos a construir a sus parientes mds cercanos: los asi llamados Conjuntos
Tipo-Cantor con propiedades muy similares al conjunto de Cantor y se finaliza con la Funcién de
Cantor, una funcién también con caracteristica muy especiales.

5.1. Representaciones Ternarias y Binarias

Para poder entender en profundidad las propiedades que posee el Conjunto Ternario de Can-
tor debemos pasearnos antes por conocer las propiedades de las representaciones ternarias de los
puntos que habitan en [0, 1].

Dada una sucesion de ntimeros reales, (x,)5"_;, considere la sucesiéon (s,)S_; de sus sumas
: _ n ) . ., .
parciales, donde s, = ijl x;j para todo n € IN. Si la sucesién (s,);_; converge a un punto
s € R, escribiremos

(o]
s = g x, = lim s,
n—oo
n=1

y diremos que la serie Y ", x, converge a s. Por ejemplo, para cada x € R y cada n € NN,

sabemos que
1 — "1

zn:xj: 1—x
j=0

n+1 si x=1

si x#1

y que si |x| < 1, entonces lim,_,. x" = 0. De esto se sigue el siguiente resultado conocido como
el Teorema de la Serie Geométrica.
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Teorema 5.1.1 (Serie Geométrica). Para cada x € R, la serie geométrica ;o x" converge en R si,
y sélo si, |x| < 1. En este caso,

Observe que para cualquier m > 0,

an — me+n — xm_<zxn> — oM <11x>/
n=m n=0

n=0

siempre que |x| < 1. Por ejemplo, si x = 1/k, donde k € {2,3,...,9}, entonces

f: l = L L = # (1k )
ko kmit {11 km(k—1)" "
En particular, tomando k = 3 en la igualdad anterior, resulta que
= 2
27:— (13)
n=m+

Por consiguiente,

22 ) 1 2.2
2y =h Ly =y Z?Z?

n=1 n=2
y asi,
1 ) 2 2 )
DI DE
n=2 n=3

5.1.1. Representaciones Ternarias

Suponga que para n € N, a, € {0,1,2}. Entonces, 0 < a,/3 < 1 y se sigue del Teorema de
la Serie Geométrica que la serie >, ;a,/3" converge a un elemento x € R. En este caso a x
también lo representaremos en la forma

X = (Déo, alazﬂlg...)g

y diremos que (&g, a14243...)3 es una representacién ternaria de x. Los nameros 0, 1 y 2 son
llamados los digitos ternarios.

Lema 5.1.2. Sea x € R con 0 < x < 1. Entonces, para cada n € IN, existen digitos ternarios
ai,...,a, tales que

= 4+ = I = 4+ = — + . 1
3+32+ +3n_x<3+32+ +3n+3n (1)
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Prueba. La prueba es por induccién sobre n. Puesto que 0 < x < 1, entonces 0 < 3x < 3, de
modo que si definimos a; = [3x], la parte entera de 3x, tendremos que 4; es un digito ternario
tal que 41 < 3x < a; + 1. De aqui se sigue que

a ai 1

- S x < —+ 3

3 = 3 3
lo cual es (1) para n = 1. Suponga que han sido construidos los digitos ternarios ay,...,a,
satisfaciendo (1) y defina

a, a,
Qn:§+?+"'+3—n.

Entonces (1) esigual a

de donde se obtiene que
0 < 3" (x —gq,) < 3.

Si ahora definimos a,41 = [3""! (x — g,)], tendremos que a,1 € {0,1,2} y se cumple que
An+1 < 3”+1(X—Qn) < Apy1 + 1,

es decir,

An+1 Ap4+1 1
3n+1 < x < qn + 3n+1 + 3n+1’

qn +

lo cual es (1) para k =n+ 1. [
Puesto que los ntiimeros 0 y 1 poseen las representaciones ternarias
0 = (0,000...)3 y 1 = (0,222...)3,
entonces, del Lema 5.1.2, se concluye que:

Corolario 5.1.3. Cada x € [0,1] posee al menos una representacion ternaria.

Por otro lado, observe que las fracciones %, % se pueden representar en la forma:

1 2
3 = (0100..); = (0,0222...)3, 3 = (0200..); = (01222...)s.

En general, cualquier racional de la forma m/3" admite dos representaciones ternarias, pues
m _om=1 1 m-1 < 2
_ _ > 2

k=n+1

Estos ejemplos ponen en evidencian que hay ntmeros reales que poseen al menos dos represen-
taciones ternarias. El siguiente resultado establece que la representacién ternaria de cualquier
x € (0,1) no puede ser mas de dos.

Teorema 5.1.4. Sea x € R con 0 < x < 1. Entonces x posee a lo sumo dos representaciones
ternarias.
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Prueba. Suponga que x posee al menos dos representaciones ternarias, digamos

X = (0, alazag,...)g,
= (0, bybobs...)s

Sea m el primer valor de n para el cual a,, # b, es decir, suponga que
ap = b, ao = by, ..., ay—1 = by_1, pero a, # by
Sin perder generalidad podemos asumir que a,, < b,,. Como a,, b, € {0,1,2}, resulta que
1 <au,+1< by <2

De aqui se sigue que

m—1 00
- n am n
n=1 n=m-+1
—1 0o
D A $ 2
- 3n 3m n
n=1 n=m+1
m—1
ay, A 1
IR TR T
n=1
B ml a, Ay +1
= 2z T g
n=1
m—1
b, by
S n=1 3_” " 3_"1
m—1 0
by | bm by
SO g Tt X o
n=1 n=m-+1
= x

de donde se concluye que todas las desigualdades anteriores se convierten en igualdades y, en
consecuencia,

am + 1 = by y a, = 2, b, = 0 paratodo n>m+1.
Estas relaciones muestran que x no puede tener otra representacion ternaria. [ |

Ejemplo 5.1.1. Recordemos que
1

L= %+?+§+.-. = (0,100...)3
_ g+%+%+-.- — (0,022...)s.
También,
% _ §+%+3_03+-.- = (0,200...)3
_ §+%+%+... — (0,122...)
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Lo interesante de las dos representaciones ternarias tanto de 1/3 asi como de 2/3 es que
una de ellas usa el digito 1, mientras que la otra no lo usa en ningtn lugar. En general, to-
do x con representacion ternaria x = (0,414 ...4,,-11000...)3 se puede escribir como x =
(0,a1a; ..., 10222...)3. En efecto, por (13,) se tiene que

a 1
(0, a1 ay11000...)3 = > 20 + o
n=1
m—1 0
an 0 2
=2 s tmt Lo
n=1 n=m-+1

Similarmente,
m—1 o
a 1 2
(0,a1ap ...a,11222...)3 = —Z + e + Z 3
n=1 n=m+1
e, 1 1
2.3 Tam T
n=1
m—1
an 2
n=1

= (0, aan ... am,12000 - .)3

5.1.2. Representaciones Binarias

Similar a la representacién ternaria se define la representacién binaria de un ntmero real
x € [0,1]. En efecto, para cada n € IN, considere a, € {0,1}. Entonces 0 < a,/2" <1 y se
sigue del Teorema de la Serie Geométrica que la serie

(o]
>3
n=1

converge a un unico elemento x € [0,1] al que representaremos en la forma

|3

n

N

X = (0,6!16!2613...)2

y, como antes, diremos que (0, 414243 ...)2 es una representacién binaria de x. Los ntimeros 0y
1 son llamados los digitos binarios.

Es fécil establecer, similar a como se hizo en el caso de la representacion ternaria, que todo
x € [0,1] posee al menos una, pero no mas de dos, representaciones binarias. Por ejemplo, la
Unica representacion binaria de 0 es

0 = (0,000...),
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pero 1 se puede representar de dos formas distintas:
1 = (1,000...), = (0,111...),

Maés aun, cualquier 0 < x < 1 que posea una representacion binaria, digamos en la forma,
x=(ajay ...a,1000...), donde los ay,...,a, € {0,1}, también se puede escribir como

x = (0,414 ...a,0111...),
A tal expresion la llamaremos la representacién binaria infinita de x.

Corolario 5.1.5. 5i 0 < x < 1, entonces x posee una, y solo una, representaciéon binaria infinita.

5.1.3. El Conjunto Ternario de Cantor

En el siglo XIX, tres matemadticos descubrieron, cada uno e independientemente de los otros
dos, una familia de conjuntos de ntimeros reales, ahora conocidos bajo el nombre de conjun-
tos tipo-Cantor, con propiedades muy sorprendentes y que fueron utilizados fundamentalmente
para construir algunos contraejemplos problematicos. El primero de esos conjuntos fue descu-
bierto por el inglés Henry J. S. Smith (1826-1883) en el afio 1875. Este trabajo de Smith pasé6 casi
desapercibido para la época por la sencilla razén de que muy poca atencién se le prestaba a la
investigacion matemadtica proveniente de Inglaterra o de cualquier otra parte de Europa que no
fuese Alemania pues el prestigio de las universidades alemanas constituian el centro del mundo
matematico. De modo similar, en el afio 1881, el brillante fisico-matematico italiano Vito Volterra
(1860-1940), publicé un resultado similar al de Smith que le sirvié para demostrar la existencia
de una derivada acotada que no era Riemann integrable imponiendo, de este modo, una severa
limitaciéon al Teorema Fundamental del Célculo para la integral de Riemann y que originé una
profunda revision de la nocién de integral por parte de Lebesgue. Finalmente, en el afio 1883 apa-
rece el mds conocido y famoso ejemplo de este tipo de conjuntos llamado el conjunto ternario de
Cantor o simplemente conjunto SVC(3) (3 por ternario y SVC por Smith, Volterra y Cantor).

El conjunto ternario de Cantor, al que denotaremos en lo sucesivo por I', es un subconjunto
de [0,1] que se construye ejecutando, en infinitos pasos, la eliminacién de ciertos subintervalos
abiertos en [0, 1]. Desde su descubrimiento se ha convertido en una suerte de caja de sorpresas:
aparte de poseer unas propiedades extraordinarias y, por demds, sorprendentes, lo que le confiere
un estatus de privilegio y una fuente casi inagotable de contraejemplos en Analysis, Topologia,
Teoria de la Medida, etc. dicho conjunto es una herramienta fundamental en la Teoria de los
Sistemas Dindmicos, la Teoria de Fractales, etc., El proceso de construccién de dicho conjunto,
como ya mencionamos, se llevard a cabo en el intervalo [0,1], aunque debemos advertir que
la eleccién de ese intervalo se hace sélo para simplificar los célculos por lo que la construcciéon
de un conjunto ternario de Cantor se puede realizar en cualquier intervalo cerrado [a,b] y, en
consecuencia, en cualquier intervalo abierto ya que éstos contienen en su interior a un intervalo
cerrado y acotado.

|| » Construccién del Conjunto Ternario de Cantor.

(1) Divida el intervalo I = [0,1] en tres subintervalos de igual longitud y luego elimine el
subintervalo abierto que se encuentra ubicado en el centro, es decir, elimine el intervalo

J1(1) = (3,3) y retenga los intervalos cerrados [0, 1/3] y [2/3, 1].
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o
—~ D=
N @I
—_

Definiendo
rh =101\ =1[0,1/3] U[2/3 1],

donde J; = J1(1), resulta que I'1 es compacto. Mds aun, si hacemos
Fp = [0,1/3] y F, = [2/3,1],

se tiene que la longitud de cada uno de estos intervalos cerrados es 1/3 y, en consecuencia,
la longitud de I'; es2/3.

En la segunda etapa se subdivide cada uno de los dos intervalos cerrados retenidos ante-
riormente, Fi; y Fip, en tres partes iguales eliminandose, como antes, los intervalos abiertos
centrales >(1) = (§,3) y J2(2) = (%, 8), respectivamente, pero conservando los cuatro

intervalos restantes.

1 2 1 2 7 8
0 9 ] 3 3 9 9 1
( \ ( \ ( \
: \ ] \ ]/ \ ] : rz

(%) n@2) = (73)
Formemos el conjunto [, = J1(1) U J2(1) U J2(2) y defina
Iy = [0,1] \ (i(1) U J2(1) U 2(2))
22
= UPZj/

j=1

donde 1 2 3 6 7 8
SR e N IR

Como antes, I'; es compacto y su longitud es 4/3% ya que la longitud de cada b, j=
1,...,2%, es 1/3%. Més aun, I'j D To.

I | I'o

} / } i I

— — — — D

(3) Sise continta de este modo indefinidamente se obtienen dos sucesiones de conjuntos, (J,)§;

y (I'n)$, con las siguientes propiedades: para cada entero n > 1,

(a) Ju esla union disjunta de 2" — 1 intervalos abiertos: J,(1),...,J,(2" —1).
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(b) (I'y)$, es una sucesion decreciente de conjuntos cerrados, donde cada I';, es la union
disjunta de 2" intervalos cerrados:

rn = nlU"‘UFn2” - [011]\(I1U]2U"'U]n)-

¢) Cada uno de los intervalos que definen a J,,1 es el centro de alguno de los intervalos
q g
que componena I'y, n=1,2,....

(d) Lalongitud de cada una de las componentes tanto de J, asi como de I', es 1/3". Luego,
la suma total de todas las longitudes de los intervalos de J, y I'; son, respectivamente:

((J.) = 2”1<31n> y (T,) = 2(%)

Finalmente, sean
G=1J/ y r = (\Iw = [0,1]\G.
n=1

Observe que G es un conjunto abierto no vacio y como (I';){” ; es una sucesién decrecien-
te de conjuntos compactos no vacios, se sigue del Corolario 2.2.35, pdgina 135, que I' es
también no vacio. A este conjunto I' es al que llamaremos conjunto ternario de Cantor, o
simplemente, conjunto de Cantor.

En el siguiente gréafico se muestra la representacion del conjunto ternario de Cantor a través

/I\
AN N
/N A ANVAN

I'3 Fz1. F» F3 P Fs Fes Fy;  Fsg

/NN NN /N /NN

Antes de comenzar a describir algunas de las formidables propiedades que posee el conjunto
ternario de Cantor, es imprescindible que podamos entender cémo se expresan las representacio-
nes ternarias de los extremos de cada uno de los intervalos cerrados que definen a I',.

La siguiente lista da una idea precisa de tal proceso. Para cada n € IN, denotemos por ext(T’;;)
los puntos extremos de los intervalos que definen a I';,. Asi,

3
123 6 7 8 9 k
ext(l) = {O’§’§’§}U{§’§’3_2’§} = U{g}

3 .
1 2 3 6 7 8 9 k +3(2i)
ext(l2) = {Ogﬁﬁﬁ}u{ﬁﬁﬁﬁ} - U U{ 32



Sec.5.1 Representaciones Ternarias y Binarias 217

_ 1 2 3 6 7 8 9 18 19 20 21 24 25 26 27
U T A EE I R ) e Fl

o (k3(20)) + 32(2i
:UUU{+(1§3+ (2)}

o] L (k+3(2i)) +32(2i 37126,
VI VIVRSVR = ey

Observe que ext (I'1) Cext(I';) C--- Cext(I',) € --- Definamos ahora

ext(T) = Uext(l"n
n=1

y noétese que si x es cualquier elemento en [0,1] con representacion ternaria finita, digamos
x = Y1, 3%, entonces

n
X = Z% € ext(I') siempre que cy,...,c, € {0,2}. (5.1.1)

k=1

Mais adelante veremos que ext(I') es, de hecho, denso en I'. También observe que los pares
centrales en cada uno de los conjuntos que definen a ext(I',), dibujados en azul, constituyen los
extremos de los intervalos abiertos J,(k) eliminados en el n-ésimo paso. Dicha férmula permite
describir tales extremos como

2 ! ! i 2(2i n=1(2i,_
it = U U - U_ {k+321 ERCARIHES Il 1)},

donde J, = Ui, J N Ju (k). De modo explicito

h(1) = (%r %)

1 2 21 2 2
]2(1) = <?/ ?); ]2(2) = <§ + 323 + ?>

1 2 2 1 2 2
]3(1) - <§/ ?); ]3(2) = <§ + 332 + §>

2 1 2 2 2 2 1 2 2 2
]3(3):<§+§/§+§>/ ]3(4)=<3+32+3 3+32+33>
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1 2 2 1 2 2
J1(1) = (ﬁ’ §>/ Ja(2) = (ﬁ ta gt ﬁ)

2 1 2 2 2 2 1 2 2 2
]4(3):<§+§’?+§>’ ]4(4>:<§+¥+§’?+¥+§>

2 12 2 2 2 12 2 2
5: " YRS Y N 6: ~ Py A A Y A
J4(5) <3+34 3+34> Ja(6) <3+33+34 3+33+34>

Pongamos

ext([]]n> = Gext(]n) CT.
n=1 n=1

y note que ext(I') = ext(J;_; J») U{0,1}. Lo anterior se puede resumir en la forma siguiente:

(Bo) || Siparacada n € N ycada 1 < k < 2"! indicamos con a! y b} los extremos del
intervalo abierto ], (k) borrado en el n-ésimo paso, entonces
1 2
ay = e y b = e

ypara k > 2, existen 1 <ny <np <--- <ng <n tales que

2 2 2 1

n f— —_ —_ DY —_ —_

al = <3”1 g Tt 3nk> + 30 (5.1.2)
2 2 2 2

n f— DY —_ —_

b = (ﬁ ot 3nk> + 3 (5.1.3)

De aqui se concluye que las representaciones ternarias de a4} y b} vienen dadas, respectiva-
mente, por

LZZ = (0,C1C2--'Cn_1100...)3 = (0,C1C2-~-Cn_1022...)3,
b;(l = (0, C1Cp - - - Cn,1200 .. .)3
donde cy,...,c,—1 € {0,2}.

5.1.4. Propiedades del Conjunto Ternario de Cantor

Las siguientes propiedades del conjunto ternario de Cantor, s6lo mostramos algunas, son las
que le confieren a dicho conjunto los calificativos de extraordinario, sorprendente, especial y,
por supuesto, un estatus de privilegio entre los muchos subconjuntos de R que también poseen
propiedades muy especiales.

(K1) T es compacto.

Prueba. Observe que cada conjunto I',, es compacto por ser cerrado y acotado, o si prefieres,
por ser una union finita de intervalos compactos. Mds aun,

I 2 2 - 20 2 -
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(X2)

(%)

Se sigue entonces del Corolario 2.2.35 que T =, I, es compacto y no vacio. n

De hecho, todos los puntos extremos de los intervalos que definen a I', para cada n € IN,
pertenecen a I'. Por ejemplo, todas las fracciones

1

2 7 8 19 20 25 26 1 2
1277277277 27 277 27" 27" 27" 81" 81 '

7

121 2
1, = = - =
0/ 7 3/ 3/ 9/ 9/

NeJIaN|
\O| Co

estanen T.

#(I') = 0, donde p es la medida de Lebesgue sobre R. Véase el Corolario 6.3.41, pagi-
na 283. En particular, I' no contiene ningiin intervalo.

Tal vez podamos convencer al lector de que la “longitud” de I' es cero argumentando del
modo siguiente: Recordemos que en el primer paso, en la construccién de I', removimos
el intervalo abierto J;(1) de longitud 1/3. En el segundo paso eliminamos dos intervalos
abiertos J>(1) y J2(2), cada uno de longitud 1/32, de modo que en estas dos etapas hemos
quitado de [0,1] una longitud total de 3 + 23%. En el n-ésimo paso habiamos eliminado
21 intervalos J,(1),...,J,(2""!) cada uno de ellos de longitud 1/3", por lo que la suma
de todas las longitudes eliminadas hasta el paso n es:

1 1 ) 1 41
Sn = 5‘%2§§‘F2 ég‘%"'%‘zn gﬁ.
Una vez construido I', se observa que la totalidad de las longitudes de los intervalos elimi-
nados de [0,1] es la siguiente:

[ee] [ee]

1l 1= /2\" 1 2/3
D ) =32 1?‘52(5) =3 1-23 -

n=1 n=1

Pero 1 esla longitud de [0,1], de modo que T debe “medir” cero. Aunque esta conclusion
es cierta, resulta que cada una de estas afirmaciones necesitan una justificaciéon. Ellas serdn
dadas més adelante cuando veamos la nocién de medida de Lebesgue.

I' es totalmente disconexo. Puesto que I' no contiene, gracias al resultado anterior, ningtn
intervalo y como los tinicos subconjuntos conexos de R son los intervalos y los puntos,
Teorema 2.2.7, pagina 123, resulta que las componentes conexas de I' son sus puntos. MW

I' es nunca-denso. Esto es consecuencia inmediata del (X;). Mads aun, el conjunto G =
[0,1] \ T es denso en [0,1]. Para ver esto, observe que como I' es nunca-denso, entonces
int(T') = @ y se sigue del Teorema 2.2.39, pagina 137, que

0,1 = [0,1] \int(T) = [0,1]\T = G.

La siguiente importantisima descripcién de los elementos de I' es la que permite determi-
nar con exactitud si un elemento dado en [0, 1] pertenece o no a dicho conjunto.

Cada x € T admite una iinica representacion ternaria sin usar el digito 1, es decir,

r = {xe [0,1] : x:ZC—Z, cn € {0,2} para todo nzl}.

n=1
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Prueba. Pongamos
" = {x €[0,1] : x= ZC—” cu € {0,2} para todo n > 1}.

Sea x = Y 7 ,cx37 " € T*, donde ¢, € {0,2} paratodo n > 1. Fijemosun n € N y
considere la suma parcial s, = > ;_; % Se sigue entonces de (5.1.1) que s, € I' para todo
n >1 vy, ademads,

(o]
. Cn
lim s, = — = x.
n—co 3n

n=1

Como I' es un conjunto cerrado, resulta que x € I'. Esto prueba que I'* C TI.

Para demostrar la otra inclusién, sea x € I' y suponga que x ¢ I'*. Ahora bien, como
x ¢ I'*, al expresar dicho ntimero en su representacion ternaria resulta que algunos de sus
coeficiente debe ser igual a 1, de modo que no se pierde generalidad en suponer que x
tiene la forma

X = —+——|—Z (1)

n=1 nm+1

donde c1,...,Cm—1,Cm+1,Cm+2,--. € {0,2} y m es el primer entero tal que ¢, = 1. Observe
que no todos los ¢, con j > 1 pueden ser iguales a 0, pues si todos ellos fuesen cero,
entonces por (1) y (13,) tendriamos que
m—1 m—1 00
B Cy 1 Cn 2 N
X = 3_n + 3_711 = 3_n + 3_n el
n=1 n=1 n=m+1
lo cual es absurdo. Similarmente, si se supone que ¢,,; = 2 para todo j > 1 se obtiene,
como antes, que x € I'*. Por consiguiente, al menos un c,,;; # 0 y al menos un cy,4; # 2.
De esto ultimo se concluye que

3
R
3
R

Cn 1 Cn 1 Cn
A= it < Y= mtmt D o
n=1 n=1 n=m+1
e, 11
< _n+3_m+3_m
n=1
m—1
_ Cn 2
n=1

es decir, x € J,;(j). Pero como T, = [0,1] \ (Ju (1) U--- U (2"~ 1), resulta que x ¢ Ty, y,
en consecuencia, x € I'. Esta contradiccién muestra que x € I'* y termina la prueba. u
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Observe que multiplicar por 3 a un nimero x € I' equivale a desplazar el punto en la
representacion de ternaria de x un lugar hacia la derecha. Por ejemplo, tomando

1
7 = (002020202...); €T

resulta que

1 3
3 x - = (0,20202020... = (=].
1= ) (4)

Mientras que dividir por 3 equivale a desplazar el punto ternario un lugar hacia la izquier-
da. Asi, por ejemplo,

X PR
12

W =
I

1
= (0,00202020...)5 = < > .
3

Una vez establecida la propiedad (X5) se comienzan a descubrir otros atributos importan-
tes e interesantes de I'. Por ejemplo, una de las propiedades mas sorprendente, extraordi-
naria y, por demads extrafia de I', es la siguiente:

I' es no-numerable.

Prueba. Ya hemos visto, Teorema 1.2.17, que
card ({0, 1}N) = card(2(N)),

y, como card(Z(IN)) = ¢, resulta entonces que card ({0, 1}N) = c. Para finalizar la prueba,
defina

o =\ 2a
¢:{0, 1N =T  por e((an)py) = Z 3_:
n=1

Puesto que ¢ es claramente biyectiva, entonces I' es no numerable. n

Otra forma de demostrar lo anterior es a través del Método de la Diagonal de Cantor.
Suponga que T es numerable y sea {xq,x7,...} una enumeracién de dicho conjunto. Es-
cribamos cada uno de los x; en su representacion ternaria sin usar el digito 1, esto es:

x1 = (0,an11a12m13 - -+ )3,
xp = (0,ap1a00a23 )3,
x3 = (0,asa3a33 )3,

donde los a,,, € {0,2} para todo m,n € IN. Ahora defina

0 Sl dyy =2
an -
2 si a,, = 0.

Resulta que el numero x = (0,a1a2a3...) pertenece a I', pero no estd en la lista anterior.
De alli que I' es, necesariamente, no-numerable. [ |
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(K7) T es simétrico en el siquiente sentido:
r =1-T.

Prueba. Por (X5), cada x € T se puede representar en la forma x = (0,cicpc3...)3, donde
cn € {0,2} para todo n > 1. Por esto,

1—x = (0,222...)3 — (0.C1C2C3...)3

2 (o]
-3

n=1

Il
M2

3
Il
—_
WO
2=

— Cy
31’[

I
(e

3
Il
—

el

Il
[M]e
X

3
Il
—

donde a, =2 —¢, € {0,2} para todo n > 1. [ |
Observe también que

1
3—mF§F

se cumple para cualquier m > 1. En efecto, si x = )" ; 2 € I, entonces se tiene que

1 (e
3m 372;_2:23;—tmer

para cualquier m € IN.

Otros resultados que que se obtienen gracias a la representaciéon de los elementos de T’
dada por (Xs), consiste en identificar una cantidad infinita de racionales que no son de
la forma £ pero que aun pertenecen a I'. Como I' es no-numerable, en €l se pueden
apreciar dos grandes categorias de puntos: los visibles y los ocultos. Los visibles, como ya
hemos visto, son los extremos de los intervalos retenidos en cada paso de su construccién,

es decir,

51212781 27 81920221 2
7373797979797 277 27" 27" 27" 27" 27" 27" 27" 81 81"

Los ocultos, como su nombre lo indica, no estdn a la vista y, por consiguiente, no son
faciles de detectar. Entre ellos estdn, por supuesto, los ntmeros irracionales de [0,1] que
pertenecen a I'. Identificar tales ntimeros irracionales es, como cabe esperar, una tarea
harto dificil. Sin embargo, el nimero de Liouville

N

Z 5 = (0,22000200000000000000000200.. . . )3,
n=1

W

su simétrico 1— > 7 ; % y los que se obtienen multiplicando los dos anteriores por 3%”

para cada m € IN, son de los “pocos” niimeros irracionales conocidos que viven en I'. Sin



Sec.5.1 Representaciones Ternarias y Binarias 223

embargo, ademads de los nliimeros irracionales, existen ciertas colecciones de fracciones que
estan ocultas en I', entre ellas las que tienen la forma ﬁ, para todo n € IN. En efecto,

(0,0...02...20...02...20...)3 =
— o=

n n n n
(2 2 2 2 2 2

2 2 2 1 1 1
_3r-1 1 3-1 3" —1
T R GV CEe))

32n

1

=3n+1 e T.

Ademads, como I' es simétrico, los siguientes niimeros también forman parte de I':

1 3"
1—3n+1 = 31 para todo n € IN.

y, por supuesto, también todas las fracciones del tipo

1 3

TR para todo m,n € IN.

. _ . 1 _ 1 TP
En particular, para n = 1 uno obtiene que ; = 377 € I' y su numerosa familia:

13 1 11 1 1 25 35 1
4" 4" 3.4"3.4"32.4" 3.4’ 32.4" 32.4" 3.4’
11 25 3 73 8 97 107

33.4”7 33.4” 33.4” 33.4" 33.4” 33.47 33.4" "

todos estdn en I'. Pero no sélo los nimeros de la forma ﬁ y sus simétricos estdn en T,
existen muchos otros racionales ocultos en I' que no son féciles de visualizar, como por
ejemplo, todas las fracciones del tipo 3,%1 estdin enI' ya que

2 2 2
(0,0...020...020---)3 = 3 + o + 2 4 ...
n n
2 1 1\* 1\°
2 1 2
= 3_;/1‘1 1 = 3n_1 (= I_',

3

y1 por simetrfa, 1 — 527 € T para todo n € IN. Por supuesto, los multiplos - 525 y

37(1 — 52+) estdnen I para todo m,n € N.
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(Ks)

(%)

I' es perfecto, es decir, es cerrado y no posee puntos aislados.

Ya hemos visto que I' es cerrado. Para demostrar que él no posee puntos aislados es
suficiente comprobar que el conjunto

ext(l') = G ext(l'y) C T
n=1

es denso en I'. En efecto, sea x = Zf:’:l ;37" € I'. Dado € > 0, escojamos un N € IN tal
que 37N < . Si ahora definimos

n=1
resulta, por (5.1.1), que sy € ext(T) y asi,
> ¢ > 2 1
’x_SN’: Z%S 3_71:3_N<8'
n=N+1 n=N+1
Esto termina la prueba. n

Observe que de lo anterior también se obtiene, como caso particular, que el conjunto G =
[0,1]\T esdensoen T.

I +T = [0,2] y r—T = [-1,1].

Prueba. (a) Veamos que T +T = [0,2]. Observe, en primer lugar, que
. 1 do n>1
oI = 3—n.an€{0,}paratoo n>15.

n=1
De esto se concluye que

o]

1 1 an + by
§r+§r:{z . an, by € {0,1} para todo nzl}

31’[

n=1

- {Zg—Z : dn € {0,1,2} para todo nzl}
n=1

= [0,1]

y, por lo tanto, T'+T = [0,2]. [ ]
(b) Veamos ahora que I —T =[-1,1].
En efecto, es claro que I' —T' C [—1,1]. Para demostrar la otra inclusién necesitamos definir,

para cada n € IN, el conjunto

n
a
R, = {xe 0,1] : x= 3—’; ake{O,l,z}}.

k=1
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Nuestra primera tarea serd demostrar que
R, € T-T.

para todo n > 1. Usaremos, para ello, induccién sobre n. Observe que si x € I', entonces
x=x—0¢&TI—T, porlo que s6lo es necesario analizar los elementos de R, que no forman
parte de I'. Para n =1, se cumple

1 2
R = 0/ EYAY g r

y, por lo tanto, Ry C I' = I'. Para n = 2, nuestro conjunto R, contiene nueve elementos, a

saber,
R, fpl21 21 11 22 12 2
27 1733 3323 "33 3’33332

Notese que, gracias a la definicién de ext(T'), todas las fracciones de R, pertenecen a T’
salvo §+ 31—2 y 5+ 32—2 las cuales se pueden expresar en la forma

11
ztg = (0,11000...)5 = (0,2000...); — (0,0200...)3 € T~ T
1 2

3t3 = (0,12000..)5 = (0,2200...); — (0,0222...)3 € T T

Por esto, R, CT —T.

En general, suponga que para k = n —1 se cumple que R,_; € I' =T y sea x =
(0,a1...a,)3 cualquier elemento de R, con a, # 0. Por lo observado anteriormente,
supondremos que x € I'. Como

a
x = (0,a1...a,-1)3 + 3—Z

resulta de nuestra hipétesis que existen 7,1 y g,—1 en I' tal que
(0,a1...4,-1)3 = Tyl — Gu-1
Pongamos
tn1 = (0,b1...bp-1...)3 y gn-1 = (0,¢c1...¢p-1...)3,

donde los digitos by, c1,ba,c2,... € {0,2}. Esimportante destacar que, en la representacion
anterior, 1,1 siempre se puede elegir en la forma

(0,by ... by_1000...)s.
Por esto, (0,41 ...a,-1)3 se puede escribir como

(1) (0, a... an,1)3 = (0, b] N bn,1000 - .)3 — (0, Cl... Cn,10000 .. .)3 con Cp—1 7'é 0,
aunque b, puedeser 0, o

(2) (0,611...£ln_1)3 = (O,bl...bn_1000...)3 — (0,c1...cn_10222...)3.
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Si a, = 2, simplemente hacemos b, =2 y entonces se tiene que
(0, a... an,12)3 = (0, bl N bn,1200 - .)3 — (0, Cl... Cn,10000 .. .)3
pertenece a I' —I'. Por otro lado, si 4, = 1, podemos escribir

(O,Ell...ﬂn,11)3 = (O,bl...bn,12000...)3 — (0,c1...cn,10222...)3

(0, a... an,11)3 = (0, bl N bn,1000 - .)3 — (0, Cl... Cn,1Cn000 .. .)3.
Esto completa la prueba del paso inductivo.
Para terminar la demostracion, sea x € [0,1] y suponga que su representacion ternaria no

es finita, es decir, x € R, para todo n > 1. Pongamos, x = (0,414, ...)3 y observe que

x = lim p,,
n—oo

donde p, = (0,a142...a,)3 € R, para todo n > 1. De la discusion anterior sabemos que,
por cada n € IN, existen r, y g, en I' tales que p, = r, —q,. Ahora bien, puesto que I" es
compacto, se sigue del Teorema de Bolzano-Weierstrass que existe una subsucesiéon (rn].)}?';l

o . . . y -
de (r4);; convergiendo a un tnico punto r € I'. La correspondiente subsucesién (qy;) il

de (4x);-; también posee una subsucesién (g, ){2; que converge a un punto q € I'. Puesto

que toda subsucesiéon de una sucesioén convergente converge al mismo punto, se tiene que:

X = limpnji = }L&(mh — qﬂ/,») =r—-—qel-T

i—o0

Finalmente, si x € [—1,0], entonces —x € [0,1] y por lo anterior, existen r,q € T tal que
x =r—gq. Poresto, —x =g —r €I =T y, en consecuencia,

[~1,1] C T—T.

Esto termina la prueba. u

5.1.5. Conjuntos Tipo-Cantor de Medida Cero

El siguiente es un procedimiento mds general que el anterior para producir conjuntos tipo-
Cantor de medida cero. Fijemos un a« € (0,1) y sea B = 5% Notese que B € (0,1/2) ya
que

1
0<a<l = —-1<-a<0 = 0<l—-a<l = 0<,8<§.

Considere ahora las funciones Ty, T; : [0,1] — [0,1] definidas por
To(x) = px y Ti(x) = px+(1-p).
Pongamos Ky = [0,1] y para cada entero n > 1, defina
Ky = To(Kp_1) U Ty(Ky_1).

Si definimos

rg = ﬁ K,
n=1
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entonces se obtiene un conjunto con caracteristicas similares al conjunto ternario de Cantor al que
llamaremos un conjunto tipo-Cantor de medida cero. Observe que cuando « = 1/3, entonces
B = 1/3 obteniéndose el conjunto ternario de Cantor, es decir, I' =T %;g

¢Coémo son, realmente, los conjuntos K,? Si uno mira cuidadosamente la definicién anterior,
se observa que

To([0,1]) = [0, B] y n([o,1]) = [1-41],

de modo que
Ki = [0,8] U [1-B1]

Otra manera de describir el conjunto K; consiste en remover del centro de [0,1] el interva-
lo abierto (B,1— p) de longitud 1 —2B = a, quedando dos intervalos cerrados cada uno de
longitud B. De nuevo, nétese que

To(K1) = [0, 8] U [B(1—B), B],
Ti(Ky) = 1-B, 7+ (1—B)] U [(1-B)+B(1—p), 1]

por lo que el conjunto K, se expresa en la forma:

K= (0870 Ba-p),6) U (1-p F+0-p] U [01-p)+p1—p)1])

Observe que K; se obtiene de K; removiendo del centro de cada uno de los intervalos cerrados
de K; un intervalo abierto de longitud af. Cada uno de los cuatro intervalos cerrados que de-
finen a K, tiene longitud B?, por lo que la longitud de K» es 228? = (1 —a)?. En general, K,
es la unién disjunta de 2" intervalos cerrados cada uno de longitud " y K,11 se obtiene elimi-
nando del centro de cada intervalo de K, un intervalo abierto de longitud af". Por supuesto, la
coleccién (K, )5, es una sucesién decreciente de subconjuntos compactos de [0,1] que posee la
propiedad de interseccion finita y, en consecuencia, por la compacidad de [0,1], resulta que T p
es no vacio, compacto, nunca-denso y perfecto. ;Cudl es la longitud o medida de rf ? De nuestro
andlisis sabemos que la longitud de cada conjunto K, es 2"B" y, en consecuencia, la longitud
total de T? es menor o igual a 2"p". Sin embargo, como B € (0,1/2), se tiene que 28 < 1y,
por lo tanto, la longitud de K,, tiende a cero cuando n tiende a infinito, lo cual quiere decir que
la medida de T% es cero (véase el Corolario 6.3.47, pagina 287). Otra modo de calcular la medida
de T? es observar que la suma de las longitudes de todos los intervalos que se eliminaron en su
construccion es:

D lUn) = a+2(ap) 4+ +2"(ap") 4

n=1

1

. -1
1-28

= 0((1+2,B+~-~+(2’B)”—|—-~-) =

de modo que la medida de T? es cero.

Teorema 5.1.6. Sea ext(l“f) el conjunto de los puntos extremos de todos los intervalos abiertos removidos
en la construccion de FE. Entonces

ext(Fg) = 1%,
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Prueba. Sabemos que ext(I’f) C rf y como T f es cerrado, entonces ext(I’f) C rf. Para de-

mostrar la otra inclusién, sea x € T y seleccionemos un ¢ > 0 arbitrario. Puesto que % esun
f, lo cual significa que (x —¢,x+¢)N rf # @& contie-
p
o

conjunto perfecto, x es un punto limite de I

ne infinitos puntos. Fijemos un y € (x —¢,x +¢) NIy y suponga que x < y. Observe que gracias

aque I’ # no contiene intervalos (por ser nunca-denso), entonces entre el punto x y el punto y
existe uno de los intervalos que fue removido en algin paso de la construccién de %, Denote-
mos a tal intervalo por (ag,by). Puesto que y € (x —d,x +J), resulta que x € (ay —¢,a,+¢€) y
x € (by —¢, by +¢€). Esto nos indica que x es un punto limite de ax y by. Como la eleccién del
intervalo se hizo de modo arbitrario, se sigue que x € ext(T?). Esto muestra que % C ext(TF) y
termina la prueba. [

Por supuesto, existen otros procedimientos distintos al anterior para generar conjuntos tipo-
Cantor de medida cero. Por ejemplo, divida el intervalo [0,1] en 5 partes iguales y remueva los
intervalos abiertos que ocupan el 2do y 4to lugar. Repita el paso anterior con los 3 intervalos
cerrados que permanecen y elimine el 2do y el 4to intervalos abiertos en cada uno de ellos.
Contintie. La intersecciéon de todos los intervalos cerrados que permanecen en cada etapa del
proceso es otro conjunto tipo-Cantor que posee las mismas propiedades que el conjunto ternario
de Cantor; en particular, su medida también es nula.

Nota Adicional 5.1.1 Aunque parezca extrafio, los conjuntos tipo-Cantor i que acabamos de
construir son més interesantes y ttiles para los nimeros B. La razén de por qué ello es

asi radica en el hecho de que 1/ es un factor de escalamiento de T P en otras palabras,
,8*1(1"5 N0, Bl = . También es importante destacar que cuando « decrece hacia cero, f
crece hacia 1/2 y, en consecuencia, los conjuntos tipo-Cantor I' P se hacen “mas grandes”.
Esta idea, que no es tan inmediata de verificar, se puede precisar usando la nocién de “di-
mension fractal”. Es importante observar que el hecho de l"f se hace mas grande a medida
que B se aproxime a 1/2 no puede ser probado usando el argumento de cardinalidad ya
que tales conjuntos poseen la misma cardinalidad, ni tampoco con un argumento de Teoria
de la Medida pues todos ellos poseen medida cero.

Observe que los valores de « y B elegidos en el proceso para generar el conjunto l"f se
pueden tomar de un modo mas general, es decir, siempre se pueden elegir cualquier par
numeros «, f € (0,1) tal que a +p < 1.

Otro hecho curioso que relaciona el conjunto tipo-Cantor ¥ con la Teoria de Ntimeros es
el siguiente problema geométrico formulado por Roger L. Kraft en [81]: Dado B € (0,1/2),
:es posible encontrar un A € (0,1) de modo que

N (A-T8) = {o}? (K)

Kraft demostré que By = (3 —+/5)/2 es un valor critico a la solucién de dicho problema.
Esto significa que si B < o, el problema (K) posee una solucion, mientras que, si f > Bo,
entonces dichos conjuntos son ahora demasiados grandes para proveer una solucién. De
hecho, Kraft demuestra que, en este caso, la cardinalidad de rf N (/\ -T f ) es infinita. Pero,
(qué tiene de especial el valor By? Bueno, es aqui donde aparece sun conexién con la Teoria
de Ntumeros. En primer lugar, nétese que

po = 252 = @y
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donde ¢’ es el niimero de oro negativo. Mds aun, si « es el valor asociado a By, entonces

Bo Bo B-v5)/2 _ 1+v5 _ o

v 1-2B0 1—(3—+/5) 2

donde ¢ es el niimero de oro positivo. Pero, ;qué es el nimero de oro? Recordemos
que el ntimero de oro es la rafz positiva de la ecuacién cuadrdtica x> — x — 1 = 0, cuyo
valores ¢ = (1+ \/5) /2. Esta ecuacion se obtiene, geométricamente, del modo siguiente:
Un segmento de linea de longitud, digamos 1, es dividido en dos partes por un punto
x € (0,1)

Suponga que el segmento més largo tiene longitud x. Diremos que el segmento [0,1] esta
divido en la razén durea o radio de oro si la relacién

X 1

= 1)

1—x X

se cumple, es decir, el subsegmento mds largo estd relacionado al més pequefio exactamente
como el segmento total estd relacionado al segmento mds largo. Existe, por supuesto, un
tnico numero x € (0,1) que satisface la ecuacién (1). Si hacemos la sustitucion ¢ = 1/x
en la igualdad (1) ella nos conduce a la ecuacién cuadrética

> —p—1 = 0.

cuyas rafces son (1++/5)/2 y (1—+/5)/2. La raiz positiva usualmente se denota por el
simbolo ¢ y la negativa por ¢'. Al nimero x = ¢ se le conoce como el niimero de oro. Este
nuamero tiene una importancia fundamental en muchas areas del conocimiento humano.
Por ejemplo en el arte, la arquitectura, la misica, la biologia, la matemaética, etc.

5.1.6. Conjuntos Tipo-Cantor de Medida Positiva

El conjunto ternario de Cantor fue construido removiendo, en cada etapa de su construccion,
2"=1 intervalos abiertos, cada uno de ellos de longitud 37". En la seccién anterior vimos como
se construfan conjuntos tipo-Cantor de medida cero para cualquier « € (0,1). Lo que también
resulta sorprendente es que se pueden construir conjuntos tipo-Cantor con medida positiva. Por
supuesto, el procedimiento para lograrlo va a depender del tamafio de los intervalos abiertos
que hay que eliminar en cada paso. La siguiente coleccién de conjuntos, que denotaremos por
(Ta)ae(0,1), similares al proceso de construccién del conjunto ternario de Cantor, poseen propie-
dades idénticas con una tinica excepcién: tales conjuntos poseen medida positiva.

(|[» T,) Fijemos un a € (0,1). Tal y como se procedi6 en la construccién del conjunto ternario
de Cantor, removamos del centro de [0,1] un intervalo abierto de longitud «/2, digamos,

1 1
W) = (5-505+5)
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y denotemos por I';(«) la unién de los dos intervalos cerrados que permanecen, esto es,

1 o 1
I"l(oc) = F11UF12 = [O,E—?:| |:2+?, 1:|

Elimine del centro de F;1, asi como de Fj, los intervalos abiertos

1 3a 1 x 3 a 3 3«
) = (52 ) y B = (7430 2+ 5)
y observe que la longitud de cada uno de ellos es a/23. Denote por T'2(«) la unién de los cuatro
intervalos cerrados que quedan, vale decir, I'(a) = Fy; U Fxp U F3 U Fp4, donde

1 3« 1 a1 «
Ly, = — = Fr — |—_ %2 - _ %
21 [O’ 22 24] 2 [22 24" 2 22]
1 a« 3  « 3 3«
F = |4+, 5+ Fy = , 1
3 [2 taat 24} # [22 o ]
Observe que la longitud de cada uno de estos intervalos cerrados es 5; (1 —ta— 2—2¢x) Repitamos,

una vez mads, el proceso anterior a cada uno de los intervalos cerrados que conforman a I'>(«)
removiendo de su centro un intervalo abierto de longitud a/2° y denotemos por T'3(a) la unién
de los 23 intervalos cerrados que quedan. Continuando indefinidamente con este procedimiento
se obtiene una sucesion decreciente de conjuntos compactos (I',(«))5> ;, donde cada I';(a) esla
unién disjunta de 2" intervalos cerrados y acotados. Definamos finalmente

= ﬁI’n o
n=1

Por el Corolario 2.2.35 sabemos que I'y # @. A T, lo llamaremos un conjunto tipo-Cantor o
conjunto SVC(«) de medida positiva. En la literatura sobre el tema, a tales conjuntos también se
les llaman conjuntos gordos de Cantor. La propiedades del conjunto I'; (y sus demostraciones)
son similares a la del conjunto ternario de Cantor con la excepcién de que ellos poseen medida
positiva, esto es,

(1) Ty es compacto, nunca-denso, perfecto y totalmente disconexo.

(2) u(T'y) =1—a > 0. Para verificar esto, observe que como
= T
n=1

donde cada J* es la unién disjunta de los 2"~! intervalos abiertos borrados en la etapa
n-ésima, cada uno de los cuales posee longitud /22", se tiene entonces que:

if(ﬁé): +2< >+22< >+23<27>+...+2n1<2231>+_”
= “(i%) = «.

n=1

N R

De esto se sigue que p(I'y) =1—a > 0. De nuevo, estas afirmaciones deben ser formalmente
justificadas a través de la nocién de medida que introduciremos en el siguiente capitulo (véase
el Ejemplo 6.4.2, pagina 306).
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En particular, Iy es no-numerable.

Otros conjuntos tipo-Cantor con medida positiva se pueden construir argumentando del modo
siguiente:

(|» T0) Paracada n > 3, el conjunto SVC(n) se construye removiendo, en el k-ésimo paso
de la iteracién, un intervalo abierto de longitud 1/n* del centro de cada uno de los intervalos
cerrados obtenidos en el paso anterior. La interseccién de todos los intervalos cerrados que
permanecen en cada paso es el conjunto SVC(n). Estos conjuntos son compactos, perfectos,
nunca-densos y de medida positiva cuando n > 3:

n(SVC(n)) = p([0,1]) — p(SVC(n)°)

(|» TL) Fijemos, como antes, un « € (0,1). En la construccién de T, removimos, en cada
etapa, intervalos abiertos de longitud a/2*'"1. Si en su lugar eliminamos intervalos que ten-
gan longitud «/3", entonces el conjunto T} que se construye posee exactamente las mismas
propiedades que las obtenidas en el caso anterior. En particular, u(T}) =1 — a.

(|» T2) Fijemos a € (3,+00) y, como antes, comience eliminando del centro de [0,1] un
intervalo abierto de longitud 1/a. Luego, elimine un intervalo abierto de longitud 1/a? del
centro de cada uno de los dos intervalos cerrados que quedaron y asi sucesivamente. El conjunto
tipo-Cantor I'2 que se construye intersectando la sucesién decreciente de los conjuntos compactos
que se van formando en cada paso es compacto, nunca-denso, perfecto, totalmente disconexo y
de medida (« —3)/(a« —2). En efecto,

1 1 1
> o) = E+2P+2ZE+”'+2H_+'”

aﬂ

1= /2\" 1 2 1
—§;<;> S IEs RS

Luego, u(I2) =1-— ﬁ =43

[ee]

n=1

ros reales positivos tal que Y o a4, = a. Sea J{ un intervalo abierto de longitud a; removido
del centro de [0,1]. De los dos intervalos cerrados restantes, remueva del centro de cada uno
de ellos intervalos abiertos J3, J5 de longitud total ay, es decir, £(J3) + £(J3) = az. Si se conti-
nua indefinidamente con este proceso, se obtiene una coleccién numerable { ]%H : n € N} de
intervalos abiertos disjuntos dos a dos tal que

(]]» T3) Seleccione un a € (0,1) y sea (a,)%_; una sucesion estrictamente creciente de ntime-

S l(Jn) = eh) + [€(3) + £U3)] + [LU3) + €(J3) + €(3) + L(J3)] + -+
— SN~

m a as

=m+a+a3+-- = g,
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donde J, = (I, J?"' para cada n € N. El conjunto T3 = [0,1] \ U™, J, es un conjunto
tipo-Cantor cuya medidaes 1 —a > 0.

(|» T%) Sea J cualquier subintervalo cerrado y acotado de R con u(J) >0 ysea a € [0, u(])).
Seleccione una sucesién (a,)5’ ; de ntmeros reales positivos tal que

Zzn_lan = “I/l(])—tx
n=1

y, como en el ejemplo anterior, en el primer paso, remueva del centro de | un intervalo abierto
de longitud a;. De los dos intervalos cerrados que permanecen, remueva del centro de cada uno
de ellos un intervalo abierto de longitud a, y contintie. Sea G la unién (disjunta) de todos los
intervalos abiertos que fueron removidos. Entonces

u(G) = ay +2a +2%a3+---+2" g, +-- = u(J) —a

El conjunto Tt = J\ G es un conjunto tipo-Cantor de medida «.

Observe quesi | = [0,1] y a, = 37" para todo n € N, entonces I't con a = 0, es el conjunto
ternario de Cantor.

5.1.7. La Funcién de Cantor

El conjunto ternario de Cantor y sus hermanos, los conjuntos tipo-Cantor, pueden ser usa-
dos para construir funciones muy especiales y, por supuesto, tan fascinantes como los mismos
conjuntos de Cantor. Tales funciones constituyen un contraejemplo a un ntimero de situaciones
diversas en la Teorfa de la Medida e Integracién

Existen variadas formas de definir la asi llamada funciéon de Cantor, funcién de Cantor-
Lebesgue o escalera del Diablo. En esta secciéon esbozaremos cuatro modos distintos de presentar
dicha funcién. Comencemos:

(1?) Definicién. Fijemos n € IN y sean
Iqn - nlU"'UFnzn y ]n :]n(l)U"'U]n(Zn_l)

la unién de todos los intervalos cerrados que permanecen, (respectivamente, todos los intervalos
abiertos que fueron eliminados) en la n-ésima etapa en la construccién de I'. Noétese que |; C
J2E - CJn S+ y ademas,

Jus1(2k) = Ju.(k) para k=1,2,...,2" —1.

Definicién 5.1.7. Para cada n € NN, sea ¢, : [0,1] — R la funcién continua definida del modo
siguiente:

(@) ¢u(0) =0y @u(l) =1

(b) @n(x) =k/2" para todo x € J,(k), donde k =1,2,...,2" — 1.

(¢) @n es lineal sobre cada uno de los intervalos cerrados F que conforman a T,.
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Observe que ¢, es constante sobre cada uno de los subintervalos abiertos J,(k) que definen

a J,, tomando el valor 1/2" sobre J,(1), el valor 2/2" sobre J,(2), hasta alcanzar el valor
(2" —1)/2" sobre J,(2" —1).

Las funciones ¢, se pueden describir explicitamente del modo siguiente: comenzando con la
funcién identidad, esto es, @o(x) = x para todo x € [0,1], entonces

%-q)n(?)x) si ngg%
Pnr1(x) = ¢ 1 si §<x<3
T+l 9.(3x—2) si 2<x<1

para cada n € Np.
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En el grafico de arriba se muestran las funciones @1, @2 y ¢3. Es interesante observar que, en
el intervalo [0,1/3] la diferencia entre ¢, y ¢1 no excede a 21—2, ¢1(x) = @a(x) si x € (1/3,2/3)
y en el intervalo [2/3,1] el comportamiento de ¢2 y ¢1 es el mismo que en el intervalo [0,1/3],
excepto que sus graficas son desplazadas hacia arriba por una misma constante, la cual se cancela
cuando uno toma la diferencia ¢, — ¢;. Similarmente, la diferencia entre ¢3 y ¢, sobre el
intervalo [0,1/ 32] no excede a 21—3 y, como antes, su comportamiento sobre cada uno de los
los intervalos [2/3%,1/3], [2/3,7/3?] y [8/3%,1] son los mismos que en [0,1/3?] y la igualdad
¢2(x) = @3(x) se cumple para todo x € J3. Este razonamiento nos lleva a la conclusién de
que para entender la diferencia entre ¢, y ¢,1 basta con analizarla en cualquier intervalo de
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[0,1] \ J, = I'. En particular, podemos considerar, sin perder generalidad en el razonamiento, el
intervalo [0,1/3"] para saber como esté acotada la diferencia ¢, — ¢,11. Notese que sobre dicho
intervalo se tiene que ¢,(x) = g—Zx para todo x € [0,1/3"], mientras que ¢,+1 viene dada por

3n+1
W X si x € [0, 1/3n+1]
1
Pni1(x) = ST si x € [1/3n+1; 2/3n+1]
1 3n+1 ) . .
W+Wx si x e [2/3"1, 3/3"M1]

Puesto que la igualdad
Pnr1(x) = @u(x)

se cumple para todo x € ], y cada n € IN, se deduce facilmente que

| @ne1 = @nllos = sup{lguia(x) = @a(x)| - 0<x <1}

= sup {|gui1(x) — gu(x)] : 0<x <1/3"}

1
Sw-

Otro aspecto que hay que observar es que ¢, es inyectiva sobre T, y ¢,(I';) = [0,1] para
todo n > 1.

o]

Teorema 5.1.8. La sucesién de funciones (¢n)5 4

converge uniformemente sobre [0,1].

Prueba. Sea ¢ > 0. Teniendo en cuenta que la serie Y ;" ;1/2" converge, se sigue del Criterio de
Cauchy para Series que existe un N € IN tal que si m > n > N, entonces Z,’Z:nlﬂ 1/2F < e. De
esto dltimo se concluye que si m > n > N, entonces

m—1 m—1 1
lom—nle < D0 loeni—oelle < > o5 <
k=n+1 k=n+1
y asi, gracias al Teorema 3.1.42, la sucesion (¢,)$_; converge uniformemente sobre [0,1]. W

Definicién 5.1.9. La funcion ¢ :[0,1] — [0,1] definida por
or(x) = lm ¢u(x)

n—00

para todo x € [0,1], es llamada la funcién de Cantor, funcién de Cantor-Lebesgue o escalera del
Diablo.

(2?) Definicién. La siguiente definicién de ¢ se apoya sobre la integral de Riemann. Para cada
n > 1, considere, como antes, el conjunto I', = Ui; F, y defina f,, : [0,1] — R por

o= @i {62
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La funcién f, es claramente discontinua en un conjunto finito de puntos y, por lo tanto, es
Riemann integrable gracias al Teorema de Vitali-Lebesgue (véase, (TVLy), pagina 424). Apoyén-
donos en esta informacién podemos definir la funcién ¢, : [0,1] - R declarando que

o) = [ yaor

El Teorema Fundamental del Céalculo nos asegura que cada funcién ¢, es Lipschitz y, en parti-
cular, continua. Observe también que

00 =0 v o) = [aoa = () [ 0w = (3) ) =1

Tenemos entonces que ¢, es una funcién continua con ¢,(0) =0y ¢,(1) =1 paracada n > 1.
Notese que ¢, es constante sobre [0,1] \ T, y, ademads, lineal con pendiente (%)" sobre cada
F.,x € T'y. Estonos indica que cada ¢, es mondtona creciente. Sobre cada conjunto F,x C I';, se
tiene que f,(x) = (3)" para todo x € Fy, mientras que f,41(x) = (3)"™! = (3)"fu(x) para x
en el primer tercio o ultimo tercio de F;, e igual a cero en el tercio del centro. Se sigue de esto
que

/F ftdt = [ foa(tyd = 27, (1)

Fnt

Puesto que f,(x) = fy4+1(x) para todo x ¢ I',, resulta que si a es un punto extremo arbitrario
en cualquiera de los intervalos que conforman a I',, entonces

[ = [ fawa 2)

de donde se obtiene
¢nt+1(x) = @u(x) paratodo x €T,

y, en consecuencia,
|@n(x) — @uia(x)| < 27" para todo x € [0,1].

Lo anterior nos revela que la sucesion (¢,){ ; es uniformemente de Cauchy y, en consecuencia,
converge uniformemente a un funcién continua ¢: la funcién de Cantor.

(3?) Definicién. Esta es otra forma de definir a ¢, usando la representacion ternaria de los
puntos en [0,1]. Sea x € [0,1] y exprese dicho nimero en su representacién ternaria habitual,
digamos

o]

an(x)
3n

n=1
donde a,(x) € {0,1,2} para todo n > 1. Si x ¢ I, entonces existe al menos un n € N tal que
a,(x) = 1. Sea ny, el entero positivo mds pequefio para el cual a, (x) = 1. Si x € ', entonces
todos los a,(x) son distintos de 1y, por lo tanto, convenimos en tomar 1, = +oco. Este andlisis
permite definir la funcién de Cantor ¢ : [0,1] — R por
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Observe que si x € I', la igualdad anterior toma la forma

Zoo 1, (x)
on
k=1

N[+~

Pr (x) =

donde a,(x) € {0,2} paratodo n > 1.

(4%) Definicién. Otra forma equivalente de definir la funcién de Cantor se obtiene de la siguiente

manera: para cada x =Y, 4 % €T, donde a, € {0,1}, defina

=, 24 = a
gor(x) = §0r<z3—nn> = Z_Z
n=1 n=1

y extienda ¢ atodo [0,1] poniendo

or(x) = sup{g.(y) : yeT, y<x}

> a = 2a
:sup{ Z—Z: Zs—nngx, ane{O,l}},
n=1

n=1

para todo x € [0, 1].

El siguiente resultado muestra algunas de las caracteristicas mas importantes de la funcién de
Cantor.

Corolario 5.1.10. La funcién de Cantor ¢. es continua, creciente y sobreyectiva. Ademds, q)’r(x) =0
para todo x € [0,1] \ T.

Prueba. Sea (¢,)S_; la sucesién de funciones continuas definidas anteriormente. Por el Teore-
ma 5.1.8 sabemos que ¢, — ¢ uniformemente y, entonces, el Teorema 3.1.40, pagina 177, nos
garantiza que ¢ es continua sobre [0,1] y, por supuesto, creciente y sobreyectiva ya que cada
¢n posee esas propiedades. Para demostrar que ¢[.(x) =0 para todo x € [0,1] \ I, observe que
¢ es constante en cada uno de los intervalos abiertos borrados en la construccién de I' y, por lo
tanto, ¢1.(x) =0 para todo x € [0,1] \T. [

5.2. Problemas

(1) Unnuamero x € [0,1] esllamado normal si éste posee una representacion binaria (0, x1x7 . ..)2
tal que
Sn(x 1
lim n(x) = =

n—oo 1 2’

donde s,(x) = card({1 <i<mn: x; =0}). Si E denota el conjuntos de todos los ntiimeros

normales, demuestre que
o0 [ee) [ee)
E=UMNBux

k=1n=1m=n
donde
B sn(x) 1 1
By = {XE [0,1] : " 2‘ < k}
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(2)

(3)

(4)

Sea ((an, bn));o:l los intervalos componentes del conjunto abierto [0,1] \ T. Sean

1 ) .
P, = {E(ai—kbi) : ZGN} y P, = {bl : ZEN}
Pruebe que P, es un G;, pero que P; no lo es.

Pruebe que existe una funcién monétona f : I' — R que no es diferenciable en ningtin punto
de T.

Pruebe que, para cada n € IN, el conjunto

n
F, = {xe [0,1] : x:Z%, con ¢ € {0,2} para todo kzl,...,n}
k=1

consiste de todos los extremos izquierdos de los subintervalos que conforman a I', en la
construccién del conjunto ternario de Cantor. Concluya que I', se puede representar en la

forma: .
Fn = U [x,x—i—?)—n].

x€F,

Conjunto n-ario de Cantor. Sea n =2m+1, m =1,2,... y como antes, sea I'g = [0,1]. Di-
vida el intervalo [0,1] en n subintervalos de igual longitud y elimine los intervalos abiertos

12y (3 -2 0o

n' n) nn) n ' n )
1 2 -1

r, = [O,—}u[—,—}u---u[” ,1]
n n' n n

los intervalos que permanecen. Observe que I'y contiene m 4 1 intervalos. A cada uno de

los intervalos que forman a I'y dividalos en n subintervalos de igual longitud y remueva

de ellos los intervalos abiertos que ocupan el 2do, el 4to,..., 2m-ésimo lugar y continte. De
[o0]

este modo se obtiene una sucesién de conjuntos cerrados (I'x);°; tal que I’y contiene, en el
k-ésimo paso, (m + 1)* intervalos cada uno de longitud (1/ n)*, k=0,1,2,... Pruebe que

Sea

T(n) = (T
k=0
posee las mismas propiedades que T

Sea a« € (0,1) y defina p = (1 —a)/2. Sea % el conjunto tipo-Cantor construido en la
Seccion 5.1.5. Pruebe que:

(a) Si B <1/3, entonces I' P _T* tiene medida cero.
(b) Si B >1/3, entonces T8 —Tf = [—1,1].

Advertencia: La prueba no es trivial, véase, por ejemplo, [80].
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(7) Pruebe que el grafo de la funcién de Cantor, como subconjunto del plano, tiene longitud
igual a 2.

(8) Pruebe que la funcién de Cantor ¢ es subaditiva, es decir, para todo x,y € [0,1],

pr(x+y) < op(x) + op(v).



CAPITULO 6

La Medida de Lebesgue eR

6.1. Introduccion

En geometria elemental se nos ensefia como determinar el perimetro y drea de un poligono,
de un circulo y otras figuras planas mds o menos “sencillas”. Un poco después, en los cursos
de cédlculo diferencial e integral se nos muestra como se determinan las dreas de figuras maés
complicadas como aquellas que se encuentran limitadas por una curva continua, digamos y =
f(x), un par de ordenadas x = a, x = b y el eje X. Esto se hace mediante la integral de
Riemann. Sin embargo, dicha integral, lamentablemente, posee ciertas fisuras y limitaciones que
no permiten que se pueda integrar una amplia gama de funciones acotadas importantes y, por
consiguiente, impide que se pueda determinar el area limitada por funciones de ese tipo. De estos
y otros serios problemas con dicha integral surgi6 la integral de Lebesgue, una nueva integral més
amplia y poderosa que la integral de Riemann cuyo desarrollo se sustenta, en primer lugar, sobre
la nocién de “medida” de un conjunto que desarrollaremos en este capitulo.

La nocién matematica de medida que se utiliza hoy en dia en los textos sobre Teoria de la
Medida e Integracién fue dada a conocer por Emile Borel en su libro “Lecons sur la Théorie de
Fonctions” publicado en el afio 1898. Con esa nocién, Borel pretende representar conceptos tales
como: longitud, drea, volumen, masa, carga eléctrica, etc. Los objetos a ser medidos son pensados
como conjuntos y una medida es una funcién de conjuntos que es aditiva, es decir, asigna a la
unién de cualquier coleccién finita de conjuntos disjuntos la suma de las medidas de cada uno de
ellos. El ingrediente principal que Borel afiade a dicha definicién y que tendra un grand impacto,
es la nocion de “numerablemente aditiva”. Borel también introduce los conjuntos que él llama
medibles pero no estudia sus propiedades. Es Henri Lebesgue quien, posteriormente, analiza
de manera rigurosa dichas propiedades logrando obtener una coleccién especial de “conjuntos
medibles” a la que se denominard mds tarde como una c-dlgebra. Lo que Lebesgue nos revela
es que esta nueva nocioén introducida por Borel es el marco ideal para desarrollar su obra més
preciada: la integral que hoy lleva su nombre. La motivacién de Borel para introducir el concepto
de medida proviene de su estudio del tamafio del conjunto de puntos sobre el cual ciertas series
infinitas convergen, sin embargo, Borel no pudo ver la vinculacién de esta idea de medida con la
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Teoria de Integracion.

6.2. La Medida Exterior de Lebesgue

El objetivo fundamental en esta y las siguientes secciones es la de presentar la construccion
clasica de la medida de Lebesgue en R, partiendo de la nocién de medida exterior de Lebesgue. Es
bueno advertir, sin embargo, que casi todos los resultados y procedimientos que desarrollaremos
sobre la construcciéon de la medida de Lebesgue sobre IR, se puede extender, casi sin ningtn
cambio, en el espacio Euclidiano R", n > 2. Los pasos que seguiremos en la construccién de la
medida de Lebesgue se desarrollardn de acuerdo al siguiente esquema:

(a) Se comienza con la clase de los intervalos de R que, como sabemos, se “miden” a través de
su longitud.

(b) Inmediatamente después se extiende la nocién de longitud a todos los subconjuntos de R
por medio de una definicién que permite asignar a cada subconjunto A de R un tnico y bien
definido nimero real extendido no negativo que se denotard por p*(A). Esta funcién de conjuntos
es lo que llamaremos la medida exterior de Lebesgue. Lo bueno de esta manera de “medir” los
subconjuntos de R es que ella preserva la longitud de los intervalos de IR, es decir, si I es un
intervalo de R, entonces y*(I) es exactamente la longitud de I. Ademds, u* es invariante por
traslacion, lo cual significa que la “medida” de cualquier conjunto y la de sus trasladados son
exactamente las mismas. Sin embargo, no todas las propiedades que uno espera se cumplan, son
satisfechas por u*. Por ejemplo, p* no es lo que uno llama una “medida finitamente aditiva”, ni
mucho menos numerablemente aditiva, lo cual quiere decir que la media exterior de la unién de
una coleccion finita, o infinita numerable, de subconjuntos de R disjuntos dos a dos es igual a la
suma total de las medidas exteriores de cada uno de esos conjuntos.

(¢) La nocion de medida de Lebesgue finalmente se obtiene cuando se restringe la medida exterior
de Lebesgue a una clase muy particular, pero suficientemente amplia, de subconjuntos de RR.
Dicha clase es lo que comtnmente se llama la o-dlgebra de Lebesgue.

En conclusién, la medida de Lebesgue nace como un intento de generalizar la nocién de
longitud de un intervalo arbitrario a cualquier conjunto de nimeros reales.

Recordemos que si I es cualquier intervalo acotado con extremos a y b donde a < b, entonces,
por definicién, su longitud viene expresada mediante el ntimero

(1) = b—a.

Sia = b, el intervalo I se reduce a un punto y, por supuesto, su longitud es cero, es decir,
¢({a}) = 0. A tales intervalos se les llama degenerados. Por otro lado, todo intervalo que no
es degenerado se le denomina no-degenerado. Finalmente, si I es un intervalo no acotado, su
longitud se designa por /(I) = +co. En lo que sigue asumiremos que cuando hablamos, en
términos generales, de un intervalo éste puede ser degenerado o no-degenerado. Recordemos
que habiamos convenido en definir la “longitud” de una unién finita de intervalos acotados y
disjuntos dos a dos como la suma de las longitudes de cada uno de esos intervalos. La siguiente
definicién es un poco maés general.

Definicién 6.2.1. Un subconjunto E de R se llama elemental si E es una union finita de intervalos
no-superpuestos.
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Observe que cada conjunto elemental E se puede representar de muchas formas. Por ejemplo,

E =1[0,1] U [1,2) U (2,3] U [3,4] U {5}
= [0,2) U (2,3] U [3,4] U {5}
= [0,1] U [1,2) U (2,4] U {5}

Sea €& la coleccién de todos los subconjuntos elementales de R y consideremos la funcién de con-
juntos
:€—[0,+ o]

definida por
G(E) = £(h)+ - +€(In).

para todo E € €& representado en la forma E = I; U---UI,. No es dificil comprobar que si
E=JiU---U]y es otra representaciéon de E por medio de intervalos no-superpuestos, entonces
L)+ +L4(L,) =£(J1)+ -+ €(Jm). Més aun, es fcil establecer que si E; y E; son elementos
disjuntos de €&, entonces

C(E1UEy) = {(E1) +C(E2).

Un hecho interesante que hay que destacar es que la familia & es un anillo de conjuntos, es
decir, si Ey,...,E, es cualquier coleccion finita de elementos de €&, entonces Ule E;, asi como
ﬂ?zl E;, ambos permanecen dentro de €. Similarmente, si E,F € €, entonces E\ F € €. Lo
anterior permite deducir la existencia de una medida que asigna a cada conjunto elemental un
numero real positivo extendido bien definido. Se puede probar que dicha medida posee ciertas
propiedades interesantes, a pesar de ser muy limitadas. Lo que deseamos indagar es ver si es
posible extender dicha nocién de medida a conjuntos mas “complicados” que los elementales,
es decir, queremos investigar si es posible construir una funcién de conjuntos y que asigne a
cada elemento E, en alguna coleccién 9t mas amplia que &, un nimero real positivo extendido
#(E) y que las propiedades que posea dicha funcién de conjuntos capture perfectamente nuestra
nocién intuitiva de longitud (y de 4rea y volumen cuando nos ubicamos en los espacios R? y R3
respectivamente). En otras palabras, lo ideal seria obtener una tal y que verifique las siguientes
cuatro propiedades, conocidas como:

El Problema de la Medida de Lebesgue:
(x1) u(E) esté definida para todo E C R, es decir, 0 < u(E) < 4 co para todo E C RR;

(ap) u(I) = L(I) para cualquier intervalo I C IR; es decir, que la “medida” de un intervalo sea
exactamente la longitud de dicho intervalo;

(a3) u sea invariante por traslacion, esto es, que la igualdad
plx+E) = p(E)
se cumpla para todo E € M y todo x € R, y, finalmente,

.y ey . . . 9] .,
(w4) p sea numerablemente aditiva, o o-aditiva, lo cual quiere decir que si (E,) . es una sucesion

n=1
disjunta en 2 (R), entonces
+(Us) - Sue
n=1 n=1
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El Problema de la Medida fue propuesto por H. Lebesgue en 1904 provocando, desde su
formulacién, un gran debate: ;tiene dicho problema una solucién positiva? La respuesta es, en
general, negativa y la razén de peso de tal aseveracién es, como hemos convenido, la aceptacion
del Axioma de Eleccion. En efecto, en el transcurso de este capitulo veremos, como lo demostré G.
Vitali en 1905, que es imposible, si se acepta el Axioma de Eleccién, que la medida de Lebesgue,
la cual es la medida en la que estamos interesados, retenga las cuatro propiedades (a1) — (a4)
antes mencionadas. De hecho, lo que dedujo Vitali es que la propiedad (a;) es insostenible vy,
en consecuencia, debemos conformarnos con definir a y sobre una cierta clase M & 2R pero
reteniendo las otras tres propiedades. En consecuencia, la aceptacion del Axioma de Eleccién
demuestra que El Problema de la Medida posee una solucién negativa.

El artifice de la construcciéon de la Teoria de Integracién que expondremos en los siguientes
capitulos se debe fundamentalmente a Henry Léon Lebesgue quien nacié en Beauvais, Francia,
el 28 de Junio del afio 1875. En 1894 entra a la Ecole Normale Superieur una de las instituciones
de ensefianza de mayor prestigio ubicada en Francia (Paris), gradudndose en el afio 1897. A
partir de ese momento comienza a trabajar sobre su tesis doctoral la cual propone un enfoque
completamente revolucionario para resolver los problemas derivados de la integral de Riemann.
Durante el periodo que va de 1899 a 1901 publica los resultados de sus investigaciones. La tesis
fue aceptada formalmente en la Sorbona en 1902, y en el lapso de 1902 a 1903 dicta el prestigioso
Cours Peccot en el College de France el cual va ser publicado bajo el nombre de Legons sur
l'integration et la recherche des fonctions primitives (Conferencias sobre la integracion y la busqueda
de funciones primitivas). Muere Lebesgue en Paris el 26 de Julio de 1941.

En todo lo que sigue, denotaremos por Jr Ia coleccién de todas las sucesiones de intervalos
abiertos de R. Para cada subconjunto A de R considere la subcoleccién de Jr, Jr(A), formada

. %) . ..,
por todas las sucesiones (In)n:1 en Jr que satisfacen la condiciéon A C U;’;’:l I, esto es,

3IR(A) - {(In)zo_l €dr: A C G In}
n=1

Por cada (In):lo:1 € Jr(A), consideremos la serie > ;" ; ¢(I,). Puesto que las longitudes son
ntmeros reales positivos 0 + oo, resulta que la serie >, ; ¢(I,) o es convergente, o diverge a
+ co. En cualquier caso, >, ; ¢(I,) es un numero real extendido no negativo bien definido pues
siempre se obtiene el mismo valor independientemente del orden en que se coloquen los términos
¢(1,). Esto nos permite formular la siguiente definicion.

Definicién 6.2.2. Para cada subconjunto A de R se define ln medida exterior de Lebesgue de A como
w(A) = inf{ Zé(ln) (L) € H]R(A)}.
n=1

La definiciéon de medida exterior de Lebesgue que abreviaremos, a partir de este momento,
simplemente como medida exterior, permite, de modo inmediato, concluir que:

(1;) 0 < u*(A) <+ o0 paratodo A C R. Esto significa que el dominio de la funcién de conjuntos
u*es Z(R) ysurango es [0, + o], es decir,

u*: Z(R) — [0, + ool
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(22) u*(A) < >0 1 4(Iy) para cualquier sucesion (I,)S_; € Jr(A).

(33) Para cada € > 0, siempre se puede elegir, usando las propiedades del infimo, una sucesion (I1,)5_, en
IJr(A) de modo tal que

Observe que podemos tomar u*(A) = + oo en dichas desigualdades.

(44) p*(A) < u*(B) cualesquiera sean los subconjuntos A y B de R con A C B. Esto sigue del
hecho de que

Ir(B) C Ir(A).
En efecto, si (In);o:1 € Jr(B), entonces B C | J5-_ I, ycomo A C B, resultaque A C |5, I,
es decir, (In);l.o:1 € J(A). De (2) se sigue que, pu*(A) < > 1 £(I,) y como ésta desigualdad
es vélida para cualquier sucesiéon (1”)20:1 € Jr(B), tenemos finalmente que

n(A) < inf{zﬁ(ln) D (In)nzr € Hm(B)} = W (B).
n=1

A esta desigualdad se le conoce con el nombre de propiedad monétona (o de monotonia)
de u*.

Ya sabemos que p* cumple con la condicién (1), de modo que nuestra tarea inmediata es
ver que u* satisface las condiciones (ay) y (a3) pero no asi con la condiciéon (ay). El siguiente
resultado establece que la definicion de medida exterior es consistente con la nocién de longitud
de un intervalo y, por consiguiente, es una extensiéon de la funcién de conjuntos ¢ antes definida.

Teorema 6.2.3. Para cada intervalo I C R, se cumple que p*(I) = ¢(I).

Prueba. Suponga, en primer lugar, que I es un intervalo cerrado y acotado, digamos [ = [a, b]
cona,b € Rya < b. Puesto que, para cada € > 0, el intervalo abierto (a —¢,b + €) contiene a I,
tenemos, por la definicién de p*, que u*(I) < ¢((a —¢,b+¢€)) = b—a+ 2, de donde se sigue
que

w(I) < b—a.

Queda por demostrar que p*(I) > b —a. Para ver esto tltimo, sea ¢ > 0 y usemos (33) para
hallar una sucesion (1,,)7_; en . (I) tal que

>l < pr(l) + e 6.2.1)

Ahora bien, teniendo en cuenta que el intervalo I = [4, b] es un conjunto compacto y que [a,b] C
U1 L, se sigue entonces del Teorema de Heine-Borel, pagina 133, que existe un conjunto finito
de indices, digamos ny, ..., ny, tal que

k
[a,b] C UInr
i=1
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Una vez establecida la inclusién anterior, podemos suponer, sin afectar el razonamiento que sigue,
que I, = (a;,b;) parai =1,...,k, que ninguno de los I, estd incluido en ninguno de los intervalos
restantes y que a; < ap < --- < ai. Esta altima cadena de desigualdades en combinacién con
[a,b] C Ui-;l I, obliga a concluir que las desigualdades a7 < a < b < by, asicomo a; < b;j_;
se cumplen. De esto se sigue que

00 k
Do) =D ULy) = (k—a) + (e —aq) + - + (b —m)
n=1 i=1

= by — (ax —br—1) — (a1 —br2) — -+ — (a2—b1) — @

>b— 1 > b— a

De la desigualdad (6.2.1), vemos que

[ee]

pI) 2 Y ULn) —e>b—a ¢

n=1

de donde se concluye, por la arbitrariedad del ¢ > 0, que u*(I) > b —a.

Demostrada la igualdad p*(I) = ¢(I) para cualquier intervalo compacto I = [a,b], tomemos
ahora un intervalo arbitrario I de longitud finita pero no compacto. En este caso, I es necesa-
riamente uno de los siguientes intervalos: I = (a,b), [a,b) o (a,b]. Fijemos un ntimero ¢ > 0
elegido arbitrariamente y considere el intervalo | = [a +¢/4,b —¢/4]. Observe que | es un
intervalo cerrado y acotado tal que ] C Iy £(]) > ¢(I) —e. De esto y el hecho de que I C I se
sigue que

(1) — e < €J)
= u*(J) por el primer caso
< w*(I)  por (44)
< p*(I)  denuevo por (44)
= ((I) por el primer caso
(1), por definicién

es decir, para cada & > 0, se cumple que
() — e < p(I) < 1),

de donde se deduce que p*(I) = ¢(I).

Para finalizar la demostracion del teorema, suponga que I es un intervalo de longitud infinita.
Dado cualquier entero positivo 7, seleccionemos un intervalo cerrado y acotado ] C I con /(]) =
n. Por (44) y la demostracion de la primera parte se tiene que p*(I) > u*(J) = €(J]) = n, es
decir, u*(I) > n para cualquier n € IN. De aqui se sigue que pu*(I) = + o0 = ¢(I) y termina la
prueba. n

En particular, si I es un intervalo degenerado, digamos I = {x}, entonces

(55) w({x}) = ({x}) = 0.
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Mads aun, como el conjunto vacio es un subconjunto de cualquier conjunto, resulta que @ C {x}
y, por consiguiente, de la monotonia de u* se sigue que

(66) (@) = 0.

(77) w*(G) > 0 para cualquier conjunto abierto G no vacio. En efecto, como G es un abierto no
vacio, él contiene un intervalo abierto, digamos | C G. Se sigue de (44) que p*(G) > p*(J) =

((J) > 0.

Veamos ahora que p* cumple con (x3). Noétese que ser invariante por traslacién en R significa que
la “medida” de un conjunto es independiente de su localizacion, es decir, podemos desplazarlo a
cualquier otro lugar sin afectar su “medida”.

Teorema 6.2.4. u* es invariante por traslacion, es decir, para cualquier subconjunto A de R y cual-
quier x € R, se cumple que

prx+A) = pi(A)
Prueba. Sea A un subconjunto de R y sea x € R. Si A = &, entonces x + A = {x} vy, asi, por
(55) vy (66) tenemos que pu*(x+ A) = u*({x}) = 0= p*(A). Supongamos ahora que A # & y

sea x € R. Consideremos primero el caso en que ;*(A) < 4 co. Dado ¢ > 0, seleccione, usando
(33), una sucesién (I,)S_; de intervalos abiertos tal que

A C GIH y D Uly) < pH(A) + (6.2.2)
n=1

Puesto que claramente

x+ACx+ L € J+1),

y teniendo en cuenta que ¢(x + I,) = ¢(I,) para todo n € N, resulta entonces de (2;) y (6.2.2)
que

wx+A) < Zﬁ(x%—ln) = Zé(ln)
n=1 n=1
< u(A) + ¢

Siendo & > 0 arbitrario, concluimos que p*(x + A) < p*(A). Para demostrar la otra desigualdad,
observe que como A = —x + (x + A), entonces se tiene, gracias a la primera parte, que

pi(A) = p(=x+(x+4) < p(x+A)

Por esto yu*(x + A) = u*(A). Falta considerar el caso en que u*(A) = + oo, el cual se deja como
un fécil ejercicio a cargo del lector. n

Hasta ahora hemos demostrado que u* satisface (a1), (x2) y (a3). La condicién («4) es una
de esas condiciones que no se puede omitir en ninguna teorfa que intente “medir” conjuntos de
numeros reales partiendo, por supuesto, de la nocién de longitud. Para ver que y* no cumple
con (a4) es necesario provocar una particiéon de Z(R) en dos clases, digamos M y N, de modo
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que en la clase 9 cualquier coleccién numerable y disjunta su unién permanezca en ella y la
medida exterior sea numerablemente aditiva para tal unién, mientras que en la clase 2 se puede
obtener al menos una coleccién finita o numerable que es disjunta dos a dos, pero que y* no
es numerablemente aditiva sobre su unién. Esto lo haremos en la seccién sobre conjuntos no-
medibles. Mientras tanto, demostraremos el siguiente resultado el cual nos muestra que u* es
casi numerablemente aditiva.

o0

Teorema 6.2.5. u* es numerablemente subaditiva, es decir, si (A,)54

ble de subconjuntos de R, se cumple que

V*< U An) < Y (A, 6.2.3)
n=1 n=1

Prueba. Observe, en primer lugar, que si p*(A,,) = +oo para algin ny € NN, entonces la
monotonia de u* nos revela que p*(Un_; An) > u*(Ay) = 4o, lo cual nos indica que
W (Uno1An) = Smoi 1" (Ay) = +oo y, por consiguiente, (6.2.3) se cumple. Suponga ahora
que p*(A,) < + oo para todo n € IN. Noétese que:

es cualquier coleccion numera-

(1) Si > 54 1*(An) = + oo, entonces claramente (6.2.3) se cumple ya que por (11)
Pl*( U An> < oo = ) (A
n=1 n=1

(2) Suponga entonces que Y o, u*(A;) < +oco. Fijemos un ¢ > 0 elegido arbitrariamente y
hagamos uso de (33) para seleccionar, por cada n € IN, una sucesién (I, )z, de intervalos
abiertos tal que

(o] oo i €
Ay C Uln,k y Zg(ln,k) < u (Aﬂ) + on’
k=1 k=1
Puesto que
U An - U U In,k
n=1 n=1k=1

se sigue entonces de (2;) que

‘z*
7 N
_
>
N———
IA
K
M2

~
:N
T

VAN
=

i[ *(An)+2in]

= Z ]/l*(An) + ¢,

de donde se concluye, por la arbitrariedad de nuestro ¢, que

W (g An> < gu*(z‘m
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y termina la prueba. [

Observe que, para cualquier coleccién finita de subconjuntos de R, digamos, {A1,..., A, } se

cumple que
W < U Ak> < D oH(A).
k=1 k=1

En efecto, basta con definir Ay = @& para todo k > n + 1 y aplicar el Teorema 6.2.5. En este caso
se dice que p* es finitamente subaditiva.

Corolario 6.2.6. Si A C R es numerable, entonces u*(A) = 0.

Prueba. Suponga que A = {ay,a,,...}. Entonces A = (J;_;{a,} y puesto que p*({a,}) =0
para todo n € IN, el resultado sigue del Teorema 6.2.5. n

Por ejemplo, el conjunto de los nimeros racionales Q C IR, a pesar de ser denso en IR, posee
medida exterior cero ya que dicho conjunto es numerable. Podemos formularnos la siguiente
pregunta: Si un conjunto A C R es tal que u*(A) = 0, ;serd verdad que A es numerable? Como
veremos un poco mds adelante, el conjunto ternario de Cantor constituye un contraejemplo a
dicha interrogante, pues 1*(I') = 0 pero I' no es numerable. En lo que sigue, el simbolo 91,(R)
denotara la coleccién de todos conjuntos nulos, es decir,

N(R) = {NCR: pw"(N) =0},

Veremos ahora que bajo la Hipoétesis del Continuo cualquier conjunto de medida exterior
positiva es no-numerable.

Corolario 6.2.7. Bajo la Hipétesis del Continuo, cualquier conjunto infinito A C R con p*(A) >0
posee la cardinalidad del continuo.

Prueba. Suponga que A es un conjunto infinito con p*(A) > 0. Por la Hipétesis del Continuo,
la cardinalidad de A es Ry, o bien ¢. Suponer que la cardinalidad de A es Ry conduce a que
A es numerable y, por consiguiente, gracias al Corolario 6.2.6, u*(A) = 0 lo que produce una
contradiccién. Por lo tanto, si u*(A) > 0, entonces card(A) = c. [

¢Qué ocurre si no se asume la Hipétesis del Continuo en el Corolario anterior? Es importante
advertir que la condicion p*(A) > 0 no implica que A contenga, en su interior, un intervalo
abierto. jExisten conjuntos A con u*(A) > 0 que son nunca-densos! Sin embargo, la Hipotesis
del Continuo no es necesaria en la conclusioén del Corolario 6.2.7 como se puede demostrar en el
Corolario 6.4.9, pagina 309.

Una de las nociones de mayor trascendencia y que jugard un papel fundamental en la Teoria
de la Medida e Integracion es la de conjunto nulo.

Definicién 6.2.8. Un conjunto N C R se llama un conjunto nulo si y*(N) = 0.

Una de las caracteristicas excepcionales de los conjuntos nulos es que ellos no tienen ningtn
efecto cuando se afiade o se excluye de un conjunto arbitrario; es decir:
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Teorema 6.2.9. Si N C R es un conjunto nulo, entonces
p(AUN) = p*(A) = p(A\N)
para cualquier conjunto A C R.

Prueba. Sea N C R un conjunto nulo. Se sigue de (44) y la subaditividad finita de y* que para
cualquier conjunto A C R,

p(A) < p(AUN) < p*(A)+p*(N) = p(4), (1)

y, por lo tanto, p*(AUN) = u*(A). Por otro lado, puesto que AN N es un conjunto nulo,
resulta que si reemplazamos N por ANN y A por A\ N en la ecuacion (1) se obtiene que
V*(A\N) =pu*((A\N)U(ANN)); esdecir, v*(A\ N) = u*(A). [

Es importante, en este punto, valorar la nocién de numerabilidad sub-aditiva demostrada
para p*; es decir, no se puede sustituir dicha nocién por sub-aditividad no-numerable pues, en este
caso, cualquier subconjunto no-numerable de R tendria medida exterior nula al ser unién no-
numerable de sus puntos. En efecto, si A = {x, : @ € I} es no-numerable y si la sub-aditividad
no-numerable fuese cierta, entonces

0 < u'(A) = y*(U{xa}> < S w({nd) = 0,

ael acl

lo cual haria de p* una nocién sin sentido.

Se sigue de la definicién de medida exterior de un conjunto que los conjuntos nulos se pueden
expresar de la siguiente forma.

Teorema 6.2.10. Para un conjunto N C R, las siquientes condiciones son equivalentes:

(1) #*(N) =0.

(2) Dado € > 0, existe una sucesion (In):):1 de intervalos abiertos tal que

NC 6L y > Ul < e
n=1

n=1

Prueba. En efecto, (1) = (2) es consecuencia inmediata de (33), mientras que (2) = (1) sigue
de la definicién. [

El corolario que sigue fue demostrado por primera vez por George Cantor usando el ahora
famoso e imprescindible Método de la Diagonal. He aqui otro modo de probarlo usando la nocién
de medida exterior.

Corolario 6.2.11. El intervalo [0,1] es no-numerable.
Prueba. Si aceptamos la Hip6tesis del Continuo, el resultado es consecuencia inmediata del Co-

rolario 6.2.7 ya que u*([0,1]) > 0. Si no deseamos usar dicha hipétesis, entonces podemos
razonar de este otro modo: suponga que [0,1] es numerable. Por el Corolario 6.2.6 sabemos que
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1*([0,1]) = 0, mientras que por el Teorema 6.2.3, u*([0,1]) = ¢([0,1]) = 1, lo que resulta ser una
franca e incuestionable contradiccion. Por esto [0, 1] es no-numerable y finaliza la prueba. n

Existen varios modos de “aproximar” un conjunto arbitrario por conjuntos mdas simples. El
proximo teorema establece que cualquier subconjunto de R se puede “aproximar” por un conjunto
abierto que lo contiene y cuya medida exterior difiere muy poco de la del conjunto dado.

Teorema 6.2.12. Sea A C IR. Dado cualquier ¢ > 0, existe un conjunto abierto G C R tal que
ACG y w(G) < u(A) + e (6.2.4)
En particular,

p'(A) = inf{§*(G) : ACG, G es abierto}. (6.2.5)

Prueba. Fijemos un € > 0 elegido arbitrariamente. Si u*(A) = + oo, entonces basta tomar G = R
para verificar que (6.2.4) se cumple. Supongamos ahora que p*(A) < +oo. Para el € > 0 dado,
usemos (33) para escoger una sucesion (In);l.o:1 de intervalos abiertos tal que

A C G I, y o Ul) < pr(A) + e
n=1

n=1

Si ahora definimos G = |J;;_; I, resulta que G es un conjunto abierto, A C G vy, se sigue de los
Teorema 6.2.3 y Teorema 6.2.5 que

W (G) = u*<U1n> < S ur) = i)
n=1 n=1

n=1
< u(A) + e
Esto prueba (6.2.4). Puesto que u*(A) < u*(G), resulta de (6.2.4) y la eleccién arbitraria del ,
que u*(A) = inf{p*(G) : AC G, G esabierto}. |

Recordemos que un subconjunto G de R se dice que es un Gy, si existe una sucesion (G,)5,

de subconjuntos abiertos no vacios de R tal que G = (;_; Gu. La coleccion de todos los conjuntos

Gy incluidos en R sera denotada por Gs5(R).

Corolario 6.2.13. Sea A un subconjunto no vacio de R. Existe un conjunto G € G5(R) tal que
ACG y ui(A) = p(G).

Prueba. Para cada n € IN existe, por el Teorema 6.2.12, un conjunto abierto G, C RR tal que
* * 1
A C Gy y p(Gn) = wi(A) + .

Definiendo G = "_; Gy, resulta que G es un Gs, A C G y entonces, por la monotonia de u*,
tenemos que p*(A) < u*(G). Para obtener la otra desigualdad, notemos que G C G,, para todo
n > 1y de nuevo, por la monotonicidad de u*, resulta que

* * * 1
p(G) = w(Gn) = p(A) +
para todo n € IN. De esto tltimo se sigue que p*(G) < u*(A) y asi, u*(A) = u*(G). [

Combinando los dos resultados anteriores se tiene que:



250 Cap.6 La Medida de Lebesgue en R

Corolario 6.2.14. Para cualquier conjunto A C R,

' (A) = inf{p*(G) : ACG, Ge G(R)}.

6.2.1. Condiciones bajo la cual y* es c-aditiva

Hasta ahora hemos demostrado que nuestra medida exterior yu* satisface las propiedades
(1), (2) v (a3), excepto la numerabilidad aditiva. Desafortunadamente y* no es numerable-
mente aditiva hecho que demostraremos un poco més adelante al construir una sucesiéon de
subconjuntos disjuntos dos a dos de R, digamos (V},)$_, tal que

oo [e0]

* *

(Un) # S
n=1 n=1

Abordar la construccion de dicha sucesién va a demorar un largo pero agradable lapso de tiempo,

por lo que, en compensacién, mostraremos en lo que sigue que, bajo ciertas condiciones, uno

puede garantizar, tanto en el caso finito asi como en el caso infinito, la aditividad de y*.
Recordemos que si A y B son subconjuntos de IR, la distancia entre ellos viene dada por

dist(A,B) = inf{la—b| : a € A, be B}.

Diremos que A y B estdn estrictamente separados si dist(A,B) > 0. Por ejemplo, del Teo-
rema 2.2.32, pagina 134, sabemos que cualquier par de conjuntos compactos y disjuntos estdn
estrictamente separados. Observe que si dist(A, B) > 0, entonces necesariamente A y B son
disjuntos. Ademads, si I es un intervalo abierto intersectando a ambos conjuntos, resulta claro
que ¢(I) > dist(A, B). En este caso siempre es posible subdividir a I en piezas mds pequenas,
digamos {I3, ..., Iy}, de modo que la longitud de cada una de ellos sea menor que dist(A, B).
La finalidad de hacer eso es poder garantizar que los intervalos I; que intersecten, digamos al
conjunto A, no intersecten a B y viceversa.

Teorema 6.2.15 (Carathéodory). Si {Ay,..., A} es una familia finita de subconjuntos de R tal que
dist(A;, Aj) > 0 para todo par de indices i,j con i # j, entonces

V*(th) = p (A1) + - + ' (An).

Prueba. Un fécil argumento inductivo permite reducir la prueba sélo a dos conjuntos. Suponga
entonces que A y B son dos conjuntos tal que dist(A, B) > 0. Por la subaditivad finita de u*,
tenemos que

w(AUB) < pu*(A) + p(B).

Para demostrar la otra desigualdad, fijemos un &€ > 0 elegido de modo arbitrario. Usemos (33)
para seleccionar una sucesiéon (1”)20:1 de intervalos abiertos tal que

[ee]

AUB C |1, y > 0(Iy) < p(AUB) + e
n=1

n=1
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Dividiendo cada intervalo I,, en subintervalos més pequefios si fuese necesario, podemos suponer
y, asi lo haremos, que la longitud de cada I, es menor que dist(A, B), es decir,

¢(I,) < dist(A,B) n>1.

La finalidad de hacer esto, como ya lo mencionamos anteriormente, es poder garantizar que cada
intervalo I, intersecte o bien al conjunto A, o bien al conjunto B, pero no a ambos. Considere-
mos ahora los conjuntos de indices

FiF={neN:L,NA#o} y Fb={neN: I,NB#wo}

De acuerdo a nuestra suposicion, tenemos que F; N F, = &, aunque pueden haber intervalos que
no intersecten a ninguno de los dos conjuntos. Se sigue de esto que la sucesién (I,),cr, cubre a
A, mientras que (I,),er, cubrea B, es decir,

Ac L y BC |J@L

nek nek,
Finalmente,
WA + p(B) < > (L) + > U(I) < UI,) < p(AUB) + e
nek nek, n=1

Puesto que ¢ > 0 es arbitrario, se concluye que p*(A) + pu*(B) < u*(AUB). Fin de la prueba. B

Corolario 6.2.16. Si (K;)""_, es una sucesion finita de subconjuntos compactos disjuntos dos a dos,

entonces . .
W ( U Ki) = > (K.
i=1 i=1

Prueba. Observe, en primer lugar, que dist(K;, K;) > 0 para todo i # j. En efecto, la definicién
de dist(K;, K;) nos garantiza que, para cada k € IN, existen x; € K; y y; € K; tales que

1
‘xk—yk‘ < diSt(Ki,K]') + %

Usando ahora el hecho de que los conjuntos K; son compactos, podemos seleccionar subsucesio-
nes (xr,)721 Y (Wk,)ioq de (x0)i2; ¥ (W) respectivamente, tales que

llgg Xy, = x€K; y llirrogykl = y €K

Puesto que K; N K; = &, se sigue que x # y y, en consecuencia,
1
0 < |x—y| = lim|x, —yi,| < dist(K;, K;) + lim — = dist(K;, K;).
l—00 [—o00 kl

El resultado sigue ahora del Teorema 6.2.15. u

El siguiente resultado dice que para ciertos subconjuntos de R uno puede obtener igualdad
en el Teorema 6.2.5.
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Teorema 6.2.17. Si (I,)c; es una coleccion a lo mds numerable de intervalos compactos no-super-

puestos en R, entonces
(Un) = T

nejf nejf

Prueba. Fijemos ¢ > 0y suponga, en primer lugar, que | es finito, digamos, ] = {1,2,...,n}. Por
la sub-aditividad de u*, tenemos que

V*<UL'> < Sty = S a). (1)
i=1 i=1 i=1

Observe que si I; es de la forma I; = [a;,b;] con a; < b;, entonces siempre podemos seleccionar
un intervalo compacto, digamos K;, de modo que K; C I; y /¢(K;) > ¢(I;) —e/n. En efecto,
basta tomar K; = [a; +€/4n, b; — ¢/4n]|, para asegurarnos que

€

K(Kz) = b —a; — > K(L) — E

€
2n
Observe que la coleccion de intervalos compactos {Kj, ..., K,} son disjuntos dos a dos y, puesto
que U, I; 2 U Kj, aplicando una vez més la sub-aditividad de u* y el Corolario 6.2.16, vemos

que
V*(Qh) > y*(QK;-) = gy*(Ki) = éea@ > gﬁ(li) — e

Como ¢ es arbitrario, concluimos que

y*<LnJIZ-> > EH:E(L-).

i=1 i=1

Esta ultima desigualdad combinada con (1) nos muestra que

W <i_011i> = lzj;g(li)-

Esto termina la prueba del caso finito. Para finalizar la demostracion, suponga ahora que ] = IN.
Notese que, por la sub-aditividad de p* y la primera parte, tenemos que la desigualdad

V*<Qli> > Pl*(i_olli) = iz:g(li)

se cumple para todo n > 1. Por esto,
11) |
1

St = Jim 300 < v

La desigualdad opuesta sigue del Teorema 6.2.5. n

(G

1

Un poco mas adelante, una vez definido lo que es un conjunto medible, daremos otra condi-
% .2 . . . oo .
cién balo la cual una sucesién disjunta de conjuntos (A”)n:1 satisface

u <n[_]1 An> = gﬂ*(z‘\n)'
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6.2.2. Conjuntos de Contenido Cero

Existe una nocién menos general que la de conjunto de medida exterior cero llamada conjunto
de contenido cero en el sentido de Jordan que es de mucha utilidad para obtener una caracteriza-
cién de las funciones que son Riemann integrables. Una motivacién para su estudio es la nociéon
de conjunto nulo la cual, como sabemos, se puede establecer en los siguientes términos: para
cualquier subconjunto A de IR las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) p*(A) =0.
(2) dado € > 0, existe una sucesién (In):;l de intervalos abiertos tal que

A C Gln y ZE(IH) < &
n=1

n=1

Si la coleccion de intervalos abiertos {I, : n € IN} que cubre al conjunto A en (2) en dicha equi-
valencia se puede elegir siempre finita, entonces el conjunto A recibe un nombre muy especial.

Definicién 6.2.18. Un conjunto A C R se dice que tiene contenido cero o es de medida cero en el
sentido de Jordan si, para cada ¢ > 0, existe una coleccion finita {I,..., Iy} de intervalos abiertos tal

que
k

K
Ac U y > L) < e
n=1

n=1
Si A tiene contenido cero, escribiremos c,:(A) = 0. Es claro que si ¢;+(A) = 0, entonces
1*(A) = 0. El reciproco se cumple si A es compacto.

Lema 6.2.19. Sea A un subconjunto de R. Si A es compactoy p*(A) =0, entonces c,(A) = 0.

Prueba. Suponga que A es un compacto tal que u*(A) = 0. Sea ¢ > 0. Puesto que p*(A) =0,
existe una sucesion (In):;1 de intervalos abiertos tal que

Ac U y Sl < e
n=1

n=1

Pero como A es compacto, el cubrimiento V = {I, : n € IN} se reduce a un cubrimiento finito,
esto es, existe una coleccion finita {Iy,..., It} en V tal que

k k )
AcC| L y D UIy) <D UL) < e
n=1 n=1 n=1
Esto prueba que c¢;+(A) = 0. |

El siguiente resultado establece que en la definicién de conjuntos de contenido cero uno puede
elegir intervalos cerrados en lugar de intervalos abiertos.

Lema 6.2.20. Un conjunto A es de contenido cero si, y solo si, para cada € > 0, existe una coleccién
finita {J1,...,Jx} de intervalos cerrados tal que

k
A< Ul y S < e
n=1
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Prueba. (=) Suponga que A es de contenido cero y sea ¢ > 0. Entonces existe una coleccion
finita {I3,..., It} de intervalos abiertos tal que

k

K
Ac y YUl <
n=1

n=1

Haciendo J; = I; para cada indice i y teniendo en cuenta que A C U‘_, J, y que ¢(L) = ¢(J;)
se termina la prueba de esta implicacion.

(<) Sea € > 0 y suponga que existe una coleccion finita {J;,..., ]} de intervalos cerrados tal
que
k

k
Ac U y > LUk) < e/2
n=1

n=1

Pongamos J; = [u;,v;], i=1,2,...,k y considere los intervalos abiertos
L = (uj—e/4k, vi+¢/4k), i=1,2,...,k

Entonces A C Ui:l Iny

La aprueba es completa. n

El lema anterior nos indica que A es de contenido cero si, y sélo si, A, la clausura de A, es de
contenido cero. Esto ultimo, por supuesto, no se cumple para conjuntos de medida exterior cero.
En efecto, el conjunto Q es de medida exterior cero, pero Q = R no lo es. Resulta claro que
cualquier conjunto finito es de contenido cero, aunque existen conjuntos infinitos numerables
que pueden o no tener contenido cero. Por ejemplo, del resultado anterior se sigue que Q es un
conjunto numerable que no tiene contenido cero. Sin embargo, el conjunto A = {1/n:n > 1} es
tal que c,+(A) = 0. Para ver esto tltimo, sea ¢ > 0 y escojaun n € N tal que < £ < L. Si
ahora definimos

Lo (= o (e 1 e
1= 112 y T \k=1 k=1 " 4n

para k=2,3,...,n, entonces A C Ui Jx ¥

) =
k=1

Por esto, A es de contenido cero. Por otro lado, el conjunto ternario de Cantor I' es un conjunto
no-numerable que es de contenido cero. En efecto, recordemos que I' C I', para todo n > 1,
donde I', consiste de la unién de los 2" intervalos cerrados y acotados que no fueron eliminados
en el n-ésimo paso en la construcciéon de T y cuya longitud es (2/3)". Si fijamos un ¢ > 0
arbitrario y elegimos un n € IN de modo que (2/3)" < ¢, vemos que c;+(I') = 0.

+(n-1)— <

+=- = &

N ™

£ _ &
2n 2

N m
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Teorema 6.2.21. Si a < b, entonces el intervalo [a,b] C R no tiene contenido cero. De hecho, si
{L,..., I} es un cubrimiento finito de [a,b] por intervalos cerrados, entonces

Zn:f(li) Z b—a.
i=1

Prueba. La demostracién es por induccion sobre el ntiimero de intervalos que cubren a [a,b]. El
caso n = 1 es inmediato. Suponga que el teorema es cierto para recubrimientos con 7 intervalos
y sea {I,...,I,4+1} un cubrimiento de [a,b] por intervalos cerrados. Se puede suponer (cam-
biando los subindices si es necesario) que a € I;. Pongamos I; = [, B]. Entonces « < a < B. Si
a > b, entonces ((I;) > b —a y, por consiguiente, > 7 ; ¢(I;) > b—a. Si B < b, entonces [B, b]
es recubierto por {I,..., I,11}. Porlo tanto, {(Ir) + -+ ¢(I,+1) > b — B y, en consecuencia,

L) = (B-a)+(b—p) = b—a
i=1

La prueba es completa. n

Corolario 6.2.22. Sea (A,)"

.1 Una sucesion de subconjuntos compactos de R. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(1) A, tiene contenido cero para todo n > 1.

(2) Us_q An tiene medida cero.

Prueba. (1) = (2). Suponga que cy+(A,) = 0 para todo n > 1. Entonces u*(A,) = 0 para
todo n € IN y se sigue del Teorema 6.2.5 que u*(UJ,_,; As) = 0. Esto prueba que J;_; A, tiene
medida cero.

(2) = (1). Suponga que (2) se cumple. Entonces, por ser y* monétona, se tiene que para cada
k>1, p*(Ax) < p* (U= An) = 0, de donde se sigue que c¢,+(Ax) = 0 para todo k > 1 gracias
al Lema 6.2.19. [

6.3. La Medida de Lebesgue

El objetivo de esta seccién es construir una clase muy especial de subconjuntos de R, llama-
da la c-élgebra de Lebesgue, sobre la cual la medida exterior de Lebesgue es numerablemente
aditiva y derivar algunos resultados fundamentales con dicha “medida”.

6.3.1. La c-dlgebra de Lebesgue

La imposibilidad de la medida exterior p* de ser numerablemente aditiva, hecho que proba-
remos al final de este capitulo, deja hasta ahora el trabajo incompleto en el sentido de obtener
una “medida” que generalize la nocién de longitud, mida cada uno de los subconjuntos de RR, sea
invariante por traslaciéon y numerablemente aditiva. Un modo inteligente de salir de este impasse
es considerar, en lugar de la clase #(IR), una sub-clase mucho mds pequefia, como por ejemplo:
la sub-clase de todos aquellos subconjuntos de R para los cuales u* sea numerablemente aditiva. Deno-
temos, por el momento, a dicha sub-clase por 9. Aunque la idea es, en principio, muy buena,
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persisten, sin embargo, algunos problemas que no son de solucién inmediata. Por ejemplo, ;c6-
mo identificar a los elementos de esa sub-clase?, es decir, ;como se determina si un determinado
conjunto estd o no en la clase M? ;Qué tipos de operaciones de conjuntos son permitidas dentro
de 9? ;Qué tan grande es M?, esto es, jcudl es su cardinalidad? ;Cuadl es su utilidad?, etc. Inten-
taremos, en lo que sigue, abordar una definicién adecuada de ciertos conjuntos muy especiales
que permitan que u* sea numerablemente aditiva para tales conjuntos y luego darle respuestas a
las interrogantes antes formuladas.

¢(Pero, por dénde debemos comenzar? Recordemos que el Teorema 6.2.12 nos garantiza que,
dado cualquier subconjunto A de R y cualquier ¢ > 0, podemos determinar la existencia de un
subconjunto abierto G O A tal que

#(G) < wi(A) + e (%)

Lo que tenemos en mente es investigar qué tipos de conjuntos se pueden aproximar por conjuntos
abiertos, es decir, jes posible elegira G de modo que p*(G\ A) < €? Suponga, por un momento,
que u*(A) < + o0 y observemos que de la desigualdad (x) se tiene que

w(G)—p(A) <&

Sin embrago, a pesar de que G = AU (G \ A) es una unién disjunta, la sub-aditividad finita de
p* lo Ginico que puede asegurar es que

p(G) < wi(A) + p(G\A),
y, por consiguiente,

p(G) — p(A) < p(G\A).

No existe, en consecuencia, argumento alguno que conduzca a la igualdad
WG\ A) = 1 (G) — 1(A)
y, en consecuencia, poder asegurar, usando (%), que
W(G\A) < e (%)

(Por qué esto es importante? Pues bien, lo que veremos en lo inmediato es que la coleccion 90t
de todos aquellos conjuntos A para los cuales (%) se cumple para algin abierto G 2 A es una
muy buena eleccién en el sentido de que dicha coleccién es una c-dlgebra, tiene cardinalidad 2°
y #* es numerablemente aditiva sobre 9. Esto pequefio andlisis permite justificar la siguiente
definicion.

Definicién 6.3.1. Un conjunto E C R se dice que es medible segiin Lebesgue, o simplemente medible
si, para cada € > 0, existe un conjunto abierto G O E tal que
W(G\E) < e

Con frecuencia escribiremos “conjunto medible” en lugar de “conjunto medible segin Lebes-

gue”. Denotaremos por M, (IR) a la familia de todos los subconjuntos de R que son medibles segiin

Lebesgue, esto es,
M,(R) = {ECR : E es medible segiin Lebesgue}.
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Observe que

Z & M, (R) significa que existe un & > 0 con la siguiente propiedad: para cada conjunto abierto
G D Z se cumple que u*(G\ Z) > e.

Suponga, ademds, que u*(Z) < +oo y seleccione una sucesién (In);l.o:1 de intervalos
abiertos tal que

(o]

Z C GI” y ZE(IH) < u(Z) + =
n=1

n=1

Pongamos G = |J;"_; I,. Resulta que G es un conjunto abierto conteniendo a Z vy, por lo
anterior, u*(G) < u*(Z) +¢, es decir, u*(G) — u*(Z) < €. Por esto,

(G\Z) > e > p(G)—u (2).

Esta observacion permite sefialar que sélamente los conjuntos medibles pueden garantizar la validez
de la desigualdad p*(G\E) < e.

(Cuales conjuntos son medibles? Para verificar que la coleccion 91, (R) es una buena eleccion
debemos comprobar que ella es no vacia y contiene a casi todos conjuntos que son de utilidad en
el Anélisis. Lo primero que debemos destacar es que 91,(IR) es, de hecho, una coleccién muy
grande. En efecto, si Or denota la coleccién de todos los subconjuntos abiertos de IR, entonces

(M)

(M2)

Or € M, (R).
En efecto, si A es un subconjunto abierto de R y si € > 0, entonces tomando G = A, resulta
que G D A vy, por consiguiente, 11*(G\ G) =0 < e. En particular,
R, @ € 9M,(R)
con lo cual queda establecido que 9, (R) satisface (7).

card (M, (R)) = 2°.

El conjunto ternario de Cantor I', como se demuestra en el Corolario 6.3.41, pagina 283, es
un conjunto nulo y, en consecuencia, &(I') C M, (R) (véase el Teorema 6.3.2). Puesto que
card(I') = ¢, resulta que

card (M, (R)) > card(2(T)) = 2.

Por otro lado, como M, (R) € Z(R) y la cardinalidad de Z7(RR) es 2, se tiene que
card (M, (R)) < 2° y, asi

card (M, (R)) = 2°.
Si bien es cierto que hay tantos conjuntos medibles como subconjuntos de IR, existen, sin
embargo, elementos de #(R) que no pertenecen a M, (R).

Mm,(R) & Z(R).
Sélo resta encontrar un subconjunto de R que no sea medible. Esto hecho, sin embargo,
tendrd que esperar hasta que lleguemos a la Seccién 6.5.1, pagina 310. Alli se demuestra

que el conjunto
~90,(R) = 2(R)\ M, (R)

es no vacio. Cualquier elemento de =91, (R) serd llamado un conjunto no-medible.
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El siguiente resultado, el cual es fundamental en la Teoria de la Medida, establece que todo
conjunto nulo es medible.

Teorema 6.3.2. Si ECR y u*(E) =0, entonces E es medible seqiin Lebesque.

Prueba. Suponga que y*(E) =0 y sea ¢ > 0. Por el Teorema 6.2.12 existe un conjunto abierto
G D E tal que

W(G) < W(E) +¢=c
Puesto que G \ E C G, resulta, por la monotonia de u*, que
W(G\E) < p*(G) < =

Esto prueba que E € M, (R). |

Del Teorema 6.3.2 y el Corolario 6.2.6 se concluye que:

(a) Cualquier subconjunto a lo mds numerable es medible. En particular, los conjuntos N, Z y
Q son medibles.

b) T, el conjunto ternario de Cantor, aungue es no-numerable, también es medible pues u*(I') = 0.
] q P M
(Véase el Corolario 6.3.41, pagina 283).

(c) En general, cualquier subconjunto de un conjunto nulo es medible, esto es,
w(A) =0y ECA = EeM(R),
lo cual es equivalente a expresarlo de este otro modo:
p(A) =0 = A CM(R).

Esta propiedad de la medida exterior de Lebesgue recibe el nombre de completitud y se
dice entonces que p* es una medida completa cuando ella se restringe a la clase 91, (R). Es
importante advertir que: no es cierto que cualquier subconjunto de un conjunto medible sea medible.

Nuestra siguiente mision es escudrifiar cudles otras propiedades (importantes) posee la familia
M, (R). Los siguientes resultados van a mostrar que 91,(R) es, en realidad, una c-dlgebra, es
decir, una clase de subconjuntos de R que es cerrada bajo complementos y uniones numerables,
ademas de verificar otras propiedades muy especiales. En general, cualquier o-dlgebra sirve para
definir la coleccién de los conjuntos que queremos “medir”.

Definicién 6.3.3. Una familia no vacia M de subconjuntos de un conjunto no vacio X se dice que es una
o-dlgebra de X si:

((71) XeM,
(02) X\ E € M siempre que E € M, y

(1) U1 En € M para cualquier coleccion numerable {E, :n =1,2,...} C M.
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Si las condiciones (071) y (02) en la definicién anterior se mantienen pero (c3) se sustituye
por la siguiente:

(04) U1 Ei € M para cualquier coleccion finita {E;:i=1,2,...,n} CM,

entonces diremos que M es una dlgebra de conjuntos.

Observe que cualquier c-dlgebra es una algebra pero no reciprocamente. Veamos ahora que
la coleccién 9, (R) es cerrada bajo uniones numerables, es decir, satisface (03).

Teorema 6.3.4. Si (E, )7, es una sucesion en M, (R), entonces | J;,_1 E, € M, (R).

Prueba. Fijemos ¢ > 0. Para cada n € IN podemos seleccionar, usando el hecho de que E, es
medible, un conjunto abierto G, O E, de modo tal que

W (Gu\En) < o

Tomando G = |J;;_; Gy, resulta que G es abierto, G D |J; 1 En, v

[ee]

c\Us = (H@)\(HEH) c J(Ga\En).

n=1

Por esto y la sub-aditividad numerable de y* tenemos que
i} [o0] [e¢] . [o0] €
1 (G\ UEH> < Y w (G \En) < Zz—n = &
n=1 n=1 n=1
Esto termina la prueba de que |J;;,_; E; es medible. u

Para verificar que 91, (R) es una c-algebra sélo nos resta demostrar (¢2). Esto requiere un
poquito de trabajo. Comencemos.

Lema 6.3.5. Cualquier conjunto compacto K C R es medible segiin Lebesgue.

Prueba. En primer lugar, nétese que como K es compacto, podemos encontrar un intervalo cerra-
do y acotado I de modo que K C I y asi, u*(K) < £(I) < + oo.

Fijemos ¢ > 0. Por el Teorema 6.2.12 existe un conjunto abierto, necesariamente acotado,
G D K tal que

n(G) < w(K) +e
Para demostrar que p*(G\ K) < ¢ vamos a proceder del modo siguiente. Siendo G \ K un

conjunto abierto, se sigue del Lema 2.2.10, pagina 124, que dicho conjunto se puede escribir en la
forma

G\K = Gln,
n=1

donde (I,,)$’_; es una sucesioén de intervalos compactos no-superpuestos. Para cualquier k € IN,
tenemos que Uﬁ:l I, CG\KC Gy, por lo tanto, K U UfZ:l I, € G. Mas aun, los conjuntos K
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y Uﬁ:l I son compactos y disjuntos. El Corolario 6.2.16 combinado con el Teorema 6.2.17 nos
garantizan que

k k

w(K) + S L) = pr(K) + y*(U 1n> = y*(K U n@lln> < u*(G).

n=1 n=1
Puesto que u*(K) < + oo, la anterior desigualdad implica que

k
> U < w(G) — p(K) < ¢

n=1

y como k > 1 es arbitrario, concluimos de la desigualdad anterior que la serie Y ;" ; ¢(I,) con-
verge y que >~ 1 ¢(I,) <& De nuevo, por el Teorema 6.2.17, se sigue que

[ee]

W(G\K) = S i1 < e

n=1

Esto nos dice que K es medible y finaliza la prueba. n
Corolario 6.3.6. Todo subconjunto cerrado de R es medible segiin Lebesgue.

Prueba. Suponga que F C R es cerrado. Como R = |J;7 ;[—n,n], entonces a F lo podemos
reescribir en la forma

F = FNR = G (FN[—n,n]).

Ya que cada FN [—n,n] es un subconjunto compacto, el Lema 6.3.5 nos revela que él es medible
y, asi, por el Teorema 6.3.4, se concluye que F es medible. n

Estamos ahora en posesion de los argumentos para demostrar que el complemento de cual-
quier conjunto medible es medible.

Teorema 6.3.7. Si E € 9,(R), entonces E° = R\ E € M, (R).

Prueba. Suponga que E € 9, (IR) y para cada n € IN, escojamos un conjunto abierto G, 2 E tal
que u*(G, \ E) < 1/n. Defina F, = G&. Entonces F, es cerrado y, en consecuencia, medible

gracias al Corolario 6.3.6. Sea
F=|Jrn = ]G
n=1 n=1

El Teorema 6.3.2 garantiza que F es medible y, ademds, F C E°. Sea Z = E°\ F. Fijando
cualquier k € IN tenemos que

Z = E\|JG; € E°\ Gf = G \E,
n=1

de donde se tiene que,

§(2) < W ((GAE) < L.
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para todo k € IN. De aqui se sigue que u*(Z) = 0, y entonces, por el Teorema 6.3.2, Z es
medible. Por esto, E© = F U Z también es medible y termina la prueba. n

Con el resultado anterior hemos finalizado la prueba de que:
Corolario 6.3.8. 1, (R) es una c-dlgebra.

A M, (R) la llamaremos la c-dlgebra de Lebesgue. Cuando no exista ninguna ocasién de
producir una confusién, a los elementos de 91,(R) los llamaremos simplemente conjuntos me-
dibles. Varias consecuencias se derivan inmediatamente a partir de la informacién de que 9, (R)
es una o-dlgebra. Por ejemplo,

incluida en 91, (R).

(B1) ﬂ E, € M, (R) para cualquier sucesién (En);’o:1
n=1

En efecto, como E, € 9,(R) para todo n € N, entonces E; € M, (R) y, por lo tanto,
Uizt ES € Mu(R). De las Leyes de Morgan se sigue que

E, = (Qf;)cemﬂ(m).

[ee]

n=1

En particular,

J En € Mu(R) y () En € Mu(R)

n=1 n=1

cualesquiera sean Ey, ..., E, en 9, (R).

(B2) Si G5(R) v F,(R) denotan a las familias de todos los conjuntos Gs y F, de R, respectiva-
mente, entonces

9(5(1R) - mﬂ (]R) y EF(T(IR) - mﬂ (]R)
En general, cada una de las familias
950(HR) - (95)0(HR)/ I}ﬁé(ﬂz) - C}ﬁ)é(ﬂz)/ Séaé(ﬂa)/ 3}ﬂ0(ﬂz)/---

estan en M, (R), donde cada elemento de Gs,(R) es una unién de elementos de Gs5(IR), si-
milarmente, todo elemento de F,5(R) es una interseccién de elementos de F,(IR), etcétera.

(Bs) Sea (E,), , una sucesion en 9, (R). Entonces existe una sucesién disjunta (F,)" | en
M, (R) tal que F, C E, paratodo n > 1y

UE. = UFE.
n=1 n=1

En efecto, pongamos F; = E; y para n > 2, defina
F, = E.\ | JE;

Es claro que la sucesién (F,)"

. Satisface las propiedades requeridas.
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o0 .2 . .
(Ba) (E”)n:1 es una sucesion de conjuntos nulos, entonces | J;_; E, es un conjunto nulo. Ade-

V(leEn> = E:PNEn)
n=1 n=1

sin exigir que ellos sean disjuntos. Una consecuencia inmediata de (B4) es que R no se
puede descomponer como una union infinita numerable de conjuntos numerables.

En lo que sigue, si X € M, (R), escribiremos
M, (X) = M(R)NX = {BNX : BeM,(R)} = {E€M(R): ECX}.

Es facil ver que 9, (X) es una c-algebra de subconjuntos de X ala que llamaremos la o-dlgebra
de Lebesgue inducida por X ola c-dlgebra de Lebesgue de X.

Ya hemos visto que todo subconjunto de R se puede aproximar por conjuntos abiertos. Una
consecuencia importante del Teorema 6.3.7 es el siguiente resultado, el cual establece que cada
conjunto medible se puede aproximar por un algtin conjunto cerrado.

Corolario 6.3.9. Sea E € 9, (R). Para cada ¢ > 0, existe un subconjunto cerrado F C E tal que
W*(E\F) < e

Prueba. Por el Teorema 6.3.7, E¢ € M, (R) y, por lo tanto, de la definicién de conjunto medible,
existe un conjunto abierto G 2O E¢ tal que u*(G\ E°) < e. Tomando F = G¢, resulta que F es
cerrado, F C E y, ademds, como E\ F C G\ E, se tiene entonces que p*(E\ F) < e. [

El siguiente resultado combinado con el corolario anterior permitird, en el caso de conjuntos
medibles de medida finita, aproximar tales conjuntos por conjuntos compactos.

Lema 6.3.10. Sea A C R con u*(A) < +oo. Entonces, para cada € > 0, existe un conjunto acotado
Ag C A tal que u*(A\ Ao) < e Ademds, si A es medible, entonces Ay también se puede elegir
medible.

Prueba. Sea ¢ > 0. Por el Teorema 6.2.12 existe un conjunto abierto G conteniendo a A tal que
1*(G) < u*(A)+1 < 4 co. Unllamado al Teorema 2.2.4 nos permite escribir a G en la forma G =
U1 I, donde los I, son intervalos abiertos y disjuntos dos a dos. El Teorema 6.2.17 nos dice
que Yo" 1 4(I,) = p*(G) < 4+ o0 vy, por lo tanto, podemos elegir un N € N lo suficientemente
grande de modo que >_;" y.; ¢(I,) < e Seaahora

N
Ay = Am<U1n>.
n=1

Tenemos que Ag C A y como todos los intervalos I, son de longitud finita, resulta que Ag es
acotado. Notese que si A es medible, también lo es Ap. Finalmente, como A C Ule I,, se sigue
que A\ Ao C Uy_n41In y, porlo tanto,

H(A\ Ag) < y*( U In> < > UL < e

n=N+1

Esto termina la prueba. n
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6.3.2. La c-algebra de Borel

Existe otra o-dlgebra, conocida como la c-dlgebra de Borel, que juega un papel de primer
orden en la Teoria de la Medida sobre conjuntos con una estructura topolégica. Observe que si
X es un conjunto arbitrario, entonces Z(X) y {@, X} son o-dlgebras. Cualquier otra o-algebra
A de X verifica que

{g,X} C A C 2(X).

Un procedimiento de cardcter general que permite construir o-dlgebras partiendo de una clase
arbitraria de subconjuntos de un conjunto dado es el siguiente.

Teorema 6.3.11 (c-dlgebra generada). Sea X un conjunto no vacio y sea C una coleccion arbitraria
no vacia de subconjuntos de X. Entonces existe una tinica o-dlgebra o(C) sobre X que verifica lo
siguiente:

(a) €Co(€), v
(b) Si B es otra o-dlgebra sobre X conteniendo a ©, entonces U(G) C B.

Prueba. Considere, en primer lugar, la colecciéon
g = {B : B es una o-dlgebra sobre X con € C B}.
Observe que § # @ ya que #(X) € §. Defina

o(C) = m B.

BeF

Es un ejercicio sencillo establecer que ¢(€) es una o-dlgebra conteniendo a €. Més aun, por
construccion, ella satisface la propiedad (b) y, por supuesto, es tnica. n

A la o-algebra ¢(€) del teorema anterior se le llama la c-algebra generada por C y es la
o-algebra mds pequefia conteniendo a C. Observe que:

(a) Si D C €, entonces o(D) C o(C).

(b) Si A es una c-algebra, entonces ¢(A) = A. En particular,

o(e(C)) = o(C).

La definicién de co-dlgebra generada es, desde el punto de visto préctico, casi inoperante:
ella no ofrece ningtin indicio de cémo se reconoce que un conjunto determinado pertenece o no
a dicha c-dlgebra. En las proximas lineas intentaremos esbozar un procedimiento que permite
conocer como son sus elementos. El programa para alcanzar tal objetivo comienza fijando un
conjunto no vacio X y después se considera €, una coleccién no vacia de subconjuntos de X.
Nuestro segundo paso es definir ) = CU{@, X} (en el supuesto de que @ y X no estdn en la
coleccién) y luego considerar la colecciéon

¢ = {ACX: AcCo Aec}. (1)

Por supuesto, ésta colecciéon puede no ser cerrada bajo uniones numerables, de modo que es
apropiado considerar la familia

By = {GAj: (4) 7, e(:’l}.

=1
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Asi, podemos repetir el primer argumento y definir
G = {AQX AeB, o ACEBz}.

Observemos de nuevo de que no hay garantia de que la coleccién €, sea cerrada bajo uniones nu-
merables y, como antes, cabe considerar la familia B3 formada por todas las uniones numerables
de conjuntos pertenecientes a C;. Si se contintia inductivamente con este proceso se obtienen,
por cada n > 1, el par de familias

BHZ{UA]*(A]')}'LGGM} y Ch = {ACX: AeB, o A°cB,).
j=1
Notese que €1 C G C -+ y que ninguna de esas colecciones de conjuntos es igual a ¢(€), de

modo que es conveniente considerar la unién Uff:l C,. Sin embargo, esta unién no es, en general,
igual a ¢(C). ;Cudntas veces hay que realizar este proceso para alcanzar a la o-algebra o(C)?
Para que éste ocurra necesitamos hacerlo wj-veces, lo que implica utilizar induccién transfinita.
Fijemos entonces un ordinal a con a < wy. Si a es un ordinal limite, defina

C. = | Cp

B<«

Si a no es un ordinal limite, entonces él posee un predecesor inmediato, digamos « = B+, y
entonces se define

By = {H Aj: (A)7, € eﬁ}. (2)

Finalmente, sea
Ga:{AgX:AGBaoACGBa}. (3)

Observe que: para cada a < wy, By C €,. Ademds, se cumple que

Lema 6.3.12. Si f < a < wy, entonces
Cs C Cu.

Prueba. Considere el conjunto

A = {zx<w1: UG[;QG“}.

B<a

Claramente « =1 € A. Sea a € w; y veamos que la condicion Seg(a) C A implica que a € A.
En efecto, si a es un ordinal limite, entonces se sigue de la definicién de €, que & € A. Asuma
ahora que « posee un predecesor inmediato, digamos B. Por la definicién de C,, tenemos que
Cp C Cu. Sea 7 € Seg(a) = Seg(B") = Seg(B) U{B}. Si v = B, entonces como fue observado
anteriormente, €, C C,. Suponga que v € Seg(p). Puesto que B € Seg(a) C A, se tiene que

e, C (Je C e C e
c<p
Con esto se ha demostrado que €, C €, para todo 7 € Seg(a), lo cual implica que |J, ., €y C €4

y, por lo tanto, « € A. Un llamado al Principio de Induccién Transfinita nos revela entonces que
A = w; y termina la prueba. n
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Teorema 6.3.13 (c-dlgebra generada). Sea X un conjunto no vacio y sea C una coleccion no vacia de
subconjuntos de X. Entonces
o€ = €

< wi

donde la coleccion (Cq)u<w, Se define comoen (2) y (3).

Prueba. Pongamos C,, = U, ., €« y veamos que 0(€) = €4, En primer lugar vamos a
demostrar que C,, es una c-algebra conteniendo a C. Para ello, defina

A = {a < w; : € escerrada bajo complementos}.

Si logramos que demostrar que A = wj, entonces concluiremos que C,., es cerrada bajo com-
plementos. Sea a < w; y suponga que A, = Seg(x) C A. Observe quesi « =1 osi a tiene un
predecesor inmediato, entonces se sigue de la definiciéon de C, que a € A. Suponga entonces
que « es un ordinal limite y sea E € Cy = (g, Cp. Entonces E € €y paraalgtin p € A,. Puesto
que A, C A, se concluye €4 es cerrada bajo complementos. Por esto, E¢ € Cg C €, lo cual
nos dice que G, es cerrada bajo complementos y, en consecuencia, &« € A. En conclusién, hemos
demostrado que para cualquier ordinal « < wj, la condicion A, € A implica que & € A. El
Principio de Induccién Transfinita nos revela entonces que A = wj.

Para terminar de verificar que C,, esuna c-dlgebra s6lo nos queda probar que es cerrada bajo
uniones numerables. Sea (1’5]-);11 C Cw,. Entonces existe una coleccién numerable {«;:j € N}

tal que E; € C,,. Por el Teorema 1.3.32, pagina 63, sabemos que B = sup{a;: j € N} existe. Sea

ao = B*. Puesto que a; < B para todo j € N, resulta del Lema 6.3.12 que Cy; € Cp de donde se

obtiene que (E]-);il C @g. Finalmente, por definicion, U;”:l Ej C Bay € Cap € Upcr, €a = Can;-
Claramente, C C C,,, de modo que C,, esuna c-algebra conteniendoa € y en consecuencia,

o(€) C Cuy.
Para demostrar la otra inclusién, sea
A= {a<w :€ Co(C)}

Por la definicién de €, se tiene que: si A, = Seg(a) C A, entonces a € A. Se sigue del Principio
de Inducci6n Transfinita que A = wq y de esto se sigue que €, C ¢(€) para todo a < w; y, por
lo tanto,

Co, = |J G C o(C).

x < wq

La prueba es completa. n

Observe que al ser C,, una c-dlgebra, no se generan nuevos conjuntos en €, tomando
complementos, asi como tampoco formando uniones numerables de sus elementos, de modo tal
que el proceso realmente finaliza en Nj-pasos.

Otra manera de caracterizar a ¢(C) es mirar las colecciones numerables que habitan en C y
considerar las c-dlgebras que ellas generan. Se obtiene entonces el siguiente resultado.

Teorema 6.3.14. Sea X un conjunto no vacio y sea C una coleccién no vacia de subconjuntos de X.
Entonces

FCe
F numerable
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Prueba. Pongamos

A =] o9
FCe
F numerable

y veamos que A = 0(C). En primer lugar, observe que para cualquier colecciéon numerable
F C ¢, setiene que o(F) C o(C€), de donde se sigue

A =] o@) c o@).
Fce
F numerable

Para verificar la otra inclusién es suficiente demostrar que A es una c-adlgebra conteniendo a C.
Sea E € A. Entonces E € o(¥F) para alguna colecciéon numerable F C €. Puesto que o(F) es
una o-élgebra, resulta que E¢ € o(F) C A. Esto muestra que A es cerrada bajo complementos.
Suponga ahora que (En)zoz1 es una sucesiéon en A. Entonces, para cada n € IN, existe un
conjunto numerable ¥, C € tal que E, € o(F,). Sihacemos F = |J;_;F,, se tiene que F es
numerable y

UE: e [Jo(F) € A
n=1 n=1

Con esto se concluye que A es cerrada bajo uniones numerables y, en consecuencia, es una o-
algebra. Falta comprobar que A contiene a C. Para ver esto, sea E € C. Puesto que ¥ = {E} es
una coleccién numerable (posee un tinico elemento), resulta que E € o(F) C A, es decir, C C A.
Por esto, 0(€) C A y termina la prueba. [ |

Definicién 6.3.15. Sea (X, T) un espacio topoldgico y denote por Ox la familia de todos los subconjuntos
abiertos de X. La o-dlgebra generada por Ox es llamada la o-dlgebra de Borel y denotada por Bo(X).

Los elementos de la c-dlgebra Bo(X) seran llamados conjuntos de Borel o, simplemente,
borelianos de X. Recordemos que si Y C X, entonces un conjunto V C Y es abierto en Y si,
y s6lo si, V. = GNY para algtn conjunto abierto G C X. Fijemos un conjunto Y € Bo(X) y
considere la familia Oy = {GNY : G € Ox}, entonces

Bo(Y) = 0(Oy) = Bo(X)NY = {ENY : E € Bo(X)}.

A los elementos de Bo(Y) los llamaremos los conjuntos de Borel de Y.

Por definicién, Bo(R) = ¢(Or), pero no se necesitan a todos los conjuntos abiertos para

generar a Bo(IR). De hecho, existen algunas colecciones “mas simples” que Or que generan a
Bo(R).

Ejemplo 6.3.1. Considere las siguientes colecciones:
A1 = {IC R : Iesun intervalo abierto}
Ay = {J C R : Jesun intervalo cerrado}
Az = {IC R : Iesun intervalo de la forma (a,b], a,b € R, a < b}
A; = {F CR : Fes un conjunto cerrado}
As = {K C R : Kes un conjunto compacto}
A¢ = {I CR : Iesun intervalo de la forma (—o0,a], a € R}

A7 = {I CR : Ies un intervalo de la forma (a4, +c0), a € R}
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Entonces se cumple que:
Bo(R) = o(A;), paraj=1,2,...,7. (1)

Prueba. Puesto que A; C OR, resulta que
(A1) € Bo(R).

Por otro lado, como todo conjunto abierto es una unién numerable y disjunta de conjuntos abier-
tos, se tiene que Or C o(A;1) y, por consiguiente,

Bo(R) C o(Ar).

Esto prueba que Bo(R) = 0(A;). Para ver, por ejemplo, que Bo(R) = c(A,), observe que para
cualquier intervalo cerrado [a, b],

(o]

a,b] = N <a—1,b+%> € o(0)

n
n=1

y asi, Ay € Bo(R). De esto se sigue que 0(Az) C Bo(R). Reciprocamente, como todo intervalo
abierto (a,b) se puede escribir en la forma

@p = Yo to-1],

n=1

resulta que A; C o(Ay). Por esto y la primera parte se concluye que Bo(R) = o(Ay) = o(A2).
Similarmente, como

(ab) = G <a,b_%] y (a,b] = ﬁ <a,b+%>

n=1 n=1

se deduce que Bo(R) = o(As). El resto de las afirmaciones en (1) se dejan a cargo del lector.ll

Recordemos que si (X,d) es un espacio métrico separable, entonces existe una coleccion
numerable V = {V3,V,,...} de subconjuntos abiertos de X con la siguiente propiedad: para
cualquier abierto no vacio G C X, existe una subcoleccién de V, digamos (Vnk),‘f’zl, tal que
G = Ui1 Vi, Alacoleccion V se le llama una base numerable para X.

Definicién 6.3.16. Sea (X, A) un espacio medible. Si A = o (€) para alguna subcoleccion numerable
C de A, entonces diremos que A, es numerablemente generada.

Lema 6.3.17. Si (X, d) es un espacio métrico separable, entonces B0o(X) es numerablemente gene-
rada.

Prueba. Sea V una base numerable para X. Puesto que V C Ox C Bo(X), resulta que (V) C
Bo(X). Por otro lado, como cualquier G € Ox puede ser escrito como una unién numerable
de elementos de V, se tiene que O C ¢(V) y ya que ¢(V) es una o-édlgebra conteniendo a Oy,
resulta que Bo(X) C ¢(V). Esto termina la prueba. [
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6.3.3. La Cardinalidad de la o-algebra de Borel
Como Or C M, (R) y M,(R) es una c-dlgebra, resulta de la definicién de Bo(R) que

Bo(R) € M, (R)
de donde se tiene que card(Bo(R)) < card(M,(R)) = 2°.

Veremos a continuacién que la c-4lgebra de Borel, Bo(R), en comparacién con la o-dlgebra
de los conjuntos medibles segtiin Lebesgue es, en el sentido de cardinalidad, muchisimo mds
pequefia. De hecho, del préximo resultado se deducird que la gran mayoria de los conjuntos
medibles segtin Lebesgue nunca son borelianos lo que evidencia lo extrafio que puede ser un
conjunto medible Lebesgue que no sea boreliano.

Teorema 6.3.18. card (Bo(R)) = «.

Prueba. Sea (Cy)ui<w, la coleccion definida anteriormente tal que Bo(R) = U, C«, donde
Cp = Or. Usaremos induccién transfinita para demostrar que card(C,) = ¢ para todo a < wj.
En efecto, por (6) del Teorema 1.3.47, pagina 74, sabemos que ¢ = card(Or) = card(Cp). Sea
& < wy y suponga que hemos demostrado que card(Cg) = ¢ paratodo B < a. Si & es un ordinal
limite, entonces €, = (Jg, €p y como el conjunto Seg(a) = {B : B < a} es infinito numerable,
se tiene que

card(C,) = car(U G;;) = Np-¢c = ¢

B<a

Suponga ahora que a posee un predecesor inmediato B. Entonces, por definicién,
By = {UAf : (Aj)].:1 € 6[5}
j=1

y, en consecuencia, card(B,) = card(€g)™ = ™ = ¢. Puesto que
Co= {ACX: AcB, 0 A€ B} = B, UB,

resulta que card(C,) = card(B,) + card(B,) = ¢+ ¢ = ¢. Esto termina la prueba de que
card(C,) = ¢ para todo & < w;. Finalmente,

card(Bo(R)) = card(ag) Ga> =cc=c

La prueba es completa. n

Corolario 6.3.19 (Lebesgue). Bo(R) & 91, (R).

Prueba. Puesto que
card(Bo(R)) = ¢ < 2° = card(M,(R))

el resultado sigue. u

Del resultado anterior se deduce que existen conjuntos medibles que no son borelianos. ; D6n-
de habitan tales conjuntos? La respuesta es sencilla: en los conjuntos nulos.
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Corolario 6.3.20. Existen conjuntos nulos que no son borelianos, esto es, M,(R) € Bo(R). Mds
aun, si X es cualquier subconjunto no-numerable de R, entonces existe un conjunto A C X tal que
A & Bo(R).

Prueba. Puesto que I' € 9,(IR), entonces,
2() € Mu(R) € My (R).

Por otro lado, como card(#(I')) = card(9M,(R)) = 2°, resulta, por una nueva aplicacion del
Teorema de Cantor, que:
2° = card(M,(R)) > «c.

Esto nos revela que 9,(R) € Bo(RR). La prueba de la segunda parte es simple. En efecto, por el
Teorema 6.3.18 y el Teorema de Cantor se tiene que:

¢ = card(Bo(R)) = card(R) = card(X) < card(Z (X)) = 25,
es decir, existe al menos un conjunto A C X tal que A € Bo(R). La prueba es completa. n

Observe que el argumento de cardinalidad usado para demostrar, en el corolario anterior, la
existencia de un conjunto no boreliano en cualquier conjunto no-numerable no es aplicable para
obtener un conjunto no-medible segiin Lebesgue. De hecho, dicha prueba no afirma que A sea
medible segtin Lebesgue. Mds adelante veremos, véase el Ejercicio 6.7.1 (d), pagina 354, que existe
otro modo de probar la existencia de conjuntos medibles y, en particular, de conjuntos nulos que
no son borelianos sin usar la nocién de cardinalidad.

El siguiente resultado constituye otro modo de pensar a la o-dlgebra de Borel. Como siempre,
las colecciones Or y JRr son, respectivamente, los conjuntos abiertos y cerrados de R.

Lema 6.3.21. Sea S(IR) la coleccion mds pequefia de subconjuntos de R que cumple:
(a) Or, Ir € S(R),

(b) &(R) es cerrada bajo la formacién de intersecciones numerables, y

(¢) 6(R) es cerrada bajo la formacién de uniones numerables disjuntas.

Entonces Bo(R) = S(R).

Prueba.Sea S) = {A: A € S(R) y A° € S(R)}. Es claro que &y C 6(R) C Bo(R). Si
logramos demostrar que &j es una c-adlgebra conteniendo a los subconjuntos abiertos de IR,
tendriamos que &y = S(R) = Bo(R) y terminaria la prueba.

Por definicién, &, contiene a los conjuntos abiertos y es cerrada bajo complementos. Suponga
ahora que (An)zo es una sucesioén de conjuntos en &y. Si definimos F; = Ay y para n > 2,

=1
n—1 n

F,o= A\ 4 = 4in <ﬂA]C->
j=1 j=1

resulta que cada F, € &(R) y como |J;,; Ay = U, F: se tiene que |J;, ; A, € 6(R) vy, por
supuesto, también (|71 An)¢ = 1 A% € 6(R) ya que cada A5 € G(R). De esto se sigue
que U5 An € &p. Con esto quedad demostrado que &, es una c-dlgebra conteniendo a los
subconjuntos abiertos de R vy finaliza la prueba. n
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A pesar de ser Bo(R) un conjunto muy pequefio, en relacién a su cardinalidad, con respecto
a M, (R), curiosamente M, (RR) es sélo un “poquito mas grande” que Bo(R) en el siguiente
sentido: como veremos en el Teorema 6.3.55, pagina 293, se tendra que

M,(R) = Bo(R) U 9N, (R).

Este hecho nos muestra que todo conjunto medible se diferencia de un conjunto boreliano sélo
por un conjunto de medida cero. Otra manera de decir esto es que Bo(RR) es la completacién
de M, (R). Por ésta y muchas otras razones, los conjuntos borelianos son extremadamente
importantes.

Nota Adicional 6.3.1 El resultado anterior, Corolario 6.3.19, nos muestra que existen conjuntos
medibles segiin Lebesgue que no son medibles segiin Borel sin mostrar ni un sélo ejemplo concreto
del tal fenémeno y, ademads, que la totalidad de los conjuntos de Borel es infinitamente mas
pequeiio que la de todos los conjuntos medibles segtin Lebesgue, en otras palabras, la “gran
mayoria” de los conjuntos medibles segtin Lebesgue nunca son borelianos.

Aunque a Lebesgue le parecia dudoso que alguien pudiera jamds nombrar un conjunto
medible segiin Lebesgue que no fuese de Borel, el matematico ruso Nicolas Lusin (1883-
1950) fue el primero en construir explicitamente un conjunto medible Lebesgue que no
era de Borel. El ejemplo es el siguiente: Considere el conjunto S compuesto de todas
las fracciones continuas [ag; a1, 42, ...] que cumplen con la siguiente propiedad: existe una
subsucesion (n]-)]?"’:1 tal que a,; es un divisor de a,;,, para todo j € IN. Lusin demostr6
que S es medible segtin Lebesgue (de hecho, un conjunto analitico) pero no es boreliano.
En la préxima seccién veremos una versiéon mds general de este hecho. Por otro lado, en el
espacio de Banach con la norma del supremo, C([a,b]), formado por todas las funciones
f :[a,b] — R que son continuas, el conjunto D C C([a,b]) de las funciones que son
diferenciables en todo punto de [a,b] constituye un conjunto que no es de Borel. Un poco
maés adelante, en la seccién sobre Ejemplos y Contraejemplos usando la Funcién de Cantor,
veremos otro modo de mostrar conjuntos medibles segtin Lebesgue que no son borelianos.

La siguiente observacion puede ser de interés al lector: El Axioma de Eleccién (en su version
numerable) es el responsable de que exista un continuum de conjuntos borelianos. Sin
embargo, rechazando dicho axioma se puede construir un modelo ZF + —AC en el cual
pueden ocurrir cosas como estas: (véase, [101], p. 103):

(a) card(Bo(R)) > «.

(b) Cualquier conjunto de nameros reales seria un conjunto de Borel y la medida de Lebes-
gue dejaria de ser numerablemente aditiva.

(c) La jerarquia de los conjuntos de Borel se colapsaria en los primeros cuatro niveles.

En estas circunstancias, y desde el punto de vista del analista, la coleccion card(Bo(RR))
seria poco ttil.

La jerarquia boreliana

Siguiendo la convencién establecida en la Teoria Descriptiva de Conjuntos, definamos las
colecciones, comenzando con « = 1,

) = {GCR: Gesabierto} = Og

M = {R\G: Gexi} = g
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y, para cada 1 < & < wj, defina

0 0 0 0 0 0 0
Za = ( U H‘B> 7 HD( = ( U Zﬁ) y AIX e Z(X N Ho('
o4 1

B<a B<a

Asf, un conjunto A € £0 para a > 1, si existe una sucesién de conjuntos (An):;l tal que

A, € Hgn paraalgin B, <a y A =J;_; A, Similarmente, un conjunto A € I? para
x > 1, si existe una sucesion de conjuntos (An)::;l tal que A, € Z% para algan B, < «

y A ={0,_1 An. Se verifica entonces que

so®) - Jx - Ume = |

a<wi a<wi a<wq

es decir, los conjuntos de Borel se construyen en una jerarquia de longitud w; conocida
como la jerarquia de Borel. Observe que

) = 9, ) = G, X3 = S, 5 = oy,

En este sentido, cada conjunto de Borel posee una plantilla de construccién, conocido como
c6digo de Borel, que detalla exactamente cémo ellos han sido construidos a partir de los
conjuntos abiertos.

0
¥ ¢ 3 ¢ z <z C c =
< & & < <
O O O O O

0
M oc om o< om oc om oc S

El hecho de que la formacién de todas esas colecciones debe ser llevada a cabo hasta el
primer ordinal no-numerable para obtener a Bo(R) se puede evidenciar con el siguiente
argumento: suponga, por ejemplo, que elegimos una sucesiéon (An):;l de modo que

AL eZI\XY, A exXd\x),  Azexi\z ...

El conjunto |J; 4 A,, ;a cuél de las familias (Z9)°, pertenece? La respuesta es que no
hay garantia de que esté en alguna de ellas. La tnica certeza que tenemos es que pertenece
a alguna de las familias obtenidas en el paso w + 1. Si se continta con este proceso de
seleccién de sucesiones se puede apreciar lo que afirmamos anteriormente.

6.3.4. Conjuntos Analiticos

En esta seccién veremos otro modo de demostrar la existencia de un conjunto medible que
no es de Borel. Esto requiere introducir una familia muy especial de conjuntos medibles segiin
Lebesgue, denominados conjuntos analiticos, que contiene a los conjuntos de Borel propiamente.
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Este método permite la existencia de conjuntos medibles que no son borelianos sin apelar al
argumento de cardinalidad.

La motivacién para introducir la nocién de los conjuntos analiticos es el siguiente resultado
el cual es una pieza clave para determinar si un conjunto dado es o no un conjunto de Borel
partiendo de una funcién dada.

Lema 6.3.22 (Imagen e imagen inversa de borelianos). Sea f : R — R una funcion.
(1) Si f es estrictamente creciente, entonces f~'(B) € Bo(R), para cualquier B € Bo(R).

(2) Si f es continua e inyectiva, entonces f(B) € Bo(R), para cualquier B € Bo(R).
Prueba. (1) Considere la siguiente coleccién de subconjuntos de R,
B = {BCR : f1(B) € Bo(R)}.

Es un ejercicio sencillo establecer que B es una c-dlgebra. En efecto, es claro que @ € B. Si
B € B, entonces R\ B también estd en B ya que

fHR\B) = fH(R) \ f71(B) = R\ f(B) € Bo(R).

una sucesién de conjuntos en B. Entonces

f—1<an> = Qlf‘l(Bn) € Bo(R).

Esto prueba que |J;_; B, € B y asi, B es una c-élgebra.

Como f es estrictamente creciente, ella es, en particular, sobreyectiva y, asi, f es biyectiva.
Para cada a € R seleccione un x tal que a = f(x) y observe que f'((a,+0o0)) = (x,+o0) € B.
Esto prueba que (a, +00) € By, similarmente, (—o0,b) € B para cada b € R. De aqui se sigue
que (a,b) € B para cualesquiera a < b ya que

f’l((a,b)) = fYa,+o0) N f 1 (—0co,b) € Bo(R).

Sea (Bn):;1

De lo anterior se concluye que O C B vy, por lo tanto, Bo(R) C B.

(2) Como f esinyectiva, ella es estrictamente monétona y, en consecuencia, biyectiva. Considere
€ = {BCR : f(B) € Bo(R)}.

De la biyectividad de f se sigue que C es una c-dlgebra. Veamos que C contiene a O. En efecto,
puesto que f es continua y biyectiva, ella envia intervalos abiertos en intervalos abiertos. Sea
G € O y exprese dicho conjunto como una unién disjunta de intervalos abiertos, digamos, G =
U1 Ju. De la biyectividad de f se sigue que f(G) = U, f(Ju) € Bo(R) y, por consiguiente,
O C C. De aqui se deduce que Bo(R) C C. |

Del resultado anterior se concluye que si f es un homeomorfismo, entonces dicha funcién
preserva conjuntos de Borel, asi como imagenes inversa, esto es:

Corolario 6.3.23. Si f: R — R es un homeomorfismo, entonces f preserva conjuntos borelianos
asi como sus imdgenes inversas, es decir, para todo B C R

fYB) € Bo(R) < B e Bo(R) <« f(B) € Bo(R).
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Es importante sefialar que la validez de la segunda equivalencia del corolario anterior no se
extiende a los conjuntos medibles. Esto significa, véase el ejemplo dado en el Ejercicio 6.7.1 (c),
pégina 354, que existe un homeomorfismo f : R — R y existe al menos un conjunto medible
E € 9M,(R) tal que f(E) & M, (R).

Definicién 6.3.24. Una funcién f : R — R se dice que es medible segiin Borel si f~1(B) € Bo(R)
para cualquier B € Bo(R).

Se sigue del Ejercicio 6.3.1 (7) que una funcién f : R — R es medible segtn Borel si
f~1((a,+)) € Bo(R) para cualquier a € R. Observe que, gracias al Lema 6.3.22, toda funcién
estrictamente creciente f : R — R es medible segtin Borel. Por supuesto, si f : R — R es
continua, entonces f es medible segiin Borel. En particular, todo homeomorfismo f : R — R es
medible segiin Borel.

Fijemos ahora una funcién medible Borel f: R — R y sea B € Bo(R). ;Es f(B) € Bo(R)?
Por supuesto, si f es continua e inyectiva, el Lema 6.3.22 provee una respuesta positiva; sin
embargo, en el caso general, no hay garantia de que f(B) € Bo(R). En esta parte estamos
interesados en investigar la clase de todos los conjuntos A C IR que son imédgenes de un algtn
conjunto de Borel bajo alguna aplicacién medible Borel f: R — R.

Sean X,Y conjuntos arbitrarios. Recordemos que la proyeccion sobre X, proy; : X x Y — X,
viene dada por proy,(x,y) = x para todo (x,y) € X x Y.

Definicién 6.3.25. Un conjunto A C R se dice que es un conjunto analitico si satisface una de las
siguientes condiciones equivalentes:

(a) Existe una funcion medible Borel f: R — R y un conjunto B € Bo(R) tal que f(B) = A.

(b) Existe una funcién continua f : R — R y un conjunto B € Bo(R) tal que f(B) = A.

(c) Existe un subconjunto cerrado B C R x N cuya proyeccion sobre R es A, esto es, proy,(B) = A.
(d) Existe una funcién continua f : N — R tal que f(N) = A.

En general, si se reemplaza el conjunto R por cualquier espacio Polaco X, entonces la nocién
de conjunto analitico en X permanece inalterable. Sin embargo, en estas notas, s6lo nos interesa
su estudio restringido al espacio Polaco R. La condicién (d) de la definicién anterior es, tal
vez, la més practica y, por supuesto, la mds utilizada. El siguiente resultado establece que R es
analitico.

Lema 6.3.26. Existe una funcién continua f : N — R tal que f(N) =R.

Prueba.Sea D = {q, : n € N} una enumeracion de todos los nimeros racionales. Puesto que
cada x € R es el limite de alguna subsucesion del conjunto D, uno puede intentar definir la
aplicaciéon g : N — R por
g((mizy) = klim Tryc-
— 00

El problema con esta definicion es que el limite del lado derecho puede que no exista. Mds aun,
en el supuesto que dicho limite exista, no hay garantia de que la aplicacién g sea continua. Para
remediar esta situacién, debemos proceder con més cuidado. Para cada a = (n)z>; € N defina
x{ = qu, y paratodo k > 1, sea

: o —k
a o Tnjeiq 81 |xk - q”k+1‘ <27,
en otro caso.
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La sucesion asi obtenida (x;);>; es claramente de Cauchy en R y, en consecuencia, converge a
un tnico x* € R. Definamos ahora f : N — R por

fla) = x*

para cada & = (1;);>; € N. Veamos que f es continua. En efecto, sean a = (ny)p2, y B =

my)e , dos elementos distintos de N y suponga que N = inf{k € IN : n;, #* m;}. Entonces
k=1 y suponga q

d(a,B) = 27N y, por consiguiente, los N primeros términos de las sucesiones correspondientes,

(e, y (x,f3 )i, coinciden. De esta informacion se tiene que todos los demads términos de

ambas sucesiones estén a una distancia menor que 1/2N de x§ y xﬁl respectivamente y, por lo

tanto, la continuidad de f sigue de esto. Finalmente, puesto que D es denso en R, se tiene que
f es sobreyectiva y termina la prueba. [

Observe que la funcién f : N — IR construida en el lema anterior es también inyectiva,
aunque f no es un homeomorfismo. Una razén para que eso no ocurra es que N es totalmente
disconexo, es decir, N contiene una base cuyos elementos son abiertos y cerrados al mismo
tiempo y, por supuesto, R no posee una tal base.

Lema 6.3.27. Los siguientes conjuntos son homeomorfos a N:

(a) N x N.
(b) NN,

Prueba. (a) La aplicaciéon ¢ : N — IN x N definida por

¢o((ny,na,n3,...)) = (m,(ng,ns3,...)) (2)

es claramente un homeomorfismo. Para demostrar la parte (b), considere la funcién ¢ : N — NN
dada por

Pp(ni,ny,...) = ((n,ny,...), (na,n3,...), (n3,n4,...), ...).

No es dificil establecer que ¢ es un homeomorfismo. n

Como es costumbre, denotaremos por £} a la familia de todos los subconjuntos analiticos de R.
Una consecuencia inmediata de nuestra definicién es que los conjuntos analiticos se preservan
bajo funciones continuas.

Teorema 6.3.28. Si f : R — R es una funcién continuay A € L, entonces f(A) € Ii.

Prueba. Como A es analitico, existe una funcién continua ¢ : N — R tal que ¢(N) = A. La
funcién h : N — R dada por h(x) = f(g(x)) es continua y verifica que h(N) = f(A), es decir,
f(A) e £L. |

Se sigue de la definicién de conjunto analitico que cualquier intervalo abierto (cerrado) es un
conjunto analitico. Nos proponemos demostrar que I] es una clase muy amplia para tenerla en
consideracién. De hecho, vamos a demostrar que

Bo(R) C I C M, (R).

Lema 6.3.29. Si (A,)°

., . R o0 [ee)
41 €S una sucesion de conjuntos analiticos, entonces | J, 1 An v (-1 An
son analiticos.
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Prueba. Sea n € IN. Como A, es analitico, escojamos una funcién continua f, : N — R tal que
fa(N) = Ay. Defina g:IN xN — R por

g((n,(n1,na,...))) = fu(ny,ny,...)
Es claro que g es continua y, por lo tanto, f = go ¢ también lo es, donde ¢ es la funcién dada
por (2). De aqui se sigue que

o0 (o] o]

FON) = gleN) = gNxN) = [Jg({n} xN) = [J () = [ A

n=1 n=1 n=1

Esto prueba que |J;_; A, € £l. Para demostrar que (,_; Ay, € Xi, primero considere el con-
junto

A = {x = (x1,%x2,...) €ENN " f.(xn) = fu(x,) paratodo m,n € IN}

y observe que A es cerrado en NN. Finalmente, definiendo ¢ : A — R mediante la igualdad
g(x) = fi(x1) resulta que g es continua y g(A) = ()1 As. Extienda g, haciendo uso del
Teorema de Extension de Tietze (Teorema 7.2.19, pagina 391), a una funcién continua f definida
sobre NN y luego aplique el Lema 6.3.27 (b) para finalizar la prueba. n

Estamos ahora en posesion de los argumentos para demostrar que:
Teorema 6.3.30. Bo(R) C £} C M, (R).

Prueba. Puesto que todo conjunto abierto no vacio es unién numerable de intervalos abiertos y
todo intervalo abierto es analitico, se sigue del resultado anterior que O C Z%. Ademads, como
%! satisface las condiciones (a), (b) y (c) del Lema 6.3.21 se tiene que Bo(R) C X1

Para demostrar que todo conjunto analitico es medible, suponga que A es un conjunto ana-
litico y escoja una funcién continua f : N — R tal que f(N) = A. Sin perder generalidad,
asumiremos que p*(A) < +oo. Defina, para cada k € IN, el conjunto

L(k) = {(mn);;lewz m gk}.

Observe que £(1) C £(2) C--- y N =i, £L(k), de donde resulta que
a = 5o = (Uew) = U seete.
k=1 k=1

Puesto que la sucesion (f(£ (k))),il

w(A) = lim = (f(£(K))).

k— 00

es creciente, se sigue del Corolario 6.3.46, pagina 286, que

Fijemos un ¢ > 0 arbitrario y seleccione un entero n; > 1 lo suficientemente grande de modo
que

W (f(L(m))) > p(A) —e
Como £L(n) = Upq £(n1,k), un argumento similar al anterior produce un entero positivo 7
tal que

W (f(L(m,m2)) > p*(A) -«
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Continuando de este modo se obtiene una sucesién (n;), € N tal que

W (f(L(n, g, mi))) > pt(A) —e (3)
para todo k € IN. Nétese que

L(ng,ny,... ng) = {(mn);l”:1 € N : m; <n; para izl,...,k}

para cada k € IN. Si ahora definimos
L = ﬂL(nl,nz,...,nk) = {(mu)y1 €N mj <n; parai=1,2,...},
k=1

resulta que L es compacto y asi, por continuidad, K = f(L) es un subconjunto compacto de A.
Nuestra segunda estrategia es verificar que p(K) > u*(A) —e. En efecto, no es dificil establecer
que

K = mf(ﬁ(l’ll,l’lz,...,nk))

k=1

y entonces, como f(L(n1,n,...,n;)) C f(L(n1,n2,...,1nr)), se tiene que
>

p(f(L(n,m, . om))) = p(f(L(n,ng, ... ng))) > p*(A) —e

Maés aun, puesto que la sucesion ( f(L(ny, ny, ..., ng)) ):;1 es decreciente, el Teorema 6.3.47,
péagina 287, nos garantiza que

p(K) = lim p(f(L(m,m,... n))) > p'(A) —e

Como K es medible, se sigue del Criterio de Carathéodory, Teorema 6.3.58, pagina 295, que para
todo conjunto X C R

pr(X) = p(K) +p (X\K) = pi(A) —e+p"(X\ A)

Puesto que € > 0 es arbitrario, se tiene que pu*(X) > u*(A) + pu*(X \ A) para cualquier conjunto
X C R. Esto prueba, por una nueva aplicacién de Criterio de Carathéodory, que A es medible y
termina la prueba. [

Es importante observar que, en general, el complemento de un conjunto analitico no es nece-
sariamente un conjunto analitico. De hecho, el complemento de un conjunto analitico A es un
conjunto analitico si, y sélo si, A es un boreliano.

Acabamos de ver que Bo(R) C E! y entonces es l6gico indagar si £} C Bo(R). Por
supuesto, si la respuesta es afirmativa, el estudio y anélisis de los conjuntos analiticos no tendra
ningtn valor, salvo el de encontrar propiedades adicionales de los conjuntos de Borel. De modo
que nuestra siguiente tarea es la de demostrar la existencia de conjuntos analiticos que no son
borelianos. Su construccion se basa sobre una nocién de conjunto llamado “conjunto universal”,
el cual cual consiste en hallar un conjunto que sirva como modelo para determinar a todos los
conjuntos de una cierta clase dada.

Sean X, Y conjuntos no vacios y sea S C X x Y. Si (xo,y0) € X XY, la xp-seccién y la
Yo-seccién de S se definen, respectivamente, como

Sx, = {yeY: (x,y) €S} y S = {xeX: (x,y0) € S}.
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Definicién 6.3.31. Sea X un conjunto no vacio y sea C una familia de subconjuntos de X. Un subcon-
junto S de X x N es universal para la clase C si

¢ = {SY:yeN}

Lo que queremos es demostrar la existencia de un conjunto cerrado en R x N que es uni-
versal para la clase L] de los conjuntos analiticos. Esto requiere un resultado previo. Antes,
recordemos que Or representa a la familia de todos los subconjuntos abiertos de R, mientras
que JF constituye la familia de todos los subconjuntos cerrados de RR.

Lema 6.3.32. Existe un conjunto abierto U (respectivamente, un conjunto cerrado F) en R x N que
es universal para OR (respectivamente, para F).

Prueba.Sea B = (V,,)$’; una base numerable para R. Por ejemplo, podemos tomar como
(Vu)s_; la coleccion numerable de todos los intervalos abiertos cuyos extremos son ndmeros

racionales. En primer lugar, para cada k,n € IN, considere el conjunto U(k,n) C R x N definido
por

U(k,n) = V,; x {(m])}’il eEN: mk:n}
= VyxINp x -+ x N1 X {n} xNgzq X---

donde IN; = IN para todo j € IN. Puesto que cada conjunto Ny x - - X Ng_1 X {n} X Ngyq x ---
es abierto en N, resulta que U(k,n) es abierto en R x N para todo k,n € IN. Definamos ahora
UCRxN como

u = Jukn)

(k1) ENxIN

= (x, (np)i2;) ERxN: x€V, paraalgin k € IN ;.
k=1 « P g

Entonces U es abierto en R x N. Observe que si y = (1,)7>; € N, entonces de la definicién de
U se tiene que la y-secciéon de U viene dada por:

W= {xeR: (x, (i) €U} = |JVae
k=1

Falta verificar que
Or = {UY:yeN}

Para ver esto ultimo, sea G un conjunto abierto arbitrario en R. Puesto (V)" ; es una base
para X, se tiene que G = [J;Z; V4, para alguna subsucesion (V,, )2, de B. Luego, nuestro
abierto serd de la forma UY, donde y = (n;);>, € N. Esto prueba que Or C {UY : y € N}.
La otra inclusién es consecuencia inmediata del hecho de que cada V), es abierto y, por lo tanto,
UY € OR para cada y = (nx); € N. Esto termina la prueba de que U es universal para Og.

Sea U C R x N el conjunto universal obtenido anteriormente. Entonces F = (R x N) \ U es
cerrado en R x N y como

FY = R\W = (V,
k=1
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para todo y = (nx)7>; € N, resulta que F es universal para la coleccion F de todos los subcon-
juntos cerrados de R y termina la prueba. n

Observe que ninguna propiedad adicional de R fue usada en la demostracién del resultado
anterior, salvo el hecho de que R posee una base numerable, de modo que la conclusién de
dicho teorema es valido si se reemplaza a R por cualquier espacio topolégico que sea 2° nume-
rable. En particular, puesto que R x N es 2° numerable, podemos encontrar un conjunto cerrado
F C (R xN) x N que es universal para la clase de todos los subconjuntos cerrados de R x N.
Esta observacién es clave para obtener el siguiente resultado el cual es fundamental para exhibir
conjuntos analiticos que no son borelianos.

Teorema 6.3.33. Existe un conjunto cerrado A en R x N que es universal para la familia 1.

Prueba. Sea JF la colecciéon formada por todos los subconjuntos cerrados de R x N. Por el
Lema 6.3.32 existe un conjunto cerrado F C (R x N) x N que es universal para la clase F. Por
supuesto, esto significa que

?::ﬁngxN:yeN} (4)

Ahora, considere la funcién continua f : (R x N) x N = R x N dada por

f(x (m)iZy, (m)ize) = (x, (nk)ia)
y sea A = f(F). Resulta que el conjunto A es el candidato que buscamos. En efecto:
(i) A es cerrado. Sigue directamente de la definicién de f.
(ii) T} = {AY :y e N}

Para ver esto tltimo, sea C € £l. Por la condicién (b) de la Definicion 6.3.25, existe un conjunto
cerrado H C R x N tal que proy,(H) = C, donde proy, : R x N = R es la proyeccion sobre R
dada por proy,(x,y) = x paratodo x € R y todo y € N. Se sigue de (4) que H = F¥ para
algin yo € N, de donde se obtiene que C = proy, (F¥).

Afirmamos que: AY = proy, (FY) para cualquier y € N.

Fijemos y = (ni)p2; € N. Si x € AY = {x € R: (x,y) € A}, entonces (x, (n;);> ;) € A, lo cual
significa que existe un (my)y>; € N tal que (x, (mg)p>y, (me)pey) € Fy f(x, (me)i>y, (m)i2,) =
(x, (n)3>)- Por otro lado, como (x, (my)>,, (nk)5>,) € F, resulta que (x, (my);>,) € FY y, por
lo tanto, x € proy, (F¥). Esto prueba que

AV C proy, (FY).

Reciprocamente, si x € proy, (F?), entonces existe (m)y>; € N tal que (x, (m)g,,y) € F y, en
consecuencia, (x, (my).,) € A. Esto nos muestra que x € AY vy, asi,

proy, (FY) € A

Por esto, AY = proy, (F¥) y termina la prueba de nuestra afirmacién. Usando esto y el hecho de
que C = proy, (F¥%) se tiene que

Il C {AV:yeN}
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Para verificar la otra inclusion, sea AY € {AY : y € N}. Como FY es un subconjunto cerrado de
R x N, se sigue de la condicién (c) de la Definicién 6.3.25 que proy,(F?) es analitico, es decir,
AY = proy,(FY) € Z]. Con esto queda establecido que £} = {AY : y € N} y termina la prueba
de nuestro teorema. u

Puesto que N es un espacio métrico, completo y separable, podemos aplicar el Teorema 6.3.33
a éste espacio en lugar de R para obtener un conjunto en N X N que es universal para la familia
de los subconjuntos analiticos de N. Esta observacién permite simplificar la demostracién del
siguiente resultado.

Teorema 6.3.34. Existe un conjunto analitico que no es medible segiin Borel.

Prueba. La demostracion consistird en construir un conjunto analitico A en R cuyo complemen-
to no es analitico. La existencia de un tal conjunto A conduce, por supuesto, a concluir que A
no puede ser un conjunto de Borel ya que el complemento de todo conjunto de Borel es de Borel.
Por la observacion del pardgrafo anterior, seleccione un subconjunto cerrado F de N x N que
es universal para la coleccién de todos los subconjuntos analiticos de N y sea D la diagonal en
N x N, esto es,

D = {(yy) : y €N}

Definamos ahora
A= {yeN: (yy) e FND}.

Puesto que FN D es cerrado en N x N y proy,(F N D) = A resulta, por la Definicién 6.3.25,
que A es analitico. Veamos que su complemento A no es analitico. Suponga, para generar una
contradiccién, que A° es analitico. Puesto que F es universal para la familia de los conjuntos
analiticos de N, existe un yp € N tal que la yp-seccion F¥ = A y es esta igualdad la que
produce la contradiccién. En efecto, nos preguntamos, ;el elemento vy, pertenece o no al conjunto
A?. Aqui estd la respuesta:

(a) Si yo € A, entonces, por definicién, (yo,y0) € F y, por consiguiente, yo ¢ F¥ = A°, es
decir, yo ¢ A€, lo cual es absurdo.

(b) Si yo & AS, entonces (yo,y0) € F y, en consecuencia, yy € F¥ = A€, lo cual conduce, de
nuevo, a una contradiccion.

De esto se concluye que A° no puede ser analitico y, en particular, A no puede ser un
conjunto de Borel. n

El hecho de que card(N) = 2% = card(Bo(R)), nos indica que ningtin argumento usando la
cardinalidad de ambos conjuntos puede ser utilizado para hacer visible la diferencia entre Bo(RR)
y 1. Aunque la demostracién de que Bo(RR)) G %! es un tanto complicada, observe que en ella
no se us6 el Axioma de Eleccion. Es claro que un conjunto analitico que no sea boreliano debe
ser bastante complicado y, por supuesto, muy extrafio.

6.3.5. La Medida de Lebesgue

Una de las nociones mds importantes en el desarrollo de la Integral de Lebesgue es la de
Medida de Lebesgue. Antes, introduciremos una definicién general.
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Definicién 6.3.35. Sean X un conjuntoy M una o-dlgebra de subconjuntos de X. Una medida sobre
M es una funcion de conjuntos m : M — [0, +-00] que verifica las siguientes propiedades:

(a) m(@) =0, y

(b) m es numerablemente aditiva, es decir, si (An):;l

m(ﬂL_Jl An> = ;m(z‘ln)-

es una sucesion disjunta en M, entonces

El hecho de que M, (IR) es una c¢-dlgebra en combinacién con el Teorema 6.3.37, permiten
justificar la siguiente definicién.

Definicién 6.3.36 (Medida de Lebesgue). La restriccion de y* a M, (IR), denotada por y, se llama la
medida de Lebesgue en R, esto es,

T V*‘im;,(lR) : M, (R) — [0, 4 oo]
donde u(E) = p*(E) para todo E € M, (R).
Similarmente, la restriccion de p ala o-dlgebra de Borel Bo(IR) se llama la medida de Borel sobre

R y serd denotada, en lo sucesivo, por uo.

Por definicién, la medida de Lebesgue y hereda todas las propiedades de la medida exterior p*.
En particular,

(a) p es completa, es decir, si E C R con u(E) = 0, entonces E y todos sus subconjuntos son medibles
segiin Lebesgue. A diferencia de la medida de Lebesgue, la medida de Borel no es completa (véase
el Ejercicio 6.7.1 (e), pagina 354).

(b) u(E) < u(F) si ECF con E,F € M, (R).
(c) u({x}) =0 para todo x € R.

Teorema 6.3.37 (11 es numerablemente aditiva). Si (E,);_
en M, (R), entonces

| €s una sucesion disjunta de conjuntos

y(Ql En) = gV(En)'

Prueba. Puesto que 901,(R) es una o-dlgebra, tenemos que (J;_; E, € M, (R). Suponga, en
primer lugar, que cada E, es acotado. Por la subaditividad de y, tenemos que

V( U En> < > u(En), 6.3.1)
n=1 n=1

de modo que nuestro objetivo es demostrar la otra desigualdad. Fijemos ¢ > 0. Puesto que
E, € M, (R), se sigue del Corolario 6.3.9 que existe un conjunto cerrado F, C E, tal que

HENF) < o
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Como cada conjunto F, es cerrado y esta incluido en el conjunto acotado E,, resulta que los F,
son compactos y disjuntos dos a dos. Aqui es donde entra en escena el Corolario 6.2.16 que, junto
a la monotonicidad de y, nos dice que, para cualquier k € IN,

nZk:_lu(Fn) = u<£}1Fn> < y<91En> < y(QE)

Puesto que esta tltima desigualdad es valida para todo k € IN, resulta que la sucesién de sumas
parciales (21:1:1 ‘u(Pn));:O:l, por ser creciente y acotada, converge gracias al Teorema 2.1.23, esto

es,
> u(F) = lim Y pu(F,) < #< U En>- (6.3.2)
= = n=1
Observe quesi (U,

1 En) = + 0o, entonces de la desigualdad (6.3.1) se sigue que Y 5 4 u(E,) =
+ 00 y no hay nada més que demostrar. Suponga entonces que (|, 4 E4) < + 0. Por (6.3.2)
tenemos que > - u(F,) < +co vy, asi,

> u(En) = > u(FU(E,\Fy)) < Z( (Fa) + (En \F)>

1 n=1

(kE) + ) = Sule) +

n=1

[ee]

3
Il
—
3
Il

[M]e

1

< En> + e
1

n=

3
Il

<

=

Siendo ¢ arbitrario, se concluye que > ", u(E,) < p < U4 En> y, por lo tanto,

gu(En) = V(Ql En>' (1)

Esto completa la prueba para el caso en que cada E, es acotado. Para el caso general defina, para
cada par de enteros n, k > 1, el conjunto

Ene = {x€E,: k—1< |x] <k}.

Entonces {E, ; : n,k € N} es una coleccién numerable de conjuntos medibles, acotados y disjun-
tos dos a dos. Ademads, para cada n € N,

(0]
= JEux
k=1

Aplicando dos veces la igualdad (1), valida para conjuntos acotados, se obtiene que
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La prueba es completa. n

La expresion u es c-aditiva también es frecuentemente utilizada como sinénimo de y es
numerablemente aditiva. Observe que si {Ej,...,E,} es cualquier coleccion finita de conjuntos
medibles disjuntos dos a dos, entonces si en el resultado anterior hacemos E,,11 = E;y0 = -+ - =

o, resulta que
P‘( U Ek> = > u(E).
k=1 k=1

En este caso se dice que y es finitamente aditiva .

Es importante destacar que la medida de Lebesgue es c-finita, es decir, existe una sucesién
(En):’:1 de conjuntos medibles tal que

R = UE” y w(Ey) < 400, n=1,2...

Por ejemplo, podemos escribir a R como R = |J;”{[—n,n] y observar que pu([—n,n]) < +oo
para todo n € IN. Notese que siempre se puede y, en ocasiones es conveniente hacerlo de esa
forma, elegir la sucesion (En):;1 de conjuntos medibles en la definicién anterior, o bien disjunta
(véase (B3) en la pagina 261), o bien creciente.

El Teorema 6.3.37 permite calcular la medida de cualquier conjunto abierto por medio del si-
guiente argumento. Sabemos que todo subconjunto abierto no vacio G de IR se puede representar
en la forma G = |J;;_; I, donde (In);o:1 es una sucesion de intervalos abiertos disjuntos dos a
dos. Se sigue entonces del Teorema 6.3.37 que

o0

w(G) = Y ul) = Y UL).
n=1

n=1

Corolario 6.3.38. Sea A C R con p*(A) < +oo. Entonces existe un conjunto medible G de tipo G
con la siquiente propiedad: si E es medible y A C E C G, entonces u(G\ E) = 0.

Prueba. Por el Corolario 6.2.13 existe un G; medible G, tal que
ACG y u(G) = u*(A) < oo.

Si E es medibley A C E C G, entonces pu*(A) < pu*(E) < u*(G), de donde se sigue que
1*(A) = u(E) = u(G). Por esto y puesto que i es finitamente aditiva se tiene que

w(E) = u(G) = u(GNE)+u(G\E) = u(E) +u(G\E).

Finalmente, el hecho de que u(E) < +oco, conduce a que p(G\ E) = 0. [

Al comienzo de la Seccién 6.3 cuando introducimos la nocién de conjunto medible, vimos que
si Z & M,(R) con p*(Z) < 400, entonces para cualquier conjunto medible G conteniendo a Z
se cumplia que
n(G\Z) > u(G) = (2).
Para conjuntos medibles, sin embargo, este hecho nunca ocurre como lo muestra el siguiente
resultado.
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Corolario 6.3.39. Sea E € M, (R). Si F C E es medible con u(F) < + oo, entonces
HENF) = u(E) — p(F).

Prueba. N6tese que como E = FU (E \ E) es una unién disjunta de conjuntos medibles, de la
aditividad finita de y se sigue que u(E) = u(F) + u(E\ F) y entonces u(E\ F) = u(E) — u(F),
gracias a que y(F) es finita. [

Observe que si F es un conjunto cerrado y acotado, entonces existe un intervalo compacto,
digamos | = [a,1], talque F C J. Si G = J\F, resulta que G es abierto y por lo anterior y el
Corolario 6.3.39, se tiene que

o]

u(E) = L) = p(G) = (b—a) =Y l(Ly),

n=1
o ., . . . . .,
donde (In)n:1 es una sucesion disjunta de intervalos abierto cuya unién es G.

El siguiente corolario es una de la buenas razones de por qué la medida de Lebesgue es
exquisita: cualquier conjunto medible de medida finita se puede aproximar por un compacto.

Corolario 6.3.40 (Aproximacién por compactos). Sea E € M, (R) con p(E) < 4oco. Entonces,
para cada € > 0, existe un conjunto compacto K tal que

KCE y #(E\K) < e

En particular,
u(E) = sup{u(K) : KCE, K es compacto}.

Prueba. Sea ¢ > 0. Por el Lema 6.3.10 existe un subconjunto medible y acotado Ey C E tal
que pu(E\ Eg) < €/2. Mas aun, por el Corolario 6.3.9, existe un conjunto cerrado K C Ej vy,
por consiguiente, acotado, tal que u(Ep\ K) < ¢/2. Resulta que K es compactoy K C E. En
particular, 3(K) < pu(E) < +oco. Por otro lado, como E\ K = (E \ Ep) U (Eo \ K) es la uni6n
disjunta de dos conjuntos medibles, obtenemos, por la aditividad finita de p, que

W(E\K) = u(E\Eo) + u(Eoc\K) < 7 +

N[ ™
N[ ™

Finalmente, puesto que u(K) < + o0, se obtiene del corolario anterior que u(E) — u(K) =
#(E \ K) < € y, en consecuencia,

H(E) < u(K) + e
Esto prueba que p(E) = sup {u(K) : K C E, K compacto}. |
Hemos visto, Corolario 6.2.6, que si A es cualquier subconjunto numerable de R, entonces
1*(A) = 0 y habiamos anunciado que el reciproco de ese corolario era falso. En efecto, el conjunto

ternario de Cantor I' es un contraejemplo.

Corolario 6.3.41. Sea T el conjunto ternario de Cantor. Entonces T es no-numerable con u(T') = 0.



284 Cap.6 La Medida de Lebesgue en R

Prueba. Ya hemos demostrado que I' es no-numerable. Para probar que I' es de medida cero,

recordemos que, para cada n € N, J, = U%;l Ju(k), donde J,(1),...,J,(2""1) son los intervalos
abiertos disjuntos que fueron eliminados en la n-ésima etapa en la construccién de I, los cuales
tienen, cada uno, longitud 1/3". Luego,

V(]n) = g(]n(l))-+.. .4_g(ln(2n71)) — on-

Por esto, la longitud de todos los intervalos borrados es, gracias al Teorema 6.3.37,

V(Qh) = gﬂ(h) - 22; = %i(%)n —1

n=1 n=0

y asi, por el Corolario 6.3.39,

(o]

ur) = w01 []1) = o) = (Un) =0

n=1

La prueba es completa. n

(Cudl es la medida de la unién de dos conjuntos medibles que no son disjuntos? La respuesta
viene dada por el siguiente resultado.

Corolario 6.3.42. Sean E,F € M, (R). Entonces
WEUF) + u(ENF) = u(E) + u(F).

Prueba. Si u(E) o u(F) es + oo, entonces la igualdad es inmediata. Suponga entonces que tanto
u(E), asi como p(F), son finitos. Entonces y(ENF) < + o y se sigue del Corolario 6.3.39 que
u(F\(ENF)) = u(F) — u(ENF). Por esto,

wEUF) = u(EU(F\ (ENF)))
= u(E) + u(F\ (ENF))
= u(E) + u(E) — n(ENF)

y termina la prueba. n

El Teorema 6.3.37 sirve, como se muestra a continuacién, para obtener otro criterio para que
la medida exterior de la unién de una sucesién disjunta de subconjuntos de R sea igual a la suma
de las medidas exteriores de los conjuntos de la sucesién.

Corolario 6.3.43. Sea (A,,):):1 una sucesion arbitraria de subconjuntos de IR. Si existe una sucesion
disjunta (En):):1 en M, (R) con A, C E, paratodo n € N, entonces

W (Q An> = gu*(z‘ln)-
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Prueba. Seleccionemos, haciendo uso del Corolario 6.2.13, de un conjunto G, digamos G, tal que

G D n[_]lAn y u(G) = ‘u*<91An>.

Puesto que G € M, (R), resulta que para cada n > 1, el conjunto E;, = GNE, es medible
y A, C E;. Siendo (E;)$ ; una sucesion disjunta de conjuntos medibles segun Lebesgue con
U;’;’:l E; C G, se tiene, por la monotonia de y* y el Teorema 6.3.37, que

V<GA> — 4(C) > y(@lﬁz) - ni:u@;) > 3 (A,

La desigualdad contraria p*(Uy_1 An) < >pq #*(As) sigue del Teorema 6.2.5 y termina la
prueba. n

Uno de los rasgos sobresalientes que debe poseer cualquier medida que extienda la longitud
de los intervalos de R es que ella sea invariante por traslaciéon, es decir, que la medida de
cualquier conjunto y su trasladado sean iguales.

Teorema 6.3.44 (i es invariante por traslacién). Sea E un subconjunto de R. La siguientes condicio-
nes son equivalentes:

(1) E € M, (R).

(2) x+E € M,(R) para todo x € R.

Ademds, se cumple que
u(E) = u(x+E) paratodo x € R.

Prueba. Suponga que E € M, (IR) y sea ¢ > 0. Entonces existe un conjunto abierto G 2 E tal
que p*(G\E) <e. Fijemos x € R. Claramente x + G es un conjunto abierto, x +G D x+E y
como

(x+G)\(x+E) € x+(G\E)

resulta, por la propiedad de ser y* invariante por traslacién, que
B+ G\ (x+E)) < plx+(G\E) = p'(x + (G\E)) = §*(G\E) < ¢

Esto prueba que x + E € 91, (R). Suponga ahora que x + E € 91, (R) para todo x € R. Fijemos
un x € R. Entonces, de la primera parte, se tiene que E = —x + (x + E) es medible. La igualdad
#(E) = pu(x + E) sigue del Teorema 6.2.4 y termina la prueba. |

. e} .2 2 .
Recordemos, Teorema 2.1.44, que si (E”)n es una sucesion monotona creciente, entonces

=1
o0
lim E, = U E,.
n—o00
n=1

Los siguientes dos teoremas establecen que la medida de Lebesgue es continua en el sentido
de que si una sucesién monoétona de conjuntos medibles converge, entonces la sucesién de sus
medidas también converge. Esos dos hechos jugaran un papel importante en nuestro desarrollo.
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Teorema 6.3.45 (i es continua). Sea (En)zo:
ces

| una sucesion mondtona creciente en M, (R). Enton-

n—00 n—00

p(lim E,) = y(QlEn) = lim u(E,).

Prueba. Si para algin N € IN ocurre que p(Ey) = + oo, entonces

<UE>>VEN):+OO

y puesto que E; CE; C --- C Ey C -+ tendremos que p(E,) > u(Ey) = + oo paratodon > N
y, en consecuencia, y(Un n) = limy, 00 4(E,) = + 0.
Suponga ahora que pt( n) < +oo paratodo n € N. Como Ey CE; C --- CE, C -+,

podemos escribir
UJE: = EEU(E2\E1) U+ U (Eps1 \ En) U

lo cual es una unién numerable y disjunta de conjuntos medibles. Usando el hecho de que y es
numerablemente aditiva y el Corolario 6.3.39, tenemos que

(UE) = e + S (B \ B
n=1 n=1

= u(E;)) + hmz< (Exy1) — (Ek)>

= Jm, p(Ensr).
Esto finaliza la prueba. u
En general, el resultado anterior se puede usar para demostrar que yu* también es continua.

Corolario 6.3.46 (i* es continua). Sea (E,)
R no necesariamente medibles. Entonces

w(UE) = tim e (B
n=1
Prueba. Claramente lim,_,c y*(E,) < u* ( Ule En). Para demostrar la otra desigualdad usemos
el Corolario 6.3.38 para seleccionar, por cada n € IN, un conjunto G5, digamos G, 2 E, tal que

u(Gp) = p*(Ey). Observe que si reemplazamos G, por (,._, G, podemos asumir que (G,)3>,
es una sucesién monétona creciente de conjuntos medibles y, asi, gracias al Teorema 6.3.45,

lim p*(E,) = lim p(G, (UG)

i y*@eﬂ) ()

Esto termina la prueba. n

una sucesion monotona creciente de subconjuntos de
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Teorema 6.3.47 (4 es continua). Sea (En)zo:
algiin ng € N, u(E,,) < +oco, entonces

u(lim E,) = y(fiEn> = lim u(E,).

| una sucesion mondtona decreciente en M, (R). Sipara

n—00 n—oo

Prueba. Sin perder generalidad, asumiremos que u(E;) < +oo. Observe, en primer lugar, que
lim, o u(E,) existe y es finito. En efecto, como E; D E O --- D E, DO --- y u(Ej) < + oo,
entonces

oo > p(Ey) 2 p(E2) 2 - 2 p(Ew) 2 - 20

y, por lo tanto, por ser la sucesién (u(E,));>_; decreciente y acotada, ella converge. Por esto,
limy, 0 #(En) < u(E1). Sea H=,,_1 En y pongamos F, = E, \ E,+1 paran =1,2,... Resulta
que los conjuntos F, son medibles y disjuntos dos a dos. Més aun, como E; \ H = (J; ; F, se
tiene, por el Teorema 6.3.47 y el Corolario 6.3.39, que

u(ED) ~ () = p(E\H) = 6 UR)
n=1

[ee]

= > uR) = lim > (u(Er) — p(E0)
k=1

n=1

= u(Er) — lim p(Ey).

n—oo

Finalmente, como y(E;) < + oo se concluye que u((\rq En) = limy—e0 pt(Ey). [

Nota Adicional 6.3.2 Es importante destacar que la hipétesis p(E,,) < + o en el Teorema 6.3.47
no se puede suprimir ya el resultado pudiera no ser cierto. Por ejemplo, si para cada n € IN,
definimos E, = [n,+ o), entonces (En):lo:1 es una sucesion decreciente de subconjuntos
medibles para la cual p(E,) = + oo para todo n € IN. En particular, lim,_,« p(E,) = + co.
Por otro lado, (1 E, = @ 'y, en consecuencia, p((,_4 En) = 0.

6.3.6. El Lema de Borel-Cantelli

En esta seccién mostraremos cémo las nociones de limites superior e inferior de sucesiones de
conjuntos medibles permiten demostrar algunos resultados no triviales en la Teoria de la Medida.
.2 oo . .
Recordemos que dada una sucesiéon (E”)n:1 de subconjuntos de IR, los conjuntos

IimE, = (J(VEB vy ImE, = () JE
n—reo n=1k=n n=1k=n

. . . . . ., 00
son llamados los limites inferior y superior, respectivamente, de la sucesion (En)n:l.

Lema 6.3.48. Sea (E,,)ZO: una sucesion de conjuntos medibles. Entonces

1

(a) u(lim E,) < lim p(E,).

n—oo n—oo

(b) y(ﬁ En) > lim u(E,) siempre que u(Us_1 En) < + o0.

n—oo n—oo
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Prueba. (a) Paracada n > 1, sea G, = ﬂ,?:n Ey. Puesto que (Gn);o:1 es una sucesiéon monotona
creciente, se sigue del Teorema 6.3.45 que

u(li_m En) = y<GGn> = gg;oy(cn).
n=1

n—00

Fijemos un n € IN y observe que G, C E,,.x v u(G,) < u(E, k) para todo k € IN. De esto se
sigue que
‘u(Gn) < kli—m #(Eyx) = lm p(Eg)
—00

k—00

para cada n € IN y, por consiguiente,

u(lim E,) < lim u(E,).

n—oo n—oo

(b) La prueba es similar a la del caso anterior usando, esta vez, el Teorema 6.3.47. [ |

Nota Adicional 6.3.3 De nuevo, la condicién de que y(UZo:l E,) < + o0, en el lema anterior, no
se puede omitir. En efecto, para la sucesién de conjuntos (E”)ZO:V donde E, = [n,n+1),

se cumple que y (|, En) = + oo, @ #(Eq) =1, pero P‘(HIIE Eu) = 0.
n (o] (o]

Estamos listo para presentar el celebre Lema de Borel-Cantelli. Sus aplicaciones son de tal
importancia en la Teoria de Probabilidades que el Dr. Tapas Kumar Chandra ha escrito un libro,
The Borel-Cantelli Lemma, [33], dedicado exclusivamente a mostrar algunas de las aplicaciones
de dicho lema.

Lema 6.3.49 (Borel-Cantelli). Sea (E,), _, C M, (R). Si Y5y u(En) < +oo, entonces

y(ﬂ En) = 0.

n—00

Prueba. Para cada n € N, defina F, = (i, Ex.- Resulta entonces que (Fn)zoz1 es una sucesion

decreciente de conjuntos medibles con u(F;) < +o0. Se sigue ahora del Teorema 6.3.47 que

o0 00 (o]

y como 7}i_>—no1°En = () U Ex= () Fu entonces y(r}g—rago E,) =0. u

n=1k=n n=1

Al resultado anterior lo llamaremos el primer Lema de Borel-Cantelli. Observe que la conclusion
de este resultado también se puede enunciar del modo siguiente: la coleccién de los puntos x € R
que pertenecen a infinitos E, tiene medida cero. El primer Lema de Borel-Cantelli es un caso especial
de un famoso teorema llamado el Teorema de Beppo Levi o Teorema de la Convergencia Mon6-
tona que veremos mds adelante cuando estudiemos la convergencia de sucesiones de funciones
integrables segtin Lebesgue. El sequndo Lema de Borel-Cantelli es, en cierto sentido, el reciproco del
primero bajo una hipétesis adicional: la independencia de los conjuntos. El es consecuencia de
la Ley Fuerte de los Grandes Ntumeros de Kolmogorov para una sucesiéon de variables aleatorias
independientes.
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Definicién 6.3.50. Una coleccion finita {E, : n = 1,...,N} de conjuntos medibles se dice que es
independiente si

W(Ew N---NEy) = p(En)- ... u(En)

paratodo k < N, ny < --- < nx < N. Una coleccion infinita numerable (En):o:1 de conjuntos medibles
se llama independiente si cada subcoleccion finita de ella es independiente.

Lema 6.3.51 (Borel-Cantelli). Sea (En)zo:
0,1]. Si >0° 4 u(E,) = +oo, entonces

| una sucesién de conjuntos independientes incluidos en

y(m E,,) =1

n—00

Prueba. Gracias a las Leyes de Morgan, tenemos que

(,P_{I;E U ﬂ E,

n=1k=n

de modo que para demostrar que @ E,) =1 sera suficiente probar que
n—oo

o((mE) = o(UNE) - o

n=1k=n

o lo que es lo mismo, ver que u( (., E{) = 0 para todo n > 1. Fijemos un tal n > 1. Ahora
bien, para cada m > 1, los conjuntos E,, E; 1, ..., E44m son independientes y como 1 —x <e™%,

resulta entonces que
=] n—+m n+m n—+m
o((et) < u(V8) = T -y < e
k=n k=n

Por otro lado, puesto que >, ;u(E,) = +oo, entonces Y ., u(Ex) = 400, de modo que
ZZﬁT #(Ex) — +oo cuando m — co. Finalmente, como lim,_,, e™* = 0, se sigue que el producto
ptme=#(E) — 0 cuando m — oo (véase Ejercicios 3.2 (3), pagina 191). |
Uno puede obtener la misma conclusién del segundo Lema de Borel-Cantelli sin ser la suce-
sién independiente, pero imponiendo otra condicién.

Ejemplo 6.3.2. Sea (En)zozl

para cada A € M, (R),

una sucesion de conjuntos medibles en [0,1] con la siquiente propiedad:

w(A) >0 = > u(ANE,) = +oo.
n=1

Entonces y(,}LTr.}o E,) =1

Prueba. Es suficiente demostrar, gracias al Teorema 6.3.47, que

y<U Ek> = 1 paratodo m>1
k=m
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Suponga que esto es falso. Entonces existe un entero m > 1 tal que
}1( LJ Ek> < 1.
k=m

Pongamos A = (-, Ef. Entonces p(A) > 0 pero

%) m—1
Y WANE) = > u(ANE,) < oo,
n=1 n=1
lo que contradice nuestra hipotesis. [ |

La siguiente desigualdad, demostrada por Ivan D. Arandelovi¢ [6], permite obtener algunos
resultados cldsicos importantes de manera sencilla.

Teorema 6.3.52 (Arandelovié). Sea E € M, (R) con u(E) >0 ysea (x,);_, una sucesion acotada
de niimeros reales. Entonces

u(E) < p(Tm (xa+E)).

n—00

Prueba. Sea K un conjunto compacto contenido en E. Puesto que x, + K C x, + E para todo
n € N, se sigue de la relacién 1i_r>n (xy +K) C li_r>n (x, + E) que
n—oo n—o0

y(ig—rgo(xn +K)> < V()}L—ngo(xn+E)>.

Puesto que p es invariante por traslacion, resulta que u(K) = p(x, + K) para todon € N vy, por
consiguiente, o
u(K) = lim p(x, +K) = lim p(x, + K).

Ahora bien, como la sucesién (x,)’ ; es acotada y K es compacto, resulta que el conjunto
U1 (xn + K) es acotado y, por lo tanto,

[ee]

y(U(xn—l—K)) < +oo.

n=1

Invocando el Lema 6.3.48 (b), vemos que

n—00

uK) = Tim p(x+K) < p(Im (v, +K)) < p(Tim (6, +E)).

Sabemos, Corolario 6.3.40, que u(E) = sup{u(K) : K C E, K compacto} y como el compacto
K C E fue elegido de modo arbitrario, se sigue que

0 < u(E) < y(l}g_ngo(xn+E)).
La prueba es completa. n

La conclusién mds importante que hay que destacar del resultado anterior es que el conjunto
limsup(x, + E) # @, de hecho, es no-numerable. Las siguientes dos aplicaciones del teorema
anterior son bien conocidas y con variadas demostraciones.



Sec.6.3 La Medida de Lebesgue 291

Corolario 6.3.53 (H. Steinhaus). Sez E € M, (R) con u(E) > 0. Entonces existe una sucesion de
puntos distintos (x,)5"_, en E tal que |x, — x,,| es un niimero racional para cualesquiera m,n € IN
con m # n.

Prueba. Sea ()}’ ; una sucesién arbitraria pero acotada de nimeros racionales tal que r, # 1y,
para todo m,n € IN con m # n. Por el Teorema de Arandelovi¢ se tiene que

0 < u(E) < u(ﬂlﬁ(rﬁb‘)),

de donde se sigue que el conjunto limsup(r, + E) es no vacio. Fijemos un elemento x €
limsup(r, + E). Por el Teorema 2.1.41 sabemos que existe una cantidad infinita de términos
de la sucesion (r, + E)7_; que contienen a x, es decir, existe una sucesién de enteros positivos
(n]-)]?"’:1 tal que x € ry;, + E paratodo j =1,2,.... Porcada j € N, seleccionemos un punto x;
en E de modo tal que

X = Ty + Xj

Entonces, para cualesquiera i # j, se tiene que |x; — x;| = |ry, — 74| # 0 y, en consecuencia,
X; # xj para i # j. De aqui se concluye que

|x1-—x]-] = |7’n,»—an’ €0

y termina la prueba. [

Nota Adicional 6.3.4 El argumento cldsico para demostrar el corolario anterior es como sigue.
Suponga, en primer lugar, que el conjunto medible E de medida positiva es acotado, diga-
mos E C [a,b]. Elsiguiente razonamiento permite encontrar un par de elementos distintos
x,y € E tal que |x —y| es un racional. Sea {rq,72,...} una enumeracion, sin repeticién,
de los nameros racionales en [a,b] y para cada n € N, sea E, = r, + E. Como cada E,
es medible y y es invariante por traslacién, tenemos que u(E,) = u(E) para todo n € IN.
Afirmamos que existen m; # n; en N tal que E,, NE,, # &. En efecto, si ocurre que
E,NE, = & para todo m # n, entonces

V(Qfﬂ) = g#(En) = ZP‘(E) = 4 oo,

y como |J; 1 E, C [a,2b], resulta que u(lJ;_1En) < 2b —a < + oo, lo que origina una
contradicciéon. Esto establece nuestra afirmacién. Sea z € E,, NE,,. Entonces existen
x,y € E tales que z = r,, +x =1y, +y y, en consecuencia,

=yl = lrm —rm| € Q
Para demostrar el caso general, sea I, = [—n,n] para cada n € N y definamos
Eis = ENL y E, = EN(I,\L,—1) paran=2,3,...

Como E, es medible y 0 < u(E,) < + oo, se sigue del primer caso que existen x,, # y, en
E, tal que |x, — yn| es racional. Mdas aun, puesto que E = |J;"_; E, es una unién disjunta,
los elementos en la sucesion (x,)5° ; C E son distintos dos a dos y se cumple que |x, — |
es un racional para cada n € IN.
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Aunque un conjunto acotado E con medida positiva puede tener interior vacio (por ejemplo, los
irracionales en [0,1], o cualquier conjunto tipo-Cantor de medida positiva posee tal propiedad),
lo que resulta sorprendente, sin embargo, es que el conjunto E — E siempre tiene interior no-
vacio. Este es el contenido del siguiente resultado el cual posee, como veremos en el transcurso
de estas notas, demostraciones muy variadas.

Teorema 6.3.54 (Steinhaus). Sea E € 9, (R) con u(E) > 0. Entonces E — E contiene un entorno
abierto G del cero. En particular,

EN(g+E) #2

para todo g € G.

Prueba. Puesto que E = |J;,_;(EN[—n,n]) no se pierde generalidad en asumir que E es acotado.
Usemos el Corolario 6.3.40 para escribir y(E) = sup{p(K) : K C E, K compacto} > 0. Seleccione
ahora un compacto K C E con y(K) > 0. Puesto que K — K C E — E, serd suficiente demostrar
que K — K posee un entorno abierto del cero. Suponga, para generar una contradiccién, que
K — K no contiene ningtin entorno abierto del cero. Puesto que K — K es un conjunto compacto
y 0 € K — K, entonces existe una sucesién (x,)5" ; en R tal que

lim x, = 0 y {xp :ne N}N(K-K) = @. (1)

Por el Teorema 6.3.52,
0 < u(K) < y<m (K — xn)>

n—oo
y, en consecuencia, el conjunto limsup(K — x,) es no vacio. Seleccionemos un punto de dicho
conjunto, digamos, x € limsup(K — x,,). Esto significa que x + x, € K para infinitos valores
de n, lo cual es equivalente a afirmar que existe una sucesion estrictamente creciente (n]-);?‘;l de
enteros positivos tal que x + x, € K para todo j € N. Como lim; ;e x,; = 0 y K es cerrado,
se concluye que x € K. Escojamos ahora, por cada j € N, un punto 4; € K tal que x + x,, = 4;.
De lo anterior se obtiene que

xnj:a]-—xeK—K

lo cual es imposible por (1). Esta contradicciéon nos asegura que K — K posee un entorno abierto
del cero. Para demostrar la tltima parte, sea G un entorno abierto del 0 incluido en E — E y sea
g € G. Entonces existen v1, v, € E tal que ¢ = v1 — v2. De aqui se sigue que

v, = g+ € g+ E,

lo cual prueba que v; € EN(g+ E) y termina la prueba. n

Nota Adicional 6.3.5 Es interesante observar que la conclusién del resultado de Steinhaus no
es una propiedad exclusiva de los conjuntos medibles con medida positiva. En efecto,
recordemos que el conjunto ternario de Cantor T satisface I —T' = [—1, 1] y, por lo tanto,
contiene un entorno abierto del 0.
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6.3.7. Criterios de Medibilidad

Sea E un subconjunto no vacio de R. ;Como se determina si E es o no un conjunto medible
segin Lebesgue?. El objetivo de esta seccion es presentar algunos de los criterios méds conocidos
y usados que permiten identificar a los subconjuntos medibles de RR.

La definicién de conjunto medible que hemos dado al comienzo de esta seccién usa expli-
citamente la nocién topolégica de conjuntos abiertos. La siguiente caracterizacién de conjuntos
medibles, aunque sigue estando relacionada con la topologia de IR, en el sentido de ella se for-
mula en término de conjuntos abiertos, cerrados, G; y F,, tiene un mérito tremendo: describe
explicitamente cémo son los conjuntos medibles.

Teorema 6.3.55. Sea E C R. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) E € Mu(R).

(b) Para cada € > 0, existe un conjunto cerrado F C E tal que u*(E\ F) < e.
(c) E=HUZ, donde Hesun F, y u*(Z) =0.

(d) E=H\Z, donde Hesun G5 y u*(Z)=0.

Prueba. (a) = (b). Es el Corolario 6.3.9.

(b) = (c). Suponga que (b) se cumple y seleccione, por cada n € IN, un conjunto cerrado F, C E
tal que p*(E\F,) < 1/n. Sean H = |J;, 1 F, y Z = E\ H. Entonces E = HUZ, H es un
conjunto F, y como

w(E\H) = V*(Eﬂ<an>c> - y*( - (E\a)) < W(E\E) < o

n=1
para todo n € N, resulta que p*(Z) = p*(E\ H) =0.

(c) = (a). Suponga que (c) se cumple. Como H y Z son medibles, entonces E = HUZ también
lo es.

(a) = (d). Suponga que E € 9M,(R). Para cada n € N, escojamos un abierto G, 2 E tal
que p*(Gy \E) < 1/n. Si H = ﬂ;‘;l Gy, entonces H es un conjunto Gs; conteniendo a E,
por lo que si ahora definimos Z = H \ E, resultard que Z C G, \ E para todo n € N vy, por
consiguiente, u*(Z) < u*(G, \ E) < 1/n. Ya que esta ultima desigualdad es valida para todo
n € N, concluimos que p*(Z) = 0.

(d) = (a). Es inmediata ya que H \ Z es medible. [
Las partes (d) y (c) del resultado anterior es interesante por lo siguiente: para obtener, a partir

de los conjuntos abiertos, la familia de los conjuntos medibles segiin Lebesgue tan solo se requiere llevar
a cabo el siguiente procedimiento:

Primero: Se comienza con la familia Or constituida por todos los conjuntos abiertos.

Segundo: Se forma ahora la familia G5(R) de todas las intersecciones numerables de elementos de O,
es decir, los conjuntos de tipo G;, y finalmente,

Tercero: Se construye la familia 95 (R) de todos los conjuntos nulos N que estdn incluidos en conjuntos
de tipo Gg.
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Cuarto: El conjunto de las diferencias
Gs(R)\ M (R) = {H\Z: He Gs(R), ZCEeSs(R), u(E) =0}

constituye, segin (d), la familia de los conjuntos medibles segin Lebesgue. También, si uno
comienza con los conjuntos cerrados, construye la colecciéon F,(R) de los conjuntos F,’s y luego
formamos la unién J,(R) U9, (R), se obtiene:

M, (R) = {BUZ : BETF,(R), ZCE € F,(R), u(E)=0}.
Puesto que F,(R) € Bo(R) C M, (R), lo anterior también se puede expresar en la forma:
M,(R) = Bo(R) U N, (R). (MBN)

Esta tdltima igualdad revela un hecho crucial: ya habiamos descubierto que 91,(R) no estd in-
cluido en Bo(R), de modo que si queremos localizar conjuntos medibles segiin Lebesgue que no sean
borelianos tenemos que buscarlos precisamente en M, (R).

Otra manera de reconocer a los conjuntos medibles, similar al resultado anterior, es a través
del siguiente teorema.

Teorema 6.3.56. Sea E C IR. Son equivalentes:

(1) E € MM, (R).

(2) Para cada € > 0, existen un conjunto abierto G y un conjunto cerrado F tales que
FCECG y u(G\F) < e

(3) Existe un conjunto G € G5(R) y un conjunto F € F,(R) tales que
FCECG y #(G\F) = 0.

Prueba. (1) = (2). Por definicién de conjunto medible, existe un conjunto abierto G D E tal que
#(G\E) < &/2, y por el Corolario 6.3.9 existe un conjunto cerrado F C E tal que u(E\F) < /2.
Finalmente, como G\ F = (G \ E) U (E \ F), entonces

MG\F) = p(G\E) + u(E\F) < e

(2) = (3). Suponga que (2) se cumple. Para cada n € N, seleccione, usando nuestra suposicion,
un conjunto abierto G, y un conjunto cerrado F, tales que

F, CECG, y 1(Gy \ Fy) < 1/n.

Tomando .
F=|JF y G=)Gu
n=1

vemos que Gesun Gs, Fesun F,, FCECG, ycomo G\ F C G, \ F, para todo n € N, se
concluye que u(G\ F) = 0.

(3) = (1). Suponga que los conjuntos F y G satisfacen las condiciones impuestas en (3).
Observe que como E\F C G\ F y u(G\F) =0, entonces E\ F € M,(R) y, en consecuencia,
E=FU(E\F) € M, (R). n
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Noétese que las dos caracterizaciones anteriores s6lo usan propiedades topolégicas de R vy, por
consiguiente, son susceptibles de ser generalizadas a espacios topoldgicos arbitrarios; sin embar-
g0, es una caracterizacién sin utilidad para subconjuntos en espacios desprovistos de estructura
topoldgica, por lo que si queremos formular una nocién de medibilidad en un contexto abstracto,
es decir, en cualquier conjunto donde no intervenga nocién alguna de topologia, debemos buscar
otras formas de representarlos. La siguiente manera de caracterizar a los conjuntos medibles, atri-
buida a Constantin Carathéodory (1873-1950), es interesante ya que no requiere ningtn concepto
topoldgico en su formulacién.

Definicién 6.3.57. Un conjunto E C R se dice que satisface el Criterio de Carathéodory si, para
cualquier subconjunto A de R, se cumple que

1w (A) = w*(ANE) + u*(ANE) (6.3.3)

Notese que por ser A = (ANE)U(ANE) una unién disjunta, la subaditividad de p*
siempre garantiza que
pi(A) < w(ANE) + p (ANES),

de modo que, para verificar que un conjunto E satisface el Criterio de Carathéodory sélo es
suficiente demostrar que

wi(A) = w(ANE) + p(ANES)

para todo A C R. La siguiente caracterizacién de medibilidad es utilizado con frecuencia como
la definicién habitual de conjunto medible.

Teorema 6.3.58 (Carathéodory). Sea E C R. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) E € M, (R).

(2) E satisface el Criterio de Carathéodory.

Prueba. (1) = (2). Suponga que E es medible y sea A cualquier subconjunto de R. Puesto que

A= (ANE)U(ANE®), donde los conjuntos ANE y ANE® estan contenidos, respectivamente,
en los conjuntos medibles y disjuntos E y E€, resulta entonces del Corolario 6.3.43 que

p(A) = w(ANE) + u'(ANE).

(2) = (1). Suponga que el conjunto E satisface el Criterio de Carathéodory. Para cada n € IN,
sea

E, = {x€E : |x|<n} = EN[-n,n].

Entonces cada conjunto E, es acotado y E = |J;;_; E,. Por cada entero n € N, usando de nuevo
el Corolario 6.2.13, escojamos un conjunto G;, digamos G, tal que

Gn 2 Ey y 1(Gn) = pu*(En).

Observe que como E, C E y G, D E,, entonces E, = (E,NE) C (G, NE). Si ahora reemplaza-
mos A por G, en (6.3.3) se tiene que

W (En) = w(Gn) = p*(GuNE) + p*(GuNE) > u*(En) + p*(GuNE").
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Puesto que que cada E, es acotado, resulta que pu*(E,) < + oo y se sigue la desigualdad anterior
que u*(G,NE®) =0. Sea Z, = G,NE5, n=1,2,... Del Teorema 6.3.2 sabemos que Z, es
medible y, por lo tanto,

G = JGu y z=\z

n=1 n=1
son medibles. Finalmente, como

[ee]

G\E = GNE® = (GGn>ﬂEC = J(GunE") = Gzn = Z,
n=1

n=1 n=1
resultaque E= G\ (G\E) =G\ Z € M, (R). [
Nota Adicional 6.3.6 (1) Es importante destacar que si en el Criterio de Carathéodory la condi-
cién “para todo A C R” se reemplaza por “para todo A € 9, (R)”, entonces E € 9, (R).

De hecho, algo més fuerte se puede afirmar. Del Corolario 6.2.13 y los argumentos dados
en la demostracion del resultado anterior se tiene que:

(b) siel Criterio de Carathéodory se cumple para todo conjunto A € S5, entonces E € 9, (R).

Corolario 6.3.59. Sea A C R con u*(A) < +oo. Si existe un conjunto medible E C A tal que
u(E) = u*(A), entonces A es medible.

Prueba. Siendo E medible, se sigue del Teorema de Carathéodory que,

W (A) = W*(ANE) + (AN EY)
= W (E) + p"(ANEY)
= W(E) + 1 (ANE).

Por otro lado, como p*(A) < + o0 y E C A, entonces p*(E) < + o0 y, en consecuencia,
0 = u(A)—pu(E) = p(ANE).

Esto nos muestra que AN E® es medible y, por consiguiente, A = EU (ANE) también es
medible. n

Teorema 6.3.60. Sea E € M, (R) con u(E) < +oco. Para cada conjunto A C E, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) A€ M,(R).
(2) u(E) = p*(A) +u*(E\ A).

Prueba. (1) = (2). Si A € 9M,(R), entonces

() = p(ENA) + p(ENAS) = u(A)+u(E\ A).
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(2) = (1). Suponga que (2) se cumple. Por el Corolario 6.3.38 existe un conjunto G; de
tipo G5 tal que A C G; y u(Gy) = u*(A). Sea G = Gy NE. Entonces G € M,(R), A C G,
E\N\GCE\A y u(G) =u*(A). Nuestra hipétesis y el hecho de que G es medible implican que

w(A) + p(E\A) = u(E) = p(ENG) + u(E\G) = u(G) + u(E\G).

De esto se sigue que u*(E\ A) = u(E\ G) vy, entonces, por el Corolario 6.3.59, el conjunto E\ A
es medible. Finalmente, A = E\ (E\ A) € M, (R). |

Del resultado anterior se tiene que si E C [0,1] y
W (E)+ 1 (0,1 \ E) = 1,
entonces E es medible.
Ejemplo 6.3.3. Ya hemos visto, Teorema 6.2.17, que si A y B son subconjuntos de R que cumplen

la desigualdad dist(A,B) > 0, entonces u*(AUB) = u*(A)+ u*(B). Si se omite la condicion
dist(A, B) > 0, pero se impone esta otra: existe un conjunto medible E tal que

ACE y BNE=g
entonces la conclusion es la misma, es decir, p*(AUB) = u*(A) + u*(B).
Prueba. Como E es medible, el Teorema de Carathéodory nos dice
W (AUB) = u*((AUB)NE) + u*((AUB)NE")
= u"(ANE) + u*(BNE°)
= W (A) + p(B).

Podemos ahora dar otra condicién bajo la cual la medida exterior es numerablemente aditiva.
Aqui supondremos que M, (R) & Z(R), es decir, que existen conjuntos no-medibles.

Teorema 6.3.61. Sea (En):lo

=1
Si (z‘ln)f:1 es una sucesion de conjuntos no-medibles tal que A, C E, para todo n > 1, entonces

U An & Mu(R) y Pl*(UAn) =) WA
n=1 n=1 n=1

Prueba. Claramente J;_; A, € M, (R). En efecto, suponer que (J;_; A, € M, (R) conduce a
que (U;—1 An) NEy = Ay € 9, (R) para cualquier m € N, lo cual es imposible. Veamos ahora

que
V(GA> - gu*mn»

Puesto que u* es numerablemente subaditiva, s6lo necesitamos demostrar que

W <,Q An> > éu*mm

una sucesion disjunta en 9, (R) con u(E,) > 0 para todo n € IN.
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para cualquier m € IN. Veamos esto tltimo. Como y* es mondtona, resulta que
[ee] m
() = ()
n=1 n=1
para todo m > 1. Demostremos ahora, por induccién, que
m m
(Uan) = Lt
n=1 n=1

La igualdad es trivial para m = 1. Suponga que ella se cumple para m = k. Puesto que
Ari1 CE1 y Ui:l Ay C E ., entonces la medibilidad de Ej; implica, aplicando el Criterio
de Carathéodory y la hipétesis inductiva, que

k+1 k+1 k+1
(Ua) = e (Una) +or(Uaines)
n=1

n=1 n=1

= W (Ar) + V*<n@1 An>

k k+1

= p(Ak) + Do (An) = Y H(An)
n=1

n=1

La prueba es completa. n

Finalizamos esta seccién con una nueva e interesante caracterizacién de medibilidad para
conjuntos con medida exterior finita. J. E. Littlewood simplific6 la conexién de la Teoria de La
Medida con el Analisis Real Clasico mostrando tres principios, conocidos ahora como los Tres
Principios de Littlewood, que los vinculan (es necesario sefialar que Littlewood no tuvo ninguna
contribucién en la prueba de esos principios).

Teorema 6.3.62 (Primer Principio de Littlewood). Sea E C R con u*(E) < +oo. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) E € 9, (R).

(2) Dado € > 0, existe una familia finita de intervalos abiertos {I,...,1,}, disjuntos dos a dos,
tal que

"M*(E A UL‘) < &
i=1

Prueba. (1) = (2). Suponga que E € M,(R) y sea ¢ > 0. Como u*(E) < + oo, el Corola-
rio 6.3.40 nos garantiza la existencia de un conjunto compacto K C E tal que u(E\ K) < ¢/2.
Siendo K un conjunto medible, existe un conjunto abierto G D K tal que p(G\ K) < /2. Escriba-

[} ., . . ..
mos a G como G = J;_; I,, donde (In)n:1 es una sucesion de intervalos abiertos disjuntos dos
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a dos. Puesto que K es compactoy K C G = J;;_; I, existe una subcoleccion finita {I,,,..., I, }
de (1”):10:1 tal que K C Ule I,,. Por esto,

(oo ) - r{(e108) o ()

< W(E\K) + u(G\E)

< &

(2) = (1). Suponga que (2) se cumple y sea € > 0. Lo que queremos es demostrar la existencia
de un conjunto abierto G D E tal que u*(G\ E) < e. Sea {11, .., In} una coleccién finita de
intervalos abiertos bajo la cual la desigualdad p*(E A |, ;) < ¢/3 se cumple. Pongamos
O1 = U, L. Observe que como E\O; y O;\E sonsubconjuntos de E A (J, I;, entonces

u(E\O1) < y u (01 \E) < %

W] m

Invocando el Teorema 6.2.12 podemos garantizar la existencia de un conjunto abierto O, de modo
tal que

S
02 2 E\O; y W(02) < W(ENO) + 3.

Esta ultima desigualdad combinada con la desigualdad y*(E\ O1) < /3 produce

2¢e
p(02) < =

Definamos ahora G = O; UO,. Como E = (E\ O;) U(ENO4) y G es abierto, resulta que E C G
y

W(G\E) = w((01U02) \ E)

La prueba es completa. n

Los otros dos principios de Littlewood, conocidos como los Teorema de Lusin y Severini-
Egoroff, serdn dados a conocer en la seccién sobre funciones medibles desarrolladas un poco més
adelante.
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6.3.8. Medida Interior

El concepto de medida interior es de mucha utilidad para entender de modo mds cabal el fené-
meno de la no existencia de subconjuntos medibles que viven en conjuntos que poseen medida
exterior positiva. Recordemos, Corolario 6.3.40, que si E es un conjunto medible de medida
finita, entonces

u(E) = sup{u(K) : KCE, K compacto}.

En general, para conjuntos arbitrarios, se tiene la siguiente definicién.
Definicién 6.3.63. Sea A un subconjunto de R. La medida interior de Lebesgue de A se define por

ui(A) = sup{u(K) : KC A, K compacto}.

Como antes, escribiremos medida interior en lugar de medida interior de Lebesgue. Algunas
de las propiedades que posee la medida interior se dan a continuacién. Observe la similitud de
algunas de ellas con la de la medida exterior.

Lema 6.3.64. Sea A un subconjunto de R. Entonces las siguientes condiciones se cumplen:
(1) p(A) < p*(A).

(i) Si B C A, entonces p.(B) < u.(A).

(i3) y*(x + A) = u.(A) para cualquier x € R.

(ia) S

oo ., o . .
iy) Si (An),_, es una sucesién disjunta de subconjuntos de R, entonces

y*<QlAn> > gy*(z‘l

Prueba. (i1). Sean K y G subconjuntos arbitrarios de R de modo tal que K sea compacto, G
abierto y se cumpla que K C A C G. Puesto que u(K) < u(G), resulta que si mantenemos a G
fijo y variamos a K tendremos que

ui(A) = sup {u(K) : KC A, K compacto} < u(G).
Por otro lado, por el Teorema 6.2.12 sabemos que
w (A) =inf{u(G) : A C G, G abierto}

y, por lo tanto, p.(A) < u*(A).

(ip) sigue directamente de la definicion, mientras que (i3) es consecuencia de la definiciéon y del
hecho de que y es invariante por traslacion.

(is). Escojamos, para cada n € N, un conjunto compacto K, C A,. La sucesién (K,) ; es

medible y disjunta. Sea N € N arbitrario. Puesto que |JY_; K, es un conjunto compacto incluido
en |J;_; A, entonces por la definicién de . y la aditividad de u tenemos que

m(QAn) > u<n©11<n> = nZiu(Kn)
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Con N fijo y tomando el supremo sobre todos los compactos K,, que habitan en A, resulta que

M ()Q An) > iy*(zﬁln).

Si ahora hacemos que N tienda a + co, obtendremos el resultado deseado. [ |

Una de las grandes diferencias entre la medida exterior y la medida interior de Lebesgue es la
siguiente: si E es cualquier conjunto tal que u*(E) = 0, entonces E siempre es medible. Sin embrago,
es posible obtener un conjunto no medible V tal que u.(V) = 0. Por ejemplo, el conjunto de Vitali,
que construiremos en la préxima seccion, es un tal conjunto.

El siguiente resultado, que no es ninguna sorpresa, es una nueva caracterizaciéon de conjuntos
medibles con medida finita.

Teorema 6.3.65 (La Igualdad p* = ). Sea E un subconjunto de R. Si E es medible, entonces

u«(E) = p*(E). (6.3.4)
Reciprocamente, si p.(E) = p*(E) < + oo, entonces E € M, (R).

Prueba. Suponga que E es medible. Si p*(E) < + oo, entonces la igualdad (6.3.4) sigue del
Corolario 6.3.40. Si u*(E) = + oo, entonces con ¢ = 1, podemos invocar el Corolario 6.3.9 para
obtener un subconjunto cerrado F C E tal que u*(E \ F) < 1. Por esto,

w(E) = p(FU(E\F)) < p*(F) + p"(E\F) < w'(F) + 1

y, por consiguiente, y*(F) = +co. Para cadan € IN, sea K, = F N [—n,n|. Observe que como
(Ky)S>_; es una sucesién mondétona creciente de compactos con |J;” ; K, = F, el Teorema 6.3.45
nos garantiza entonces que

lim p(K,) = u(F) = +oo.

n—o00

De esto se deduce que u.(E) > sup,; #t(K,) = + 00 = p*(E) y termina la prueba de la igualdad
(6.3.4). -

Para demostrar el reciproco, suponga que . (E) = p*(E) < + oo y fijemos un ¢ > 0 elegido
arbitrariamente. Seleccionemos un conjunto compacto K C E de modo tal que

uK) = w(E) - 5 = W) - 5.

Invoquemos ahora el Teorema 6.2.12 para hallar un conjunto abierto G O E que satisfaga

wG) < ' (E) + 5.

Finalmente, de las dos desigualdades anteriores podemos concluir que
pI(G\E) < u(G\K) = p(G) — u(K)
= ((G) - w(B)) + (W (B)—p(K)) < ¢,
lo cual prueba que E es medible. n

El Teorema 6.2.12 combinado con el Teorema 6.3.65, conducen a una de las representaciones
mas importantes de la medida de Lebesgue, comtinmente conocida con el nombre de regularidad
de la medida de Lebesgue.
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Corolario 6.3.66 (Regularidad de y). Si E € 9, (R), entonces

u(E) = inf{u(G) : EC G, G abierto}
= sup {y(K) : KCE, K compacto}.

Los siguientes dos resultados muestran una estrecha e interesante relacion entre la medida ex-
terior y la medida interior. Debemos resaltar que tales resultados son fundamentales para conocer
algunas de las extrafias propiedades que poseen los conjuntos no-medibles que estudiaremos un
poco maés abajo.

Teorema 6.3.67. Sea E € M, (IR). Entonces para cualquier conjunto A C E, se verifica que
HE) = p(A) + p (ENA).

Prueba. Por cada ¢ > 0 seleccionemos, usando la definicién de p,(A), un subconjunto compacto
K C A tal que pu(K) > u«(A) —e. De esto se sigue que

u(E) = w(K) + u(E\K) > pu(A) — e + p(E\ A)

y como nuestro ¢ es arbitrario, se concluye que

W(E) > u(A) + p(E\A).

Para demostrar la otra desigualdad, trabajemos ahora con el conjunto E\ A e invoquemos el
Corolario 6.2.13 para hallar un conjunto G, digamos G, tal que E\ A C G C E y se cumpla que
#(G) = p*(E\ A). Puesto que E\ G esmedibley E\ G C A, se sigue del Teorema 6.3.65 que
H(E\G) =u*(E\G) = u«(E\ G) < u«(A) y, en consecuencia,

W) = u(G) + u(E\G) = p"(ENA) + w(E\G) < p(E\A) + u(A).

Combinando las desigualdades anteriores obtenemos que

W(E) = u(A) + p(E\A).

Esto termina la prueba. n

Teorema 6.3.68. Sea A C IR un conjunto arbitrario. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (A% =0,

(2) ANE # @ para cualquier conjunto E € M, (R) con u(E) > 0.
(3) u(E) = w*(ANE) para cualquier conjunto E € M, (R).
(4) u(I) = u*(ANI) para cualquier intervalo abierto I C R.

Prueba. (1) = (2) Sea A C R satisfaciendo (1) ysea E € M, (R) con u(E) >0. Si ANE = g,
entonces E C A y se sigue del Lema 6.3.64 y el Teorema 6.3.65 que

ue(AY) > p(E) = u(E) > 0

lo cual contradice a (1).
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(2) = (3) Suponga que (2) se cumple y sea E € M, (IR). Entonces
W(ANE) < p*(E) = p(E).

Veamos que la desigualdad estricta p*(ANE) < p(E) no puede ocurrir. Suponga que existe
algtin conjunto medible E C R tal que

W (ANE) < p(E).
Por el Corolario 6.2.13, existe un conjunto medible G tal que ANE C Gy u(G) = u*(ANE).
De alli que p(G) = u*(ANE) < u(E) vy, por consiguiente,
WGNE) < u(G) < u(E). (@)

Ahora bien, puesto que u(E) < +oo, resulta de (a) que u(GNE) < 400 y, por lo tanto, usando
una vez més (a), se obtiene que

WEN(GNE)) = u(E) —pu(GNE) > 0.

Por otro lado, como ANE C GNE, entonces E\ (GNE) CE\ (ANE) C A° lo cual muestra la
existencia de un conjunto medible Ey = E\ (GNE) de medida positiva disjunto de A. Esto, por
supuesto, contradice a (2) y, en consecuencia, la suposicion de que u*(ANE) < u(E) es falsa.

(3) = (4) Es trivial ya que todo intervalo abierto es un conjunto medible.

(4) = (1) Suponga que i, (A°) > 0. Se sigue de la definicion de p.(A°) que podemos elegir
un conjunto compacto K C A° tal que u(K) > 0. Para cada n € IN, pongamos J, = (—n,n).
Puesto que

K = KNR = K0<U1n> = |J (KnTa),
n=1 n=1
es creciente, la continuidad de p nos garantiza entonces que

"M(K) = lim V(Km]n)/

n—oo

o
n=1

y la sucesién (KN J,)

y, por lo tanto, (KN J,) > 0 para algin n suficientemente grande. Pongamos | = ], para tal
n. Observe ahora que como K C A€, entonces AN JNK = @& vy, por consiguiente,

AN] = (ANJNK)U (ANJNK*) = ANJNK® C JNK°".
Se sigue de esto que

u(j) = w(AnJ) < w(JNK°) = u(JNK")
= pu(J\UNK)) = u(J) —u(JNK) < u(J)

lo que constituye una incuestionable inconsistencia. La prueba es completa. n

Recordemos que un subconjunto D de R es densoen R si DNV # & para todo conjunto
abierto no vacio V C R. Puesto que todo conjunto abierto en R tiene medida positiva, se sigue
de (2) del resultado anterior que si . (A°) = 0, entonces A es denso en R. También, nétese que
los intervalos abiertos en la condicién (4) del resultado anterior pueden ser reemplazados por
intervalos cerrados. Obsérvese que cuando A = R todas esas condiciones se satisfacen.
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6.4. Conjuntos Medibles con Propiedades Especiales

En esta parte nos proponemos mostrar la existencia de algunos conjuntos medibles que poseen
propiedades que desbordan la imaginacién.

El siguiente argumento constituye otra manera de demostrar que I, el conjunto ternario de
Cantor, es nunca-denso.

Teorema 6.4.1. Sea E un conjunto cerrado no vacio de R y suponga que u(E) = 0. Entonces E es
nunca-denso. En particular, T es nunca-denso en [0, 1.

Prueba. Vamos a demostrar que cada intervalo abierto I C IR contiene un subintervalo abierto |
tal que JNE = @. En efecto, sea I un intervalo abierto arbitrario no vacio. Puesto p(E) = 0,
el intervalo I no puede estar contenido en E vy, en consecuencia, I N (R \ E) # @&. Ahora bien,
como R\ E es abierto, el conjunto abierto no vacio IN (R \ E) contiene un intervalo ] el cual es
disjunto de E y termina la prueba. n

Otra forma, tal vez mds sencilla, de demostrar el resultado anterior es observar que si int(E) #
@ y ] es un intervalo abierto incluido en int(E), entonces 0 = u(E) > u(J) > 0. Esta contradic-
cién nos indica que E es nunca-denso.

El hecho de todo conjunto nunca-denso no contiene ningtn intervalo abierto en su interior
puede hacer suponer que su medida es siempre cero. Sin embargo, tal presuncién es falsa: todo
conjunto tipo-Cantor de medida positiva es cerrado y nunca-denso. Lo que es realmente sorprendente
es la existencia de un conjunto cerrado, nunca-denso, de medida positiva que, ademads, esta
contenido en el complemento de un G;-denso, es decir, un conjunto de primera categoria que
también es no-numerable.

Teorema 6.4.2 (Conjunto nunca-denso de medida positiva). (a) Para cada ¢ > 0, existe un con-
junto abierto y denso G, C R tal que 1(G;) < .
(b) Existe un conjunto medible E C R con las siguientes propiedades:

(b1) E es cerrado, nunca-denso con u(E) >0 vy

(bp) existe un conjunto Gs-denso, digamos G C R, con u(G) =0 tal que EC R\ G.

En particular, E es de primera categoria.

(o]
n=1

€ €
Ge = U <q” - on+1’ qn + 2n+l>

n=1

Prueba. (2) Sea ¢ > 0 y suponga que (7,){_; es una lista de los niumeros racionales. Considere

el conjunto

Observe que cada G, es un conjunto abierto y, ademads, denso en R ya que contiene a Q. Mds

aun,
o0

H(Ge) < ZV<<q”_2ni1’q”+2ni1)> = Zzin =&
n=1

n=1

Esto tltimo nos indica que el conjunto G¢ & R.

(b) Seleccione, usando la parte (a), el conjunto E = R\ Gy,,. Resulta entonces que E es cerrado
y como no contiene a ningtin ntimero racional dicho conjunto es nunca-denso. Més aun,

HE) = u(R\Gir2) = p(01)\Gija) = w(l0,1]) — p(Gp2) > 5.
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(Puede el lector exhibir algtin ntiimero irracional en E? Para demostrar la segunda parte, sea
G = -1 G1/n- Por el Teorema de Categoria de Baire, G es un Gs-denso y, por consiguiente, no-
numerable. En particular, R\ G es de primera categoria. Ademas, puesto que u(G) < u(Gy/,) <
1/n para todo n > 1, se tiene que u(G) =0 y concluye la prueba. n

Teorema 6.4.3. El conjunto de los niimeros reales se puede expresar en la forma R = AU G, donde A
es de primera categoria con u(A) >0, G es un Gs-denso con u(G) =0y ANG = @.

Prueba. Sea (g,);7_; una lista de los nameros racionales en IR y como en el resultado anterior,
defina

[ee]

S &
Ge = U <q” - on+1’ qn + 2n+l>

n=1

para cada 0 < ¢ < 1. Entonces G = (), G1,, es, gracias al Teorema de Categoria de Baire, un
Gs-denso en R con u(G) = 0. De alli que, si definimos A = R\ G tendremos que A es de
primera categoria, R=AUG y u(A) >0. |

Nota Adicional 6.4.7 Lo que nos muestra el Teorema 6.4.3 es que R se puede descomponer en los
dos conjuntos A y N que son, desde dos puntos de vista diferentes, pequefios y grandes
a la vez. En efecto, la nocién de conjunto de primera categoria es, desde el punto de vista
topoldgico, un objeto “pequefio”, por lo que A es pequeiio desde la perspectiva topolédgica
pero grande desde la perspectiva de medida. Lo mismo ocurre con el conjunto N: desde la
Optica de la Teorfa de la Medida N es pequefio pero inmensamente grande topologicamente.

Corolario 6.4.4. Si IL es un conjunto de Lusin, entonces IL es de segunda categoria y de medida
cero.

Prueba. Usando el resultado anterior, escriba a R como R = AUN, donde A es de primera
categoria y N es un conjunto nulo. Si IL es un conjunto de Lusin, entonces él se puede escribir
como la unién disjunta I = (LN A) U (L N N). Ahora bien, como A es primera categoria, se
tiene que card(ILNA) < Ry, esdecir, LN A es a lo mas numerable y, por lo tanto, (LN A) = 0.
Por otro lado, como L N N es un subconjunto de un conjunto nulo, resulta que u(L N N) = 0.
Por esto,

(L) = p(LNA) +u(LNN) = 0.

La prueba es completa. n
Podemos afinar un poco mas el resultado anterior si permitimos la siguiente definicién.

Definicién 6.4.5. Un conjunto A C R se dice que es fuertemente de medida cero si para cada sucesion

- ey ., . . [o°]
(en)sy de niimeros reales positivos, se puede encontrar una sucesion de intervalos abiertos (I,) ", tal
que

A C U I, y u(l,) < ey paratodo n>1.
n=1

Como la definicién de conjunto fuertemente de medida cero no impone restricciones sobre los
nuimeros positivos ¢,, considerar el caso en que todo ellos son iguales conduce a la conclusién:
todo conjunto fuertemente de medida cero es de medida cero. Sin embargo, el reciproco de ésta
conclusién no es, en general cierto: existen conjuntos nulos que no son fuertemente de medida cero.
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Teorema 6.4.6. Si IL es un conjunto de Lusin, entonces 1L es fuertemente de medida cero.

Prueba. Sea (&,){’ ; una sucesién de ntimeros reales positivos. Deseamos encontrar una sucesién

de intervalos abiertos (I,)"_, tal que
L C U I, y u(l,) < &, paratodo n > 1.
n=1

Sea {g, : n =1,2,...} una enumeracion de los racionales en R y construya, tal como se hizo
en la demostracion del Teorema 6.4.2, una sucesion (In);o:1 de intervalos abiertos de modo que
gn € I, () < €2 y R g sy In. Con esta prescripcion resulta que el conjunto A =
R\ U1 I es un conjunto cerrado y nunca-denso ya que no contiene a ningtin nimero racional.
Por consiguiente, A es primera categoria y como IL es un conjunto de Lusin se tiene que LN A
es a lo mads numerable. Sea {x, : n € N} una enumeracion (finita o infinita numerable) de los
elemento de LN A y para cada n € N, seleccione un intervalo abierto |, tal que x, € J, y
#(Ju) < €2q41 para todo n € N. De todo lo anterior se sigue que IL C (Up_1 In) U (U,en Jn) 1o
cual muestra que L es fuertemente de medida cero. n

Sabemos que todo conjunto medible de medida positiva es no-numerable y que existen con-
juntos no-numerables de medida cero. Consideremos este otro hecho: si denotamos por Ijp,; el
conjunto de los ntimeros irracionales en [0,1], entonces Ij) es no numerable, densoen [0,1] y,
ademds, se cumple que p(lgq)) = 1. En base a este ejemplo podemos formularnos la siguiente
pregunta: jes cualquier conjunto medible, denso y no numerable de medida positiva? El siguiente es un
contraejemplo a nuestra pregunta.

Ejemplo 6.4.1. Si definimos E =T UQjqq), donde Q) es el conjunto de los racionales en [0,1] y T
es el conjunto ternario de Cantor, resulta que E es un conjunto medible, no numerable, denso en |0,1]
y, sin embargo, u(E) = 0.

El conjunto ternario de Cantor es un ejemplo de un conjunto compacto, perfecto y nunca-denso
de medida nula. Podemos preguntarnos: ;jes cierto que todo conjunto compacto, perfecto y nunca-denso
de R posee medida cero? La respuesta, como lo muestra el siguiente resultado, es que cualquier
conjunto tipo-Cantor de medida positiva es un contraejemplo a dicha presuncién.

Ejemplo 6.4.2. Existe un conjunto compacto, perfecto y nunca-denso P C R con u(P) > 0.

Prueba. Fijemos « € (0,1) y sea Iy el conjunto tipo-Cantor de medida positiva construido en la
Seccion 5.1.6, pagina 229. Resulta que I'y es compacto, perfecto y nunca-denso. Ademds, como

0,1\T. = |J T2
n=1

donde cada J% es la unién disjunta de los 2"~! intervalos abiertos borrados en la etapa n-ésima,
cada uno de los cuales tiene longitud «/2%'~!, se tiene que:
(o]

n(0,1\Te) = > u(Jy)

n=1
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Por el Corolario 6.3.39 se sigue entonces que p(I'y) =1—a > 0. [

Otra manera de obtener un conjunto perfecto como el del ejemplo anterior es considerar el
conjunto I de los ntimeros irracionales en [0,1]. Puesto que I es medible con pu(I) = 1, el
Teorema 6.3.56, pagina 294, permite seleccionar un conjunto cerrado F C I tal que u(I\ F) <
1/2. De esto se sigue que pu(F) = u(I) — u(I'\ F) > 1/2. En particular, F es no-numerable. Por
el Teorema de Cantor-Bendixson, pagina 130, existen un conjunto perfecto P y conjunto a lo més
numerable N tal que F = PUN. Como pu(F) = u(P)+ u(N) = u(P), se tiene entonces que
#(P) > 0. Més aun, P es compacto y nunca-denso ya que no contiene ningtin niimero racional
en [0,1].

Teorema 6.4.7. Cualquier subconjunto Gs; no-numerable de R contiene un subconjunto no-numera-
ble, cerrado, nunca-denso y de medida cero.

Prueba. Sea G subconjunto Gs; y no-numerable de RR. Seleccione una sucesion (G,)_; de
conjuntos abiertos tal que G = (0;,_; G,. Denote por F el conjunto de todos los puntos de
condensacién de G y observe que, gracias al Teorema 2.2.21, pédgina 130, F # &. Ademas,
cualquier punto de F es un punto limite de F. Sean Jy y J; intervalos cerrados y disjuntos tales
que, para cada i € {0,1},

(a1) Ji € Gy,
(b1) p(Ji) <173y
(c1) int(J;) NF # 2.

Observe que G2 M Jo y G2NJ; son ambos no vacios pues cada uno de ellos contienen puntos de
condensacién de G. Seleccione intervalos cerrados y disjuntos Joo, Jo1, Jio ¥ Ji1 tales que, para
cada i,j € {0,1},

(a2) Jij € G2 J;,
(b2) u(Jij) <1/3, 'y
(Cz) int(]z-]-) NF # 2.

Continuando de este modo indefinidamente, se obtiene una familia de intervalos cerrados
J = {]l-lz-zmz-” :neN, i € {0,1}}

tales que cada uno de ellos tiene un punto en comtn con F y, ademads, verifican, para cada
n € N, lo siguiente:

(@3) Jiipinis © Gn Vi Y
(b3) u(Jiriy..i,) < 1/3".

Defina, para cada n € IN, el conjunto

11
FE=U U Ui,

i1=0 ,=0  iy=0
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y sea F =) F,. Veamos que F tiene las propiedades deseadas. En efecto, observe en primer
lugar que F es cerrado ya que cada F, lo es. Ademds, como u(F,) <2"/3" paratodo n>1y

., e} .
la sucesién (Fn)n:1 es decreciente, resulta que

u(F) = lim pu(F,) = 0.

n—oo

Se sigue del Teorema 6.4.1 que F es nunca-denso. Finalmente, para ver que F es no numerable,
observe que a cada x € F, le corresponde una tinica sucesién (ij)}?il de 0’s y 1’s tal que
X € Jiyi,..i, paratodo n > 1. Reciprocamente, sea (z'j)]?"’:1 una sucesién con ij € {0,1} y observe
que como la sucesion (i j,..i, )5, es decreciente y sus didmetros tienden a cero, el Teorema de
Encaje de Cantor nos garantiza que (,_; Ji,i,.;, = {¥}. Este argumento revela que existe una
identificacién entre los puntos de F vy las sucesiones de 0’s y 1’s, es decir, 2N. Puesto que
card(2N) = ¢, resulta que card(F) = ¢ y termina la prueba. [

La parte (a) siguiente resultado establece que los subconjuntos medibles de un conjunto
medible de medida positiva son super abundantes: hay tantos como la cardinalidad del continuo,
lo cual nos hace recordar la Propiedad del Valor Intermedio.

Teorema 6.4.8. Sea E un conjunto medible y acotado con u(E) > 0. Para cada q € (0, u(E)), se
tiene que:

(a) Existe un conjunto medible F C E tal que u(F) = q.

(b) Existe un conjunto perfecto P C E con q < u(P) < u(E).

(c) Existen x,y € E tales que |x —y| es irracional.
Prueba. (a) Defina la funcién ¢ : [0, +c0) — [0, +c0) por
¢(x) = p(EN[—x, x]) paratodo x € [0,+c0).

Se verifica facilmente que:

(i) 9(0) =0, y
(ii) ¢ es creciente y continua.

Puesto que E es acotado, existe un xy € (0, +o0) tal que E C [—x0, X0] y, en consecuencia,

¢(x0) = p(EN[=x0, x0]) = p(E).

Puesto que q € (0, #(E)), el Teorema del Valor Intermedio para funciones continuas garantiza la
existencia de un x; € (0, xo) tal que ¢(x;) = q. Si ahora definimos F = E N [—x,, X4], vemos
que F es un subconjunto medible de E verificando

w(E) = p(EN[=x %)) = o(xg) = q.

Esto finaliza la prueba de (a)

Para demostrar (b) seleccione, haciendo uso de la parte (4), un conjunto medible B C E tal
que u(B) = (g + pu(E))/2. Por otro lado, como B es medible, se sigue del Teorema 6.3.55 que
existe un conjunto cerrado F C B tal que u(B\ F) < u(B) —q vy, por lo tanto,

u(B) —u(F) = u(B\F) < u(B) —g.
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De aqui se obtiene que y(F) > g. Finalmente, gracias al Teorema de Cantor-Bendixson, pagi-
na 130, existen un conjunto perfecto P y conjunto a lo mds numerable N tal que F = PUN y
como u(F) = u(P)+ u(N) = u(P), resulta que 0 < u(P) < u(E) lo que finaliza la prueba de
(b).

Para ver (c), sea P el conjunto perfecto obtenido en (b) y fijemos un x € E. Por el Teorema
de Categoria de Baire sabemos que P posee la cardinalidad del continuo y, en consecuencia, es
no-numerable. Por lo tanto, el conjunto A, = {|x —y| : y € P} es no-numerable, de donde se
sigue que |x — y| es irracional para algun y € P. u

Suponga, por ejemplo, que E = [0,1]. El Teorema 6.4.8 parte (4) nos muestra que el rango
de u es el intervalo [0,1], es decir,

n(M((0,1])) = {u(E): E € M ([0,1))} = [0,1].

Este resultado es la version unidimensional de un famoso teorema conocido con el nombre de
Teorema de Convexidad de Lyapunov.

Ya habiamos visto que, en presencia de la Hip6tesis del Continuo, cualquier subconjunto E
de R con medida exterior positiva posee la cardinalidad del continuo y nos habiamos formulado
la pregunta de si la conclusién era la misma en ausencia de esa hipétesis. La respuesta es que no
se requiere la Hipoétesis del Continuo para obtener dicha conclusion.

Corolario 6.4.9. Sea E € M, (R) con u(E) > 0. Entonces card(E) = c.

Prueba. Por la parte (b) del resultado anterior sabemos que E contiene un conjunto perfecto P de
medida positiva y como todo conjunto perfecto posee la cardinalidad del continuo (consecuencia
del Teorema de Categoria de Baire), resulta que card(E) = c.

Otra manera de verificar esto es invocar el Teorema de Steinhaus para obtener un intervalo
abierto, digamos | = (-4, ), tal que ] C E — E. De alli que:

¢ = card(J) < card(E—E) = card(E)-card(E) < card(R)-card(R) = ¢-¢ = «c.

Es nos dice que card(E) - card(E) = ¢, de donde se deduce que card(E) = ¢. La prueba es
completa. n

6.5. Conjuntos no-medibles

La medida exterior de Lebesgue u* restringida a la o-dlgebra 91,(R) es la que hemos de-
nominado la medida de Lebesgue sobre IR. Lebesgue no sabia si su medida resolvia El Problema de
la Medida formulado por él que enunciamos a comienzo de este capitulo, es decir, él no sabia
si cualquier conjunto acotado de R era medible segtin Lebesgue. En 1905, G. Vitali demostro,
usando el Axioma de Eleccion, que El Problema de la Medida de Lebesgue no tenia solucién al
construir un subconjunto acotado V' de R que no pertenecia a la clase 91, (R).

Esta seccion trata sobre varias construcciones diferentes de conjuntos no-medibles segtin Lebes-
gue. Todas esas ellas se sustentan sobre la base del Axioma de Eleccién o, en su defecto, de alguna
de sus formas equivalentes tales como el Lema de Zorn, o el Principio del Buen-Orden, y otras
sobre la Hipoétesis del Continuo. Una vez demostrada la existencia de conjuntos no-medibles, se
abri6 una especie de Caja de Pandora de tales “monstruos”. De hecho, en todo conjunto con medida
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exterior positiva siempre habita un tal monstruo lo que permite concluir que la cantidad de conjuntos
no-medibles es tan numerosa como la de los conjuntos medibles, de hecho, existen 2° de tales
monstruos. No obstante, Sierpifiski afirma que la diversidad de los conjuntos no-medibles es infinita-
mente mds grande que la de los conjuntos medibles. Intentar obtener extensiones de y a todo Z(R)
ha generado algunos de los problemas mas interesantes en la Teoria Moderna de Conjuntos: la
existencia de los grandes cardinales.

6.5.1. Conjunto de Vitali

Aunque el Axioma de Eleccion es el responsable de muchos resultados hermosos, elegantes
y poderosos, él es igualmente responsable de la construcciéon de una variedad de hechos de apa-
riencia contradictorios y de unas cuantas monstruosidades. Una de tales monstruosidades es el
irrenunciable conjunto no-medible de Vitali. La primera persona en exhibir un conjunto realmen-
te extrafio y que destruia las aspiraciones de algunos matemaéticos de la época de construir una
“medida” que midiera a todos y cada uno de los subconjuntos de R y que preservase, ademads,
la nocién de longitud de un intervalo, fue la del matemaético italiano Giuseppe Vitali (1875-1932).
En efecto, en el afio 1905, Vitali publicé un articulo titulado “Sul problema della misura dei gruppi
di punti di una retta” [134] donde, haciendo uso del poderoso, pero polémico Axioma de Eleccion,
construfa un conjunto que no era medible en el sentido de Lebesgue. Algunos afos después, y
sin conocimiento previo del trabajo de Vitali, tanto Edward Burr Van Vleck (1863-1943) [136], asi
como Paul Lévy (1886-1971) [94] construian cada uno de ellos, pero separadamente, conjuntos
con la misma propiedad de ser no-medibles segtin Lebesgue. Esos ejemplos dieron origen a la
construcciéon de innumerables conjuntos no-medibles con propiedades monstruosamente excep-
cionales. Sobre tales “monstruosidades” solo mencionaremos algunas de ellas al final de esta
secciéon. ;Por qué decimos que el conjunto de Vitali es realmente extrafio? Pues bien, suponga-
mos que V es el conjunto no-medible construido por Vitali. Como se demostrard un poco mas
adelante, resulta que dicho conjunto satisface las dos propiedades siguientes:

(aa) (V) >0, y
(bb) u([0,1]) = p*([0, 1]\ V).

Como ya hemos visto, la primera condicién es obvia pues sabemos, Teorema 6.3.2, que si u*(V) =
0, entonces V es un conjunto medible segtin Lebesgue, lo cual conduce a un contrasentido. En
particular, V' es no-numerable. La segunda condicién es, por supuesto, la que produce lo que
hemos llamado un “conjunto extrafio”. En primer lugar, V es un conjunto que posee “masa” pues
su medida exterior es positiva; sin embargo, la condicién (bb) nos revela un hecho realmente
paraddjico y, por lo tanto, sorprendente: el conjunto V' viola la ley de la conservacién de la masa,
pues al sustraer de [0,1] un conjunto que contiene “masa”, en este caso u*(V) > 0, el conjunto
resultante [0,1] \ V sigue teniendo “la misma masa” que [0, 1].

Giuseppe Vitali se gradu6 en la Scuola Normale Superiore de Pisa en 1899. Trabajé dos
afios con Ulisse Dini antes de entrar a la politica como representante del Partido Socialista en
el Ayuntamiento de Génova. Con la llegada al poder de los fascistas en 1922 y la disoluciéon
del Partido Socialista, regresa a las Matematicas. En 1926 sufrié un derrame cerebral dejando la
mitad de su cuerpo paralizado, lo cual no le impidié seguir haciendo importantes contribuciones
al Anadlisis hasta su muerte ocurrida en 1932 de un ataque al corazén.

El siguiente resultado, producto de la mente brillante de G. Vitali, establece la existencia de un
conjunto no-medible en el intervalo [0, 1] fabricado usando el imprescindible Axioma de Eleccién.
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Teorema 6.5.1 (Vitali). En el intervalo [0,1] existe un subconjunto no vacio V que no es medible
seqiin Lebesgue.

Prueba. Nuestro primer paso es construir una particion muy especial de [0,1] a partir de la
siguiente relacién de equivalencia: dados dos nimeros cualesquiera x,y € [0, 1], escribiremos

X~y si, y solo si, y—x € Q.

Es facil establecer que ~ es una relaciéon de equivalencia sobre [0,1]. Consideremos ahora la
familia A = {[x] : x € [0,1]} formada por todas las clases de equivalencias determinadas por la
relacién ~, esto es,

x] = {yel01]:y~x} = {ye01] : x—yecQ}
para cada x € [0,1]. Por ejemplo, escribiendo Q1 =QnN [0,1], tenemos
0] = {ye[0,1]:0-y€Q} = Qg

1
[1/2] = {ye€0,1] :1/2-yeQ} = 5 T Qo

V2/2) = {ye0,1] :1/V2-yecQ} = \%JrQ[o,”

T
y asi sucesivamente. Observe que
(a) Cada clase de equivalencia [x] es numerable.

(b) Si x es racional, entonces cada miembro de [x] es un nimero racional.
(c) Si x es irracional, entonces cada miembro de [x] es un ntimero irracional.

(d) Puesto que x € [x] para cada x € [0,1], resulta que

0,1 = [J ],

x€[0,1]

(e) Para cualquier par de elementos distintos x,y € [0,1], las clases [x] y [y] en A o son iguales,
o son disjuntas. En efecto, sean x,y € [0,1] con x # y. Entonces debe ocurrir que: x ~ y, o

bien x 4 y.

(e1) Si x ~ y, resulta entonces que x —y € Q. Veamos que esto conduce a la igualdad
[x] = [y]. En efecto, sea a € [x]| y seleccione un r, € Q tal que x —a = r,. Como
x—y € Q, existe r € Q tal que x =y +r, de donde se sigue que

a=x—1,=Wy+r)—1r,=y+(r—r) €A,

Esto es, [x] C [y]. De modo enteramente similar se prueba que [y] C [x].
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(e2) Si x % y, entonces x —y & Q. La conclusién, en este caso, es que [x]N[y] = @.
Suponga, por un momento, que [x] N[y] # & y seleccione un a € [x] N [y]. Sean ry y
r, numeros racionales tales que

X —a =Ty y y—a=ry,.

Entonces x —y = r, —ry € Q, lo que contradice el hecho de que x —y ¢ Q. Por esto,
N[yl = 2.

Observe que la coleccién A = {[x] : x € [0,1]} es no-numerable y constituye una particiéon
del intervalo [0,1] gracias a las condiciones (d) y (e). En particular, card(A) = «.

Usemos ahora el Axioma de Eleccién para construir un nuevo conjunto, llamémoslo V, eli-
giendo de cada clase de equivalencia [x] uno, y sélo un punto. Cualquier conjunto V' construido
de este modo se le denomina un conjunto de Vitali. Observe que,

v € V si, ysélosi, existe un inico x € [0,1] tal que VN [x] = {v}.

Mads aun, V es un subconjunto no-numerable de [0,1]. Para finalizar la demostracion del teorema
sOlo resta probar que el conjunto V no puede ser medible segtin Lebesgue.

(f) V no es medible segiin Lebesgue.

Primera Prueba. Sea D = {r, : n = 0,1,...} una enumeracién de los racionales en [—1,1]
sin duplicaciones, con 1y = 0. Para cada n € Ny, definamos

Vo =1, +V
La sucesion (V)5 posee las siguientes dos propiedades:

(f1) (V)2 es una coleccion disjunta.

Afirmamos que V,NV,, = & si r, # r,. Suponga, para generar una contradiccién, que
VaNV, # & ysea x € V,NV,. Entonces existen x’,x” € V tales que

x =1,+x = rp,+x".
De esto se sigue que x' —x" =r, —r, € Q y asi, gracias a (e1), tenemos que [x'] = [x"],
es decir, ¥’ y x” pertenecen a una misma clase de equivalencia y, entonces, como V fue
construido eligiendo un tnico punto en cada clase de equivalencia, resulta que x' = x”.
De esto se deduce que r, = r,, lo cual es imposible. Esta contradiccién establece que
Vi NV = @.
(f2) [0,1] € Uit Ve < [-1,2].
Para demostrar estas inclusiones, sea a € [0,1] = Uxe[o,l} [x]. Entonces existe un tnico

xo € [0,1] tal que a € [xg]. Sea v el tnico elemento de [xy] que pertenece a V. Entonces,
a ~ v; es decir, 4 — v = ry, para algun racional r,,. Esto nos dice que a € V,,, C ;" V-
La otra inclusién es inmediata.

Para verificar que V no es medible segiin Lebesgue, vamos a usar el hecho de p es numera-
blemente aditiva e invariante por traslacién. Suponga, por un momento, que V es medible segiin
Lebesgue. La invariancia por traslaciéon de y, Teorema 6.3.44, nos revela que cada V;, es medible
y que p(V,) = u(V) paratodo n € INy. Existen s6lo dos posibilidades para V: o bien u(V) =0,
o bien, u(V) > 0:
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(g1) Suponga que p(V) = 0. Como u es numerablemente aditiva, con la primera inclusién en
(f2) se origina la siguiente contradiccion:

[ee]

1= p(o1) < w(U) = Sp) = T uv) = o

n=0

(g2) Si ahora suponemos que u(V) > 0, entonces la segunda inclusion en (f,) nos conduce a
esta otra contradiccion:

3 > y(GVn> = nioy(vn) = > (V) = +co.

n=0 n=0

Con las contradicciones obtenidas en (¢1) y (g2) queda demostrado que V no puede ser medible
segliin Lebesgue y termina la prueba. n

Segunda Prueba. Suponga que V es medible y, como antes, sea D = {r, : n =0,1,...} una
enumeracion de los racionales en [—1,1] sin duplicaciones con ry = 0. Puesto que

[ee]

01 = U B < U+,

x€(0,1] n=0

entonces la subaditividad de #* mas el hecho de y* también es invariante por traslacién, revelan
que 1 =p*([0,1]) < >0 #*(V) vy, por lo tanto, u*(V) > 0. Se sigue del Teorema de Steinhaus,
Teorema 6.3.54, que V — V' contiene un intervalo abierto | = (—4,0) para algtn 6 > 0 tal que
(x+ V)NV # & para todo x € (—6,6). Sin embargo, si x es un racional distinto de cero,
entonces se sigue de (e2) que (x+ V)NV = @. Esta contradiccién establece el resultado. [

Una vez establecido que V es un conjunto no-medible, del Teorema 6.3.44 resulta que cada
uno de los conjuntos V,, definidos anteriormente también es no-medible. Mas aun, [0,1]\ V es no-medible
lo que conduce a otra sorpresa: [0,1] se puede expresar como la unién de dos conjuntos disjuntos no-
medibles: [0,1] = V U ([0,1] \ V). Otras consecuencias interesantes que se obtienen del conjunto
V de Vitali son las siguientes.

(h1) u*(V) > 0 pues, suponer que p1*(V) =0, conlleva a que V seria medible lo que resulta ser
imposible.

(h2) p«(V) =0.
Prueba. Sea K C V con K compacto. Veamos que y(K) = 0. En efecto, como K C V,
resulta que r, + K C r, +V =V, para todo n € INj y, en consecuencia, por ser (Vn)fj’zo
una sucesion disjunta también lo es la sucesion de conjuntos medibles (r, + K);,. Por
otro lado, teniendo en cuenta que D = {r, : n =0,1,...} y K son conjuntos medibles y
acotados, entonces D + K es medible y acotado y, por lo tanto, (D + K) < + 0. Usando
ahora el hecho de que y es numerablemente aditiva e invariante por traslacién, tenemos que

voo > (0 +K) = 0 Ui+ )

n=0

Wt K) = 3 p(K).

Il
[M]e

n=0
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(he)

De esto ultimo se concluye que p(K) =0 y como K era un subconjunto compacto arbitrario
incluido en V, resulta que

u.(V) = sup {u(K) : KCV, K compacto} = 0.

Si E y F son conjuntos medibles de [0,1] tales que E C'V C F, entonces u(E) =0 y u(F)=1.
Prueba. Suponga que E C V es medible. Por el Lema 6.3.64 y el Teorema 6.3.65 se tiene que
0 < u(E) = p(E) = m(E) = pu(V) = 0.

Para demostrar que u(F) =1, observe que F* C V¢ C E°. Como V* es no-medible, se sigue
de la primera parte que u(F°) =0 y, por consiguiente, 1 = p([0,1]) = u(F) + u(F°) = u(F).

p((0,1]) = w* ([0, 1]\ V).
Prueba. Por el Teorema 6.3.67 sabemos que

u([0,1]) = ue (V) +p*([0, 1]\ V)
y como u.(V) =0 el resultado sigue.

u* no es numerablemente aditiva, ni aun finitamente aditiva.

Prueba. La sucesion de conjuntos no medibles (V)5 satisface
y*( U Vn) < Zy*(Vn).
n=0 n=0

En efecto, puesto que p*(V;,) = u*(V) > 0, si p* fuese numerablemente aditiva obtendria-
mos la siguiente contradicciéon:

(o]

32;ﬁ<L{w>::}%wua):jzy%V):_Hn

n=0

Por otro lado, como [0,1] = VU ([0,1]\ V) y p*(V) >0, resulta de (h3) que

1= u(01]) = p([0,\V) < p([0,1J\ V) + p* (V).
lo cual prueba que p* tampoco es finitamente aditiva. n

int(V) = @. Enefecto, si int(V) # &, entonces V contendria un intervalo abierto, digamos
I, y se seguiria de (h3) que p(I) =0 lo que es imposible. En particular, V no es de primera
categoria. Es consecuencia inmediata del Teorema de Categoria de Baire ya que la sucesion
(ra + V)5, cubre a [0,1] y cada uno de ellos tiene interior vacio.

La condicién (h3) es realmente curiosa: cualquier subconjunto medible incluido en V' posee medida

cero.

Como veremos un poco mads abajo, el conjunto de Bernstein y muchos otros conjuntos no-

medibles, poseen esa condiciéon. En general, el siguiente resultado nos da informacién de cémo
se obtienen conjuntos no-medibles.
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Teorema 6.5.2. Sea M C [0,1] tal que:
(a) u(N) = 0 para cualquier conjunto medible N C M y
(b) u(E) =1 para cualquier conjunto medible E O M.

Entonces M no es medible segiin Lebesgue.

Prueba. Suponga, para generar una contradicciéon, que M es medible. Tomando N = M y
E = M, se tiene que N C M C E y entonces, por (a), u(M) = u(N) = 0, mientras que (b)
nos dice que p(M) = u(E) =1 lo que es, evidentemente, una contradiccion. Por esto, M no es
medible segtin Lebesgue. n

Al comienzo de este capitulo habiamos formulado el Problema de la Medida de Lebesgue y
adelantamos la opinién de que la medida de Lebesgue no podia asignar a cada subconjunto de
R un ntmero real extendido. Pues bien, con la prueba de la existencia de conjuntos no-medibles
establecida anteriormente, el cual es posible bajo el imperio del Axioma de Eleccién, tenemos
ahora la certeza de que

My(R) S P(R),

de donde resulta que la condiciéon (aq) en el Problema de la Medida de Lebesgue no se cumple para la
medida de Lebesgue y, en consecuencia, dicho problema no admite solucién.

En lo sucesivo escribiremos
- My (R) = Z(R) \my(]R)

para designar a la familia de todos los subconjuntos de IR que son no-medibles segiin Lebesgue.

Ya hemos visto que los conjuntos no-medibles no pueden vivir dentro de conjuntos cuya
medida exterior es nula; en particular, todo conjunto no-medible es no-numerable. Este hecho
demuestra que:

La nocién de medida exterior de Lebesgue mds el Axioma de Eleccion sirven, ademds del Método
de la Diagonal de Cantor y los niimeros ordinales, como instrumentos para obtener conjuntos no-
numerables.

(Podemos encontrar conjuntos no-medibles en cualquier conjunto cuya medida exterior es posi-
tiva? El siguiente resultado, dado a conocer por Hans Rademacher (1892-1969) y que también
descansa sobre el Axioma de Eleccién, establece que la respuesta es siempre afirmativa.

Teorema 6.5.3 (Rademacher). Sea A C R con u*(A) > 0. Entonces existe un conjunto no vacio
V C Atal que V & 9, (R).

Prueba. Sin perder generalidad en el razonamiento, asumiremos que A C [0,1]. En efecto,
puesto que R = |J,cz[n,n + 1], resultaque A =ANR = J,c, AN [n,n+1] y, entonces

0 < w(A) <Y w(An[nn+1]).
nezZ

De aqui se sigue la existencia de al menos un ng € Z tal que

u (AN [no,ng+1]) > 0.
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Sea By = AN [ng,no+ 1] y observe que el conjunto Ay = —ng+ B C [0,1] satisface u*(Ap) > 0.
Por consiguiente, si logramos demostrar que A contiene un conjunto no-medible, entonces B
también contendria un conjunto no-medible y, en consecuencia, A tendria la misma propiedad.

Supongamos entonces que A C [0,1] y sea V el conjunto no-medible de Vitali obtenido
anteriormente. Como antes, sea ()}’ ; una enumeracion de los racionales, sin repeticién, en
[—1,1] ysea V,, =1, + V paratodo n € IN.

Suponga ahora, para fabricar una contradiccion, que cualquier subconjunto de A es medible.
Observe que, para cada n € IN, el conjunto V,, N A, siendo un subconjunto de A es, por nuestra
suposicion, medible y, por supuesto, también esta incluido en V,,. Afirmamos que:

u(VynA) =0  paratodo neN. (1)

En efecto, si para algtin n € IN, ocurre que y(Vn N A) > 0, entonces usando el hecho de que .
es monoétona y que (V) = (V) = 0 tendremos, por el Teorema 6.3.65, pagina 301, que

0 < u(VunA) = uu(VunA) < ue(Vy) =0

lo cual es imposible. Esto prueba nuestra afirmacién. Finalmente, como [0,1] C |J;_; Vi, enton-
ces AC U, 1(V,NA) de donde se sigue, usando (1), que

[ee]

0 < p(4) < D w(ana) =0,

n=1

lo que origina, una vez mds, una contradiccién. Por consiguiente, la suposicién de que cualquier
subconjunto de A es medible conduce a una contradiccién y, en consecuencia, nuestro conjunto
A debe contener algiin conjunto no-medible. n

Varias consecuencia se pueden derivar del resultado anterior. Comencemos con la primera:
Corolario 6.5.4. Para cada € > 0, existe un conjunto no-medible V tal que
0 < pu*(V) < e
Prueba. Como p([0,¢/2]) =¢/2 > 0, el Teorema de Rademacher termina la prueba. [
El siguiente corolario confirma, una vez mds, que yu* no es finitamente aditiva.

Corolario 6.5.5. Sea E € M, (R) con u(E) > 0. Entonces para cualquier conjunto no-medible
V C E se tiene que

pH(E) < w (V) + p(E\V).

Prueba. Sin perder generalidad, asumiremos que E es acotado. Sea V un subconjunto no-
medible incluido en E (el cual existe por el Teorema de Rademacher). Si ocurriese que

pw(E) = p*(V) + p*(E\V),

entonces el Teorema 6.3.60, pagina 296, nos diria que V es medible. Esta contradiccién combina-
do con la subaditividad de u* finaliza la prueba. n

Ya vimos en (hs) que el complemento V¢ del conjunto no-medible de Vitali, el cual también
es no-medible, satisface la igualdad p*(V°) = u([0,1]). En el siguiente resultado se prueba que
esa es la regla y no la excepcion.
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Teorema 6.5.6. Sea E € M, (IR) con u(E) > 0. Entonces existe un conjunto no-medible A C E tal
que

Prueba. En primer lugar, vamos a demostrar la existencia de un conjunto no-medible A C E, tal
que

. 1
H(A) = Sp(E). 1)
En efecto, seleccione, usando el Teorema de Rademacher, un conjunto no-medible Vy C E.

(a) Si 0 < u(E) < +o0, entonces por el Corolario 6.5.5 se tiene que

wE) < p (Vo) + ' (E\ W),

de donde se sigue que

W (Vo) > su(E) o W(E\W) > u(E) @)

También, como E \ Vj es no-medible, resulta que tomando A = V) o A = E\ Vj, segun se
cumpla (2), el resultado (1) sigue.

(b) Si u(E) = 400, entonces, usando el hecho de que y es o-finita, elija una sucesién disjunta
(Ex);_, en M,(R) tal que E = {Jy1Ex y u(Es) < +oo para todo n > 1 (por supuesto,
podemos suponer que 0 < u(E,) < +oo para todo n > 1). Por cada n € IN seleccione,
invocando la parte (4), un conjunto no-medible A, C E, tal que u*(A,) > 3u(E,). Sea A =
U;—1 Ay. Por el Teorema 6.3.61, pagina 297, se tiene que

[ee]

AMER) y A = DA 2 0 Y (A = Su(E)
n=1

n=1

Esto finaliza la demostracion de la desigualdad (1).

Pongamos ahora rg = u(E) y Bp = @. Usemos la primera parte para elegir un conjunto
no-medible A; C E tal que p*(A;) > iu(E) = 2. También, por el Corolario 6.2.13, pagina 249,
existe By € M, (R) tal que

A1 € By CE\Bg y u(B1) = pu*(Ar).

Sea ry = u(E\ By). Claramente, 0 < r; < rp/2. Si r; = 0 nos detenemos ya que, en este caso,
1*(A1) = u(E). Suponga entonces que r; > 0. Con un argumento similar al anterior, podemos
seleccionar dos conjuntos A, y B; tales que

Ay g E)ﬁ},(lR), B, € E)ﬁ},(lR), A, C B, CE \ (B() U Bl) y ‘u(Bz) = ]/I*(Az)

Defina r, = u(E\ (ByUB;)). Entonces 0 <1, < r1/2 <ry/2% Suponga que (A;)",, (B)L,y
(i), han sido construidos de modo tal que, para cada i € {1,2,...,n},

n—1

Agm®,  Bem®, achce\(UB),  uE) =
i=0
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n—1
= ;Ll(E\ U Bz‘> < /2"
i=0

Claramente la familia de conjuntos medibles {By, By, ..., B,} es disjunta y entonces, por el Teo-
rema 6.3.61 se tiene que [Ji_; A; € M, (R) y

P‘*<0Ai> = En:u*(Ai) = En:ﬂ(Bz)
i=1 i=1 i=1
=u<g&>=u@%4w

Si r, = 0 paramos la construccion ya que el conjunto A = |JI_; A; satisface, gracias a la igualdad
anterior, la conclusién del teorema. Si r, > 0, entonces procediendo como antes seleccione
conjuntos A, 1 & My (R) y B, € M, (R) tales que

Aps1 € Bupr S EN (U Bi)/ #(Bui1) = ' (Anpa).
=0

. . . . (o]
\ UL B;). Si el proceso no termina, se obtienen las tres sucesiones (An) .,
i=0 Pi n=1

Defina r,41 = u(E
n)aq. Sea A= ;1 Ay. Por el Teorema 6.3.61 se tiene que A & M, (R) y

()nlY(

De esto se sigue que, para todo n > 1,

n

mszMJzAU&):mm—mzmauAMﬂ

i=1

y, en consecuencia, tomando limite cuando n — oo, se obtiene que u*(A) = u(E). |

Otra consecuencia del Teorema de Rademacher es que en cualquier conjunto tipo-Cantor de
medida positiva habita un conjunto no-medible y, por consiguiente:

Corolario 6.5.7. Existen conjuntos cerrados, nunca-densos de medida positiva conteniendo conjun-
tos no-medibles.

6.5.2. Conjunto no-medible de un Grupo Aditivo

En el construccién del conjunto de Vitali usamos el hecho de que Q es un subgrupo aditivo
de R. En esta parte vamos a construir un conjunto no-medible A en un cierto subgrupo aditivo



Sec.6.5 Conjuntos no-medibles 319

de R tal que cualquier conjunto medible E incluido en A o en A° posee medida cero. Fijemos
un namero irracional ¢ y considere los conjuntos

Gi={r+nl:reQnez} = Q+¢Z
G ={r+2nl:reQ neZ}
Gs = {r+(2n+1)¢:reQ neZ}

Se comprueba facilmente que G; y G, son subgrupos aditivos de R,
GNGs = g, Gy = Go+¢ y G1 = G UGs.
Defina la relacion ~ sobre R del modo siguiente: para todo x,y € R,
X~y & x—vy e Gy

Se comprueba facilmente que ~ es una relaciéon de equivalencia sobre R. Usemos ahora el
Axioma de Eleccién para formar un subconjunto Ay de R que contenga exactamente un punto
de cada una de las clases de equivalencias determinadas por ~. Sea

A:AO+G2/

es decir, A consiste de todos los puntos que tienen la forma a + g» para algin a € Ap y algtn
g2 € Gy. Veamos que A posee las propiedades requeridas.

(a) Cualquier subconjunto medible E de A es de medida cero. Para ver esto, suponga que existe
un conjunto medible E C A con u(E) > 0. Se sigue del Teorema de Steinhaus que existe un
intervalo abierto, digamos | = (—¢,¢), talque | C E—E C A — A. Puesto que G3 es denso
en R, resulta que G3N] # &; en particular, G3N (A — A) # &. Sin embargo, esto ultimo es
imposible que ocurra. En efecto, cada elemento de A — A es de la forma a; —a; + g» donde
a1,a; € Ag y g2 € Gy y, en consecuencia, no puede pertenecer a Gz (la relaciéon 4y —ax + g = g3
implicaria que a1 = a2 y g» = g3 lo cual es imposible ya que G, N G3 = @). Esta contradicciéon
establece que p(E) = 0.

(b) Cualquier subconjunto medible E de A° es de medida cero. Para verificar esta afirmacién, observe
que A° = Ap+ Gs, de alli que A° = A+ . De esto ultimo se sigue que cualquier subconjunto
medible de A° es de la forma E + § para algin subconjunto medible E de A. Puesto que todos
los subconjuntos medibles de A son de medida cero y u es invariante por traslacién, resulta que
los subconjuntos medibles de A también son de medida cero.

(¢) A no es medible segiin Lebesgue. En efecto, si A fuese medible, entonces también lo seria A°
y R =AUA". Sea E cualquier subconjunto medible de R con u(E) > 0. Entonces ENA es un
conjunto medible incluido en A 'y, por lo tanto, su medida es cero. Similarmente, u(ENA®) = 0.
Estos hechos producen la siguiente contradiccién:

0 < u(E) = u(ENA) + u(ENA°) = 0.
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6.5.3. Conjunto Saturado no-medible

En esta seccién veremos como se construye, con un argumento muy similar al de la seccién
anterior, un caso muy particular de un conjunto no-medible pero esta vez con propiedades re-
lacionadas con la medida interior. En los ejercicios, al final de este capitulo, se proponen otras
formas de obtener tales conjuntos. En este sentido, también es apropiado echarle una miradita al
libro de M. Kuczma [82].

Definicién 6.5.8. Un conjunto A C R se dice que es saturado no-medible si
pa(A) = pu(A%) = 0.

Noétese que si existe algiin conjunto saturado no-medible A C IR, entonces automdticamente €l es no-
medible segiin Lebesgue, lo cual justifica su nombre. En efecto, suponga A es medible. Entonces,
A° también es medible y como R = AU A¢, se sigue de la aditividad de p y del Teorema 6.3.65
que

too = p(R) = p(A) + p(A%) = p(A) + pu(A9) = 0

lo que, por supuesto, es imposible.

Una consecuencia del Teorema 6.3.65 y del Teorema 6.3.68 es que la existencia de un conjunto
saturado no-medible da origen a una cantidad enorme de conjuntos no-medibles.

Corolario 6.5.9. Si A C R es un conjunto saturado no-medible, entonces
us(ANE) = 0 y w(ANE) = u(E)

para cualquier conjunto E € M, (R). En particular, ANE es no-medible para cualquier conjunto
E € M, (R) con u(E) > 0.

Prueba. Suponga que A es un conjunto saturado no-medible y sea E € 9,(IR). Puesto que
ANE C A, entonces p.(ANE) < u.(A) =0y, por lo tanto, p.(ANE) = 0. Por otro lado, como
1« (A°) = 0, entonces el Teorema 6.3.68 nos asegura que p*(ANE) = u(E).

Finalmente, sea E € 9,(R) con u(E) > 0. Si ANE fuese medible, entonces el Teore-
ma 6.3.65 y la primera parte no conduciria a la siguiente contradiccion:

0 = u(ANE) = p*(ANE) = u(E) > 0.
Esto termina la prueba. u
Teorema 6.5.10. En R existen conjuntos saturados no-medibles.

Prueba. Un conjunto no-medible tipo Vitali se puede obtener argumentando como la en la sec-
cién 6.5.2. Fijemos un nimero irracional ¢ y considere el subgrupo aditivo de IR,

D = {m+ni: mneZ} = Z+Z.

Por el Teorema de Kronecker, Teorema 2.2.37, pagina 135, sabemos que D: es denso y, ademads,
numerable en R. Para cada x,y € R escribamos:

x ~y si,ysolosi, x—y &€ Dg
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Esta relacién es, por supuesto, una relacién de equivalencia, lo cual implica que la coleccién
([x])xer de todas las clases de equivalencias determinadas por ~, constituye una particion de
R. Observe que [x] = x 4+ D¢ para cada x € R. Usemos de nuevo el Axioma de Eleccién para
construir un conjunto V el cual contiene exactamente un punto de cada clase [x], x € R. Noétese
que si v1,v; € V y ellos son distintos, resulta que tales ntimeros estdn en clases de equivalencias
diferentes, por lo que v; — vy & D¢. En otras palabras, si v1,v; € V, entonces

v1 — vy € V significa que ©v; = 0vs. ()

De esto se concluye que
(V-V)nD; = {o}. (1)

Para demostrar que V no es medible segtin Lebesgue, supondremos lo contrario para producir
una contradiccion. Suponga entonces que V es medible. En este caso se tiene que u(V) =0 o
#(V) > 0. Veamos que ambas situaciones conducen a una contradiccion.

(a) Suponga que u(V) = 0. Nuestra primera tarea es verificar que

R = [ J(x+V). (2)

XEDé

En efecto, sea z € R. Puesto que R = |J,.g[x] y la coleccién {[x] : x € R} es disjunta, entonces
existe un tnico x € R tal que z € [x] y, por lo tanto, z —y € D¢ para cualquier y € [x]. Sea
v el tnico elemento de V que pertenece a [x]. Entonces u = z —v € D¢, de donde se sigue
que z = u+v € u+V y asi, (2) se cumple. Ahora bien, como Dz es numerable y u es
numerablemente aditiva e invariante por traslacién, resulta que

+oo = u(R) = > u(x+Dg) = > u(Dg) = 0.

XED@ XGDE':'
Esta contradiccion impide que (V) = 0.

(b) Suponga que u(V) > 0. En este caso podemos hacer uso de la Teorema de Steinhaus,
Teorema 6.3.54, para obtener un intervalo abierto, digamos | = (—¢,¢) € V — V. Aqui viene
la contradiccién: como D¢ es denso en IR, resulta que | N D¢ # @y, de hecho, tal intersecciéon
contiene infinitos puntos; sin embargo, por (1) sabemos que (V —V) N Dy = {0} lo cual niega
lo anterior y, por lo tanto, tampoco puede ocurrir que y#(V) > 0. La conclusién es simple: V no
puede ser medible.

Nos apoyaremos en el conjunto no-medible V que acabamos de obtener para construir nues-
tro conjunto saturado no-medible. Consideremos el conjunto

H = {2m+ng:m,n € Z}.

Sabemos que H es denso en R (véase la Observacion 2.2.2 después del Teorema de Kronecker)
y, por consiguiente, H; = H + 1 también lo es. Afirmamos que el conjunto

S=V+H

es saturado no-medible. Para verificar esta afirmacién, vamos a demostrar, en primer lugar, que
(S—S)NH; = @. En efecto, sea x € S—S y suponga que x € H;. Puesto que x € S—5,
existen v1,v, € V y hy, hy € H tales que

X = (01+h1) — (Uz+h2) = (01—02) + (hl —hz).
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Ademas, como H,H; C Dg y D¢ es un subgrupo, se tiene que hy — hy € Dz. Como hemos su-
puesto que x € Hj, resulta que x — (hy —h2) € D¢ y, en consecuencia, v — v, = x — (hy —h2) €
Dg. Se sigue de (*) que vy = vy y asi, x = h; — hy. Esto, por supuesto, origina la siguiente
contradiccion: x€e HNH; =HN(H+1)=@ yaque x =h; —hy € Hy x € H = H+ 1. Esta
incongruencia muestra que

(S—S)NH, = 2. (3)

Observe que como Hj es denso en R, la igualdad (3) nos indica que int(S —S) = @ vy, por
consiguiente, gracias a la Teorema de Steinhaus, se tiene que u*(S) = 0. Finalmente, como
1+(8) < u*(S) se concluye que u.(S) =0.

Veamos ahora que y.(5°) = 0. En efecto, como p*(V) > 0, podemos seleccionar un conjunto
medible E tal queV C E y u(E) = p*(V). Usemos el Teorema de Densidad de Lebesgue,
Teorema 9.1.33, pagina 480, para hallar un conjunto medible N C E con p(N) =0 tal que

ltm wEN(x—46,x+9))

00 u((x—98,x+10)) =1 4)

para todo x € E\ N. El hecho de que p*(V) > 0 impide que V C N de modo que
VN(E\N) # @. Fijemos un punto xo € V verificando (4) y sea 0 < ¢ < 1. Entonces
existe un J > 0 tal que

wWVn(x—0/2,x+6/2)) > c-u((x—0/2,x+6/2)) = c-¢.

De esto se sigue que si | es cualquier intervalo con centro en cualquier punto de xo + D¢ y de
longitud menor que J, entonces

w(SNJ) > c-u()).

Tomemos ahora cualquier intervalo abierto I C R. Puesto que xp + D¢ es denso en IR, resulta
que 1IN (xo+ Dg) # @ y, por consiguiente, la familia V de todos los intervalos ], C I cuyos
centros son puntos de xg + Dz y poseen longitud menor que ¢, constituyen un cubrimiento
de Vitali. Un llamado al Teorema del Cubrimiento de Vitali, Teorema 9.1.28, pagina 473, nos
garantiza la existencia de una sucesion disjunta de conjuntos en V, digamos (J,)$>,, tal que

V<I\g]i> = 0.

Lo anterior permite obtener

w() = p(Snl) = #*(Sﬁgh> +V*<Sﬁ<l\g]i>>

- W‘(SﬁUL-) =SS > e S p) = cpl).
i=1 i=1

i=1

Haciendo que ¢ — 1 se obtiene que

u(l) = p*(SNI)

para cualquier intervalo abierto I C R. Un llamado al Teorema 6.3.68 nos revela que ,(S) =0
y termina la prueba. n
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6.5.4. Conjunto de Bernstein

En esta seccién mostraremos la existencia de un conjunto no-medible B tal que cualquier conjunto
medible E incluido en B oen B€, posee medida cero.

Recordemos, Teorema 1.3.49, pagina 78, que B C R es un conjunto de Bernstein si él, asi como
su complemento, intersectan a cualquier subconjunto cerrado, no-numerable de R. Nuestro objetivo, en
esta seccion, es demostrar que cualquier conjunto de Bernstein no es medible segtn Lebesgue.

En lo inmediato, también es necesario recordar que: si B es un conjunto de Bernstein, entonces
(By) R\ B también loes, y

(By) si F C B es cerrado, entonces F es numerable.

Teorema 6.5.11 (Bernstein). Si E es un subconjunto medible de B, entonces (E) = 0. En particu-
lar, B ¢ M, (R).

Prueba. Sea E un subconjunto medible de B y fijemos un conjunto compacto arbitrario K C E.
Puesto que K es cerrado, sabemos por (By) que K es numerable y, en consecuencia, u(K) = 0.
Se sigue del Corolario 6.3.66, pagina 302, que

u(E) = sup{u(K) : K C E, K compacto} = 0.

De modo enteramente similar se prueba que cualquier conjunto medible segtin Lebesgue incluido
en R\ B tiene medida cero. Finalmente, si B fuese medible, entonces también lo seria R\ B y
ambos conjuntos tendrian medida cero. Esto, por supuesto, generaria la siguiente contradiccién:

+oo = u(R) = pu(B) + u(R\B) = 0.
En conclusién, B no puede ser medible segtn Lebesgue. n

Cuando estudiamos el conjunto no-medible segtin Vitali, vimos que todo conjunto medible
con medida positiva contiene un conjunto no-medible segiin Lebesgue. El resultado anterior
también permite obtener una respuesta inmediata a tal afirmacion.

Corolario 6.5.12. Sea E un subconjunto medible de R con p(E) > 0. Entonces ENB y ENB® son
no-medibles segiin Lebesgue.

Prueba. Si ambos conjuntos fuesen medibles, entonces por el Teorema 6.5.11 tendriamos que
u(ENB) =0 = u(ENB), de donde se seguiria que u(E) = u(ENB) + u(ENB°) = 0. Suponga
ahora que uno de ellos es medible, por ejemplo, que E N B es medible. Entonces E\ (ENB) =
E N B° seria medible lo cual es imposible por la primera parte. n

Por ejemplo, los conjuntos tipo-Cantor I'y; que poseen medida positiva son conjuntos cerra-
dos, no-numerables y, en consecuencia, intersectan a B. Por lo tanto, I'y N B es no-medible
segin Lebesgue. En el siguiente resultado se muestra la existencia de conjuntos no-medibles que
también son nunca-densos.

Corolario 6.5.13. Existe un conjunto no-medible y, por consiguiente, no-numerable que es nunca-
denso con la propiedad adicional de que todo conjunto cerrado incluido en él es numerable.
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Prueba. Sea B un conjunto de Bernstein y sea I'y un conjunto tipo-Cantor con u(I'y) = a > 0.
Entonces W = BNT, es, por el corolario anterior, un conjunto no-medible, nunca-denso y, por
supuesto, cualquier subconjunto cerrado de él es numerable. n

Si denotamos por V,(RR), (respectivamente, B,(R)) la subfamilia de =M, (R) conteniendo a
los conjuntos de Vitali (respectivamente, los conjuntos de Bernstein) se tiene, véase [77], Theorem
3, p. 22, que

VH(R) N TB;,(]R) #+ .

6.5.5. Conjunto de Sierpinski

Si en lugar de considerar conjuntos de primera categoria en la construccién del conjunto Lusin,
lo reemplazamos por conjuntos de medida de Lebesgue cero se obtiene, aceptando la Hipétesis del
Continuo, un nuevo tipo de conjunto al que se le denominaré conjunto de Sierpiriski. Como antes,
2, (R) denotard la coleccién de todos los conjuntos nulos.

Teorema 6.5.14 (Sierpiniski). Bajo la Hipdtesis del Continuo, existe un conjunto & C R, llamado
conjunto de Sierpiiiski, tal que:

(a) & es no-numerable, y

(b) card(& N N) < Ny para cualquier conjunto N € M, (R).

Prueba. Denote por 9Ms(IR) la coleccién de todos aquellos elementos de M, (IR) que son de tipo Gs.
Puesto que {x} esun Gy para cada x € R, la Hipétesis del Continuo nos revela que

Ny = 2% = card({{x}:x € R}) < card(9Ms5(R)) < card(Gs) = 2,

y asi, 915(R) puede ser escrito en términos de una sucesion transfinita, es decir, en la forma
Ns(R) = {Ny : « < wi}. Sea x; € R tal que x1 ¢ N; € 93(R). Fijemos un ¢ < wy y
supongamos que la familia (x,)y<z ha sido construida. Consideremos el conjunto

Xz = <“L<J€Na> U{xg:a <Z}

y observemos que como ¢ es numerable y 9, (R) es una c-algebra, Xz es un conjunto nulo, por
lo que R\ Xz es no vacfo. Si ahora elegimos un x; € R\ X¢, entonces el Principio de Induccién
Transfinita da por finalizada la construccién de (xg)s<y,. Definamos ahora

G = {x§:§<w1}.
Afirmamos que & posee las propiedades requeridas. En efecto:

(a) & esno numerable. Esto sigue del hecho de que la aplicacién f : w; — & que asigna a cada
a € wy el elemento f(a) = x,, es biyectiva.

(b) Sea N un conjunto nulo. Por el Corolario 6.2.13, pagina 249, existe un conjunto Gs, llamé-
moslo Ny, tal que N C Ny y p(N) = u(Np), es decir, Ny € 915(R). Puesto que 15(R)
consiste de la familia de todos los subconjuntos nulos que son G;, existe un a < w; tal que
Np = N, € M5(R). Por construccion, sabemos que

SNN C 6NN, C {x:p<a}

y como éste tltimo conjunto es numerable, tenemos que &N N es a lo mds numerable.
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Esto termina la prueba. u

El hecho de que & no contiene subconjuntos medibles no-numerables de medida cero con-
duce a que dicho conjunto es no-medible.

Teorema 6.5.15. S no es medible segiin Lebesgue.

Prueba. Es suficiente demostrar que & no contiene subconjuntos medibles no-numerables. En
efecto, suponga, para generar una contradiccion, que E es un subconjunto medible no-numerable
incluido en &. Puesto que & NE = E es no-numerable, entonces la definicion de & nos indica
que u(E) > 0. Ahora bien, como p es regular, Corolario 6.3.66,

u(E) = sup{u(K) : KCE, K compacto}

y, por lo tanto, existe un conjunto compacto K C E tal que u(K) > 0. Por supuesto, como
K C 6 y u(K) > 0, dicho conjunto es no-numerable y, ademds, es un Gs; pues él es cerrado.
Gracias al Teorema 6.4.7 tenemos que K contiene un subconjunto no-numerable de medida cero,
lo cual contradice la definicién de &. Esto termina la prueba de nuestra afirmacién. Finalmente,
si & fuese medible segtiin Lebesgue, entonces la inclusion & C & nos indica la existencia un
subconjunto medible no-numerable incluido en & lo cual es imposible por la primera parte. W

Nota Adicional 6.5.8 Observe que & es de primera categoria. En efecto, escriba a R como R =
AUN donde A es de primera categoria y N es un conjunto de medida cero. Entonces
G=6NR=(6NA)U(SNN). Puesto que & es un conjunto de Sierpiniskiy u(N) =0,
resulta que & N N es a lo mas numerable, de modo que todos los elementos de N, salvo
una cantidad a lo més numerable, estdn contenidos en A el cual es de primera categoria vy,
por lo tanto, & es de primera categoria.

Es claro que bajo la Hipdtesis del Continuo, cualquier conjunto N de cardinalidad menor que ¢
es numerable y, en consecuencia, de medida cero y entonces, similar al caso de la existencia de
conjuntos de Lusin, se tiene que:

Teorema 6.5.16. La Hipdtesis del Continuo es equivalente a la existencia de un conjunto de Sier-
piniski y a que cualquier conjunto de cardinalidad menor que ¢ es de medida cero.

Otra manera de obtener conjuntos no-medibles segtin Lebesgue sin usar la Teoria ZFC 4 CH
es la siguiente:

Teorema 6.5.17 (Sierpiniski). Sea X un subconjunto no-numerable de R. Las siquientes dos
condiciones son equivalentes dentro de la Teoria ZF 4 DC.

(1) X es un conjunto de Sierpiriski.

(2) Cada subconjunto no-numerable de X es no-medible segiin Lebesgue.

En general, si aceptamos la Hipoétesis del Continuo en el sistema ZF + DC, entonces existen
conjuntos no-medibles segtin Lebesgue. La demostracién de éstos hechos se pueden ver,
por ejemplo, en [75].

Como antes, denote por N, (R) la familia de todos los conjuntos nulos y por Apc(R) todos
los subconjuntos de R que son de primera categoria. Una relacién fenomenal y, por supuesto,
fundamental entre los conjuntos de primera categoria y los conjuntos nulos fue hallado por
P. Erdos y W. Sierpiniski cuando demostraron que:
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Teorema 6.5.18 (Erdos-Sierpinski). Asumiendo la Hipotesis del Continuo, existe una funcion
biyectiva f :IR — R con la siquiente propiedad: para todo A C R,

(a) f(A) e My(R) si,ysolosi A€ Apc(R).
(b) f(A) € Ape(R) si,ysélosi A€ Ny(R).

6.5.6. Ultrafiltros no-medibles

Usando la nocién de ultrafiltro sobre un conjunto X, introducida por H. Cartan, es posible
construir otros tipos de conjuntos no-medibles en IR. La existencia de tales objetos, los ultrafiltros,
se sustentan sobre el Lema de Zorn el cual, como sabemos, es equivalente al Axioma de Eleccién.
La nocién de filtro, al igual que la nocién de red, son generalizaciones del concepto de sucesion.
Como sabemos, las sucesiones son herramientas fundamentales para caracterizar, por ejemplo, en
espacios métricos, compacidad, funciones continuas y muchas otras propiedades. Cuando dicho
espacio no satisface el primer axioma de numerabilidad, hay que apelar a la nocién de redes, o
en su defecto, la de filtro para caracterizar tales objetos.

Definicién 6.5.19 (Cartan). Sea X un conjunto no vacio. Un filtro sobre X es una coleccion no vacia
F de subconjuntos de X que cumple con las siguientes propiedades:

(a) @ & 7.
(b) Si A, B € J, entonces ANB € F.
(c) Si AeF y ACBCX, entonces B € 7J.

Observe que si F es un filtro sobre X, entonces la condicién (c) garantiza que X € F.
Ademas, si A C X, entonces A y X\ A no pueden, simultdneamente, pertenecer a F, pues ello
forzaria a que @ = AN (X \ A) pertenezca a F. Mds aun, de (b) se sigue que si Ay,..., A,
estan en J, entonces ﬂ?zl A; € J para cualquier n > 2.

Tres ejemplos importantes de filtros son los siguientes:

(1) Sea X un conjunto no vacio y fijjemos un punto x € X. Si
Fy = {ACX:xe A},

entonces F, es un filtro sobre X, llamado el filtro principal sobre X en x. En general, si A C X
es un subconjunto no vacio, entonces

Fo = {FCX:ACF},
es un filtro sobre X.
(2) Sea X un conjunto infinito y sea
Feo(X) = {AC X: X\ Aes finito}.

Entonces F¢o(X) es un filtro sobre X, al que llamaremos filtro co-finito. Cuando X = NN, al
filtro Fo(IN) se le llama filtro de Fréchet. Observe que ningiin subconjunto finito de N puede
pertenecer a Feo(IN).
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(3) Notese que, gracias a la propiedad (b) de la definicién anterior, todo filtro F sobre X
posee la Propiedad de Interseccién Finita, es decir, si Ay,..., A, son elementos arbitrarios de
F, entonces (_;A; # &. Ademads, si § C Z(X) posee la Propiedad de Interseccion Finita,
entonces la coleccién

n
Fg = {A CX: ﬂ A; C A para alguna coleccion finita {Ay,..., Ay} C 9}
i=1

es un filtro conteniendo a §. A Jg se le llama el filtro generado por G.

Definicién 6.5.20. Sea J un filtro sobre X. Diremos que J es un ultrafiltro si J no estd contenido
propiamente en ninguin otro filtro sobre X; en otras palabras, si para cualquier filtro G sobre X se tiene
que

FC§G =G =7

Los ultrafiltros son, por lo general, objetos muy extrafios salvo los que son de la forma J.
Aunque existen ultrafiltros distintos de los anteriores, ellos son imposible de describir explicita-
mente. Ademds, si card(X) > Ny, entonces cada ultrafiltro sobre X posee la cardinalidad del
continuo.

Notese que: Cualquier filtro principal es un ultrafiltro. En general, si X es un conjunto finito,
cualquier ultrafiltro sobre X es principal. Si X es infinito, entonces existen ultrafiltros sobre X
que no son principales. Ultrafiltros que no son principales se llaman libres o no-principales.

Teorema 6.5.21. Sea X un conjunto no vacio. F es un ultrafiltro sobre X si, y sélo si, para cualquier
conjunto A C X, se cumple que A € F o bien X\ A € F.

Prueba.. Suponga que JF es un ultrafiltro y sea A C X. Siocurreque A ¢ Fy X\A ¢ 5,
entonces la coleccion § = {B C X : AUB € F} es un filtro conteniendo propiamente a F ya que
A € G\ F lo que, por supuesto, contradice el hecho de que F es un ultrafiltro.

Para demostrar el reciproco, suponga que para cualquier conjunto A C X, ocurre que A € F
o bien X\ A € F, pero que F no es un ultrafiltro. Entonces existe un filtro § conteniendo
propiamente F, estoes, & G. Sea Ap € G\ JF. Puesto que § es un filtro, no puede ocurrir
que X\ Ao € G y, en consecuencia, como F C G, también es imposible que X \ Ap € F. Hemos
entonces demostrado que si F no es un ultrafiltro, entonces existe al menos un conjunto Ay C X
tal que ni Ap ni X \ A pertenecena F, lo que constituye una contradiccién a nuestra hipotesis.
Por esto, F es un ultrafiltro. [ |

Otra forma de pensar a los ultrafiltros es por medio de medidas finitamente aditivas que
toman sélo dos valores definidas sobre la o-dlgebra Z?(X). Sea X un conjunto no vacio y sea
A P(X) — {0,1} una medida finitamente aditiva tal que A(X) = 1. Considere la coleccién

U= {Ucx:Au)=1}.

Veamos que U es un ultrafiltro.
(a) Claramente X € U pero @ ¢ U.
(b) También es claroquesi U U y U CV C X, entonces V € U.
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(c) Sean U,V € U y suponga que UNYV ¢ U. Entonces
1= AU) = AU\V) + AUNV) = AU\ V)
y, similarmente, A(V \ U) = 1. De esto se sigue que
AUUV) = AU\V)+AUNV) +AV\U) =2

lo cual es absurdo ya que UUV € U por la parte (b). Todo lo anterior confirma que U es un
filtro. Finalmente, para cualquier conjunto U C X se cumple que U € U o X\ U € U. En
efecto, si, por ejemplo, U ¢ U, entonces de la relaciéon

1 =AX) = AMU) + A(X\U) = A(X\U)

se sigue que X \ U € U vy, en consecuencia, U es un ultrafiltro. Ademds, U es no-principal.

Reciprocamente, si U es un ultrafiltro no-principal sobre X, entonces considerando la fun-
cién de conjuntos A : Z(X) — {0,1} definida por

7 1 si AeU
AMA) =
0 si AgU

se tiene que A es una medida finitamente aditiva tomando s6lo dos valores y satisfaciendo
A(X) = 1. En efecto, claramente A(X) =1 yaque X € U. Sean A;, A, € X con A1 NA; = 2.
Notese que si A1 U A; € U, entonces A; € U o A; € U pero ambos no pueden estar en U ya
que A; N Ay = &. En consecuencia,

1 = AMA1UA) = A(Ar) +A(Ap).
Por otro lado, si A; U Ay ¢ U, entonces A1 ¢ U y A, € U vy, asi,
0 = AMA1UA) = A(A1) + A(A2).

Lo que acabamos de demostrar se puede enunciar del modo siguiente:

Teorema 6.5.22. Existe una biyeccion entre el conjunto de todos los ultrafiltros no-principales sobre
X y el conjunto de todas las medidas finitamente aditivas A : Z(X) — {0,1}.

La siguiente caracterizacién es una simple, pero elegante, forma de interpretar a los ultrafiltros
libres.

Lema 6.5.23 (Ultrafiltros libres). Sea U un ultrafiltro sobre X. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(1) U es libre.

(2) Maev A = 2.

(3) Para cualquier A € U, card(A) > N,.
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Prueba. (1) = (2). Suponga que 4y A # @ ysea x € [y A. Entonces x € A para todo
AelU, porloque U C F,. Puesto que U es un filtro maximal, resulta que U = J,, lo cual
es imposible ya que U es libre.

(2) = (3). Sea A € U y suponga que card(A) = n € IN. Usando el Teorema 6.5.21 se obtiene
la existencia de un a € A tal que {a} € U. Se sigue de esto que U = F, lo cual es imposible.

(3) = (1). Es inmediata. |

La existencia de ultrafiltros libres fue probada por primera vez por A. Tarski y su demostracién
se sustenta sobre el Axioma de Eleccién (equivalente al Lema de Zorn). Es importante destacar
que no se puede probar la existencia de ultrafiltros libres sin el Axioma de Eleccién.

Teorema 6.5.24 (Teorema del Ultrafiltro). Sean X un conjunto no vacioy Fy un filtro sobre X. En-
tonces existe un ultrafiltro U sobre X tal que Fy C U.

Prueba. Considere la familia
§ = {FC 2(X): F esunfiltro sobre X con Fy C F}.

Ordene a § parcialmente con la relacién de inclusion C. Sea € una cadena en §. Tomando
§ = Uyee A, entonces es facil ver que G es un filtro sobre X vy, por lo tanto, § € §. Ademas,
G es una cota superior para C. Se sigue del Lema de Zorn que § posee un elemento maximal,
digamos U. Claramente U es un ultrafiltro conteniendo a Jy. n

|| »  Ultrafiltros Libres sobre IN.

Hagamos X = IN. Un resultado de B. Pospisil estable que existen tantos ultrafiltros sobre IN
como subconjuntos de IN, es decir, si

BN = {UC 2(N) : U es un ultrafiltro sobre N},

entonces card(BIN) = 2°¢. Considere ahora el filtro de Fréchet T¢o(IN). Este filtro no es un
ultrafiltro ya que, por ejemplo, N = PUI (los pares y los impares) y tanto P, asi como I, no
estdn en F¢o(IN). Sin embargo, el Teorema 6.5.24 nos garantiza la existencia de un ultrafiltro
Ue € BN tal que Feo(IN) € Ug. Observe que, en este caso, y gracias al Lema 6.5.23 (3), se
tiene que Ug, es libre. En efecto, suponga que existe un conjunto A € Ug, tal que card(A) < oo.
Puesto que Ugo es un ultrafiltro sobre IN, resulta del Teorema 6.5.21 que N\ A ¢ Ug. Sin
embrago, como N\ (N\ A) = A y card(A) < oo, se tiene que N\ A € F(IN) C Ug.
Esta contradiccién establece que card(A) > Ny y, entonces, por el Lema 6.5.23 (3), Ug, es un
ultrafiltro libre.

Reciprocamente, cualquier ultrafiltro libre U sobre IN contiene a F¢o(IN). En efecto, suponga
que algun conjunto A € Fo(IN) no estd en U. Entonces, A es infinito por pertenecer a Feo(IN),
pero a su vez es finito por estar fuera de U. Esta contradiccion establece que Feo(IN) C U.

Lo anterior se puede resumir en el siguiente:

Teorema 6.5.25. Sea U € BIN. Son equivalentes:
(1) U es libre.
(2) Feo(N) € U.
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Recordemos que un racional diddico en (0,1) es cualquier nimero de la forma m/2" con
m e {1,...,2" =1} y que cada uno de tales nimeros posee exactamente dos representaciones
binarias: las que terminan en cero y las que todos sus términos son, a partir de un cierto lugar, 1.
Por ejemplo,

1 o0
5 = (0,100...)y = Z;—Z, donde a3 =1y a, =0 para todo n > 2
n=1
= (0,011...), = Z;—Z, donde, a1 =0y a, =1 para todo n > 2.
n=1

Por otro lado, si x € (0,1) no es un racional diddico, entonces él posee una tnica representacion
binaria infinita. En lo que sigue, siempre asumiremos que cualquier racional diddico en (0,1) se
representa en su forma binaria con infinitos 1, de modo que cualquier x € (0,1) admite una, y
sOlo una, representacion binaria infinita.

Fijemos un ultrafiltro libre U € BIN. Por el Lema 6.5.23 sabemos que cada conjunto A € U es
infinito. Asociemos, a cada conjunto A € U, el namero

1
X4 = Zz—n € [0,1]
neA

y considere, finalmente, el conjunto

Ay = {Z%:AEU}.

neA

Notese que la inclusién Feo(IN) € U garantiza que cualquier racional diddico expresado en su
forma binaria con infinitos 1 pertenece a Ay. En efecto, si x € (0,1) es diddico, entonces el
conjunto

Ay = {neN:a, =1}

es, por nuestra suposicion, infinito y, por lo tanto, IN \ A, es finito, lo cual prueba que A, €
Feo(IN). Existen dos aspectos importantes que se deben considerar respecto al conjunto Ay.

(¢1) x€ Ay < 1—x€[0,1]\ Ay. En efecto, puesto que Y ;4 5 = 1, entonces
1 1
xEAy & 1—x:1—22—n: Zz—nngU
neA nelN\ A

ya que U es un ultrafiltro (A € U < N\ A € U).

(a2) Au es un conjunto absorbente; en otras palabras, si x = (x,)50 1 € Au vy si vy = (yn)iy
es tal que el conjunto {n € N : x, # y,} es finito, entonces y € Ay. Para demostrar esta
afirmacion, basta verificar que

AeU N A e U

para cualesquiera conjuntos A, A’ que difieran por un conjunto finito. En efecto, como U es un
filtro, entonces la condicién (c) de su definicién nos muestra que:

AelU = AUF € U para cualquier conjunto finito F C IN
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También,
Ae€eU = A\F €U para cualquier conjunto finito F C IN

yaque A\F=AN(IN\F) € U pues N\ F € F,(IN) C U. Por esto, Ay es absorbente.

Teorema 6.5.26 (Sierpiniski). El conjunto Ay no es medible segiin Lebesgue.

Prueba. Vamos a suponer, para generar una contradiccion, que Ay es medible. Nétese que por
(1) se tiene que [0,1] \ Ay es la reflexion de Ay en x = 1/2, lo cual significa que ambos
conjuntos tienen la misma medida, de donde se tiene que 1 = u(Ay) + u([0,1] \ Au) = 2u(Au);
es decir,
1

HAv) = 5. 1)
Fijemos una particiéon arbitraria de [0,1] formada por 2™ subintervalos, digamos I, ..., In.
Asumiremos que u(Iy) =2 para todo k € {1,2,...,2"}. Afirmamos que

“l/l(AUmh) = ... = }l(AUﬂlzm). (2)

De hecho, lo que vamos a demostrar es que cada Ay NI es un trasladado de Ay N I;. De modo
maés preciso, veamos que
xeANy & xx£27" e Ag.

Esto, sin embargo, es consecuencia de (az). Se sigue entonces de (1) y (2) que para cada
ke{1,2,...,2m},

1
E = “l/l(AU) = “l/l(AUﬁ[O,l])
= p(Aunh) + - + p(Aunlm)
= Zmy(AUﬂIk),
es decir,
11 1 .
wAuNly) = Som = Ey(h) para k=1,...,2". (3)

Notese que (3) dice que sélamente la mitad de la medida de los intervalos I pertenecena Ay.
Sea ¢ > 0 y usemos el Primer Principio de Littlewood, Teorema 6.3.62, padgina 298, para
seleccionar una coleccion finita {J3,...,J,} de intervalos abiertos y disjuntos tal que

y(AUA U]Z> < %
i=1

Escoja ahora un m lo suficientemente grande de modo que la unién |J!_; J; pueda ser aproxima-
da a menos de &/2 por una subcoleccion {I,, ..., I, } dela particion {I,..., L=} de [0,1]; es

decir,
n k
#<UL~\UL,> <z
j=1

i=1

Observe que

P’(AU\QL]) < V<AU\Q]i> +Pl<i_01]i \,Qlij> < ¢
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y entonces

u(Ay) = y<AU \]@1 Ii].> + y<A1U N 0[@-)

j=1
: k
< e+ ;V(AUMJ.) = e+ yu(h)
]:
= &£ + W
Si tomamos ¢ < (1 — %) se obtiene que y(Ay) < 3. Esta contradiccién establece que Ay no
puede ser medible Lebesgue y termina la prueba. n

6.5.7. Conjunto de Lévy

Casi al mismo tiempo en que Vitali construyé su ejemplo de un conjunto no-medible, Paul
Lévy (1886-1971) [94] obtuvo un ejemplo similar. La construccién del conjunto no-medible de
Lévy se fabrica sobre una base de Hamel en Rg, donde Rqg es el espacio vectorial R sobre
Q. Estas bases de Hamel han sido objeto de un estudio profundo derivindose de ellas algunos
resultados sorprendentes como se muestra un poco més abajo. Quien por primera vez consider6 a
R como un espacio vectorial sobre Q fue Georg Karl Wilhelm Hamel (1877-1954) quien construyé
una tal base usando métodos transfinitos. A dicha base se le llamard posteriormente base de Hamel.
El objetivo de Hamel era construir una solucién no trivial (o de modo equivalente, discontinua)
de la ecuacién funcional de Cauchy

fx+1) = f(x) + f(y)  paratodo xy € R.

Hamel pudo demostrar que existian funciones f : R — R que satisfacian dicha ecuacién pero que
eran discontinuas en todo punto de R. Una prueba de este hecho serd dada en el Corolario 6.5.31,
péagina 339.

En lo que sigue, a IR, como espacio vectorial sobre Q, lo denotaremos por RRg. Por el
Teorema 1.3.7 sabemos que todo espacio vectorial sobre un cuerpo no trivial posee una base de
Hamel, en particular, Rg posee una base de Hamel que denotaremos por H = {x, : « € D}.
Recordemos que H queda determinada por las dos propiedades siguientes:

(a) H es linealmente independiente, y

(b) Lin(H,Q) =R, donde
Lin(3,Q) = {gx1+-+qxe: qi,--., 9k €Q, x1,...,x € H, ke N}

Un hecho simple, pero que siempre hay que tener presente (véase el Corolario 1.2.11, pagi-
na 16), es el siguiente:

Si A es un conjunto infinito numerable, también lo es la familia
>

Pin(A) = {F C A : Fes finito}.
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Teorema 6.5.27 (Hamel). Si H es una base de Hamel en Rq, entonces
card(H) = «c.

Prueba. Aceptando la Hipétesis del Continuo. Suponga, por un momento, que J{ es numerable
y escribamos
H = {x1,x2,...}.

Por el resultado anterior, la familia Pg,(H) es numerable. Para cada F € Pg,(H), digamos F =
{xn,,...,xn,}, sea Lin(F, Q) el conjunto formado por todas las combinaciones lineales racionales
de elementos de F, es decir,

Lin(F,Q) = {qxn + - +qxxu : (q1,--.,45) € Q*}.
Puesto que la aplicacién ¢ : QF x F — Lin(F,Q) dada por
q)((h, crcy ka xnll cr rnk) = lenl + e + Qkxnk

es claramente sobreyectiva, se sigue entonces de la numerabilidad de QF x F que Lin(F,Q) es
también numerable y, por consiguiente, el conjunto

| Lin(F,Q)

FePhn (9{)

es numerable. Observe finalmente que si x € R, entonces x € Lin(F, Q) para algun F € P, (H)
y, en consecuencia,

R = | J Lin(F, Q).

Feyﬁn(%)

Esto ultimo nos revela que IR es numerable lo que constituye una flagrante contradiccién. Por
esto, J{ es no-numerable y, entonces, por una aplicacién de la Hip6tesis del Continuo se concluye
que card(H) = c.

Evitando la Hipétesis del Continuo. Suponga que H es no-numerable y sea m = card(¥H). Para
cada n € N, considere el conjunto

Hy, = {FCH : card(F) = n}.

Observe que card(H,) < m" =m vy, por lo tanto,

card(U U{n> < Nprm = m.
n=1
Por otro lado, para cualquier F € |J;_; H, se tiene que card(Lin(F,Q)) = Ry y como

R = Lin(%,Q) = |J Lin(FQ)

FeUnq1 Ha

resulta que ¢ = card(R) < m- Ny = m < ¢. Esto nos revela que m = ¢ y, asi, card(H) = ¢. Fin
de la prueba. n

Fijemos una base de Hamel H en Rg. Algunas propiedades interesantes que posee H son
las siguientes:
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(9)1 aH es una base de Hamel para cualquier a € R\ {0}.

(9)2 HN(a+H) =@ para todo a € H.

En efecto, suponga que HN(a+ H) # & para algan a € H ysea y € HN (a + H).
Seleccionemos un x € } de modo que y = a + x. También, como y € K, resulta que el
conjunto {a,x,y} C H es linealmente dependiente, lo cual es imposible. Por esto, (£), se
cumple.

(9)3 a+H C R\ K para todo a € H.

($)4 No existe ninguna base de Hamel ¥ tal que ab € 3 para todo a,b € K.

Por el Teorema de Hamel sabemos que card(H) = ¢, por lo que podemos escribir H =
{x“ ca € [0, 1]} Observe que, por definicién, para cada x € R, existe F € Pg,(H), digamos
F = {xa,,..., %4, }, y coeficientes racionales tnicos g1(x),...,qn(x) tales que

x = q1(x)xa, + q2(X)xa, + -0+ Gu(X)Xg,-

Teorema 6.5.28 (Lévy). Para cada base de Hamel H en Rq, existe un subconjunto Vi de R que no
es medible segiin Lebesque.

Prueba. Escribamos H = {x, : « € [0,1]} y fijemos un indice ag de [0,1]. Considere ahora el
subespacio vectorial de Rg generado por el conjunto H \ {x,,}. Denotemos a este subespacio
por Vi. Observe que, por definicién, x,, ¢ Vy. Nuestro objetivo es demostrar que Vi no
puede ser medible segtin Lebesgue. Suponga lo contrario, es decir, que V3 € 9,(R) y sea
(gn)5>, una enumeracién sin duplicaciones de Q con gg = 0. Si para cada n € Ny definimos
Vi = qnxq, + Vi, resulta entonces que:

(a) V,, esmedibley u(V,) = u(Vy) para todo n > 0.

(b) ViuNV, =@ para todo m,n € N con m # n.

En efecto, suponga por un momento que V,, NV, # & y sea x € V,, N V,,. Entonces existen
Xa, V Xa, €n Vg tales que

X = GmXay + Xa,, = GuXag T Xay-

De esto se sigue que (g — qn)Xay = Xa, — Xa,, € Vi, pues Vi es un espacio vectorial. Pero
como gy, # qn, resulta que Xy, = (qm — gn) (X4, — Xa,,) € Vi, lo cual es imposible.

(d) Vg — Vi = Vg, pues Vg es un espacio vectorial.

Observe que si p(Vy) = 0, entonces de (a), (c) y la numerabilidad de p se tiene que

o] o]

+oo = u(R) = Y p(Va) = > (V) =0,
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lo que obviamente es un disparate. Suponga ahora que u(Vy) > 0 y nétese que, gracias a (b),
Ve N (qnxao + Vg{) = O ()

para cualquier g, # 0. Por otro lado, como (V) > 0, el Teorema de Steinhaus, Teorema 6.3.54,
nos garantiza la existencia de un entorno abierto Gy del 0 tal que Vi N (g + Vi) # @ para todo
g € Gop. Sin embargo, como Q es denso, podemos elegir un g, € Q lo suficientemente pequefio
de modo que g,x,, € Go y, por consiguiente,

Ve N (qnxao + Vg{) #+ O

lo que constituye una violacion a (*x). Esta contradiccion establece que la condicién p (Vi) > 0
tampoco puede ocurrir y termina la prueba. n

Nota Adicional 6.5.9 Es importante destacar que en la prueba del Teorema de Lévy se obtuvo
que R se puede representar como una unién numerable y disjunta de subconjuntos no-medibles.
Otro aspecto interesante es que, si bien es cierto que la existencia de una base de Hamel
conduce a la creacién de un conjunto no-medible segtin Lebesgue surge, de modo natural,
la pregunta de si existen bases de Hamel que sean no-medibles. La respuesta, como era de
esperarse, es que existen bases de Hamel que son medibles y otras que no lo son. Algunas
otras propiedades relacionadas con bases de Hamel son las siguientes:

(1) Cualquier subconjunto medible de V3 posee medida 0.

Prueba. Sea E C Vj medible y suponga que p(E) > 0. El Teorema de Steinhaus
muestra que E — E contiene un intervalo abierto | con 0 en su interior. Por lo tanto,

J CE—E C Vi —Vy = Vg,

de donde se concluye, por ser Vs un espacio vectorial, que Vi3 = IR. Esta contradic-
cion establece que p(E) = 0. |

(2) Si H es una base de Hamel medible segiin Lebesgue, entonces yu(3) = 0.
Prueba. Suponga que u(H) > 0 y sea xo € H. Entonces H' = H \ {xo} es medible
con p(H') > 0. Invoquemos el Teorema de Steinhaus para obtener un intervalo abierto
J] = (—¢¢) tal que ] € H' — H'. Por otro lado, como xp € R, el Principio de
Arquimedes nos garantiza la existencia de un ntmero racional g # 0 de modo tal
que gxp € | y, en consecuencia, qxo € H — H. De alli que existen u,v € H tales
que gxo = u — v; en otras palabras, gxp — (1 —v) = 0. Esto nos revela que 3 no es
linealmente independiente y termina la prueba. n

(3) Existe una base de Hamel que es medible segiin Lebesgue.

Prueba. Sea I' el conjunto ternario de Cantor. Sabemos que I' es medible de medida
cero, por lo que todo subconjunto de él es medible. Mds aun, como

r+T = [0,2], (2q)

resulta que I' genera a Rq, es decir, Lin(I', Q) = R. Para ver esto, sea x € R y
escoja g € Q tal que gx € [0,2]. Use ahora (24) para determinar un par de elementos
u,v € I' tal que u+v = gx. De aqui se sigue que x € Lin(T, Q) y, en consecuencia,
Lin(T',Q) = R. Un llamado al Corolario 1.3.9, pdgina 52, nos revela que existe una
base de Hamel 3 C I'. Por supuesto, H{ es medible. [ |
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(4)

Bajo la Hipétesis del Continuo, existe una base de Hamel que es un conjunto de Berns-
tein. Por consiguiente, existen bases de Hamel que no son medibles segiin Lebesgue.

Prueba. Sea 7. la familia de todos los subconjuntos cerrados no numerables de R.
Sabemos que card(F.) = ¢. La Hipotesis del Continuo permite expresar a ¥, en la
forma F, = {F, : « < w;}. Nuestro objetivo es usar el Método de Induccion Transfinita
para obtener una familia Q-linealmente independiente, digamos H = {x, : & < w1}
tal que x, € F,, para cada o« < w;. Si G es un subconjunto no vacio de R, denote
por Lin(G,Q) al conjunto de todas las combinaciones Q-lineales de elemento de G,
esto es, x € Lin(G, Q) si, y s6lo si

X = q1Xa + 0+ GnXa,,

donde x4,,..., %y, €EG Y q1,...,92 € Q. Sea xg € Fy con x9 # 0. Suponga que, para
un ordinal B < wj, la familia Q-linealmente independiente Gg = {x, : « < B} ha sido
definida. Considere el conjunto

H[S = Lin(G‘B, Q)

Puesto que Ng = card(Hg) < ¢ y Fg es no-numerable, resulta que Fg\ Hg # .
Seleccione un punto x4 € Fg\ Hg. De este modo queda construida la familia requerida

H = {x,: a <wi}.

Ahora, usando el Corolario 1.3.8, padgina 52, encuentre una base de Hamel J{ tal que
H C H. Afirmamos que H es un conjunto de Bernstein. En efecto, sea F un conjunto
cerrado no-numerable. Entonces F = F, para algin « < w; Yy, asi, por construccion,
xy € F,NH C FNH. De modo similar, se verifica que FN (R \ H) # & y termina la
prueba. n

Ninguna base de Hamel es un conjunto analitico. En particular, ninguna base de
Hamel es medible segiin Borel.

Prueba. Sea J{ una base de Hamel y suponga que es un conjunto analitico. Fijemos
Xy, € H y considere B = H\ {x,,}. Paracada k € N, sea B(*) el conjunto de todos
los ntimeros reales que pueden ser representados en la forma

leoq + e + quﬂék

donde x4,..., X%y € By q1,...,q9x € Q\ {0} con g; # q; para i # j. Finalmente, sea
B; = q-B paracada g € Q\ {0}. Observe ahora que:

(a) B y B, son claramente conjuntos analiticos.

(b) B = U B, es un conjunto analitico por el Lema 6.3.29, pagina 274.
7€Q\ {0}

(c) B®) =BW B0 g...a B0 (k—veces) es un conjunto analitico. En efecto, en
primer lugar, observe que si H y K son conjuntos analiticos, entonces H + K, por ser
la proyeccién del conjunto analitico H x K sobre la recta y = x, es también analitico.
Luego, por induccién, si Hy,..., H, son conjuntos analiticos, entonces H; + --- + H,
es analitico.
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De esto se sigue que [Ji; B*) es un conjunto analitico, en particular, medible segin
Lebesgue gracias al Teorema 6.3.30. Sin embargo, esto no es posible ya que

Gg(k) = Vi,
k=1

donde Vi es el subespacio vectorial generado por B, el cual, por el Teorema de Levy,
no es medible segtin Lebesgue. Esta contradiccion establece que H{ no puede ser un
conjunto analitico. [

Combinado (3) y (5) se obtiene:
(6) Existe un conjunto medible segiin Lebesgue que no es medible segiin Borel.

(7) Existencia de funciones de Cauchy no-continuas.

Recordemos que una funcién f : R — R es llamada una funcién de Cauchy si ella es
aditiva, esto es, si

flx+y) = f(x) + fy)

para todo x,y € R. Es facil comprobar que toda funcién de Cauchy f es Q-lineal, es
decir,

flax) = qf(x)

para todo x € R y todo g € Q. Veamos esto. En primer lugar, observe que

Mas aun, para cada x € R y cada n € IN, se sigue por induccién que
f(2x) = 2f(x), f(x) = 3f(x), -, flnx) = nf(x).

Si n es un entero negativo, entonces —n es un entero positivo y, asi,
flnx) = f(=(=nx)) = —f(=nx) = =(=n)f(x) = nf(x).

Sea ahora g = m/n un nimero racional. Entonces, mx = n(qx) vy, por lo tanto,

mf(x) = f(mx) = f(n(gx)) = nf(qx),
de donde se tiene que
flax) = qf(x).
Si tomamos a4 = f(1), resulta de lo anterior que

f(g) =a-q paratodo g € Q. (FCy)

En presencia de continuidad las funciones Q-lineales se convierten automaticamente
en R-lineales (= lineales).
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Teorema 6.5.29. Si f : R — R es una funcion de Cauchy continua, entonces f es de la
forma
f(x) = a-x paratodo x € R,

donde a = f(1).

Prueba. Sea x € R. Como Q es denso en R, seleccione una sucesion (g,)5° ; en Q
tal que g, — x. Ahora por (FC;) y la continuidad de f resulta que

f(x) = )}g]gof(qn) = r}gr.}og.qn = qgq-x

La prueba es completa. n

Uno puede preguntarse: ;existen funciones de Cauchy que no son continuas? Aunque
nunca se ha construido una tal funcién, el Axioma de Elecciéon garantiza la existencia
de tales monstruos.

Lema 6.5.30 (Existencia de funciones aditivas). Sea H una base de Hamel en Rq. Pa-
ra cada funcién arbitraria ¢ : H — R, existe una funcion de Cauchy f : R — R tal que
f(x) = g(x) para todo x € H.

Prueba. Pongamos H = {x, : « € [0,1]}. Paracada x € R, existen X, ..., Xy, en H
Y q1,--.,9, en Q tales que x = g1x4, + - + guXy,. Defina f: R — R por

f(x) = qg(xey) + -+ + qng(xa,,)-

Observe que f estd bien definida ya que, al ser J{ una base de Hamel, la eleccién
de los numeros xu,,...,Xa,,q1,---,4n son Unicos. También es claro que f(x) = g(x)
para cualquier x € J. Resta por demostrar que f es aditiva. Sean x,y € IR. Entonces

X = Xy + 00 uXa, y y = nxg + 0+ TmXp,

donde x4, ... X4,, Xp,,---,Xp, son miembros de la base H y los ntimeros q1,...,4, y
r1,...,tm sonracionales. Observe que los dos conjuntos {xy,,..., X, } V {xﬁ1/ e, x‘gm}
pueden tener miembros en comun. Sea {zi,...,zx} la unién de esos dos conjuntos.
Entonces k < m +n, y se tiene que

X = a1z1 + - + agzg y y = bizy + - + bz,

donde los nimeros ay, by, ..., ax, by son racionales, algunos de los cuales pueden ser
ceros. Ahora,
x+y = (a1+b)z + - + (a+b)z

fix+y) = f((a1+b1)z + -+ + (a + be)zk)
= (m+b1)g(z1) + -+ + (o +br)g(zx)
= [mg(z) + -+ + ag(z)] + [big(z) + -+ + beg(z)]
= f(x) + f(y).

Esto termina la prueba. n
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Corolario 6.5.31 (Hamel). Existen funciones de Cauchy f : R — R que no son conti-
nuas.

Prueba. Sea H = {x, : a € [0,1]} una base de Hamel en Rgq y fije cualquier elemento
h € H. Defina g : H{ — R del modo siguiente:
0 si x € H\ {h}
X =
an(x) {1 si x=h.
Por el Lema 6.5.30, existe una funcién de Cauchy f : R — R tal que f(x) = gu(x)
para todo x € H. Afirmamos que f no puede ser continua. En efecto, suponga por
un momento que f es continua. Entonces existe una constante a tal que f(x) = ax
para todo x € R. Veamos que esto conduce a una contradiccion. Seleccione un x € H
arbitrario con x # h y observe que como hf(x) = f(hx) = f(xh) = xf(h), entonces

se tiene que
o ) _ fm 1

X h h
Esta contradiccion establece que f no puede ser continua y finaliza la prueba. n

Observe que la funcién f del corolario anterior también se puede elegir inyectiva.
Para ver esto, sea ¢ : [0,1] — [0,1] una aplicacién inyectiva arbitraria distinta de la
identidad. Si ahora imponemos la condicién de que f(x.) = Xg(,) para todo x, € H
resulta que f es inyectiva.

Si f: R — R es una funcién de Cauchy no-continua, entonces
Graf(f) = {(x f(x)) € R* : x € R}

es denso en R2.

Prueba. Sea (x,y) € R? y sea G un conjunto abierto en R?> conteniendo a (x,y).
Veamos que G NGraf(f) # @. Puesto que f no es lineal, existen a # 0 y b # 0 tales

que )

son diferentes. Por consiguiente, los vectores

u = (a,f(a)) y v = (b f(b))

son linealmente independientes y, por lo tanto, forman una base de IR?. De esto se
sigue que existen ntimeros reales p,q tales que

(x,y) = pu + qo.

Ahora bien, como Q? es denso en R?, entonces G N Q2 # & y, en consecuencia,
existen ntiimeros racionales r, y 7, tales que

rpu + 1o € G.
Observe que
rpu + 1qv = (rpa+ryb, rpf(a) +r,f (b))
= (rpa+rgb, f(rpa+rsb)) € G N Graf(f)
lo cual prueba que Graf(f) es denso en R?. |
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(9) Las funciones de Cauchy no-continuas son mds abundantes que las que son continuas.

Teorema 6.5.32. En ZFC existen:

(a) 2% funciones de Cauchy continuas.

(b) 92 funciones de Cauchy que no son continuas.

Prueba. (a) Para cada a € R, la funcién f, : R — R definida por f,(x) = a-x para
todo x € R es una funcién de Cauchy continua. Mdés aun, gracias a (6), toda funcién
de Cauchy f:R — R que es continua es de la forma f = f,, donde a = f(1). Esto
prueba la parte (a).

(b) Por Teorema 6.5.27, Rg posee una base de Hamel H con cardinalidad 2. Puesto
que cualquier aplicaciéon g : H — R se puede extender univocamente a una funcién
aditiva f : R — R, Lema 6.5.30, existen precisamente

N
Card(]RG{) — Card(lR)card(ﬂ-f) — (2N0)20 _ 2N0-2N0 _ 22N0

funciones de Cauchy y ya que s6lo existen, por (a), 2% funciones de Cauchy conti-
. R . .
nuas, resulta entonces que existen 22 de tales funciones que no son continuas. W

Una vez que el Axioma de Elecciéon entra en accién, se pueden construir ciertos conjun-
tos y funciones que, por lo general, poseen algunas patologias extrafias. Otros ejemplos
raros, sin embargo, no requieren el uso de tal herramienta. Por ejemplo, Henri Lebes-
gue, quien no era creyente del Axioma de Eleccién, construyé una funcién con una
patologia muy rara: siempre es sobreyectiva, es decir:

Definicién 6.5.33. Sea f : R — R una funcion. Se dice que f es siempre-sobreyectiva si
ocurre que f((a,b)) =R para cualquier intervalo abierto (a,b) C R con a < b.

El siguiente resultado nos dice como se caracterizan las funciones que son siempre-
sobreyectivas.

Teorema 6.5.34 (Lebesgue). Sea f : R — R una funcion arbitraria. Las siquientes condi-
ciones son equivalentes:

(1) f es siempre-sobreyectiva.

(2) f71(t) es denso en R para cualquier t € R.

Prueba. Suponga que f es siempre-sobreyectiva pero que f !(t) no es denso en R
para algin t € R. Esto, por supuesto, significa que existe algtin intervalo abierto
(a,b) en R tal que f~!(t)N(a,b) = @. Selecciones un x € f~1(t) de modo tal que
x ¢ (a,b) y observe ahora que t = f(x) & f((a,b)) = R. Esta contradiccién prueba
que f~'(t) es densoen R.

Reciprocamente, suponga que (2) se cumple y sea f € R. Fijemos un intervalo abierto
(a,b) en R. Como f~!(t) es denso en R, resulta que f~1(t) N (a,b) # 3. Si se
selecciona cualquier x € f~1(t) N (a,b), tendremos que f(x) = t. [

Teorema 6.5.35 (Lebesgue). Existen funciones f : R — R que son siempre-sobreyectivas.
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Prueba. Denote por A = {A, : x € R} la coleccién de todas las clases de equivalencias
determinadas por la relaciéon de equivalencia:

X~y & x—y Q.

Tal como se demostr6 en la prueba de la existencia de un conjunto no-medible al estilo
Vitali, resulta que A es una coleccién no-numerable, donde cada par de sus miembros
o son iguales o son disjuntos. En particular,

te Ay <~ Ay = A,

De lo anterior se deduce que card(A) = ¢. Teniendo en cuenta que también card(R) =
¢, podemos determinar una biyeccién g : A — R. Defina ahora la funcién f : R — R

por
f(x) = g(Ay) paratodo x € R.

Veamos que f es siempre-sobreyectiva. Para ver esto, fijemos a,b € R con a < b. Como
Q es denso en IR, resulta que cada traslado x + Q = A, también es denso en R vy,

en consecuencia A, N (a,b) # @ paratodo x € R. Sea y € f((a,b)) y seleccione un
t € (a,b) tal que y = f(t). Puesto que

te (a,b) = U(a,b)ﬂAx

xeR

resulta que existe un tnico x € R tal que t € (a,b) N A,. En consecuencia, A; = Ay
y por lo tanto, f(t) = g(As) = g(Ax). De esto se sigue que

fll@b) = {f(t): te (@b} = {g(4): xR} = g(4) = R
La prueba es completa. n

Otra forma de demostrar la existencia de funciones siempre-sobreyectivas es como
sigue:
Segunda Prueba del Teorema 6.5.35. Sea Jq la coleccién de todos los intervalos abier-

tos no vacios con extremos racionales. Puesto que Jg es numerable podemos conside-
rar una enumeracién de sus elementos, digamos:

do = {(n,1), (r2,%2), .. }-

Nuestro proximo objetivo es construir una sucesion (I';)$_; de conjuntos ternarios de
Cantor con las siguientes propiedades:

(a) Ty C (rn,sn) paratodo n € N, y

(b) T)yNT, = @ para todo m # n.

En efecto, sea T'; cualquier conjunto ternario de Cantor incluido en (ry,s) (simple-
mente construya I'y en cualquier subintervalo cerrado I C (rq,s1)). Suponga ahora
que hemos construidos conjuntos ternarios de Cantor I'y,...,I', satisfaciendo las con-
diciones (a) y (b). Para construir I',; se procedera del modo siguiente: como cada
I' para i =1,...,n es de medida cero, también los es su unién I't U---UT,. Esto
nos indica que

("us1s Sn1) € THU--- UL,
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ya que u((rn+1, Sn+1)) > 0. Considere el conjunto
V = (rn+1, Sn+1) N (F1 U--- UFn)C.

Observe que V es abierto y no vacio. Fijemos ahora cualquier x € V y escoja un
e > 0 de modo que el intervalo (x —¢,x +¢) C V. Finalmente, construya un conjunto
ternario de Cantor T';,;1 C (x — ¢, x +¢). Esto termina la construccion de la sucesion
(Tn)izr-

Ahora bien, como card(I',) = ¢ para todo n € IN, podemos seleccionar una funcién
biyectiva f, : Iy = R y entonces definir f : R —+ R por

fu(x) si x €I, paraalgan n € N,

9 =1, sixgorn.
n=1

Para verificar que f es siempre-sobreyectiva, sea I un intervalo abierto no vacio y
escoja un intervalo (r,,s,) € dg tal que (r4,s,) C I. Por construccién I'y, C (r,,54) y,
en consecuencia,

R = fu(l)) = f(T) € f(I) € R
De aqui se concluye que f(I) =R y termina la prueba. |

Observe que el grifico de f es siempre denso en R>. Un hecho que es realmente
sorprendente es el siguiente resultado.

Corolario 6.5.36. Cualquier funcion siempre-sobreyectiva f : R — R posee la Propiedad
del Valor Intermedio pero es discontinua en todo punto de R.

Prueba.Sea f : R —+ R una funcién siempre-sobreyectiva. Afirmamos que f no es
continua en ningiin punto de R. En efecto, sea xo € R y suponga que f es continua en
xo. Tomando V = (f(xo) — 1, f(xo) + 1) existe, por la continuidad de f en xp, un
intervalo abierto I, conteniendo a xp tal que f(Iy,) C V. Pero como f es siempre-
sobreyectiva, resulta que f(I,,) = R C (f(x9) —1, f(xg) +1). Esta contradiccién
establece que f es discontinua en todo punto de R. También es claro que f posee la
Propiedad del Valor Intermedio.

Invocando el Teorema 3.1.22, pagina 164, vemos que la funcién f del resultado anterior
nunca puede ser inyectiva.

En [61], paginas 31-33 y en el Ejercicio 6.9 (2), pagina 364, se muestran explicitamente la
construccion de otras dos funciones que son siempre-sobreyectivas. Mds aun, se puede
demostrar la existencia de una funcién f : R — R tal que f(P) = R para todo conjunto
perfecto P C R (véase, por ejemplo, [59], Example 3.12, p. 124).

El siguiente resultado muestra que las funciones de Cauchy que no son continuas se
parecen mucho a las funciones que son siempre-sobreyectivas.

Teorema 6.5.37. Si f: R — R es una funcién de Cauchy no continua, entonces f((a,b))
es denso en R para cualquier intervalo abierto (a,b) C R.
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Prueba. Sea (a4,b) un intervalo abierto. Para demostrar que f((a,b)) es denso en R,
tomemos cualquier intervalo abierto | C R y veamos que f((a,b)) "] # @. En efecto,
puesto que Gra(f) es denso en R? resulta que

Gra(f) N [(a,b) x J] # @.

Seleccione un (x, f(x)) € Gra(f) N [(a,b) x J|. Entonces x € (a,b) y f(x) € ], lo
cual muestra que f(x) € f((a,b)) NJ. Poresto f((a,b)) es denso en R y termina la
prueba. n

Teorema 6.5.38. Sea f : R — R una funcion de Cauchy. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) f es siempre-sobreyectiva.

(2) f es sobreyectiva pero no inyectiva.

Prueba. (1) = (2). Suponga que (1) se cumple. Como R es un intervalo abierto,
resulta de la definicién de funcién siempre-sobreyectiva que f(IR) =R lo cual prueba
que f es sobreyectiva. Por otro lado, como f~!(t) es denso en R para cada t €
R, Teorema 6.5.34, se tiene que cualquier par de elementos distintos x,y € f~(t)
satisfacen f(x) = f(y). Esto prueba que f no es inyectiva.

Otra manera de probar que f no es inyectiva es recordar que el conjunto de los puntos
de discontinuidad de cualquier funcién monétona es a lo mas numerable, Corola-
rio 3.1.35, pagina 174, suponer que f es inyectiva y entonces aplicar el Corolario 6.5.36
para arribar a una contradiccién.

(2) = (1). Suponga que (2) se cumple. Para demostrar que f es siempre-sobreyectiva
es suficiente, gracias al Teorema 6.5.34, verificar que f~!(t) es denso en R para todo
t € R. Esto lo haremos en dos pasos: el primero es comprobar que f~1(0) es denso
en R. En efecto, puesto que f no es inyectiva resulta que

fH0) = {xeR: f(x) =0}

contiene elementos distintos de cero. Sea (a,b) un intervalo abierto y sea x € f~1(0),
x # 0. Seleccione un ntiimero racional g tal que gx € (a,b) y observe que como f es
es una funcién de Cauchy, entonces f(gx) = qf(x) = 0, es decir, gx € f~1(0) N (a,b).
Esto prueba que f~1(0) es denso en R.

Veamos ahora que para cualquier + en R\ {0}, el conjunto f~1(#) es denso en R.
En efecto, fijemos + € R\ {0} y usemos el hecho de que f es sobreyectiva para
determinar un xp € R tal que f(xo) = t. Puesto que xo+ f1(0) = f~1(¢) resulta de
la primera parte que f~!(t) es denso en R y termina la prueba. n

No queremos finalizar esta seccion sin antes informar sobre esta otra direccién para la obten-
ciéon de conjuntos no-medibles ligeramente diferente a los ofrecidos anteriormente. El Teorema
de Hahn-Banach, una de las Joyas de la Corona del Analisis Funcional, se demuestra usando el
Lema de Zorn el cual, como sabemos, es equivalente al Axioma de Eleccién; sin embargo dicho
teorema es estrictamente mds débil que el Axioma de Eleccién: uno no puede probar la validez
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del Axioma de Eleccién usando ZF + HB, donde HB es el Axioma de que el Teorema de Hahn-
Banach se cumple para todo espacio vectorial V. Lo que resulta interesante, asumiendo ZF +
HB como un sistema de axiomas de la Teoria de Conjuntos, es que es posible construir conjuntos
no-medibles segin Lebesgue. En efecto, Matt Foreman y Friedrich Wehrung demostraron, en un
articulo publicado en la revista Studia Math. 138(1991), p. 13-19, que el Teorema de Hahn-Banach
implica la existencia de conjuntos no-medibles.

6.6. Notas Breves sobre El Problema de la Medida

El Problema de la Medida de Lebesgue, después de la soluciéon negativa ofrecida por Vitali,
se convirti6 en otros problemas al que hemos llamado el Problema de la Medida. En su version
abstracta resulta ser profundo y complicado. En efecto, entre 1929 y 1930, S. Banach lo concibe
como un problema de la Teoria de Conjuntos en lugar de la vision geométrica que de el se tenia.
Esta nueva visiéon del problema permitio la creacién de una nueva rama de la Teoria de Conjuntos
conocida como la Teoria de los Grandes Cardinales: sofisticada, elegante, pero dificil. En esas
aguas aun navega dicho problema. La modificacién del Problema de la Medida de Lebesgue
deriv6 algunas variantes. En esta seccién nos ocuparemos de revisar muy brevemente algunas de
ellas. En primer lugar, veremos que la medida de Lebesgue no puede extenderse a todo Z(RR), es
decir, no existe ninguna funcion de conjuntos m : Z(R) — R que sea numerablemente aditiva,
invariante por traslacion y, ademas, que satisfaga m(E) = pu(E) paratodo E € M, (R). Esa partir
de este resultado, y por consiguiente, del Axioma de Eleccién, de donde comienzan a complicarse
las cosas: es la punta del iceberg del Problema de la Medida. En efecto, en la busqueda por
obtener posibles extensiones de la medida de Lebesgue a c-dlgebras mas grandes que 9, (RR)
hay que pasearse, por supuesto, por varias consideraciones del problema: por ejemplo, si se
insiste en obtener una extension definida sore todo Z?(IR), entonces dicha extensién no puede,
por el resultado ya anunciado, ser, al mismo tiempo, invariante por traslacién y numerablemente
aditiva, de modo que se presenta un nuevo problema con varias aristas. Necesariamente hay que
abandonar una de las dos condiciones anteriores, es decir, o se abandona la aditividad numerable
o, en su defecto, la invarianza por traslacién. Cada una de estas consideraciones ha generado una
investigacion sorprendente y, a veces, dificil. Por otro lado, si no se requiere una extensiéon a todo
Z(R), ¢cudl es la mayor c-dlgebra sobre la cual se puede extender y preservando la aditividad
numerable y(o0) la invarianza por traslacion? Todos estos problemas presentan soluciones que, en
ciertos casos, son parciales. Todos ellos son, como lo considera Banach, esencialmente problemas
de la Teoria de Conjuntos en lugar de problemas geométricos. De hechos, los Grandes Cardinales
de la Teoria Moderna de Conjuntos cuyo andlisis quedan fuera del alcance de los objetivos de
estas notas, son sus aliados imprescindibles. Sin embargo, ciertas informaciones son dadas al
lector interesado.

6.6.1. El Problema de la Medida de Lebesgue y El Axioma de Eleccién

Sea A una co-dlgebra de subconjuntos de R y m : A — [0, +00] una funcién de conjuntos.
Diremos que m es una extensién de u si cumple con las siguientes condiciones:

(a) M, (R) C A.
(b) m(E) = u(E) para todo E € M, (R).

Si m es una extensién de p que es, ademds, numerablemente aditiva e invariante por traslacién,
entonces diremos que m es una extensién continua de y. Si, mas aun, A = #(R), entonces a
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m la llamaremos una extensién universal de .

Ahora analizaremos brevemente dos puntos de vistas del problema de la extensién universal
de la medida de Lebesgue ambos relacionados con el Axioma de Eleccion.

(1°). Si se acepta el Axioma de Eleccién, entonces la demostraciéon de Vitali de la existencia
de conjuntos no-medibles no sélo muestra que M, (R) # F(R), sino, ademds, que no puede
existir ninguna extension universal m : Z(R) — [0,+oo] de la medida de Lebesgue. En efecto, el
lector atento habra observado que la construcciéon del conjunto V' de Vitali no depende sobre la
definicién especifica de la medida de Lebesgue sino sobre las tres tiltimas propiedades enunciadas
en el Problema de la Medida, es decir,

(a2) u(I) = £4(I) para cualquier intervalo 1 C R,
(a3) u es invariante por traslacion y
(wg) p es numerablemente aditiva,

de modo que si se asume la existencia de una extension universal m : Z(R) — [0, +o0] de p,
entonces se puede construir, de modo idéntico al conjunto de Vitali, un conjunto V C IR tal que
V ¢ Z(R). Este disparate confirma que la aceptacion del Axioma de Eleccién nos conduce al
siguiente hecho:

Corolario 6.6.1. No existe ninguna extension universal m : Z(R) — [0, +o0] de p.
Este resultado nos conduce a la siguiente interrogante:

¢ Qué tan lejos podemos extender la medida de Lebesgue y qué propiedades puede preservar, si
existe, una tal extension?

Es problema fue examinado en profundidad bajo suposiciones diferentes:

(a) ¢Podemos extender a y a una medida continua m : A — [0, 40| tal que 9, (R) & A &
Z(R)? Una vieja técnica de J. Los y E. Marczewski [96] garantiza que siempre se puede extender
la medida de Lebesgue a una o-dlgebra A que capture cualquier coleccién finita de subconjuntos
no-medibles, es decir, si A es la c-dlgebra generada por 91,(R) U C, donde C una coleccion fi-
nita, pero arbitraria, de subconjuntos no-medibles segtin Lebesgue. Sin embargo, si la colecciéon €
es infinita numerable entonces el problema no se puede decidir en ZFC. De hecho, T. Carlson de-
mostré en [30] que es consistente con ZFC admitir que para cualquier coleccién numerable C de
subconjuntos no-medibles, existe una extensién m : A — [0, 4-c0] de y con A = (9, (R)UC).

(b) Si se insiste en obtener una extensién m a todo Z?(RR), podemos, en principio, exigir que m
sea numerablemente aditiva o invariante por traslacién, pero no ambas cosas. Si la exigencia es
que no sea numerablemente aditiva, entonces el problema se bifurca en dos ramas: que m que
sea finitamente aditiva o que ella sea no-numerablemente aditiva. ;Cudles son las consecuencias
de asumir cada una de esas condiciones? Estos dos aspectos seran tratados brevemente un poco
més abajo.

(2°). Si no se acepta el Axioma de Eleccién, la prueba de la existencia de un conjunto no-
medible al estilo Vitali no trabaja. Podemos, en consecuencia, formularnos esta otra pregunta: jes
indispensable el uso de dicho axioma para garantizar la existencia de conjuntos no medibles segiin Lebesgue?
La investigacién de este problema permitié un avance espectacular de la Teoria Moderna de
Conjuntos pues se tuvo que postular la existencia de ciertos cardinales, los asi llamados cardinales
inaccesibles, lograndose demostrar que: si existe un cardinal inaccesible, entonces se puede probar que
la respuesta es si. En efecto, en 1970, Robert Solovay [122] demostr6 que:
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Teorema 6.6.2 (Solovay). Si el modelo ZFC + existe un cardinal inaccesible es consistente, entonces
también es consistente el modelo ZF + DC + cualquier conjunto de nimeros reales es medible
segiin Lebesgue.

Solovay sugiri6, en su articulo, que tal vez el uso de un cardinal inaccesible pudiera ser no
necesario. Sin embargo, unos afios més tarde, en 1984, S. Shelah [120] prob6 que tal condicién si
es necesaria; en otras palabras, si ZF + DC + todos los subconjuntos de R son medibles segtin
Lebesgue es consistente, entonces también lo es ZFC + existe un cardinal inaccesible. Como
consecuencia de esos resultados se tiene que: no se puede probar que 9, (R) # ZP(R) sin la ayuda
del Axioma de Eleccion.

6.6.2. El Problema de la Medida de Lebesgue y la Hipdtesis del Continuo

¢Coémo entra la Hipétesis del Continuo en la escena del Problema de la Medida? Recordemos
que la existencia de conjuntos no-medibles segtin Lebesgue (por la aceptaciéon del Axioma de
Eleccién) nos indica que la medida de Lebesgue no puede extenderse a todo Z?(RR), esto significa
que no existe ninguna funcién de conjuntos m definida sobre #(R) que sea numerablemente
aditiva, invariante por traslacion y tal que m(E) = u(E) para todo conjunto E € 2, (R). En
vista de éste resultado, podemos intentar investigar, sin prescindir del Axioma de Eleccién, un
problema mds general, abandonando una de las dos condiciones que impiden tal extensién: la
numerabilidad aditiva o la invarianza por traslacion. Nos preguntamos entonces: ;Qué ocurre si
se omite, por ejemplo, el requerimiento de que la medida m : Z(R) — [0, +o0] sea invariante
por traslacion pero se mantiene la numerabilidad aditiva? Banach propone sustituir la condicion
geométrica de la invarianza por traslacion por esta esta otra condicién: m({x}) = 0 para todo
x € R, ya que no sabriamos cémo demostrar que los conjuntos finitos y los numerables tienen
medida cero, una condicién que deberia cumplir cualquier medida que intente extender la medida
de Lebesgue. En [7], S. Banach propone esta nueva generalizacién del problema:

El Problema de la Medida Generalizada. ;Existe una funcién de conjuntos m : 2(R) — [0, +-o0)
numerablemente aditiva tal que m({x}) = 0 para todo x € R?.

En [8] Banach y Kuratowski demostraron que la bajo la Hipétesis del Continuo la tinica soluciéon
al Problema de la Medida Generalizada es la medida nula. Para la prueba necesitaremos algunos
hechos.

Definicién 6.6.3. Sea X un conjunto no vacio. Una medida continua sobre X es una funcion de
conjuntos m: P(R) — [0,+o0) tal que:
(a) m({x}) =0 para cualquier x € X, y
(b) m es numerablemente aditiva.
Observe que si m es una medida continua sobre X, entonces ella es finita, es decir, m(X) <

+o00 y, ademds, finitamente aditiva. Mdas aun, las propiedades (a) y (b) implican que si A es
cualquier conjunto numerable incluido en X, entonces m(A) = 0. Ademds,

(c) m(A) < m(B) siempre que A C B C X.
De esto ultimo se observa que si A C B C X y m(B) = 0, entonces m(A) = 0. Por supuesto,

ninguna medida de conteo sobre #(R) es continua.

Si existe una medida continua sobre X con m(X) > 0, entonces las condiciones (a) y (b)
nos indican que X es no-numerable y, en consecuencia, la existencia de medidas continuas sobre X
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dependen iinicamente de la cardinalidad de X. Notese también que, si X y Y son conjuntos con
la misma cardinalidad y si existe una medida continua m sobre X, entonces existe una medida
continua m’ sobre Y y viceversa. En efecto, el hecho de X y Y poseen la misma cardinalidad,
significa que existe una biyeccién f : X — Y. Defina m’' : 22(Y) — [0,1] por m'(A) = m(f~1(A))
para todo A € Z(Y). En particular, como R y w; poseen la misma cardinalidad, resulta de la
observacion anterior que la existencia de una medida continua sobre R da origen a una medida
continua sobre w; y reciprocamente.

En el siguiente resultado se establece que el ideal de los conjuntos nulos es estable bajo uniones
numerables.

Lema 6.6.4. Si m: P (X) — [0,+0) es una medida continua sobre X y si definimos
J ={ACX: m(A) =0},

. . . . e} .,
entonces J es cerrada bajo uniones numerables, es decir, si (A”)n: es una sucesion en J, entonces

1

Unz1 An € 3.
Prueba. Sea (An):;1 una sucesion en J. Definiendo la sucesién (Bn):;1 en X por
n—1
By = A y B, = A\ < U A]-> para todo entero n > 2,
j=1

resulta que ella es disjunta 'y | J;,_; Ay, = U;_; Bn. Puesto que B, C A, paratodo n > 1, se tiene
que m(B,) = 0 para todo n > 1 y, entonces, por la propiedad (c) se concluye que

y termina la prueba. [

Lema 6.6.5. Si existe una medida continua m sobre un conjunto X, entonces cualquier subcoleccion
disjunta

£ C {m(4): Aga)

es a lo mds numerable. En otras palabras, no existe ninguna coleccion no-numerable y disjunta de
conjuntos en X donde todos sus elementos poseen medida estrictamente positiva.

Prueba. Puesto que m(X) < +oo, la familia {m(A) : m(A) € L} es sumable (véase la Defini-
cién 2.1.52, pagina 114). Se sigue del Corolario 2.1.56 que £ es a lo mds numerable. n

He aqui la coneccion del Problema de la Medida Generalizada con la Hipétesis del Continuo.
Este resultado fue demostrado en el afio 1929 por los matemadticos Stefan Banach (1892-1945) y
Kazimierz Kuratowski (1896-1980) [8].

Teorema 6.6.6 (Banach-Kuratowski). Si existe una medida continua sobre R, entonces la Hipotesis
del Continuo es falsa.
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Prueba. Suponga que existe una medida continua m sobre R. Por la observacién anterior, po-
demos admitir que m estd definida sobre &(w1). Para generar una contradiccién, vamos a
consentir que la Hipétesis del Continuo es verdadera, es decir, 2% = N;. Considere la siguiente
familia de subconjuntos de wy:

J = {XCw: m(X)=0}

Esta familia satisface las siguientes propiedades:
(a1) {a} € T para cualquier o € wy. (Sigue de la definicion de m).
(a2) Us—q Xn € T para cualquier sucesion (Xn)::;l con X, € J para todo n € N. (Por el Lema 6.6.4).

(a3) ¢ = P(w1)\J = {A C X : m(A) > 0} es alo mds numerable. (Es consecuencia del Le-
ma 6.6.5). Por consiguiente, no existe ninguna coleccién no-numerable y disjunta de subconjuntos
de w; de medida positiva.

Ahora construiremos una matriz infinita (Auy)w,xN, donde cada A,, € wi del modo si-
guiente: para cada ¢ < wj, existe una funcién fz : wo — w; tal que ¢ C Rang(fz). Seleccione-
mos una tal funcion f; por cada § < w; y defina

A = {<wi: feg(n)=a} paratodo a < wi, n < wy.

La matriz infinita (Aun)w,xN, g0za de las siguientes propiedades:
(b1) Aun N Ap, = @ paratodo a # B en w; y cualquier n € No.

(b2) w1\ U;—o Aan €s a lo més numerable para cualquier a < w.

La veracidad de (b;) sigue inmediatamente. En efecto, si § € Ay, N Ay, entonces fz(n) = a
y fz(n) = B, de donde se tiene que a = B. Para ver que (b2) también se cumple, observe que si
¢ & Axn para todo n, entonces & & Rang(fz) y, por lo tanto, § < «. Esto nos dice que (bz) es
verdadero.

Fijemos un « < wjp. Afirmamos que existe algin n, € Ny tal que A, & J. En efecto,
suponga, para generar una contradiccién, que A,, € J para todo n € INo. Como

w1, = <w1\ U Azxn) U U Aun,
n=0 n=0

resulta de (b1), (b2), (a1) v (a2) que

1 = m(wy) = m<w1\QOAan> + ﬂ’I(QOAan)
— m<nL_JoAm> - nZ_OM(AM)
= 0.

Esta contradicciéon confirma nuestra afirmacién. Ahora bien, como w( es numerable y w; no lo
es, resulta del Principio del Palomar c-Infinito, pagina 16, que debe existe algtin k € INy de modo
que el conjunto {a € w; : 1, =k} es no-numerable. Sea entonces

L = {Aak : Tl‘x:k}.



Sec. 6.6 Notas Breves sobre El Problema de la Medida 349

Esta familia es, por lo que acabamos de ver, no-numerable. También, gracias a (b;) ella es disjunta
y se cumple, por nuestra afirmacién, que A, ¢ J para cada A, € L. Esto, por supuesto,
contradice la propiedad (a3). La conclusion ahora es inequivoca: suponer que la Hipétesis del
Continuo es verdadera conduce a una contradiccién. Fin de la prueba. n

En la misma direccién del resultado probado por Banach y Kuratowski, S. Ulam obtuvo la
siguiente generalizacion:

Teorema 6.6.7 (Ulam). Sea X un conjunto con card(X) = Nq. Si m: P(X) — [0, 4+00) es numera-
blemente aditiva y m({x}) = 0 para todo x € X, entonces m es idénticamente cero.

Prueba. Como card(w;) = Nj, el Principio del Buen-Orden y el Teorema 1.3.35, pdgina 66, nos
garantizan que X puede ser bien-ordenado de tal modo que, para cada y € X, el conjunto
Seg(y) = {x € X : x < y} es alo mds numerable. Seleccione, por cada y € X, una aplicacién
inyectiva T(-,y) : Seg(y) — IN y observe que, para cada par (x,y) € X x X con x <y, T(x,y)
es un nimero natural. Consideremos ahora, para cada x € X y cada n € IN, el conjunto

A = {yeX:x=<y T(xy) =n}.

Afirmamos que, para cada n € N, la familia (A%).ex es disjunta. En efecto, suponga que
x,z€ X con x #z yque AN AL # @&. Sea y € A} N Al. Esto significa que

x <Yy, z=<Y y T(x,y) = n = T(y,z). (1)

Como = es un orden total, se tiene que x < z 0 z < x. Si se asume que x < z, tendremos, por
la inyectividad de T(-,y), que T(x,y) # T(z,y) lo cual, gracias a (1), es imposible. El mismo
razonamiento se aplica si z < x. Esto prueba nuestra afirmacién. Ahora bien, como m es finita
y numerablemente aditiva, resulta que la familia (m(A”))ycx es sumable para cada n € IN, de
donde se obtiene, invocando al Corolario 2.1.56, pagina 116, que el conjunto

Xy, = {xeX: m(A}) >0}

es a lo méas numerable. Por esto, el conjunto X, = [J;; X, es numerable y como X es no-
numerable, resulta que X # X,, esto es, existe al menos un x € X tal que x ¢ X,, lo cual
significa que m(A?) = 0 para todo n € N. Definiendo A = |J,_; A?, vemos que m(A) = 0.
Para finalizar la prueba sélo nos resta demostrar que X \ A estd contenido en Seg(x). En
efecto, como Seg(x) es a lo mas numerable, entonces X \ A también seria a lo mads numerable
y, en consecuencia, teniendo en cuenta que m({x}) = 0 para todo x € X, tendriamos que
m(X\ A) = 0 y concluiria la prueba. Veamos entonces que X\ A C Seg(x). Suponga, por
contradiccién, que algin y € X \ A se encuentra fuera de Seg(x). Entonces y > x vy, por lo
tanto, y € A% donde n = T(x,y), es decir, y € A lo cual es absurdo. La prueba es completa. Hl

En particular, si la Hipétesis del Continuo es verdadera, entonces card([0,1]) = R; y se
obtiene el resultado de Banach-Kuratowski.

Corolario 6.6.8 (Banach-Kuratowski). Bajo la Hipétesis del Continuo, si m : 2([0,1]) — [0,1] es
es numerablemente aditiva y m({x}) = 0 para todo x € X, entonces m([0,1]) = 0.
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6.6.3. El Problema de la Medida de Lebesgue y la Aditividad Finita

El Problema de la Medida de Lebesgue se puede formular, casi sin ningtin cambio, en R”"
para cualquier n. En efecto, la tinica modificacién que consideraremos es la ampliacién de la
nocién de invarianza por traslaciéon que se traduce, en este caso, a la invarianza por isometrias,
es decir, una medida m : #(R) — [0, +co] es invariante por isometrias si m(A) = m(¢(A))
para cualquier isometria ¢ : R" — R”. Recordemos que el grupo de la isometrias en R" esta
compuesto por todas las transformaciones geométricas formadas por traslaciones, rotaciones y
reflexiones que no alteran las distancias de un conjunto. Hemos visto que la numerabilidad
aditiva, asi como la invarianza por traslacion de la medida de Lebesgue p son los responsables,
con la colaboracién del Axioma de Eleccién, de la no existencia de una extensién universal de p.
También, en la seccién anterior descubrimos que si se abandona el requerimiento de la invarianza
por traslacién, entonces la tinica extension continua que se obtiene sobre R es la nula siempre que
la Hipétesis del Continuo esté presente. Ahora veremos qué ocurre si se omite la numerabilidad
aditiva pero se mantiene la invarianza por isometrias. Estas consideraciones nos conducen a
analizar las siguientes dos posibilidades: suponer, o bien la aditividad finita, o la x-aditividad o
aditividad no-numerable. Veamos el primer caso, es decir, intentaremos encontrar, en lugar de
una medida numerablemente aditiva, una “medida finitamente aditiva” definida sobre Z(R) que
extienda a y, con el requerimiento adicional de ser invariante por isometrias, en otras palabras,
cexiste una extension universal finitamente aditiva e invariante por isometrias de la medida de Lebesgue
en R", es decir, ;se puede determinar la existencia una funcion de conjuntos m que cumpla:

(B1) 0 <m(A) < +oo para todo A C R".
(B2) m(Q) = u(Q) para cualquier paralelepipedo Q C R".

(B3) ma es invariante por isometrias.
(Bs) ma es finitamente aditiva?

Este problema es conocido como El Problema de la Medida de Hausdorff y posee dos respuestas
que son realmente sorprendentes pues depende de la dimensién n del espacio. En efecto, en
1914, Felix Hausdorff (1869-1942), un astrénomo Judio-Alemén a quien no le incomodaba usar el
Axioma de Eleccién, estudié en gran profundidad dicho problema demostrando que si n > 3,
entonces no existia ninguna extensién universal finitamente aditiva e invariante por isometrias de
la medida de Lebesgue en IR". De hecho, Hausdorff, con la complicidad del Axioma de Eleccién,
demuestra que existe una descomposiciéon de la superficie de una esfera de radio 1 (en R®) en
cuatro conjuntos A, B, C y D con las siguientes propiedades: D es numerable, A=B=Cy
A = (BUC) (= significa que los conjuntos son congruentes entre si, es decir, existe una biyeccién
isométrica entre ellos). Por consiguiente, si existiese una funcién de conjuntos A que satisfaga
las condiciones (a1), (x2), (#3) y (a4)" se tendria que la medida de D serfa A-nulay que

m(A) = m(B) = m(C) = > y m(4) = m(BUC) = 1

lo que conduciria a una contradicciéon. Esta descomposicion serd conocida posteriormente, gracias
a Borel, como la Paradoja de Hausdorff. Sin embargo, a Hausdorff le fue imposible resolver dicho
problema para n =1y n = 2.

La investigaciéon de Hausdorff fue continuada por el joven matemaético polaco Stefan Banach
quien también era, al igual que la mayoria de los mateméticos polacos, partidario de usar el
Axioma de Eleccién sin limitaciones. Banach demostr6, en 1923, con la ayuda del Principio del
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Buen-Orden, equivalente al Axioma de Eleccién, que El Problema de la Medida de Hausdorff
posee solucion positiva en los espacios R y RR?. Esto significa que en R y R? la medida
de Lebesgue no es la tinica medida que es finitamente aditiva, normalizada e invariante por
isometrias. Este hermoso resultado de Banach parece ser el tinico mejoramiento razonable de la
medida de Lebesgue. Sin embargo, como afirma K. Cielsielski en [34]: “si queremos mantener la
Teoria de la Medida de Lebesgue uniforme para todas las dimensiones, no podemos aceptar la
solucién de Banach sobre R? como la mejor solucién al Problema de la Medida”

A causa de esta disparidad del Problema de la Medida de Hausdorff entre los casos n € {1,2}
y n > 3, Banach se propone investigar en profundidad la prueba de Hausdorff para el dltimo
caso. Al mismo tiempo, Alfred Tarski, un alumno de Sierpiniski, investiga un problema similar.
Banach y Tarski escribieron juntos un articulo [9] demostrando, entre otras cosas que:

Es imposible particionar un poligono P C IR? en un niimero finito de piezas y luego reensamblar
dichas piezas para obtener otro poligono conteniendo estrictamente a P. Sin embargo, contrario
a lo que ocurre en R?, ellos prueban que si S1 y Sy son dos esferas de R3, entonces es posible
descomponer a Sy en un niimeros finito de piezas y luego reensamblar dichas piezas por medio de
traslaciones y rotaciones para obtener exactamente a S.

Esa descomposicién, que posteriormente sera llamada la Paradoja de Banach-Tarski, solo es
posible usando el Axioma de Eleccién. Es importante destacar que aunque el resultado anterior
fue nombrada una paradoja, dicho resultado es, en realidad un TEOREMA de la Teoria de la
Medida. A modo de broma algunos matemaéticos sugieren que la aplicaciéon de la Paradoja de
Banach-Tarski podria resolver todos los problemas monetarios de cualquier pais: basta con aplicar
dicho resultado a cada moneda para convertirla en dos del mismo valor.

El resultado inesperado de la duplicacién de un conjunto en la Paradoja de Banach-Tarski
sucede porque la medida es finitamente aditiva. ;Qué ocurre si removemos esta condicién?,
es decir, ¢si eliminamos la aditividad finita garantizamos que paradojas como la Paradoja de
Banach-Tarski no ocurrirdn?

Los resultados de Hausdorff, Banach y Tarski atrajeron la atencién de John von Neumann
(1903-1957) quien, en 1929, arrojé luz a la Paradoja de Banach-Tarski y, al mismo tiempo, propuso
una nueva generalizacion del Problema de la Medida de Hausdorff. En efecto, von Neumann
demuestra que la dicotomia en el Problema de la Medida de Hausdorff no se debia a la naturaleza
de la recta, el plano o el espacio Euclidiano, es decir, no dependia de la dimensién del espacio
sino del grupo de isometrias utilizado. Para ello, él hizo lo siguiente: tomé un conjunto arbitrario
X, M un subconjunto cualquiera de X y & cualquier grupo de aplicaciones biyectivas de X
sobre si mismo. Entonces defini6 lo siguiente:

m es una (X, M, ®)-medida si cumple con las siguientes condiciones:

(a) m(M) = 1.

(b) m(E) = m(¢(E)) para cualquier ¢ € & y E C X.

(¢) m(EUF) =m(E) +m(F) si E,F son disjuntos.
Por supuesto, este nuevo enfoque alteré el Problema de la Medida de Hausdorff en dos aspectos
fundamentales: en primer lugar, se reemplazé el espacio R" por un conjunto arbitrario y, en
segundo lugar, se consideré un grupo arbitrario en lugar del grupo de las isometrias de RR".
von Neumann entonces demuestra una condicién suficiente para la existencia de una (X, M, &)-

medida y prueba que esta condicién se satisface para el grupo de isometrias en el caso n =1, 2,
pero no para n > 3. Similarmente, él demuestra que si & es un grupo libre con dos generadores
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y sin puntos fijos, como es el caso del grupo de isometrias de R" con n > 3, entonces una tal
(X, M, ®)-medida no existe.

En el mismo afio 1929, pero un poco después del trabajo de von Neumann, Banach generaliz6
el Problema de la Medida de Hausdorff en una direccién totalmente diferente. Su nuevo punto
de vista coloc6 el problema en el marco de la Teoria de Conjuntos en lugar del punto de vista
geométrico o, aun, de la Teoria de Grupos de von Neumann.

La aditividad no-numerable o x-aditividad entra en el juego del Problema de la Medida del
modo siguiente: Asumiendo la Hipétesis del Continuo Generalizada, Banach pudo demostrar, en
1930, que si existe una medida continua no-trivial sobre X, entonces existe un cardinal inaccesi-
ble x < card(X). Para lograr esto, Banach se ve en la necesidad de promover dos cambios al re-
sultado anteriormente demostrado por él y Kuratowski: el primer cambio consisti6é en reemplazar
la Hipétesis del Continuo por la Hipétesis del Continuo Generalizada y, el segundo, la condicién
de aditividad numerable la reemplaza por la de x-aditividad o adtividad no-numerable.

Definicién 6.6.9. Sean X un conjunto no-vacio X y « un cardinal no-numerable. Una funcién de
conjuntos m : P (X) — [0,400) se llama k-aditiva si para cualquier cardinal A < x y cualquier
coleccion disjunta de subconjuntos de X, (Ay)a<r, se cumple que

m< U Azx) = ) m(Ay).

<A <A

Observe que como m(X) < +oo, entonces la familia {m(A,) : « < A} es sumable y, en
consecuencia, la coleccion {a : m(A,) > 0} es a lo mds numerable. Noétese que la Ny-aditividad
es de hecho la numerabilidad aditiva.

Con base en esas hipétesis y algunas nuevas definiciones, Banach demuestra que:

Teorema 6.6.10. Sea x un cardinal no-numerable. Si sobre un conjunto X se puede definir una medida
m: P(X) — [0,+00) x-aditiva, entonces x es un cardinal inaccesible.

Como corolario a este resultado, Banach demuestra que si « es el primer cardinal inaccesible,
k > Np y el namero cardinal de un conjunto X es igual a A < «k, entonces, si existe una
medida sobre X, ella s6lo puede ser finitamente aditiva. De este modo concluye que el continuo
es demasiado pequefio para aceptar una medida numerablemente aditiva. Algunas referencias para
ampliar estas notas son, por ejemplo, [100, 101, 137].

6.6.4. El Problema de la Medida de Lebesgue y el Axioma de Determinacién

Sin el Axioma de Eleccidn existe otra via de resolver el Problema de la Medida. En efecto, el
Axioma de Determinancia es quien ofrece esa solucion. Esta otra direccién de la investigacién del
Problema de la Medida de Lebesgue consiste en afiadir al sistema ZF un nuevo axioma conocido
como el Axioma de Determinacion, AD, el cual estipula que ciertos juegos infinitos con informacién
perfecta jugados entre dos personas siempre son determinados; es decir, uno de los jugadores posee una
estrategia ganadora. En 1962, ]J. Mycielski y H. Steinhauss introdujeron ese axioma. Aunque los
autores no afirman que este nuevo axioma sea “intuitivamente verdadero”, ellos consideran que
dicho axioma es muy interesante pero hacen notar que éste posee un problema de consistencia,
es decir, la cuestién de si ZF + AD es consistente si, y s6lo si, es consistente ZF, es aun un
problema por resolver. La investigacion en profundidad de las consecuencias del Axioma de
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Determinacion es, tal vez, el desarrollo mds distintivo y fascinante de la Teorfa Moderna de
Conjuntos, incluyendo las profundas y sorprendentes conexiones con los grandes cardinales.
Una de las magnificas consecuencias del Axioma de Determinacién es que el Problema de la
Medida de Lebesgue posee una solucién positiva. Esto hace que el Axioma de Determinacién sea
altamente deseable.

| » ElJuego G(X, A).

Sean X un conjunto no-vacioy A un subconjunto de XN. Eljuego infinito G(X, A) se lleva
a cabo del modo siguiente: dos jugadores « y B eligen, alternativamente, elementos xg, x1, x2, . ..
en el conjunto X. Eljugador « es quien inicia la partida escogiendo sucesivamente la subsucesion
X0, X2, X4, ..., mientras que el jugado P elige la .subsucesién x1,x3,xs5,... Al jugador a se le
declara ganador del juego si la sucesién (x,);_; pertenece al conjunto A. En caso contrario, el
ganador es el jugador pB. Este juego es lo que se llama un juego con informacién perfecta ya
que cada jugador conoce cudl ha sido la elecciéon de su oponente en cualquier paso anterior en el
juego.

Eljuego G(X, A) se llama determinado si uno de los jugadores posee una estrategia ganadora.
Una estrategia para uno de los dos jugadores en el juego G(X, A) es una funcién que indica al
jugador el elemento x, que tiene que elegir en el n-ésimo paso, tomando como referencia la
sucesiéon xg, x1,...,X,—1 de elementos elegidos hasta ese momento. Una estrategia es ganadora

si jugando de acuerdo con la estrategia se gana el juego, sin importar cudl es la elecciéon de su
oponente en cada paso.

| » EI Axioma de Determinacién: G(IN, A) es determinado para cualquier A C NN,

Lo primero que debemos advertir es que el Axioma de Determinacion es inconsistente con el
Axioma de Eleccién en el sentido de que en ZFC existe un juego que no es determinado. De hecho, si
B es un conjunto de Bernstein, entonces G(IR, B) no es determinado (véase, por ejemplo, [41], p.
408). Mejor aun, los resultados que se muestran a continuacién asi lo confirma.

Mencionaremos ahora varios hechos que son sorprendentes e increibles cuando se acepta el
Axioma de Determinacion (véase, por ejemplo, [74], pag. 627-630 y [71], pag. 150-156):

Bajo el Axioma de Determinacién se cumple que:

1) Cualquier subconjunto de R es medible Lebesgue, es decir, 2(R) = 9, (R).
2) La medida de Lebesgue es numerablemente aditiva sobre & (R).

3) De (1) y (2) se concluye que E1 Problema de la Medida de Lebesgue en R tiene solucién positiva.

4) No existen descomposiciones paraddjicas como la de Banach-Tarski.

5) Todas las soluciones de la ecuacion de Cauchy f(x +y) = f(x) + f(y) son continuas.

6) El espacio vectorial Rg no posee base de Hamel de dimensién infinita.

(
(2)
(3) D
(4)
(4) No existen ultrafiltros libres sobre IN.
(5)
(6)
(7)

7) Ny es un cardinal medible. En particular, inaccesible.
El altimo comentario que queremos ofrecer es que en el desarrollo axioméatico de la Teoria de

la Probabilidad iniciada por A. Kolmogorov en 1933, se establecié que la numerabilidad aditiva de
la medida era de importancia fundamental para tal desarrollo de modo que, en ese contexto, se
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requiere de la numerabilidad aditiva de la medida aun a expensa de que no se pueda “medir”
a todos los subconjuntos de R. En general, la numerabilidad aditiva es, matematicamente, una
condicion muy poderosa; sin embargo, la condicién finitamente aditiva es un concepto mucho
mdés manejable y menos restrictivo.

6.7. Ejemplos y Contraejemplos Usando la Funcién de Cantor

Esta corta seccion es relevante pues nos muestra algunos extraordinarios e increibles contra-
ejemplos usando la funcién de Cantor.

Ejercicio 6.7.1. Sea ¢ la funcién de Cantor sobre [0,1] y defina @, :[0,1] — [0,2] por

Dp(x) = x + ¢p(x)
para todo x € [0,1]. Entonces:

(a) @ es un homeomorfismo.

Prueba. Puesto que ®.(0) =0y @.(1) =2 se sigue de la Propiedad del Valor Intermedio
que para cualquier y € (0,2), existe un x € (0,1) tal que y = @ (x). Esto prueba que
®.([0,1]) = [0,2]. Por otro lado, como ¢ es creciente y la funcién identidad Id(x) = x
es estrictamente creciente, resulta que @ también es estrictamente creciente. En particu-
lar, @, es una funcién continua y biyectiva. Se sigue del Teorema 3.1.18 que &, es un
homeomorfismo. [

(b) @ no preserva la medida de conjuntos medibles, es decir, la igualdad

no se cumple para todo E € M, (R).

Prueba. Nuestra tarea es demostrar que y(CIJF(l")) = 1. Para verificar esta afirmacion, sea

{]n (k) :nmeN, k=1,...,2" — 1} el conjunto de todos los intervalos abiertos borrados en
la construccién de T' y suponga que (J,){°; es una lista de tales intervalos. Sabemos que
dicha coleccién es disjunta. Sea x, = ¢.(J,) y note que

® (1) = (d+¢)(J) = Ju+ .

Ademds, la sucesion (], + x,,)5_; es disjunta. Sea G = |J;,_; J». Entonces

®.(G) = (Id +¢p) (an> = JUn+x) € Mu(R)

n=1

y asi, como u es invariante por traslacién y numerablemente aditiva,

‘u(q)r(G)) = Z,u(]n‘i‘xn) = Z,u(]n) = ]/l(G) = 1.
n=1 n=1

Por otro lado, teniendo en cuenta que

() = @.([0,1]\G) = [0,2]\ ®.(G) € M,(R)



Sec.6.7 Ejemplos y Contraejemplos Usando la Funcién de Cantor 355

resulta entonces que

Esto termina la prueba. u

En particular, ®. es un ejemplo de un homeomorfismo que transforma un conjunto de medida
cero en un conjunto de medida positiva.

& no preserva conjuntos medibles segiin Lebesgue, es decir, la implicacion
EeM(R) = &(E) € M(R)

no siempre se cumple.

Prueba. Como @.(I') > 0, el Teorema 6.5.3 nos garantiza la existencia de un subconjunto
no-medible A* C CIJF(I"). Por ser @ biyectiva,

-1 * -1
D (AY) € @) (@.(T)) =T
y puesto que pu(I') = 0, resulta que todos sus subconjuntos son medibles, en particular,

CIJE 1 (A*) es medible. Finalmente, usando de nuevo el hecho de que CIDT es biyectiva, tenemos

que @ (E) = A*, donde hemos puesto E = CDr_l(A*). |

En particular, ®. es un ejemplo de un homeomorfismo que transforma un conjunto medible
Lebesgue en un conjunto no-medible.

Existe conjunto medible Lebesgue que no es medible segiin Borel. De modo mds preciso: si A*
es un subconjunto no-medible en @ (T'), entonces

@1 (A") € My(R) \ Bo(R).

Prueba. Recordemos que CD; 1(A*) C T' y, en consecuencia, medible segtiin Lebesgue. Por
otro lado, como todo homeomorfismo transforma conjuntos de Borel en conjuntos de Borel,
Lema 6.3.22, pagina 272, resulta que si P 1(A*) fuese de Borel, tendriamos que A* =

QL (D 1(A*)) seria un conjunto de Borel, en particular, medible segtin Lebesgue lo cual es

imposible por nuestra hipétesis. Por esto, el conjunto E = & 1(A*) no es un conjunto de
Borel. [

En particular, I' contiene un subconjunto que no es medible segiin Borel. Véase también el
Ejemplo (4) de la pagina 337. Esta observacién no deberia ser una sorpresa. En efecto, del
hecho de que

M,(R) = Bo(R)UN,(R),

resulta que para localizar conjuntos medibles segtin Lebesgue que no son borelianos, sélo
hay que buscarlos en conjuntos de medida cero.
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(e) uo, la medida de Borel, no es completa.
Prueba.De (c) y (d) sabemos que existe un conjunto no-medible segin Lebesgue A* C
&, (T) tal que
(a) @A) CT, y

(b) @1 (A%) € My (R)\ Bo(R).

Puesto que puo(I') =0y CIDF_l(A*) no es un boreliano, resulta que yo(cbljl(A*)) no estd definido v,
en consecuencia, no puede satisfacer la condicién ‘uo(qD; L(A")) =0. [

Sea f :[a,b] — R una funcién continua y denote por Gy el conjunto de todos los puntos de
constancia de f, es decir, x € Gy si, y s6lo si, f es constante en un entorno abierto de x. Por
ejemplo, si f = ¢, se tiene entonces que Gy = [0,1] \T. Observe que Gy es siempre un
conjunto abierto en la topologia relativa de [a, b].

Teorema 6.7.1. Sea f : [a,b] — R una funcién continua y monétona. Las siquientes condiciones
son equivalentes:

(1) w(la, 0]\ Gy) = 0.

(2) fY(A) € My ([a,b]) para todo conjunto A C R.

Prueba. (1) = (2). Siendo Gy un conjunto abierto (en la topologia relativa de [a, b]), existe
una sucesion disjunta (In)zoz1 de intervalos abiertos tal que Gy = (J;_;I» y f es constante
en cada intervalo I,, n = 1,2,... Sea E el conjunto de los puntos extremos de todos los
intervalos I,. Considere ahora las restricciones de f alos conjuntos GfUE y [a,b]\ (GfUE)
y llamémoslas, respectivamente, fo y fi; es decir,

fo = flg;uE y fi = flgon\cruE):-
Notese que
f=foth y GfUE:UTn.
n=1

Si A es un subconjunto arbitrario de R, resulta que f, '(A) esun F, incluido en [a,b] y

fi'(A) C [a,b]\ Gy,

Puesto que f~1(A) = f; ' (A) + f; '(A), entonces la igualdad ([a, b] \ G¢) =0 implica que
fi*(A) es medible y, en consecuencia, f 1(A) es medible segtin Lebesgue.

(2) = (1). El hecho de f es monétona nos indica que f; es inyectiva y

fo(Gf U E) N fl([a, b] \ (Gf U E)) = . (*)

Suponga que j([a,b] \ Gs) > 0. En particular, como E es numerable, se tiene que

u([a,b] \ (GfUE)) > 0.
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Una llamado al Teorema 6.5.3, pagina 315, nos garantiza la existencia de un conjunto no-
medible V C [a,b] \ (GfUE). Puesto que f; es inyectiva, la igualdad (*) nos revela que
f~Y(f(V)) = V. Esto, por supuesto, contradice nuestra hipétesis (2). [

Puesto que [0,1] \ G"’r =T, se tiene que:

P 1(A) es medible segtin Lebesgue en [0,1] para cualquier conjunto A C R.

Recordemos, Lema 6.3.22, pagina 272, que toda funcién continua e inyectiva transforma con-
juntos de Borel en conjuntos de Borel. La funciéon de Cantor, aunque es continua pero no
inyectiva, posee la misma propiedad:

¢ (B) € Bo(R) para todo conjunto de Borel B C [0,1].

Prueba. Sea B un conjunto de Borel incluido en [0, 1]. Entonces
¢ (B) = ¢ (BN Gq,r) U ¢ (BNE) U ¢ (B\ (Gy. U E)),

donde E es el conjunto de los puntos extremos de las componente de G"’r' Los conjuntos
¢ (BN G"’r) y @ (BNE) son alo mas numerables. Por otro lado, como la restriccion de
¢ al conjunto [0,1] \ (G, UE) es un homeomorfismo, resulta que ¢ (B\ (G, UE )) esun
conjunto de Borel y, en consecuencia, ¢.(B) es un conjunto de Borel. n

Para cada funcién f: [a,b] — R defina

Ra(f) = {yeR: card(f '({y}) = +o0)}.

Una funcién f : [a,b] — R se dice que satisface la condicién de Banach si

n(Ra(f)) = 0. (1)

¢ satisface la condicién de Banach.

Prueba. Para cada y € Ra(¢;), sean x; = inf gor_l({y}) y x, = sup gor_l({y}). Como ¢,
es creciente y constante sobre cada intervalo abierto de G = [0,1] \ T, resulta que @ #
(xy, xy) gor_l({y}), de donde se obtiene que

(xy,,xy,) N (xy,,x,,) = @ siempre que Y1 # ya.

Puesto que cualquier coleccién disjunta de intervalos abiertos es a lo mds numerable, se tiene
que Ra(¢;) esalo méas numerable. De esto se sigue que (1) se cumple. |

(i) @y es uniformemente continua, pero no es Lipschitz (Véase el Corolario 9.1.10, pagina 460).

(j) @p noes absolutamente continua (Véase el Ejemplo 9.1.8, pagina 512).
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6.8. Ejercicios Resueltos

Esta seccién estd dedicada, como su nombre lo indica, a desarrollar ciertos resultados com-
plementarios que pueden ser de algtn interés al lector.

Ejercicio 6.8.1. Sea E un subconjunto cerrado de [0,1] con u(E) = 1. Pruebe que E = [0,1].

Prueba. Suponga que E # [0,1] ysea V = [0,1] \ E. Entonces V es un abierto no vacio y, por
consiguiente, (V) > 0. Puesto que [0,1] = EU([0,1] \ E) = EUV, resulta que 1 = u([0,1]) =
#(E) 4+ u(V) > 1. Esta contradiccién establece que E = [0, 1]. |

Ejercicio 6.8.2. Sea D C [0,1] medible con u(D) = 1. Demuestre que D es denso en [0,1]. En
particular, si D es cerrado con u(D) =1, entonces D = [0, 1].

Prueba. Suponga que D no es denso en [0,1]. Esto significa que existe un conjunto abierto no
vacio G C [0,1] tal que DN G = @. Se sigue entonces de la aditividad de y que

1 > u(DUG) = u(D) + u(G) = 1+ u(G) > 1
pues u(G) > 0. Esta contradiccion establece que D es denso en [0, 1]. [
Ejercicio 6.8.3. Sea E € 9, (R) tal que u(E) = 0. Pruebe que int(E) = @.

Prueba. Claramente u(int(E)) = 0. Si suponemos que int(E) # &, entonces existe un intervalo
abierto J C int(E) y por lo tanto 0 = u(int(E)) > u(J) > 0. Esta contradiccién establece que
int(E) = @. [

Ejercicio 6.8.4. Sea E C [0,1] tal que pu(int(E)) = u(E). Pruebe que E € M, (R).

Prueba. Puesto oE = E \ int(E), entonces u(dE) = u(E) — u(int(E)) = 0. Por otro lado, como
E\int(E) C, resulta que E \ int(E) C JE es medible y, asi, E = int(E) U (E \ int(E)) es medible
ya que int(E) es un conjunto abierto. |

Ejercicio 6.8.5. Sea E € M, (R) tal que u(E) > 0. Pruebe que existen x,y € E tal que |x —y| es
irracional.

Prueba. Si para todo x,y € E ocurre que |x — y| es racional, entonces E C x + Q para cualquier
x € E, de donde se sigue que E es numerable y, por lo tanto, j(E) = 0.

Ejercicio 6.8.6. Sea E el conjunto de todos los puntos en [0,1] cuya representacién decimal no usa el
digito 7. Pruebe que u(E) = 0.

Prueba. El conjunto E se puede construir, geométricamente, del siguiente modo: comience di-
vidiendo el intervalo [0,1] en 10 subintervalos cerrados no-superpuestos de igual longitud,
digamos J; = {I}, I{, ..., I3} y elimine de éste conjunto el octavo intervalo semi-cerrado I =
[7/10,8/10). Observe que

BENE =0 y u(ld) = —.
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Iz

En el siguiente paso, subdivida cada uno de los intervalos en J; \ {I}} en 10 partes iguales y
denotemos a estos 90 intervalos por J», es decir,

2 2 72 2 2 2
]2 == {Ioo, ceey 109, 110, ceey 119, ...,190, ceey 199}
2 2 2 2 2 2 2 1 2 2
IO7 117 127 137 147 157 167 17 187 197

Como antes, elimine de J, los 9 intervalos semi-cerrados 1137, ke {0,1,...,9}, k# 7,y observe
de nuevo que

9 9
1
( LJQ§>rWE =0 y y< LJI@) =9 15

k=0, k#7 k=0, k#7

En el n-ésimo paso, subdivida cada uno de los 9"—1 jintervalos restantes en 10 subintervalos
de igual longitud y remueva el octavo intervalo semi-cerrado de cada uno de ellos. La unién de
todos estos intervalos borrados posee longitud 9"~!/10". La interseccién de todos los intervalos
que permanecen en cada subdivision es el conjunto E. Luego,

= g1 1 /9\"
E) =1-2 J5r =1-52, (Iﬁ)

n=1 n=1

1 9/10 1

9 1-9/10 (9 9) 0

Ejercicio 6.8.7. Sea E el conjunto de todos los puntos en [0, 1] cuya representacién binaria posee un cero
en todas las posiciones pares. Pruebe que u(E) = 0.

Prueba. Para cada n € IN, sea

E, = {X € [0,1] X = (0,611 0a30a50ay7 ... 0ap,41 242 )2}

1 2 3
B = [0' ZMZ' Z]
_ 1 2 3 8 9 10 11
=0z YigelV gzl ez
n 1

E, = kL_Jl]k, donde P‘(]k) = Tl parakzl,..,,2”,

y observe que
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Por lo tanto, para todo n > 1 se cumple que

27‘! 211 1
H(En) = ZV(]k) = = o
k=1

Ademas, Ey D E; D E3 D -+ y E = (\_{Es Puesto que u(E;) < oo, resulta, por una
aplicacion del Teorema 6.3.47, que
y 1
u(E) = lm u(E,) = lim 2 = 0.

Ejercicio 6.8.8. Sea E € 9, (R) con u(E) > 0. Diremos que x € R es un punto de Lebesgue de E
si W(ENJy) > 0 para todo intervalo abierto ], conteniendo a x. Sea

E; = {x € R : x esun punto de Lebesgue de E}.

Pruebe que:
(1) E4 es perfecto.
(2) u(E\Es) =0.

Prueba. (1) En primer lugar vamos a demostrar que E_ es cerrado. En efecto, sea x un punto de
acumulacién de E.. Para comprobar que x € E; debemos demostrar que u(ENJy) > 0 para
cualquier intervalo abierto |, conteniendo a x. Sea entonces ], un intervalo abierto conteniendo
a x. Como x un punto de acumulacién de E resulta, por definicién, que ], contiene puntos
de E, distintos de x. Sea xp € JxNE; tal que xop # x. Puesto que xop € E; y J; es un
intervalo abierto conteniendo a xy se tiene que p(ENJy) > 0, lo cual prueba que x € E;. Se
sigue entonces del Corolario 2.2.13, que E; es cerrado.

Veamos ahora que E/, = E;. Como E; es cerrado, el Corolario 2.2.13, nos dice que E’ C
E,. Sea ahora x € E,. Necesitamos demostrar que x € E’, es decir, que cualquier entorno
de x contiene puntos de E distintos de x. Seleccione entonces un intervalo abierto arbitrario
Jx conteniendo a x y veamos que existe al menos un zp € (ENJy) \ {x} tal que zp € E;. En
efecto, suponga, para construir una contradiccioén, que cada uno de los puntos z € (ENJy) \ {x}
no pertenece a E. Observe que z ¢ E, significa que existe un intervalo abierto I, conteniendo
a z talque u(ENI;) =0. Sea

¢ = UL

z€(ENJx)\{x}

Entonces G es un conjunto abierto el cual se puede escribir como una unién numerable y disjunta
de intervalos de la coleccion {I, : z € (ENJy) \ {x}}, véase el Teorema 2.2.4, pagina 122. Escriba

entonces a G como
(o)

G =L,

n=1
y observe que x ¢ G y u(EN1I,) =0 para todo n > 1. Mas aun,

[ee]

wENG) = Zy(EﬂIzn) = 0.

n=1



Sec.6.8 Ejercicios Resueltos 361

Ahora bien, como x € E; resulta, por definiciéon, que u(ENJy) > 0 y como ademds ENJ, =
EN(GU{x}), se tiene entonces que

0 < pENJ) = pu(EN(GU{x})) = p(ENG) + p({x}) = 0.

Esta contradiccion establece que existe al menos un zp € (ENJy) \ {x} tal que zp € E; y, en
consecuencia, x € E/,.

(2) Observe que, para cada x € E\ E; existe un intervalo abierto ], conteniendo a x tal que

u(ENJy) =0. Sea
G = U I

XEE\E+

Entonces G es abierto el cual, como sabemos, se puede escribir como una unién numerable y
disjunta de intervalos de la coleccion {J, : x € E\ E;}, digamos G = |J;_;Jy,- De aqui se
sigue que

[ee]

WENG) = Y wENT,) =0,

n=1

y como E\ E; C ENG, resulta entonces que u(E\ E;) =0. [

Si tomamos E = Q, resulta que E es medible y tanto él, asi como su complemento, son
ambos densos en R; sin embargo, (ENJ) =0 y wu(E°NJ) > 0 para cualquier intervalo
abierto | C R. El siguiente ejemplo muestra la existencia de un conjunto medible E de medida
positiva tal que él y su complemento son ambos densos en [a,b] y p(ENJ) >0y u(E°NJ) >0
para cualquier intervalo abierto | C RR.

Ejercicio 6.8.9. Existe un conjunto E € 9,([a,b]) con la siguiente propiedad: para cada intervalo
abierto | C [a,b] se cumple que

wEN]) >0 y w(E‘N]) >0

Prueba. Sea (In):;:l una enumeracién de todos los intervalos abiertos con extremos racionales
incluidos en [a,b]. Elija, haciendo uso del Teorema 6.4.2, pagina 304, un conjunto nunca-denso
Dy C I con u(D;) > 0. Puesto que D; es nunca-denso, existe un intervalo abierto (a1,b;) C I
tal que (a1,b1) N Dy = @. Por una nueva aplicaciéon del Teorema 6.4.2, seleccione un conjunto
nunca-denso Dy C (a1,b;) de medida positiva. Tenemos entonces dos conjuntos nunca-densos
D; y D,, ambos con medida positiva, tales que

DiNDy, = @ y DiuUD, C L.

Como D; UD;, es nunca-denso y el intervalo I, es un abierto no vacio, podemos seleccionar
un intervalo (ap,b2) C I, disjunto de D; U D;. Escoja un conjunto nunca-denso D3 C (ap, by)
de medida positiva y use el hecho de que D3 es nunca-denso para elegir un intervalo abierto
(a3, b3) C (az,by) disjunto de D3. De nuevo, dentro del intervalo (a3, b3), construya un conjunto
nunca-denso Dj de medida positiva. De esta forma, hemos construido otros dos conjuntos
nunca-densos D3 y Dy, cada uno con medida positiva, tales que

DisNDy = @ y Ds3;UD, C Db.
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Continuando indefinidamente con este procedimiento, se logra generar una extrafia sucesiéon de
conjuntos (Dy,—1 U Dy,)$ ;, cada uno de los cuales es nunca-denso y, ademds, satisfacen las
siguientes relaciones:

Dy, 1N Dy = &, Dy, 1UDy, C I y V(Dn) > 0

para todo n > 1. Sea E = |J;_; D2,. Veamos que E tiene las propiedades deseadas. En efecto,
sea | = (a,B) un intervalo abierto arbitrario incluido en [a,b] y seleccione un n € IN de modo
tal que I, C J. Por construcciéon, Dy, C I, y asi, Dy, C ENJ. Por esto

w(EN]) > u(D,) > 0.

Similarmente, D,,_1 € E°N ] y, en consecuencia,

La prueba es completa. n

Ejercicio 6.8.10. Sea V un conjunto no-medible. Pruebe que existe un € > 0 tal que cualesquiera sean
los conjuntos medibles E y F satisfaciendo V C E y V¢ C F, entonces se cumple que

u(ENF) > e

Prueba. Suponga que la conclusién es falsa. Esto significa que para cada entero n > 1, existen
conjuntos medibles E, y F, tales que

V CE,, V¢ C F, y u(E,NFE,) < 1/n.
Observe que los conjuntos E = (" E, y F =(,_; Fx son medibles y satisfacen:
V CE, VECF 'y u(ENF) =0.

Ahora bien, puesto que E es medible, se sigue del Criterio de Carathéodory, Teorema 6.3.58, que
cualquiera sea el conjunto A C R la igualdad

i (A) = W (ANE) + p*(ANE)
siempre es vélida. Fijemos un conjunto A € R. Como E° C V¢ C F, resulta que
F = FN(EUE*) = (FNE)UES*

y, en consecuencia,
ANF C (ANENF)U(ANES).

De esto ultimo y la igualdad p*(ENF) = u(ENF) =0, se concluye que
W(ANF) < y(ANENF) + u*(ANE°)
< w(ENF) + p(ANES)
— W(ANE)
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y, por consiguiente,
W(ANF) + u(ANE) < p"(ANEY) + p(ANE) = p*(A) (1)
Finalmente, como

VCE = u'(ANV) < u'(ANE) vy

VOCF = u(AnV® < u"(ANF),

entonces de (1) se obtiene que
W(ANV) + p*(AnVe) < u*(A).

Puesto que el conjunto A fue seleccionado de modo arbitrario, se concluye, por una nueva
aplicacion del Criterio de Carathéodory, que nuestro conjunto V' es medible. Esta contradicciéon
finaliza la prueba. u

Ejercicio 6.8.11. La funcion caracteristica del conjunto de Cantor x : [0,1] — R es discontinua sobre
'y continua sobre [0,1] \ T. Lo mismo es cierto para x . , donde T, es cualquier conjunto tipo-Cantor
en [0,1] de medida cero.

Prueba. Sea x € I Como I' no contiene intervalos, resulta que para cada n € IN, el intervalo
(x—1/n,x+1/n) g I' y, en consecuencia, podemos elegir un x, € (x —1/n,x +1/n) de modo
tal que x, ¢ I'. Claramente x, — x, pero

0 = xplm) /= xp(x) = 1

Esto prueba que x, es discontinua en x y como dicho punto era arbitrario, se concluye que x|
es discontinua sobre TI'.

Sea ahora x € [0,1] \T y sea ¢ > 0. Recuerde que como [0,1]\T = U, J, donde J, =
Ja(1)U---UJ,(2" — 1) es la unién de los 2" — 1 intervalos abiertos borrados en la n-ésima
etapa en la construccién de T', entonces existe un tnico n € IN tal que x € J,(k) para algun
ke{1,...,2" —1}. Sitomamos ¢ < 1/3" resulta que cualquier y que satisfaga 0 < [x —y| < ¢
se tiene que y € J,(k) y, en consecuencia,

X () —x; )| = 0-0] < e

Esto demuestra que x| es continua en x y termina la aprueba. n

Ejercicio 6.8.12. Existe una funcién F : [0,1] — R de clase C' con una cantidad no-numerable de
puntos criticos.

Prueba. Deseamos construir una funcién cuyos ceros sean exactamente los puntos de I'. Comen-
cemos. Puesto que I'® es un subconjunto abierto de IR, existe una sucesién disjunta (In):;1 de
intervalos abiertos tal que I = |J;"_; I,. Para cada n € N, sea K, un conjunto cerrado incluido
en I, y usemos el Lema de Urysohn para determinar una funcién f, : R — [0,1] de clase C*
tal que

fn = 1 sobre K, y fu = 0 fuerade I,.
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En particular, para cada n > 1, f,(x) =0 para todo x € I'. Defina f: R — [0,1] por

=y 0
n=1

Veamos que f es continua sobre IR. En efecto, dado € > 0, escojamos un N € IN de modo que
=1 €
> 7 <3
n=m+1

para todo m > N. Usemos ahora la continuidad uniforme de cada f, para determinar un 4, > 0
tal que
|fu(x) — fu(y)| < €/2 siempre que |x —y| < J,.

Si escojemos 6 > 0 de modo que é < min{dy,...,d,}, resultard que si |x — y| < J, entonces

£(x) — Fy)| = Zf” . \ Z’f” — )l

o0

< Zmzlfn(X);fn(yﬂ S 21 <fsfoe
n=1

n=m+1

Esto completa la prueba de que f es continua. Finalmente, defina F : [0,1] — R por

- /Oxf(t)dt

Como f > 0, se tiene que F es creciente y positiva. Por el Teorema Fundamental del Calculo,
F'(x) = f(x) vy, asi, los puntos criticos de F son los ceros de f el cual incluye al conjunto de
Cantor. Falta verificar que si x,y € I' con x # y, entonces F(x) # F(y). En efecto, sean x,y € T
con x < y. Como I es totalmente disconexo, existe un z € I' tal que x < z < y. Por esto, existe
un ng € N tal que f,,(z) # 0. La continuidad de f,, nos garantiza la existencia de un intervalo

alrededor de z, J, C [x,y] € [0,1] tal que f,,(w) > 0 para todo w € J.. De aqui se sigue que
fno()
] 20n dt > 0

y, por lo tanto,

_ /Oxf(t)dt _ /Oxf(t)dt+/]zﬁ§no dt </f dt+/f (v)-

La prueba es completa. n

6.9. Problemas

(1) Pruebe que si u*(A) =0, entonces u*(AUB) = u*(B) para cualquier conjunto B C R.
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(2) Sean A y B subconjuntos de R. Pruebe que si u*(A A B) =0, entonces u*(A) = u*(B).
(3) Sea E un subconjunto de R y suponga que A # 0. Pruebe que u*(AE) = |A|u*(E).

(4) Sea (I)}_, una coleccién finita de intervalos abiertos cuya unién cubre a los racionales de
0,1]. Demuestre que > ;_; ¢(I;) > 1.

(5) Sea X € M, (R). Demuestre que M(X,R) = {E € M,(R) : E C X} es una c-dlgebra sobre
X.

(6) De un ejemplo de una familia de conjuntos A tal que o(A) = M, (R).

(7) Sea (Ay)pep es una familia arbitraria de o-édlgebras sobre un conjunto X. Pruebe que
(Nuep Aa €s también una o-édlgebra sobre X.

(8) Para cada a < wj defina
A = 20 N
Pruebe que:

(a) Z% N H% C AY para cualquier 1 < 8 < a.

(b) 20 = { U Vi:Vy € U H%} para cualquier a > 2.
n=1

B<a

(c)Si f:R — R es una funcién continua, entonces

Acx) = f1A)ex! y Bell) = f1(B)cr.

(d) Bo(R) = | J ) = (J m.

a<wi a<wi
(e) Para cada & < wy, card(XZY) = card(I1Y) = ¢. Concluya que card(Bo(R)) = «.
(9) Sea A C R y fijemos un ¢ > 0. Una coleccién numerable (V,)$* ; de subconjuntos de R se
llama un d-cubrimiento de A si
(a) diam(V,) < 6 paratodo n >1, y
(b) AC UL, Vi

Defina

Hs;(A) = inf {Z diam(V},) : (Vi)p=1 €s un é-cubrimiento de A} .
n=1

Demuestre que:
(1) Si 61 < &, entonces Hy (A) < Hy(A) paratodo A C R.

(2) Para todo A C R,

u*(A) = lim Hy(A).
0—0



366

Cap.6 La Medida de Lebesgue en R

(10)

(11)

(14)

(15)
(16)

(17)

El siguiente ejercicio indica que en la definicién de p*(A) se puede considerar, en lugar de
colecciones numerables de intervalos de abiertos, cualquier coleccion numerable de intervalos
de longitud finita. Sea A C R. Pruebe que

1 S %i}

u (A = inf{Ze(In) :(In))
n=1

donde Z; es cada una de las siguientes colecciones:

By = {(In)zo_l : AC G Iy, I, = [an,by,] paratodon € ]N}
n=1
By = {(In):lo_l : AC G Iy, I, = (ay,by,] paratodon € ]N}
n=1
By = {(In)zo_1 : AC G Ly, I, = [an, by) paratodon € ]N}
n=1
By = {(In)zo_l : AC G I, I, es de longitud finita para todo n € ]N}

3
Il
—_

Sea E € 9M,(R) y acotado. Si para algtin conjunto infinito numerable y acotado A de
numeros reales se cumple que (a+ E),ca es disjunta, entonces demuestre que y(E) =0. La
conclusion es falsa si el conjunto A se toma finito. Por ejemplo, si E =[0,1) y A = {0,1},
entonces E y 1+ E son disjuntos, pero p(E) > 0. Similarmente, si A no es acotado,
entonces tomando E = [0,1) y A = Z, resulta que la sucesion (a + E),ep es disjunta, pero
#(E) > 0. ;Qué ocurre si A es no-numerable?

Sea E C [0,1] un conjunto medible con la siguiente propiedad: existe un niumero § > 0 para
el cual u(ENJ) > ¢ -¢(]) para cada intervalo abierto | C [0,1]. Demuestre que u(E) = 1.

Sea E C R un conjunto con la siguiente propiedad: existe un ntiimero 0 < § < 1 tal que,
para cada intervalo abierto (a,b) el conjunto EN (a,b) puede ser cubierto por una coleccién
numerable de intervalos (In);o:1 tal que

(o]

> U(ly) <6 (b—a).

n=1
Demuestre que pu(E) = 0.
Sea E € M, (R) con u(E) > 0. Demuestre que y(E + Q) = +oo, donde

E+Q = {x+q: x€E qgeQ}.

Sea E € M, (R) tal que u(E) = 0. ;Es cierto que u(E-E) = 0? Justifique su respuesta.

Sea E € M, (R). Suponga que u(EA(x + E)) = 0 para todo x en algiin subconjunto denso
de R. Demuestre que u(E) =0 o u(R\E)=0.

Demuestre que para cualquier medible E C R con pu(E) = 1, existe un conjunto medible
B CE tal que u(B) =1/2.
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(18)

(19)
(20)

(21)

Sea E € M, (R) y suponga que

b—a
2

H(EN(a,b)) <

para todo a,b € R con a < b. Pruebe que pu(E) = 0.
Construya un subconjunto de R que sea denso, de primera categoria y tenga cardinalidad «.

Pruebe que:
(a) Si A CR es analitico, entonces f~1(A) es analitico.

(b) A C R es analitico si, y sélo si, existe un conjunto cerrado F C R x N cuya proyeccién
proy, (F) = A.
(c) A CRR esanalitico si, y s6lo si, existe una funcién continua y sobreyectiva @ : R\ Q — A.

(d) Si Aj,..., A, son subconjuntos analiticos de R, entonces Aj x --- X A, es analitico en
R",

o]

Sea (qx)$_; una enumeracién de los racionales y defina el conjunto
® 1 1
G = U <qn_ﬁ/qn+ﬁ>
n=1
Demuestre que, para cualquier conjunto cerrado F C R, se cumple que u(GAF) > 0.

Sea A C R un conjunto no-medible con p*(A) < +oo. Pruebe que existe un § > 0 tal que
u(E) < u*(A) — 6 para cualquier conjunto medible E C A.

Pruebe que existe un conjunto no-medible A C R tal que
p«(ANE) =0 y W(ANE) = u(E)
para todo conjunto medible E con p(E) > 0.

Sea E un conjunto medible no-numerable con u(E) > 0. Demuestre que E contiene un
subconjunto no-numerable F con y(F) = 0.

Pruebe que existe una familia no-numerable {N; : t € R} se subconjuntos de R con las
siguientes propiedades: (a) cada N; es numerable y (b) N; N N; es finito para todo s # t.

Definicién 6.9.1 (Borel, 1919). Un conjunto M C R se dice que es fuertemente de medida cero
si para cada sucesion (e,)S_, de niimeros reales positivos, existe una sicesion (In):):1 de intervalos
abiertos tal que

M C U I, y u(l,) < e, paratodo n > 1.
n=1

Pruebe que:
(a) Cualquier conjunto numerable es fuertemente de medida cero.

(b) Si M es fuertemente de medida cero, entonces (M) = 0.



368

Cap.6 La Medida de Lebesgue en R

(27)

(28)

(c) Pruebe que T, el conjunto ternario de Cantor, no es fuertemente de medida cero.
(d) Ningun conjunto conteniendo a un conjunto perfecto es fuertemente de medida cero.

(e) Si f:1]0,1] = R es una funcién continuay M C [0,1] es fuertemente de medida cero,
entonces f(M) es fuertemente de medida cero. Deduzca de esto que existen conjuntos nulos
que no son fuertemente de medida cero.

(f) Bajo la Hipotesis del Continuo, existen conjuntos no-numerables que son fuertemente de
medida cero.

Conjetura de Borel. Ningtin conjunto no-numerable de R es fuertemente de medida cero.

(a) Sean E,F € M, (R) con u(E) >0y u(F) > 0. Demuestre que existen conjunto nulos
M CE vy NCF talque M+ N es no-medible.

(b) Sea E € M, (R). Pruebe que existe N C E tal que y(N) =0y N+ N & 9, (R).

(c) Pruebe que existe un conjunto N C T' tal que N + N es un conjunto de Bernstein en
[0,2].

Sea H C Rg una base de Hamel. Demuestre que:
(a) 1.(30) = 0.
(b) Si E C H es medible, entonces u(E) = 0.

(¢) Si D C H es un conjunto a lo mas numerable, entonces Lin(H \ D, Q) es un conjunto
saturado no-medible.

Sea X C R. Una base de Hamel 3 C X es llamada una base de Burstin relativa a X si
H N B # & para cualquier conjunto de Borel no-numerable B C X. Pruebe que:

(a) Si u(R\ X) = 0, entonces cualquier base de Burstin relativa a X es un conjunto saturado
no-medible.

(b) Si Lin(X,Q) = R, entonces existe base de Burstin relativa a X.
(c) Cualquier base de Burstin (relativa a IR) es un conjunto saturado no-medible.

Pruebe que, bajo la Hipétesis de Continuo, existe una base de H C Rg que es un conjunto
de Lusin.

Sea f : R — R una funciéon de Cauchy. Demuestre que las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) f es continua en un punto xo.

b) f es mondtona creciente.

(

(b)

(c) f(x) >0 para todo x > 0.

(d) f estd acotada por arriba sobre cualquier intervalo finito.
(

e) f estd acotada por abajo sobre cualquier intervalo finito.
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(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(f) f es diferenciable.
() f(x) =ax paraalgin a € R.

Sea f :R — R una funcién arbitraria no idénticamente nula. Cualquier conjunto de la forma
L = f'({y}) donde y € R, es llamado un conjunto de nivel para f. Suponga que f es
una funcién de Cauchy, f # 0. Pruebe que:

(a) Si Ly y L, son dos conjuntos de nivel de f, entonces existeun a € R tal que L; = a+ Ly.
(b) Si L es un conjunto de nivel de f, entonces card(L) =1 o card(L) > N,.
(c) p«(L) =0 para cualquier conjunto de nivel L de f.

(d) Si L es un conjunto de nivel de f, entonces (L) = 0 o L es un conjunto saturado

no-medible.

Para cada cardinal m tal que Ny < m < ¢, existe una funcién de Cauchy f : R — R tal que
card(f(R)) = m y todos los conjuntos de nivel de f son saturados no-medibles.

Bajo la Hipotesis del Continuo, existe una funcién de Cauchy f: R — R tal que f(R) =R
y todos los conjuntos de nivel de f tienen la cardinalidad del continuo y medida cero.

Defina la funcién f : R — R por

lim tan(n!m x) si lim tan(n!mx) existe.
f(x) — n—o00 n—o0
0 si lim tan(n!7mx) no existe.
n—00

Pruebe que f posee las siguientes propiedades:

(a) f(x+4g) = f(x) paratodo x € R y todo g € Q.
(b) f es sobreyectiva.

(c) f essiempre-sobreyectiva.

Pruebe que cualquier funcién acotada y creciente F : [0,1] — R que satisfaga:

F(E) = F(;) y Fl—x) = 1—F(x)

para todo x € [0,1] es la funcién de Cantor.
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CAPITULO 7

Funciones Medibles

En esta capitulo estudiaremos un tipo muy general de funciones a las que llamaremos funcio-
nes medibles. Tales funciones son las que permiten desarrollar una teoria de integraciéon mucho
mads amplia y satisfactoria que la Teorfa de Integraciéon de Riemann. Para lograr tal objetivo se
requiere que los dominios de tales funciones sean subconjuntos medibles de IR con rango en el
conjunto de los niimeros reales extendidos. Estas exigencias conducen a que casi todas las ope-
raciones que se pueden hacer con ellas se preserven, salvo contadas excepciones. Por ejemplo,
todas las operaciones algebraicas entre funciones medibles, asi como tomar limites puntuales,
tomar supremos e infimos, etc., producen funciones medibles, mientras que la composicién de
tales funciones no garantiza, en general, que ella sea medible. El programa sobre las funciones
medibles incluye el estudio de tres resultados fundamentales que jugaran un papel de primer
orden en el estudio sobre la integral de Lebesgue: el primero establece que toda funcién medible se
puede aproximar por una funcion simple, el segundo dice que la convergencia puntual de funciones
medibles es casi convergencia uniforme, y, finalmente, el tercero afirma que toda funcién medible es
casi continua.

7.1. Definicion

Recordemos que una funcién f : R — R es continua si, y sélo si, f~!(G) es un conjunto
abierto para cualquier conjunto abierto G de R. Una pequefia variaciéon de este concepto conduce
a la definicién de funcién medible, de hecho, una funcién f serd medible si, y sélo, si f -1 (G) es
un conjunto medible para cualquier conjunto abierto G de R.

Definicién 7.1.1. Sea E C R. Una funcion f : E — R se dice que es medible Lebesgue, o simplemente
medible, sobre E si E € 9, (R) y para cada a € R, el conjunto

f (@ teol) = {x€E : f(x) > a)

es medible.
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Tal como acabamos de definirla, el dominio de una funcién medible siempre serd un conjunto
medible. Mds aun, asumiremos, a partir de este momento, que el dominio de una funcién, sea ésta
medible o no, serd siempre un conjunto medible salvo que explicitamente declaremos lo contrario.

En ocasiones escribiremos el simboolo E}, o con mas frecuencia [f > 4], para denotar el
conjunto {x € E : f(x) > a} paracada a € R. En particular, si a € {—o0, +-c0}

Ef = {x€E : [f(x)] = oo}.

En general, si X es un conjunto arbitrario y A es una c-dlgebra de subconjuntos de X,
entonces diremos que f : X — R es A-medible si {x € X : f(x) > a} € A para cualquier

a € R. En consecuencia, decir que f: E — R es una funcién medible segtin Lebesgue, significa
que ella es 91, (E)-medible, donde 91, (E) es la coleccién de todos los subconjuntos medibles segiin
Lebesgue incluidos en E.

En lo que sigue, E serd un conjunto medible fijo y el simbolo F,(E) denotard a la familia de
todas las funciones medibles f : E — R.

Ejemplo 7.1.1. Si f : E — R es continua, entonces f € F,(E).

Prueba. Como f es continua, para cualquier 2 € R, se cumple que f!((a,400)) es un conjunto
abierto en R vy, por lo tanto, medible. De esto se sigue

{x€€E: f(x) >a} = f((a,+%))NE € M (R)
y termina la prueba. [

En particular, cualquier funcién f € C.(R) es medible. Si paracada « € R ycada f € C.(R),
consideramos el conjunto
Ko = {xeR: f(x) >a},

resulta que K¢ , es un conjunto Gs-compacto. La o-dlgebra Ba(R) generada por la coleccién
€ = {Kfu: f€C(R), « € R}

es llamada la c-dlgebra de Baire. Observe que Ba(R) es la o-dlgebra mds pequefia tal que
cada funcién f € C.(R) es Ba(R)-medible. Puesto que cualquier conjunto Gs-compacto es un
boreliano, se tiene que Ba(R) C Bo(R). Es facil demostrar que, en realidad, Ba(R) = Bo(R).

Ejemplo 7.1.2. Sea A C E. Entonces x , € F,(E) si, y sélosi, A € My (R).

Prueba. En efecto, para cada 4 € R,

E si a<0
{xGE:XA(x)>a}: A si 0<ax<1
I si a>1.
es medible si, y sélo si, A € M, (R). [ ]

De este resultado se tiene que la existencia de conjuntos no-medibles generan funciones no-medibles.
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Teorema 7.1.2. Sean E € 9, (R) y f: E — R. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) f € Fu(E).

(2) {x€E : f(x) >a} € M,(R) para cada a € R.

(3) {x€E : f(x) <a} € M,(R) para cada a € R.

(4) {x€E : f(x) <a} € M(R) para cada a € R.

Prueba. Para ver que (1) = (2) simplemente observe que

[ee]

{xeE: fx) 2a} = (V{x€E: f(x) >a—1/n} € M(R),

n=1
mientras que (2) = (3) sigue de la relacion
{xeE: f(x)<a} = E\{x€E : f(x) >a} € M,(R).

(3) = (4) se demuestra de modo similar a la implicacién (1) = (2). Finalmente, que (4) = (1),
se obtiene directamente tomando complemento, esto es,

{xeE: f(x)>a} = E\{x€E : f(x) <a} € M(R).
La prueba es completa. n

El siguiente resultado constituye una ttil caracterizaciéon de las funciones medibles la cual
depende fundamentalmente del Lema 6.3.22.

Teorema 7.1.3. Sean E € M, (R) y f: E — R una funcion. Son equivalentes:

(1) f € Fu(E).
(2) f~'(B) € M, (E) para cada conjunto de Borel B C R.

Prueba. (1) = (2). Suponga que f € J,(E) y defina
B = {BCR: f1(B) € M(E)}.

Tal como se demostré en el Lema 6.3.22, pdgina 272, B es una c-dlgebra conteniendoa Bo(R).
En particular, f~!(B) € 9, (E) para cualquier conjunto de Borel B. La implicacion (2) = (1) es
inmediata. u

Es de interés saber cémo son los conjuntos de nivel de una funcién medible, es decir, los
conjuntos de la forma {x € E: f(x) = a} para cada a € R. Por ejemplo, si f es medible, todos
sus conjuntos de nivel son medible como lo muestra el siguiente corolario, aunque el reciproco
no es, en general, cierto.

Corolario 7.1.4. Si f € F,(E), entonces para cada a € R,

{x€E : f(x) =a} € M(R).
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Prueba. Si a € R, entonces

{xeE: f(x)=a} = {xcE: f(x) >a}n{xecE : f(x) <a}

es medible, mientras que si 4 = 4o, entonces

{x€E: f(x) =+c0} = [{x€E : f(x) >n} € M(R).
n=1

El caso a = —oo se demuestra de forma similar. u
El siguiente resultado es un contraejemplo al reciproco del corolario anterior.

Ejemplo 7.1.3. Existe una funcion no-medible f : R — R tal que
{rxeR : f(x) =a} € M(R)
para todo a € R.

Prueba. Usemos el Teorema de Rademacher, Teorema 6.5.3, para seleccionar un subconjunto no-
medible V incluido en (0, 4+0) y defina f : R — R por

x? sio«x
flx) = { <y

—x> si x€R\V.
Sea a € R. Entonces

{0} € M, (R) si a=

{xeR : f(x)=a} = {{Va, —va} e M,(R) si a>0

{V—a, —/—a} e M(R) si a<0.

Sin embargo, tomando a = 0 ¢ V resulta que
{xeR : f(x) >0} =V & M,(R).

Esto nos revela que f no es medible. n

En lugar de considerar todos los ntimeros reales para comprobar si una funcién dada es
medible, es suficiente verificar la condicién de medibilidad en un subconjunto denso (sea o0 no
numerable) de R tal como se prueba en el siguiente resultado.

Teorema 7.1.5. Sean E € M, (R), D un subconjunto denso de R y f : E — R una funcion. Son
equivalentes:

(1) f € Fu(E).
(2) {x€E: f(x)>r} € M(R) para todo r € D.
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Prueba. Es claro que (1) = (2). Para demostrar la otra implicacién, suponga que (2) se cumple

ysea a € R. Como D es denso en R, existe una sucesion estrictamente creciente (r,)$_; en D

tal que r, — a. Sabemos, por hipétesis, que {x € E: f(x) > r,} € M, (R) paratodo n > 1 y,en

consecuencia,
o0

{x€E:f(x)>a} = [{x€E:f(x)>r} € M(R).
n=1
Se sigue del Teorema 7.1.2 que f es medible. n

Nota Adicional 7.1.1 En el Teorema 7.1.2 podemos imponer la condicién de que a € R. En
efecto, suponga que f € F,(E). Si a = —oco, entonces

{x€E: f(x) <~} = {x€E: f(x) = —oo}
es medible gracias al Corolario 7.1.4. Por otro lado,
{x€E: f(x) > -0} = E

el cual también es medible. Similarmente, los conjuntos {x € E : f(x) < co} = E y
{x € E: f(x) > +o0} = {x € E: f(x) = +0c0} son medibles. De modo que todas las
equivalencias del Teorema 7.1.2 son validas para cualquier a € R; esto es,

Corolario 7.1.6. Sea f: E — R una funcién. Las siquientes condiciones son equivalentes:
(1) f e Tu(E).

(2) {x€E : f(x) >a} € M,(R) para cada a € R.

(3) {x e E : f(x) <a} € M,(R) para cada a € R.

(4) {x€E : f(x) <a} € M,(R) para cada a € R.

En la Teoria de Integraciéon de Lebesgue, como veremos posteriormente, los conjuntos nu-
los siempre pueden ser ignorados. Por esta razén conviene considerar una propiedad que los
identifique. De modo preciso:

Definicién 7.1.7. Una propiedad P, relativa a los elementos de un conjunto E € M, (R), se dird que se
cumple p-casi-siempre, o simplemente casi-siempre sobre E, si el conjunto de puntos donde ella no se
verifica es de medida cero, es decir,

u({x € E:P(x) esfalso}) = 0.

En ocasiones escribiremos “P(x) se cumple para casi-todo x” en lugar de decir que dicha
propiedad se cumple p-casi-siempre. Con frecuencia, abreviaremos la expresiéon p-casi-siempre
por p-c.s.

Existen varias situaciones que son de interés en estas notas referente a la nocién casi-siempre.
Por ejemplo, si f : E — R es medible y

u({x € E: f(x) = +oo}) = 0,
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entonces diremos que f es finita casi-siempre sobre E, o que f(x) es finita para casi-todo
x € E. De igual modo, convenimos en decir que f estd acotada casi-siempre sobre E, si existe
una constante M > 0 y un conjunto medible A C E con pu(A) = 0 tal que

|f(x)] < M paratodo x ¢ A.
Sean f,g € F,(E). La expresion f = g casi-siempre sobre E, significa que

n({x € E: f(x) #g(x)}) = 0.

En particular, diremos que f es nula casi-siempre sobre E si f = 0 casi-siempre sobre E.
Similarmente, la funcién f se dice que es continua casi-siempre sobre E, si u(Disc(f)) = 0.

[ee]

Suponga que (f;);_; es unasucesién en J,(E). Se dird que f, — f puntualmente casi-siempre,
o simplemente, que converge casi-siempre sobre E, si

u({x € E: lim fu(x) # f(x)}) = 0.
La nocién de ser diferenciable casi-siempre se define de manera similar.
Teorema 7.1.8. Sea P una propiedad relativa a los elementos de un conjunto E € I, (R). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(1) P(x) se cumple casi-siempre sobre E.
(2) Para cada ¢ > 0, existe un conjunto abierto G con 1(G) < ¢ tal que P(x) se cumple para todo

x € E\G.

Prueba. (1) = (2). Suponga que (1) se cumple y sea ¢ > 0. Puesto que u(N) = 0, donde
N = {x € E: P(x) es falso}, resulta que N es medible y, por lo tanto, existe un conjunto abierto
G talque N C Gy u(G\N) < ¢. Porsupuesto, ;£(G) < € yaque G = NU(G\N). Finalmente,
como P(x) se cumple para todo x € E\ N y puesto que N C G, entonces con mds razén P(x)
se cumple si x € E\ G. Esto prueba (2).

(2) = (1). Suponga ahora que (2) se cumple. Por cada n € IN, escoja un conjunto abierto G,
con p(Gy) < 1/n tal que la propiedad de P(x) se cumple para todo x € E\ G,. Sea

Claramente p(N) =0 y, por supuesto, P(x) es falsa si x € N. Esto termina la prueba. |

Teorema 7.1.9. Sea f € F,(E) y suponga que § : E — R es una funcion tal que f = g casi-siempre
sobre E. Entonces g € F,(E).

Prueba.Sea A = {x € E: f(x) = g(x)}. Entonces A € M,(R), u(E\ A) = 0 y todos los
subconjuntos de E\ A estan en 9, (R). Tomemos ahora cualquier » € R y observe que como
f es medible, {x € E: f(x) >a}NA € M(R). Igualmente, {x € E: g(x) >a}N(E\A) €
M, (R) ya que dicho conjunto esta incluido en E\ A. Por esto, el conjunto

{x€E:g(x)>a} = ({er;g(x)>a}mA) U ({er:g(x)>a}ﬁ(E\A)>
= ({er;f(x)>a}mA) U ({er:g(x)>a}ﬂ(E\A)>
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es medible y termina la prueba. n

La importancia del resultado anterior radica en que el conjunto J,(E) se puede particionar
en clases de equivalencias del modo siguiente: sean f,¢ € F,(E). Si definimos

frg siysolosi  p({x€E:f(x) #g(x)}) =0

entonces ~ es una relacién de equivalencia sobre F,(E) vy, por lo tanto, el conjunto

E)/ ~={lf] : feFu(E)}

particiona a F,(E) en clases de equivalencias, donde hemos puesto

| = {ge&'},(E) : ng}

para cada f € F,(E). En ciertas ocasiones escribiremos L°(E, ) para denotar el conjunto

Fu(E)/ ~.

7.2. Propiedades Basicas

En esta secciéon se demuestran las propiedades bésicas de las funciones medibles; es otras pa-
labras, se comprueba que F,(E) es, en realidad, un espacio vectorial sobre R. De hecho, F,(E)
es una dlgebra de funciones. Mds aun, limites puntuales de sucesiones de funciones medibles
permanecen medibles, etc.

Teorema 7.2.1 (Propiedades Algebraicas). Sean f,g € F,(E) ysea A € R. Entonces
(1) f+g e Fu(E),
(2) Af € Fu(E), vy
(3) f-& Ifl € Fu(E).

Prueba. (1) Sea a € R. Si f(x)+ g(x) > a, entonces a — g(x) < f(x) y usemos el hecho de que
Q es denso en R para elegir un r € Q tal que a — g(x) < r < f(x). De esto se sigue que

{xEE:f(x)—l—g(x)>a}:U<{er f(x)>r}n{xekE: g()>a—r})
reQ

es medible y, en consecuencia, f + g € F,(E).
(2) Esinmediata.

(3) En primer lugar vamos a probar que f? € F,(E). En efecto, sea a € R. Si a < 0, entonces
{x€ E: f?(x) >a} = E € M,(E). Por otro lado, si a > 0, entonces

{x€E: f*x)>a}={x€E: f(x) >Va}U{x€E: f(x) < —va} € M(R

Esto prueba que f? € F,(E) y, por consiguiente, por (1) y (2),

fg=3[(F 92— (F 8] € T
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Finalmente, como el conjunto

si a<0

(%)
{xeE:|fl(x) <a} = {{er;f(x)<a}m{er:f(X)>—a} si a>0,

es medible, se concluye que |f| € F,(E) y termina la prueba. |

Del resultado anterior se sigue inmediatamente que si f, g € 3,(E), entonces

(a) {xeE:f(x)<gx)} ={x€E:(g—f)(x) >0} e M,(E), y
(b) {x € E:f(x) =g(x)} ={x € E: (g~ f)(x) =0} € M,(E).

Sabemos que la necesidad de considerar limites de sucesiones o series de funciones es fun-
damental en Matematicas. Resulta, en consecuencia, importante determinar si el limite de una
sucesion de funciones medibles permanece siendo medible. Un escenario general para indagar
sobre una respuesta comienza con el siguiente resultado.

Teorema 7.2.2. Sea (fu)5_; € JF,(E). Entonces:

(a) inff,, sup f, € T, (E).
(b) liminf f,, limsup f, € F,(E).

Prueba. Sea 2 € R y defina

g(x) = sup{fu(x):n=1,2,...} y h(x) = inf{f,(x):n=1,2,...}
para todo x € E. Veamos que, para cada &« € IR, se cumple que

o] [ee]

g (& +o]) = [J fir' (40 y (@ +0]) = () fi (&, +o0]).

n=1 n=1

En efecto, sea x € g ((a, +o0]). Entonces g(x) > a y se sigue de las propiedades del supremo
que existe por lo menos un m € IN tal que a < f,(x) < g(x). De esto se sigue que x €

furt (&, +00]) S UnZy fi ' (&, +00]) y, asi,

g (& +e]) S | £ ((a, +o0)).

n=1

Reciprocamente, si x € [Jy_4 f,, ' (¢, +0]), entonces x € f,,'((«, +-00]) para algin m € N y, en
consecuencia, g(x) > fu(x) > a, es decir, x € g_l((zx, +oo]). Esto prueba que

o]

U £t (2, +00]) € g1 ((a, +09)).

Por lo tanto,



Sec.7.2 Propiedades Basicas 379

y, en consecuencia, § es medible. Un argumento enteramente similar nos revela que / es medible
y termina la prueba de (a). Para demostrar (b), observe que como

liminf f, = sup inf f, y limsup f, = inf sup f,,

n>1 k>n k>n k>n

entonces liminf f, y limsup f, son, por la primera parte, medibles. La prueba es completa.

Noétese que por (a) del resultado anterior se tiene que si fi,..., f, € F,(E), entonces las
funciones

f = min{f1,..., fu} y ¢ = max{fi,..., fu}

ambas pertenecen a J,(E). Suponga ahora que (f;);_; es una sucesiéon en F,(E) que converge
puntualmente a una funcién f. Puesto que para cada x € E,

minf f,(x) = hr;foljp fu(x) = f(x),
resulta del Teorema 7.2.2 que f es medible. Pero, ;qué ocurre si la sucesiéon (f,)$; converge
casi-siempre a f? ;Podemos afirmar que f € F,(E)? La respuesta es, por supuesto, afirmativa.
En efecto, observe que

Dy = {x € E: lim f,(x) = f(x) existe}

n—oo

= {x € E : liminf f,(x) = f(x) = limsup f,(x) }

n—oo

es, por el teorema anterior, un subconjunto medible de E, mientras que
E\D; = {x€E: lim f£,(x) no existe }

posee, por definicién, medida cero. Esto prueba que f es medible. Mds aun, en el escenario de la
Teoria de Integracién de Lebesgue, puesto que los conjuntos medibles de medida cero no afectan
la integracion, resulta que podemos redefinir f(x) como queramos para los x € E\ Dy. Por esta
razon, y partir de ahora:

Si(fu)sq es una sucesion en F,(E) que converge casi-siempre a una funcion f, convenimos
en redefinir f(x) = 0 para todo x € E\ Dy, salvo que explicitamente declaremos lo contrario.

Con esta observacién se concluye que:

Corolario 7.2.3. Si (f,);_, es una sucesién en F,(E) que converge casi-siempre sobre E a una

funcion f: E — R, entonces f € F,(E).

Recordemos que Bi([a,b]) representa el espacio vectorial de todas las funciones f : [a,b] — R
que son de la primera clase de Baire, es decir, f € B1([a, b]) si, y s6lo si, existe una sucesién (f,)5_;
de funciones continuas tal que f(x) = lim,_« f,(x) para cada x € [a,b]. Se sigue entonces del
resultado anterior que

B1([a,b]) € Fullo,b]).

Teorema 7.2.4. Sea f : E — R una funcién arbitraria y suponga que (En):;l es una sucesion de

conjuntos medibles tal que E = J,_, En. Si fl|E, es medible para cada n > 1, entonces f € F,(E).
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Prueba. Es facil verificar que la igualdad

{xeE: f(x)>a} = U{xEEn D f(x) >a} = U{ern . fle,(x) > a}
n=1 n=1

se cumple que para cada a € R. Esto prueba que f es medible. u

Ya hemos visto que toda funcién continua f : E — R es medible. Pero, ;qué ocurre si f es
continua casi-siempre? La respuesta, como era de esperarse, es que también en este caso f es
medible.

Teorema 7.2.5. Si f : E — R es continua casi-siempre sobre E € M, (R), entonces f € F,(E).

Prueba. Puesto que f : E — R es continua casi-siempre en E, el conjunto Disc(f), de sus puntos
de discontinuidades, posee medida cero y, por consiguiente, como u es una medida completa
todos los subconjuntos de Disc(f) son medibles. Sea 2 € R. Como

{xeE: f(x) >a} = {x€E\Disc(f) : f(x) >a}U{x € Disc(f) : f(x)>a},

resulta que {x € Disc(f) : f(x) > a} € 9, (E) ya que él es un subconjunto de Disc(f). Por
lo tanto, para demostrar que f € J,(E) sera suficiente comprobar que E, = {x € E \ Disc(f) :
f(x) > a} esmedible. Ahora bien, como f es continua en cada uno de los puntos de E \ Disc(f),
resulta entonces que para cada x € E \ Disc(f), existe un J; > 0 tal que

f(t) > a  siempreque e (E\Disc(f)) N (x— by, x+ bx).
Sea

G = |Jx—dux+5).

x€E,

y observe que como G es un conjunto abierto, entonces él es medible y, en consecuencia,
E, = G N (E\Disc(f)) € M, (E).
La prueba es completa. n

Ejemplo 7.2.1. Del Ejemplo 3.1.1 sabemos que la funciéon de Thomae f : IR — R definida por

1

- si x=p/qeQ*
flx) =41

0 si xe R\Q.

es continua en los irracionales pero discontinua en los racionales y, en consecuencia, f es continua casi-
siempre ya que 1(Q) = 0. Por lo tanto, por el resultado anterior, f es medible.

Combinado el Corolario 7.2.3 con el Teorema 7.2.5 se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 7.2.6. Si f : [a,b] — R es diferenciable casi-siempre sobre [a,b], entonces f' € F,([a,b]).
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Prueba. Puesto que f es diferenciable casi-siempre ella es continua casi-siempre y entonces,
del Teorema 7.2.5, se sigue que f € J,([a,b]). Extienda f al intervalo [a,b+ 1) definiendo
f(x) = f(b) paratodo x € (b,b+1). Elija ahora una sucesién (6,)5" ; en (0,1) que converja a
0 y defina, para cada n € N, la funcién f, : [a,b] - R por

fn(x) — f(x + 5}1 — f(x)

Resulta que (f;)$_; es una sucesién de funciones medibles que converge puntualmente a f
casi-siempre y, asf, gracias al Corolario 7.2.3 vemos que f' € ,(|a, b]). |

Una subclase importante de funciones en J,(E) son las asi llamadas funciones medibles
segun Borel.

Definicién 7.2.7. Una funcion f : E — R se dice que es medible Borel sobre E si
(a) E es un conjunto de Borel y

(b) para cada a € R, el conjunto {x € E : f(x) > a} es un conjunto de Borel.

Claramente cualquier funcién medible Borel es medible segtin Lebesgue. Similarmente, si
E € Bo(R), entonces toda funcién continua f : E — R es medible Borel. Observe que si f
es medible Borel si, y s6lo si, f !(G) es un conjunto de Borel para cualquier conjunto abierto
GCR.

En el teorema sobre las propiedades algebraicas de J,(E) no se incluy6 la de la composicion
de funciones. La razén de este hecho es que, en general, la composicién de dos funciones medi-
bles no es necesariamente una funcién medible. Concretamente, la composiciéon go f siendo f
continua y ¢ medible no es necesariamente medible. Veamos esto.

Ejemplo 7.2.2. Existen funciones medibles Lebesgue cuya composicion no es medible Lebesgue.

Prueba. Sea @ la funcion del Ejercicio 6.7.1, pagina 354, esto es,

OL(x) = x + ¢p(x)

para todo x € [0,1], donde ¢ es la funcién de Cantor. De dicho Ejercicio sabemos que E =
o 1(A) es un conjunto medible segtin Lebesgue pero que no es medible Borel, donde A es un
subconjunto no medible incluido en ®.(I'). Sea f =@ !y considere la funcién g:[0,1] - R

definida por g(x) = x (x). Observe que f y g son medibles ya que f es continuay E es
medible. Sin embargo, go f & F,([0,2]). En efecto,

{xe[0,2] : (gof)(x)>1/2} = {x€[0,2] : f(x) € E}
= fE)
Q.(E) = A ¢ My(R).

Sin embargo, si se intercambian los papeles en el ejemplo anterior, es decir, si f es medible y
g es continua, entonces g o f siempre es medible. De hecho, vale el siguiente resultado, el cual
muestra la importancia de las funciones medibles segtn Borel.
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Teorema 7.2.8. Sea f : E — R una funcién medible y suponga que g : R — R es medible Borel.
Entonces go f € F,(E).

Prueba. Para cada a € IR,

{xeE: g(f(x) >a} = (gof) '((a,+00) = f(s7((a,+))).

Observe ahora que, gracias a que ¢ es medible Borel, el conjunto ¢~!((a, +0)) es un conjunto
medible Borel. Se sigue del Teorema 7.1.3 que f~1(¢7!((a,+0))) es medible Lebesgue. |

7.2.1. Aproximacion de Funciones Medibles

El objetivo de esta seccioén es obtener uno de los resultados fundamentales en la Teoria de In-
tegracion: aproximar cualquier funcién medible por medio de funciones simples. En la Teoria de
la Integral de Riemann las funciones en escaleras, definidas sobre un intervalo cerrado y acotado
[a,b], son las piezas claves para tal desarrollo. Esas funciones asumen, por definicion, sélo un
numero finito de valores siendo constante en el interior de cada uno de los intervalos cerrados
asociados a una particion finita de [a,b]. Para la Integral de Lebesgue las funciones en escaleras
son reemplazadas por funciones simples, una nocién un poco maés general que las funciones en
escalera pues sustituyen intervalos por conjuntos medibles, pero que siguen asumiendo sélo un
numero finito de valores.

Fijemos un conjunto medible E. Recordemos que una particién medible de E es una co-
leccion finita {Ej,...,E,} de subconjuntos medibles no-vacios incluidos en E que son disjuntos
dos a dos y tales que E=E;U---UE,.

Definicién 7.2.9. Una funcién ¢ € F,(E) se llama funcién simple si se puede escribir en la forma

n
¢ = Zai’xaf
i—1

donde {Ei,...,E,} € 9, (R) es una particion medible de E y los a;, i = 1,...,n son niimeros reales
distintos dos a dos.

Observe que cualquier funcién simple es acotada ya que ella s6lo asume un ntimero finito de
valores. En general, existen muchas formas de representar a una funcién simple y, por supuesto,
no se requiere, en principio, que los conjuntos medibles E; formen una particién medible de E.
Sin embargo, si los E; no son disjuntos, entonces es facil ver que si ay,...,a, son los valores
distintos que ¢ asume, resulta que los conjuntos

FF={xc€E:p(x)=a} i=1,...,m

son medibles, disjuntos dos a dos y se cumple que

n
g =D a Xg:
i=1

Por esta razén a la representacion de cualquier funcién simple como la expresada en la definiciéon
anterior se acostumbra denominarla la representacién canénica o forma canénica de ¢.
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La ventaja de expresar cada funcién simple como en la definicién anterior, es que dicha repre-
sentacion es tnica. En lo que sigue denotaremos por 8,(E) el conjunto de todas la funciones simples
¢ : E — R. Es un ejercicio sencillo establecer que 8, (E) es un subespacio vectorial de F,(E). En
efecto, sean ¢, € S},(E) escritas en sus formas candnicas, esto es,

n m
9= aixg y ¢ =D bx
i=1 =1

donde {Ey,...,E,} y {F,...,Es} son particiones medibles de E y los correspondientes nu-
meros 4; son distintos entre si, asi como también los b;. De esto se sigue que los conjuntos
E;NF; € M,(R) son disjuntos y

(p+9)(x) = ai+b; para todo x € E;NF;.

Por esto,
n m

P+ = ZZ(WHJ')'XEM € 8u(E).

i=1 j=1

El hecho de que a- ¢ € 8,(E) para cualquier 2 € R se comprueba mas facilmente. Observe,
ademas, que

n m
-y = Zzaibf'xmpj € Su(E).

i=1 j=1

Suponga que ¢ = >, a; - Xg, esuna funcién simple. Si los conjuntos E; que aparecen en la
definicion de ¢ son intervalos de longitud finita, entonces nuestra funcién ¢ coincide con la nocién
de funcidén en escalera estudiada con anterioridad. Usaremos, en lo sucesivo, el simbolo Esc(E)
para denotar el conjunto de las funciones en escaleras f : E — R.

Como ya habiamos informado, el propésito de esta secciéon es probar uno de los teoremas
fundamentales sobre funciones medibles: las funciones simples aproximan cualquier funcién medible.
Este resultado es crucial y sirve para muchos propésitos. Por ejemplo, es de utilidad para demos-
trar el Teorema de Lusin, también se utiliza para probar numerosos resultados importantes en la
Teoria de Integracion tales como el Teorema de la Convergencia Monétona y, en consecuencia,
extender la nocién de integral de funciones medibles acotadas a funciones medibles no acotadas,
etc.

Teorema 7.2.10 (Densidad de las Funciones Simples). Sea f : E — R una funcion medible no-ne-
gativa. Entonces existe una sucesion de funciones (¢,)5_; en 8,(E) tal que

n=1
(@) 0< 1< <gu<--<fy
(b) li_1>n ¢n(x) = f(x) para cada x € E.

Mds aun, si f es acotada, la convergencia en (b) es uniforme.

Prueba. Para cada n € IN, construya la particion P, = {In,k :k=1,2,...,n2"} en el intervalo
[0,n) formada por n2" subintervalos cada uno de longitud 1/2", es decir,

k—1 k
Ly = [2—”’ 2—n>, para k=1,2,...,n2".
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Sea I, = [n,+00) y defina los conjuntos E, y E, x como sigue:
E, = f'(I,) = {x€E: f(x) >n},

k

_ k—1
Enk = f Y Iup) = {er: o < flx) < 2_”}’ para k=1,2,...,n2".

Como f es medible, los conjuntos E, y E, ; que acabamos de definir son medibles y, ademas,
disjuntos dos a dos. Considere ahora, para cada n > 1, la funcién simple ¢, : E — R definida
por

n21‘l

k—1
Pn = Z o XEn,k + nXEn'
k=1

Veamos que la sucesion (¢,)S_; satisface las condiciones (a) y (b).

oo
n=1
(a) Para establecer que (¢,)5_; es una sucesién creciente y no-negativa, observe primeramente
que ¢, > 0 paratodo n > 1. Paracada n € N ycada k=1,2,...,1n2" se tiene que

k—1 k-1 1 k—1 1k
Lk = Iipr,-1 U Inpr,00 = S om ‘|‘2n+1 U 2—”+W' 5 )

y, por lo tanto,

k—1 k-1 1 k—1 1 k
_ -1 -1
Enr = f <{ on 7 on + 2n+1>> U f <{ on + on+1’ 2_n>>

= Enr1,0c-1 U Eppq,k

Fijemos n > 1 y sea x € E. Entonces existe un tnico k tal que x € E, ;. Si x pertenece a
Ey41,2¢—1, resultard que

k—1 k—1 1 k—1

k—1 1 k
mientras que si x € E, ;1 5, tendremos que T + i < f(x) < o Y asi,

k-1 k-1 1
q)n(x) - on < on + 2H+1 - q0n+l('x)

En cualquier caso, ¢, < ¢,41 paracada n € IN.
(b) Para demostrar que ¢, — f puntualmente, considere, en primer lugar, el conjunto

[ee]

Ef = (VEx = {x€E: f(x) = oo}.

n=1

Sixe E;’f, entonces x € E, para todo n € N y, en consecuencia, ¢,(x) = n, de donde se sigue
que
f(x) = lim g,(x) = 4o  paracada x € E7.

n—00
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Suponga ahora que x ¢ E¥, estoes, x € E\ Ex = |J;_{(E\ E,). Puestoque Ey D E; D -+ D
E, D ---, resulta que la sucesion (E\ E,)?°; es creciente, de donde se deduce la existencia un
N € N tal que x € E\ E, para todo n > N, es decir, f(x) <n paratodo n > N. Por esto,

n2"

x € {xeE:0< f(x) <n} = UEnk

para cada n > N. Fijemos un n > N y observe que como los conjuntos E, ; son disjuntos,
existe un unico k € {1,2,...,n2"} tal que x € E, x y, por lo tanto,

k—1 k k—1
< f() < 5 y Pulx) = o

De lo anterior se concluye que
1
0 < f(x) — gul) < 5

para todo 7 > N, lo cual es equivalente a afirmar que ¢,(x) — f(x). Puesto que u(EY) =0,
concluimos que ¢, — f casi-siempre. Finalmente, si f es acotada, entonces de lo demostrado
anteriormente resulta claro que ¢, — f uniformemente. La prueba es completa. n

Observe que no hay nada de especial en usar particiones diddicas en la prueba del resultado
anterior. S6lo se hizo en beneficio de la elegancia y simplicidad de la misma.

Sea f: E — R una funcién medible. Recordemos que las partes positivas y negativas de f
son las funciones f* y f~ definidas por

fr(x) = max{f(x), 0} y f~(x) = min{f(x), 0}
para todo x € E. Resultaque f* y f~ son medibles, no-negativas y se cumple que
f=F=f y fl = fr+f

Usemos el Teorema 7.2.10 para seleccionar sucesiones crecientes, simples y no-negativas, digamos

(n)5 vy (¢n)5, tales que
lim ¢, = f* y lim ¢, = f~.

n—oo n—oo

Resulta que si definimos ¢, = ¢, — ¢, para cada n > 1, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 7.2.11 (Densidad de 8, (E)). Sea f : E — R una funcién medible. Entonces existe una
sucesion ()5, de funciones simples tal que

(a) |Wu| < |f| paratodo n>1y
(b) lgn Pu(x) = f(x) para cada x € E.

Mds aun, si f es acotada, la convergencia en (b) es uniforme.

Sea f:E — R una funcién medible. La funcién signo de f que denotaremos por sign(f) :

E — R se define como
1 si f(x) >0

sign(f)(x) = { 0 si f(x)=0
-1 si f(x) <0

Observe que sign(f) es una funcién simple que cumple |f| = f - sign(f).
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7.2.2. Los Teoremas de Severini-Egoroff y de Lusin

El objetivo de esta seccion es presentar, fundamentalmente, dos resultados fantésticos. En
términos generales, dichos resultados establecen que: (1°) la convergencia puntual de sucesiones
de funciones medibles es casi convergencia uniforme (Teorema de Severini-Egoroff, también co-
nocido como el Tercer Principio de Littlewood) y (2°) toda funcién medible es casi una funcién
continua (Teorema de Lusin, al que también se le denomina el Segundo Principio de Little-
wood). La palabra casi tiene, en este contexto, un significado muy especial: significa que existe,
en cada caso, un conjunto medible que difiere muy poco del dominio de las funciones, donde
la convergencia es uniforme, respectivamente, la restricciéon de la funcién a dicho conjunto es
continua.

El siguiente resultado, también conocido bajo el nombre de Teorema de Egoroff, fue prime-
ramente demostrado por Carlo Severini (1872-1951) en 1910. Debido al hecho, tal vez, de estar
escrito en italiano permaneci6 casi desconocido fuera de Italia. Un afio después, Dmitri Egoroff
(1869-1931) publicé dicho resultado obtenido de manera independiente, el cual comienza a ser
ampliamente conocido bajo ese nombre.

Teorema 7.2.12 (Severini-Egoroff). Sea E € 9, (R) con u(E) < +oo y suponga que (f,);_; es una

sucesién de funciones medibles a valores reales definidas sobre E. Si (f,)5_, converge casi-siempre a

una funcion f : E — IR, entonces para cada € > 0, existe un conjunto medible F. C E tal que
H(E\F) < ¢ y fn — f uniformemente sobre F..

Prueba. Por el Corolario 7.2.3 sabemos que la funcién f € J,(E). Sea

B = {er : )}ijrgofn(x):f(x)eR}
y para cada par de enteros positivos n,k considere el conjunto

B = ) {xeB N fu(x) — f(2)] < %}
m=n
Entonces
(1) B,x € 9My(R) para todo n,k € N,
(2) B = UZO:1 By, k.

En efecto, es claro que U,f’zl B, x € B. Para demostrar la otra inclusién, sea x € B. Entonces
lim, e fu(x) = f(x) y, por consiguiente, para cada k € IN existe un ny € N tal que

para todo n > ny.

= =

[fn(x) = f(x)] <
Esto prueba que x € B, x € Upq Bk
(3) lim pu(Byx) = wu(B).

Para ver esto dltimo, observe que, para cada k € IN, la sucesién (B, k), es creciente y, en
consecuencia, por el Teorema 6.3.45

lim (B, x) = p(B).

n—00
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Fijemos un & > 0 elegido arbitrariamente. Puesto que u(E) < +oo, resulta que p(B) < 400 y
de la dltima parte se deduce que, para cada k € IN, se puede seleccionar un n;, € IN tal que

#(B\ Byx) = u(B) — u(Bux) < para todo n > n.

€
?/
Definamos
o0
Fo = () Bux-
k=1

Entonces F. € M, (R) y como

o]

B\F. = ﬂ (B\Bnk,k)'

k=1
se tiene que
€

u(B\F) < ZV(B\BHM) < sz = &
k=1 k=1

Falta demostrar que f, — f uniformemente sobre F.. Para este fin, escojamos un ko € IN de
modo tal que 1/kyg < e. Ahora bien, para todo n > ny, y cualquier x € F, = (\;_; By, resulta
que x € Bnko,ko y, en consecuencia,

1
‘fn(x) —f(x)| < ko < &

Esto es, sup |fu(x) — f(x)| < € paratodo n > ny, y termina la prueba. |
x€F;

Observe que podemos reemplazar el conjunto medible F; en el Teorema de Severini-Egoroff
por un conjunto abierto. En efecto, puesto que F, C E, la definicién de medida exterior nos
permite escoger un conjunto abierto O O F; tal que

#O) < u(k) +e

Por esto, u(E\O) < u(E\ F,) < &.
El Teorema de Severini-Egoroff permite justificar la siguiente definicién.

Definicién 7.2.13. Sea (f,)_, una sucesién de funciones medibles definidas sobre un conjunto medible

E. Diremos que (f,)5_, converge casi-uniformemente a una funcion medible f si, para cada € > 0,
existe un conjunto medible F, C E para el cual

WE\E) < ¢ y fn — f uniformemente sobre F,.

Observe que el reciproco del Teorema de Severini-Egoroff es valido, es decir, si E es medible
con u(E) < +co y f, — f casi-uniformemente sobre E, entonces f, — f casi-siempre. En
efecto, para cada n € IN, seleccione un conjunto medible F, C E tal que

u(E\F,) < 1/n y fn — f uniformemente sobre F,.

Entonces, como u(E) < +oo, se sigue del Teorema 6.3.47 que u(E\ F) = lim, s u(E\ F,) =0
y, en consecuencia, para cualquier x € F se tiene que f,(x) — f(x). Esto termina la prueba.

. . . .2 o .
Sin perder generalidad, podemos asumir que la sucesién (Fn)nf1 es creciente. Sea F = J;;_; Fy.
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Corolario 7.2.14. Sea E € M, (R) con u(E) < +oo. Suponga que (fy);_, es una sucesion en F,(E)
yque f € F,(E). Son equivalentes:

(1) fu — f casi-siempre sobre E.

(2) fu — f casi-uniformemente sobre E.

Nota Adicional 7.2.2 (1) Es importante destacar que el conjunto medible E en el Teorema de
Severini-Egoroff debe tener medida finita pues, en caso contrario, la conclusiéon pudiera ser
falsa. En efecto, tome E = R y defina, para cada n € IN, la funcién f, : R —+ R por

fu(x) = )([n’nﬂ)(x) para todo x € R.

Si consideramos la funcién f : R — R dada por f(x) = 0 para todo x € R, vemos que
fn — f puntualmente, pero la convergencia no es uniforme. Para ver esto dltimo, sea ¢ =1
y escojamos un conjunto E € M, (IR) tal que u(E) < 1. En este caso resulta que

(R\E)N[n,n+1) # @  paratodo n > 1.

o]

Afirmamos que (f,);"; no converge uniformemente sobre R\ E. En efecto, seleccione,
por cada n > 1, un punto x, € (R\ E)N[n,n+1) y observe que

fulxn) = fFea)| = [falxa)| = 1.

(2) Otra observacién que hay que enfatizar en el Teorema de Severini-Egoroff es que la
condicion u(E \ F;) < € no puede ser reemplazada por pu(E \ F.) = 0. En efecto, defina la
sucesion de funciones medibles (f,)$_; por

0 si x=0
fu(x) = {n si 0<x<1/n

1

— si 1/n<x<1

n

Se comprueba sin dificultad que f, — 0 puntualmente sobre [0,1]. Si ahora se considera
cualquier conjunto medible F C [0,1] con pu(F) =1, tendremos que max{f,(x):x € F} =
n vy, por supuesto, la convergencia no puede ser uniforme sobre F.

(3) Otro aspecto que puede ser de algun interés en el Teorema de Severini-Egoroff es que
el conjunto F; se puede elegir cerrado. En efecto, una vez obtenido el conjunto E. para el
cual f, — f uniformemente sobre E, y satisfaciendo u(E\ E.) < &/2, escoja, haciendo
uso del Teorema 6.3.56, pagina 294, un conjunto cerrado F, C E, tal que p(E,; \ F;) < €/2.
Es claro que u(E\ E;) < ¢ y, ademds, f, — f uniformemente sobre F..

Garantizar convergencia uniforme de sucesiones de funciones que convergen puntualmente
es una tarea dificil, sin embargo, el siguiente criterio es uno de los mds conocido permitiendo
convergencia uniforme sin utilizar ninguna herramienta sobre la Teoria de la Medida.
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Teorema 7.2.15 (Dini). Sea K C R compacto. Sea f € C(K) y suponga que (f,)_, es una sucesion
en C(K) tal que

(a) fun — f puntualmente sobre K y
(b) (fu)yq es decreciente.

Entonces f, — f uniformemente sobre K.

Prueba. Para cada n > 1, defina g, = f, — f. Puesto que (f4){_; es decreciente, se tiene
o0

que (gn)5; es una sucesion decreciente de funciones continuas no-negativas que converge a 0
puntualmente. Sea ahora & > 0 y considere, para cada n > 1, el conjunto

Gn = & ((—00,e)).

Puesto que g, es continua, G, es un conjunto abierto, pero ademads, teniendo en cuenta que
Sn > 8§n+1, resulta que G, C G,y1. Veamos ahora que K = U;‘;l G,. Para ver esto, sea
x € K. Como lim, ;. gn(x) = 0, existe un N € N tal que gn(x) < € y, en consecuencia,
x € Gy C U1 Gy. Esto prueba que K = |J,_; G, v, asi, por compacidad, existen G,..., Gy,
tal que K = U;-;l Gp;. Sin perder generalidad, podemos suponer que 1y < 1y < -+ < 1i y,
entonces, como G, C --- C G, tenemos que K = G,,. Esto ultimo significa que gnk(x) <e
para todo x € K, y puesto que la sucesiéon (g,)$>; es decreciente, resulta que g,(x) < e para
todo n > n; y todo x € K. Con esto queda demostrado que lim,_ g, = 0 uniformemente, o
sea, que f, — f uniformemente. La prueba es completa. [

Observe que el resultado de Dini sigue siendo vélido si cambiamos C(K) por C.(R). En efec-
to, si (fy);>; es una sucesion no-negativa y decreciente en C.(R), entonces tomando K = Kj,
donde Kj es el soporte de fi, resulta que la sucesion (f,)5>; € C(K) converge a 0 uniforme-
mente sobre K.

Ya hemos visto que toda funcién continua f : E — R es medible. El Teorema de Lusin
establece que el reciproco es “casi” cierto en el siguiente sentido: toda funcién medible es casi-
continua. En otras palabras, para cada € > 0, existe un conjunto cerrado F C E tal que u(E\F) <
¢ y flr es continua sobre F. Un ingrediente fundamental en la demostraciéon del resultado de
Lusin es el siguiente lema.

Lema 7.2.16. Sea ¢ € 8,(E). Entonces, dado e > 0, existe un conjunto cerrado F C E tal que
u(E\F) < ¢ y ¢l : F — R es continua sobre F.

Prueba. Escribamos a ¢ en su forma canoénica, esto es,

n
9 =D a "X
i=1

donde {Ej,...,E,} una particién medible y finita de E y los 4; son numeros reales distintos
dos a dos. Por cada i € {1,2,...,n} seleccione, haciendo uso del Teorema 6.3.56, un conjunto
cerrado F; C E; tal que u(E;\ F;) < ¢/n. Defina F = FfU---UF,. Entonces F es cerrado,
FCEy u(E\F) <e

Veamos ahora que ¢|. es continua sobre F. Sea x € F y suponga que (x,);_; es una
sucesiéon en E que converge a x. Como x € F, existe un k € {1,...,n} tal que x € F. Por otro
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lado, puesto que {Fi,...,F,} es una familia disjunta, se sigue que ningtn punto perteneciente
a F; puede ser un punto limite de ningtin otro conjunto F; con k # j, es decir, esto dltimo lo
que nos indica es que si x € Fx y x, — x, entonces debe existir un N € IN de modo tal que
Xy € Fy para todo n > N vy, por lo tanto, ¢(x,) = ¢(x) = a; para todo n > N. Esto prueba que
¢(x,) = @(x), y asi, ¢ es continua en x. La prueba es completa. [

Teorema 7.2.17 (Lusin). Sea E € M, (R) con u(E) < +oo ysea f € F,(E). Dado & > 0, existe un
conjunto cerrado F C E tal que

w(E\F) < e y flp : F =R es continua sobre F.

Prueba. Seleccionemos, aplicando el Corolario 7.2.11, una sucesion de funciones simples (¢,)5_,
tal que
f(x) = lim ¢,(x) paracada x € E.

n—00

Sea € > 0. Como u(E) < +oco, podemos invocar el Teorema de Severini-Egoroff para obtener un
conjunto medible K C E tal que

H(E\K) <e/2 y ¢n — f uniformemente sobre K.
Usemos ahora el Lema 7.2.16 para elegir, por cada n € IN, un conjunto cerrado F, C K tal que
u(K\ F,) <e/2"1 y ¢|r, : Fx = R es continua sobre F,.

Definamos F = (;_; F,. Resulta que F es cerrado, FC Ky

WK\ EF) < u(UK\Fn> < S uK\E) <
n=1 n=1

N[ ™

De esto se sigue que u(E\ F) < u(E\K)+ u(K\ F) < e&. Mds aun, como ¢,|r, es continua
sobre F,, entonces con mds razon ¢,|r es continua sobre F. Por otro lado, puesto que ¢, — f
uniformemente sobre K, resulta que ¢,|r — f|r uniformemente sobre F y entonces, por una
aplicacion del Teorema 3.1.40, pagina 177, vemos que f|r es continua sobre F. n

Nota Adicional 7.2.3 Es importante destacar que la conclusién del Teorema de Lusin no es que
f es continua sobre F, sino que la restriccién de f sobre el conjunto F es continua sobre
dicho conjunto. Esto, por supuesto, es una diferencia fundamental. Por ejemplo, sea f = xq
la funcién de Dirichlet definida sobre todo R. Fijemos ¢ > 0 y escojamos, usando el hecho
de que 1(Q) = 0, un conjunto abierto G tal que

QCG y u(G) < e

Si ahora definimos F = R\ G, resulta que (R \ F) = u(G) <, y puesto que f[. =0, se
tiene que f|. es continua. Sin embargo, f = xq, considerada como una funcién sobre R,
no es continua sobre F.

Similar a la justificacion de la nocién de convergencia casi-uniforme, el Teorema 7.2.17 permite
apoyar la siguiente definicion.
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Definicién 7.2.18. Sea f € F,(E). Sedice que f es casi-continua sobre E, si dado & > 0, existe un
conjunto medible F C E tal que

u(E\F) < ¢ y flp es continua sobre F.

La distincién entre una funcién que es casi-continua y una que es continua casi-siempre es
ahora clara: f € J,(E) es casi-continua sobre E significa que, dado ¢ > 0, existe un conjunto
medible F C E tal que

u(E\F) < ¢ y flp es continua sobre F.

Mientras que f es continua casi-siempre sobre E significa que existe un conjunto medible F C E
tal que
u(E\F) =0 y f escontinua sobre F.

Por consiguiente, toda funcién que es continua casi-siempre es casi-continua, pero no reciproca-
mente.

Un resultado importante que permite que ciertas funciones definidas sobre un subconjunto
de R puedan ser extendidas, bajo ciertas condiciones, a una funcién definida sobre todo R es el
siguiente.

Teorema 7.2.19 (Extension de Tietze). Sea F C R cerrado y suponga que f : F — R es una funcion
continua sobre F. Entonces existe una funcién continua g : R — R tal que g(x) = f(x) para todo
x € F.

Prueba. Podemos suponer que el conjunto cerrado F no es un intervalo acotado ni superiormente
ni inferiormente, pues en caso contrario una extension trivial de f seria la funcién ¢ : R — R
definida por

f(x) si x€F
g(x) = < f(supF) si x >supF
f(infF) si x <infF

Sea ((an,bn))s; una sucesion de intervalos abiertos y disjuntos cuya unién es R\ F. Defina
ahora la funcién g : R — R por

f(x) si xeF
g(x) = b)) —
%(x —ay) + f(a,) si x € (ayb,) CR\F.
Es fécil verificar que ¢ cumple con los requerimientos exigidos. u

Es importante resaltar que es necesario que el conjunto F en el resultado anterior sea cerrado.
En efecto, la funcién continua f : (0,1) — R definida por f(x) = 1/x no admite ninguna
extension continua a todo R. Mads aun, si la funcién f en el Teorema de Extension de Tietze se
elige acotada, entonces la extensiéon continua g se puede elegir poseyendo la misma cota que f.
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Teorema 7.2.20 (Lusin). Sea f : IR — R una funcién arbitraria. Son equivalentes:

(1) f € Fu(R).
(2) Para cada € > 0, existe un conjunto cerrado F y una funcién continua g : R — R tal que

H(R\F) < ¢ y f = g sobre F.
Prueba. (1) = (2). Sea (In)::):1 una enumeracion de los intervalos en la coleccion {[n,n +1) :
n € Z}. Dado € > 0, por el Teorema 7.2.17 existe, por cada n € N, un conjunto cerrado F, C I,
tal que u(I,\ F,) < €/2" y f|r, es continua sobre F,. Defina F = J;,_; F,. Puesto que los F,
son cerrados y disjuntos dos a dos, F es cerrado,

oo oo €

H(R\F) < ZP‘(IH\Fn) < 22—” = g

n=1 n=1

y la funcién f|r es continua sobre F. Estamos ahora en condiciones de invocar el Teorema de
Extension de Tietze, el cual nos garantiza la existencia de una funcién continua ¢ : R — R tal
que g = f sobre F.

(2) = (1). Suponga que (2) se cumple. Entonces, para cada n € IN, existe un conjunto cerrado
F, y una funcién continua g, : R — R