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PROLOGO

Unatrivialidad profunda Asi califica T. W. Kérner [270] al Teorema de Categoria der®dino esta
inclinado a pensar que la razoén fundamental para tal decdaras que, aparte de su simple y elegante
demostracion, pocos resultados comparten, como lo haaoetfa de Categoria de Baire, el privilegio de
intervenir, directa o indirectamente, en la demostraci®mih cantidad elevadisima de resultados muchos
de los cuales son no triviales, algunos son un verdaderaarktgropia imaginacién y muchos otros son,
simplemente, espléndidos, hermosos. El contenido de estas muestran algunas de las formidables y, a
veces, inimaginables aplicaciones que se apoyan en diclenta.

Como se puede entrever, el titulo de este libro indica und®ion de intenciones. A pesar de la in-
mensa gama de aplicaciones que se sustentan sobre el Tetr€ategoria de Baire, existe un sorprendente
vacio de un texto que se dedique exclusivamente a recogepgrge de esas aplicaciones. Ese vacio no se
llena con esta modesta contribucion, pero es un paso haaenéel Por consiguiente, el primer objetivo de
estas notas es presentar, con un tratamiento absolutaimkmteal, algunas de esas aplicaciones. Es impor-
tante observar que en casi todos los textos de Analisis Gunmicidel Analisis Real o la Topologia cuando
desarrollan algunas de las aplicaciones del Teorema dg&@&tale Baire muestran, por su interés particu-
lar, casi siempre los mismos resultados entre los que sewminan, en el caso del Andlisis Funcional, de
los Teoremas de Acotacion Uniforme, de la Aplicacion Alaiertdel Grafico Cerrado y, en algunos casos,
demostrar la existencia de un conjunto “abundante” de fumes continuas que poseen una serie de Fourier
que diverge en un punto. Cuando se trata de la Topologia o&lisis el ejemplo mas emblematico es la
demostracion de la abundancia de las funciones continuatoees reales definidas, digamos, solixd]
gue no poseen derivada finita en ningln punto de su dominientras que en otros casos se dedican a
demostrar la imposibilidad de expresaf)ael conjunto de nimeros racionales, comoGgdenso, o una
demostracion de que el conjunto ternario de Cantor es no nalnhee etc. Esos ejemplos son enteramente
comprensibles y justificables, pero pueden sustentar éaddeque el ambito de aplicaciones del menciona-
do teorema se reduce a los ejemplos ya descritos vy, tal vamsocas aplicaciones. Estas notas intenta
convencer al lector de lo contrario al ofrecer un abanicohfsilmo mas amplio de aplicaciones que, por
lo general, no son faciles de encontrar en casi ningun otto tionde se aplica el Teorema de Categoria
de Baire. Por supuesto, muchas otras aplicaciones, adenids ‘desultados clasicos”, son incorporadas en
estas notas mostrandose, por supuesto, otras de data measer@ero dejando, aun por fuera, muchisimas
otras aplicaciones.

En su tesis doctordBur les fonctions des variables réelle§28], escrita en 1899, René Baire, después



de introducir los conceptos de primera y segunda categdifebdel capitulo 2 escribeal continuum cons-
tituye un conjunto de segunda categomesultado que mas tarde se conocera como el Teorema defGateg
de Baire y por el cual Baire es famoso en la comunidad matemd#bco tiempo antes, George Cantor habia
demostrado queingin conjunto numerable podia llenar totalmente un wady abiertq es decirja totali-

dad de los puntos de cualquier intervalo abierto es no nuirler8aire extiende este principio al demostrar
gueningun conjunto de primera categoria Br(de los cuales, los subconjuntos numerableR denstituyen

un caso particulappuede cubrir totalmente un intervalo abiers decir, el Teorema de Categoria de Baire
es una generalizacién de mayor alcance que la no numeeabdiel conjunto de los nimeros reales. El obje-
tivo fundamental en la tesis de Baire era caracterizar &guiinciones de dos variables que eran continuas
en cada variable separadamente pero que podian ser o nouesnsimultaneamente en ambas variables.
Cauchy habia afirmado en su famoso libro “Cours d’Analysea(afirmacion falsa) que “si una funcion
de dos variables es continua respecto a cada una de ellascesticha funcion es continua como funcion
de ambas variables”. Casi al final de las primeras 27 pagieas desis, Baire habia demostrado que esas
funciones (las funciones de dos variables que eran costienaada variable separadamente pero no con-
tinuas simultaneamente en ambas variables) eran punto@rdiscontinuas sobre cada conjunto perfecto.
(Una funcionf espuntualmente discontinuzon respecto a un conjunto cerrdepsi el conjunto de puntos

de continuidad dd|. es denso ef). De hecho, Baire mostr6 que dichas funciones se puedeesesgar
como limites puntuales de sucesiones convergentes defigsccontinuas. Tales funciones seran conocidas
posteriormente comfoinciones de la primera clase de Baitérmino acufiado por Ch. J. de la Vallée Poussin
(1866-1962) y denotadas p¥;. Seguidamente Baire prueba que el conjunto de puntos dentiisgidad

de cualquier funciorf € 2B, es de primera categoria y extiende dicho resultado mostraue las familias

de las funciones derivadas, las semicontinuas y las deci@iacotada estan contenidas®n. De esta
manera, para todas esas clases de funciones, el conjunis gargos de discontinuidad es “pequefio”. Una
elegante y agradable exposicion histérica del trabajo d@aRe la desarrolla Gilles Godefroy en [184].

Existen varias maneras de describir o determinaarabafiode los conjuntos. Por ejemplo, en la Teoria
de Conjuntos ellos se miden en términos deaulinalidady, por consiguiente, tanto los conjuntos finitos
asi como los infinitos numerables son considerados peqguefiestras que los conjuntos no numerables
son pensados como muy grandes. Esa manera de clasificas adajentos fue usado por primera vez por
Cantor para demostrar la existencia de los nimeros trasotsd En efecto, en primer lugar Cantor de-
mostré queR, el conjunto de los nimeros reales, era no humerable y,rpstente, que el conjunto de
los nUmeros algebraicos era numerable. Esos dos ingreslienpermitieron, finalmente, concluir que los
ndmeros trascendente existen (sin mostrar ninguno de gligse tales nimeros, en comparacién con los
nameros algebraicos, son mas numerosos. Similarmente, Beotia de la Medida e Integracion, se usa
la nocion delongitud o medidapara describir el tamafio de los conjuntos. Los conjuntos @dida cero,
asi como uniones numerables de tales conjuntos, se pieasanaonjuntos pequefios, mientras que los de
medida positiva se consideran grandes. Observe queesila medida de Lebesgue soldel], entonces
cualquier subconjunto finito o infinito numerable [@e1] tiene medida cero por lo que la nocion de “con-
junto pequefio” coincide en ambas teorias para los conjfinitss y los infinitos numerables. Sin embargo,
existen er0, 1] conjuntos no numerables que poseen medida de Lebesguebceoees el caso del conjunto
ternario de Cantor. Esta distincion establece que la matei@@mo se mide el tamafio de los conjuntos
en ambas teorias, al menos desde el punto de vista de lositmmnno numerables, son distintos. Por otro
lado, la nocién deategoriade Baire ofrece otra perspectiva de medicion de conjuntasdgesde la Optica
topolégica. En este ambiente, los conjuntosica densoson considerados conjuntos pequefios. Cualquier
conjunto que es unidon numerable de estos conjuntos peqesillesnado un conjunto deimera categoria
0 magroy, en consecuencia, también se le considera pequefio. Uintormjue no es de primera categoria
se le suele llamar deegunda categoria no-magro Intuitivamente, los conjuntos de segunda categoria son



conjuntosgrandeso muy abundantesSimilar a la observacion anterior existen conjuntos quregsandes
desde el punto de vista de la categoria de Baire pero quearesdr pequefios en la Teoria de la Medida e
Integracion y viceversa. Como veremos mas adelante, etifende Categoria de Baire resulta ser, en conse-
cuencia, un resultado acerca tiihafode los subconjuntos de un espacio métrico completo u ot@cesp
apropiado pero siempre sustentado sobre la nocion de dengidisten en la literatura otras variedades de
conjuntos pequefios que han sido estudiados con ciertangidéd como son, por ejemplo, los conjuntos
0-porosos o los conjuntos Gamma-nulos, también estan Igartos de Gauss nulo y los Haar nulo, que
son de especial interés, particularmente, en la TeoriaatebBitidades, etc.

El Teorema de Categoria de Baire constituye, sin lugar asjluda herramienta poderosa. Dicho teorema
ofrece un método no constructivo para demostrar la existepero sin exhibir ningdn ejemplo concreto,
de ciertos objetos que por lo general son muy dificiles dealizar y, por supuesto, de construir. Una
formulacién equivalente de dicho teorema en espaciosdgjpas es la siguiente: Un espacio topolégico
X es llamado urespacio de Bairesi cualquier coleccion numerable de subconjuntos abieleosos erX
posee interseccién densa. ¢ Como se aplica el método dertatdg Baire? Pues bien, supongamos que
gueremos demostrar la existencia de un objeto matemésiatisfaciendo alguna propiedBx). El método
de categoriaconsiste, esencialmente, en encontrar un espacio métmpleto adecuad® (o algun otro
espacio de Baire “suficientemente bueno”) y mostrar querglioto {x € X : P(x)} es abundante eX; o
de modo equivalente, que el conjurfoe X : P(x) no se cumplé es de primera categoria & Esto no
solamente muestra que existexunl queP(x) se cumple, sino que en el espakidcasi todos los elementos
x tienen, desde el punto de vista topoldgico, la propidefagl.

Ahora explicaremos como hemos organizado la presentaeid@sids notas. En el capitulo 1 se intro-
ducen algunos pre-requisitos necesarios, pero insufésiepara darle cierta coherencia, armonia e indepen-
dencia a los resultados objeto de estudios. Posteriormsemtéroducen las nociones de conjuntos de primera
y segunda categoria y se prueban algunos resultados reldom con esas nociones, entre los cuales se en-
cuentra, por supuesto, el trivialmente profundo Teoren@adegoria de Baire para varios clases importantes
de espacios de Baire tales como los espacios métricos dosples localmente compactos y, en general,
para una categoria mas amplia conocida como los es@e'rm}completos. Similarmente, se prueba que el
método de categoria de Baire también es aplicable a losiesgaxtoby-completos, etc. Ya en éste capitulo
se comienzan a dibujar algunas de las extraordinarias cgsseias que se obtienen por medio el Teore-
ma de Categoria de Baire al mostrarnos algunos hechos tgramie excepcionales e insospechados. El
capitulo 2 es, por su amplitud y variedad, el mas interesha®aplicaciones del Teorema de Categoria de
Baire comienzan, en primer lugar, con una galeria de masstas decir, examinando ciertos objetos que en
principio se consideran como excepcionalmente raros \cesyextravagantes pero que tales objetos consti-
tuyen, de hecho, la regla y no la excepcion. Algunos de esot@ados generaron, en sus comienzos, ciertas
reacciones adversas que les permitieron a algunos matesi&iejarse con horror y temor de esas plagas
lamentables”, pero a otros les caus6 una especie de alegri@gmosa en busca de otros monstruos ocul-
tos. En todo caso, lo que esos resultados muestran es ébtdelhmétodo de categoria de Baire en revelar
abundantes objetos ocultos con apariencia insolita y,@sy@timaginables. La mayoria de esas aplicaciones
abarcan areas fundamentalmente del Analisis Real y Comipleluyendo Teoria de la Medida, asi como
en la Teoria de los Espacios de Banach y de los Operadoresdsn&cotados entre ellos. Por ejemplo, en
el transcurso de estas notas tratamos de mostrar como elff@ale Categoria de Baire aparece como una
herramienta importante en la demostracion de resultachesifgidos con: Principios Variacionales, Andlisis
Diferencial en Espacios de Banach, Dentabilidad, Fragabdittad, Juegos Topologicos, Funciones Analiti-
cas, Series Trigonométricas y de Fourier, etc. El Ultimdta&pes una breve incursiéon al hermoso, sutil y
delicado resultado conocido con el nombreEleTeorema Grande de Bairden dicho capitulo se tratan
ciertos aspectos de las funciones de la primera clase de, Baitaracterizacion clasica de tales funciones,



VI

asi como algunas (muy pocas) aplicaciones en el ambito desfizcios de Banach. Tangencialmente nos
involucramos con ciertos indices y sus relaciones con laddnes de la primera clase de Baire.

Finalmente queremos hacer notar, en primer lugar, que émsatde estas notas se debe fundamental-
mente al esfuerzo que se ha hecho para que dicha exposieidm ®&is autocontenida posible tratando, en
lo posible, de demostrar gran parte de los resultados eadogly utilizados, aunque en algunos casos, muy
pocos, se provee s6lo un bosquejo de la demostracion y, eeamncia, se hace imprescindible pedirle
al lector que en la bibliografia recomendada al final deblibonsulte los resultados no demostrados en
estas notas. Por otro lado, existe una seccién marcada sastiriscos, la Ultima del Capitulo 2, que no
presenta ninguna demostracién. El Unico interés en itetues el de informar brevemente al lector sobre
ciertos resultados actuales e importantes vinculadoserta enedida, con el Teorema de Categoria de Baire
y que tratan sobre ciertos conjuntos que sin poseer unagstuineal, contienen subespacios lineales que
a veces resultan ser muy grandes. En segundo lugar, mugigsaspectos que tienen que ver, directa o
indirectamente, con el Teorema de Categoria de Baire noiti@aimsluidos por diversas razones. Por ejem-
plo, los relacionados con las versiones computables dekffebde Categoria de Baire, asi como la nocion
de porosidad en la Teoria de los Espacios Métricos, la natédprevalencia en espacios de Banach y su
relacion con otras nociones en la Teoria de la Medida e teqr y otros campos del quehacer matematico
no aparecen en estas notas. Los libros de John C. Oxtoby ([@48&sico por excelencia en este tema), R.
P. Boas [56], N. L. Carothers [84], A. B. Kharazishvili [253). M. Bruckner [76], B. S. Thomson, J. B.
Bruckner y A. M. Bruckner [426], asi como la tesis de Sara tedd241], el articulo de Haworth-McCoy
[208], y algunos otros que no mencionamos, tratan temasahbemos incluidos en estas notas. Las tesis de
Ivan Bergman [49] y fundamentalmente la de Johan Thim [4&4hpién son ampliamente recomendadas.

Quiero expresar mis mas profundas gracias al profesor yaaBigmedes Barcenas quien se nos fue
asi, de improviso, dejandonos con una tristeza que uno rodsaite ubicarla y un profundo dolor. En la
primera version de estas notas, el Dr. Barcenas las leyoletangente haciéndome llegar sus observaciones
que me parecieron muy pertinentes y que, por supuestopmeiron sumo entusiasmo. La version casi
final de las mismas, la que ahora tenemos a mano, fueron sasetiun riguroso y meticuloso escrutinio
por parte del Dr. Dick van Dulst convirtiendo su lectura egoainas comprensible y agradable. Tenemos
la firme conviccién que su intervencién ha sido determinantéa fase final de la misma y de un enorme
beneficio en su presentacion. Muchos resultados fueroagidas, otros desincorporados y algunos vueltos
a rehacer. A ellos unly de gratitud. Eso no significa que no puedan seguir existipodiles errores u
omisiones que, dicho sea de paso, son de mi entera resdmtshlpero de ninguna manera imputables ni
al Dr. van Dulst ni al Dr. Barcenas. Aunque tenemos que cedieitentacion de las siempre necesarias v,
a veces, inagotables ampliaciones y correcciones cuandscsbe unas notas tan extensas, debemos, sin
embargo, agradecer a quien, por algin medio, me haga sdlrer@uisiones o errores encontrados en el
mismo para, en un futuro (si tal cosa es posible), mejoranlamas. Gracias por adelantado.

Como comentario final debemos decir que lo Unico que aspgawoo la publicacién de estas notas es
que algun lector encuentre algo de interés en ellas y pugddidie disfrutando de la trivialidad profunda
del Teorema de Categoria de Baire paseandose por sus, asuepdss, y en ocasiones profundas, pero
siempre hermosas y poderosas, aplicaciones.

W.B.

E-mail: wbrito@ula.ve
Universidad de Los Andes
Mérida - Venezuela
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CAPITULO 1

EL TEOREMA DE CATEGORIA DE BAIRE

Introduccion

Las aplicaciones clasicas del Teorema de Categoria de 8astentan la idea de que dicho teorema
es uno de los tantos resultados importantes en matem&fioasello sea verdad no afiade nada nuevo, sin
embargo, dicho resultado va mas alla del simple hecho dédemado como un teorema importante. Aunque
su demostracion es simple, su amplio abanico de aplicagioneno intentaremos probarlo en estas notas, es
inmenso. Tal vez por esa razén Korner [270] lo califica cometrinialidad profunda Por ejemplo, su area
de influencia en la demostracion de un nimero significativeeslieitados importantes e interesantes se hace
sentir en el andlisis clasico, en topologia, en ecuacioifie®dciales, en la teoria de nimeros, en el analisis
convexo, en el analisis funcional, en probabilidades, eiisis armdnico, etc. Constituye, de hecho, un
método poderoso para probar, no sélo la existencia de siebjetos cuyas construcciones son, en muchas
casos, tremendamente dificiles, sino la abundancia dedhjetos. Sin embargo, y este es uno de los retos
gue hay que sortear con éxito, existe un cierto grado de Wifccen relacién con el método de Categoria de
Baire el cual consiste en “encontrar” el espacio métricopleto adecuado o, en su defecto, algun espacio
de Baire apropiado donde dicho método es aplicable. O@si@mdremos de exhibir numerosos ejemplos
donde tal método es aplicado tales como la existencia déofuge continuas que no son diferenciables en
ningun punto de su dominio, asi como funciones diferenesatplie siempre oscilan en cualquier subintervalo
de su dominio, etc.

Antes de entrar de lleno en los pormenores del Teorema dgdatale Baire y algunas de sus aplica-
ciones, sera necesario revisar de manera sucinta algucias@® basicas de Teoria de Conjuntos, Funciones
y Espacios Topol6gicos que asumiremos, corriendo el riglggequivocarnos, que el lector conoce. Sin
embargo, parte de la teoria de los Espacios de Banach y, gcufzar de los Espacios de Hilbert que se
necesitan en estas notas no se desarrollan en esta seauiie @e discuten brevemente en ciertas porciones
del mismo. En todo caso, la bibliografia al final de estassypteeden servir al lector de ayuda para conocer
(y ver su demostracion) de algunos de los resultados en éasajge provee ninguna prueba.
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1.1. Conjuntosy funciones

|| » Conjuntos

En esta seccion revisaremos brevemente algunas propgedasieas de conjuntos y funciones que son
de interés para el desarrollo de estas notas. ComUnmenteniumto se describe como una coleccion (o
reunion) de objetos de cualquier naturaleza llamadoslé&mmentoso miembros del conjunto pero evitando
definir lo que es una coleccion o lo que es un objeto con el s@pdgito de eludir la aparicion de las
denominadas paradojas de la Teoria de Conjuntos. Por taloneh estas notas, los términos “conjunto” y
“elemento” permaneceran sin ser definidos y seran aceptamios entidades fundamentales confiando en
que el lector posee una nocion, o sentimiento intuitivo,odgule es un “conjunto” y lo que es “elemento de
un conjunto”. Los elementos que forman parte de un conjuatticplar, digamosX, seran denotados por
el simbolo % € X” que se lee: X es unelemento o miembro de X”, o también se dira quex‘pertenece
a X.” Analogamente, el enunciadx ¥ X” significa que % no pertenecea X", 0 “X no es un miembro o
elementode X”.

En general, usaremos letras minUsculas tales aing,...,Xx,y,z a,B,y,... para indicar los miembros
0 elementos de un conjunto, y letras mayuscll&8 C,...,X,Y,Z,2A,B.¢,... A, B,C, etc., para designar
conjuntos. Si los elementos de un conjunto son a su vez dosjlos cuales seran representados por letras
mayusculas), entonces dicho conjunto sera llamaddfamdia, o unacolecciénde conjuntos e indicado
con una letra tipo gotic@l, B, €, etc., 0 una letra de tipo caligrafig, B, C, etc.

Si Ay B son conjuntos, el enunciadé\‘C B", que se leeA es unsubconjunto de B, o tambiénA esta
contenidoo A es ungparte de B, significa que todo elemento depertenece al conjuntB aunque pueden
existir elementos dB que no estén eA. Por otro lado, decir qua no es un subconjuntade B, en notacion
A ¢ B, significa que existe al menos un elementoAdgue no es miembro dB. Como suele suceder en
muchas partes de las matematicas, existen convencioneegulan ser muy adecuadas. Por ejemplo, en
la Teoria de Conjuntos, postular la existencia de un comjgoe no posee elementos es una de ellas. A tal
conjunto se le llama @lonjunto vacioy denotado pof. El conjunto vacio esta caracterizado por la siguiente
propiedad: X € 0" nunca se satisface, cualquiera que seEximportante destacar que, una vez admitido la
existencia del conjunto vacio, siempre se cumple@gdeXx, para cualquier conjunt¥. En efecto, suponer
qued ¢ X significa que existe algime & tal quex ¢ X, pero coma € @ nunca se satisface, entonces ello
obliga a sentenciar qu&C X. De esto ultimo se deduce que el conjunto vacio es Unico. Uadoédisual
de obtener subconjuntos de un conjunto dado es el sigusmgarte de un conjun y se considera una
propiedadP referente a los elementos dda cual puede 0 no ser cierta para algunos o todos los miembros
deX. En este sentido, cualquier conjunto de la forna {x € X : P(x) es cierta define un subconjunto de
X. Dado un conjunt, indicaremos pof(X) el conjunto de las partes deX, es decir,

P(X) = {A: ACX]}.

Observe quéA € P(X) si, y solo si,A C X. Diremos queA esigual a B, en notacion, A = B”, si ocurre
queAC By BCA. SilarelacionA = B no se cumple, entonces diremos duig B sondistintos y lo
denotaremos pok # B. La notacion A ;Cé B” significa queA C B peroA # B, que se expresa diciendo que
A es unsubconjunto propio deB. Ladiferencia A\ B es el conjunto formado por todos los elemento&\de
que no son miembros d& esto es,

A\B = {x:xc€A y x¢B}.

En el caso particular en guees un conjunto fijo YA C X, entonces X \ A se le llama etomplementode
A (relativo aX) y también denotado pa.
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Dados los conjuntog y B, la union e interseccionde ambos conjuntos denotados parB y AN B,
respectivamente, se definen como:

AUB = {x:x€A 6 xeB} y AnB= {x:x€Ay xeB}.

En el caso particular en queN B = &, entonces se dice quey B son conjuntoglisjuntos. Similarmente,
el producto cartesianoA x B se define por

AxB = {(ab):acA beB}.

Puesto que no existe ninguna limitacion para restringiana®s conjuntos en las definiciones de union
e interseccién, podemos considerar uniones e intersexciarbitrarias de conjuntos. Sea entondesna
familia de conjuntos, definimos laién e interseccidn respectivamente, de dicha familia como

JA={x:xeAparaalgime A} vy (1A= {x:xeAparatodoAc A},
AcA AcA

Con frecuencia, escribiremdgA y (A como sindnimos para la unién e interseccion de la familja
respectivamente. Si es una familia numerable, digamds= {A;,A,, ...}, entonces, en lugar de escribir
Uac4 A usaremos la notacidg,,_, An. Lo mismo se hace con la interseccion, es decir, escribs¢nfio; A,
en lugar dgac4 A. Como antes, si ocurre queN B = @ para cada par de conjuntdsB en A, entonces
diremos queA es undamilia disjunta o que los conjuntos dé sondisjuntos dos a dos

Suponga ahora qu¢ es un conjunto no vacio y qué es una familia de subconjuntos He Si ocurre
queX = Jaca A entonces diremos qué es uncubrimiento de X. Si la familiaA es disjunta y, ademas, es
un cubrimiento deX, entonces se dice quées ungparticion de X.

Algunas propiedades importantes sobre familias de carsunigue se usan frecuentemente son las si-
guientes. Sead, B familias de conjuntos. Entonces se verifica que:

(Uan(UB) = U (anB)

AcA BeB (AB)EAXB

(NAu(Ne) = N (auB).

AcA BeB (AB)eAXxB

También se cumplen ldeyes de Morgan si X es un conjunto no vaciog C P(X), entonces

X\UA=(X\A v X\A=J X\A).

AcA AcA AcA Ace A

Algunas de las definiciones formuladas anteriormente toypsh una parte de los denominados Axio-
mas de la Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel, formsaladr Ernst Zermelo y Adolf Fraenkel, ha-
bitualmente referidos comoF y que evitan la famosa paradoja de Bertrand Russell. Los slamiémas o
propiedades edF no formuladas explicitamente en estas notas se puedentepngar ejemplo, en [240],
0 [230].

Confiamos en que el lector ha tenido, o posee, cierta expaieon el sistema de los numeros reales
R asi como también con el sistema de los nimeros complejosr o que no le dedicaremos tiempo a su
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construccion. En particular, asumiremos familiaridad Zoel conjunto de todos los nimeros enteros, con
N, el conjunto de todos los niimeros enteros positivos,@oeal conjunto de todos los niumeros racionales
y su complementa] = R \ Q, el conjunto de todos los nimeros irracionales. El simBolienotara indis-
tintamenteR o bienC, mientras quéNy = NU {0}. Recordemos que un conjunfode R se diceacotado
superiormente (respectivamentanferiormente) si existe una constantéd tal quex < M (respectivamente,

M < x) para todox € A. Diremos queA esacotadosi €l es acotado tanto superiormente asi como inferior-
mente. También se dice géetiene o posee usupremofinito ap € R, que escribiremos comag = SupA,

si las siguientes dos condiciones se cumplen:

(1) x<agparatodx e A,y
(2) siae Restal quex < apara todax € A, entoncesy < a.
La condicion(2) puede ser reemplazada por

(2') Dadoe > 0, existex € Atal queag — € < X.

El infimo, infA, se define de manera similar. La siguiente propiedad fund@ieonocida con el nombre
de Axioma del Supremq se cumplecualquier conjunto A d&R acotado superiormente (inferiormente)
posee un supremo (infimdi A no esta acotado superiormente (inferiormente), escmilisesupA = +co
(infA= —o0).

|| » Funciones

SeanX,Y conjuntos no vacios. Umalaciéon deX enY es un subconjuntBdeX x Y. Cualquier elemento
(x,y) deRse indicara por el simbokRy SiX =Y, entonces a la relacidRse le llamarelacion binaria.

Recordemos que unalacién de equivalenciasobre un conjuntX es una relacién binari® sobre
dicho conjunto que e=flexiva, simétrica ((x, y) € R= (y,X) € R, para tod,y € X) y transitiva. Cuando
(X,y) € R, escribiremogx ~y) modR y diremos que y y sonR-equivalenteso equivalentes moduldR.
Cuando no exista ninguna posibilidad de un mal entendidwibg®mosx ~ y en lugar degx ~ y) modR.
La clase de equivalencia demdduloR es el conjuntdC, = {y € X : (X ~y) modR}. Puesto quex € C,
para todox € X, resulta que las clases de equivalencias forman una partieiX, es decirX = Jycx Cx Y,
cualesquiera seany € X, se verifica qu€y = Cy o bienC,NC, = &. Al conjunto

X/R = { X:xex},

se le llama etonjunto cocientede X por la relaciorR. Observe que siy € C,, entonce€, = Cy =C;, esto
es,todos los elementos de una misma clase dan origen a clasgfca® La funcionQ: X — X /R definida
por Q(x) = Cx para cadx € X, se le llama laplicacion cocienteo canonica Q es claramente sobreyectiva.
Unafuncion, o aplicacién, deX enY es una relaciorf de X enY con la propiedad adicional de gque si
(x,y) ¥ (x,z) estéan en la relacion, entonges: z, es decir, para cadec X existe exactamente uno, y s6lo un
elementoy € Y, al que denotaremos pd(x), tal que(x, f(x)) € f. Siguiendo la tradicion, a la funciéhla
expresaremos, en lo sucesivo, con el simbdalX — Y. Al conjuntoX se le llama etlominio de la funcién
f, mientras que ¥ se le llama etontradominio de f. Dos funciones : X — Y y g: X’ — Y’ soniguales
siX=X,Y=Yy f(x)=g(x) para toda € X. El conjunto

Gra(f) = {(x, f(x)) e XxY:xeX}

es llamado egrafico de la aplicacionf : X — Y. Sif : X — Y es una funcién YA C X, entonces lamagen
deApor f, es el conjunto
f(A) = {f(x) eY:xeA}].
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Por otro lado, sB C Y, laimagen inversadeB por f, es el conjunto
f~1(B) = {xe X: f(x) € B}.

Es facil ver que s C P(X), entonces

f(UA) = Ut f(NA) <A

AcA AcA AceA AcA

Observe que la inclusion anterior puede ser propia. Enefecexisten elementosy € X conx #y pero
satisfaciendd (x) # f(y), entonces tomandd= {x} y B={y}, se tiene quANB = &, de dondef (ANB) =
@, mientras qud (A) N f(B) = {f(x)}.

Para la imagen inversa se cumple qu si P(Y), entonces

(U =Uf'® vy YNB) =148

BeB BeB BeB BeB

SiB CY, también es vdlida la siguiente igualdad:
f=1(Y\B) = X\ f(B).

Mas aun, dadé\ C X, se tiene qué C f~1(f(A)), mientras que 8 C Y, entonces (f1(B)) C B.

Una funcionf : X — Y se llamainyectiva si dadosx,y € X arbitrarios, f (x) = f(y) implica quex =y.
Otros sinénimos de la palabra inyectiva que cominmenteaseambiunivocay uno a una. La funcion f
se dice que esobreyectivg o simplementesobre siY = f(X), es decir, si para cadec Y existe unx € X
tal quey = f(x). Si f es tanto inyectiva asi como también sobreyectiva, entdadkesnaremosdiyectiva.

Observe que, para que ocurra la igualdad(f(A)) = A cualquiera que seA C X, es necesario y
suficiente quef sea inyectiva. Similarmenté,es sobreyectiva si, y sélo di( f~1(B)) = B para toddB C Y.

Sif:X—Yyg:Y — Zson funciones, entonces podemos definfulecion compuestago f : X — Z
como(go f)(x) = g(f(x)) para todax € X. SeaA un subconjunto dX. La aplicacion : A— X, definida por
i(X) = x para todox € A, se llama laaplicacion inclusionde A enX. En el caso particular cuando= X, la
aplicacién inclusion dX enX, se llama l&uncion identidad y sera indicada por IdX — X. Cada funcién
biyectivaf : A— B da origen a otra funcién biyectiva, llamadainaersa de f y denotada pof 1 :B — A
tal quefoft=flof=Id.

Seanf : X — Y una funcién yA un subconjunto no vacio d&. Larestriccion de f al subconjuntoA
es la aplicacionf|A: A — Y definida por(f|A)(x) = f(x) para todox € A. Nétese quef|A = f oi, donde
i : A— X eslainclusién dé enX. Por otro lado, dada una funcign A — Y, toda aplicaciorf : X — Y tal
queg = f|A se llama una&xtensiondeg al conjuntoX. La funcidnxa : X — R definida por

(x) = 1 sixeA,
XA =10 sixg A

se le denomina la funciéearacteristicadeA.
|| » Familias indexadas, productos cartesianos

SeaJ un conjunto no vacio cuyos elementos llamaremmolices Dado un conjunto arbitrariX, cual-
quier funcionx(-) : J — X es llamada undamilia de elementos deX (con indices en si es necesario
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enfatizar el conjunto de indices). La imagen de cada elemtestJ por medio dex(-) se denotara poty y
la funcionx(-) se indicara por el simbolp )qes. Cuandod = N, entonces cualquier familia de elementos
deX con indices elN se llamara unaucesionenX y se denotara pdixn)n_1, (Yn)n-1, (Zn)p_1. €tC.

Suponga ahora que # A C P(X) y quex(:) : J — A es una aplicacion sobreyectiva. Por definicion,
para cada conjuntd € A existe un indicex € J tal quex(a) = A al que denotaremos pég. En este caso,
la coleccionA se identifica con ldamilia de conjuntos {Aq : a € J}, lo que frecuentemente escribiremos
comoA = (Aq)acy- En este caso escribiremigg . ; Aq en lugar dé Jac 4 Ay lo mismo para la interseccion. Si
J =N, usaremos la notaciéh = (An);_; a la que llamaremos ursaicesion de conjuntosUna sucesion de
conjuntos(A,)n_; se dice que esreciente (respectivamentejecrecientg si A, C Aq;1 (respectivamente,
An D An.1) para todon € N. Si las inclusiones son todas estrictas, entonces direm@dagsucesion es
estrictamente crecientgrespectivamentestrictamente decreciente

Sea(Aq)ac una familia cualquier de conjuntos. Se definprelducto cartesianode esta familia como
el conjunto de todas las funcionegjue tienen dominid tal quex(a) = x4 € Aq para cadax € J, es to es,

[1A« = {X('):J—)UAG‘X(G)ZXGGAG paracadaueJ}.

aed aed

Cada funciorx € [qcjAa €s llamada unéuncion de eleccionpara la familia(Aq )qcy. Si ocurre que todos
los Ay son iguales, digamo#y, = A para todax € J, entonces el producto cartesiafig.; Aq Se denotara
brevemente poA’. En el caso particular en qde= {1,...,n} para algim € N, escribiremosA" en lugar de
AJ. Similarmente, sl = N, pondremos\" como un sinénimo d&’. En general, escribiremqgg_, A, como
sinénimo dgnen An. El conjuntoK" es llamado eéspacio Euclideano de dimension (o n-dimensional)

y si X es un conjunto arbitrario, entoncE¥ denota el conjunto de todas las funciories< — R. De interés
es el producto cartesiar@qjAq dondeA, = {0,1} para todax € J. A éste producto lo denotaremos por
2N, el cual consiste de todas las sucesiones de O'sy 1

1.2. El Axioma de Eleccidn, el Lema de Zorn, el Principio del Ben-Orden,
Ordinales, Cardinales y la Hipétesis del Continuo

|| » El Axioma de Eleccion

El Axioma de Eleccion es un axioma de la teoria de conjuntespmstula la existencia de ciertos ob-
jetos sin dar ninguna indicacion de cémo obtenerlos. Degdgparicion ha resultado ser un axioma muy
controversial. Su aceptacion, en términos generales,sserga sobre la creencia de que nuestra percepcion
sobre los conjuntos finitos se puede ampliar a los conjunfastds, pero mas alla de eso, el principal ar-
gumento para su aceptacion es que dicho axioma es trememgadid Muchos resultados importantes
y fundamentales en Analisis Real, Topologia, Andlisis Famad, Algebra, etc. se pueden demostrar si se
acepta, sin limitaciones, el Axioma de Eleccion. Una maedér ello se puede ver, por ejemplo, en el libro
de H. Herrlich: Axiom of Choice [215]. Entre las numerosasifas equivalentes del Axioma de Eleccion
gue existen, tal vez una de las mas populares sea el siguiente

Axioma de Eleccién (AC) Si (Xq)aes €S una familia de conjuntos tal que ¥s no vacio para
todoa € J, entonces existe al menos una funcion de eleccion parargida( Xy )qes-

Lo anterior se puede expresar diciendo glagla cualquier coleccié(Xy )qeg de conjuntos no vacios, el
producto cartesianq]q<;Aq €S No vaciplo que cotidianamente se traduce en afirmar dada cualquier
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coleccion(Xy)aecy de conjuntos no vacios uno puede elegir, de caglauX Unico punto x para formar un
nuevo conjuntoEs un hecho ya establecido que el Axioma de Eleccion esaémdiignte de los axiomas de
la Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenl&t) en el sentido de que ni la verdad, ni la falsedad de dicho
axioma puede ser demostradoZf Afiadiéndole a la Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraemhkeliema

de Eleccién se obtiene una Teoria de Conjuntos mucho masaaynpbderosa denominada brevemente
ZFC. El uso del Axioma de Eleccibn muchas veces se oculta y, &usga obvio para el experto, puede
no ser percibido por el principiante. De hecho, grandes mégieos tales como Borel y Lebesgue que eran
acérrimos detractores de tal axioma, lo usaron inconsriggrite en la prueba de algunos teoremas. Por
ejemplo, Lebesgue lo utilizé para demostrar que unionesenainies de conjuntos medibles son medibles,
mientras que Borel se valié de él para demostrar la exigtateifunciones continuals: R — R las cuales

no pueden ser representadas como series dobles de polmomio

|| » El Lemade Zorn

Entre las numerosas y variadas formas equivalentes del#sxé® Eleccion, se encuentra el asi llamado
Lema de Zorn, un resultado formulado por M. Zorn en 1935 [468lie resulta ser extremadamente Util
en varias ramas del quehacer matematico. Por ejemplo, eh lden¥Zorn es fundamental para demostrar
resultados importantes tales como: el Teorema de HahneBaehTeorema de Krein-Milman, el Teorema
del Ultrafiltro, la prueba de la existencia de una base de Hameualquier espacio vectorial no trivial, etc.
Recordemos que una relacion binaria sobre un conjdnto es otra cosa que cualquier subconjuRtde
X x X. La relacion binariaR se dice que es uorden parcial si ella es

(a) reflexiva: (x,x) € R para todo xe X,
(b) antisimétrica: si (x,y) y (Y,X) estan erR, entonces xy,
(c) transitiva: si (x,y) y (y,2) estan erR, entoncegx, z) € R.

Escribiremos< para denotar un orden parcial sobfeUn conjuntoX equipado con un orden parcigles
llamado unconjunto parcialmente ordenadoy denotado po(X, <). Dos elementos,y en un conjunto
parcialmente ordenado se dicen que somparablessix <y 0 y < x. Un conjunto parcialmente ordenado
en el cual cualquier par de elementos son comparables esdtaomconjunto totalmente (o linealmente)
ordenadoy a dicho orden se le denomina arden total o lineal. Unacadenaen un conjunto parcialmente
ordenado es un subconjunto que esta totalmente ordenadm &mjunto parcialmente ordena@, <) la
relaciénx < y significa quex <y perox # y. Con frecuencia escribiremg@s— x como sinénimo de <'y.
Sea(X, <) un conjunto parcialmente ordenado y $ea@ X. Un elementox € X es unacota superiorde
Asia=<xparatodoa € A. Sixg es una cota superior dey si cualquier otra cota superigrde A satisface
Xo =< X, entonces se dice que es elsupremode A. Un elementas € X se dice que es ehaximo o el
elementomas grandeen X si X < xg para todox € X. Por otro lado, un element € X se dice que es
un elementanaximal en X si no existey € X para el cuaky <y, es decir, si el Unico elemenios X que
satisfacexg < x es el propioxg. Observe que un elemento maximal no tiene porque ser maaredgyde
todos: mas aun, lo que no le esta permitido a un elemento rmb&srser menor que cualquier otro elemento
del conjunto. Por ejemplo, séa= {x € R2: || x||, < 1}, es decirX es la bola cerrada unitaria con la norma
euclideana. SobrX defina el siguiente orden parcial: si x,y € X, x =y si, y sélo si,x € ly, donde
ly es el segmento radial que va desde el origen al punis claro que cualquier par de vectoxeg € X
no son comparables si ellos estan sobre segmentos raditietod. De esto se sigue que cualquier vector
ve {xeR2: ||x||, =1} es maximal pero no es un maximo. Las definiciones de infimdnmoig minimal
se definen de modo enteramente similar. La demostraciérrd@ahpo resultado se puede ver, por ejemplo,
en [215].
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Lema 1.2.1 (Lema de Zorn).Sea (X, <) un espacio parcialmente ordenado. Si cualquier cadena en X
posee una cota superior, entonces X posee un elemento nhaxima

Con mucha frecuencia, el Lema de Zorn se utiliza cughés una familia de subconjuntos de un con-
junto dadoX ordenados por la relaciéon de inclusiéneon la propiedad de que cualquier cad€na g, su
union|J €, también esté ef. (Observe qué) € es una cota superior patacon respecto &). En este caso
particular, el Lema de Zorn se expresa del modo siguiente:

Corolario 1.2.1 (Principio Maximal de Hausdorff). Sea§ una familia de subconjuntos no vacios de un
conjunto no vacio X. Suponga que los elementds estan ordenados por la relacion de inclusiény que
para cualquier caden& C §, se cumpla que su unignC también esta ef§. Entonces§ posee un elemento
maximal.

|| » Principio del Buen-Orden

Entre los conjuntos infinitos, el conjunto de los nimerosanadés con su orden natur@f, <) es un con-
junto que disfruta del denominagwincipio del buen-orden, el cual establece queualquier subconjunto
no vacio deN contiene un primer elementes decir, el elemento méas pequefio (0 minimo) del subcanjunt
Si pudiéramos extender dicho principio a cualquier comjunat vacio con un orden establecido abrigariamos
la esperanza de poder trabajar con cualquier conjunto baemado del mismo modo conque trabajamos
conN y, por supuesto, eso nos conduciria a extender nuestra anadicional de contar mas alla de los
naturales y, por supuesto, dispondriamos de una extensi@rateso de induccién matemética. Por tales
motivos, el principio del buen orden es una propiedad quépamios pensar como altamente deseada.

Sea(X,=) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos gues unbuen-ordenen X o queX esta
bien-ordenado por < si cualquier subconjunto no vacf de X posee un primer elemento, es decir, un
elementax € A es elprimer elemento o el elemento minimoen A si x < a para todoa € A. Observe que
un buen-ordern< sobre un conjunteX automaticamente o convierte en un conjunto totalmenterado.

En efecto, sk,y € X, entonces el conjuntd = {x,y} posee, por ser un buen orden sobr¥, un primer
elemento, es decir, 0 bier'y, 0 bieny < x. Por esta razdn uno puede suponer que un conjunto bien dalena
es un pa(X, <), dondeX un conjunto totalmente ordenada<yes un buen-orden ef. Si (X, <) y (X', x/)

son conjuntos bien-ordenados, entonces una funtio — X’ se dice que es uarden-isomorfismo si

f es biyectiva yf(x) < f(y) siempre quex <’ y. En este caso diremos gXey Y son orden-isomorfos o,
simplemente, isomorfos.

El orden lexicogréafico es un ejemplo de un buen-orden en dupto cartesiano de dos conjuntos bien-
ordenados. Recordemos su definicion. Sgamka) ¥ (B,<g) dos conjuntos parcialmente ordenados. El
orden lexicograficq también conocido como efrden del diccionario, es una relacion de ordendefinida
sobre el producto cartesiaox B del modo siguiente: para tode,b), (a',b’) € Ax B,

(ab) < (@,b) — a<ad obien (a=a A bxgl)

Nétese que la regla que define<aes la misma regla que se utiliza para ordenar las palabrasadaueger
diccionario. De alli su nombre.

Suponga ahora qué, <a) Y (B, <g) son dos conjuntos bien-ordenados y que el producto cartesia
B esta provisto del orden lexicogréafied SeaX un subconjunto no vacio dex B. Observe que el conjunto
Xy ={a€ A: (ab) € X} por ser no vacio eA, posee un primer elemento, llamémoslp(recuerde que
estamos asumiendo q@Aa, <a) es un conjunto bien-ordenado). De modo enteramente sireilaonjunto
Xo={b e B: (ay,b) € X} posee, e, un primer elemento, digamdg. Resulta claro, por la definicién del
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orden lexicogréfico, quéag,bp) es el primer elemento d¢y, por lo tanto,A x B con el orden lexicogréfico
=< es un conjunto bien-ordenado. Es facil ver qua siN y si (A;, <) es un conjunto bien-ordenado para
i =1,...,n, entonces uno puede, recursivamente, definir el orderolgréafico=< en el producto cartesiano
Mi=1A y entonces hacer de éste un conjunto bien-ordenado.

Sea(X, =) un conjunto parcialmente ordenado. Para cad, defina

S(x) ={yeX:y=<x}.
Al conjunto Sx) se le llama ursegmento inicialdeterminado pox.

Teorema 1.2.1 (Principio del Buen-Orden).Cualquier conjunto no vacio puede ser bien-ordenado.
Prueba. SeaX un conjunto no vacio y sea
F = {(A, <a) : A C Xy =<a esunbuen-orden sobﬁe}.

Puesto que cualquier conjunto finito esta bien ordenadoyzdquaier orden lineal o total, resulta gqge @.
SobreF se define el orden parcig] declarando qugA, <) < (B, <) Si

(1) ACB,
(2) <a Yy <B coinciden sobréy,
(3) sixe B\ A entonces <g X para todca € A.

Sea ahor& una cadena e y definamo<C = |J{A: (A, xa) € C}. SobreC se define el ordegc del modo
siguiente:xx <c 'y si, y solo, si existe unfA,<xa) € C tal quex,y € A, en cuyo casox <a Y. Es facil ver
que el ordenamientec esta bien definido y es un buen orden sdbréor esto,(C,<c) € F Yy es claro
que (C,<c) es una cota superior pafa Por consiguiente, por el Lema de Zorn, el conjugitposee un
elemento maximal, digamo$Ag, <). Afirmamos queA; = X. En efecto, suponga por un momento que
A # X y seax cualquier elemento eX \ Ag. Ordene el conjunt@®, = AgU {x} con el mismo orden que
poseeA, estipulando, ademas, qae< x para todoa € Ag. EntoncegBp, <) es un elemento dg tal que
(Ao, =) 3 (Bo, <), lo que evidentemente contradice la maximalidadAle<). Por estoddy =X y < es un
buen-orden sobrk. |

Se puede demostrar que el Axioma de Eleccion, el Lema de ZeitrPyincipio del Buen-Orden son
todos equivalente (véase, por ejemplo, [240]).

|| » NUmeros ordinales

Mientras que el cardinal de un conjunto mide la cantidad dmehtos que él posee, el ordinal de un
conjunto bien-ordenado mide su “longitud”. Siguiendo anJebn Neumann diremos que:

Definicion 1.2.1. Un nimero ordinal es un conjunto bien-ordenado con la propiedad de qug(§) = &,
para todog < a.

Esta definicién es equivalente a afirmar guestransitivo, es decir, sa € x € X, entoncesaac X y,
ademas, qu& esta totalmente ordenado por la relac®nCon esta definicion podemos escribir, con el
orden usual, o, 1={0}, 2={0,1}, ..., n+1={0,1,2,...,n}, ..., es decir, cada niUmero natural
es un numero ordinal finito. De conformidad con la notacidaretar denotaremos par el conjunto bien-
ordenado de los numeros naturdigs En general, sit es un ordinal, entonces+ 1 := a U {a} también es
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un ordinal llamado esucesor inmediatode a. En lo que sigue escribiremas™ = o + 1. Similarmente, se
puede demostrar de quefses un conjunto de ordinales, entontga es igualmente un ordinal. Un ordinal
sin un sucesor inmediato es llamado emdinal limite, es decir,a es un ordinal limite sot = UBw B.
Usando la definicion de sucesor inmediato, podemos comtgerzerando ordinales numerables del modo
siguiente:

Wy = wo+1, (Q)o+1)+ =Wo+ 2,

En esta escala, despuésugiewg+1,wp+2, . . ., vienewg + wo = we2. Similarmente, después dg2, w2+
1 we2+2,... vienewe2+ wo = we3. Si se continla con este mecanismo indefinidamente sedogsaruir
una gigantesca cantidad de ordinales cada uno de los csalasrelefinicion, un ordinal numerable:

2 2 2 2 2
Wo, - ..,We2,...Wp3...,Wq,..., W5+ 1,...005+2,..., 05+ Wo,...,005+wo+1,...,
w0

2 3 ) &
W3+ 0o +2,...,08+002,..., W0, ..., Wa°, ..., w° ;...

Es importante destacar que ninguno de los ordinah@scooz,...,oa%,...,w‘a’o,... posee un predecesor in-
mediato. Cada uno de ellos es, por supuesto, un ordinaélimit

Se puede demostrar que todos los nimeros ordinales isoasdefitre si, son iguales. Esto permite que
cualquier par de nimeros ordinales puedan ser comparastose® st y [3 son niumeros ordinales y si
definimos

a <P si, y solo si, aeB 6 o=,

resulta que para cualesquiera dos nimeros ordinale$, se cumplira una, y sélo una, de las siguiente tres
posibilidades: a <, a=f 6 B < a. Alarelacion de ordert la llamaremos ebrden canénicode los
nameros ordinales. Es un hecho ya establecido que:

(a) SiA es cualquier conjunto de nameros ordinales, entof&es) esta bien-ordenado
(b) Cualquier conjunto bien-ordenado es isomérfico a Unico marnedinal.

Seaf3 un nimero ordinal tal queg < By seaX un conjunto arbitrario. Similar a la definicion de sucesion
en X, por unasucesion transfinita de tipop en X entenderemos cualquier aplicacién S(B) — X. El
elemento d& asignado al numero ordinal< 3 es denotado pog en lugar deb(a), y la sucesion transfinita
en si misma es denotada parxo,...,Xq,...,0 < [, 0 brevemente pofxy)q<p. Si en lugar de puntos
se consideran subconjuntos He entonces estaremos hablando de una sucesion transfinianpletos
que denotaremos pdFq),_g. La sucesion transfinita de conjuntff) , g, es llamadano decrecientesi

a<p
Fy C Fy paraa’ < o < By no crecientesi F; 2 Fy paraa’ < a < f.

Los conjuntos bien-ordenados son Utiles, entre otras cpsegue ellos poseen una estructura inductiva
la cual permite pensarlo como “inductivamente construig@ué significa esto? Pues bien, suponga que
(X, <) es un conjunto infinito bien-ordenado y seau primer elemento. Considere ahora el primer elemento
de X\ {x1}, digamosx,, después el primer elemento ¥e {x;,%.}, lamémosloxs, etc. Por supuesto, Xi
es no-numerable, tal procedimiento no agota la totalidatbslelementos d& pero, aun en este caso,
después de obtener una sucegig);y_; enX conx; < X2 < ---, podemos continuar con nUestro proceso
inductivo eligiendo el primer elemento &8 {x1, X2, ...} y se continda. Tal procedimiento es conocido como
el Principio de Induccién Transfinita.

Teorema 1.2.2 (Principio de Induccion Transfinita). Sea(X, <) un conjunto bien ordenado y seacAX.
Si ocurre que para cada X, la condicion: “S(x) C X implica que x A”, entonces A= X.
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Prueba. Suponga qué # X. El subconjuntd := X\ Ade X es no vacio y, gracias al hecho ¥essta bien
ordenadoB posee un primer elemento, llamémogjo Sin embargo, como(&) C X, nuestra hipotesis nos
revela queg € A, lo cual contradice el hecho de gueg A. Por estoA = X. [ |

Existe una forma alternativa de expresar el resultadoiantgue guarda una estrecha similitud con el
Principio de Induccion clasico. Puesto qu@Ses un conjunto bien ordenado para cada ordsanton-
ces existe un principio de induccién por cada ordinal. Bem ordinal y seaA un subconjunto de (8)
satisfaciendo las siguientes propiedades:

(1) 1€eA,

(2) a+1e A siempre quax € Ay, finalmente,

(3) a € A siempre que @) C A, para cualquier ordinal limitex < 3.
Entonces A= S(B).

Otro hecho que con frecuencia usaremos es el siguinfonga que X es cualquier conjunto no vacio.
Por el Principio del Buen-Orden existe un conjunto bien o@l#o (D, <) que sirve como un conjunto de
indices para los elementos de X, es decir, a X lo podemossentss como %= {xa o e D}.

|| » Cardinalidad

La nocién anterior de nimeros ordinales se introdujo conmfuotos estandar para comparar conjuntos
bien-ordenados por medio de isomorfismos. Si la relacionrdenono es nuestra prioridad, entonces la
herramienta principal para comparar conjuntos es la natédequipotencia. Dos conjuntdsy Y se dice
que sorequipotentes o que ellos poseen el mismo nimeros de elementos, si exiatiincion biyectiva
f : X — Y. EscribiremosX ~ Y para denotar qu¥ y Y son equipotentes. Un extraordinario resultado de
Cantor establece que:

Teorema 1.2.3 (Cantor). Cualquier conjunto arbitrario X es equipotente a un subaoi propio deP(X),
pero no es equipotenteJaX).

Prueba. Decir queX no es equipotente &(X) significa queninguna funcion f. X — P(X) puede ser
sobreyectivaPara ver esto, seac X. Entoncesf(x) es un subconjunto d¥ que puede o no contener a
x. Considere ahora el conjunto= {x € X : x ¢ f(x)}. Afirmamos que no existe € X tal queF = f(x).
Suponga por un momento que existe alggie X para el cuaF = f(xp) y observe quex € F si, y sdlo si,
Xo & f(Xo) = F. Esta contradiccion establece guao puede ser sobreyectiva y, en consecueicig,P(X)

no son equipotentes. Mas aun, si definini¢s) = {x} para todax € X, resulta quef es inyectiva y, asiX

es equipotente a un subconjunto propididX) y concluye la prueba. |

Sea ahora un nimero ordinal. Por el Teorema de Cantor el conjunto p@ét{a) posee las siguientes
dos propiedades:

(a) a es equipotente a un subconjunto propidida), vy
(b) o no es equipotente &(a).

Por el Principio del Buen-Orden, el conjurRfa) admite un buen-orden. Sea el nimero ordinal del
conjunto bien-ordenad®(a) y considere el conjuntéy = {B € w. : B ~ a}. Si ¢ es cualquier nUmero
ordinal tal queg ~ a, entonces; < w, pues, en caso contrario, tendriamos quew, lo que nos indicaria
que®(a) es equipotente a un subconjuntocddo cual es imposible. Se sigue ahora del caracter tranglgv
W, queg € w,. De alli que el conjunt®, es el conjunto de todos los numeros ordinales que son equoipst
aa. Lo anterior justifica la siguiente definicién.
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Definicion 1.2.2. Un namero cardinales un nimero ordinal tal quea < (3 para todof3 € F,, donde f es
el conjunto de todos los niumeros ordinales que son equifeEste.

Claramente cualquier nimero natural es un numero cardimtd.fEs interesante observar, por lo visto
anteriormente, quég, el conjunto de los nimeros naturales, admite dos repasenes: una comay,
el primer ordinal infinito y la otra comalg, el primer cardinal infinito. Como cualquier conjunto bien-
ordenado es isomérfico a Unico nimero ordinal, resultacgadguier conjunto X es equipotente a Unico
numero cardinaljue denotaremos por c&i). Por otro lado, del Teorema de Cantor se sigue que

0o < cardP(N)) = 270 = ¢,

donde 2° = ¢ denota el cardinal de.

|| » La Hipétesis del Continuo

Unaleph, 0, es el nimero cardinal de un conjunto infinito bien-ordendeloesto que todo subconjunto
de un conjunto bien-ordenado hereda esa propiedad, essigae siendo bien-ordenado, resulta que:

Cualquier cardinal infinito menor que U es und.

Teniendo en cuenta que, en presencia del Axioma de Eledcidos los conjuntos estan bien-ordenados,
entoncegodos los cardinales infinitos son alepl&n particular, el conjunt@A, <) de todos los alephs esta
bien-ordenado. Consideremos ahora el conjdtgdormado por todos los ordinales cuya cardinalidad es
Oo. No es dificil ver queZg es no-numerable. Definimos entonéés como el cardinal d&€g. En general,
si para cada € N, el cardinalld,, ha sido definido, entoncés,_; es el cardinal del conjunt@, de todos
los ordinales de cardinaliddd,. El cardinalC,, es el cardinal deJ;_; Zn y se continla la construccion de
cadally para cada ordinat > wg.

Se sigue de la definicion dé; que; < 2"°. En suContinuum Hypothesiss. Cantor establecio su
famosa conjetura:

Hipdtesis del Continuo(CH). 2Y0 =0,

Es decir, en la sucesion infinita de cardinales transfinitgs1,,0>.. ., la Hipétesis del Continuo afirma
que 2o = ;. Esta hip6tesis también se puede formular en los siguiééesnos: teniendo en cuenta que
0o < 2" = ¢, ¢ existird algn conjunto infinito A R tal queo < cardA) < ¢? La Hip6tesis del Continuo
es la que afirma que un tal conjurdono existe, en otras palabras: A es un subconjunto infinito de,
entoncegard A) = 0o, 0 bien cardA) =c.

Muchos resultados interesantes e importantes son posibsesacepta dicha hip6tesis. En 1938 Kurt
Godel demostro la consistencia del sistetR&€ + CH. Paul Cohen, en 1964, demostro la consistencia del
sistemaZFC + —CH.

|| » Construccién dewy, el primer ordinal no numerable.

Sea X un conjunto no numerable y suponga que X esta bienaafdguor la relacion<. Entonces existe
un conjuntoQ C X tal que:

(1) Q esno numerable, y

(2) para cadaa € Q, el conjuntoS(a) = {f € Q: B < a} es numerable
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Para demostrar esto, considere el conjunto
8 = {a € X:S(a) es no numerablg

donde $a) = {B € X : B < a}. Nuestro conjunt@® puede, o no, ser vacio. Si# @, entonces el Principio
del Buen-Orden nos garantiza giigposee un primer elemento, llamémoslpy la prueba termina una vez
que hallamos definid® = S(wy). En efecto, comey; € 8, tenemos que:

(a) S(wn) es no numerable, y ademas,

(b) por serw; es el ordinal mas pequefio para el o@lse cumple, se sigue quesse Q = S(w, ), es decir,
a < wy, entonces &) es numerable .

If 8§ =@, definaW = XU {X} y extienda el order< de X al nuevo conjuntd¥ declarando que < X para
cualquiera € X. Siahora hacemas; =X y Q = S(wy), vemos que las conclusionés y (b) dadas arriba
son inmediatas.

A w se le conoce con el nombre dieprimer ordinal no numerable, mientras que a los elementos del
conjuntoQo = Q\ {w } se les llamamrdinales numerables Observe que cafdy ) = [01. El hecho de que
Q posee un primer elemento nos permite penddg aomo un subconjunto d@ identificando al namero 0
con el primer elemento d@ y, recursivamente, identificando cada N, n > 0, con el primer elemento de
Q\{0,1,2,...,n—1} de modo que se preserve el orden de los naturales.

|| » Conjunto de Bernstein

El Principio del Buen-Orden permite construir ciertos conps extrafios eR. Por ejemplogxiste un
subconjunto no vaciB deR tal que él y su complemento intersectan cualquier conjuatcado no nume-
rable deR. Tal conjunto se conoce con el nombreMenstruo de Bernsteino, simplementegonjunto de
Bernstein. Veamos su construccion. Considere la fantlide todos los subconjuntos cerrados no numera-
bles deR. Por el Principio del Buen-Orden podemos indexar a dichguocdm con los nimeros ordinales
menores quev, esto esF = {Fy : a < wy}. Usaremos induccion transfinita para construB.&Para ello
es necesario, invocando de nuevo el Principio del BueniQrgige asumamos gquR esta bien-ordenado
y, por consiguiente, que cadig también lo esta. Segm,q; los primeros dos elementos 8¢ Para cada
1 < a < wy, suponga queg, g han sido definidos para todo< a. Puesto quéJg_q{pg,ds} €s numerable
y Fa €s no numerable, entonces el conjulito:= Fy \ Ug-q{Pg;ds} €S No vacio y, por consiguiente, bien-
ordenado. Seleccionemos ahora los dos primeros elemeatg, dligamospy, gq. ESto termina nuestro
proceso por induccion transfinita. SBa= {py : a < w; }. Puesto qugy € BNFy y gq € (R\ B)NFy para
cualquiera < w; y como cualquier conjunto cerrado no-numerable es algumesulta que el conjuntB
tiene las propiedades deseadas.

Observe que $B es conjunto de Bernstein también loR§ B. Mas aun, sB es conjunto de Bernstein,
entonces cualquier conjunto cerrdél B es, necesariamente, numerable pues, en caso confratéderia
contener puntos d& \ B lo que resulta imposible. En particul&,no contiene a ningun conjunto perfecto,
un subconjunto dR el cual es cerrado y no posee puntos aislados. En efecto,hesha bien conocido que
todo subconjunto perfecto dees no numerable (véase el Teorema 1.8.8, pagina 52) y estehsultado
sigue de la observacion anterior.

1.3. Espacios métricos

SeaX un conjunto no vacio. Unaétrica sobreX es una aplicaciéd : X x X — R que cumple con las
siguientes propiedades:
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(1) d(x,y) >0 paratodo,y € X,

(2) d(x,y) =0 si,ysélosi, x=Yy,

(3) d(x,y) =d(y,x) paratoda,y € X,

(4) d(x,z2) <d(x,y)+d(y,z) paratodaxy e X.

El par(X,d), dondeX es un conjunto yl es una métrica sobi¢, es llamado urspacio métrico Si la
condiciond(x,y) = 0 no siempre implica que=Yy Yy todas las demas se cumplen, entonces diremosl que
es ungpseudo-métricay, en consecuencia, diremos gu€ d) es unespacio pseudo-métricoSi (X,d) es
un espacio métrico 'Y es un subconjunto no vacio e entonces la restriccion a@eaY x Y es una métrica
sobreY que seguiremos denotando mbrEl espacio métricgY,d) se le denominaubespacio métricade
(X,d). Aqui estan algunos ejemplos de espacios métricos.

(a) Unade las métricas mas simples que se puede definir sobgriraionjunto no vaciX es lameétrica
discretad definida, para tod®,y € X, por

1, Ssix#y
d(x,y)z{o Six—y

El espacio métricgX,d) se le conoce con el nombre dspacio métrico discreto

(b) Sil<p<o,la funcic’mdB : K" x K" — R definida por

n 1/p
dp((x)iLe, ()is) = (Zl % — il p)
=
para toda(x )i, (i)iL; € K" es una métrica sobi€". A tales espacios lo denotaremos ghrSi p =,
la métricad? : K" x K" — R se define por
Ao (()Le, (W)ia) = méx |x —yi|
para toda(x)i! 4, (yi)iL; € K". Como antes, escribiremd§ en lugar dgKK", ||-||,)-

En general, si X p < o, indicaremos po¥, el espacio vectorial de todas las sucesiopg§,_; de
nameros reales o complejos que gpaumables es decir, que satisfacen

Z ‘Xn‘p < ©,
n=1
dotado de la métrica
. 1/p
dp ()= (Yn)iea) = (Z !xn—yn|p> :
n=1

mientras que sp = o, entonce¥, denota el espacio vectorial de todas sa€esiones acotadade
escalares (reales o complejos), es d¢gi),_; € L Si, y SOl si, existe una constante no negaltivial
que|xy| < K para todan € N, provisto de la métrica del supremo

deo ((%)ir=1: (Yn)n=1) = SUP|[X — Yn|-
neN
Dos subespacios realmente importanteg.dson

¢ = {(X)i=1 € Lo * im x, existe} y Co = {(n)irs € b limxy =0},
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(c) Si X es un conjunto no vacio, denotaremos (B (X),d.) el espacio métrico de todas las funciones
f : X — R que son acotadas, es decir, existe una conskanteR " tal que| f (x)| < K para todox € X,
donded,, : X x X — R se define por

doo(f,9) = sup|f(x) —g(x)|
XeX
para todof,g € B, (X). En el caso particular en que=N 6 X = {1,2,...,n} para cualquien € N,
entonceB,(N) =4w Y Bwo({1,2,...,n}) =10.

(d) Paracada < N, sea(X,,dn) un espacio métrico y considere el producto carteskro[];_, Xn. Enton-
ces las aplicacionesl,p : X x X — R definidas para cada pa= (Xn)n_1 Y Y= (Yn)n.; de elementos
de X por

> min{dn(xnaYn)al} o 1 dn XmYn)
dix,y) = T\ ) p
representan, cada una, una métrica sobre
Fijemos un espacio métridiX,d). Los conjuntos
Uxr)={yeX:dxy) <r}, B(xr)={yeX:dxy) <r}

S(x,r)={yeX:d(xy) =r}.

los llamaremos, respectivamente blala abierta, la bola cerraday la esferacon centrox y radior > 0.
Un subconjuntdG C X se dice que eabierto si para cadx € G, existe unr > 0 tal queU (x,r) C G. Un
subconjuntd= de X se dice que eserrado si X \ F es abierto. No es dificil demostrar que tant@asi como
Co son cerrados ef,.

SeaA un subconjunto d&. Un puntox € A es unpunto interior de A si existe unr > 0 tal que
U(x,r) C A. El conjunto de todos los puntos interioresAleerd denotado por ifA) y llamado elinterior
de A. Es facil ver que intA) es un conjunto abierto y que Wi es un subconjunto abierto de entonces
U Cint(A) C A es decir, infA) es el conjunto abierto més grande contenidédan particularA es abierto
si, y s6lo si,A = int(A). La clausura de A, que indicaremos con el simbofg es el conjunto cerrado mas
pequefio conteniendo/s esto es, sk es un subconjunto cerrado decon A C F, entoncesA C AC F.
Se sigue qué\ es cerrado si, y s6lo sh = A. Un subconjuntoA de X esdensoen X si A= X. Un punto
x € X es un llamado upunto frontera deA si para cualquier > 0, la bola abiert&J) (x,r) contiene puntos
tanto deA asi como deX \ A. El conjunto de todos los puntos fronteraAléo escribiremos por FA) y lo
nombraremos l&rontera o elborde de A.

Six e Xy Aes un subconjunto no vacio e la distanciaentrex y A se define como

dist(x,A) :=inf {d(x,a) :a € A}.
Se puede comprobar, sin mucha dificultad, que
(a) dist(x,A) = dist(x,A),
(b) dist(x,A) =0 si,ysoélosi,xcA, y
c) |dist(x,A) —dist(y,A)| < d(x,y) cualesquiera seany € X.
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Diremos queA esacotadoen X, si existe una constanid > 0 tal qued(x,y) < M para todax,y € A. SiA
es acotado eK, el diametro de A se define mediante el nimero

diam(A) :=sup{d(a,b) : a,b € A}.

Pondremos diafA) = « si el conjuntoA no sea acotado ex.

Si (Xn)p_1 €S una sucesion efy xg € X, diremos quéx,);r_; convergeaxg, en notacion lim_.. X, = Xg
0, brevementex, — X, si para cada > 0, existe urN € N tal qued(x,,Xp) < € para todon > N. Es facil
ver que s es un subconjunto d¢, x € F si, y s6lo si, existe una sucesifx,)»_; enF tal quex, — Xo. En
particular,F es cerrado si, y s6lo si, siempre qug);;_, €s una sucesion énque converge a algi € X,
entoncesg € F.

Una sucesiorix,),_; enX se llamasucesion de Cauchysi, para cada > 0, existe unN € N tal que
d(X, Xm) < € para todom,n > N. Un hecho importante que hay que destacar referente a lasisnes de
Cauchy es que sixn);_; es de Cauchy eKX, entonces se puede determinar la existencia una subsucesio
()i, de enteros positivos tal qui{Xn,,%n, ;) < 2K para todok € N. Toda sucesion convergente es de
Cauchy, sin embargo, el reciproco no es, en general, v&idma sucesion de CauchyX¥ndigamo$x, )4,
posee alguna subsucesion convergente a algun puntd, entonces la sucesidx,),_; €S en si misma
convergente y converge, ademas, al puntdn espacio métrico en donde toda sucesion de Cauchy cenverg
a un elemento de dicho espacio, es llamadespacio métrico completo

Cualquier espacio métrico discreto es completo, de hedumstlos espacios métricos definidos en
los ejemplos anteriores son completos, salvo, por supuebkitel producto cartesiano. En este caso, Si
(Xn,dn)ir_; €s una familia numerable de espacios métricos, entonce®aligio cartesiand [, Xn,d)
es completo si, y solo si, cad,, d,) es completo.

Un espacio métricgX,d) se llamaseparablesi contiene un subconjunto denso numerable. Es facil
ver que un espacio métriqX,d) es separable si, y s6lo ${ es2° numerable lo cual significa queX
posee undase numerable es decir, existe una coleccion numeraBlde subconjuntos abiertos detal
gue todo abierto no vacid de X se puede expresar como una unién de elementds das aun, siX
es un espacio métrico separable, enton€ess deLindeldf. Esto Gltimo significa que, € es cualquier
cubrimiento abierto de X, es decir, una familia de subconjuntos abiertos no vacios @éX = UyeV,
entonces existe una subcoleccién numerablé,adkgamosCy = {Vn €C:ne N} gue también cubre 4,
esto esX = U1 V-

Sea(X,d) un espacio métrico. Una sucesiffy);;_; de funciones a valores reales definidas sobee
dice queconverge uniformementesobreX a una funcionf si para cada > 0, existe un enterdl € N con
la propiedad de que si> N, entonces se cumple que

[fa(x) — f(X)]| < €

para todax € X.
El siguiente test para la convergencia uniforme de una dada debido a K. Weierstrass, es muy con-
veniente (véase, por ejemplo, [386], Theorem 7.10, p. 148).

M-Test de Weierstrass Sea(fn);_; una sucesion de funciones a valores reales definidas sobre un
espacio métricgX, d). Suponga que, para cadaql, existe una constante no negativa Ml que

|fa(x)| < Mp para todax € X.

Si Y h_1 My < o, entonces la seri§;_; f, converge uniformemente sobre X
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Si (X,d) es un espacio métrico, denotaremos (©fX),d.) el subespacio vectorial déB.(X),d)
formado por todas las funciones continuas y acotddaé — R. En este casdC(X), d.) resulta ser cerrado
en(B(X),ds) Y, €n consecuencia, un espacio métrico completo, (BesX),d,,) es completo.

Dado un espacio métrico arbitrariX, d), si dicho espacio no es completo, entonces siempre se puede
construir un espacio métrico comple(m,d ) y una aplicaciérp con las siguientes propiedades:

(a) la aplicaciénd : X — X es una isometria dé sobred(X) y ¢(X) es denso ei,

(b) el espacio métrico complet(f(,dA) es, salvo isometria, Unico; es deCiI’,(éf(,J),ljJ) es otra com-
pletacion dg X, d), entonces existe una unica isometiiaX — X tal quef o = .

Al par ((>A<,dA),¢) lo llamaremos lacompletacion de (X,d). En la practica, casi siempre ocultamos la
isometriad, identificamos & con su imagemp(X) y simplemente decimos qL(eA(,dA) es la completacion
de(X,d). En este casal coincide cord sobreX x X.

1.4. Espacios topoldgicos

Los conjuntos abiertos son las piezas fundamentales eoria e los espacios métricos. La abstrac-
cion de las propiedades bésicas de tales conjuntos condagsoastruccion de una nueva area de estudio
denominadalbs espacios topologicts

Definicion 1.4.1. Sea X un conjunto no vacio y suponga ques una coleccién no vacia de subconjuntos
de X. Diremos que es unatopologiasobre X siempre que se cumplan las siguientes propiedades:

(a) 9,XeT,
(b) si{Uq:a € J} es cualquier coleccion de elementostdentonces$ J,c;Ua €T, Y

(c) sipara cualquier ke N, Uy, ..., U €T, entonces ), U; e T.

Los elementos de cualquier topologiason llamadosonjuntos abiertos o simplementer-abiertos. Un
espacio topoldgicoes un panX,t), dondeX es un conjunto no vacio ¥ es una topologia sobp¢. Con
frecuencia hablaremos de un espacio topol6¥i®n mencionar la topologfacuando sobre dicho conjunto
no se ha definido explicitamente ninguna otra topologia.

Cualquier subconjunto no vack¥de un espacio topoldgicoX, 1) puede ser considerado en si mismo
como un espacio topoldgico definiendo la topologiaobreY del modo siguientety := {U ny:Ue T},
esto es,

Gety si,ysolosi existé) e ttalque G=UnNY.

En este caso se dice qU¢ Ty) es unsubespaciode (X,T) y aty se le llama la topologia inducida por
En un espacio topoldgicX, 1), un subconjuntd de X se llama urentorno de un punto € X si existe un
conjunto abiertdJ tal quex € U C G. El conjuntoG se dice que es uantorno abierto de un puntax € X

si G, ademas de ser un entornoxjes un conjunto abierto. Se puede demostrar que un corfuatX es
abierto si, y sélo si, para cadec G, existe un entorno abierdd, de x tal queVy C G. Un subconjuntd~

de un espacio topoldgicX, 1) se llamaconjunto cerrado si X \ F es un conjunto abierto. Se sigue de las
propiedades de los conjuntos abiertos que:

(a) @y X son conjuntos cerrados,

(b) si{Fq:a € J} es cualquier colecciéon de subconjuntos cerrados,dtonces),c;Fy €s cerrado, y
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(c) sipara cualquiek € N, F,...,F son conjuntos cerrados, entondggﬁl F también es cerrado.

Sea(X,T) un espacio topoldgico y suponga daees un subconjunto d¥. La union de todos los con-
juntos abiertos contenidos &nes llamado einterior de E y denotado por irtE) o T—int(E). Observe
que siE no contiene ningln subconjunto abierto, entoncegH)t= @. En cualquier caso, intE) es el
conjunto abierto mas grande contenidoEerEscribiremos intE) cuando no exista ninguna otra topologia
explicitamente definida sobke Similarmente, la interseccién de todos los conjuntosad®s que contienen
aE es llamado lalausura de E y denotado poE '. Observe qu& " siempre existe. En efecto, la familia
F: {F CX:ECFF cerradc} €S no vacia puex pertenece & y gracias a que la interseccion arbitraria
de conjuntos cerrados es cerrado, resultaﬁh& NecsF. Como antes, si el contexto es claro, es decir,
si no existe otra topologia definida sobteescribiremos simplemente en lugar deE *. Se tiene entonces
quekE es el conjunto cerrado mas pequefio que contigheCualquier puntx € E es llamado umpunto de
clausuradeE.

Teorema 1.4.1.Sea(X,T) un espacio topoldgico y suponga que E es un subconjunto de X.

(1) x € E si, y sblo si, VW E # @ para cualquier conjunto abierto V conteniendo a x.
(2) SIECY C X, entonceE ¥ =E'NY.

Prueba. Ejercicio.

Para cadx € X, denote potNy la familia de todos los conjuntos abiertos que contienan&egun el
resultado anterior vemos que

E = {xeX: VNE # @ paratodd/ € Ny}.
Un resultado que es particularmente Util es el siguiente:

Lema 1.4.1. Sean(X,T) un espacio topoldgico y U un subconjunto abierto no vacio d8iMAC X es tal
que UNA = @, entonces WA = @. En particular, siU y V son abiertos no vacios y disjuntogpanes
UnvV=g=UnV.

Prueba. Suponga qué es un subconjunto d¢ para el cual NA = &, pero queJ NA# &. Seax € U NA.
Entoncesx € U y x € A. Ahora bien, coma € A, del Teorema 1.4.1 se sigue que cualquier entorno abierto
dex intersecta &\, en particular, siendd un entorno abierto de(puesx € U), tenemos quel NA# &, lo
que constituye una flagrante violacion a nuestra hipétesis. |

Observe que el Lema 1.4.1 también se puede reescribir emafo
UNA#£o si, y solo si UNA#o.

Definicion 1.4.2. Sea(X,T) un espacio topolégico y sea D un subconjunto de X. Diremo<gesdenso
en X siD = X.

Notemos québ = X significa que el conjunto cerrado mas pequefio que contiénesX. En general,
si Ay B son subconjuntos d¢ se dice que\ esdenso enB si B C A. Esto Gltimo también se puede expresar
diciendo que sV es un abierto no vacio d¢ tal queV NB # &, entonced/ NA # . En efecto, si fuera
VNA= g, entonces el Lema 1.4.1 nos diria e A= @y, en consecuencia, conoC A, tendriamos que
VN B =@, lo cual es contradictorio.

Una condicion equivalente a la definicion de densidad queane referencia a ningun punto del espacio
y que usaremos frecuentemente es la siguiente:
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Teorema 1.4.2.Sean(X, 1) un espacio topolégico Hausdorff y D un subconjunto de X. Ec#s, D eslenso
en X si, y s6lo si, para cada subconjunto abierto no vacio U d&JX\D # @.

Prueba. Supongamos, en primer lugar, giees denso eiX y seal un subconjunto abierto no vacio de
X. SifueraU ND = &, entonces- := X\ U seria un conjunto cerrado conteniendd g en consecuencia,
D CF, lo que contradice la densidad Beya queF = X\ U ;Cé X.

Reciprocamente, suponga duie\D # & para cada subconjunto abierto no vddideX. SifueraD # X,
entonced) := X'\ D seria un conjunto abierto no vacio que satisfaceD = @. Esta contradiccion establece
queD = X. |

Una primera consecuencia del resultado anterior es eksitpli

Corolario 1.4.1. Sea(X,1) un espacio topoldgico de Hausdorff. Si D es denso en X y U eshgosjunto
abierto no vacio de X, entoncels=U ND.

Prueba.Puesto qué) ND C U, resulta quéJ "D C U. Para verificar la otra inclusiéon tomemos xig U
arbitrario y suponga que es un entorno abierto de En este casd) NV # @ y comoD es denso eiX,
vemos qué&/ N (UND) = (UNV)ND # @. Esto prueba quec UND y, en consecuencia) CUND. W

Definicion 1.4.3. Sea(X, 1) un espacio topologico de Hausdorff. Una famiBaC 1 es llamada undase de
1, si cada conjunto abierto no vacio es la unién de miembra8 de

La familia B también es llamada urtzase paraX. Las familiasB C 1 que pueden servir como bases
paraX se caracterizan del modo siguiente:

Teorema 1.4.3.Sean(X,T) un espacio topolégico $ C 1. Son equivalentes:
(1) B es una base para X.

(2) Para cada conjunto abierto no vacio G de X y cada &, existe un \k B tal que xe V C G.

Prueba. (1) = (2) Seax € G. Puesto qué es una base papé, existe una subfamiligVy € B :a € J} de
B tal queG = [JyeyVa- Entonces existe al menos Mg € B tal quex € Vq C G.

(2) = (1) SeaG € 1. Para cada € G, encuentre uiVy € B conx € Vi C G. EntoncesG = Jy.g Vx €S un
abierto, lo cual prueba que es una base pava |

Ademas del resultado anterior, existe un modo mas practéadedcribir los conjuntos abiertos de un
espacio topolégico.

Corolario 1.4.2. Sean(X,T) un espacio topologico $ C t una base para X. Un subconjunto G de X es
abierto si, y sélo si, para cadag G, existe un \& B tal que xeV C G.

Prueba. Si G es abierto, entonces la condicion sigue del Teorema 1.4dpRcamente, si la condicion se
cumple, entonces (como en la prueba del Teorema 1.4.3) acws ques = | J,.g Vi donde caddy € B
Yy, por consiguienteGs es abierto. |

Sobre cualquier conjunto no vacio siempre existen dos agped “extremas”: ldopologia discreta
Tp := P(X), y latopologia trivial o indiscreta Tt := {@,X}. Todo conjunto no vaciX provisto de la
topologia discreta (respectivamente, de la topologiaatyigera llamado umspacio topolégico discreto
(respectivamente, uespacio topoldgico trivia). Cualquier otra topologia sob¥ digamost, se encuen-
tra entre ellas dos, es dedif C 1 C Tp. En general, s& es una familia arbitraria de topologias sobre un
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conjunto no vacid, entonce$ ), J también es una topologia sobXe De esto se sigue que, para cual-
quier coleccion de subconjuntegsde un conjuntdX, siempre existe una topologia, llamada laopologia
generada porA, con las siguientes propiedadés) A C 14, Y (2) T4 es la topologia mas pequefia sobre
X que contiene &, es decir, sit’ es cualquier topologia sob¥econ A C 1/, entonces C 1. En efecto,
la familia & 4, formada por todas las topologias sorgue contienen & es no vacia puedp € 4. La
topologiaty = Ngew, d cumple con los dos requerimientos anteriores. Sgay 1, dos topologias sobre
un mismo conjunteX. Diremos qua, esmas finaquet; siT; C To, €s decir, st contiene mas abiertos que
T1. En este caso también se dice qu&smenos finaqueTs,.

Si (X, d) es un espacio métrico, entonces la coleceiformada por todas las bolas abiettés, r) con
x € X y r > 0 constituye una topologia sobXedenominada l@aopologia métrica Un espacio topoldgico
(X, 1) se dice que emetrizable si existe una métricd sobreX tal que la topologia métricey coincide con
la topologia originat.

Definicion 1.4.4. Un espacio topologicoX, 1) se llama urespacio de Hausdorf$i cualesquiera dos puntos
distintos en X poseen entornos abiertos disjuntos, es,dgegis y, entonces existen entornos abiertQsyW
Vy de x e y respectivamente tal que'Wy = @.

La propiedad de ser Hausdorff implica que para cada un espacio de Hausdorff, el conjurtad es
cerrado. En efecto, sgac X\ {x}. Entoncesy # x de donde existen entornos abierigsy Vy dey y x
respectivamente tal qig NV, = @. Esto prueba que cagae X \ {x} posee un entorno abie§ contenido
enX\ {x}, es decirX\ {X} = Uyex\ (x} Vy €s abierto y, por lo tantdx} es cerrado.

Definicion 1.4.5. Sea(X,1) un espacio topologico de Hausdo(¥, 1). Diremos que X eeegular si, dado
cualquier conjunto cerrado - X y cualquier punto ¥ F, existen conjuntos abiertos disjuntog @ G,
tales que xc G; y F C G,. Similarmente, diremos que X eermal si, para cualesquiera par de subcon-
juntos cerrados y disjuntos, By F,, existen subconjuntos abiertos y disjuntos G, tales que FC G; y

F C Gy

Es claro que todo espacio topolégico normal es regular. TEan@s facil establecer que todos los espacios
métricos son espacios de Hausdorff. De hecho, cualquieciEsmétrico es normal y, por consiguiente,
regular.

Una de las nociones topolégicas importantes y que se uszefrrnente es la de compacidad. Sean
(X,T) un espacio topoldgico K un subconjunto d&. Una coleccionV = {Va tae I} de subconjuntos
de X se dice que es uaubrimiento abierto de K si cadaVy es un conjunto abierto i C (Jy¢ Va. SiJ
es un subconjunto dey si la subcoleccioVy = {Va Ta e J} cubre aK, entonces decimos qu& es un
subcubrimiento de K. Diremos quéV posee ursubcubrimiento finito deK si existenvy,,...,Vq, en’V tal
queK C Ug_1 Va,-

Definicion 1.4.6. Un subconjunto K de un espacio topoldgico de Hausdoffft) se dice que esompacto
si cualquier cubrimiento abiert®y = {Vq rael } de K se puede reducir a un subcubrimiento finito, es decir,
existen ¥, ...,Vq, enV tal que KC |Jg_; Vy, -

Por ejemplo, todo subconjunto cerrado y acotadiies compacto para cualquiee N. En general, en
cualquier espacio normado de dimension fiiKa||-||) se cumple queun subconjunto K de X es compacto
si, y sélo si, K es cerrado y acotadBste resultado se conoce comdebrema de Heine-Borel Observe
gueningun espacio discreto infinito numerable puede ser cotop&m efecto, suponga qu,Tt) es un
espacio topoldgico con la topologia discreta cuya carndiadles igual d1g. Escribiendo aX como una
sucesion, digamaX = {x,X,... }, resulta qué&” = {{x,} : n € N} es un cubrimiento abierto de¢del cual
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no se puede extraer un subcubrimiento finito. También ekdémiostrar que K, ...,K, son espacios de
Hausdorff compactos, entonces:

(a) KiU---UK, es compacto.

(b) KiN---NK,es compacto.

(©) ML, K; es compacto.

Se demuestra, igualmente con facilidad, tpso espacio métrico compactX,d) es acotadoEn efecto,
fijemos cualquiexg € X y considere el cubrimiento abiertd = {U (xo,n) :n=1 2,...} de X. Entonces,

por compacidad, exista,...,n enN tal queX = X ;U (xo,n;). Si ahora definimodl = max{ny,...,n},
vemos queX = U (xg,N) y, por lo tanto X es acotado.

Teorema 1.4.4.Sea(X,T) un espacio topoldgico de Hausdorff y suponga que K.
(1) SiK es compacto, entonces es cerrado.

(2) Si X escompacto y K es cerrado, entonces K es compacto.

Prueba. (1). Suponga qu& es compacto y fijemos up € X \ K. Para cada € K, usemos el hecho de que
X es Hausdorff, para hallar entornos abiertos y disjusfog Vy(xo) dexy xo respectivamente. Puesto que
V= {Vx IXE K} es un cubrimiento abierto d€, la compacidad d& permite reducirlo a un subcubrim-
iento finito, digamos{Vx, ,...,Vx, }. ClaramenteJ := JL; Vi, y V := L1 Vx (%) son conjuntos abiertos
disjuntos corxg € V C X\ K. Esto prueba qui \ K es abierto, es deciK es cerrado.

(2). Suponga qu& es compacto y qui es un subconjunto cerrado ¥e SeaV un cubrimiento abierto de
K. ComoK es cerrado, entonce§\ K es abierto y, en consecuencida, (X \ K) es un cubrimiento abierto
de X. Por compacidad, existén,...,V, enV tal queX =V U--- UV, U (X \ K). Claramente{vl, ... ,Vn}
es un cubrimiento dK. |

Como una consecuencia del resultado anterior tenemos que

Corolario 1.4.3. Sea(X,1) un espacio de Hausdorff compacto. Entonces X es normal ycgrmiguiente,
regular.

Prueba.SeanK; y K, dos subconjuntos cerrados y disjuntosXePor el Teorema 1.4.4 sabemos que
ambos conjuntos son compactos. Filemos &K, y, para cadg € Ky, seleccionemos conjuntos abiertos y
disjuntos\y’ y Vy tales quexe V)¢ y y € V. Del cubrimiento abiertd, = {V; :y € K, } deK; seleccionemos,
por compacidad, un subcubrimiento finito, digarﬁtv’g.l, s Vi) } Sean

n(x)

n(x)
U = (W y He = W
i=1 i=1

Puesto que este procedimiento se puede llevar a cabo para ealdy, la coleccionV; = {Uy : x € K1 }
resulta ser un cubrimiento abierto e que, gracias a la compacidad de dicho conjunto, se puedeiradu
un subcubrimiento finito, digamdgJy,, ..., Uy, }. Definamos ahora

m m
G1 = [JUx y Gy = | JHx-
i—1 i=1

Entonces, por construcciok; C G;, Ko C Gy y G1NG, = @. Como tantdG; asi comaoG, son abiertos,
concluimos qu&X es normal. |
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Propiedades mas agradables se obtienen en espacios métnnpactos. Antes es preciso recordar al-
gunos resultados fundamentales en la teoria de los espaétdasos. El primero establece que en espacios
métricos completos los conjuntos cerrados son los Unicehgredan la completitud.

Teorema 1.4.5.Sean(X,d) un espacio métrico completo y F un subconjunto de X. Entoffegh es
completo si, y solo si, F cerrado.

Prueba. Suponga qué es cerrado y se&,),_, una sucesion de Cauchy &n Entonces(x,);,_; es de
Cauchy enX y, por la completitud d&, ella converge a algixe X. Esto prueba quees punto de acumu-
lacién deF el cual pertenece & por ser dicho conjunto cerrado.

Reciprocamente, suponga dues completo y seac F. Entonces existe una sucesiéq)_, enF que
converge &. Puesto que toda sucesion convergente es de Cauchy, rgselts,),,_, es de Cauchy en el
espacio métrico completd-, d) y, por consiguiente, converge al mismo purt&or estox € F y termina la
prueba. |

El siguiente resultado es la pieza fundamental para la demeca® del Teorema de Categoria de Baire
en espacios métricos completos.

Teorema 1.4.6 (Encaje de Cantor).Sea(X,d) un espacio métrico completo. 8,)_; €s una sucesion
decreciente de subconjuntos cerrados no vacios de X tdimue., diam(F,) = 0, entonce$),,_, Fn = {Xo}
para algun x € X.

Prueba. Apliguemos el Axioma de Eleccion para escoger, por cadaN, un X, € F,. Afirmamos que
la sucesionx,),_; es de Cauchy eX. En efecto, sea > 0 y usemos el hecho de ljm. diam(F,) = 0
para elegir un enterdl > 0 tal que dianiFy) < €. Como la sucesioifF,);;,_; es decreciente, se sigue que
simn > N, entonced(x,, Xm) < €. En efecto, como, € K, C Ry y tambiénxy, € Fy, C Ry, resulta que
d(Xn,Xm) < diam(Fy) < €. Por esto(x,);r_; es de Cauchy y, gracias a la completitudXleella converge

a unxp € X. Puesto que todos los términos de la suceian,_;, salvo un namero finito, estan éx
para todon € N, result quexg € F,, = F, para todon € N. Por estoxy € Ny, Fr. Para demostrar la otra
inclusion, observe que confidy,_; Fn C Ry, para todam € N, entonces la existencia de cualquiet (,_; Fn
nos indicaria queg,y € Fy Y, por consiguiented(Xp,y) < diam(Fy) — 0 cuandom — . Esto prueba que
y = Xg Y termina la demostracion. |

Definicion 1.4.7. Sea(X,d) un espacio métrico. Decimos que Xtetalmente acotad@ precompactasi,
para cadag > 0, del cubrimiento abiertdl = {U(x,€) : xe X} de X se puede extraer un subcubrimiento
finito, es decir, existemx..., X, en X tal que X= ;iU (X, €).

Es claro que cualquier espacio métrico compacto es totédnamotado. También es cierto que cual-
quier subconjunto de un espacio totalmente acotado emenét acotado. Mas aun kKies un subconjunto
totalmente acotado d¢, entonceK también es totalmente acotado. En efecto,ssead y suponga que
{U(x1,€/2),...,U(x,€/2)} es un cubrimiento abierto finito de&. Como

K CU(x,8/2) U UU(X,8/2) = LnJU(Xa,S/Z) - LnJU(Xa,S),
i=1 i=1

resulta que{U (x1,€) NK,...,U(x,,€)NK} es un cubrimiento abierto finito d€, lo que demuestra qué
es totalmente acotado.

Totalmente acotado es una propiedad que revela muchas ensasellas el siguiente resultado.
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Teorema 1.4.7.Si un espacio métricOX, d) es totalmente acotado, entonces X es separable.

Prueba. Para cada € N, seag, = 1/n. Usemos el hecho de qué es totalmente acotado para obtener,
para cadan € N, un subconjunto finitd, = {x?,...,x{(‘n} de X tal queX = !“;lU(xi,l/n). Pongamos

D = Up_1 Dn. Claramenté es numerable. Veamos qDe= X. En efecto, sea < X. Para cada € N, existe
alguny, € Dy y, por consiguientex € U (yy,1/n). Lo anterior permite construir una sucesign),_, enX

tal qued(yn,X) < 1/n. Esto, por supuesto, indica que }im, y, = X, lo que a su vez nos dice gue= D. Fin

de la prueba. |

Una de las caracterizaciones clasicas de compacidad esi@sp@tricos, pero de suprema importancia,
es la siguiente:

Teorema 1.4.8.Sea(X,d) un espacio métrico. Son equivalentes:
(1) X es compacto.
(2) X es completo y totalmente acotado.

Prueba. (1) = (2). Suponga qué es compacto y seéX,d) la completaciéon déX,d). ComoX es un
espacio de Hausdorff X es un subconjunto compacto Heel Teorema 1.4.4 nos dice gifees cerrado en
X, pero ademas, siendotambién denso eX, entonces se tiene qie= X. Por estoX es completo. Que
X es también totalmente acotado sigue del hecho dXaggecompacto.

(2) = (1). Suponga qu& es completo y totalmente acotado. Para obtener una cartiéali suponga que

X no es compacto. Esto significa que existe algun cubrimidritataV de X del que no es posible extraer
ningun subcubrimiento finito. Ahora bien, conXoes totalmente acotado, podemos seleccionar un cubri-
miento abierto y finito deX, digamos{Ull,...,Ukll}, tal que el diametro de todos ellos sean iguales pero
menor que 1. ObservidJ 1, ..., Uy} también es un cubrimiento finito d€por lo que al menos uno de esos
conjuntos cerrados, llamémodt, no se puede cubrir por una subcoleccién finitd’d®uesto qué; tam-

bién es totalmente acotado, podemos cubrirlo por una déteinita {Uf,...,Ukzz} de conjuntos abiertos

todos de igual diametro pero menor qy&1Como antes{Ui, e ,Uiz} es un cubrimiento finito dE; y, por
consiguiente, al menos uno de esos conjuntos cerradosnakda, no se puede cubrir por una subcolec-
cion finita deV. Continuando indefinidamente con este proceso, se obtiensucesion decreciente,);,_;

de subconjuntos cerrados Hetal que IirnHa,diam(Fn)) = 0. ComoX es completo, el Teorema 1.4.6 nos
revela que,_1 Fn = {Xo} para alging € X = Uy yV. De aqui se sigue que € \p para un ciertd € V

Yy, en consecuencia, por S¢j abierto,U (xp,1/n) C Vp para algum € N. Finalmente, puesto que < F,

y diam(Fn) < 1/n, concluimos qué=, C U (xg,1/n), de donde se obtiene qig C Vo, lo cual es una con-
tradiccion pues, segun nuestra construccion, nirfglpodia ser cubierto por una subcoleccion finitéWle
sin embargoYo = {Wo} es una subcoleccion finita d&que cubre &;,. Esto termina la prueba. |

Observe que en la prueba de la primera parte del teoreméasedemostré quei (X, d) es un espacio
métrico compacto, entonces su completacién también esammPe hecho, uno puede pedir menos para
obtener la misma conclusién como lo demuestra el siguientsario.

Corolario 1.4.4. Un espacio métricgX,d) es totalmente acotado si, y sélo si, su completa@?)rdA) es
compacto.

Prueba. Suponga qu& es totalmente acotado y s@ﬁ d ) su completacion. Comx es totalmente acotado
su clausuraX, por lo visto anteriormente, también es totalmente acoyaplgesto queX = X, se concluye
queX es totalmente acotado (y completo). Se sigue del Teorent, fjdeX es compacto. El reciproco es
inmediato. |
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Un subconjuntd de un espacio topoldgico de Hausddiff, 1) se dice que eelativamente compacto
si K es compacto. EK", todo subconjunto acotado es relativamente compacto. karaevale el siguiente
resultado.

Teorema 1.4.9.Sea(X,d) un espacio métrico completo. Un subconjunto K de X es relatdnte compacto
si, y sélo si, él es totalmente acotado.

Prueba. Suponga qu& es un subconjunto relativamente eEntonceK es compacto y se sigue gKey,
por consiguient&, es totalmente acotado.

Reciprocamente, suponga gkiees totalmente acotado. Entondé€ses totalmente acotado. Mas aun,
puesto queX es completo YK es cerrado, entonce$ también es completo. Uno invoca de nuevo al
Teorema 1.4.8 para concluir qfees compacto. |

Otro de los resultados importantes de los conjuntos compast el siguiente.

Teorema 1.4.10 (Tychonoff).Sea(Kq)qer una familia de espacios topoldgicos compactos. Entonces el
producto[]4¢| Ka €S compacto.

Prueba. Véase, por ejemplo, [141], XI, Theorem 1.4, p. 224.

Del Teorema 1.4.4 también se deduce qu&giq<| es una familia arbitraria de subconjuntos compactos
en algun espacio topolégico de Hausd¢Kt 1), entonce$),; Ka €S compacto, aunque dicha interseccion
puede ser vacia. Sin embargo, si la fam{ka )qci €s numerable, digamd&,)’_;, y ademas decreciente,
entonces),_; Kn # . Lo anterior permite justificar la siguiente definicion.

Definicion 1.4.8. Sea(X,T) un espacio topologico de Hausdorff. Una familia de subcotgs (Ky)ger
de X se dice que tiene faropiedad de interseccion finitéPIF) si, para cada subconjunto finito E T,

ﬂaeF Ka 7é g.

Una de las tantas caracterizaciones hermosas que poseesplxsos compactos de Hausdorff es la
siguiente:

Teorema 1.4.11.Un espacio topoldgico de HausdoifK, 1) es compacto si, y solo si, cualquier familia
(Ka)aer de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de interéediita, se cumple qu8ycr Ko # 2.

Prueba. Supongamos qu¥ es compacto y se@q)qer una familia de subconjuntos cerradosXieon la
propiedad de interseccion finita. Si ocurriera qyg.r Kq = @, entonces, hacienddy = X \ Ky para cada
a €I, resultaria que la famili@lUy )qcr Seria un cubrimiento abierto de del que, por la compacidad de
se podria extraer un subcubrimiento finito, digardgs,...,Uq,. De esto se seguiria q@i#_; Kq, = & lo
cual es una contradiccién. La otra implicacion es mas darugl probar. |

Una consecuencia inmediata del resultado anterior esuéésig.

Corolario 1.4.5. Si (Ky)q<p €s una familia transfinita no-creciente de subconjuntospamtos no vacios
de un espacio topologico de Hausddif, 1), entonces ), Ka €S compacto y no vacio.

Prueba. Para demostrar este hecho podemos suponeXge® compacto pues, en caso contrario, traba-
jariamos corKi. Puesto que cualquier interseccion finita dedgses no vacia, se sigue del Teorema 1.4.11
queK :=Ny-gKa €s no vacio y, ademas, corioes cerrado (por ser interseccion de conjuntos cerrados
Teorema 1.4.4) y contenido en el compaktéenemos, por una nueva aplicacion del Teorema 1.4.4Kque
es compacto. |
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Sean(X,tx) Y (Y,Ty) espacios topolégicos de Hausdorff. Recordemos que un#&fumc (X,1x) —
(Y,Ty) escontinua en un puntox € X si, para cualquier entorno abieMade f (x), existe un entorno abierto
U dextal quef(U) CV. Lafuncion se diceontinua enX si f es continua en todos los puntosXieSi (X, d)
es un espacio métrico, una funciébn X — R se dice que esniformemente continuasi dadoe > 0, existe
und > 0 dependiendo so6lo adal que| f (x) — f(y)| < € para cualesquieray € X que satisfagad(x,y) < d.

Es claro que toda funcién uniformemente continua es coatiAunque el reciproco no siempre es cierto, en
algunos casos, por ejempiaando X es un espacio métrico compacto, cualquier funaétirua f: X — R
es uniformemente continua

Teorema 1.4.12.Sea f: (X,1x) — (Y,Ty) una funcion, dondéX,tx) y (Y,Ty) espacios topoldgicos de
Hausdorff. Son equivalentes:

(1) f escontinua en X.

(

2)
(3) Para cualquier conjunto cerrado F en Y ¥(F) es cerrado en X.
4)

(

Prueba. Ejercicio.

Para cualquier conjunto abierto V en Y ¥(V) es abierto en X.

Para cualquier conjunto E en X,(E) C f(E).

El siguiente resultado establece que compacidad se pagserimagenes continuas, es decir:

Teorema 1.4.13.Sean(X,1x) y (Y,Ty) espacios topoldgicos de Hausdorff y X, 1x) — (Y, Ty) una fun-
cién continua. Si K es un subconjunto compacto de X, entofé€ses compacto en'Y .

Prueba. SeaV = {Vy : a € | } un cubrimiento abierto dé(K). Puesto que es continua, la coleccié =
{f7}(V«) 1 a €1} es un cubrimiento abierto d¢ el cual, por compacidad, se reduce a un subcubrimiento
finito, digamos{ f *(Vy, ),..., f (Va,) }, es decirk C UL, f~1(Vy, ). De esto se sigue queK) C Ui, Vg,
y termina la prueba. |

Cualquier espacio métrico compacto es separable y tod@sjunto compacto de un espacio métrico
es acotado. Observe que(3,T) es un espacio topolégico de Hausdorff yKsiC Y C X, entonceK es
compacto efy si, y sélo si,K es compacto eK.

Sabemos que toda funcién continfiaX — Y transforma sucesiones convergentes en sucesiones conver-
gentes; sin embargo, no ocurre lo mismo para sucesionesud@y;as decirf no necesariamente transforma
sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy. Por otr@lediguier funcion uniformemente continua
transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauctg. losiresultados fundamentales sobre fun-
ciones uniformemente continuas es el siguiente:

Teorema de Extensiéon ContinuaSean(X,d) y (Y,p) espacios métricos. Suponga g€p) es
completo, D es un subconjunto denso en X yDf— Y es un funcién uniformemente continua.
Entonces existe una Unica extension a todo X que presenantinaidad uniforme, es decir, existe
una tnica funcién E X — Y tal que F es uniformemente continua sobrg X (x) = f(x) para todo

x e D.

Sean(X,1x) y (Y, Ty) espacios topoldgicos de Hausdorff. Una funcion contihuéX,tx) — (Y,Ty) se
dice que es uhomeomorfismosi ella es biyectiva y su inversa ! es continua. En este caso se dice que los
espacios topoldgicoX eY son homeomorfos . §X,d) y (Y,p) son espacios métricosfy: X — Y es un
aplicacion biyectiva y continua tal qukx,y) = p(f(x), f(y)) para todak,y € X, entonces diremos que y



26 Cap. 1El Teorema de Categoria de Baire

Y sonisométricosy a la funcionf se le llama unasometria sobreyectiva Dos espacios isométricos son,
desde el punto de vista métrico, indistinguibles. Es ingmie destacar que una funcion continua y biyectiva
no es necesariamente un homeomorfismo. Por ejemplo=SR con la topologia discretay = R con la
topologia estandar, entonces la funcién identidad (Rl P(R)) — (R, |- |) es continua y biyectiva, pero no
es un homeomorfismo pues fino es continua. Sin embargo,(¥,T) es compacto, se obtiene el siguiente
resultado:

Teorema 1.4.14.Sean(X,1) y (Y,¢) espacios topoldgicos de Hausdorff y suponga @ue) es compacto.
Entonces toda biyeccion continua X — Y es un homeomorfismo.

Prueba. Sélo tenemos que demostrar que la funcion invérsa Y — X es continua el es decir, sF C X

es cerrado, entonce(sf‘l)*l(F) = f(F) es cerrado eN. Suponga qu& es un subconjunto cerrado ¥n
ComoX es compacto, el Teorema 1.4.4 nos garantizaFges compacto y la continuidad denos revela,
gracias al Teorema 1.4.13, qfig- ) es compacto e¥i. Por una nueva aplicacion del Teorema 1.4.4 tenemos
quef(F) es cerrado eM. [

Una consecuencia inmediata del resultado anterior eswéésig:

Corolario 1.4.6. Sea(X,1) un espacio de Hausdorff compacto ¢Sis otra topologia sobre X que es menos
fina quet, entonceg, =T.

Prueba. El hecho de que sea menos fina guesignifica que la funcion identidad idX, 1) — (X,¢) es una
biyeccién continua y, entonces, por el Teorema 1.4.14, ithdsomeomorfismo. [ |

Sea(K, 1) un espacio de Hausdorff compacto. DenotemosJiér) el conjunto de todas las funciones
continuasf : K — K y dotemos a dicho espacio de la topologia de la convergemifarme, esto es, la
topologia generada por la métrica del supretnf, g) = sup{| f(x) —g(x)| : x € K} para todof,g € C(K).
(C(K),dw) resulta ser un espacio métrico completo. ¢ Como se carastdds subconjuntos compactos de
C(K)? La respuesta viene dada por un formidable resultado @loilauG. Ascoli y C. Arzela y conocido
como el Teorema de Arzela-Ascoli.

Teorema 1.4.15 (Arzel4-Ascoli).Sea(K, 1) un espacio de Hausdorff compacto. Un subconjunto S(#g C
es relativamente compacto si, y sélo si,

(a) S es puntualmente acotado, estosesgy |f(x)|: f € S} < o para cada x K, y

(b) S esequicontinug lo cual significa que: dade > 0, cualquier punto x K posee un entorno abiertg 'V
tal que|f(x) — f(y)| < € paratodo ye Vy y cualquier fe S. .

Prueba. Suponga qué es relativamente compacto. Enton&ses compacto eC(K),d.) y puesto que
todo conjunto compacto es acotado se sigue, en particulalS gs acotado, esto es, existe una constante
M > 0 tal qued.(f,g) < M para todof,g € S De aqui se sigue quees puntualmente acotado ya que
si tomamosg = 0, entonces para cadec K se verifica que supf(x)| : f € S} < M. Para demostrar la
equicontinuidad fijemos uai> 0 y seaxp un punto cualquiera el. Observe que, gracias al Teorema 1.4.8,
S y entonces§, es totalmente acotado. Escojamos ahora un subconjurtto@isi { 1, ..., f,} enSde modo
queSC Ui, B(fi,&/3). Como cada aplicaciéfy € G es continua, podemos escoger un entorno abigto
dexg tal que

i) — fi(xo)| < &/3
para cualquiex € Vy, y cualquieri € {1,...,n}. Seaf un elemento arbitrario d8 Entoncesf € B(fi,&/3)
para alguri € {1,...,n}, de donde se sigue que para eggara todax € Vy, se cumple que

[F00 = F00)| < [T = fi(x)| + [fi(x) — fi(o)| + [fi(x0) — f(x0)| < €
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Esto prueba la equicontinuidad 8e

Para demostrar la otra implicacion, suponga §¢eC(K) es puntualmente acotado y equicontinuo y
fijemos une > 0. Para cada € K, uno invoca la equicontinuidad @&para hallar un entorno abiertq dex
tal que|f(x) — f(y)| < €/3 para cualquiey € Vi y cualquierf € S Puesto que la coleccidfvy : x € K} es
un cubrimiento abierto di, la compacidad d& nos revela la existencia de una coleccion finita, digamos
{X1,...,Xm} C K, tal queK C U, Vi, en particular, para cada=1,...,m,

|f(x)—f(x)| < €/3 paratodoceVy ytodof € S (1)

Por otro lado, com&es puntualmente acotado, el conjuRto= {(f(x1),..., f(xn)) € K™: f € K} es aco-
tado en(K™, p), dondep(u,v) = sup{|u; —vi| : 1 =1,2,...,m} para cadal = (U1,...,Un) Y V= (V1,...,Vm)
enK™. Se sigue del Teorema de Heine-Borel §ues compacto y entonces, por el Teorema 1.4.9 resulta que
F es totalmente acotado lo cual implica la existencia de ulecion finitaG := {fl, ey fn} de funciones
enStal que para cadé € S existe unj € {1,...,n} para el cual

p((f(xa),-.., F(xm)), (fj(xa),..., fj(xm))) < €/3. (2)

Tomemos ahora cualquidre Sy fijemos uno de lod; € G. Six € K, entonces existe une {1,...,m} tal
quex € Vy Y, por consiguiente, del) y (2) se deduce que

[F00— 10| < [F00— F06)] + [F06) = F506)] + | £;06) = 0] < e.

Esto prueba qud.(f, f;) < € lo cual significa ques C UT:1 B(fj,€), esto esSes totalmente acotado y, de
nuevo, por el Teorema 1.4.9 tenemos §es relativamente compacto.

Definicién 1.4.9. Un espacio topoldgico de Hausdof(i, 1) es llamaddocalmente compactsi cualquier
punto xe X posee un entorno abiertq \que es relativamente compacto.

No es dificil ver que un subconjunfode un espacio localmente compaq1) es localmente compacto
si, y solo si,A es de la forma =V NF, dondeV es abierto y es cerrado.

Lema 1.4.2. Sea(X, 1) un espacio topolégico de Hausdorff y suponga que G es un sjubito de X el cual
es localmente compacto. Si G es denso en X, entonces G €o avief .

Prueba. Seax € G. Por la compacidad local dg, existe un entorno abiertd de x contenido erG tal que

U NG es compacto y, por consiguiente, cerradoXerPor otro lado, puesto qud es denso eX y U es
abierto, resulta del Corolario 1.4.1 gde=U N G. Mas aun, com& NG es un cerrado contenienddan G,

se obtiene qu&l =UNG CUNG, es decirU C G. Finalmente, puesto qué es un subconjunto abierto
de G, existe un conjunto abierté C X tal queU =V NG, de donde se sigue, por una nueva aplicaciéon del
Corolario 1.4.1, que €V CV =VNG=U C G, lo que confirma qué& es abierto eiX. |

Un resultado bien conocido que usaremos en el transcursstateretas es el siguiente:

Teorema 1.4.16.Sea(X,1) un espacio de Hausdorff localmente compacto. Para cualquiejunto com-
pacto KC X y cualquier conjunto abierto V conteniendo a K, existe umjuato abierto no vacio U en X
tal queU es compactoy KU CU CV.

Prueba. Para cada € K, tomemos un entorno abient§ de x tal queVy C V y un entorno abiertd\y de
x tal queW, es compacto eX. PongamodJ)y = V,x, N"W. EntoncedJ, es compacto por ser un subconjunto
cerrado del compacty. Por la compacidad de¢, existe un conjunto finitdx,,...,x,} C K tal que
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EntoncedJ es abierto, el conjuntd =W, U---UWy_ es compactoy se cumple gdeCU CUCV. B

Un subconjuntdA de un espacio topoldgico de Hausddiff, 1) se dice que es uo-compactosi existe
una sucesioiiK,)>_; de subconjuntos compacto Heal queA = |J;,_; Kn.

Definicion 1.4.10. Un espacio topoldgico de Hausdo(¥, 1) es llamaddKs-localmente compactsi X es
o-compacto y localmente compacto.

Observe qué) es una unién numerable de conjuntos compactos, es decit,eesampacto pero no es
localmente compacto, por lo tanfno esKs-localmente compacto. Mas adelante volveremos a considera
espacios-compactos que no son, en general, localmente compactos.

Definicion 1.4.11. Un espacio topoldgico de Hausdof¥, 1) es unespacio de Lindelt$i cada cubrimiento
abierto de X contiene un subcubrimiento numerable.

Es facil ver que sf : (X,1x) — (Y, Ty) es una funcion continua y sobreyectiva y si el espacio dedtefis
X es de Lindeldf, entonceétambién es de Lindeldf. En general, un subespacio de uniegpatindel6f no
necesita ser de Lindel6f. Sin embargo, subespacios cerkadendo en espacios de Lindel6f permanecen
Lindel®f. La siguiente caracterizacion de los espafiigsdocalmente compactos resulta ser muy Uutil.

Teorema 1.4.17.Sea(X,T) un espacio topolégico de Hausdorff. Son equivalentes:
(1) X esXs-localmente compacto.

(2) X se puede representar en la forma=X_J,,_; Un, donde cada {es un conjunto abierto relativamente
compacto yU, C Uy, para cada nc N.

(3) X es un espacio de Lindel6f localmente compacto.

Prueba. (1) = (2). Suponga qu& es Xs-localmente compacto. Entonci¥sse puede escribir en la for-
maX = Uy_; Kn, donde cad&, es algiin compacto d€. Puesto queX es localmente compacto, por el
Teorema 1.4.16 existe un conjunto abierto no vakital queU; es compacto X C U; C U;. Proceda in-
ductivamente con la misma receta para escoger, porrtadh un conjunto abierto relativamente compacto
Un conteniendo al compactd,_1 UK. Es claro que la coIeccié{‘Un ‘ne N} satisface los requerimientos
de(2).

(2) = (3). Suponga qué2) se cumple y se@ = {V, : o € | } cualquier cubrimiento abierto d& Para cada
n e N, use la compacidad di#, para extraer d& un subcubrimiento finito, digamd¥;j€C:1<j<n(i)}.
Entonces, la familidl := {VLJ- eC:1<j<n(i),ie N} es un subcubrimiento numerable e

(3) = (1). Usemos la compacidad local depara construir un cubrimiento d¢ por entornos abiertos
relativamente compactos, digam{)‘d(x) IX€E X}. Ahora, comoX es Lindelof, podemos extraer un sub-
cubrimiento numerable y la prueba termina. |

Sea(X, 1) un espacio topoldgico de Hausdorff. Un pumtoc X se llama urpunto limite o punto de
acumulaciéonde un subconjunt®& de X si, cualquier conjunto abiert@ conteniendo &g contiene puntos
deF distinto dexg. Si se denota pdf’ el conjunto de todos los puntos de acumulaciér-dee tiene que
F =FUF’. AF’se le llama el conjuntderivado deF.

Teorema 1.4.18.Sea(X,d) un espacio métrico. Son equivalentes:
(1) X es compacto.

(2) X esnumerablemente compact@s decir, cualquier sucesion en X posee un punto de acuibulac
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(3) X essecuencialmente compactesto es, cualquier sucesion en X posee una subsucesitergemte.

Prueba. (1) = (2). Suponga que& es compacto pero que existe uixa);,_, enX que no posee puntos de
acumulacion. Entoncedd = {x1,%p, ...} es infinito yM’ = . Se sigue qu& =M UM’ = M, por lo queM
resulta ser un conjunto cerrado viviendo en el compXcteor el Teorema 1.4.4] es compacto, lo cual es
imposible pued es discreto.

(2) = (3). Es inmediato.

(3) = (1). Sea(xn)y_; una sucesion de Cauchy &n Por hipétesis, dicha sucesion posee una subsucesion
convergente, de donde se sigue que la sucesion de Cauclygeristo prueba quees completo. Veamos
gueX también es totalmente acotado. Para ver esto Ultime se&y escojamos un puntq € X. Si ocurre
queX =U(x1,€) nos detenemos pues el resultado ha sido demostrado. Enardsario, existe urx; € X

tal qued(x2,X;1) > €. SiX =U(x1,€) UU(x2,€) paramos el proceso pues la demostracion ha concluido. En
caso contrario, existe uxg € X tal qued(xs,X2) > € y d(x3,X1) > €. Continuando con este proceso, 0 se
construye un conjunto finito de puntrs ... x, enX para el cual

X = U(x,€) UU(X2,€) U---U U (Xn,€),

0 en caso contrario se obtiene una suce&Q)f_; enX tal qued(xm, ) > € para todan= n. Claramente de

tal extravagante sucesion no se puede extraer ningunacesi®u convergente contradiciendo de este modo
nuestra hipétesis. Con esto hemos demostradoXaimealmente acotado. Un llamado al Teorema 1.4.8 nos
permite concluir qu& es compacto. |

Uno puede, con la ayuda del resultado anterior, derivagalesite resultado.

Corolario 1.4.7. Si(X,d) es un espacio métrico compacto, entonces cualquier furddtinua f: X — R
es uniformemente continua.

Prueba. Suponga qué no es uniformemente continua. Esto significa que existanag{0 con la propiedad
de que cualquiera que s&a- 0, podemos determinar un par de purtgse X cond(x,y) < o pero tal que
|f(x) — f(y)| > €. Si para cada € N, tomamosd = 1/n, lo anterior permite la construccion de un par de
sucesiones$xn)y_; Y (Yn)m.; €NX tales que, para todoc N,

d(Xn,yn) < 1/n pero (%) — f(yn)| = &

ComoX es compacto, el Teorema 1.4.18 nos dice que podemos extrasubsucesiofx,, )y, de (Xn)y 1
gue converge a algun puree X. Puesto que

1
d(zyn) < d(zX,) +d(Xny,) < d(z,xnk)+n—k, vk>1

se concluye que la subsucesi@n, )y_; de (yn);’]":_1 también converge a Veamos que esto conduce a un
imposible. En efecto, por un lado, confices continua, resulta que

im |f(x) — f(2)] = 0 y fim [ f(yn,) ~ f(2)| = ©. (1)
Mientras que, por el otro lado, para tokig- 1 se cumple que
0<e < ‘f(Xnk)_f(ynkM < |f(Xnk)—f(Z)‘—i—‘f(ynk)—f(Z)‘.

Esto Gltimo conduce a que uno de los limitesylima | f(X,,) — f(2)| 0 liM_c | f(yn) — f(2)| debe ser
estrictamente positivo, lograndose de este modo un digpanarelacion 41). Por estof es uniformemente
continua y finaliza la prueba. |

Otro hermoso, pero clasico, resultado que resulta ser muiitiakad es el siguiente.
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Teorema 1.4.19.Sea(X,T) un espacio topolégico de Hausdorff compacto. Son equitegen
(1) X es metrizable.
(2) (C(X),dx) es separable.

Prueba. (1) = (2). Suponga qu&X es metrizable y sed una métrica sobr&X que genera la topologfa
Tenemos quéX,d) es un espacio métrico compacto y, por consiguiente, sdpagahcias al Teorema 1.4.7.
Por serX separable, podemos seleccionar una sucesigff ; densa erX. Ahora bien, para cadac N,
la coleccion de bolas abierta, = {U(x;,1/n) :i=1,2,... } es un cubrimiento abierto d¢y, por serX

compacto, dicha coleccioén se puede reducir a un subcultionfimito, digamosX = U!‘;lu (X,1/n). Para
cadan € Ny cada uno de losc {1,2,...,ky} considere los conjuntos

Fl = {xeX: d(x,x) <1/n} y G, = {xeX: d(x,x) >2/n}.

Puesto que la aplicacion— d(x,A) es continua d& enR cualquiera que sea el subconjudtde X, resulta
que cada funcioriy; : X — [0,+) definida por

d(x,Gp)
d(x,Gh) +d(x,F})

fni (X) =

es continua y verifica que

1, sixeF!
0, sixeG,,.

Finalmente, definiendd; : X — [0, +) por

fni(X)

L 1 N R i)

vemos que:

(a) cadady; es continua,

(b) ¢ni(x) = 0 para todoxe G, y

(€) dna(X)+ -+ dnk, (X) = 1 para cualquiex € X.

Si consideramos, para cada N, el conjuntoD, = {¢yi i =1,2,...,k,}, tendremos qu® = J;_; Dy es
numerable y denso €€ (X), dw ). Veamos esto Ultimo. Sea> 0y seaf € C(X). Comof es uniformemente
continua, existe um € N tal que|f(x) — f(y)| < € cualesquiera seany € X satisfaciendal(x,y) < 2/n.
Seag: X — R definida por

9(x) = a1dn1(X) + -+ anni, (X)

dondea; = f(x) parai =1,...,k,. Claramenteg es continua'y comdn; + - - - + dnk, = 1, tenemos que
kn kn
100 -9001 = [(3 0n(¥) (0 = 5 du((x)|

kn
< 3 0] 100~ F(x)|
< €
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Esto demuestra quBg, el conjunto de todas las combinaciones lineales de la f@iha + - - - + anPnk,
donde losg = f(x) y los ¢p; estan erD es denso eC(X),dw) Y, por consiguiente, también lo &s(esto
altimo no requiere gran esfuerzo demostrarlo). Por €610 ), d.,) es separable.

(2) = (1). Se deja como ejercicio al lector. [

Finalizamos esta seccion con el siguiente resultado.

Teorema 1.4.20.Sea(X,d) un espacio métrico separable.
(1) Si G es un subconjunto abierto de X, entonces G es separable.

(2) Si(Y,p) es otro espacio métrico y:fX — Y es una funcién continua sobreyectiva, entonces Y también
es separable.

Prueba. (1) es consecuencia inmediata del Corolario 1.4.1. Para dean¢38}, seaD un subconjunto nu-
merable y denso d¥. Veamos quef (D) es numerable y denso &n En efecto, la numerabilidad d&D)
sigue del hecho de quees sobreyectiva. Para ver la densidad,\é&aY cualquier abierto no vacio y sea
ye V. Comof es sobreyectiva, existec X tal quey = f(x). Por la continuidad dé enx, existe un abierto
U C X conteniendo a tal quef(U) C V. La densidad d® conduce a qu&l ND # & y, en consecuencia,
g#fUND)C f(U)nf(D) CV N f(D). Esto termina la prueba. |

1.5. Espacios normados y de Hilbert

Si X es un espacio vectorial sollke unanorma sobreX es una aplicaciof}-|| : X — R tal que

(1) ||x]] >0 paratodo € X,

(2) |Ix||=0 si,yso6losix=0,

(3) ||ax||=la|||x|| paratodox € Ky todox e X,
(4) [Ix+yl <lIx[[+]lyll paratodoay e X.

Al par (X,]|-]|) se le llama urespacio normado En ocasiones diremos giees un espacio normado sin
mencionar de manera explicita la norfhd. Si (X, ||-||) es un espacio normado, entonces la noffifla
genera una métrica sob¥e llamada lamétrica norma, definida pord(x,y) = || x—y/|| para todox,y € X.
Por consiguiente, todo espacio normado resulta ser uniespatrico con la métrica norma. A todo espacio
normado completo se le conoce con el nombregfgacio de Banach

Si sobre el espaciB.,(X) se defing| f ||, = supcx | T (X)|, para cadd € Bo(X), entoncegBex(X), ||-|/.)
es un espacio de Banach. De particular interés en estasasataandX = [0, 1. En este casdC[0, 1], ||||.)
es cerrado efB.(X),]|-||) ¥, POr consiguiente, es un espacio de Banach. Igualmerite; pi< «, entonces

Il (% )mq |l 0= (Sms yxn\p)l/p es una norma sobig que hace que dicho espacio sea completo. Parao,
Il (Xn)m—1 |l = SURen |%n| define una norma sobig, que lo convierte en un espacio de Banach. Para cada
n € N definimos el espacio de Banach de dimension fiffjteomo

0y = {(a,....,an):@ €K, i=1,...,n}

con la normal|x||, = (zin:;|_|xi|p)l/p sil<p<o, 0 [X|,=SuUp<ic|X|sip=c, para cualquier
X=(a,...,a)) € K".

Si (X, |Illx) ¥y (Y.|Illy) son espacios normados, toda aplicacionX — Y que satisfaga la igualdad
T(ax+by) = aT(x) + bT(y) cualesquiera seany € X y a,b € R, se llama undransformacion lineal.
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Si T es transformacion lineal y si existe una constavite> 0 tal que| Tx|ly < M||x||yx para todox €

X, entonces diremos quE es unoperador lineal continuo o acotada Si se define, para cada operador
lineal acotador : X — Y, el numero|| T || = sup,, <1/ TX|ly, entonces| T || define una norma sobre el
espacio vectorial(X,Y) de todos los operadores lineales acotadoX @& Y. Mas aun,(L(X,Y),||-||) es
un espacio de Banach si, y solo 6, |-||y) es de Banach. Cuandb= R, escribiremosX* en lugar de
L(X,R). A X* se le llama ebual (topoldgico) deX, sus elementos los llamaremfuscionales lineales
continuos o acotadosy escribiremosx*,y*,... para denotar, en general, a los elementoxXtleaunque
en algunas ocasiones escribiremfgg,... para denotar elementos &&. Observe que, por el resultado
anterior, X* con la normal| x* || = sup{|x*(x)| : ||x]| < 1} para todox* € X*, siempre es un espacio de
Banach independientementeXsies o no de Banach. Es facil establecer qu¥ sis un espacio normado
sobreR, entonces

X = sup{[X" ()] = [[x]| < 1} = sup{x"(x) : || x|| < 1}.

Dadox* € X* y x € X, en ocasiones, en lugar de usar la notacitix) para denotar el valor d& enx,
escribiremogx, x*).

Recordemos que un subconjurfode un espacio lineal normad, ||-||) se dice que esonvexq si
tx+ (1—t)y € K siemprex,y € Ky 0 <t < 1, es decir, si cualquier segmento lingal] := {tx+ (1—t)y:
0 <t <1} esta contenido el, cualesquiera seagy € K. SiK C X es convexo, entonces un punte K
se dice que es upunto extremal deK six no es el centro de ningdn segmento lineal (no trivial) cadten
enK. Denotaremos por ef) el conjunto de todos los puntos extremale&de

Cuando(X, ||-]|]) es un espacio normado sobre el cuekpoel didmetro deA C X serd denotado por
[|-|| — diam(A), diamy,; (A), norma-dianiA), o simplemente diaf#) cuando no exista peligro de confusion
en la notacion. También, dies un subconjunto de un espacio topoldgico de Haus@¥rfif), el interior de
A lo denotaremos por—int(A), int;(A) o int(A) si el contexto es claro, mientras que su clausura sera

denotada poA’, KX, 0 A si no existe posibilidad alguna de confusion. SimilarmgXte. A, 0 bienA°,
denotara el complemento deenX.

Un producto interno sobre un espacio vectorial rééles una aplicacioy, ) : X x X — R satisfaciendo
las siguientes propiedades: para tadpz € X y todoa € R,

(1) (x,y) >0y (x,x) =0si,yso6losix=0,
(2) xy) = (¥:%),

(3) (axy) =a(xy),

(4) (%2) < (xY)+(¥,2).

Al par (X,(,)) se le llamaespacio producto interna Con frecuencia diremos gqu€ es un espacio pro-
ducto interno sin especificar explicitamente el producterimo (,). CuandoX es un espacio vectorial so-
bre C, entonces la definicion de producto interno exige, ademés({xqy) = (y,x) para todox,y € X. Si
(X,(,)) es un espacio producto interno, entonces el producto mtelngenera la normd x|| = /(X x)
para todax € X y, en consecuencia, todo espacio producto interno puegersado como un espacio nor-
mado con la norma antes definida. Si dicho espacio normadtiaer completo, entonces diremos que
(X,{,)) es unespacio de Hilbert Por ejemploK" con el producto interno naturék,y) = Si'; x;yi, donde
X= (X1,--,%), ¥ = (Y1,---,¥n) € K" es un espacio de Hilbert. Similarmentg,con el producto interno
(X.Y) = Si=1xy dondex = (Xn)m_1 Y Y = (Yn)n_1 SON elementos d&, también constituye un espacio de
Hilbert. Sin embargoC|0,1] con el producto interndf,g) = folf(t)g(t)dt no es un espacio de Hilbert.
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Una desigualdad importante, conocida con el nombaedeyualdad de Cauchy-Schwarestablece que en
cualquier espacio producto inter(X, (,)) se cumple que

[(xy)] < [IX|[|lyll paratodaxyc X.

1.6. Conjuntos de primeray segunda categoria

¢,Cuangrande en un sentido que debemos precisar, es el conjunto de légspda discontinuidad de
una funcién a valores reales definida sobre un espacio wiéthensemos, por un momento, sobre la fun-
cion caracteristica de los numeros raciond\ésdir el tamafio de estos conjuntos nos conduce a la nocién,
definida por Baire, conocida como conjuntopténera categoriala pequefiezle estos conjuntos quedara
evidenciada al demostrarse, hecho conocido como el Teallen@zategoria de Baire, que ningln espacio
métrico completo puede ser cubierto con uniones numereblesnjuntos de primera categoria.

Definicion 1.6.1. Sean(X, 1) un espacio topoldgico Hausdorff y E un subconjunto de X.bi®gque E es
nunca denscen X si int(E) = @. Si ocurre quent (E) # @, entonces se dice que E @snso en alguna
partede X.

El término conjunto raro se usa, con cierta frecuencia, como un sinénimo de conjumcandenso.
Observe que un conjunto nunca-denso no puede ser entorrogisa de sus puntos, es dedrC X es
nunca-denso en X si cada subconjunto abierto no vacio U denet® un conjunto abierto no vacio V tal
que VN E = @. En efecto, suponga que existe un subconjunto abierto rio Made X con la propiedad de
gue cualquier subconjunto abierto no vacidJimtersecta &. Esto, por supuesto, significa gEecontiene
aU lo que es imposible por s& nunca-denso. Por otro lado, decir dii@o es nunca-denso significa qte
contiene a algun abierto no vacio U X, es decir, E es denso en alguna parte de X, o de modo equialen
E es denso en algln abierto no vacio U deNdtemos también qué es nunca-denso efisi, y sélo si,E
es nunca-denso efiy que cualquier subconjunto de un conjunto nunca-dense signdo nunca-denso. La
frontera de cualquier conjunto cerraBlaC X es nunca-denso ef. En efecto, suponga quie es un abierto
no vacio incluido en KE) = E\ int(E). EntoncedJ C E, de donde se sigue qu esta contenido en el
interior deE lo cual es imposible.

Lema 1.6.1. Sea(X, 1) un espacio topoldgico de Hausdorff y suponga fjue {D;,...,D,} es una colec-
cion finita de subconjuntos no vacios de X tal que.D.. U D, es denso en X. Entonces existe algun k en
{1,2,...,n} tal que D es denso en alguna parte de X.

Prueba. Sin perder generalidad, podemos asumir y, asi lo haremedagoleccion finitéd) = {Dy,...,Dn}

cuya unién es densa efiesminimal en el siguiente sentido: si removemos ald@inde dicha coleccién,

la unién de lo que queda no es densoXersupongamos entonces que hemos removido, por ejemplg, a

de la coleccion minimaD. ComoD;U...UD,_1 = D1 U...UDy_1 # X, resulta que en alguna parte Xe
habita algin conjunto abierto no vacio, digarbiggjue no intersecta a esa clausura. Por supuesto, teniendo
en cuenta qu®, U...UDy es denso e, es decirD; U...UD,_1UD, = X, el conjunto abiertdJ debe

estar contenido eDy, lo cual significa que ir(tﬁn) £ @y, por lo tanto, el conjunt®,, es denso en alguna
parte deX. |

La siguiente simple observaciéon permitira deducir alguiedss formas equivalentes que posee la nocién
de conjunto nunca-denso.
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Teorema 1.6.1.Para cualquier subconjunto B de un espacio topoldgico degdatff (X, 1) se cumple que
X~int(B) =X\ B. (1.6.2)
En particular,int(B) = & si, y s6lo si, X\ B es denso en X.

Prueba. En efecto, como inB) C B, entoncesX ~ B C X\ int(B) y ya queX \ int(B) es cerrado eiX,
se concluye qu& . B C X \.int(B). Por otro lado, supongamos gue X perox ¢ X \. B. Entonces existe
una bola abiert&) (x,r) enX con centrox y radior > 0 tal queU (x,r) N (X ~ B) = @. Esto significa que
x e U(x,r) C B, lo cual quiere decir que € int(B) y, en consecuencix,¢ X \ int(B). Esto nos dice que
X~\int(B) € X\ By termina la prueba. [ |

Observemos que, como consecuencia del teorema anteniemds la siguiente caracterizacion de los
conjuntos nunca-densos.

Teorema 1.6.2.Sea(X,T) un espacio topoldgico Hausdorff y sea B un subconjunto deoX e§uivalentes
las siguientes condiciones:

(a) Bes nunca-denso en X.

(b) X~ BesdensoenX.

Prueba. Esto es consecuencia inmediata de (1.6.1). |

Conviene, en este punto, reforzar el resultado anterioatgpmas observaciones importantes.

Comentario Adicional 1.6.1 (1) En relacion al apartad@) del Teorema 1.6.2, debemos hacer notar que
si un subconjunto d&, digamosA, es denso elX, entonces no es necesariamente cierto que
su complementoX . A, es un subconjunto nunca-densoXleEn efecto, basta toma¢ =R y
A= Q para probar nuestra aseveracién. Sin embargo, tenemos que

Si A es denso y, ademas, abierto en X, entonce\s nunca-denso en. X

Prueba. Supongamos qué es abierto y denso ed. Por el Teorema 1.6.2, basta probar que
X~ (XN A) es denso eX. Por serA abierto tenemos qué ~ A= X \ Ay asi, de la igualdad

XN (XNA) =XN(XNA)=A
se obtiene el resultado gracias a la densidaA eeX. |

(2) Observemos que la interseccion de dos conjuntos densos espanio topoldgico Hausdorff
(X,1) no es necesariamente denso. Basta considerar, por ejefaptoQ y A, =1=R~\Q
como subconjuntos dR, para darnos cuenta de ello. Sin embargo, si ademas de deresigs
conjuntos son abiertos, entonces su interseccion es deesecho tenemos:

Si G1,Gy,...,Gp es una coleccidn finita de subconjuntos no vacios, abiertdengos en X,
entonces)._; G es, ademas de abierto, denso en X

Prueba. La prueba es suficiente hacerla para dos conjuntos. Suposgamonces qué; y G
son abiertos y densos &h SealJ un abierto no vacio d¥. ComoG; es abierto y denso eX,
resulta quéJ N Gy es un abierto no vacio. Ahora bien, puesto @iees denso eiX, entonces
UNG1) NG, =UN(G1NGy) # @. Esto prueba qué; NG, es denso y, por supuesto, abierto
enX. |
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Es interesante observar quéXiT) es un espacio topoldgico de Hausdorff, entonces la coleccio
Taq formada por el conjunto vacio mas todos los subconjunteabiertos yt—densos deX
constituye una nueva topologia patda que, por supuesto, es mas pequefatqien efecto,
claramente el conjunto vacioX estan emyq. Similarmente, la unién de cualquier coleccion
de elementos de,q Sigue viviendo ert,q Y, finalmente, por2), la interseccion de cualquier
coleccidn finita de elementos dgy se queda dentro dgg.

Uno de los resultados importantes en analisis y cuyo esasdé objetivo principal de estas no-
tas, es el Teorema de Categoria de Baire, el cual estable@nqtiertos espacios topoldgicos la
interseccién de cualquier coleccion numerable de subotyuabiertos densos de dicho espacio
también es densa.

(3) Toda unidn finita de conjuntos nunca-densos es nunca-démrs@fecto, siAy,...,A, €s una
coleccion finita de conjuntos nunca-densoXeentonces por el Teorema 1.6X25. A¢ es denso
(y abierto) enX parak =1,...,n. Por el resultado anterior se sigue que

es denso e y, en consecuencia, como

ﬂ(X\Kk):X\UKk:X\ UAk
— k_

k=1 k=1 =1
se concluye, usando de nuevo el Teorema 1.6.2| ffugAy es nunca-denso e

(4) Sibien es cierto que la union finita de conjuntos nunca-deasamunca-denso, ella no se preser-
va por uniones numerables, es decit(/4i),_, es una sucesion infinita de subconjuntos nunca-
densos deX, entonces no es necesariamente cierto que su upin,A,, sea nunca-denso en
X. Basta considerar B con la métrica usual como nuestro espacio ambiente y elegienu-
meracion cualquiera de los racionales, digafmeg,_,. Cada conjunté, = {r,} es nunca-denso
enRR, pero su unién e® el cual es denso €R. Asi, int(Uy_; Ay ) = int(Q) =int(R) = R.

Aunque la nocién de conjunto nunca-denso se transmite plusin, dicho concepto sigue siendo muy
restrictivo debido esencialmente a su incapacidad pasep@&se por uniones numerables. Sin embargo,
la definicién de conjunto de primera categoria subsana d&dedeia. En el Capitulo 2 de su tesis, Baire
introduce los conceptos de primera y segunda categoriatnaseque Denjoy es el responsable del término
conjunto residual o genérico.

Definicion 1.6.2. Sean(X, 1) un espacio topologico de Hausdorff y M un subconjunto de Xerdos que
a) M es deprimera categoriaen X si existe una sucesidivfkn)‘::1 de subconjuntos de X, cada uno de los
cuales es nunca-denso en X tal que=N{J;,_; An.

b) M es desegunda categorian X si no es de primera categoria en X.

CuandoX es de segunda categoria, entonces frecuentemente se ei¥eeguwinespacio de segunda
categoria en si mismoObserve que otro modo equivalente de formular la nociénsgaco de segunda
categoria es:
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Observacion (ESC) Un espacio topoldgico de Hausdo(K, 1) es de segunda categoria si, y s6lo si,
cualquier interseccion numerable de subconjuntos albsediensos en X es no vacia

A los conjuntos de primera categoria también se les conatelastombre de conjuntamagros o disemi-
nadosy a los conjuntos de segunda categoria como conjuriageagroso co-magros

Conviene destacar que estas nociones de categoria sorassles decir, dependen del espacio ambiente.
Por ejemploR, visto como subconjunto d&, es cerrado con interior vacio, por lo que resulta ser degoam
categoria erC, pero como veremos mas adelariiegs de segunda categoria en si mismo. Es claro que
los conjuntos de primera categoria se conservan por uniamasrables. Si estos conjuntos, los de primera
categoria, vivieran, por ejemplo, en un espacio métricopteim, esa condicién nos indicaria que ellos son
conjuntos topolégicamenteequefiogen el siguiente sentido: ninguno ellos y, mas aun, ni siguadguna
unién numerable de tales conjuntos, logran cubrir la waalide los puntos del espacio métrico completo.
Esto es, en esencia, lo que probd Baire y que hoy en dia seecoan elTeorema de Categoria de Baire
Por otro lado, un conjunto de segunda categoria es, desdatelge vista topolégico y por ser opuesto a los
conjuntos de primera categoria, un conjugtande tal vez demasiado grande. Una nocién intermedia mas
adecuada, conocida como residualidad, sera formuladaamrpas abajo.

Antes de continuar recordaremos algunos conceptos y adssltconocidos que seran fundamentales
en nuestro estudio. S€X, 1) un espacio topologico de Hausdorff y deaun subconjunto no vacio d€.
Decimos qué= es unFg si existe una sucesidffr,);y_; de subconjuntos cerrados ¥rtal que

F=JF.
n=1

El complemento de un conjuntg; se llama un conjunt&s; es decir, un conjunt& es unGg si existe una
sucesionGy),_; de subconjuntos abiertos &ntal que

G=[)Gn
n=1

Un conjunto que simultdneamente se puede representardamo unk; asi como unGs sera llamado
ambiguo.

Ejemplo 1.6.1. (1) Q es un &, mientras que el conjunto de los nimeros irraciondkes. Q, es un G-
denso.

¢EsQ un conjunto ambiguo? Mas adelante veremos, como consealggicTeorema de Categoria de
Baire, que &) le esta negada la posibilidad de poder expresarse cor@g.un

(2) Si(X,d) es un espacio métricoy € X es cerrado, entonces F es ug.&n particular, F es ambiguo.
Prueba.Para cada € N, sea

Gn=JU(x1/n)

xeF

donde, como siempré) (x,1/n) es la bola abierta con centxg radio 1/n. Como cadds, es abierto y
teniendo en cuenta qieC G, para todm, resulta qud= C N_; Gp.

Para demostrar la otra inclusion, tomenyas(;,_; Gn. Entonces € G, para todan € N. Fijado unn,
existe unx € F tal quey € U(x,1/n) lo cual dice que/ € F y comoF es cerrado, entoncgss F = F.
Esto prueba qug);y_; Gn C F y termina la demostracion de). [
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(3) Cualquier conjunto abierto G en un espacio métrigad) es un k. En particular, G es ambiguo pues
trivialmente es un @

Existen varias formas equivalentes de definir lo que es uacésple Baire. La siguiente es una de la
mas utiles y convenientes que existen. El término espaciBaile fue introducido por N. Bourbaki [67]
para describir aquellos espacios topoldgicos en los caakdguier conjunto abierto no vacio es de segunda
categoria.

Definicion 1.6.3. Un espacio topoldgico de Hausdo(iX, 1) se llamaespacio de Bairesi, para cualquier
sucesionGyp)p_, de subconjuntos abiertos densos de X, su intersec€jgin, G, es denso en X.

Lo primero que debemos destacar es que, por la Observacsid) {ledo espacio de Baire es de segunda
categoria Sin embargo, existen espacios de segunda categoria qoa eegacios de Baire (véase la obser-
vacion (1) del Comentario Adicional 1.7.3, pagina 42). Por otro ladisten ciertas categorias de espacios
topolégicos en donde ambas nociones coinciden. Por ejemoplo espacio homogéneo de segunda catego-
ria es un espacio de Baire (véase, por ejemplo, [208], Pr8).1Recordemos que un espacio topolégico
de Hausdorff(X, 1) se dice que esomogénecsi para cualquier pat,y de puntos distintos d¥, existe un
homeomorfisma : X — X tal qued(x) =.

Otra de las definiciones importantes que usaremos con mrexhgehcia en estas notas es la siguiente:

Definicion 1.6.4. Sea(X, 1) un espacio topolégico de Hausdorff. Un subconjunto M de Xasedresidual
en X si X~\. M es de primera categoria en X.

Una primera observacion respecto a los conjuntos resilealia siguientévl es un subconjunto residual
de X si, y s6lo si, M contiene la interseccion de una familienatable, digamo$Gy);,_,, de subconjuntos
abiertos densos en.)En efecto, supongamos ghees residual eiX. Entonces existe una sucesi@s);y_;
de subconjuntos nunca-densosXdéal queX \ M = |J;,_; An. Por el Teorema 1.6.2, cada conjunto abierto
Gn = X\ A, es denso e y, en consecuencia,

M=X\{JA =) (X\Ay)2 HX\An ﬂGn
n=1 n=1

La otra implicacion se deja como ejercicio al lector. Cuafar) es un espacio de Baire, se puede afirmar
algo mas contundente: todo subconjunto residuaX des denso eiX, en particular, no vacio. Eso forma
parte del contenido del préximo teorema.

Histéricamente, los espacios métricos completos fuemprimeros espacios (como generalizaciones de
la recta reaR) en donde se demostrd que ellos satisfacen las condiciguéskentes dadas en el proximo
resultado.

Teorema 1.6.3 (Categoria de Baire)Sea(X, T) un espacio topologico de Hausdorff. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) X esun espacio de Baire.

(b) Cada conjunto de primera categoria en X tiene interior vacio

(c) Cada subconjunto abierto no vacio G de X es de segunda céegioiX .
)

(d) Todo subconjunto residual de X es denso en X; es decir, si & esimiera categoria en X, entonces
X~ E esdenso en X.
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Prueba. (b) = (a). Sea(Gy) una sucesion de subconjuntos abiertos densos. dtonces, por la obser-
vacion (1) del Comentario Adicional 1.6.1, pagina 34, c&la. G, es un subconjunto nunca-densoXle
Por(b), Up1 (X~ Gn) = X \Na-1 Gn tiene interior vacio y asi, gracias a (1.6.1),

n=1

n=1
es denso eiX.

(a) = (c). SeaG un subconjunto no vacio y abierto Mey supongamos qu@ es de primera categoria #n
Entonces existe una sucesi(#,) de subconjuntos nunca-densosXd&al queG = (Jp_1 En € Un_1En. De
agui se sigue que

ﬁ(X\En) CX\G. (1.6.2)
n=1

Por otro lado, como cadg, es nunca-denso ety entonces por el Teorema 1.6.2 resulta que cada subconjunto
X\ E, es abierto y denso ex y, asi, de(a) obtenemos qué)y_;(X \ E,) es denso eiX. En particular,

por (1.6.2),X \. G es denso eiX. Pero siendX ~. G cerrado y denso eX, tenemos qu& ~. G = X'y, por
consiguienteG = @. Esta contradiccion establece qBes de segunda categoriaXn

(c) = (d). SeaE un subconjunto que es de primera categoriX eintonces intE ) también es de primera
categoria eiX. Por(c), int(E) = & y por (1.6.1) concluimos qu¥ -\ E es denso eiX.

(d) = (b). SeaE un subconjunto de primera categoriaenPor (d) tenemos qu& \ E es denso eiX y
gracias a (1.6.1), se concluye que(la) = &. |

1.7. El Teorema de Categoria de Baire

Estamos interesados en conocer qué tipos particularepdei@s topoldgicos satisfacen las condiciones
equivalentes dadas en el Teorema 1.6.3. En esta seccidrs eademostrar que los espacios métricos com-
pletos asi como los espacios topoldgicos de Hausdorffrimerale compactos las satisfacen. En general,
veremos que todo espa(ﬁtech—completo asi como todo espacio Oxtoby-completo (reésrgles que los
Cech-completos, véase la Seccién 1.11) son también espeiBaire.

Estamos ahora en posicion de formular y probar el TeoremaatiegQria de Baire para los espacios
métricos completos y los espacios de Hausdorff localmentepeactos. En 1897, William Fogg Osgood
prueba que la interseccién de una sucesion de subconjuritysoa densos di es densa eRR. Dos afios
después, R. Baire observa que el mismo resultado sigueosiendadero efR" y lo aprovecha en su estudio
de las funciones que se obtienen como limites puntuales assisnes de funciones continuas (llamadas
funciones de la primera clase de Baire). En 1914, F. Hausektdéndio el resultado a los espacios comple-
tamente metrizables. Un poco mas tarde, Stefan Banachvibgee el mencionado resultado de Osgood y
Baire no solo es cierto €R" sino también, con la misma demaostracion de Baire, en cualgspacio métri-
co completo y en cualquier espacio topolégico localmentapazto, dando asi forma definitiva a lo que
hoy dia conocemos como El Teorema de Categoria de Baire ppegies Métricos Completos y Espacios
Topoldgicos Localmente Compactos.

Teorema 1.7.1 (Teorema de Categoria de Baire para espaciogtricos completos).Si (X,d) es un es-
pacio métricocompletq entonces X es un espacio de Baire.
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Prueba. Sea{Gy},_; una sucesion de subconjuntos abiertos y densasylseal un subconjunto abierto

no vacio deX. Nuestra tarea es demostrar ¢iue ,,_1 Gn # . ComoG; es denso eiX, entonced) NGy #

@. Seax € U NG, y determinemos una bola abietta con centro erx y radio < 1 contenida et N G;

tal queU; C U NG;. ComoU; es un abierto no vacio d¢ y G, es denso eiX, entonces); NG, # .

De nuevo, existe una bola abietfa de radio< 1/2 contenida etJ; N G, tal queU, C U; N G,. Notemos

una vez mas qud, NGz # & por la densidad d&s. Podemos, sin duda alguna, continuar con esta receta
indefinidamente para obtener una sucesion de bolas abiers ; satisfaciendo:

1. U1 2U22---2Up2--- y
2. r]I'lm diamU,) =0.

Todo esta preparado para invocar el Teorema de Encaje der@amncluir que);y_,Un # @. Observemos
ahora que si definimddy = U, obtenemos

@7& ﬂUng ﬂ (UnflﬁGn) gUﬁﬂGn
n=1 n=1 n=1

que era lo que queriamos demaostrar. |

Otras variantes del Teorema de Categoria de Baire se pubtireo modificando el concepto de com-
pletitud. Algunas de ellas las discutiremos en la Seccidt, donde se estudian conceptos de completitud
mas complicados tales como: completitud@ixh, pseudo-completitud o completitud de Oxtoby, etc.

Comentario Adicional 1.7.2 Habiamos afirmado un poco mas arriba que todo espacio méoropleto
es de segunda categoria en si mismo. Esto, por supuesta)sesgencia inmediata del Teorema de
Categoria de Baire mas el hecho de que todo espacio de Baleesegjunda categoria en si mismo.
También es claro que cualquier conjunto residual viviendaie espacio métrico completo es de
segunda categoria.

El Teorema de Categoria de Baire para espacios métricosletmsposee, en principio, dos limita-
ciones importantes que debemos destacatr.

(1) La primeratiene que ver cont@mpletituddel espacio métric@X,d). No existe ninguna garan-
tia de un Teorema de Categoria de Baire para espacios méinapmpletos, es decir, la inter-
seccién de una familia numerable de subconjuntos abiertiengos en un espacio métrico no
completo puede ser vacia. Veamos un ejemplo.

Ejemplo. SeaX = R]t] el espacio vectorial de dimension infinita de todos los pafiios con

coeficientes reales. Para cgula X, dondep(t) = ant" + - - - + ayt + ap, definimos su norma por
1Pl = lan|+- -+ |aa| + a0l

Es facil ver qud|-|| define una norma sobi€la que a su vez genera la métritix,y) = || X —y||

bajo la cual(X,d) no es un espacio completo. En efecto, la suce§igif,_, definida por

0yt t2 tn
Pr(t) =1+ 545+ 40

es de Cauchy €K, pues sh < m, entonces

m 1
d(pm; Pn) = || Pm— Pnl| = Z W
k=n4+1 "
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el cual se puede hacer tan pequefia como se quiarseséscoge lo suficientemente grande. Por
otro Ia(_jo, la sucesi_éhp{]);‘;’:1 no converge a ningun polinomia(x) = ap+ agx+ - - - +a,x" con
n € N fijo, pero arbitrario, ya que sn> n, entonces

1 1], 2
d(pm,p)zHpm—pH=!ao—1!+!a1—1!+\az—§(+-~+‘an—ﬁ +k:;+lﬁ
m
1
2 Z H)

k=n+1
de donde se deduce que

. . 1 . .
para cualquien € N que se prefije. Pero como-eyy > 0 para cualquier entero positivo

n, resulta que la sucesigpm)y_, NO converge a ningdn polinomio eh
Veamos ahora qu¥ es de primera categoria. En primer lugar observemosxgue J;,_1 Fn,
donde, para cadac N, F, es el subespacio vectorial deformado por todos los polinomios de
grado menor o igual a. Puesto que la dimension de cdgaes finita, entonceb, es cerrado
en Xy, en consecuencia, tiene interior vacio (véase el Ejenipid)( pagina 212). Esto prueba
gue X es de primera categoria en si mismo. Finalmente, por el feole6.2, cada uno de los
conjuntosG, = X \ F, es abierto y denso ey, pero claramente su interseccién no es densa, pues
Nne1Gn= 2.

La segunda observacion es la exigencia deumerabilidaden la coleccion de los conjuntos
abiertos que son densos en el espaCi8i se elige una coleccion no numerable de tales abiertos
densos en dicho espacio es posible que la conclusion detriecde Categoria de Baire no se
cumpla. Por ejemplo, trabajando céh= R y si, para cada € R, definimosGx = R ~ {x},
resulta que cad&y es abierto y denso eX, pero sin embargo, su interseccién es vacia:

mGXZQ

XeR

Ya hemos observado qles nociones de categoria son relativas, es decir, depeddeespacio
ambiente Considere, por ejemplo,Adotado de la métrica inducida por la métrica estandar de
R. EntonceqZ,|-|) es un espacio métrico completo y, por el Teorema de Catederizaire,

es de segunda categoria en si mismo lo que, en principicgnauskr contradictorio al hecho de
gueZ es la unién de una coleccién numerable de puntos. Sin embamgeste espacio, cada
punto es un conjunto abierto y, por consiguiente, no es ndanao, es deciZ no es de primera
categoria. Por otro lado, & es visto como un subconjunto @y no como un espacio en si
mismo, entonceg, efectivamente, es un conjunto de primera categori.en

La demostracién de Cantor tleno numerabilidad d&® es consecuencia inmediata del Teorema
de Categoria de Bairdado anteriormente. En efectosfuese numerable, entonces existiria una
sucesionxn)y_; tal queR = {J;_1{*n }. Definiendo, para cadac N, el conjuntoGn = R\ {X,},
resulta que ellos son abiertos y densosRemor lo que el Teorema de Categoria de Baire nos
garantiza qué),,_; G, es denso eR, lo cual es imposible ya qy&,,_; Gh =R~ Up_1{X%} = 2.

Ser un espacio de Baire es yrapiedad topoldgicaes decir, se preserva bajo homeomorfismos,
por lo tanto,todo espacio topolégico homeomorfo a un espacio métrictEimes un espacio
de Baire
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Otra clase importante de espacios topoldgicos que peerreela familia de los espacios de Baire son los
espacios de Hausdorff localmente compactos. Recordeneasmespacio topologico de Hausddpff, 1) es
localmente compactcsi cada xc X posee un entorno abierto\lduya clausura es compacta

La demostracion del proximo resultado, el cual es la verdeinTeorema de Categoria de Baire para
espacios localmente compactos, es muy similar a la del ifeote7.1.

Teorema 1.7.2 (Teorema de Categoria de Baire para espaciacflmente compactos).Si(X,T) es un es-
pacio de Hausdorflocalmente compactoentonces X es un espacio de Baire.

Prueba. Sea(Gp),,_; es una sucesion de subconjuntos abiertos densis Bara demostrar qu;,_, Gn
es denso eiX, seaG un subconjunto abierto no vacio dey veamos qués intersecta d);,_, Gn. Puesto
queG; es denso e, tenemos quEN Gy # . Seax € GN G;. ComoK = {x} es compacto 5N G; es
abierto conteniendol4, existe, por el Teorema 1.4.16, un abierto no v&ia X tal queO; es compacto y
01 C O; € GNG;y. De nuevo, comé:; es denso ei, el conjunto abiert®; N G, es no vacio, y por lo tanto,
usando de nuevo el Teorema 1.4.16, podemos obtener uroatievaicioO, en X tal queO, es compacto
y O, C O, C 01N Gy. Continuando inductivamente con este proceso podemosigacana sucesion de
conjuntos abiertos no vacio®,)s_, enX tal que, para cadac N, O, es compacto ¥, C O, C On_1N G,
Puesto que, para cada N,
n

() Ok =0n

k=1
resulta que la sucesid®,)>_, tiene la propiedad de interseccion finita y asi, por el Teargm.11 aplicado
al compactdDy, se tiene que

2#(10nCGN()Gn
n=1 n=1

Esto termina la prueba. |

En particular, cualquier espacio de Hausdorff compacto,spo un espacio localmente compacto, es
un espacio de Baire. Ya hemos visto, échele una miraditacxkfie 1.6.3, que cualquier conjunto abierto
viviendo en un espacio de Baire es de segunda categorigjuigrsie resultado dice algo mas: los subcon-
juntos abiertos no vacios de un espacio de Baire retienegpregizdad.

Teorema 1.7.3.Todo subconjunt@bierto no vacio de un espacio de Baire es, en su topologia relativa, u
espacio de Baire.

Prueba. SeaO un subconjunto abierto no vacio de un espacio de Bxire) y sea(Gy);,_; una sucesion
de conjuntos abiertos densos @nEntonces cad&, es abierto erX y, en consecuencia, los conjuntos
Hn=GhU(X~0),n=12, ... son abiertos y densos &n En efecto, cadl, es abierto por ser unién de dos
conjuntos abiertos, mientras que la densidad es conseawmias siguientes dos observaciones: primero,
siendoG,, es denso e, resulta entonces q@C G, y segundoH, = G,U (X ~ 6) DO0U(X\0)=X.
Puesto qu& es un espacio de Baire, el conjuf§_; H, es denso eiX, en particular, no vacio. Finalmente,
como

2+ (Hi= (GnU(X\6)> - (ﬂ Gn> U(X~0),
n=1 n=1 n=1
se sigue qu€),_; Gn es denso e. [

El resultado anterior nos garantiza que todo subconjuritrtatno vacio de un espacio de Baire es, en
su topologia relativa, un espacio de Baire. ¢ Qué ocurreaaubconjuntos cerrados? Sabemos qué si
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es un espacio métrico completo o un espacio topoldgico deddefii localmente compacto, entonces todo
subconjunto cerrado @€ preserva esa propiedad y, por consiguiente, resulta ssy, ®pologia relativa, un
espacio de Baire; sin embargo,Xsies un espacio de Baire arbitraridmyes un subconjunto cerrado de
entonces no siempre es cierto dueen su topologia relativa, sea un espacio de Baire. Veamegmplo.

Ejemplo 1.7.1. Un subconjunto cerrado de un espacio de Baigue no es un espacio de BaireConsi-
deremos el espacio
Xo = R~ {(x,0): xe R~ Q}.

Veamos queg es un espacio de Baire. Para probar esto, considere el toMjen{ (X,y) € Xo:y # 0}.
EntoncesY es claramente abierto y densoX§ny, ademas, es un espacio de Baire por ser localmente
compacto. Sea ahoi&;);;,_; una sucesion de subconjuntos abiertos y densog gnobserve que
GnNY es, para cadac N, un abierto denso eny, gracias al hecho de giYees un espacio de Baire,

se tiene qué)_1(GnNY) = (Nh=1Gn) NY es denso e, de donde se sigue q@¥,_; Gy es denso en

Xo. Esto prueba qui, es un espacio de Baire. Finalmente, el subconjénte {(x,0) € R?: x € Q}

es claramente cerrado &g pero, obviamente, de primera categoria.

El ejemplo anterior permite la justificacion de la siguiedédinicion:

Definicion 1.7.1. Un espacio topolégico de Hausdo(iX,1) se dice que ehereditariamente de Bairesi
cada subconjunto cerrado de X es un espacio de Baire cona&spda topologia relativa.

Observe que todo espacio hereditariamente de Baire es aoi@sfe Baire. En virtud de lo expresado
anteriormente se puede afirmar, con toda propiedad, quepagies completamente metrizables y los es-
pacios localmente compactos son hereditariamente de. B&tese que nuestro espadlg, en el ejemplo
anterior, no es ni localmente compacto ni completamentezabte.

Una manera sencilla de caracterizar los espacios hetadiemte de Baire es por medio del siguien-
te teorema, el cual es muy similar a las equivalen¢&@sy (c) del Teorema 1.6.3 cambiando Baire por
hereditariamente de Baire y abierto por cerrado.

Teorema 1.7.4.Sea(X, 1) un espacio topoldgico de Hausdorff. Las siguientes coodés son equivalentes:
(1) X es hereditariamente de Baire.

(2) Todo subconjunto cerrado de X es de segunda categoria eisisiani

Prueba. (1) = (2) es inmediata por el hecho de que todo espacio de Baire es aledsegategoria en si
mismo. Para demostrar la otra implicacion suponga, pagarlle una contradiccion, qy2) se cumple pero
no (1). Entonces existe un subconjunto cerr&dde X que no es de Baire. Esto implica la existencia de un
abierto relativd/ deF que es de primera categoria. Escribamdsem la formav = |J,_; F,, donde cad&;,

es un cerrado dé que es nunca-denso ¥n Como cadd, sigue siendo nunca-densoéry ya que

V= VW)Ul R
n=1

tenemos que el conjunto cerradas de primera categoria en si mismo. Esta contradicciénrdanpainada
la prueba. |

Comentario Adicional 1.7.3 (1) No todo espacio de segunda categoria es un espacio de Bafrenque
ya hemos visto que todo espacio métrico completo es de segatelgoria en si mismo, existen
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espacios métricos de segunda categoria en si mismo que BsEios de Baire. Por ejemplo,
Si

A={(x0)eR?:xcR} y B={(0y)eR?:yecQ,y#0},

entonces el espack = AUB, con la topologia inducida pd?, es de segunda categoria en si
mismo. En efecto, se@y);y_; una sucesion de subconjuntos abiertos y densos. €ara ver
queNn_1 Gn # @, podemos proceder del modo siguiente: teniendo en cueat@qu(0,») es
abierto y denso e(D, ) por ser(0, ) abierto enX, resulta qué;y_, Gn) N (0,) es denso en
(0,0) pues(0,) es un espacio de Baire (él es localmente compacto), de deraimeluye que
MNn.1Gn # @. Esto prueba quX es de segunda categoria en si mismo. Por otro Mdm es
un espacio de Baire ya quBees un conjunto abierto d¢ que es unidon numerable de conjuntos
nunca-densos.

Es facil ver que la patologia anterior desaparec¥ sis un espacio vectorial topolégicon
espacio vectorial topolégico es de Baire si, y sélo si, es dsganda categoria en si mismo
En efecto, siX es un espacio vectorial topolégico de segunda categoriamismso, entonces
todo entorno abierty' de 0 es de segunda categoriaXempuesX = [J,_, nV. Por la invariancia
de las traslaciones, cualquier entorno de cualquier pumntdeesegunda categoria ¥ny, en
consecuencia, todo abierto es de segunda categoXa ®e sigue ahora del Teorema 1.6c3
queX es un espacio de Baire.

No todo espacio normado es un espacio de Baitea observacioril) del Comentario Adicional
1.7.2 es un ejemplo de un espacio normado que es de primegodaten si mismo. Otro ejemplo
es el siguiente: sed = C([0,1]) el espacio normado formado por todas las funciones corgtinua
f :[0,1] — R provisto de la norm4-||, definida por

1= [ fooax

para todaf € C([0,1]). Es un hecho ya establecido qu€ ||-||;) es un espacio normado no com-
pleto. Consideremos el conjunB= {f € X : || f ||, < 1}, donde la norm4-||,, viene dada por

Il fllo =sup{|f(x)| :x € [0,1]}, para cadd € X. ComoB es equilibrado, convexo y absorbente,
resulta que

X=|JnB.
n=1

Nos proponemos demostrar gBees un conjuntd|-||;-cerrado erX con interior vacio. Veamos
esto. SiB tuviera interior no vacio, entonc&— B = B+ B = 2B seria un entorno del cero en
X'y, en consecuencia, las norma#, vy ||-||., serian equivalentes, lo cual es imposible. Para ver
queB es||-|[;-cerrado enX, tomemos una sucesidt,);y_; enB tal que| f,— f||; — 0 para
algunaf € X. Veamos qué € B. Supongamos que ello no es cierto. Entoricég,, > 1, por
consiguiente, existen un intervaloC [0,1] y un & > 0 tal que|f(x)| > 1+ & para todox € J.
Pero entonces

1 .
la=fllu= [ 1500 = £00ldx= [ |10 = 100] dx> 3long(3)

para todon € N, contradiciendo de esta forma el hecho de {jig— f ||; — 0. Esto prueba
entonces qué es nunca-denso €iX, ||-||;) v, por lo tanto, queX es de primera categoria en si
mismo.
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3)

La recta de Sorgenfrey es un espacio de Bair&kecordemos que la recta de Sorgenffyo
es otra cosa qui pero con la topologias, la cual es generada por la ba&e- {[a, b):abe
R, a< b}. Observe ques es mas fina que la topologia usualkle

Prueba de queS es de Baire Sea(Gy);;_; una sucesion de subconjuntos abiertos y densos en
S. Vamos a demostrar qu& = (),,~1Gn es denso eB. Para ello sera suficiente tomar cualquier
elemento erB, digamos|a,b) B, y demostrar quéa,b) NG # @. Puesto qué es una base
parats, cadaG, es union de elementos d& es decir, para cadac N, existe un conjunto de
indicesJ, tal que

Gn = U [a(r;’b(r;)

aed,

La topologia estandar d&(generada por los intervalos abiertos) la denotaremos. iZwnside-
remos ahora, para cada N, el t-abiertoU,, deR definido por

Un = U (aa.5)-

acdy

Afirmamos que cadbl, est-denso erR. En efecto, sequ,Vv) un intervalot-abierto enR con

u < v. Puesto qué&, ests-denso er$, tenemos quéu,v) NG, # &. Por consiguiente, existe un
a € Jy para el cualu,v)Nag, by) # @. De esto se sigue qye,v) N (ag,by) # @'y, por lo tanto,
(u,v)NU, # @. Asi,U, es un abierto denso €, 1) para cada € N. ComoR, con la topologia
usual, es un espacio espacio métrico completo, el Teorem@atdgoria de Baire nos dice que
MNh-1Un est-denso erR. Ahora bien, ya qué),,_;Un C ;-1 Gn, resulta qug,_, Gy también
est-denso ek, de donde obtenemos que

00

(a,b) N (ﬂen) oy

n=1

cualesquiera seamb € R cona < b. Finalmente, en virtud de que

00 00

(a,b) N (ﬂen) C Jab) N (ﬂen)

n=1 n=1
se concluye que

[a,b) N (ﬁGn> # .
n=1

Esto termina la prueba de gfees un espacio de Baire. |

Otra forma de demostrar que un espacio topoldgico es uniestmBaire, debido a G. Choquet,
y similar en espiritu al Teorema de Encaje de Cantor, depgatiecapacidad que poseen ciertos
espacios en admitir una cierta relacién de orden entre facosjuntos abiertos no vacios de
modo que se mantenga un fuerte lazo de contencion entre ellpe ademas, las sucesiones
“decrecientes”, en el “orden” establecido, aun produzogrsecciones no vacias. En el siguiente
resultado usaremas = 1~ {@}, donde(X, 1) es un espacio topologico de Hausdorff.
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Teorema de Choquet Un espacio topoldgico de HausdorfiX,1) es un espacio de Baire si
existe una relaciorc entre los elementos deg tal que,

(a) si A< B, entonces A B, cualesquiera sean,B € 1,

(b) para cualquier subconjunto abierto no vacio B, existe un tal que A< B,

(c) sSIACB<CCD,entonces A D,donde AB,C.D €1,y

(d) si A, > An1 para cada ne N, entonce§),_1 An # &, donde A € T, para todo ne N.

Prueba. Vale la pena afiadir que, péa) y (c), la relacion< es transitiva, es decir, un orden
parcial. Supongamos gu€no es un espacio de Baire. Por el Teorema 1.6.3, existe uartonj
abierto no vacids que es de primera categoria ¥nEscojamos ahora una sucesidf),,_;
de conjuntos cerrados nunca-densosXetal queG = (J,,_; Fn. Vamos ahora a construir una
sucesionOp),_; de conjuntos abiertos no vaciosX¥mon O, C G para todm € N tales que

n
On > Ony1 y OnﬁUFkZQ
k=1

para cada € N. Puesto que itif,) = &, entonce$s ¢ Fy, y asi,GN (X \ Fy) es un subconjunto
abierto no vacio d& que no intersecta i . Por(b), existe un subconjunto abierto no va€ig
tal queO; < GN (XN Fp). Por(a), 01 CGN(X~\Fy), esdecirO; CG y O1NF = @. Por(c),
0O, < G, lo cual finaliza la construccion dey.

Para construilO,, notemos de nuevo que la condicion(ftU F,) = &, garantiza queéd; ¢
(FLUFR,) y, como antes, esto determina que el conj@io (X \ (F1UF,)) es un abierto no vacio
que no intersecta g U F,. La condicion(b) nos provee de la existencia de un conjunto abierto
no vacioO, tal queO, < 01N (X (FLUFR,)). Un llamado &c) nos dice qu®, < O;, mientras
que de(a) se sigue quéd, C O1N (X~ (FLUFR)) Yy, en consecuencidd; N (FLUR) = @.
Continuando de este modo obtenemos la sucesion busCaifa ;. Una vez en posesion de la
sucesionOn)n_;, tenemos que

(No)n(Ur) =2

y, asi,

o~ (99 (0 (e

mientras que pofd),
() On# 2.
n=1
Esta contradiccion establece gies un espacio de Baire. |

Por ejemplo, si(X,1) es un espacio de Hausdorff localmente compacto, entonaesliefine
la relacion< sobrert,, la familia de todos los subconjuntos abiertos no vacioX,ddel modo
siguiente:

A<B si A esrelativamente compacto AC B

para todoA, B € t... No es dificil ver que ésta relacion cumple con las condesompuestas en
el teorema anterior y, por consiguien¥ges un espacio de Baire.
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Similarmente, s{X,d) es un espacio métrico completo, entonces podemos defimilialeidn<,
entre los subconjuntos abiertos no vacioXdeomo sigue:

A<B si ACB vy d(A)g@,

donded(E) = min{1,diam(E)}, para cualquiekE C X, y diamE) es eld-diametro deE. Es-
ta relacion satisface las condiciones impuestas en elneosesterior y, entonce$X,d) es un
espacio de Baire (véase, por ejemplo, [336], p. 263-265).

Sea(X,T) un espacio topolégico de Hausdorff. Diremos guene lapropiedad de Moore si
ningun conjunto cerrado - X es la union de una sucesion de conjuntos cerrgéay, ; tal
que, para todo re N, cualquier punto de fes un punto limite de XF,.

No es dificil ver que cualquier espacio métrico completdcamo cualquier espacio compacto
posee la propiedad de Moore. La primera aparicion de esibads, demostrado para el caso en
queX = R, proviene de [318], Theorem 53, p. 21. El hecho interesagtd siguiente debido a
J. T. Astin [22]:

Teorema de Astin Si(X,T) es un espacio topoldgico de Hausdorff con la propiedad der®joo
entonces X es un espacio de Baire

Prueba. Sea(Gy),,_; una sucesion de subconjuntos abiertos densos &ara cada € N, de-
finamosk, = X\ Gn. Puesto que cadg, es cerrado y todo punto d& es un punto limite de
X\ F, = Gy, se sigue de nuestra hipétesis qi¢ ; F, no es un conjunto cerrado y, por consi-
guiente,

o #X\UF =G

n=1 n=1

Veamos qu€),,_; G, es denso eX. Suponga, para obtener una contradiccion, [Qfle; G, no
es denso eX. Esto significa que existe un conjunto abiddtale X tal queU NNy_1Gn = &,

de donde se sigue que todo puntollesta erH, = U \ G, para algim € Ny, por lo tanto,
U = Up_1 Hn. Sin mucha dificultad se prueba que

n>1 n=1

lo que nos dice que el conjunto cerrddi@s una unién numerable de conjuntos cerrados. Nuestra
tarea ahora a demostrar, para obtener una contradiccionuestra hipétesis, que cada punto de
esos conjuntos cerrados es un punto limite de su complereertdo En efecto, es claro que
cualquier punto del conjunto cerratly =U \ U es un punto limite d&/ \ (U\U) =U. Sea

n € N. Veamos que cada punto # es un punto limite d& \ H,. Notemos, en primer lugar,
que six € Hy, entoncex € U y, por consiguiente, es un punto limitede Hy, y asf, un punto
limite deU \ H,,. Finalmente, seg € Hy. Siy € Hy, entonces por lo acabado de probags un
punto limite deU \ H,. Suponga que € Hp \ Hy y seaV un conjunto abierto conteniendoya
Entonced/ contiene un puntac Hy Y, por lo visto anteriormente,es un punto limite d& \ H,.
Esto prueba qu¥ contiene puntos dé \ Hp y, por lo tantoy es un punto limite d& \ H,,. Esta
contradiccion establece q@¥,_; Gn es denso eX y termina la prueba. |

El reciproco del resultado de Astin es, en general, falso.
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Finalizamos estas observaciones con el siguiente intéeesssultado.

Teorema ([146], pag. 76)Si K es un subconjunto convexo compacto de un espacio \ad¢tori
poldgico de Hausdorff localmente convexo X, entoriersK; w) es un espacio de Baire, donde
extK es el conjunto de los puntos extremales dedKeg la topologia débil de X restringida a
extK

1.8. Algunas formas equivalentes de los espacios de Baire

Esta seccion esta dedicada fundamentalmente a preseniapsiresultados que son equivalentes a un
espacio de Baire y otros que se obtienen como consecuensigadilel Teorema de Categoria de Baire.

El Teorema de Categoria de Baire se puede generalizar asamimerables de conjunt@s-densos
tal como se muestra a continuacion.

Teorema 1.8.1.Sea(Gp);y_; una sucesion de subconjuntos de un espacio de B4ire). Si cada G es un
Gs-denso en X, entoncéy,_; G, es un G-denso en X.

Prueba. Como cadaG, es unGs, existe una sucesiofGnk)y_; de conjuntos abiertos d¢ tal queG, =
MNk-1Gnk- Teniendo en cuenta q@s, C G para toddk € N, la densidad de cada, nos garantiza la de cada
Gnk, N,k=1,2,.... Puesto que la coleccidfGnk : n,k=1,2,...} es numerable, el Teorema de Categoria de
Baire nos revela qu@;,_1 Gn = Nn-1Nk-1 Gnk €S unGs-denso erX. [ |

Del resultado anterior se concluye dieo puede ser uGs. En efecto, si fues® unGg, entonceR \ Q
y Q ambos seria®s-densos y por el resultado anterior tendriamos@ugR \ Q) = @ es unGs-denso. El
siguiente resultado nos proporciona una caracteriza@dasdconjuntos residuales en espacios de Baire.

Teorema 1.8.2.Sea(X, 1) un espacio de Baire y sea M un subconjunto no vacio de X. Larksigs condi-
ciones son equivalentes:

(a) M esresidual en X.

(b) M contiene un subconjuntos&lenso en X.

Prueba. (a) = (b). Supongamos qud es residual. Entonces su complemexitoM es de primera categoria
enX; es decirX ~ M = Uy_; En € Up_1 En, donde, para cadac N, el conjuntoE, es nunca-denso ex.
Tomando complementos a ambos lados de la inclusion antdsienemodvl © N, (X \ En) = G. Por el
Teorema 1.6.2, el conjunis \ E,, es, para cada € N, abierto y denso eK, de donde resulta qué es un
Gs, y ademas, denso efy por nuestra hipotesis.

(b) = (a). Supongamos qukl contiene un subconjuntGs-denso erX. Esto quiere decir que existe una
sucesionGy);y_; de subconjuntos abiertos detal G := ;1 Gn € M es denso eX. Puesto qué& C Gy
para todon € N, tenemos que cada, es denso eiX. Por estoX ~ M C 7_; (X \ Gy), y ya que cada
X\ Gy es, por el Teorema 1.6.2 nunca-densoxXgrresulta queX ~ M esta incluido en un conjunto de
primera categoria eéd y en consecuencia él mismo es de primera categora &sto termina la prueb#

De los dos resultados anteriores se sigue que:

Si(X,1) es un espacio de Baire, entonces la faniiges(X), formada por todos los subconjuntos
residuales en X, es estable bajo intersecciones numeraladksdecir, intersecciones numerables
de conjuntos residuales preservan la residualidad
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Este es el argumento fundamental por el cual los conjuBgedensos que viven en un espacio de Baire son
considerados, desde el punto de vista topoldgico, “mas rmgog’ que los conjuntos que son sbélamente
densos en dicho espacio: en efecto, en cualquier espaciaid® Bomo sabemos, la interseccion de una
cantidad finita de conjuntos densos puede ser vacia (poestgpuno todos pueden s€g-densos), pero

la interseccion de cualquier cantidad numerable de cargurgsiduales no sélo se intersectan, sino que,
ademas, dicha interseccion siempre es densa. Por coms@juies conjuntos residuales viviendo en un
espacio de Baire abarcan casi todo el espacio, es decirs peidele pensar como “muy grandes” o “muy
abundantes”. Es por esta razén que prapiedadP(x) la cual se cumple para todos los puniode un
conjunto residual residenciado en algun espacio de Baitarsaabundante, genéricg o tipica y a tales
conjuntos residuales se les dice que abandantes tipicos o genéricos

El siguiente hecho lo usaremos mas adelante.

Lema 1.8.1. Sean(X,T) un espacio de Baire yO,) una sucesion de subconjuntos abiertos en X tal que
Un-10n es denso en X. Si G es un subconjunto de X tal qoeOg es residual en @para cada ne N,
entonces G es residual en X.

Prueba. Definamos la sucesion de conjuntd,);,_; del modo siguiente:

n—-1
W, = Oy, y Wo=0On~|JO  paran=23,...
=1

Claramente esos conjuntos son abiertos y disjuntos dos.&desV = J,,_; W, y observemos qu&/ es
denso erX. En efecto, sed) un subconjunto abierto no vacio ¥e Por hipétesis|J,_; O, es denso e
de modo quéJ;_; (UNOn) =UNUpy_; On # @. Seang el primer entero positivo para el cudin Oy, # .
Esa eleccién deg significa, por supuesto, qlien Uﬂoz‘ll Ok = @y, por consiguientd) "W, # &. Por esto,
U NW # @ con lo cual queda demostrada la densidaddé>or otro lado, com@& N O, es, por hipétesis,
residual en el espacio de Baity (en su topologia relativa), el Teorema 1.8.2 nos dice@aeD, contiene
un subconjuntdGs-denso erDy, es decir, para cadac N, existe una suces,ic’mJnj)‘j"’:l de subconjuntos
abiertos y densos €D, tales que

UjCOnCUy Yy [|UyCSGNOn nj=12...
j=1

Es claro que caddn; "W, es abierto y denso any, y, por lo tanto,ﬂ‘j"’:1 (Unj mWn) C GNW,. Definiendo
Gj = Un-1 (Unj mWn) para cadg € N, vemos que lo$5; son abiertos y densos éh Ademas, teniendo en
cuenta qué\, "W, = @ siempre que #£ m, resulta entonces que

N6 = U (w0 Nus) = U (Nusrw) < U erw) ce.
=1 n=1 j=1 n=1\‘j=1 n=1
Un llamado al Teorema 1.6.3 nos revela que el conj@es residual eiX. |

Es un hecho interesante tener en cuenta el siguiente i@sulta

Teorema 1.8.3.Sean(X,T) un espacio topologico de Hausdorff y G un subespacio den3a &i(G, 1) es
un espacio de Baire, entonces X es un espacio de Baire.
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Prueba. Sea(Gy);;_; una sucesion de subconjuntos abiertos denses Hatonces, para cages N, G,NG

es un abierto denso @y comoG es un espacio de Bairf),_1(GnNG) = (Nn=1Gn) NG es denso en
G. De esto se sigue que,,_; G, es denso eiX. En efecto, se& un subconjunto abierto no vacio &e
ComoG es denso elX, V NG es un abierto no vacio &b. Usemos ahora el hecho de q@&,_; G,) NG es
denso erG para verificar quéV NG) N (Nn=1Gn) NG = (VN (Nn=1Gn)) NG es no vacio. Esto prueba que
V N (Nn=1Gn) es no vacio, es decif),,_; G, es denso ekX. [ |

Observe quaodo espacio métrico de Baire es residual en su completa@amtrario a la conclusion
del teorema anteriogn subespacio denso de un espacio de Baire no necesita sairde B efecto, basta
tomar aR como nuestro espacio de Baire y mirdaomo el subespacio denso que, como hemos visto, no
es de Baire. Sin embargo, si a la densidad de un subespa@oddaven un espacio de Baire se le impone la
condicién de que dicho conjunto también sed@3gnse obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.8.4.Sea(X, 1) un espacio de Baire. Si G es un subconjungpddnso de X, entoncé&, 1) es
un espacio de Baire.

Prueba. Sea(Oy);y_; una sucesion de subconjuntos abiertos y dens@ &ara ver qué),_, O, es denso
enG, notemos en primer lugar que por §2un Gs-denso deX, existe una sucesidi®y);,_, de subconjuntos
abiertos y denso d¥ tal queG = ;;_; Gn. Sea(Uy);r_; una sucesion de subconjuntos abiertoXdel que
On=GnNUx, n=1,2,.... Claramente cadd, es denso efs y, mas aun, ellos también son densos<efn
efecto, se& un subconjunto abierto no vacio ¥e Entonced/ NG es un abierto no vacio dey comoU,
es denso e, resulta quéV NG)NU, = (V NUL) NG # @. Esto prueba qué NU, # @'y, por lo tantoUp,
es denso eX. Puesto qu& es un espacio de Bairg),_;Up es denso eX y asi,(;-10n = GN(h=1Un
es denso ef®. |

Resulta interesante observar, como consecuencia delags@nterior, que los conjunt@s que no son
densos pero tienen su residencia en un espacio heredigatiarde Baire también heredan la propiedad de
Baire, vale decir:

Corolario 1.8.1. Sea(X,1) un espacio hereditariamente de Baire. Si G es un subconfagite X, entonces
G, en su topologia relativa, es un espacio de Baire.

Prueba. Si G es unGg de X, entonces se tiene, en particular, geies residual e el cual, por hipotesis,
es un espacio de Baire. Se sigue del Teorema 1.8.&aseun espacio de Baire. |

Ya hemos visto que todo espacio métrico completo es un esgadaire, sin embargexisten espacios
métricos de Baire que no son complet&ara ver esto Ultimo, notemos que el conjunto de los nimeros
irracionaled, por ser urGs-denso deR es, por el resultado anterior, un espacio métrico de Baigea@pmo
sabemos, no es completo.

Si bien es cierto que los conjuntos de primera categoria eespacio de Baire poseen, gracias al
Teorema 1.6.3, interior vacio, ellos no tienen porque sacaigensos, es decir, una union numerable de
conjuntos nunca-densos no es, en general, hunca-densosegouede ver, por ejemplo, tomand@ ajue,
como sabemos, es de primera categori® grero no es nunca-denso en dicho espacio. Que ello ocurra asi
se debe fundamentalmente a dies unF; pero no unGs como veremos mas abajo. Una pregunta natural
gue se sustenta sobre la observacion anterior es la sigugmtal es el estatus de los conjuntos de primera
categoria que pueden ser representados como conj@gtais un espacio de Baire? Una respuesta un poco
sorprendente fue establecida por Kuratowski en su librd][2ZIheorem 2, p. 417, del modo siguiensgX
es un espacio métrico completo y A es un subconjunto de X que s de primera categoria, entonces
A es nunca-densd| resultado anterior de Kuratowski fue generalizado pamacios de Baire por Dragan
Jankovic, Maximillian Ganster e lvan Reilly [231] del modgugente.



50 Cap. 1El Teorema de Categoria de Baire

Teorema 1.8.5 (Kuratowski). Sea(X, 1) un espacio topolégico de Hausdorff. Son equivalentes:
(1) X es un espacio de Baire.

(2) Cada subconjunto §&de X que es de primera categoria en X es nunca-denso en X.

Prueba. (1) = (2). Suponga qu& es un espacio de Baire y sdain subconjuntdss de primera categoria
enX. ComoA es unGg, entoncesX \ A es unF; y, por lo tanto,An (X \ A) = A\ A también es urr; por
ser la interseccion de un cerrado conFgn SeaA\ A = |J;_; Fn una representacion de\ A por medio de
una unién numerable de conjuntos cerradoX deuesto que la frontera de Fr(A) = A\ int(A), es nunca-
denso, resulta qu&\ A C Fr(A) también tiene interior vacio. Por esto, cé&gldiene interior vacio, de donde
se sigue qué \ A es de primera categoria. Por consiguieAte; AU (A\ A) es de primera categoria por ser
la unién de dos conjuntos de primera categoria. FinalmeoteoX es un espacio de Baire, el Teorema 1.6.3
nos garantiza quaA tiene interior vacio, es decif es nunca-denso.

(2) = (1). Suponga ahora que cada conju@9de primera categoria ek es nunca-denso, pero gXeno

es un espacio de Baire. Por el Teorema 1.6.3 esto significaxjsie un conjunto abiertd de X que es

de primera categoria. Puesto que cualquier conjunto al@ertlaramente uB;, resulta quéJ es unGg de
primera categoria con interior no vacio y, en consecuencigguede ser nunca-denso. Esta contradiccién
establece quX es un espacio de Baire. |

Una consecuencia inmediata del teorema anterior e§Qque puede ser us. Este resultado también
se puede deducir del Teorema 1.8.8 dado mas abajo.

Teorema 1.8.6.Sean(X, ) un espacio de Baire {F,)ncy Una sucesion de subconjuntos cerrados de X tal
que X= Un_41 Fn- Entonces

H = int(F)
n=1
es abierto y denso en X.

Prueba. Observemos quid es abierto por ser union de conjuntos abiertos. Pararcad$, seaH, = int(F,)
y definamosG, = Hp U (X N Fy). Nuestro objetivo es probar que ca@aes abierto y denso ex. En efecto,
cadaG, es abierto por ser unién de dos conjuntos abiertos. Parauedsfges denso eX para cada € N,
fijemosn € Ny tomemos cualquier subconjunto abierto no vatide X. Ocurre entonces que o bienC Ry,
en cuyo caso

UCH,CG, esdecir, UNG,# g,

o bienU ¢ F,, de donde se obtiene queN (X \ F,) # &, y por consiguient®) NG, # &. Esto prueba nuestra
afirmacion. Puesto qu¥ es un espacio de Bairk, = (\,_, G, es denso eiX. Afirmamos queE C H. En
efecto, suponga quec E C X = J;_1 Fn. Entonces existe algim € N tal quex € F,,. Por otro ladox € Gy,
puesx € E =N3_1Gn, y asi,x € Hy, C H; es decirx € H y por lo tantoE C H. De aqui se sigue qu¢ es
denso erX y concluye la prueba. |

Una consecuencia inmediata del resultado anterior esieésig:

Corolario 1.8.2. Sea(X,T) un espacio de Baire y sd€&;,)ncy una sucesion de subconjuntos cerrados de X
cuya union cubre a X, es decir, X J;_1 Fn. Entonces existe algunp & N tal queint(Fy,) # 2.

Prueba. Si ocurriera que irff,) = @ para todon € N, entonces por el Teorema 1.8.6 tendriamos que el
conjunto vaciaJ,_1 int(F,) = @ seria denso eX. Esta contradiccion establece que k) # @ para algin
np € N. |
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Recordemos que un espacio topolégico de Hausdorff ha siiludiecomoX-localmente compacto
si él es localmente compactoogycompacto. Si uno suprime la condicion de compacidad lecabnces se
obtiene el siguiente resultado.

Corolario 1.8.3. Sea(X,1) un espacio topoldgico de Hausdorff que esstsoompacto. Son equivalentes:
(1) X es de Baire.
(2) X posee un subconjunto denso localmente compacto.

Prueba. (1) = (2) Sea(Ky);_; una sucesion de subconjuntos compactoX d¢ queX = (J;,_, Kn. Como
cadak, es cerrado, se sigue del Teorema 1.8.6 Gue J,,_;int(K,) es denso eiX. Es claro queG es
localmente compacto.

(2) = (1) Suponga qué&s es un subconjunto denso y localmente compactX .eBiendoG un subespacio
localmente compacto, el Teorema de Categoria de Baire nelargue él es un subespacio de Baire y
entonces el resultado sigue del Teorema 1.8.3. |

Recordemos que una funcidn X — R, dondeX es un espacio topoldgico de Hausdorff, se dice que es
inferiormente semicontinuasi, para cad& € R, el conjuntoR, = {x € X : f(x) <k} es cerrado eX. El
siguiente resultado sigue del corolario anterior.

Corolario 1.8.4. Sea(X,T) un espacio de Baire y sea:fX — R una funcién inferiormente semicontin-
ua. Entonces, cada abierto no vacio U de X contiene un abrstoacio V sobre el cual f esta acotada
superiormente.

Prueba. SeaU un abierto no vacio d¥. Por el Teorema 1.7.8] es un espacio de Baire. Para cadaN,
sea
Fo = {xeU: f(x) <nj}.

Por serf inferiormente semicontinua el conjunigy es cerrado erX, en particular, cerrado €d en la
topologia relativa y, ademak);, ;F, = U. Se sigue del Corolario 1.8.2 que existe algyre N tal que
int(Fy,) # @. DefiniendoV = int(Fy,) se termina la prueba. |

Teorema 1.8.7.Sea(X, 1) un espacio de Baire. $(G,);;,_; €s una sucesion de subconjuntos abiertos de X
conNn_1Gn = @, entonces ), Gy es nunca-denso en X.

Prueba.Para cada € N, definamosH, = G, U (X \ G). Entonces cadél, es abierto y denso eX. En
efecto, G, es abierto por ser unién de (dos) abiertos, mientras que rssiddel se sustenta por el hecho
siguiente:

ﬁn :Gnu (X\Gn) 2 Gnu(x\én) - X

Por serX un espacio de Bair¢),,_; Hn es denso eiX.
Supongamos quf)n_; Gn no es nunca-denso ef. Entonces existe un subconjunto abigdtode X
tal queU C Np_; Gn. Observemos también quénNn_,H, # @ gracias a la densidad d&;_; Hy en
X. Seax € U NN_1Hn. Puesto qug);,_;Gn = &, existe al menos ung € N tal quex ¢ G, y como
X € Hpy = G, U (X N Gy, ), resulta quex € X \ Gp,. Esta conclusién, sin embargo, contradice el hecho de
que al estak € U C N, Gy, entoncex € Gy,. Por esto(_; Gn €s nunca-denso ef. [

Sea(X,1) un espacio topoldgico de Hausdorff. Recordemos que un puntd es unpunto aislado si
{x} es un subconjunto abierto dé& Observe que siX,d) es un espacio métrico, entoncess un punto
aislado si existe > 0 tal queU (x,r) = {x}.
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Teorema 1.8.8.Sea(X, 1) un espacio de Baire sin puntos aislados. SL& es un G-denso en X, entonces
G es no numerable. En particular, X es no numerable.

Prueba. Daremos dos demostraciones de este resultado. La prinsaradaiel Teorema 1.8.5. Suponga que
G = {x1,X,...} es numerable. Puesto gXeno posee puntos aislados, cada conjufkg es cerrado y
nunca-denso, por lo que resulta ser uisy de primera categoria y, asi, por el Teorema 1.8.Bs nunca-
denso. Esto, por supuesto, contradice el hecho d&mqgedenso eiX.

Segunda prueba. S&un subconjunto dX que es urGs-denso erX. Entoncess = ;1 G, donde cada
G, es abierto erX. Puesto qué&s es denso eX y G C G, para cada € N, resulta que cad@, también es
denso erK. Supongamos qué fuese numerable, digamdS,= {x,}n_;. Consideremos los complementos
Un = X~ {X,} de cada conjuntgx,}. CadaU, es abierto, pue$x,} es cerrado y, ademas, denso)egya
que ningun{x,} es aislado. Com es un espacio de Baire, el conjuritd_, U, es denso eiX y teniendo
en cuenta que la interseccion de dos conju@gsienso es no vacio se llega a la siguiente contradiccion:

g =GN(X\G) = (ﬁGn) m(ﬁun) +* O
n=1 n=1

Por estoG no puede ser numerable. |

El resultado que sigue nos muestra otra manera de verifiedd quinca es urGs.

Corolario 1.8.5. Si(X,d) es un espacio métrico completo sin puntos aislados, ergaringin subconjunto
denso numerable de X se puede expresar comguBi@articular, el conjuntd de los niUmeros racionales
es un g que nunca se puede expresar como @re@R.

Prueba. Esto es consecuencia inmediata del Teorema 1.8.8. [ |

Algunas otras consecuencias interesantes también saménmediatamente del Teorema 1.8.8. En
efecto:

1) Si(X,1) es un espacio de Baiiafinito numerable, entonces X contiene infinitos puntos aisladés
efecto, comoX es un espacio de Baire numerable, el Teorema 1.8.8 no asggei¥aposee al menos
un punto aislado. ¢Puede el conjuit@ontener sélo un nimero finito de puntos aislados? La retspues
es iNo! y he aqui el por qué ello es asi. Supongamosgue , x, son todos los puntos aislados Xe
y seaG = X\ {Xq,...,%}. SiendoG un subconjunto abierto no vacio &e el Teorema 1.7.3 nos dice
que G, en su topologia relativa, es un espacio de Baire y, por stpufinito numerable. Ahora, el
Teorema 1.8.8 nos revela q@econtiene al menos un punto aislado que, por supuesto, tarebigislado
enX y no es ninguno de log’s. Esta contradiccion establece giiecontiene infinitos puntos aislados.
Como consecuencia de lo anterior tenemos tpan subconjunto cerrado infinito numerable del espacio
euclidianoR" posee una infinidad de puntos aisladbs que acabamos de probar también implica que
@, como subconjunto d&, no puede, nunca, ser un espacio de Baifgues dicho conjunto es infinito
numerable sin puntos aislados. En particdartopologia natural deQ no puede ser definida por una
métrica bajo la cualQ sea un espacio métrico completo

2) El bien conocido método de diagonalizacion de Cantor se aisdrecuencia para demostrar glees
no numerablesin embargo, puesto qu&, |- |) es un espacio métrico completo sin puntos aislados, el
Teorema 1.8.8 nos provee de otra via para probaiRoe® no numerable.
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3) Recuerde que $X,T) es un espacio topoldgico de Hausdorff, un subconjénte X se llamaperfecto
si €l es cerrado y no contiene puntos aisladobserve quesi (X, d) es un espacio métrico completo, o
si (X, 1) es un espacio hereditariamente de Baire, entonces cualguiEonjunto perfecto F de X es no
numerable En efecto, en este casoes un espacio de Baire sin puntos aislados y el resultade diglu
Teorema 1.8.8. Este resultado nos facilita otra demosétrat® que el conjunto ternario de Canfoes
no numerable, puds es un subconjunto perfecto @& 1] el cual es un espacio métrico completo (véase
la proxima seccién para recordar la definicion e

4) Entre los espacios metrizables los espacios hereditaniande Baire se pueden caracterizar por medio
del siguiente resultado de W. Hurewicz [225].

Teorema de Hurewicz Un espacio topolégico metrizable X es hereditariamente aleBi, y sélo si,
cualquier subconjunto perfecto no vacio F de X es no numerabl

Finalizamos esta seccion con el siguiente resultado queiéanas de utilidad.

Lema 1.8.2. Sean(X,d) y (Y,p) espacios métricos completos y suponga queXf— Y es una funcion
continua y abierta. Si D es un subconjuntg-@enso de Y, entonces (D) es un G-denso en X.

Prueba. SeaV un subconjunto abierto y denso ¥nVamos a demostrar en primer lugar gtre!(V) es
abierto y denso e¥X. En efecto, por continuidad,"%(V) es abierto erX. Para ver que dicho conjunto es
denso erX, sedJ es un subconjunto abierto no vacioXieSupongamos, por un momento, die f~1(V) =

@. Puesto qud (UN f~1(V)) = f(U)NV, resulta quef (U) NV = & lo cual es imposible pues, al seuna
aplicacion abiertaf (U) es un abierto no vacio y, gracias a la densidatf déU) NV # @. Esto muestra
que f~1(V) abierto y denso eX. Supongamos ahora qiees unGs-denso der. EntoncesD = N, Vh,
donde cad¥}, es abierto y denso eny, por consiguiente,

1Dy = () 1 1ve)
n=1

es, por la primera parte y el Teorema de Categoria de Bait@zwenso erX. |

1.9. Primeras consecuencias del Teorema de Categoria de iai

Es un hecho conocido que todo subconjunto abierto no vacdieR se puede escribir como una unién
numerable de intervalos abiertos dos a dos disjuntos. Comcansecuencia del Teorema de Categoria de
Baire, obtenemos:

Teorema 1.9.1.Ningun intervalo cerrado y acotado J dese puede escribir como una unién numerable de
intervalos cerrados y disjuntos dos a dos.

Prueba. Supongamos que existe una sucesig),,_, de intervalos cerrados y disjuntos dos a doReal
qued = J,-1 Fn. Puesto que cada, = int(F,) UFr(F,), resulta que

J= 0 int(Fy) U O Fr(Fn),

n=1 n=1

Yy, en consecuencia,

(o]

INJint(Ry) = 0 Fr(Fp)
n=1

n=1
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es un subconjunto cerrado en el espacio métrico comlgtopor consiguiente, también es completo. Un
llamado al Teorema de Categoria de Baire nos revela que @lswenF(F,) debe tener interior no vacio, lo
cual es imposible pues ya sabemos que la frontera de cuaiigiezalo cerrado es nunca-densokn H

Teorema 1.9.2.Sea f: [0,0) — R una funcién continua tal quém,_.., f(nx) = 0 para cada xc [0, ).
Entoncedimy_.., f(x) = 0.

Prueba. Nuestro primer paso es demostrar quexlimf (x) existe. Filemos > 0 arbitrario y para cada
n e N, definamos

Fn = ﬁ {xe [0,00) @ |f(mMX)] gs}.

Comof es continua, cadg, es cerrado en el espacio métrico comp|éteo). Por otro lado, dadg € [0, «),

se sigue de nuestra hipotesis quenlim f (nx) = 0y, en consecuencia, exisige N tal que|f (nx)| < € para
todon > ng. Esto prueba quf,~) = N_;F, y entonces el Teorema de Categoria de Baire nos dice que
int(Fn,) # @ para algimg € N. Seleccionemos un intervalo abierto, diganfa), dentro de intF,,). Por
nuestra definicion de,,, tenemos que

f(mx < & paratodan>ny y todoxe (ab).
Observemos que s es suficientemente grande, entonces

(m-a,m-b) N ((Mm+1)a, (Mm+1)b) # &,
(m+1)a, (m+1)b) N ((M+2)a, (M+2)b) # 2,

En efecto, por el principio de Arquimedes, seleccionemas arN tal quea < m(b—a). Si ahora tomamos
cualquierm > max{ng,a/(b—a)}, tendremos que

[o0]

(m-a,w) = | J (ka kb) N ((k+1)a, (k+1)b).

k=m

y, en consecuencia,
f(x) < € paratodae (m-a, ).

De esto se concluye que [ifix) existe y es 0. |

El siguiente ejemplo esta relacionado con el proceso dgraat®n repetida. Vamos a precisar. Supon-
gamos que € C[0,1] y definamos

fl(x):/oxf(t)dt, fg(x):/oxfl(t)dt, e fn(x):/oxfn_l(t)dt.

Si alguna de lagy es idénticamente nula, entonces: 0. Esto se prueba de manera inmediata haciendo uso
del Teorema Fundamental del Calculo, es decir, diferencdy repetidament&-veces, se tiene que= 0.

El siguiente resultado, que es una generalizacion de loiantse obtiene como una aplicacion del Teorema
de Categoria de Baire.
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Teorema 1.9.3.Sea fe C[0,1] y defina, como antes,
X
W) = [ fealtydt, xe (0.1,
0

para cada k> 1, donde § = f. Si para cada x [0, 1], existe un entero ¥ k(x) tal que {(x) =0, entonces
f=0.

Prueba. Supongamos qué # 0 sobre[0,1]. Entonces existe ury € [0,1] tal que f(xg) # 0. Por la con-
tinuidad def existe un intervalo abiertd C [0, 1] conteniendo &g tal quef(x) # O para todox € U. Seal
un intervalo cerrado contenido &h Para cad& € N, sea

Ex = {XG [0, l] . fk(X) = 0}.

El Teorema Fundamental del Calculo nos garantiza que, demae continuidad dé, que caddy también
es continua y, en consecuencia, caga&s cerrado. Ademas, como por hipétesis, cualguief0, 1] esta en
algunEy, tenemos que,

0,1 = 0 Ex.
k=1

En particular,

[ee]

J= U (JNEy)
k=1
Por el Teorema de Categoria de Baire, existe algtai queJ N Ex contiene un intervalo abierto, digamos
Ik, sobre el cuafy = 0. Derivando se llega a qugx) = 0 para todo € Iy lo cual esta en contradiccion con
nuestra suposicién. Por esto= 0 y termina la prueba. |

Es un hecho bien conocido quefsi [0,1] — R es una funcion de clage®, esto es, sm-ésima derivada
f(" existe para toda € N, entonces l&érmula de Taylor establece que sic [0,1], entonces para cualquier
x € [0,1] se cumple que

n-1¢K (g £(n) N
k!( ) (x—a)f + n(!xl) (x—a)", (FT)

f(x) =

k=0
dondex; es un cierto punto comprendido enkrg a. Por consiguiente, una condicion necesaria y suficiente

para que la serie de Taylof f<kr)”(a> (x—a)" converja hacid (x) es que

(n)
[im 0q)
n—oo n!

(x—a)"=0.

Observe que si la-ésima derivada dé es 0, entonces (FT) nos revela gueoincide sobrg0,1] con un
polinomio de grado a lo sumo- 1. Una generalizacion de éste resultado, que se resuelumaaplicacion
del Teorema de Categoria de Baire, fue formulado por E. lsaelia revistdMathematical Eeducatioan
1960 del modo siguiente:

Teorema 1.9.4.Sea fe C*[0,1]. Si para cada x [0,1], existe un entero®) € N tal que f"®)(x) =0,
entonces f coincide con un polinomio.
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Prueba. Para cada € N, sea
En = {x€[0,1] : =0j}.

Como cadaf (" es continua, el conjunto correspondieBteges cerrado. Por otro lado, dado cualquier punto
x € [0,1] vemos, usando nuestra hipétesis, que existe aig@itV tal que f (" (x) = 0, lo cual nos dice que
X € En Yy, en consecuencia,

1 = [ JEn
n=1

Se sigue del Teorema de Categoria de Baire, Teorema 1.8& gu |J;,_;int(E,) es abierto y denso en
[0,1]. Seac = {n € N :int(E,) # @}. Ahora bien, como todo subconjunto abierto no vaci®Rdes unién
numerable de intervalos abiertos y disjuntos dos a dosltaegue para cada € o, existe una coleccion
numerablgl)?_, de intervalos abiertos y disjuntos dos a dos tal que

int(En) = O 1.

k=1

Pongamog = {I;? : k,n € N}. Entonces

G=U K
I0ed

Cs

(o]
U I
n=1k=1

Seany = mina. Nos proponemos demostrar que(i,) = [0,1]. Suponga, para obtener una contradiccion,
que

int(En,) # [0.1]. (1)
Tal contradiccion la lograremos en tres actos:

(1°). G #[0,1]. En efecto, consideremos cualquier intervgl® de los que cubren a iffn,). Por (1),
tenemos qudf0 # [0,1]. Esto garantiza que uno de los dos puntos extremd)&’déamémosloa, satisface
0 < a < 1. Suponga que € G. ComoG = [J;_;Uk-1 I, entonces para algim > ng y algun j, debe
ocurrir quea € Irll Tenemos asi que esta en el interior de € IJ y en la clausura de < |kﬂo Seal);
cualquier mtervalo abierto tal quee J; C I " Comoa esta en la clausura d@o entonces se cumple que
JiN Ik° # &. En particular,

Ijnl NI° # @. (2)

Seal un intervalo abierto no vacio contenido I&ﬂﬁ N Ik”°. Sabemos qué (™) = 0 sobrel jnl y también que

f (o) = 0 sobrel. Se sigue de la Férmula de Taylor gfieoincide con un polinomio de grado menor age
sobrelJ , Y €n consecuencia,
1" C int(En,).

Por otro lado, como cualesquiera dos intervalos de los duenwa infE,,) son iguales o disjuntos, se sigue
de(2) que

|I’11 — |ﬂ0

j
Esta igualdad es la que genera la contradiccion pues un punto interior dl:%”1 y a la vez un extremo del
mismo conjuntd,® =1 ", Por estax ¢ Gy, asi,G # [0, 1].

(2°). DefinamodH = [O, 1]\ G. Queremos demostrar gtkes un conjunto perfecto. Puesto @bies abierto,
denso y distinto d¢0, 1], tenemos quél es no vacio, cerrado y nunca-densd@u|. Suponga quél no es
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perfecto. EntonceBl contiene algun punto aislado, digampsComoy ¢ G, resulta que dicho punto es un
extremo comun a dos de los intervalos disjuntos que cubferdagamosd" y Ijm. Suponga quen > n. Se
sigue de la continuidad de™ que f (" (y) =0y comof coincide con un polinomio de grado menor que
sobrel ", entoncesf (") = 0 sobre el intervalo abierty’ U{y} UI/". Esto nos dice qug € int(En,) C G Y,
por consiguientey ¢ H. Esta contradiccion establece ddees perfecto.

(3°). Veamos finalmente qué&) no puede ocurrir. En efecto, por el acto anterior sabemosiceseno vacio
y cerrado en0, 1] y, por consiguiente, él es completo. Ademas, como

el Teorema de Categoria de Baire es el responsable de garans la existencia de m, que mantendremos
fijo, tal que intE,, NH) es no vacio. Seéd un conjunto abierto no vacio contenidoEy NH. Entonced
es de la form& = HNV, para algin abierto no vacibC [0, 1]. Ahora bien, puesto qué C E,,, tenemos
que f (M) = 0 sobreU y se sigue de la definicién de derivada que, para cualguiay,

fm(y) — 1y

y—X y_ X

= 0.

Observe que dicho limite existe para cualquierU C H gracias a quéd es perfecto. Lo anterior permite
concluir quef (™ (x) = 0 para todox € U y todom > ny.

Puesto qué& es denso efD,1] y V es un abierto no vacio de, 1], entonce$sNV # &. De esto se sigue
que alguno de los intervalos abiertos que cubré&hiatersecta &/. Designemos a un tal intervalo pKr.
EntonceK C En, para alganm y asi, f (™) (x) = 0 para cualquiex € K. En particular,f ™) = 0 sobre
KNV. Comparemos ahoram, conny.

(a) Simy < ng, entonces derivando &™) n; — my veces, conseguimos qtié”l) = 0 sobreKNV.

(b) Simy > nmy, entonces cualquiera de los puntos extremads gdertenece &y, por lo tanto, cualquier
punto en la frontera d€ NV estd ertH NV =U. Sia es un tal punto, entonces

f(nl)(a) — f(n1+1)(o() - = f(mrl)(o() — f(ml)(o() - 0.

Puesto qud (™) = 0 sobreK NV, podemos calcular la integral desul@ cualquier punto arbitrarioe K NV
para obtener

0= /Xf(ml)(t) = fMm-D) — fM-D(q) = fMm-(x).

Esto prueba qué (™~1 = 0 sobreK NV. Si el argumento anterior se repitg — n; veces, se llega a que
f (M) = 0 sobreKNV. Pongamogo = {If € : I'NV # 2} ysea

Go= |J I

Iknego

Lo que acabamos de demostrar nos dice e =0 sobrel !NV para cualquier intervald)’ € Jo. Pero
ademas, como todo intervald € 7\ Jo cumple qud;'NV = @, se sigue del Corolario 1.4.1, qNV =
GNV =V. De esto y, la continuidad d&™), se concluye qué (™) = 0 sobreV. En particular,f (™) =0
sobreV. Esto Ultimo nos indica que ningln punto ldgouede pertenecenalo que contradice el hecho de
queHNV =U # 2.
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Se concluye de esta forma que la suposigibnno es viable por lo que ifE,,) = [0,1]. Sin embargo,
como la familia de intervalos abiertgs® : k= 1,2,...} que cubre airf€y,,) es disjunta, entonces ella debe
reducirse a un Unico intervalo, es decir, existekgital queIk’z)0 =[0,1] y, en consecuencid,(™) = 0 sobre
[0,1]. Se sigue de la Formula de TayldT) que f es un polinomio de grado a lo sumg— 1. |

Finalizamos esta seccion con otro resultado interesamgaékambién hace uso del Teorema de Cate-
goria de Baire. Si bien es cierto que tafit@si comaR? tienen la misma cardinalidad, es decir, existe una
biyeccién entre ellos, resulta que ninguna biyeccién dates espacios puede ser continua.

Teorema 1.9.5.Ninguna funcién biyectiva fR — R? puede ser continua.

Prueba. En primer lugar vamos a demostrar que:

Si g: [a,b] — R? es una funcion continua e inyectiva, entoncéa,d]) es un subconjunto cerrado
nunca-denso di>2.
En efecto, para comenzar, observemos que ape®continua ya, b] es compacto, el conjuniy([a,b]) es
compacto, en particular, cerrado BA. Ademas, coma es inyectiva resulta qug: [a,b] — g([a,b]) es un
homeomorfismo. Esto implica, en particular, g, b]) es conexo. Afirmamos qug|a, b]) es nunca-denso
enR2. Supongamos qug([a,b]) tiene algin punto interior, digames Entoncesy([a, b]) contiene alguna
bola abierta, digamas (x,€), para algure > 0. Trasladando y reduciendo un poco (si fuera necesario) la
bolaU (x,€), podemos suponer que# g(a),g(b). Afirmamos quey([a,b]) ~ {x} es conexo. Para ver esto
altimo supongamos, por contradiccion, que existen als@joy O, no vacios y disjuntos eg([a, b]) \ {x}
tal queg([a,b]) \ {x} = O1UO,. Puesto quéJ (x,€) \ {x} es conexo dicho conjunto debe estar contenido
enO; o bien en0,. Supongamos qué (x,€) \ {x} C Oy y pongamoi := O; U {x} = O;UU(x,€). Es un
ejercicio sencillo verificar qu@} y O, son abiertos eg([a,b]) y, ademé&s se cumple que

g(fa,b]) = OfUO, y 0}n0;=o.

Esto, evidentemente, contradice el hecho degf(gb]) es conexo.

Una vez establecido qug[a,b]) \ {x} es conexo, la continuidad dg* : g([a,b]) — [a,b] implica que
el conjuntog*(g([a,b]) \ {x}) también es conexo €fa,b], lo cual es imposible pues, al seun punto
interior deg([a,b]) (recuerde que estamos suponiendo xeeg(a), g(b)), resulta ques := g~1(x) € (a,b)
es un punto interior di, b] y, por lo tanto,

g *(g(fab) ~ {x}) = [a,b] \ {c}

seria conexo. Esta contradiccion establecegjl#h]) es nunca-denso &kr.
Supongamos ahora que: R — R? es biyectiva y continua. EscribamosRacomoR = (J5_;[—n,n)].
Puesto qud es biyectiva tenemos que

R2= f(R) = O f([—n,n)).
n=1

Por lo probado anteriormente, resulta que cada conjuntadief ([—n, n]) tiene interior vacio y com&? es
un espacio métrico completo, el Teorema de Categoria de Ba# garantiza que

00

U f(-nn) # B2

n=1

Esta contradiccién prueba qdieno puede ser una biyeccion continua. |
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1.10. Conjuntos tipo-Cantor que sélo poseen nimeros irrachales

El conjunto ternario de Cantdr es un subconjunto d,1] que desde su descubrimiento se ha con-
vertido en una caja de sorpresas: aparte de poseer unadadgsesorprendentes y extraordinarias, lo que
le confiere un estatus de privilegio y una fuente casi indu@tde contraejemplos, también es de mucha
utilidad en Topologia, Teoria de la Medida, Sistemas Digamietc. Dicho conjunto se construye recursiva-
mente del modo siguiente: el primer paso consiste en dieldatervalo[0, 1] en tres subintervalos todos de
igual longitud y luego eliminar el subintervalo abief@ue se encuentra ubicado en el centro, es decir, se
elimina el intervalo) = (3, %), conservandose los otros dos intervalos cerrd&gos [0,3] y F1 = [%,l]. En
el segundo paso se divide cada uno de los dos intervaloglosraateriores en tres partes iguales eliminan-
dose, como antes, los intervalos abiertos centihles(3,3) y Ji = (§,3), respectivamente, reteniéndose
los 2 intervalos cerrados restantgsy = [0,3], For=[3,3], Fio=1[%.4] y Fiu=[3,1]. Sise contintia
de este modo indefinidamente, se obtiene, para wad®, 2" intervalos cerrados;,..;, donde, para cada
k=1,...,n, ixes 0 6 1y cada uno de lo8 ihtervalos cerrados anteriores se subdivide en tres fguekes,
conservandose los dos intervalos cerraBigsi o Yy F,..i,1 que se encuentran a ambos extremos de cada
subdivision y removiendo cada intervalo abierto cenial;,. El conjunto que sobrevive después de todas
estas remociones es lo que se llameogljunto ternario de Cantor, esto es, si para cadac N, el conjunto

I se toma como la unién de o8 Bitervalos cerradoB;,...i, y Si definimos
(o]
r= o
n=1

entonces es el conjunto ternario de Cantor.

0 1
0 1 z 1
M
1 2 1 2 7 8
0 3 5 3 3 9 9 1

—_— —_— —_— M

El conjunto ternario de Cantdr posee, entre otras, las siguientes propiedades (véasejeguoplo,
[412], pag. 57-58): es compacto, perfecto, nunca-densaunerable, totalmente disconexo, posee medida
de Lebesgue nula, es simétrico, estdles,1—I', cada puntx € ' posee una representacion ternaria Unica
expresada en laforme= S ;a,3™" = (0.a1aa3- - - )3, dondea, € {0, 2} para todm € N, cualquier espacio
métrico compacto, perfecto y totalmente disconexo es horodo al’, etc.

EnT existen dos categorias de puntos: los visibles y los oculios visibles son los extremos de los
intervalos retenidos en cada paso de su construccion, igs dec

01121278 1 2 7 819202526 1 2
'3'3'9°9°9°9°27°27°27°27°27°27° 27278181
Los ocultos, como su nombre lo indica, no estan a la vista iycposiguiente, no son faciles de detectar.
Por ejemplo, en esta categoria estan todas las fracciohd‘:iscd%ni—l, para todon € N (véase [312]). En
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efecto, teniendo en cuenta que todo puxto I’ posee una representacion ternaria Unica expresada en la
formax = (O.yazas- - - )3, dondea, € {0,2} para todm € N, entonces

2 2 2 2 2 2
(000220022)3 = (Wﬁ-wﬁ-ﬁ-%) + <W+W+‘”+—n> + .-

n n n n

(2 2 2 11 1
= W‘FW"F“"F% 1+@+%+ﬁ“'

31 1 31 31
T3 l—i - 32n_1_(3n_|_1)(3n_1)
32n
1
=31

1

Ademas, comd es simétrico, los siguientes niumeros también forman paiffe H— F1 =

n € N. En particular, para = 1 uno obtiene qué Yy su numerosa familia

527 para todo

1 1 11 25 35 1 11 25 35 73 83 97 107

13 1
443438 RALRLRALRLBAB AR LB ALB LB AP L3R4

todos estan eh. En realidad, existen muchos otros racionales ocultds @me no son faciles de visualizar,
como por ejemplo, todas las fracciones del t@é@i para todm € N, ya que

2 2 2
n n

2 1 [/1\?* [/1)\°
2 1
T3, 1

el
2

= 31 erl,

y por simetria, - 3n—§1 € I para todon € N. Pero ademas, por el hecho de poseta misma cardinalidad
gueR, hay una cantidad infinita no numerable de nameros irratdenacultos. Determinar los nimeros
irracionales d¢0, 1] que habitan el es una tarea harto dificil. Sin embargo, el nimero de Lityif,_, 3—%.

y su simetrico -3 3—%r (véase la pagina 199 para la definicién de nimero de Li@)ydbn de los pocos
irracionales gue se conocen pertenec€n/hora bien, si consideramos todos los trasladadds de decir,
conjuntos de la forma+ T parax € R, resulta claro, por el hecho de que @, queR = |J,.r(X+T) y que

una cantidad no numerable de tales trasladados son déstoiiserve que gracias al Teorema de Categoria de
Baire no es posible que exista s6lo una cantidad numerahibdegdetraslados distintos dos a dos). Mas aun,
una cantidad no numerable de tales trasladados son, naoesate, disjuntos dos a dos. De esto se deduce
gue al menos uno de esos trasladados no contiene ningunaimaeronal (de hecho, existen muchos de
ellos). El siguiente resultado (véase, [449], Theorem 182p53) establece que el conjunto de todos los
x € R tal que el trasladada+ I consta Unicamente de numeros irracionales es, por unaeiplcdel
Teorema de Categoria de Baire, residuaRen
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Teorema 1.10.1 (Scheeffer)Seal” el conjunto ternario de Cantor. Entonces existe unRR tal que x+ I
consta sélo de nimeros irracionales, es decir,

x+I:={x+y:yerlr} C R\Q.
Mas aun, el conjunto £:= {x€ R : x+I CR\Q} es residual efR.

Prueba. Sea(qgn);y_; una enumeracion de los nimeros racionales y, pararcadd, definamos el conjunto
h=q,— . Observe que como@T, entoncesy, € 'y por lo queQ C J;,_1 n- Por otro lado, comd es
un subconjunto cerrado nunca-densg@é], resulta qud ,, también es un cerrado nunca-densdRdg se
sigue del Teorema de Categoria de Baire que

Urn#R.
n=1

Nos proponemos demostrar gue I C R\ Q para cualquiek € R\ Uy_1 n. En efecto, seac R\ Un_1n.
Entoncex ¢ U,,_1n 2 Q, de donde se sigue queZ Q. Suponga por un momento q1(ue+ I') NQ # @.
Entonces se pueden elegirya I' y alging,, € Q de modo tal que&+ y= ¢y, Y, €n consecuencia, nuesko
se puede escribir en la forma= gn, —Y € 0, — I = I'n, [0 que contradice el hecho de que (J;,_1n. Por
otro lado, como cadB, es un conjunto cerrado nunca-densdijeesulta queR \ I, es un abierto denso de
R por lo que, una nueva aplicacién del Teorema de Categoriaitle, Bos garantiza que

[o0]

G::R\Orn: () (R\Ty),

n=1 n=1

es unGs-denso erR. Finalmente, com& C {x€ R : x+I CR\Q} resulta que{x€ R : x+ CR\Q}
es residual emR. [

En general, el resultado de Scheeffer es valido, no sélogbamnjunto de Cantdr, sino para cualquier
conjunto perfecto y nunca-densoBeUn poco mas tarde, F. Bagemihl [27] debilita la hipotesisegultado
anterior demostrando que:

Teorema 1.10.2 (Bagemihl).. Si F C R es de primera categoria y N es un subconjuntoRda lo mas
numerable, entonces existe un conjunto residual B tal que (x+N) NF = & para todo x€ G.

Prueba. Suponga quél = {x1,X2,...} y, para cada € N, definaG, = {x eR: X +x¢F } Observe que,
por el Teorema 1.6.R \ F es residual ya quE es de primera categoria y, asi,

Gh = —Xn+ (R\F)
también es un conjunto residual BnSi ahora definimo& = (;,_; Gn, entonces es residual eiR y, para
todox € G, se cumple quéx+N)NF = &. [ |

Otros conjuntos tipo Cantor que constan s6lo de numerasanales fueron obtenidos por Boes, Darst
y Erdos en [57] al demostrar que

Teorema de Boes-Darst-ErddsExiste un conjunto residual G [0, 1] tal que, para cada € G, el
conjunto(0,1) NIy consta sélo de nimeros irracionales

En el resultado anterior, para caal& (0, 1], ' es el conjunto tipo-Cantor que se construye s¢@rg
del modo siguiente: remueva del centro[@el] un intervalo abierto de longitud/3. De los dos intervalos
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cerrados que quedaron remueva del centro de cada uno darelfasrvalo abierto de longitual/3. Ahora
quedan 2 subintervalos cerrados y se repite la operacién anterinoveendo del centro de cada uno de
ellos un intervalo abierto de IongithI/33, reteniéndose los324ntervalos cerrados restantes. Continuando
indefinidamente con este procedimiento se construye, @imiervalos cerrados que se retienen en cada
etapa del mismo, el conjunto tipo-Canfog, es decirl 4 = Nn_1n, donde cadd , es la reunion de los

2" intervalos cerrados retenidos en cada paso. Pongbged0, 1] y observe qué :=I"; es nuestro usual
conjunto ternario de Cantor.

1.11. Espacios completamente metrizables§ech-completos

La familia ®Ba, formada por todos los espacios de Baire, constituye, siia @lguna, una clase muy
interesante de espacios topoldgicos con amplias e impestaplicaciones en Analisis Real, Analisis Fun-
cional, Topologia y muchas otras ramas de las matematicagn®argo, una de las grandes deficiencias
que se le atribuye a los espacios de Baire es su incapacidagneservarse por productos, ni aun por pro-
ductos finitos. En efecto, Oxtoby [347] fue el primero en ¢anisun espacio de Baire cuyo cuadrado no es
un espacio de Baire. Similarmente, un subespacio (cerram) de un espacio de Baire no necesita ser un
espacio de Baire. Estas carencias obliga a intentar la bdaqie ciertas subclases‘Ba que se preserven
tanto por productos asi como por subespacios cerradost&rezsion mostraremos algunas subclases de
$Ba que poseen propiedades especiales que no son compartidgmeral, por los miembros @&a. Por
ejemplo, la coleccién de los espacios métricos completoago una subclase dda que, ademas de ser
numerablemente productiva (el producto de cualquier famiimerable de espacios métricos completos es
completo), sus subespacios cerrados heredan la comgldétla métrica. Propiedades un tanto similares la
tiene la subfamilia d&a formada por los espacios localmente compactos.

Como hemos mencionado anteriormente, existen otras tesidel Teorema de Categoria de Baire que
se obtienen modificando el concepto de completitud. Algdeassas variantes son la completituddizh,
la completitud numerable deech, la completitud de Oxtoby, etc. Tales categorias decaspfueron inven-
tadas a partir de 1950 con el propésito de preservar el prmdecspacios de Baire. El estudio de algunos de
estos tipos de espacios seran analizados en esta secd@ngdepenetrar en sus propiedades mas relevantes
por lo que sélo se abordan ciertos resultados que nos sornlidaduen esta notas. Fundamentalmente se
demuestra que cada uno de esos espacios forman parte dshexclan de los espacios de Baire.

1.11.1. || » Espacios completamente metrizables

Recordemos que un espacio topoldgico de Haus@érff) se llamacompletamente metrizablesi existe
una métrica completd sobreX tal que la topologiagy, generada pad, coincide cort. En este caso también
se dice que la topologia generada poescompatiblecon 1. El hecho de quéX,T) sea completamente
metrizable es equivalente a la existencia de un espaciacoé&ompleto(Y,p) y un homeomorfismo de
(X, 1) sobre(Y,p).

Fijemos ahora un espacio métrico compléXgd). Sabemos que los Unicos subespacios completos de
X son los subespacios cerrados. Sin embargo, si nos pregmasupor los subespacios ¥eque soncom-
pletamente metrizableentonces la respuesta seria muy diferente; por ejempton@into de los nimeros
irracionales no es un subespacio cerrad®dg por consiguiente, no puede ser completo, sin embargo, es
un subespacio completamente metrizable como se puedearataisl Teorema de Alexandroff-Hausdorff,
Teorema 1.11.3, demostrado un poco mas abajo. Lo mismorasiga cualquier conjunto abierto no vacio
gue resida en un espacio métrico completo. De inmediatonasgue la familia de los espacios topolégicos
completamente metrizables es una subclasBale
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Teorema 1.11.1.Si(X,T) es un espacio topolégico completamente metrizable, eesakes un espacio de
Baire.

Prueba. Este resultado es inmediato si se tiene en cuenta que todoi@spétrico completo es un espacio
de Baire y que los espacio de Baire se preservan bajo homéiemas. He aqui otra prueba menos directa.
Seap una métrica con respecto a la c¥aks completo. Vamos a demostrar qué s un subconjunto de
primera categoria d&, entonces< \. A es denso e e invocar el Teorema 1.6.3, para concluir gues un
espacio de Baire.

Supongamos entonces géees un subconjunto de primera categoriaXdg sealU un subconjunto
abierto no vacio dX. Escojamos una sucesion de subconjuntos cerrados nunsasgi,);>_; enX tal que
A= ;-1 Fn y notemos que para cadiec N, el conjuntoU,_; \ F, # &, dondeU,, es cualquier conjunto
p-abierto enX. Pongamosg)y :=U y seleccionemos cualquier sucesion encajiid,_, de bolagp-abiertas

enX con centro e, € U,_1 \ F, y de radio< 1/2" tal que
UngUn_l\Fn n:l727

Afirmamos que la sucesidx,),,_, esp-Cauchy. En efecto, para todg > n
2 1
PO, Xj) < P4 %) + P(xn, X)) < o5 = g

Puesto quéX, p) es un espacio métrico completo, existezgie X tal quep(xn, Z9) — 0. Por otro lado, como
xi € U, para todd > n, se sigue

€ [|Un C UonA=U~A
n=1

Esto prueba que N (X A) # @y, por lo tanto X \. Aes denso eX. Un llamado al Teorema 1.6.3 concluye
la prueba. |

Los conjuntos abiertos, viviendo en un espacio métrico detmpque no son al mismo tiempo cerrados,
nunca son completason la métrica heredada, sin embargo, ellos son completamegtrizables.

Teorema 1.11.2.Sea(X,d) un espacio métrico completo. Si U es un subconjunto abiesteacio de X,
entonces U es completamente metrizable.

Prueba. Definamos la métricp sobreU por

1 1

POLY) =dOY) + | A T0) ~ dyX<U)

para cada,y € U. Es realmente un ejercicio sencillo establecer gues una métrica y que la condicion
d(Xn,Xm) — O si, sélo si,p(Xh,xm) — O para todax,,xm € U es equivalente a que la aplicacion identidad
Id: (U,p) — (U,d) es un homeomorfismo. Puesto que para tagos U se cumple quel(x,y) < p(x,y),

se sigue de lo anterior que cualquier sucegiéDauchy(xn)n_, enU sera automaticamenteCauchy en

U vy, asi, por lad-completitud deX tendra und-limite, digamosx, € X. Notemos ahora que& no puede
estar erX \.U. En efecto, si ese fuera el caso tendriamos qug_Jiix,,X ~U) = 0y, en consecuencia,
limp_.c P(Xn,Xm) = o para cadam € N, lo cual implicaria quéx,),_; no esp-Cauchy. Esta contradiccion
obliga a quexy quede fuera dX \ U, es decirxy € U. Finalmente, la continuidad de las aplicaciones
d(x,X~U) y A — 1/A nos garantizan que lifn.. p(Xn,Xo) = 0y, por lo tanto(U, p) es completo. |
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Un resultado mucho mas general que el anterior y una de lessteazones que justifican el por qué los
conjuntosGg son importantes lo constituye el siguiente resultado deakligroff y Hausdorff. La implicacién
(1) = (2) fue demostrada por P. Alexandroff para el caso de un espagincm completo separable y
generalizada a espacios metrizables arbitrarios por Fsddeffi (véase, por ejemplo, [155], p. 345). Es
interesante observar que J. Dugundji le atribuye a S. Maick la autoria de ese resultado (véase, [141],
Theorem 8.3, p.308).

Teorema 1.11.3 (Alexandroff-Hausdorff). Sean(X,d) un espacio métrico completo y G un subconjunto
no vacio de X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) GesunGen X.

(2) G es completamente metrizable.

Prueba. (1) = (2). Supongamos qu8 es un subconjuntGs de X. Entonces existe una sucesion de subcon-
juntos abiertos no vacidtl),_, de X tal queG = (;_1Un. Sin perder generalidad, podemos suponer que
U; DU, D ---. Porel Teorema 1.11.2, para cada N, existe una métrica complet sobreU, compatible

con la topologia relativa dd,,. Definamos ahorp: G x G — R por

(o]

p(xY) = 3 o min{L, ch(xy)}
n=1

para todok,y € G. Es rutina verificar que, en realidgules una métrica sob@y que la aplicacion identidad
id: (G,d) — (G,p) es un homeomorfismo. $;)7_; es una sucesiop-Cauchy erG, entonces ella ed,-
Cauchy erlJ, para cadan € Ny asi, por completitud, posee dAimite enG =,,_; Un. Por supuesto, ese
d-limite es elp-limite de la sucesiofx,),,_; Y, €n consecuenci&s, p) es completo.

(2) = (1). Supongamos qu& es completamente metrizable. Enton€®s homeomorfo a un espacio
métrico completdY,p). Seaf un homeomorfismo d& sobreY. Por la continuidad dé, para cadx € Gy
cadan € N, existe un nimero positivd(x, n) tal que

p(f(x),f(x)) < % siempre que d(x,x’) <3(x,n) y x €G. (1.11.1)

Podemos suponer, sin perder generalidad,&guen) < 1/n. Fijemosn € N y definamos el conjunto

Gn=[JU(xr(x), (1.11.2)

xeG

donder,(x) = &(x,n)/2. Como cadds, es abierto er, entonces todo lo que tenemos que probar es que
G =n-1Gn. En primer lugar es claro qu& C (1 Gn. Seaz € N_1 Gn. Entonces, por (1.11.2), para cada
ne N, existe unx, € G tal qued(z,x,) < rn(X,) = 8(x,n)/2. Puesto qué(x,n) < 1/n se sigue que, — z
También, para cualesquieman € N conm > n, tenemos que

5(,1)  6(Xm, M)
2 2

d(Xn,Xm) < d(Z, X)) + d(ZXm) < < 3(Xn,N) + (Xm, M). (1.11.3)
Podemos distinguir dos casqd’) Si 8(xn,n) < 8(Xm, M), se sigue de (1.11.1) qukX,,Xm) < d(Xm,M) y
por consiguiente,

p(f(xm), f(xn)) < (1.11.4)
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(2°) Si &(Xm, M) < 8(Xn, N), se sigue de (1.11.3) qukx,,Xm) < 8(X,,N) y gracias a (1.11.1) se concluye que

1

p(f(%n), f(xm)) < = (1.11.5)

Observe que (1.11.4) y (1.11.5) implican, en ambos casesp(qqxn,xm)) < 1/npara todan > ny, enton-
ces, la sucesiofyn )y, definida poty, = f(x,) para toda € N es de Cauchy en el espacio métrico completo
(Y,p). Asi, existe ury € Y tal quep(yn,y) — 0. Pongamos = f~(y). Entoncex € Gy por la continuidad

de f~1 resulta qued(xn,X) — 0, pero como tambiéd(x,,z) — 0 concluimos que = x. Por esta € G, con

lo cual hemos demostrado qGe=(,_; Gn. Esto prueba qué es unGs enX. |

Corolario 1.11.1. El conjunto de los numeros irracionaleb= R ~. Q, con la métrica heredada dR, es
completamente metrizable. En particul@r,no es completamente metrizable.

Prueba. Sabemos qu&no es un espacio métrico completo, sin embargo, como diaghjamto es urGs, el
Teorema 1.11.3 nos dice glies completamente metrizable. |

El Teorema 1.11.2 o, en su defecto, el Teorema de AlexanHiaisdorff, combinado con el Lema 1.4.2
permite demostrar el siguiente corolario.

Corolario 1.11.2. Sea(X,T) un espacio metrizable localmente compacto. Entonces X rapletamente
metrizable.

Prueba. Sead una métrica compatible cany suponga quéx d) es la completacion d¥. ComoX es
denso erX, se sigue del Lema 1.4.2 gees un subconjunto ab|erto de El Teorema 1.11.2 completa la
prueba. Otra manera es ver esto es observar que ¥ags@bierto eiX, entoncex es unGg enX. Se sigue
ahora del Teorema de Alexandroff-Hausdorff gues completamente metrizable. |

1.11.2. || » EspaciosCech-completos

Existen familias interesantes de espacios topolégicosadisdtorff que incluyen a todos los espacios que
son localmente compactos asi como a todos los espaciososédmpletos y donde, ademas, cada miembro
de la familia es un espacio de Baire. Por ejemplo, la fanolienbda por todos los espacios numerablemente
éech-completos es una de ellas. Antes de describir talesiespsera conveniente recordar la definicion de
algunas nociones de espacios topoldgicos que usaremotasmeras.

Definicion 1.11.1. Sea(X, 1) un espacio topologico de Hausdorff.

(a) X se llamaregular si para cada x X y cada subconjunto cerrado F de X cog ¥, existen conjuntos
abiertos disjuntos U yV talesquesJ y F CV.

(b) X se llamanormal si para cada par F y G de conjuntos cerrados y disjuntos de ¥fex conjuntos
abiertos disjuntos U y V tales queEU y GCV.

(c) X se llamacompletamente regulasi para cada x X y cada subconjunto cerrado F de X cog ¥,
existe una funcion continua: X — [0,1] tal que f(x) =1y f(F)=0.

Recordemos que todo espacio métrico, asi como todo espaditausdorff compacto, son normales.
Similarmente, todo espacio localmente compacto es coaméeite regular.

Uno de los resultados interesante en andlisis es el irrahlacy hermoso Lema de Urysohn el cual
garantiza la existencia de ciertas funciones continuasoaegreales definidas sobre un espacio normal. A
través de él se pueden probar otros resultados importastes son: el Teorema de Metrizacion de Urysohn,
el Teorema de Extensién de Tietze y muchos otros (véasejgrople, [141)).
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Teorema 1.11.4 (Lema de Urysohn)Sea(X,T) un espacio normal y sean F y K subconjuntos cerrados y
disjuntos de X. Entonces existe una funcion continuX £ [0,1] tal que f(F) = {1} y f(K)={0}.

Es claro, por el Lema de Urysohn, que todo espacio hormalrapletamente regular y que todo espa-
cio completamente regular es regular. Una de las ventagpageen los espacios completamente regulares
es que ellos tienen un buen comportamiento con respectoegEatios y productos, es deauyalquier
subespacio de un espacio completamente regular es commaeta regular y cualquier producto de espa-
cios completamente regulares es completamente regOkaa buena propiedad encontrada en los espacios
regulares es la siguiente:

Teorema 1.11.5.(X, 1) es un espacio regular si, y solo si, para tode X y cualquier entorno abierto U de
X, existe un entorno abierto V de x tal que ¥ CV C U.

Prueba.En efecto, sea € X y seaU un entorno abierto dg. DefinamosF = X <~ U. Entonced- es un
conjunto cerrado dX que no contiene & ComoX es regular, existen conjuntos abiertos disjusosW
que contienen &y a F respectivamente. Observemos ahora \fues disjunto dé-, ya que siy € F NV,
el conjuntoW seria un entorno dgintersectando ¥. Esta contradiccion establece gueV CV C U. El
reciproco se deja como ejercicio al lector. |

Definicion 1.11.2. Un espacio topoldgico de Hausdo(, 1) se llamacuasi-regularsi para cada conjunto
abierto no vacio U de X, existe un conjunto abierto no vacie®\WXdal queV C U.

Por lo probado anteriormente tenemos qoelp espacio regular es cuasi-reguldgn particulartodos
los espacios métricos, asi como todos los espacios loctgngempactos, son cuasi-regulares

Teorema 1.11.6.Si (X, 1) es un espacio de Hausdorff cuasi-regular y si G es un subotmjdenso de X,
entonces G también es cuasi-regular.

Prueba. Miremos aG como un subespacio topoldgico Hecon su topologia inducides y seal cualquier
subconjunto abierto no vacio @& Entonces existe un conjunto abierto no vatide X tal queU =WNG.
ComoX es cuasi-regular, existe un abierto no vacige X tal que\7T CW. Notemos qu& NG es un abierto
no vacio deGy que

VAG™ C (VT) NG C WNX=U.
Esto termina la prueba. |

Definicion 1.11.3. Sea(X,1) un espacio topologico de Hausdorff. Usampactificacionde X es un par
(aX,a) dondeaX es un espacio de Hausdorff compactogs un homeomorfismo de X sobre un subespacio
denso dex X.

En la practica siempre identificaremo¥Xaon su imagem (X) C aX y diremos simplemente queX
es una compactificacion aé Al conjuntoaX ~\ X se le llama etestode aX. Puesto que cualquier subes-
pacio de un espacio de Hausdorff compacto es completameguiéar, resulta que los Unicos espacios que
pueden ser compactificados son los completamente regulErésorema clasico fundamental que garan-
tiza la existencia de compactificaciones para espacios letaemente regulares es el siguiente (véase, por
ejemplo, [141]).

Teorema 1.11.7 (Stoneéech). Sea(X,T) un espacio completamente regular. Entonces existe unaammp
tificacionX de X con la siguiente propiedad: toda funcién continua ytada f: X — R se puede extender
a una Unica funcion continua y acotada X — R.
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La compactificacion obtenida en el teorema anterior, quie denotada siempre pfiX, se le llama la
compactificacion de Stongzech Tal compactificacion posee algunas propiedades especiale

(1) La compactificacion de Storfeech edinicaen el sentido de que cualquier otra compactificacion satis-
faciendo la propiedad dada en el Teorema de S@eeh es homeomorfafi.

(2) BX es la compactificacionmas largd de X en el sentido de que cualquier otra compactificaciox de
digamosu X, existe una aplicacion continda: X — aX tal quef(x) = x para todax € X.

Entre los espacios completamente regulares, los locadnuamipactos se caracterizan por el siguiente
resultado.

Teorema 1.11.8 (Alexandroff). Cualquier espacio de HausdofiX, 1) localmente compacto (ho compacto)
admite una compactificacimX tal queaX ~. X consta de un Unico punto.

Prueba. (Bosquejo). Sea., un objeto que esté fuera déy definaaX = X U {X.}. Considere ahora la
familia 1, definida del modo siguiente:

To = TU {(X\K)U{X} : K C X es compact.

No es dificil, aunque bastante tedioso, verificar fyjes una topologia pa@X (los detalles se pueden ver,
por ejemplo, en Munkres [324]) que ademés es Hausdorff. Ueaqne(aX,1.) es compacto. En efecto,
seadll = {Ui el } un cubrimiento abierto deX. Puesto que. € aX, debe existir alguJ;, que contenga
a X» Y, en consecuencidJ;, debe ser de la formbli, = (X \ Ko) U {X»} para algin compactéo C X.
Construyamos la famili& = {V; :i € |} declarando que

Vi = U, si Ujer,
Vi = X\K, si Uj=(X\K)U{X},

para algun compactid C X. Observe que como ca#kaes compacto, entonces él es cerradXduéase el
Teorema 1.4.4) y, en consecuencta) K es abierto erX. Esto nos dice que cadé es abierto erX. Mas
aun, la familia{V; :i € I\ {io} } es un cubrimiento abierto del compadtg del que se puede extraer su
subcubrimiento finito, digamo§Vy, ..., Vi }. Es claro que{Up,Us,...,Un} es un subcubrimiento finito de
aX.

Resta por ver qu& esT,-denso ermX. En efecto, comd no es compacto, cualquier subconjunto
compacto no vaci& de X cumple queX \ K es un abierto no vacio y, entonces, para cualquier abierto
U = (X\ K)U{X.} conteniendo &, se tiene qué) N X # &. Esto muestra que, € X =~ = aX. [

La compactificaciéon obtenida en el teorema anterior se tedllacompactificacién de Alexandroffo
compactificacion por un puntoy sera denotada siempre poX. Notese ques, es el inico punto eaX ~. X
para el cuab X\ X = {Xw}.

Seall un cubrimiento abierto de un espacio topoldgico de Haukd¥tft). Un subconjuntd= de X se
dice que eél-pequenosi F esta contenido en algin miembroldeEn general, una familig de subconjun-
tos deX se dice que eH-pequefiasi existenF € § y U € U tal queF CU.

Definicién 1.11.4. Un espacio completamente regulgX,1) se llamanumerablementeCech-completcsi
existe una coleccion numerale,),_, de cubrimientos abiertos de X satisfaciendo la siguiendpiedad:
para cualquier familia numerable y decrecierfe= (F),_, de subconjuntos cerrados de X quelgs
pequeiia para cadaa N, se cumple que

NF#2.
k=1
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Es un ejercicio sencillo establecer, por ejemplo, pa® espacio métrico complefX, d) es numerable-
menteCech-completoEn efecto, para cadee N, considere el cubrimiento abiertg, = {U (x,1/n) : xe X}
formado por todas las bolas abiertas de radio {t observar que siF)_; es una familia numerable y decre-
ciente de subconjuntos cerradosXi¢al que(F)y_, esU,-pequefia para cadec N, entonces el Teorema
de Encaje de Cantor nos garantiza §i¢ ; i« # 9. Similarmentetodo espacio localmente compacto es
numerablementéech—compIetoPara demostrar esa afirmacion es suficiente elegir, pasencadl, el cu-
brimiento abiertdl,, formado por todos los conjuntos abiertos que son relatimeEneompactos en dicho
espacio y proceder como en el ejemplo anterior. Lo que nesesd aqui es demostrar que los espacios
numerablementéech—completos también son espacios de Baire.

Teorema 1.11.9 (Teorema de Categoria de Baire para espaciosch-completos). Si (X,T) es un espa-
cio topolégico de Hausdorff que es numerablemédeh-completo, entonces X es un espacio de Baire.

Prueba. Suponga qu&X es un espacio numerablemeﬁech—completo. Se@Gn),,_1 una sucesion de sub-
conjuntos abiertos densos &ny consideremoss = N_; G,. Probemos qué& es denso eiX; es decir,
GNV # @ para cualquier subconjunto abierto no va¢ide X.

Sean entonceés subconjunto abierto no vacio dey (Un)_; una coleccion numerable de cubrimientos
abiertos de&X con las propiedades establecidas en la definicién de nuramabteéech—completo. Ahora se
procede como en la demostracion del Teorema de Categoriaidefra espacios métricos completos con
una pequefia variacion: hacer uso del hecho deXqeecuasi-regular. En efecto, corfidg es un cubrimiento
abierto deX, podemos encontrar Wh € U; tal queV NU1 # &. Por setG; denso erX y el conjuntaV NU;
abierto, se sigue ql(e/ mUl) NGy # @ y ahora, por la cuasi regularidad depodemos encontrar un abierto

V; deX tal queV; C VNU1NG;. De esto se sigue que
\_/1 CVNGy y \_/1 CU; para aIgL'm Ui € Us.

Repitamos el proceso anterior al conjunto abierto no VegcioG, pero trabajando ahora cdfy, es decir,
teniendo en cuenta qu& es un cubrimiento abierto g€ se obtiene, usando de nuevo el hecho deXjes
cuasi-regular, un conjunto abieNp de X tal que

\_/2 CVinGy vy \_/2 CU, para aIgL'm U, € Us.

Continuando indefinidamente con este proceso se obtieresuaesionVi,);,_; de subconjuntos abiertos
deX y una sucesiotiU,),_, de subconjuntos d€ que cumplen

VOViDV,D---, V,CGy vy V,CU, paraalgin U, € U,.

Tomandog = {V, : n € N}, vemos que dicha coleccién es una sucesion decrecientenflmtas cerrados
donde cad¥®, esU,-pequefia,n=1,2,.... ComoX es numerablementéech-completo, resulta que

(Vn# 2,
n=1
de donde se deduce qGaV # 2. |

Una nocién mas restrictiva que la de espacio numerablen@etk-completo es la siguiente:

Definicion 1.11.5. Sea(X, 1) un espacio completamente regular. Diremos que )i:&xsh—completcsi existe
una coleccion numerabl@l,);_; de cubrimientos abiertos de X con la propiedad de que cuatdamilia
§ de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de inter§adaiita yU,-pequefia para cadaa N, se

cumple qué gz F # @.
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Es claro que todo espaofOech-compIeto es numerablemeﬁlech-completo Yy, por consiguiente, es un
espacio de Baire. Ilgualmente, todo subespacio cerrado @spﬂcioéech—completo sigue sienddech-
completo. En algunos casos es conveniente disponer daularsig condicion equivalente para los espacios
Cech—completos (véase, por ejemplo, [155], p. 251-252).

Teorema 1.11.10.Sea(X, 1) un espacio de Hausdorff completamente regular. Las si¢esecondiciones
son equivalentes:

(1) X esCech-completo.
(2) X esun GenpX.
(3) X es un G en cualquier compactificacioaX de X.

Si, ademas, X es un espacio métrico, las condiciones prateedson equivalentes a

(4) X es completamente metrizable.

Prueba. (1) = (2). Supongamos qu¥ esCech-completo y sel,)>_, una coleccién numerable de cubri-
mientos abiertos d¥ tal que para cualquier famili@ de subconjuntos cerrados Hecon la propiedad de
interseccion finita Wy-pequefia para cadec N, se cumple que) .z F # 2.

Para cada € N, pongamos(, = {Usn }scs,, dondeS, es un conjunto de indices con la misma cardinali-
dad que la dé(,. Puesto que C BX, existen conjuntos abiertdg, enpX tal queUs, = XNVs, para cada
se S yn=12,... Claramente

X < () U Ven
n=1se$,
Para demostrar qu¢ es unGgs en3 X es suficiente demostrar la otra inclusion.

Tomemos un punta € N3_; Uscs, Vsn Y s€aB(x) la familia de todos los entornos abiertosxden X.
Entonces la familig = {XNV :V € B(x)}, dondeV denota la clausura déenfX, consiste de subconjuntos
cerrados del espack con la propiedad de interseccidn finita. Por otro lado, padac e N, existe urs€ S,
tal quex € Vs, v se sigue de la regularidad @X (3X es un espacio de Hausdorff compacto) que existe un
V € B(x) tal queV C Vsp, por lo queXNV C X NVsp = Usp. Esto prueba que la familig esUq-pequefia.
Por esto,

Xn (| V#£o,
VeB(x)
y comof3X es un espacio de Hausdorff,
ﬂ V = {X}’
VeB(x)

de donde resulta quec X. Esto prueba quX es unGs enX.
(1) = (3) es idéntica a la implicacion anterior cambiando f$¥opor aX.

(2) = (1). Supongamos qu¥ es unGs enX y sea(Gp),_; una sucesion de subconjuntos abiertofxe
tal queX = Np-1Gn. Por la regularidad d@X podemos escoger, para cualquier X y cualquiem € N, un
conjunto abierto no vacid,, C BX tal quex € Vkn € Vxn C Gy. Sea

Up = {XNVyn:Xx€X}, n=12...

Es claro que la familigU,);;_; es una coleccion numerable de cubrimientos abiertos. @onsidere ahora
§ = {Fs: s€ S} una familia de subconjuntos cerradosXieon la propiedad de interseccion finitaly-
pequefia para cadac N. ComoBX es compacto y la familig = {Fs: s€ S} (clausura tomada eBX)
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consiste de subconjuntos cerrados3ncon la propiedad de interseccion finita, resulta fuesFs # 2.
Seax € NssFs. Para ver qua € Ng.sFs sera suficiente demostrar gque X. Veamos esto Ultimo. Puesto
que para todm € N, § esU,-pequefia, escojamos, para cadaN, uns, € Stal queFs, C U para algun
Un € U, Yy, ademas, um, € X para el cual se cumpla qu = XNV, n. Entonces

Fs, € X N V.

Como
X € Fg, € XNVyx,n C Vin C Gy

para todan € N, tenemos que

La prueba dg¢3) = (1) también vale, como en la implicaci¢@) = (1), paraaX en lugar de§3X.
Hemos demostrado hasta ahora qu¢:< (2) y (1) < (3), de donde se sigue qui2) < (3). Veamos
ahora qudl) < (4), siX es un espacio meétrico.

(1) = (4). SeaX un espacio métrico que &ech-completo y suponga quﬁ,dA) es una completacién de
X. La prueba de la implicaciofl) = (2) sigue siendo valida si reemplazam@s por X, por lo queX
resulta ser urGs enX. Se sigue ahora del Teorema de Alexandroff-Hausdorff, élmar1.11.3, qu&X es
completamente metrizable.

(4) = (1). Suponga qu&X es completamente metrizable y geana métrica completa sob¥que genera
su topologia. Para demostrar oxeeséech—completo, considere, para cada N, el cubrimiento abierto
U, de X formado por todas las bolas abiertaspdedio < 1/ny seaF cualquier familia de subconjuntos
p-cerrados d& con la propiedad de interseccion finitadly-pequefa para cadec N. Entonces existe, € §
tales quep —diam(F,) < 2/n, (n=1,2,...). Escojamos, € F,. Afirmamos que la sucesidix,);,_; es de
Cauchy enX,p). La propiedad de interseccion finita §egarantiza qué~, N Fy, # @ para cadan,m € N.
Fijemos unz € F,N Fy,. Se sigue entonces que

2
m

P(Xn,Xm) < P(%n,2) + P(ZXm) < — +

2
n
el cual puede hacerse tan pequefio como se quianasi se eligen lo suficientemente grande. Esto prueba
que la sucesiofx,);y_; es de Cauchy en el espacio métrico comp{i) y, en consecuencia, existe= X

tal que lim—. p(Xn,X) = 0. Observe, en particular, que para tode N,

, 2
P Xn) = lim P, Xm) < —.

Queda por demostrar ques (g3 F. FijlemosF € §. Para cualquien € N y cualquiery € F NF, (el cual
es no vacio ya qug posee la PIF), se tiene que

_|_

SIN
SIN

4
p(xv y) S p(xvxn) + p(xﬂvy) S ﬁv
de donde se concluye qpéx,y) = 0, puesn € N es arbitrario. Por est@(x,F) = 0 lo cual es equivalente a
decir quex e F. |
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Los espacioéech-completos poseen el especial encanto de ser nunmeesitéeproductivos, vale decir,
si (X,)2_, es una familia numerable de espaciosch-completos, entoncgd>_; X, es un espaci€ech-
completo ([155], Theorem 3.9.8, p. 255). La hipotesis stdmeumerabilidad de la familigX,);,_, de es-
pacioséech—completos es esencial en el resultado anterior. Etogefen 1961, Oxtoby demuestra que si
(Xa)aeD €S una familia de espacié'mch-completos, entoncfk,p Xa €S un espacio de Baire que no es ne-
cesariamenté:ech—completo. Por ejemplo, el espacio prodéto es, por el resultado anterior, un espacio
de Baire que no eéech—completo (véase, [155], Exercise 3.9.C, p. 256). lb@merdinario del resultado de
Oxtoby es que no hay restriccion sobre la cardinalidad dgluoto de indice®. En particular, si cadX,
es localmente compacto o completamente metrizable, e#8pNG.p X €S un espacio de Baire.

1.11.3. || » Espacios Oxtoby-completos

La siguiente categoria de espacios topolégicog originaienereada por Frolik [165] bajo el nombre
de espacios casi-completgsllamadosespacios casCech-completopor Aarts y Lutzer en [1] también
pertenecen a la clase de los espacios de Baire con propsehgenteresantes.

Definicion 1.11.6. Un espacio completamente reguiaf, 1) se Ilamacasiéech—completcsi existe un sub-
conjunto G-denso G de X que &3ch-completo.

Mas adelante veremos, Corolario 1.11.3, que todo espasitfteavh-completo es un espacio de Baire.
En la busqueda de espacios topolégicos mas generales cqepbxsosech-completos, J. M. Aarts y D. J.
Lutzer [2] se preguntan:

¢Existe una clase “natural” de espacios topolégicos que eogt a los espacios completamente
metrizables y a los espacios localmente compactos peroagieenas, cada uno de sus miembros
satisfaga la conclusion del Teorema de Categoria de Baire

En [427], Aaron R. Todd usando la nocién de espacio pseudgsieto introducida por Oxtoby en [347]
(a los que llamaremos espacio de Oxtoby), profundiza ladteetos de Oxtoby y demuestra que esa clase
de espacios es una apropiada e interesante respuesta guiataf®rmulada por Aarts y Luster.

Definicion 1.11.7. Sea(X,1) un espacio topoldgico de Hausdorff. Una colecci#nle subconjuntos abier-
tos no vacios de X se llama upaeudo-baséeT si para cualquier conjunto abierto no vacio U de X, existe
V € B tal que VC U. El espacio X se llam@®xtoby-completai X es cuasi-regular y posee una sucesion de
pseudo-basegBn);;_; con la siguiente propiedad:

siempreque Ye B, Yy Vn1 C V, paracadanc N, entonces ﬂvn %+ &.
n=1
Los espacios Oxtoby-completos son los comunmente llamesjoscios pseudo-completodefinidos
por Oxtoby en [347]. Esta nocién difiere ligeramente de lanélddi en [212]. En la literatura sobre el tema,
a una pseudo-base también se le llatzase Cualquier espacio métrico completo es un espacio Oxtoby-
completo En efecto, basta tomar la sucesion de pseudo-b@sg§_;, donde cadaB, consiste de todas
las bolas abiertas de radio1/n. Similarmentecada espacio localmente compacto es un espacio Oxtoby-
completo En general, vale el siguiente resultado:

Teorema 1.11.11.Si (X,1) es un espacid:ech—completo, entonces X es un espacio Oxtoby-completo.

Prueba. SeaX un espacicf:ech—completo. Por el Teorema 1.11.X0gs unGg enBX. Puesto qu@X es un
espacio cuasi-regular, entoncéssiendo denso efiX, también es cuasi-regular. S@,);y_; una sucesion
de subconjuntos abiertos X tal queX = ,_; Gn. Para cada € N, definamos

Bn={HNX:H es abierto eX y H C G,}.
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Afirmamos que cad®, es una pseudo-base He En efecto, seb) un subconjunto abierto no vacio de
SeaG un subconjunto abierto no vacio A tal queU = GN X. EntoncessN Gy, €s un abierto no vacio en
BX y comoBX es cuasi-regular, existe un abierto no vadia BX tal queH C GNG,. Por estdH N X € By,
y HNX C GNX =U. Esto prueba nuestra afirmacion.

Supongamos ahora quk € B,y queU, D U, 1N X (= la clausura dé&Jy, ; relativo aX), para cada
n € N. Por definicion,U, = H, N X, dondeH, es un abierto no vacio d@X y H, C G,. Puesto que
Un D Un.1, la sucesion decreciente de cerradds)yy_; en el compact@®X cumple con_, U, # @. Por
otro lado, comd,, C G, entonced) , C G, y, en consecuencia,

mUn g ﬂ Gn — X
n=1 n=1

Por esto,
mUn 2 m (Un+1ﬂX) = <mUn+1>ﬁX = mUn # 9,
n=1 n=1 n=1 n=1
y, asi,X es un espacio Oxtoby-completo. |

En la busqueda de familias de espacios de Baire con progiedsgtadables tenemos el siguiente re-
sultado demostrado por Oxtoby en [347]. Mas adelante abemdss otra demostraciéon de dicho resultado
usando juegos topoldgicos (Teorema 2.2.77, pagina 339).

Teorema 1.11.12 (Oxtoby).Si (X, 1) es un espacio Oxtoby-completo, entonces X es un espacidrée Ba

Prueba. SeaX un espacio Oxtoby-completo y sé€8;,)_; una sucesion de pseudo-bases satisfaciendo la
condicién impuesta por la definicion. Sea ah@@),,_, una sucesion de subconjuntos abiertos densos de
X'y pongamoss = (,_; Gn. Para demostrar que es denso eiX, tomemos un abierto no vacio arbitrario
U de X. HagamodJy :=U. ComoG; es densolJ N G; es un conjunto abierto no vacio y por $&r una
pseudo-base podemos eledire B, tal queVis C U NG;. Usemos ahora la cuasi-regularidad Xigpara
obtener un conjuntbtl; enB; tal que

Ul CViCUNG;.

La densidad d&; nos dice qué&J; N G, es un conjunto abierto no vacio y argumentando como antiste ex
un abierto no vacit), € B tal que
Ug CUiNGy.

Continuando de este modo se logra producir una suce€sigrf_; de subconjuntos abiertos no vacios tal
queUp € Bry
Un c Unfl N Gn

para todon € N. Es claro quéJ,,; C U, Yy, entonces, por hipétesj,_,U, # . De esto se sigue que
GNU # @y termina la prueba. |

Los siguientes resultados nos seran de utilidad en lo que.sig

Teorema 1.11.13.Sea(X, 1) un espacio topolégico de Hausdorff cuasi-regular.

(1) Si X posee una pseudo-baBetal que la clausura de cada uno de sus miembros es numeratieme
compacto, entonces cualquier subespaciedénso Y de X es Oxtoby-completo.

(2) SiY esun subespacio denso Oxtoby-completo de X, entonse®xaby-completo.
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Prueba. (1). En primer lugar, por el Teorema 1.11¥6ges cuasi-regular por ser un subespacio denso de un
espacio cuasi-regular. Sé@),,_; una sucesion de subconjuntos abiertoXdal queY = (N;_, G,. Para
cadan € N, definamos

By={HNY:HeB y HCG}.

EvidentementeB,, es una clase de conjuntos relativamente abiertos no vaei¥s QGualquier conjunto
relativamente abierto no vacio ¥Wees de la formaNY, dondeG, y entoncess N G, s no vacio y abierto
enX. Puesto qu& es cuasi-regular, existe un conjurtioc B tal queH C GNGp,. PorestoHNY € B, y
HNY C GNY. Esto prueba quB, es una pseudo-base ¥rpara cadan € N.

Supongamos ahora que para cadaN, tenemos utJ, € B, tal queU, 2 U, 1 NY (= la clausura de
Un.1 en la topologia relativa d€). Por definicion, existéd, € B tal queU, = H,NY y H, C G,.. Puesto
queUy, D Up 1, resulta qugUp)2_; es una sucesion decreciente de subconjuntos cerrados ins t@dos
incluidos en el conjunto numerablemente compatioPor consiguiente))y_;U, # @. Ya queH,, C Gy,
tenemos qu&l,, C G, y de alli que

n=7Y.

Ds

non <

=]
I
s

Finalmente se obtiene que

(Un 2 [ (UnanY) (ﬂ >ﬂY:ﬂUn7é®
n=1 n=1 n=1

n=1
lo cual prueba qu&X es Oxtoby-completo.

(2). Para demostrar qué es Oxtoby-completo, s€&,,);;_; una sucesion de pseudo-baseXdal que para
cadaU,, € By se cumpla qu&), DU 1, n=1,2,... Queremos demostrar q@,_, U, # @. Notemos que,
por la densidad d¥, cada abierto no vacid de X intersecta &. Por esto, la familidBy,)y_,, donde cada
B, viene dada por

B'h={UNY:U e Bn}

es una sucesion de pseudo-base¥ den la propiedad de que para cagdfac B, U, DU, ;. ComoY es
Oxtoby-completo;,_, U} # @'y, por lo tanto,

00

6Un D (ﬁun>mv = ﬁ(unmv) = (Vs

n=1

La prueba es completa. |

Como una consecuencia del resultado anterior tenemos aleskade los espacios Oxtoby-completos
contiene a la de los espacios c@sich-completos.

Corolario 1.11.3. Si(X,T) es un espacio ca@ech—completo, entonces X es Oxtoby-completo. En particu-
lar, X es un espacio de Baire.

Prueba. Supongamos qu¥ es un espacio caflech-completo y sed un subespacio densdech-completo
deX. Por el Teorema 1.11.1Y,es Oxtoby-completo y gracias al Teorema 1.11.13 resultXgeeOxtoby-
completo. |

En [2], Aarts y Lutzer construyen un espacio Oxtoby-conmpépte no es caﬁech-completo demostran-
do, de este modo, que la nocién de espacio Oxtoby-completnassgeneral que la de ser c&ch-
completo.
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Comentario Adicional 1.11.4 Recordemos que es a R. Baire a quien se le atribuye la dexiostdel Teo-
rema de Categoria de Baire p&a1899. En 1914, F. Hausdorff extendi6 el resultado a los éspac
completamente metrizables. Veintitrés afios despuééeEh establecié que un espacio es completa-
mente metrizable si, y sélo si, es metrizable yGgen alguna de sus compactificaciones. Los espa-
cios que sorGg en alguna de sus compactificaciones son conocidos comd@sﬁmch-completos
(Teorema 1.11.10); en tales espacios (Ilm:h—completos) se satisface el Teorema de Categoria de
Baire (Teorema 1.11.9). Oxtoby extiende, en [347], alguessiltados validos para espacech—
completos creando los espacio Oxtoby-completos y denmuisirgque ellos también pertenecen a la
clase de los espacios de Baire. Ademas, cualquier eséacimcompleto esta incluido en la clase de
los espacios Oxtoby-completos.

1.11.4. || » Espacios topoldgicos con un subespacio denso completaneentetrizable

Los espacios topoldgicos de Hausdorff conteniendo un pab#s denso completamente metrizable
poseen propiedades tan interesantes como las estudiddeasramente en esta seccion. Tales espacios son
de Baire (véase el Teorema 2.2.112, pagina 389) y cuandosglometrizables coinciden con los espacios
Oxtoby-completos.

Seall = (Us)ses una familia de subconjuntos de un espacio topologictl se llamalocalmente finita
si, para cualquier puntoe X, existe un entorno abiertd de x tal que el conjuntdse S: U NUs # &} es
finito. SiU = Jp-1 Un, donde caddl, es una familia localmente finita, entonces se dice que lditaii
eso-localmente finita Recordemos que una familiase dice que es un cubrimiento Mesi X = (JggUs.

Si todos lodJs son abiertos (respectivamente, cerrados), entoncesesguiit( es uncubrimiento abierto
(respectivamentegerrado). Un cubrimientoU de X se llamaexhaustivo si cualquier conjunto no vacio
SC X posee un subconjunto relativamente abierto de la fddmes conU € U. La familialUl es uncuasi-
cubrimiento abierto de X si cada elemento d& es abierto y su union,), U, es denso eX. Observe
que cualquier pseudo-base X@&s un cuasi-cubrimiento abierto ¥e

Seanll y V dos colecciones de subconjuntosXleDiremos queV es unrefinamiento de U si, para
cadaV €V, existe unJ € U tal queV C U. Si los elementos d¥ son conjuntos abiertos (respectivamen-
te, cerrados) dX llamamos &’ un refinamiento abierto (respectivamentagfinamiento cerrado) de U.
Similarmente, diremos que es unrefinamiento fuerte deU si 'V es un refinamiento dé y para cada ele-
mentoV € V existe un elementd € U tal queV C U. La colecciéonV se dice que es urfamilia disjunta
si cualesquiera dos elementos Yl@ienen interseccion vacia. Finalmente, decimos Yues unafamilia
o-disjunta si V = J;_; Vn, donde cadd&, es una familia disjunta.

Comencemos por recordar el siguiente resultado (véasesjgmplo, [324], Lema 39.2, p. 280) cuya
prueba daremos sélo para entender la técnica para corfstmilias disjuntas con ciertas propiedades a
partir de una familia dada.

Teorema 1.11.14.Sea(X,d) un espacio métrico. Si es un cubrimiento abierto de X, entonces existe un
cubrimiento abiertdV de X tal que:

(1) 'V es una familiao-disjunta,

(2) Vrefinaal,y

(3) V eso-localmente finita.

Prueba. Sin perder generalidad, podemos suponerlfiee (Us)scs, dondeSes un conjunto bien ordenado
(de indices) por la relaciéa. Filemos ahora un € Ny para cad&Js € U definamos

Si(Us) = {x€ X :U(x,1/n) C Us},



Sec. 1.11Espacios completamente metrizabl€sech-completos 75

dondeU (x,r) es la bola abierta eX con centrox y radior. Usemos ahora el buen ordenamientdSgera
definir el conjunto

t<s
Afirmamos qug T, (Us) )ses s una familia disjunta. En efecto, sédyU; elementos distintos dé cons< t
y seanx € Tp(Us) ¥ y € Tn(Ut). Dado quex € Ty(Us), entoncex € $,(Us) y, por lo tantoU (x,1/n) C Us.
Por otro lado, coms <t y ye Th(Ur) = S(Ur) \ U, Ur, resulta quey ¢ Us y asi,y ¢ U(x,1/n). Esto
prueba que

1

d(x,y) > - para todox € Ty(Us) y todoy € T,(Uy).

De lo anterior se sigue nuestra afirmacion. Los conjuiitf@ds) no son todavia los que realmente andamos
buscando; sin embargo, dilatando a cada uno de ellos ligmtenpodemos lograr lo que queremos. Sea
entonces

XETh(Us)

Notemos que los conjuntd&,(Us) )scs Son abiertos, disjuntos dos a do&yUs) C U para todcs € S. Si
ahora definimos

Vin={En(Us) : s S}

resulta que la famili@’,, es disjunta y refina & ya queE,(Us) C U para todos € S. Para ver qué’,, es
localmente finita, seac X. Entonces la bola abiert(x,1/6n) intersecta a lo sumo un elementoVde
Finalmente, definiendo

V: U Vn
n=1

tenemos que dicha familia esdisjunta, refina dl y es o-localmente finita. Falta por verificar que ella
también cubre X. En efecto, sea € X. Puesto qu& = | Js.sUs, existe uns € Stal quex € Us. Por serS
un conjunto bien ordenado, podemos elegirceamo el primer elemento ehpara el cuak € Us. ComoUsg
es un conjunto abierto, podemos escogenunN tal que bola abiertd (x,1/n) esté contenida eds. Por
definicion,x € $,(Us) y comoses el primer elemento d&tal quex € Us, resulta quex € T,(Us). Esto prueba
quex € Ep(Us) € V, C V. [ |

Ya hemos visto que en todo espacio métrigd), cada subconjunto cerrado es @g. En espacios
topolégicos no métricos el resultado anterior no es, enrgératerto. Sin embargo, si nuestro espacio topo-
l6gico X es regular con una baselocalmente finita, entonces dicho resultado se cumpletpue®, gracias
al Teorema de Metrizacion de Nagata-Smirnovesulta ser metrizable (véase, [324], Lema 40.3, p. 285).

Recordemos la siguiente definicion.

Definicion 1.11.8. Sea¥ una familia no vacia de subconjuntos de un espacio topadédgcHausdorff X:
(1) Diremos queF es unfiltro basesobre X si

(a) F # @ paratodo Fe F,y

(b) siF,F €, entonces existe E F tal que FC FiNF.

(2) F se dicecontroladopor una sucesiotiUy);>_; de subconjuntos de X si, para cad& N, existe Fe F
tal que FC U,.
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Observemos que, por definicion, todo filtro base sobtene la propiedad de interseccion finita y que
si F es un filtro base sobr¥ controlado por una sucesi@,);;_; de subconjuntos d¥, entonces dicha
sucesidn también posee la propiedad de interseccion finita.

Definicion 1.11.9. Sea(X,1) un espacio de Hausdorff completamente regular. Una suce$iq),,_; de
subconjuntos de X se di@@mpletasi, para cualquier filtro basef sobre X controlado pofUn);_;, se
cumple que

(F#o.

FeF

Si en la definicion anterior la famili& se toma numerable, entonces se dice que la sucédifi ;
esnumerablemente completa Una sucesiorfll,);y_, de familias de subconjuntos dése dicecomple-
ta (respectivamenteyumerablemente completa si (Uy);y_; €s una sucesion completa (respectivamente,
numerablemente completa) siempre tiyes U, para todan € N.

En lo que sigue, asumiremos que todos nuestros espacidédmos son espacios de Hausdorff com-
pletamente regulares. Los espacios €sch-completos se pueden caracterizar por medio de snessio
completas del modo siguiente (véase, [311], Propositianp.118):

Teorema (v'). Un espacio topoldgico de Hausdorff completamente regifan) es casiCech-
completo si, y solo si, X posee una sucesion compléig;_; de cuasi-cubrimientos abiertos tal
que caddl, es una familia disjunta, & 1.

Lema 1.11.1. Sea(X, 1) un espacio topolégico.

(1) Si(Un)py_q € una sucesion completa de subconjuntos de X y si para cads, rexiste un conjunto
Vih € Uy, entoncesVy),_; también es una sucesion completa.

(2) Si(Us)scs es una coleccion de subconjuntos abiertos de X, entoncescpaa sc S, existe un abierto
Vs C Ug tal que la familia(Vs)scs es disjunta Y Js.sVs es denso ef)g sUs.

Prueba. (1) es inmediata. Para demost(&), suponga que< es un buen-orden paf y para cada € S
definaVs = Us~ U.sUt. Entonces la familidVs)scs satisface las condiciones establecidas. |

Lema 1.11.2. Si el espacio topoldgicoX,t) posee una sucesion compléid,),_, de cuasi-cubrimientos
abiertos, entonces existe una una sucesion complatg;_; de cuasi-cubrimientos abiertos tal que, para
cadane N,

(1) 'V, es una familia disjunta, y

(2) Vnhi1 es refinamiento fuerte dé,.

Prueba. Sea(U,);_; una sucesion completa de cuasi-cubrimientos abiertos ¢zatan € N, podemos
suponer quél, = (Ups)scs,, donde el conjunto de indic&s esta bien-ordenado. Sea

Vl = (V].S)SES[U donde V]_S = U]_S AN U Ult-

t<s

Supongamos que hemos construltioVs, . .., "V, satisfaciendo las propiedadel y (2). Sea

W={W:W es abierto exX y W C U1 NV, paraalgiin 1 € Uni1 Y Vi € Vo).



Sec. 1.11Espacios completamente metrizabl€sech-completos 77

Puesto queX es regular y ya que tanid,, 1, asi comdV,, son cuasi-cubrimientos abiertos Xeresulta que
W también es un cuasi-cubrimiento abiertoXlePor el Lema 1.11.12), existe un un cuasi-cubrimiento
abierto disjuntoV, .1 de X tal que cadd/, .1 € Vi1 €s un subconjunto de algid € W. De esto se sigue
queVy.1 es un refinamiento fuerte d&, (n=1,2,...) y termina la prueba. |

La siguiente caracterizacion de los espacios completamegtilares que contienen un subespacio denso
completamente metrizable se debe fundamental a Michat] jBllagamizu [327].

Teorema 1.11.15.Sea(X, 1) un espacio topolégico. Las siguientes condiciones sorvetguites:
(1) X contiene un subespacigs@enso completamente metrizable.
(2) X contiene un subespacio denso completamente metrizable.

(3) X posee una sucesion complétd,)> ; de cuasi-cubrimientos abiertos con la siguiente propiedad
para cada sucesiofU,),_; con la propiedad de interseccion finita, dondg&U, para todo ne N, se
cumple que

(1Un={x}, paraalginx € X.
n=1

(4) X posee una sucesion compléts, )y, de cuasi-cubrimientos abiertos tal que:

(a) Uy es disjunta para todo g N,
(b) Un+1 es un refinamiento fuerte dg, para cada ne N, y
(c) para cada sucesion decrecierfidy : U, € Un, N € N}, se cumple que

(VUn={x}, paraalginec X.
n=1

Prueba. Claramentg1) = (2).

(2) = (3). Supongamos qu¥ tiene un subespacio denso completamente metrixapleeap una métrica
completa generando la topologia relativayde&Siendo(Y,p) un espacicf:ech—completo y puesto qiX es
una compactificacion d¢, el Teorema 1.11.10 nos garantiza dues unGs enf3X. Sea(Gp);y_; una sucesion
de subconjuntos abiertos X tal queY =(,_; Gn. Observe que com¥ es denso efX, U NBX # & para
cada abierto no vacid C BX, lo cual permite, para cadec N, definir la familia

Up = {U NX:U CBX es abierto UP*c Gy, diamUNY) < 1/n}.

Se sigue de la regularidad @& quel,, es un cuasi-cubrimiento dé&

Observemos en primer lugar que la sucesftin);y_; satisface la conclusion de). En efecto, sea
(Un)m_y una sucesion con la PIF, dondlg € U, para todon € N. Para cada € N, usando la definicion
deUp, elijamos un abiert®,, enX tal queU, = VN X, \TnBX C Gy, ydiamV,NY) < 1/n. Seax, € V,NY,
(n=1,2...). Puesto quéU,),_, tiene la PIF, resulta que la sucesiéq);;_; es de Cauchy e¥l y entonces
Xn — Xo €Y. Por estoﬂ;‘,":l\WY = {Xo} ya que dian(NWY) < 1/n. Ademas,

N0 = N%WnX* c NV c NG =V,
n=1 n=1 n=1 n=1
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de donde se obtiene que

00

ﬁUﬁ( = ﬂvanY = {xo}. (1.11.6)

Veamos finalmente que la suces(dth) . €s completa De nuevo, séa,);,_; una sucesion cod, € Uy
para todm € Ny sea§ un filtro base sobrX controlado pofU,);;_,. Para cada € N, escojamos uf, € §
tal queF, C U,. Como antes, seg € V,NY, (n=1,2...). Por ser§ un filtro base sobr&X controlado por
(Un)m_y, tenemos que la sucesi@d,),,_, posee la PIF y, entonces, por lo demostrado anteriormenies/e
que (1.11.6) se cumple.

Notemos a continuacién que

NF c OFr < NTS = {x0} y ﬂfnﬁ C NGn=Y,
Feg n=1 n=1 n=1 n=1
F

de modo qué;y_; =M=, FY, y comopX es compactompegfBX # @. Por esto,

00

o# NFP c NFEX = NFSc N0 = (%),
n=1 n=1

n=1

de donde se sigue que

NFY = {x}

y puesto queg € Y C X, concluimos quﬂpegfx = {Xo}. Esto prueba quéll,);_; es completa.

(3) = (4). Sea(Un);_; una sucesion completa de cuasi-cubrimientos abiertdssigisfaciendd3). Por el
Lema 1.11.2, existe una sucesion compléta),_, de cuasi-cubrimientos abiertos Hetal queV, es una
familia disjunta yV, 1 es un refinamiento fuerte d&,, para todan € N.

Sea(Vn);_; una sucesion decreciente, dondec V, para cadan € N. Por la construccion de 108,
para cadan € N, existe unUp;1 € Uns1 tal queViiq C Vo NUpy1. Puesto queVy)y_; es una sucesion
decreciente, entonces ella resulta ser un filtro base ¢adtror la sucesiotUn);,_;, de donde se sigue que
Nm-1Vn # 9. Por otro lado, com@>_,V, € Nn_,Un y ya que, por hipétesis,_,Un = {X} para algin
Xo € X, se concluye quf\y_1Vin = {Xo}.

(4) = (1). Supongamos quét) se cumple. Entonces, por el Teoreivd), X es casiCech-completo, y
gracias al Corolario 1.11.3, un espacio de Baire. Para sa@l, seaG, = Uy, U. EntoncesG, es un
subconjunto abierto denso &ny, en consecuencia, por el Teorema de Categoria de Baitd,),,_; G, €s
un Gs-denso erX.

Notemos que por la condicidig), six,y € Y, conx#y, existe um € N tal quell,, separa a tales puntos;
es decir, existen diferentes elemernitsy Uy enU, tales quex € Uy y y € Uy. Esto nos permite definir la
siguiente métrica sobreY del modo siguiente:

(xy) = ° Six=y
PRCY) = (min{n:unseparazxyay})_l, SIX#Y.

Usando las condicioneg®) y (c) se puede demostrar, sin mucha dificultad, gus una métrica completa
sobreY. Méas aun, para cada, € U,y x € UyNY, el conjuntoU,NY es una bola abierta con centroen
radio 1/n de modo que la topologia original d¢ 1|y, es més fuerte que [&topologia. Para demostrar que
la p-topologia es més fuerte qug, necesitaremos probar el siguiente hecho:
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Afirmacion: Sean F un subconjunto cerrado de Y y suponga gaé’x. F. Entonces existe un
neNyunU, € Uytalque xe Uy y UnNF = @.

Prueba de la Afirmacion. Suponga que, para cada N, x € U, pero quéJ,NF # &. El Axioma
de Eleccion nos permite escoger en cdga F, un punto, digamog,. Pongamos

Fn={Xn:m>n+1}

para cada € N. Por la condiciér(b), la sucesioniUn)_, es decreciente, y pdc), N1 Un = {X}.
De aqui se sigue

@;«éﬁanﬁUn:{x}
n=1

n=1
y, en consecuencia,c F. Esta contradiccion establece nuestra afirmacion.

Por lo acabado de probar, resulta quepitopologia es mas fuerte que la topologia origimigl de Y, y
entonce¥ es un subespaciB@s-denso completamente metrizableXle |

El siguiente lema es mas fuerte que la equivalefitja= (2) del Teorema 1.11.15.

Lema 1.11.3. Sea(X, 1) un espacio de Hausdorff completamente regular y sea 'Y ursgabie denso com-
pletamente metrizable de X. Entonces Y es gerGX.

Prueba. Segun el Teorema 1.11.1‘0,eséech-completo, de modo que, por el mismo teoreynes unGs
en cualquier compactificacian¥. En particular, si tomamasy = BX, se sigue qu¥ es unGs enf3X, y en
consecuencia, también &n |

Una de las caracterizaciones interesantes de los espaétdasas que contienen un subespacio denso
completamente metrizable es la siguiente (véase, por &efap.

Teorema 1.11.16.Sea(X,d) un espacio meétrico. Las siguientes condiciones son ecurites:
(1) X es casiCech-completo.
(2) X es Oxtoby-completo.

(3) X contiene un subespacio denso completamente metrizable.

Prueba. (1) = (2) es el Corolario 1.11.3.

(2) = (3). Suponga qué2) se cumple y seéBp);y_; una sucesion de pseudo-bases<dson respecto a la
cual X es Oxtoby-completo. Nuestro objetivo inmediato es coirsinductivamente, una sucesi¢i,);,_;
de familias de subconjuntos abiertosXigatisfaciendo, para cadee N, las siguientes condiciones:

(a) Vn g BI’]!

(b) 'V, es un cuasi-cubrimiento abierto ¥e sus miembros son disjuntos dos a dos y cada elemerifq de
tiene didmetre< 1/n.

(C) Vny1refinaaVy,y
(d) Vi1 €V, siempre quén1 € Vie1 Y Vo € Vi

Fijemosn € N. Para construi¥,, consideremos todas las familigsle subconjuntos abiertos detales
que
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(1) V esdisjunta,
(2) V C By, V es un cuasi-cubrimiento abierto Hey
(3) diam(V) < 1/n, paratodo/ € V.

La relacion
V' <V" si,ysolosi, V' CV’

es un orden parcial. Es un ejercicio sencillo verificar gde twonjunto totalmente ordenado (= a una cadena)
admite una cota superior y, en consecuencia, el Lema de Darpnovee de una familia, denotada pr

que es maximal, es decir, que no puede ser extendida. Olaeove que la maximalidad d&, garantiza
que

Uva yu. (1.11.7)

VeV UeB,

En efecto, sSW := Uycs, U \Uvey,V # @, entonces comd/ es abierto eiX, existe una bola abiertad, en
W con diametro menor que/t. Ahora, por sefB,, una pseudo-base, existes By, V # &, conV C U, CW.
Por esto, diarfV) < 1/ny, por lo tanto,V' :=V,U{V}, es una nueva familia contiendo estrictamerit &
que, evidentemente, viola la maximalidadWe Esto prueba (1.11.7). Puesto dbiges un cuasi-cubrimiento
abierto deX se sigue de (1.11.7) que

U v=x,

VeV,

de modo qué’,, también es un cuasi-cubrimiento dle Uno puede, con un poco de cuidado, arreglar las
cosas para qug,. 1 sea un refinamiento (fuerte) &% (véase la prueba del Lema 1.11.2). Si algra V,

y la sucesior(Vn)p_, es decreciente, entoncég 1 €V, (n=1,2,...), de modo qué\_; Vi # & por serX
Oxtoby-completo. Ademas, como dié¥hy) < 1/n, resulta qué)y_, Vi, = {Xo}, para alging € X. Notemos
también que, evidentement€/,),,_; €s una sucesion completa. La conclusion deseada sigue cddaa
implicacion(4) = (1) del Teorema 1.11.15.

(3) = (1). SeaY un subespacio denso completamente metrizablé.deap una métrica completa sobre
Y compatible con su topologia relativa. Enton€é9) es un espacio métrico completo y, por consiguiente,
un espacicech-completo denso éq Se sigue del Lema 1.11.3 g¥ees un espaci€ech-completo que es
Gs-denso erX, es decirX es casf:ech—completo. |

Comentario Adicional 1.11.5 Los espacios completamente metrizables juegan un papettambe en mu-
chas ramas del quehacer matematico y por esa razén han gtlo @b un estudio amplio y profundo
de sus propiedades. Ademas del Teorema de Alexandroffddefjdas siguientes caracterizaciones
de tales espacios constituyen una muestra de algunas dedatigaciones en esa area (véase, por
ejemplo, [310]).

Teorema 1.11.17.Sea(X,T) un espacio metrizable. Son equivalentes:

(1) X es completamente metrizable.

2) X esun G de algun espacio métrico completo.

3) X tiene una sucesion complefdn);y_; de cubrimientos abiertos.

4)
)

5) X tiene una criba abierta complefdUq : 0 € A}, ).

X tiene una sucesion complefd,),,_; de cubrimientos exhaustivos.

(
(
(
(
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(6
(7
(8
(9
(10
(11

X tiene una criba exhaustiva completiy : a € An}, Th)n ;.

X tiene una criba estrictamente exhaustiva pseudo-compfély : o € Ay}, Th) ;.
El jugadorll posee una estrategia estacionaria ganadora patX

El jugadorll posee una estrategia ganadora par@G.

= O O ~— T

El jugadorll posee una estrategia estacionaria ganadora par&G.

~—

El jugadorll posee una estrategia ganadora para(&).

Todas las nociones no definidas que aparecen en el teoreet@ase pueden leer, por ejemplo, en
el articulo de E. Michael [310]. En el mismo articulo, Michebtiene, para los espacios c&sch-
completos, las siguientes caracterizaciones.
Teorema 1.11.18.Sea(X, 1) un espacio de Hausdorff completamente regular. Son ecguites:

(1) X es casiCech-completo.

(2) X tiene una sucesion completH,);,_; de cuasi-cubrimientos abiertos, donde cddiaes dis-
junta, n> 1.

(3) X tiene una cuasi-criba abierta completa disjurif@q : o € An}, Th)n_;.
(4) X tiene una sucesion complefd,);y_; de cuasi-cubrimientos abiertos.
(5)
(6)

5) X tiene una cuasi-criba abierta completfly : a € An}, Th)n;.
6) El conjunto GT= {f € C(X): (X, f) es Tykhonov bien-formulado generalizgdes residual en
C(X).

Una demostracion de la Ultima caracterizacion del resoltatterior se puede ver en el articulo de

Coban, Kenderov y Revalski ([100], Theorem 6.2, p. 546).

Recordemos que un espacio topoldgico de Hausdods detipo numerablesi cualquier compacto

K de X esta contenido en un subconjunto comp&cto X que tiene una base numerable de entornos

abiertos erX. Todos los espacios métricos y asi como todos los espacabriente compactos son
de tipo numerable. En [14], Arhangel'skie formula la siguiente pregunta:

¢,Cuando, un espacio completamente regular X, admite ungaciificaciéon bX tal que bX X
pertenece a una clase dada de espacios topoldgicos?

Un resultado clasico, pero no trivial es esta direccion,| esgeiente teorema de M. Henriksen y J.
Isbell [211]:

Teorema de Henriksen-Isbell Un espacio de Hausdorff completamente regulért) es de tipo
numerable si, y sélo si, el resto en cualquier (o alguna) cactificacion de X es de Lindelof

Se sigue del Teorema de Henriksen-Isbell que cualquier desun espacio metrizable es un espacio

de Lindelof y, en consecuencia, paracompacto.

Es Arhangel’skTi, en [14], quien introduce la siguiente definicion con eledivp de estudiar propie-

dades generalizadas de metrizabilidad de restos de cdfigaaibnes, poniendo especial atencién en

los grupos topolégicos:
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Definicion 1.11.10.Un espacio de Hausdorff completamente regubért) se llamaOhio-completo
si en cualquier compactificacién bX de X, existe un subcoajdrC bX que es un gtal que XC Z
y para cualquier xc Z ~. X existe un subconjunto SbX, que también es ungGtal que xe S 'y
SNX=g.

En dicho articulo, Arhangel'skdemuestra que X esun espaciéech—completo, Lindel6fp-espacio,
0 posee un&gs-diagonal, entonceX es Ohio-completo.

Una de las grandes deficiencias que posee la ésee los espacios de Baire, es que ella no es
productiva; es decir, el producto de espacios de Baire h@assariamente un espacio de Baire. El
problema de unificacion de Baireconsiste en encontrar subclase®ieque sean productiva y tengan
algunas otras “buenas” propiedades.

Clase perfecta de compactodJna familia @ de subconjuntos compactos se llaperfectasi ella
es estable bajo imagenes continuas, productos numeraldebgonjuntos cerradogMercourakis-
Negrepontis [307], p. 529)

Ejemplos de clases perfectas son: la clase de los compaztBbetlein, la clase de los compactos
de Talagrand, la clase de los compactos de Gul’ko, la clasesdeompactos de Corson, la clase de
los compactos fragmentables, la clase de los compactosdallSetc. Detalles y propiedades de los
espacios antes mencionados se pueden ver en el articulaydepiitis [337], en el de Mercourakis-
Negrepontis [307] y en el libro de Fabian [157].

Para otros ejemplos y caracterizaciones interesanteedeies de Baire el lector puede consultar la
excelente monografia de Haworth-Mccoy [208].

1.12. Puntos de continuidad

Uno de los aspectos importantes cuando se trabaja con figscéovalores reales o complejos definidas
sobre un espacio topolégico arbitrario es determinar guotm de puntos donde ella es, o bien continua, o
bien discontinua. En esta seccion abordaremos brevemeargtidio de funciones a valores reales definidas
sobre un espacio métrico completoEl resultado central es el teorema de Baire-Kuratowski&l establece
que cualquier funciorf : X — R que es el limite puntual de una sucesién de funciones cagtiawalores
reales definidas sobb€, el conjunto de sus puntos de continuidad constituy&gsdenso.

Definicion 1.12.1. Sean(X,1) y (Y,() espacios topologicos de Hausdorff y: X — R una funcion. El
conjunto

PC(f) = {xe X : f es continua er}

se llama el conjunto de lopuntos de continuidadde f, mientras quéisc(f) = X ~ PC(f) denota el
conjunto de logpuntos de discontinuidadle f.

Una de las caracteristicas fundamentales del conjuntd P@ara cualquier funcior : X — R donde
(X,d) es un espacio métrico, viene dada por el siguiente resultado

Teorema 1.12.1.Sean(X,d) un espacio métrico y fX — R una funcién cualquiera. EntoncéC(f) es
un Gsen X.
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Prueba. Para cad& € N, definamos
Gk =|J{U C X : U es abierto| f(x) — f(y)| < 1/k paratoda,y € H}

y pongamoss = (_; Gk. Puesto que caday es un conjunto abiertd@ es unGs. Vamos a demostrar que
G =PC(f).

(1) PC(f) C G. Seaxg € PC(f). Entoncesf es continua e y, en consecuencia, para cada enterol,
existe und > 0 tal que| f (x) — f(xo)| < 5 Siempre quel(x,Xp) < &. Hagamos) := U (xo,8), dondeU (Xo, )
es la bola abierta de centxgy radiod. Entonces, para cualquier par de elemertgs U, se cumple que

1 1 1

1100 = T < 170 — Fx0) |+ 1Y) = F(0)| < 3+ 5 = 1

con lo cual se establece guge G.

(2) GCPC(f). Seaxg € Gy seae > 0. Elijamos urk € N tal quef < &. Comoxo € G, resulta queg € Gk

Yy, en consecuencia, existe un subconjunto abigride X tal quexp € U y [f(X) — f(y)| < % para todo
x,y € U. Pero siendd abierto, existe ud > 0 tal que la bola abiertd (X9, 6) C U. De aqui se sigue que si
x € U (Xo,0); es decir, st(x,Xp) < 9, entoncex, Xp € U y, por lo tanto,| f (x) — f(xo)| < % < €. Esto prueba
quef es continua erg y termina la prueba. |

El siguiente teorema puede ser pensado como una especiees®mpl resultado anterior para el caso
en C]UE(X,d) = (R>| ' |)

Teorema 1.12.2.Si G es un conjunto §&no vacio deR, entonces existe una funcién: R — R tal que
PC(f)=G.

Prueba. Sea(Vy);r_; una sucesion de subconjuntos abiertoRdal queG = N;;_1 Vi. Sin perder generali-
dad, podemos suponer que la suceg\éy),,_; es decreciente cohy =R, pues en caso contrario la sucesion
(Un)>_,, dondeU; = R, y paran > 2,Un =L, Vi, es decreciente y su interseccién es igual a

Definamos ahora la funciéh: R — R por

0 si xeG
f(x) = 1/n si XeVna~\ Vo1, X€Q
—-1/n si XeVa\ Vi1, X€Q

Veamos qués = PC(f). Seare > 0 y x € G. Escojamosy € N tal que ¥/ng < €. Puesto qu& € Vy,, y como
Vi, €s abierto, existe ud > 0 tal que(x— d,x+ 8) C V4, Y, €n consecuencia,

oyi<E = 10— )= 1)< o <
lo cual prueba qué es continua e, es decirx € PC(f).

Para demostrar la otra inclusion, supongamosxqaéC( f) pero quex ¢ G. Entonces existe al menos
unn tal quex €V, (por ejemplox € Vi). Sean el Unico entero positivo tal quec Vj, \ V1. En este caso
f(x) = £1/n dependiendo si es racional o irracional. Existen dos casos a considerar:

e X¢&Vni 1. Puesto qua € Vi, \ Vii1, existe umd > 0 tal que(x— 8,X+ ) C Vi \ Vhr1. Siy € (X— 8,X+0)

es irracional, entonces ) 1
f(x)—f =—_>_ .
f)—fy)l=1> >
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Esto dice qud no es continua e, lo cual es contrario a nuestra hipotesis.
e x€Vp1. Eneste caso, existe una sucegiki)y_; enVi.1 tal quex — X. Puesto quéf (x)| <1/(n+1)
para toddk € Ny |f(X)| = 1/ntenemos qué (xc) /4 f(X) y, por consiguientex ¢ PC(f).

Por lo tanto, la suposicion de queesta en PCf) pero no enG, conduce a una contradiccion. Esto
termina la prueba. |

En general, el conjunto de los puntos de continuidad de umeidn f : X — R, donde(X,d) es un
espacio métrico, no necesita ser denso en dicho espaciuBstica la siguiente definicion (véase también
la pagina 474.

Definicion 1.12.2. Sea(X, 1) un espacio topologico de Hausdorff. Una funcionX — R se dice que es
puntualmente discontinuasi PC(f) es denso en X.

En vista del Teorema 1.12.1 tenemos que:

Corolario 1.12.1. Si (X,d) es un espacio métrico y:fX — R es una funcion puntualmente discontinua,
entonce$C( ) es un G-denso en X.

Denotemos por pDX) el conjunto de las funcioneb: X — R que son puntualmente discontinuas,
donde(X, 1) es un espacio topoldgico de Hausdorff. En la Seccion 1.E2ehvos que X, d) es un espacio
métrico completo, entonces cualquier funcién inferiortaegemicontinua (respectivamente, superiormente
semicontinua) : X — R es puntualmente discontinua. Del siguiente resultadodgcgeque pDCX) es, en
realidad, un espacio vectorial solite

Teorema 1.12.3.Sea(X,d) un espacio métrico completo y seajgf X — R funciones puntualmente dis-
continuas. Entoncesf g es una funcién puntualmente discontinua.

Prueba.Notemos que, por hipotesis, los conjuntos(PCy PC(g) son Gs-densos erX. Se sigue ahora
del Teorema 1.8.1 que RP€ NPC(g) es denso eX y como PGf)NPC(g) C PC(f + g), obtenemos el
resultado. |

Una pregunta que podemos formularnos con interés es lastguiSi(X,1) es un espacio topologico
de Hausdorff, ¢ qué tan complicado es el conjunto de los pulga@ontinuidad de una funcién: X — R?
¢Cuando P(r) es unGs-denso? ¢ Qué papel juega la completitud si nos restringinuiosespacio meétrico?

Como se sabe, uno puede, dado un subconjunto infinito nutadfatie puntos deR, construir una
funcion f : R — R tal que Dis¢f) = F. En efecto, sF = {x, € R: n € N}, entonces definimo§: R — R

por la formula
1
f(x) = —
57

donde, para cadac R, Ny = {n € N : x, < x}. No es dificil establecer qué es mondtona creciente y
discontinua Unicamente en los puntosFleEn general, en la definicion die uno puede tomar cualquier
sucesioncy )y, de nimeros reales positivos PRy Ch < o, en lugar de la sucesidd/2")y_;.

Aunque, como muestra el ejemplo que sigue a continuacidsteexfunciones a valores reales que son
continuas en los irracionales y discontinuas en los ratésnkp sorprendente es que lo contrario es imposible
que ocurra; es decir, no existe funcién algdnaR — R que sea continua Unicamente en los racionales, es
decir, tal que PCf) = Q. Vito Volterra demostro tal afirmacion sin apelar al Teorefe@ategoria de Baire,
pues la hace dos décadas antes de la aparicion del teorenardeB su tesis de 1899. Sin embargo, con
ésta herramienta, es decir, con el Teorema de Categoriaide Bgrueba es muy sencilla.
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Respondiendo a la pregunta: ¢cuandd H@s unGs-denso en su dominio?, un resultado parcial se
obtiene siX es un espacio métrico completdyes el limite puntual de una sucesion de funciones continuas
a valores reales definidas sobteAntes de probar esto, veamos el siguiente ejemplo codstpor K. J.
Thomae en 1875.

Teorema 1.12.4 (Funcion de Thomae). Sea g [0,1] — R la funcién definida por
1 si x=0,
_J1r p
g(x) = g S x:aeQm[O,l], con m.c.dp,q) =1,
0 si x¢QnJ[o,1],

y extienda a g a tod® declarando que ) = g(x+ n) para cada nc Z y todo x< [0,1]. Entonces g es
continua en los irracionales y discontinua en los raciosalgén particular, g es puntualmente discontinua.

Prueba.Veamos, en primer lugar, qug es discontinua sobr@®. Seax = p/q un namero racional con
m.c.d(p,q) = 1. Como el conjunto de los numeros irracionales es densR, grodemos elegir una suce-
sion de nameros irracionalds,)y_; tal quex, — x cuandon — c. Por definicion,g(x,) = 0 para todo
n € N, mientras quey(x) = 1/q # 0, es decir, lim_.g(X%)) # 9(X). Esto prueba la discontinuidad deen

X € Q y comox es arbitrario, concluimos quges discontinua sobi@.

‘.o:\ / .‘:‘ ’.o:\ / .‘:‘

1

SO

2

b

N 2
N 3
INTAE.

Para probar qug es continua sobre los irracionales, sera suficiente, parlagicidad dey, demostrarla
en lo irracionales del interval®, 1). Tomemos cualquiery € (0,1) \ Q y sea 0< € < 1. Eljamos urN € N
tal que% < €. Nuestro objetivo es determinar un intervalo abierto camtroeenxg, digamosJ, que no
contenga ningun racional en forma reducida de la siguiéstte |

1 1 2 1 3 1 2 3 4 N-1

E? §7 §7 Zv 2_7 67 67 67 gv Ty T (1121)

¢Por qué la eleccion dies la adecuada? Pues bien, supongamos que hemos obtendenello J y
tomemos cualquiex € J. Notemos ahora que:

» sixes irracional, entoncegx) = g(Xp) = 0y, en consecuencia,
190 —g(x0)| =0<e.

= Si X es racional, entonces dicho nUmero no es ninguno de los guecam en (1.12.1) y, por con-
siguiente, su denominador debe ser mayor ljues decirx es de la formaa cong> Ny, por lo
tanto,

1909 — g0%)| = [g(¥)] = g < % “e
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Esto demuestra la continuidad genxp y la prueba finalizara una vez hallamos construido el interda
El procedimiento para obtener el intervalo abieles muy sencillo: en efecto, sea

Sv={p/qe(0,1): p,qson primos relativos cog< N}

Es claro quegy es un conjunto finito y sus elementos son los puntos que agaescla lista (1.12.1). Ahora
bien, comdsy es finito, podemos hallar > 0 tal qued := (Xo— &, % +90) C (0,1) y SyN(Xo—9d,%+90) =
@. Esto termina la prueba. |

Si bien es cierto que la funcidn: R — R definida anteriormente es continua Unicamente en losdraci
nales, el siguiente resultado nos muestra que es imposib&rair una funciorf : R — R que sea continua
s6lamente en los racionales.

Teorema 1.12.5 (Volterra). No existe funcion fR — R tal quePC(f) = Q.

Prueba. Supongamos que una télexiste. Por el Teorema 1.12.1 sabemos quéfP€s unGs, mientras
que, por hipotesis, R@) = Q. La combinacion de estos hechos nos dice Ques unGs-denso lo cual
contradice el Corolario 1.8.5. |

Como ya habiamos mencionado, la primera demostracién sldtado anterior, sin usar el trivialmente
profundo Teorema de Categoria de Baire, fue dada por la roslate del matematico italiano Vito Volter-
ra cuando auln era un estudiante (a penas contaba con 19 aflos)décadas antes de la aparicion del
resultado de Baire. Volterra us6 la funcion de Thomgara tal proposito. ¢ Quieres ver como lo hizo?.

Prueba del Teorema 1.12.5 al estilo VolterraSupongamos que una existe una funcfonR — R que
es continua Unicamente en los racionales ygkafuncion de Thomae ya definida. Tomemos un ndmero
racional cualquier® en(0,1). Comof es continua erp, existe und > 0 tal que(xg — 8,%+90) C (0,1) y

| f(x)—f(x0)| <1/2 siempre quéx— x| < d.

Escojamos ahora; y b; de modo quéas,b;] C (xo— &,%+ d). Entonces, para todgy € [a;,b;] se cumple

que
1 1
00— T <1100~ FOo)l + [ F) — o)l < 545 =1.
El siguiente paso es elegir arbitrariamente un nimeroiamatyp € (a;,bs) y usar la continuidad dgenyp
para obtener, como en el paso anterior, puaog b, tales quday, by] C (a1,b1) y |g(x) —g(y)| < 1 para

todox,y € [az,by]. En particular,

f)—-fyl<1l y Jgx—gy)l<1

para todax,y € [ap,by]. Repitiendo el argumento anterior pero ahora trabajandaetmtervalo(az,by) en
lugar de(0,1), podemos construir un intervalag, bs] C (ap, b) tal que las desigualdades

T t)l<3 v laW-gw)l<;

se cumplan para todoy € [ag, bs]. Continuando con este proceso indefinidamente, se corsing/sucesion
([an,bn])m_4 de intervalos cerrados tal que

(1) (0,1) 2 [ag,bs1] 2 [az,bo] O --- D [an,by] D -+,
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(2) [an+1,bn+1] € (an,bn), paratoda € N,
(3) rI]'lm longitud([an,bn]) =0,y

4) [T —f(y)<1/2" y [g(x)—g(y)| <1/2" paratodm,y € [an,bn].

Observe que las condicionés) y (3) permiten invocar el Teorema de Encaje de Cantor para obtener
anico puntozy tal que,_1[an, bn] = {Z0}. Por otro lado, usand@®), vemos quea, < zy < by para todo

n e Ny se sigue dé4) que f y g son ambas continuas en ese punto. Pues bien, esto Gltimayas o
esta bien: hemos construido un puria@ue a todas luces resulta ser un monstruo: dicho punto essmlom
tiempo, un nimero racional por secontinua ergy, pero también es un nimero irracional porgeontinua
en ese punto. Esta contradiccion revela que la susodick#fuh no puede existir. |

Como consecuencia del anterior resultado de Volterra ebic@Tion con la funcion de Thomae, Volter-
ra de nuevo nos sorprende cuando deduce que:

Corolario 1.12.2 (Volterra). No existe funcién continua:fR — R tal que f(x) es irracional para cualquier
numero racional x y fy) es racional para cualquier nimero irracional y.

Prueba. Suponga que una tal funcién continti@xiste y defina la funcié : R — R por
G(x) =9(f(x)) paratodxeR,

dondeg es la funcién de Thomae. Bajo esta suposicion, una contiadicon el Teorema 1.12.5 se obtendra
al demostrarse que es continua en los racionales. En efecto, suponga gaein nimero racional. Entonces
f(x) es irracional y coma@ es continua en los irracionales resulta de la continuidad de x que G es
continua erx. Para terminar la prueba debemos mostrar@ues discontinua en los irracionales. Para ver
esto, segy un namero irracional. Usando la densidad@een R, escojamos una sucesi¢r,)y_; enQ
convergiendo g. Por la continuidad dd tenemos que lifm.. f(X;) = f(y). Como f(x,) es irracional
para todon € N, resulta, de la definicion dg, que G(x,) = O para todon € N, de donde se sigue que
0=1limp_»G(X,) # G(y) = g(f(y)) ya quef(y), por ser racional, implica qug f(y)) # 0. |

Un resultado mas general que el corolario anterior fue aeste nuevo por Volterra en 1881 quien aun
no cumplia los 20 afios (véase el articulo de W. Dunham [148Braostrar que

Teorema 1.12.6 (Volterra). Sea(X,1) un espacio de Baire. No existen funciones puntualmentertdiscias
f,g: X — R para las cuales los puntos de continuidad de una de ellas lsgountos de discontinuidad de
la otra y viceversa.

La prueba de esto Ultimo se obtendrd como consecuencia dssulterdo de Gauld y Piotrowski [195]
que generaliza considerablemente el Teorema de Volteara f@mular y demostrar lo expresado por Gauld
y Piotrowski es preciso revisar algunos hechos simplesptgdgia.

Recordemos que $K,T) es un espacio topologico de HausdoAfes un subconjunto d€ y G es una
coleccién de subconjuntos & entonces

st(A,§) = J{ue§: UnA£a}.

SiA= {x}, escribiremos $k,5) en lugar de $tx},5). En este caso, 6t 5) =J{U € §: xeU}.
Una sucesion{Sn);y_, de cubrimientos abiertos d¢ se llama urdesarrollo de X si, para cadx € X,
el conjuntoBy := {st(x,S,) : n € N} es una base ex lo cual significa que, para cada conjunto abi&ito
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conteniendo &, existe um € N tal que stx, §,,) CU. Un espacio topoldgico que posee un desarrollo se llama
espacio desarrollable Es facil ver que cualquier espacio métr{ea d) posee un desarrollo. En efecto, para
cadan € N, considere el cubrimiento abier§p = {U(x,1/n) : x€ X} de todas las bolas abiertas con centro
enxy radio 1/n 'y ahora observe quéSn),_; es un desarrollo dX. La clase de espacios desarrollables
constituyen una de los mas naturales y Utiles generalizeside los espacios metrizables.

SeanX,Y espacios topoldgicos de Hausdoffff, X — Y una funcién y se& un cubrimiento abierto de
Y. Considere el conjunto

Q(f,5) = {xe X: existe un abiertty conteniendo ay existe un abiert&y € G tal quef(U) CV}.
Observe que(f,S5) es un conjunto abierto por ser unién de conjuntos abiertdenfs, es claro que,
PC(f) C Q(f,9). Mas aun, s{Sn);_; una sucesion de cubrimientos abiertos<dgsi se define

00

Q(f,(Sn)m=1) = [ ) Q(f,Gn),

n=1
entonce)(f, (Gn)n_1) €S UnGs enX.

Teorema 1.12.7.Sean X un espacio topoldgico de Hausdorff, Y un espacio idisate con desarrollo
(Sn)p_q Y T X =Y una funcion. Entonce3C(f) es un G de la forma

PO(T) = () Q(F.G0).
n=1

Prueba. Puesto que P@) C Q(f,9n) para todon € N, es suficiente demostrar la otra inclusion. Sea
Nn=1Q(f,SGn). Entonces, para cadec N, existe un entorno abiertd, dexy unV, € G, tal quef (U,) C V.
Puesto quéSy,),_; es un desarrollo, resulta que la colecci®f),_, es una base efi(x). Suponga ahora
queW C Y es un conjunto abierto conteniendd &). Entonces existe un conjuntq conV,, C W, de donde
se sigue qué (U,) C V,, CW. Esto prueba qué es continua em y, asi,x € PC(f). |

Definicion 1.12.3. Sean(X,1) y (Y,¢) espacios topoldgicos de Hausdorff. Una funcionX — Y tal que
PC(f) y Disc(f) son ambos densos en X es llamada @unzcion de Volterra Una funcion de Volterra
f: X —Y se dice que esxclusivamente discontinuai no existe funcion alguna:gX — Y tal que

PC(f) = Disc(g) y PC(g) = Disc(f).

La funcién de Thomae es un ejemplo de una funcion de Voltareaeg exclusivamente discontinua.
Observe que la condicion de densidad de los conjuntd$ P Disc( f) no se puede omitir en la definicion
de funcion exclusivamente discontinua. En efecto,fse® — R definida por

F(x) = X sixeQ,
- | —x sixeR\Q.

Entonces PCf) = {0}, y Disc(f) =R\ {0}. Ahora, sea: R — R definida por

x) = 1 six>0,
99=9%0 six<o.

Claramente, P(f) = Disc(g) y PC(g) = Disc(f).
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Teorema 1.12.8 (Gauld-Piotrowski). Sean X un espacio de Baire y Y un espacio desarrollable. Eeson
cualquier cualquier funcién de Volterra:fX — Y es exclusivamente discontinua.

Prueba. Suponga que existe una funcién de VoltefraX — Y que no es exclusivamente discontinua. Esto
significa que existe una funcidn X — Y tal que

PC(f) = Disc(g) y PC(g) = Disc(f).

Puesto que, por definicion, PE N Disc(f) = @, usando el hecho de que R = Disc(f), tenemos que

PC(f)NPCg) = @.

Veamos ahora que lo anterior no puede ocurrir. En efectadsié una funcion de Volterra se cumple
que PCf) y Disc(f) son densos eK, y como PCg) = Disc(f), resulta que P(f) y PC(g) son densos
en X. Por el Teorema 1.12.7, ambos conjuntos €grdensos, y puesto que es un espacio de Baire, el
Teorema 1.8.1 nos garantiza que (P PC(g) es unGs-denso erX y, en consecuencia, no vacio. Esta
contradiccion establece que cualquier funcion de Voltesraxclusivamente discontinua. |

Prueba del Teorema de Volterra Suponga que existen funciones puntualmente discontifigasX — R
tales que los puntos de continuidad de una de ellas seanntsspile discontinuidad de la otra y viceversa.
Entonces PCf) y Disc( f) son ambos densos &rpuesto que PJ) y PC(g) = Disc( f) lo son por hipétesis.
Esto prueba, en particular, gdiees una funcién de Volterra y, en consecuencia, por el Teoleh2a8,f es
exclusivamente discontinua, lo cual significa que ung ta puede existir. De modo enteramente similar se
prueba que una tdl tampoco puede existir. |

Comentario Adicional 1.12.6 Los resultados de Volterra le permitieron a D. B. Gauld y Ati@ivski [195]
formular las siguientes definiciones, pero reformuladapago mas tarde por Gauld, Greenwood y
Piotrowski en [173].

Definicion 1.12.4. Sea(X, 1) un espacio topoldgico de Hausdof¥, 1).

(a) X se dice que es uespacio débil de Volterrai, para cada par de funciones puntualmente
discontinuas fg: X — R, se cumple queC(f)NPC(g) # .

(b) X sedice que es wspacio de Volterrai, para cada par de funciones puntualmente discontinuas
f,g: X — R, se cumple queC(f) NPC(g) es denso en X.

Es claro que todo espacio de Volterra es un espacio débillterdy pero ¢ cudl es la relacidén de éstos
espacios con los de Baire? Aunque la definicién de espacigslera estan formulados en términos
de funciones, la siguiente equivalencia “interna” perrhaeer transparente la relacion entre ellos. En
efecto, Gauld, Greenwood y Piotrowski en [173] prueban que:

Teorema 1.12.9 (Gauld-Greenwood-Piotrowski).Sea (X, T) un espacio topologico de Hausdorff.
Son equivalentes:

(1) X es un espacio de Volterra (respectivamente, un espacibd#kolterra).

(2) La interseccion de cualesquiera par de conjuntgsdensos en X, es densa en X (respectiva-
mente, es no vacia).
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Resulta entonces claro que todo espacio de Baire (respmetivte, todo espacio de segunda catego-
ria) es un espacio de Volterra (respectivamente, es uniesjitil de Volterra). Estas cuatro categoria
de espacios son todas distintas (véase [174] para alguewwples). En [81] se pueden ver las de-
mostraciones de las siguientes caracterizaciones. Ricgee un espacio topolégico de Hausdorff
X se dice que es un espadiomogénedcsi para cualquier pat,y de puntos distintos d¥, existe un
homeomorfisma@ : X — X tal qued(x) =y.

Teorema 1.12.10 (Cao-Gauld).Sea(X, 1) un espacio topoldgico de Hausdorff.

(1) SiX contiene un subespacio denso metrizable, entoncesrXespacio de Baire (respectivamen-
te, un espacio de segunda categoria) si, y s6lo si, X es uriesga Volterra (respectivamente,
un espacio débil de Volterra).

(2) SiX esun espacio homogéneo, entonces X es un espacio dea\&)tg solo si, X es un espacio
débil de Volterra.

1.12.1. || » El Teorema genérico de Baire-Kuratowski

Un siguiente teorema es un resultado excepcionalmenteiampe por sus muchas aplicaciones y que se
debe fundamentalmente a René Baire en el caso real, pen@abjesmdo a espacios métricos completos por K.
Kuratowski. Algunos autores se lo atribuyen a Baire y a Oddwéase, [84], p. 183). Este resultado establece
gue ciertas funciones definidas sobre un espacio métricgletony a valores reales poseen abundantes
puntos de continuidad. Como siemp@ X) denotaré el espacio métrico completo formado por todas las
funciones continuas acotadés X — R con la métrica del supremo, es dedis( f,g) = sup{|f(x) — g(x)| :

x e X} conf,geC(X).

Teorema 1.12.11 (Teorema Genérico de Baire-Kuratowski)Sea(X,d) un espacio métrico completo y
sea f: X — R una funcion arbitraria. Suponga que existe una sucesionudeiénes en CX), digamos
(fn)nen, tal que f(x) = limp_ fn(X) existe para cada x X. Entonces el conjunto de los puntos de con-
tinuidad de f,PC(f), es un G-denso en X. En particular, si X no posee puntos aisladosneesPC(f) es

no numerable.

Prueba. PC(f) es unGs gracias al Teorema 1.12.1. Vleamos que él es den¥oRarak, m,n € N, definamos

Fuamn= {xe X | fm(X) — fa(x)| < %}

Siendofq,, fy funciones continuas, también lo g, — fn| y, en consecuencia, caéfan, es cerrado eiX.
Fijandok, m € N y definiendo

Fam = ﬂ Fmn,

resulta que cadg, también es cerrado efL Afirmamos queX = |J,,_1 Fkm para cad& € N. En efecto, sea
k€ Ny seax € X. Puesto que lifLe fo(x) = f(x), existe unm € N tal que | fn(x) — f(x)| < 1/(2k) para

todon > m. Ahora bien, sh > m, entonces
1
‘fm( —fn |<|fm (X)‘—F‘fn(X) |_E(+§(_E

lo que prueba que € Fymn para todan > my, por lo tanto,

Xe ﬂ Fumn=Fm C UFkI
n=m i=1
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Esto prueba nuestra afirmacion. Por el Teorema 1.8.6,@pdal J;,_; int(Fm) es abierto y denso exX. Se
sigue del Teorema de Categoria de Baire fue(,_; Gk es denso eiX.

Nos proponemos demostrar gieC PC(f). En efecto, seamp € E y € > 0. Elijamos unk € N de
modo tal qu% < §. Comoxg € Gk = Up1 int(Fm), existe unm e N tal quexo € int(Fcm). Siendo intFm)
abierto, podemos elegir Wy > 0 de modo que la bola abietti(Xp, &) C int(Fm). Observemos ahora que
si d(x,Xo) < 8o, entonces € int(Fm) C Fm Y ash, | fm(X) — fa(X)| < 1/k para cualquien > m. Usando la
continuidad del valor absoluto, se obtiene que

I

[ fn(¥) — £(X)| = | fm(x) — lim fa(X)| = lim [ fm(X) — fa(x)| <

En particular,| fm(Xo) — f(xo)| < 1/k. Por otro lado, comdy, continua enxg, podemos hallar up; tal que
‘ fn(X) — fm(xo)‘ < g/3 siempre quex € U (Xo,01). Sead = min{dp,d1}. Sid(X,%) < , entonces

[ (%) — f(x0)| < |F(X) — fm(X)| + | fm(X) — fm(X0)| + | fm(X0) — f(X0)|
}+E+}<E+E+§:g

k 3 k=3 3 3

Esto prueba qud es continua emng y, en consecuenci& C PC(f). De aqui se sigue que P es un
Gs-denso erX. Finalmente, sX no posee puntos aislados, entonces el Teorema 1.8.8 epahsable de
que PCGf) sea no numerable. [

Existen dos aspectos importantes referentes al TeoremériGemle Baire-Kuratowski que debemos
destacar. El primero es que dicho teorema sigue siendoovsiliceemplazamos &, el rango de las fun-
cionesf,, por cualquier otro espacio métri¢d,d) (que, por comodidad, pudiéramos pensar como completo
y separable, aunque es importante resaltar que tales @mmelicno son necesarias). El otro aspecto esta
relacionado con el hecho de que la sucesifary_, esequicontinuasobreE y que, ademas, gracias al Teo-
rema de Arzela-Ascoli, ella converge uniformemente solbi@quier subconjunto compacto &e(véase,
por ejemplo, [397], Theorem 20.8, p. 545).

El siguiente resultado puede ser pensado como un “casireeoipdel Teorema Genérico de Baire-
Kuratowski [439].

Teorema 1.12.12 (Wayment).Sea(X,d) un espacio métrico completo. SilGX es un G-denso, entonces
existe una funcion fX — R tal que f es continua sobre G y discontinua sobre

Prueba. Sea(Gy);y_; una sucesion de subconjuntos abiertos no vaciostdequeG = (;_, Gn. Para cada
n € N, considere la funciorf, : X — R definida porf,(X) =0 sixe G, y fo(x) = 1/2" six € X\ Gp.
Entonces la funciorf = 57, f, cumple con lo establecido. En efectoxsi G, entonced (x) = 0, mientras
que six ¢ G, entoncesf (x) > 0. Para ver qud es discontinua sobr¥ \ G, tome unx € X\ G y suponga
que por algin milagro ocult es continua em. Entonces, com& = X, existe una sucesidfx,)s>_, enG
tal quex, — Xy, por consiguiente, lim.. f(x,) = f(X), lo que produce el fatidico, © 1. Por otro lado, si
Xo € Gy £ >0, entonces podemos seleccionaug N de modo tal qug 'y 1/2" < €. Escojamos ahora
un conjunto abiertty C NN G, conxo € U. Entonces, sk € U se tiene que

0< f(x)—f(x) = f(x) < il/zn <€

y asi, f es continua erg. Comoxg era arbitrario se concluye gquiees continua sobré. |



92 Cap. 1El Teorema de Categoria de Baire

Como una aplicacion curiosa del Teorema Genérico de BairatBwski vamos a demostrar un resultado
sobre sumabilidad debido a H. Steinhaus el cual establectiga matriz regular no puede sumar todas las
sucesiones d@'s y 1's. La demostracion de esto requiere ciertas definiciones psultado de Silverman-
Toeplitz que se enuncia un poco mas abajo.

En lo que sigue supondremos osie- CI denota el espacio vectorial, con las operaciones usuaes, d
todas las sucesiones= (x,);_; de numeros complejos. Seégn y c los subespacios vectoriales sléor-
mados por todas las sucesiones acotadas y todas las sesesiomergentes, respectivamente. Notemos que
cC/ly,Cs.

Es bien conocido que toda matriz compleja infinita, digames (ank), 4, define una transformacion
lineal ®, : ¢, — sdada por 7

Pa(X1,%p,...) = (Z kX, » 8Nk -5 ankxk,...> :
k=1 k=1 k=1

para todox = (%n);_; €n’e. Si la aplicaciond, transforma sucesiones convergentes en sucesiones conver-
gentes y, ademas, preserva limites; es decip, linx, = L implica que lim_.. (Pax)n = L, donde(Pax), =
Y k1 8nk Xk, €Ntonces diremos quka es unmeétodo de sumabilidad regulary a la matrizA la llamaremos
unamatriz regular

Las matrices regulares estan caracterizadas por el siguiesultado, cuya prueba puede verse, por
ejemplo, en [106] o [360].

Teorema de Silverman-Toeplitz Una matriz A= (ank)p -1 €S regular si, y solo si,
(1) Sk.jiankconverge paracadac N y [im ) an=1,
N—oo k:l

(2) rI]’lm ank=0 paratodo ke N,y

(3) existe una constante M Otal queyy; |an| < M para todo ne N.

Notemos qud3) implica que®ax € /., para cada € {,, 0 sea, queba(/w) C l,. SeaA una matriz
regular. Se dice que una sucesios (X)), € Y €SA-sumableo queA suma ax si ®p transforma & en
una sucesion convergente; es decifPgx € c. Un problema interesante en la teoria de sumabilidad es ver s
una matriz regular puede sumar sucesione&.,de. El proximo resultado da una respuesta parcial a dicha
pregunta.

Denotemos pof = {0,1}" el espacio de todas las sucesiones de 0's y 1's dotado defizarttada
por

00

X0 — Y|
d(x,y) =
nzl 2"
para todox = (Xn)p_; Y todoy = (Yn)n_, €nQ. Es un hecho facil de comprobar q(@,d) es un espacio
métrico completo. Estamos ahora en posesion de las hentasieecesarias para demostrar el resultado ya
mencionado de Steinhaus, cuya prueba es tomada de [103].

Teorema 1.12.13 (Steinhaus)Una matriz regular no puede sumar todas las sucesione&3.de

Prueba. SeaA = (ank)py—; Una matriz regular. Por la condiciq3) del Teorema de Silverman-Toeplitz,

tenemos que la serig}_; \ank\ es convergente para cada& N, lo cual permite definir, sin ambigliedad, la
funcion f, dada porfn(X) = S_1 anX para todax € Q y todon € N. Veamos que cad es continua sobre
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Q. En efecto, sea > 0. Si elegimog € N lo suficientemente grande de modo QU ; |anx| < €, tendremos
que para toda,y € Q:

8

dixy) <21 = x=y siemprequek<j = [fa(¥)—fay)|< Y lawl <E.
=

Supongamos ahora géesuma todas las sucesiones@eEsto, lo que quiere decir, es que la funcion
f(x) = limy_. fn(X) esta definida para todos Q. De inmediato vamos a demostrar cfues discontinua en
cualquier punto d€. Seax € Q arbitrario y considere cualquier bola abiddgx,r) con centro exy radio
r > 0. Entonces existen dos puntos, digames(z,);y_; Yy W= (Wn)n_; €nU(X,r), tal que a partir de un cierto
n, todos losz, son igual a 1 y a partir de otrg todos losw, son iguales a cero. En efecto, puesto que la serie
She1 /X — 1] - 27" converge, existe uk lo suficientemente grande de modo g, [Xa —1/-27" <.
Defina ahora,w € Q por

Xn sin<k Xn Ssin<k
= Wh =
% {1 sin>k y " {0 sin > k.

Ahora bien, comd es regular y,w € ¢, resulta que

f(2) :rl]’lm fn(z):r!imzqzl y f(w):rll’lm fn(w):rl]’lm Wh =0,
de donde se sigue qué(z) — f(w)| = 1. Esto prueba la discontinuidad deen cualquier punto d@. Por
otro lado, comof es el limite puntual de una sucesion de funciones contiralaBeorema Genérico de
Baire-Kuratowski nos garantiza que el conjuntos de losgaide continuidad dé es unGg-denso. Esta
contradiccion establece el resultado. |

1.12.2. || » Funciones cuyos puntos de continuidad es nunca-denso

Nos ocuparemos ahora de recordar la definicion de la ogwilaig una funciérf : X — R, donde(X,d)
€s un espacio métrico. Baire introduce este concepto ersisup@ra “medir‘cuanto saltauna funciéon en
una discontinuidad. Recordemos quéXid) es un espacio métrico:

Un punto ¥ € X es un punto de discontinuidad de f si, y sélo si, existe 0 tal que, dado
cualquierd > 0, se tiene quéf (X) — f(xp)| > € para algin xe X con dx,Xp) < 0.

Lo anterior se puede expresar en la fortdaa funcién f es discontinua eg % X si, para cualquier
intervalo abierto y acotado | conteniendo g siempre se tiene que

diam(f(1)) = sup{|f(x)—f(y)| : xyel} > &
La siguiente definicion permitir describir a Dj$¢ en términos de estos supremos

Definicion 1.12.5. Sea(X,d) un espacio métrico y sea:fX — R una funcién arbitraria. Para cada sub-
conjunto F de X, definimos lascilacion def enF como

osc(f,F) =sup{|f(x)— f(y)| : x,yeF}
= diam(f(F)).
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Observe que sf es acotada sobie, entonces & osc(f,F) < 2suf|f(x)| : x € F} < . Por supuesto, si
f no es acotada sobfe, pondremos osd,F) = «. En general, sk € X la oscilacion def en x se define
como

osc(f,x) = ;m(‘) osc(f,U(x,0))
>

= inf diam(f (U (x.5)))

= infsup{|f(y)— f(2)| 1 y,ze U(x,d)}.
6>0
Notemos que D < &, entonces osd,U(x,0)) < osc(f,U(x,d')), por lo que

osc(f,x) = lim osc(f,U(x,9))

—0

siempre que ogd,U (x,d)) < o para algurd > 0.

Queremos, finalmente, hacer la observacién de que la défirig oscilacion en un punto se puede llevar a
cabo, en términos generales(Xi 1) es un espacio topolégico de Hausdof¥,d) es un espacio métrico y
f : X — Y es una funcion. En efecto, en este caso, la oscilacidhalexy € X se define como

osc(f,xg) = Ueigtg‘xo)sup{d(f(x), f(y):xyeU},

dondeMt(xo) representa a la familia de todos los entornos abiertog daX.

El siguiente resultado caracteriza la continuidad de uneidém en términos de su oscilacion en un punto.

Teorema 1.12.14.Sea(X,d) un espacio métrico y sea: X — R una funcion. Entonces
(1) PC(f) = {xe X : osc(f,x) =0}.
(2) Paracadae > 0, el conjunto Q(ge) = {x€ X : osc(f,x) < &} es abierto en X.

Prueba. (1) Seax € PC(f). Dadoe > 0 existe, por la continuidad dé enx, und > 0 para el cual se
cumple quef (U (x,8)) C (f(x) —€/2, f(x) +€/2). De aqui se sigue 0$€,x) < ey comoe > 0 es arbitrario,
concluimos que ogd,x) = 0. Esto prueba que FE€) C {x € X : osc(f,x) = 0}.

Para demostrar la otra inclusion, sea X tal que os¢f,x) = 0. Entonces, dade> 0, existe un > 0
tal que|f(y) — f(2)| < € para todoy,z € U (x,d). En particular| f(x) — f(y)| < € para todoy € U(x,8). Con
esto hemos demostrado que PC(f) y con ello la primera parte del teorema.

(2) Seare >0 y x € Ox(€). Entonces os(f, x) = infs.o 0sc(f,U(x,0)) < € y, por lo tanto, existe udy > 0
tal que os¢f,U(x,8p)) < €. Sead = §y/2 y veamos que

U (x,0) C Os(g).

En efecto, sege U (x,d). Sid(zy) < 9, entoncesl(z,x) < d(zy)+d(y,x) < 6+ = dp Y, por consiguiente,
se cumple qu# (y,d) C U (x,0p). Por esto,

|f(z2) — f(Z)] <& paratodo z,Z € U(y,d),

es decir, os¢f,B(y,d)) <€ vy asi, os¢f,y) <. Comoy € U(x,d) es arbitrario, resulta entonces que
U(x,0) C Os(€). Esto termina la prueba. [
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Observemos que el Teorema 1.12.14 nos dice qirees un subconjunto cerrado dey f : X — R
no posee puntos de continuidad Epentonces ogd,x) > 0 para todox € F. Por otro lado, puesto que el
conjunto

De(f) = {xeX: osqf,x) >e} = X\Of(e)

es cerrado e para cada € R, entonces Digd ), el conjunto de todos los puntos Bedondef es discon-
tinua, se puede representar en la forma

00

Dis(f) = X\PQ(f) = | {xex: osd f,x) >
n=1

=

b= UDua(h), (DY)
n=1

de donde se obtiene que D{$¢ es siempre uf.

Queremos hacer resaltar que el Teorema 1.12.14 sigue siéhdo para cualquier funciom : X —'Y,
donde(X, 1) es un espacio topolégico de Hausdorffyyd) es un espacio métrico.

Kostyrko and Salat [272] demostraron que si un espaciollteéunciones acotadas posee un elemento
que es discontinuo casi-siempre, entonces en dicho espdste un conjunto residual de funciones con la
misma propiedad. Mas especificamente,

Teorema de Kostyrko-Salat Si F es un subespacio lineal del espacio de BangBa|[0,1], |||, )

tal que

inf{A(PC(f)): feJ} =0,
entonces el conjunto

R = {feF: \(PC(f)) =0}

es residual e, dondeA es la medida de Lebesgue sofdgl].

Observe que la hipétesis del teorema claramente se satisfagiste und € F para la cuah (PC(f)) = 0.
También debemos notar que si el subespacio lified# B, [0, 1] no es norma-cerrado, entonces el conjunto
residual®R en la conclusiéon del teorema anterior puede ser vacio.

En[393], S. Saito obtiene la siguiente versién topolégiesTeéorema de Kostyrko-Salat.

Teorema 1.12.15 (Saito).SeaF un subespacio lineal del espacio de Banh,[0, 1], ||-||,, ) tal que, para
cada subconjunto abierto no vacio U ffe1], existe fe J tal quePC(f) no es residual en U. Entonces el
conjunto

R = {f €F: PCf) es nunca-densp

es un G-denso ery.
Prueba. Para cada subintervalo cerrado no degenerado y con extraniosaled de|0,1], pongamos

F() = {f €eF: PCf) no es residual eh}
= {f € F: Disc(f) es de segunda categorialgn
Afirmamos que cad&(l) es un abierto denso d& Antes de abordar la demostracion nuestra afirmacion
vamos a probar el siguiente resultado auxiliar:

(1) Sif,ge F y t € R, entonces
Di(f) € Digt—g,(9)-
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Seax € Dy(f). Para cada > 0 y cada bola abiertd con centro erx, tenemos que
diam(f(U)) > osqf,x) >t > t—¢,
lo cual implica que existery,x; € U tal que|f(x1) — f(x2)| >t — €. Se sigue de esto que
diam(g(U)) > [g(x1) —gxe)| > [f(x2) — ()| ~2[ f ~glles > t—2]f — gl —&.
Tomando el infimo sobre todas las bolas abidgta®n centro erx, obtenemaos que
osdg,x) = t—2| f—gll,—¢

Comoe era arbitrario, concluimos que dsgx) > t—2|| f —g|

s €S decirx € Dy_p t_g|,(9)-
(2) F(1) es abierto En efecto, sed € F(I). Puesto que

00

Disc(f) = | {xex: osq f,x) > %} - nQol/n(f)

n=1

es de segunda categorialgexiste algim € Ny un subintervalo abiertd C | tal queJ C Dy, (f). Sige &
satisfacg| f —g||, < 1/2n, entonces por la primera parte tenemos que

J C Di(f) € Di_p|t—g|,(9) C Di(9)

lo cual prueba qug € 7.

(3) F(I) es denspDadoe > 0 considere cualquier bola abieda=U (f,€) enF. Veamos qu& NF (1) # &,

lo que es equivalente a encontrarlua F(1) tal que|| f —h|| < €. Sin perder generalidad, podemos suponer
que f € F(1), es decir, que P@) es residual en. Por nuestra hipotesis sobfe existe unag € F tal
que PQg) no es residual en ifit). Escojamos un escalar> 0 lo suficientemente pequefio de modo tal
quec|lgll, < & y definamosh = f + cg. Resulta quen € F puesJF es un espacio lineal y puesto que
PC(f)nPC(h) C PC(g), el conjunto PCh) no puede ser residual énComo|| f —h|| < € tenemos que
he F(1) y termina la prueba de la densidaddig ).

Para terminar la prueba observe que

R = F(1),
1€3(Q)

dondeJ(Q) es la coleccion numerable de todos los subintervalos aesrad degenerados con extremos
racionales d€0,1]. En efecto, sif € R, entonces P(F) es nunca-denso y, por consiguiente, en ningdn
subintervald € J(Q) dicho conjunto es denso, lo cual significa que(Pho es residual eh Esto prueba
que f € Nieg@) F(I). Reciprocamente, suponga glie N cyq) F(1). Entonces PCH) no es residual eh
para cualquiet € | € J(Q). Si PQ f) no es nunca-denso €@ 1], entonces en algin subintervdle J(Q)

el conjunto PCf) (que es urGg) seria denso ehy, en consecuencia, residual EnEsta contradiccion
establece qué € R. |

Corolario 1.12.3. Si A es un subconjuntog@wunca-denso df, 1|, entonces la familia
F = {f€Bs[0,1]: ACPCf)}

satisface la hip6tesis del Teorema 1.12.15.
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Prueba.Por el Teorema 1.12.24 = PC(f) para algunaf € B.[0,1]. Observe quef es un subespacio
norma-cerrado pues &f,);,_; €s una sucesion g€hconvergiendo uniformementefaentonces

PC(f) 2 ﬁF’C(fn) DA
n=1

Como comentario final, nétese quefsi= 810, 1], entonces por el Teorema de Baire-Kuratowski( PC
es unGs-denso (en particular, residual #y1]) para cualquierf € &, de modo que la hipétesis del Teorema
de Saito no se satisface. Si ahora se consifierd3,[0, 1] y tomamos la funcion caracteristica@e [0, 1],

f = Xqnpo,1, €ntonced es una funcion nunca continua perteneciente a la @a# 1]. El Teorema de Saito
nos dice entonces qi#8;[0, 1] posee un conjunto residu@l con la propiedad de que para cualquief R,
el conjunto PCf) es nunca-denso.

1.12.3. || » Espacios de Baire y funciones exclusivas

Sean(X,T) un espacio topolégico de HausdorffY,d) un espacio métrico. Una funcidin: X — Y se
dice que egxclusiva(en inglés,cliquish) en un puntaxg € X si, para cad& > 0 y cada entorno abierto
U (xp) de xg, existe un conjunto abierto no vadibC U (xp) (U no necesariamente contienea tal que,
para todax,y € U,

d(f(x),f(y) <e

Denotemos por EXd) el conjunto de todos los puntos de exclusividad des decir,
Exc(f) = {xe X: f es exclusiva en}.

Si ocurre que EXd) = X, entonces d se le llama un&uncion exclusiva
Es claro que toda funcién que es continua en un punto es axcks dicho punto, pero el reciproco no
siempre se cumple. Por ejemplo, la funcibnR — R dada por

f(x) — sen(1/x) six#0,
"=z six=0

es exclusiva e = 0, pero claramente no es continua en dicho punto. Una fureidlusiva puede tener
“muchos puntos de continuidad”. En efecto, la funcion deriéeg : (0,1) — R definida por

(x) = 1/q six= p/q, dondepy g son primos relativas
=10  sixesirracional

como sabemos, es continua en todos los irracionale®,d¢, pero es exclusiva en todo punto @&1).

Es consecuencia de la definicién de funcion exclusiva quenteasie dos funciones exclusivas es de nuevo
exclusiva. Similarmente, el limite uniforme de una suaesié funciones exclusivas retiene la exclusividad.
También es claro que:

Observacion FCE Si (X,1) un espacio topoldgico de Hausdorff y A es un subconjunto aiunc

denso de X, entonces la funcién caracteristica dg&, X — R, es exclusiva en todo punto de

X.

En efecto, tomemos cualquirg € X. Seare > 0 y U(Xp) un entorno abierto d&. ComoA es nunca-
denso erX, existe un conjunto abierto no vadibC U (xp) tal queV NA = @. Es claro que, cualesquiera
searnx,y € V, 0= |f(x) — f(y)| <&, lo cual nos dice quga es exclusiva exp.
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Observe que
PC(f) C Exc(f) o, de modo equivalente, X\ Exc(f) C Disc(f).

En el siguiente resultad¢l) fue demostrado por J. S. Liki y T. Salat [294], mientras qu@) y (3)
se debe a A. Neubrunnova [339]

Teorema 1.12.16 (Liphski-Salat-Neubrunnova). Sea(X, 1) un espacio topoldgico de Hausdorff y supon-
ga que f: X — R una funcién arbitraria. Entonces se cumple que:

(1) Exc(f) es cerrado en X.
(2) Exc(f)\PC(f) es de primera categoria en X.

(3) SiExc(f) es denso en X, entonces f es exclusiva. En partiddlag( f) es de primera categoria en X.

Prueba. (1) Seayp € Exc(f) y seaU (yo) un entorno abierto dg. Como Ex¢f) NU (xg) # @, podemos
elegir unxg € Exc(f) NU (Xp). SiendoU (yo) un entorno abierto dey y ya quexg € Exc(f), se sigue de la
exclusividad def enxp que existe, para cada> 0, un conjunto abierto no vacld C U (xp) tal que, para
todox,y € U,

[f(x) - f(y)| <«

Esto prueba qué es exclusiva ewg, por lo queyp € Exc(f). Hemos demostrado quexc( f) = Exc(f) por
lo que Ex¢f) es cerrado eiX.

(2) Observe que
Exc(f)\ PC(f) = Exc(f)NDisc(f)

=Exc(f)N 0 {xeX:osqf,x)>1/n}
n=1

Il
Cs

Exc(f)n{xe X:osqf,x) >1/n}
1

=]
[

Il
Cs

Fn7
1

=]
I

dondeF, = Exc(f) N {x e X : osq f,x) > 1/n} para cadan € N. Afirmamos que cad&, es nunca-denso
enX. En efecto, fijemos € Ny seax € X. SeaU cualquier entorno abierto de Six ¢ Exc(f), entonces
(X\Exc(f))NU CU y clarament& := (X \ Exc(f)) NU es, por la primera parte, un abierto no vacio que no
intersecta &, esto esy NF, = &, por lo quer, es nunca-denso ef Por otro lado, sk € Exc(f), se sigue

de la exclusividad dé enx que existe, para €lfijado y el entorno abierto dadd dex, un conjunto abierto
no vaciov C U tal que, para todgy,y, €V, se cumple quéf (y1) — f(y2)| < 1/2n. Esta Gltima desigualdad
implica que ostf,y) < 1/2n < 1/n para todoy € V. Esto prueba qu& NF, = @ y, en consecuencid,

es, también en este caso, nunca-densX.€ro acabado de demostrar confirma que Ex6 PC(f) es de
primera categoria ex.

(3) Suponga que EXd) es denso eX. Se sigue dél) que Ex¢f) = Exc(f) = X, lo cual prueba qué es
exclusiva. Ahora, usand@), vemos que

Disc(f) = X\ PC(f) = Exc( )\ PC(f)
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es de primera categoria #n |

Del resultado anterior se sigue g8g(X, 1) es un espacio topoldgico de Hausdorff arbitrario y la fumcio
f : X — R es exclusiva, entonce3isc(f) es de primera categoria en.Xn efecto, comd es exclusiva,
resulta que Exd) = X y como, obviamente, EX¢) es denso eiX, se deduce del resultado anterior que
Disc(f) es de primera categoria #n

Denotemos por EXX) el conjunto de todas las funcionés X — R que son exclusivas.

Corolario 1.12.4. Sea(X,T) un espacio topoldgico de Hausdorff. Entong#3C(X) C Exc(X), es decir,
toda funcién f: X — R puntualmente discontinua es exclusiva.

Prueba. En efecto, sif es puntualmente discontinua, entonce$P@s denso e y como PG f) C Exc(f),
resulta que Exd) es denso e y la conclusion sigue del Teorema 1.12.16. |

Aunque el reciproco de este Ultimo resultado no siemprelekyacurre que si al espackse le impone
el requerimiento de que sea un espacio de Baire se obtiengularge caracterizacion de las funciones
exclusivas, véase [133].

Teorema 1.12.17 (Dobos-Salat)Sean(X, 1) un espacio de Baire y X — R una funcion arbitraria. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f esexclusiva.
(2) f es puntualmente discontinua.

(3) PC(f) es un G-denso en X o, equivalentemeriesc( f) es de primera categoria en X.

Prueba. (1) = (2). Si f es exclusiva sobr¥, entonces Disd) es de primera categoria ¥y comoX es un
espacio de Baire, R€) = X \ Disc( f) es unGs-denso erX. Esto prueba qué es puntualmente discontinua.

(2) = (3). Es inmediato.

(3) = (1). Suponga que Dig¢) es de primera categoria & pero queX # Exc(f). Puesto ques #

X\ Exc(f) C Disc(f), el conjuntoX \ Exc(f) también es de primera categoria XnPor el Teorema de
Lipi hski-Salat-Neubrunnova, E&E) es cerrado y, en consecuencia, Exc( f) es un abierto no vacio dé
Pero como todo conjunto abierto viviendo en un espacio deeBe, segin el Teorema 1.7.3, un espacio
de Baire en su topologia relativa y, en particular, de segwadegoria, resulta que el conjunto no vacio
X\ Exc(f) es, al mismo tiempo, de primera y de segunda categork &sta contradiccion establece que
X =Exc(f)y asi,f es exclusiva. [

Finalizamos esta seccién con la siguiente caracterizat@dos espacios de Baire, (véase [375], Propo-
sition 5.3, p. 55).
Teorema 1.12.18 (Neubrunnova-Richter).Sea(X, 1) un espacio topoldgico de Hausdorff. Las siguientes
condiciones son equivalentes:
(1) X es un espacio de Baire.

(2) PC(f) es denso en X para cualquier funcion exclusivaXf— R.
Prueba. (1) = (2) sigue del Teorema 1.12.17.

(2) = (1). Es suficiente demostrar, por una aplicacion del Teorem3,j6e siA C X es de primera catego-
ria, entonceX \ A es denso eX. SeaA un subconjunto de primera categoriaerEntoncesA = (J;y_; An,
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donde cada\, es un subconjunto nunca-densoXlePara cada € N, la funcion f, = xa, es, por laOb-
servacion FCE una funcion exclusiva y, en consecuencia, la fundiéay;7_, 3" f, también es exclusiva
gracias al M-test para la convergencia uniforme de WeassttPor hipotesis, R€) = X\ Disc(f) es denso
enX, por lo que sera suficiente demostrar que:

A C Disc(f).

Seaxp € A. Entoncesg € Ay, para algimg € Ny, por consiguientef (xo) > 37, Filemos ahora un entorno
abierto arbitrarioU de xp. Como J[° ; A, es nunca-denso Y es abierto, resulta que \ 2 ; A, # @
de modo que podemos elegir yp e U\ Ur®; An. De esto se sigue qui(yo) = O para cualquien €
{1,2,...,n9} y, en consecuencia,

(o] 00 l
fo)= > 3"hw) < 3 3"=3-3™

n=np+1 n=np+1
Usando el hecho de quéxp) > 3~ y la desigualdad anterior, se obtiene que

1 1
f(x0)— f(Yo) =3 ™53 =2.3™
2 2
lo cual demuestra, por la arbitrariedad deque f es discontinua e Yy, por lo tanto,A C Disc(f). Fi-
nalmente, puesto que P = X\ Disc(f) es denso eiX, entonces P(f) C X\ A lo que hace que dicho
conjunto también sea denso Xry termina la prueba. |

1.12.4. || » Funciones que son continuas sobre un conjuntGs-denso

En vista de los resultados de la seccion anterior, estanigeidbs a preguntarnos: ¢,Qué clase, o familia,
de funcioned : X — R tienen la propiedad de que el conjunto de sus puntos de oatdh PGf), es denso
enX? El objetivo central de esta seccion es mostrar algunadidaraspeciales de funciones cuyos puntos
de continuidad son muy abundantes, es decir, constituyesomijunnto Gs-denso de su dominio. Primero
recordaremos la siguiente definicion.

Definicién 1.12.6. Sea(X, 1) un espacio topolégico de Hausdorff. Una funcionX — R se llamasupe-
riormente semicontinua(resp.inferiormente semicontinug si para cada a R, el conjunto

Ga={xeX: f(x) <a} (resp. G={xeX: f(x) >a})
es abierto en X.

Puesto que el complemento de un conjunto abierto es ceteadmos qud es superiormente semicon-
tinua si, y solo si, para cualquier a R, el conjunto E= {x € X: f(x) > a} es cerrado en XSimilarmente,
f es inferiormente semicontinua si, y sélo si, para cualgaie R, el conjunto = {x e X: f(x) <a} es
cerrado en X

Comenzaremos de inmediato con los ejemplos.

Ejemplo 1. Sea(X,d) un espacio métrico completo. Si: X — R es superiormente semicontinua (resp.
inferiormente semicontinua ), entonde€( f) es un G-denso en X.
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Prueba. S6lo haremos la prueba para el caso en fi@s superiormente semicontinua . Sea},,_; una
enumeracion d@. Para cada € N, definamos

Hn == GnU(X\Gn),

dondeG, = {x€ X: f(X) <rp} es, por hipotesis, abierto & Observemos en primer lugar que catjges
abierto enX y, ademas, denso efiya que

ﬁn:GnU(X\Gn) QGHU(X\GH):X

Por el Teorema de Categoria de Bafer- ,,_; Hn €s unGs-denso erX.

Afirmamos queG C PC(f). En efecto, searc G y € > 0. Comof(x) —e& < f(x), podemos elegir
un numero racional, tal que f(x) —& < rp < f(x). Puesto qu e H, y X ¢ G, = {xe X: f(X) <rn},
entoncex € X \. G, y, en consecuencia, existe &n> 0 tal queU (x,8;) NG, = @; es decir, para cualquier
y e U(x,01), se cumple qué (x) —€ < rp < f(y).

Por otro lado, siendGy ), Un conjunto abierto conteniendakaexiste un namero redh > 0 tal que
U (x,82) € Gy (x)+e- Porestof(y) < f(x)+¢€ para cualquiey € U (x,8,). Si ahora definimod = min{dy, 8},
tendremos que si € U(x,d), entoncesi(x,y) < &y, en consecuencid,(x) — & < f(y) < f(x) +¢€ lo cual
nos asegura quees continua er, esto esx € PC(f). Siendox € G arbitrario, concluimos qué C PC(f).
Esto prueba que RE) es unGs-denso erX. |

Ejemplo 2. Si f: R — R es derivable en todo punto @& entonce$C(f’) es un G-denso erR.

Prueba. Para cada € N, definamosf,, : R — R por

muyﬂ(f@+%)—um) xeR.

Como cadaf, es continua sobre el espacio métrico compRtplim,_.., fn(x) = f'(x) para cadx € R, la
conclusién de que R@’) es unGs-denso erR sigue del Teorema 1.12.11. |

El resultado anterior también es validofsésta definida en cualquier subconjunto cerrado (o abieeto) d
R.

Ejemplo 3. Sea F un subconjunto cerrado de un espacio métrico comp¥etd). EntoncePC(X; ) es un
Gs-denso en X.

Prueba. Para cada € N, definamosf, : X — R por

1

() = T hax )

para cada € X. Puesto que la aplicacién— d(x,F) es continua, cad#, también lo es. Observe que si
x € F, entoncedl(x,F) = 0y, en consecuencid,(x) = 1 para todm € N; mientras que sk ¢ F, entonces
d(x,F) > 0y asi, lim_. fn(X) = 0. Esto prueba que, para cada X, lim,_.. fa(X) = X: (X) y, por lo tanto,
gracias al Teorema 1.12.11, BC) es unGs-denso erX. [

Un resultado mas general que el anterior se cumple, perajg&re que recordemos el siguiente caso
particular del lema de Uryshon:
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Lema de Urysohn Sea(X,d) un espacio métrico. Si E y F son subconjuntos cerrados yrdisgu
de X, entonces existe una funcion continuaXf— R tal que:

(1) 0< f(x) <1paratodo xe X,
(2) f(x)=0paratodoxcE, y
(3) f(x)=1paratodo xe F.

En efecto, la funcién
-~ d(x,E)
= T%E) 1 dx F)

donded(x,A) = inf{d(x,a) : a € A} para cualquieA C X, cumple(1),(2) y (3). [

(xeX)

Ejemplo 4. Sea(X,d) un espacio métrico completo. SiE X es ambiguo; es decir, F es tanto ug &si
como un g, entonceC(x, ) es un G-denso en X.

Prueba. ComoF es tanto urGs como unF;, podemos escribir

F=UR y X~F=JBn,
n=1 n=1

donde tanto lo&, asi como loB, son subconjuntos cerrados Xl ambas sucesiones son crecientes. Por el
Lema de Urysohn, para cada N, existe una funcién continu : X — R tal quef, = 1 sobreF,y f, =0
sobreB,. De esto se sigue que lifg = X y asi, por el Teorema 1.12.11, BE) es unGs-denso erX. W

Otra consecuencia inmediata que se deriva del Teoremd 1.8 el siguiente:

Ejemplo 5. No existe ninguna sucesion de funciones contirfda,_;, donde f: R — R, n=1,2,... tal
que, para cada x R,

lim f,(X) = X (X)

n—oo

Este ejemplo expresa, en la terminologia del Capitulo 3xgue®1(R), es deciry, no es una funcion de
la primera clase de Baire.

El préximo resultado, que se obtiene como consecuenciajeielpio anterior, establece que sobre
B.[0,1], el espacio vectorial de todas las funciones acotddaf®,1] — R, la convergencia puntual no
es generada por ninguna métrica definida sobre dicho espacio

Ejemplo 6. No existe ninguna métrica d sobre el conjufg|0, 1] tal que
r!’lm d(f,,f)=0 si, ysoélo si, rI]’lm fn(x) = f(x), paracadaxe [0,1].

Prueba. Sea(rp);y_; una enumeracion de los nimeros racionale®el). Para cada € N, consideremos la
funcion f, : [0,1] — R definida por

1 si x=rj, j=1,...,n
fn(x):{ i

0 enotrocaso
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Claramente
lim fn(X) = X,n0,y(X) para cadx € [0,1].

N—oo

Por otro lado, para cadec N, podemos construir una sucesi@aix),_, de funciones continuas convergien-
do puntualmente d, en [0,1]. En efecto, basta considerar funciones cuyos graficos éstdrados por
triAngulos isésceles tales que sus vértices sean los puntas, ..., (rp, 1) y cuyas bases, cada vez menores,
estén en el eje de las abscisas. Supongamos ahora que agisteétiicad sobreB.[0, 1] bajo la cual lad -
convergencia sea la misma que la convergencia puntualridemas entonces que

,!md(f”’x‘@m[o’l]) =0.

Por construccion, sabemos que, para gadaN, limg_..,d(gnk, fn) = 0. Filemosn € N, y escojamos ahora
unk, € N de modo tal quel(gn,, fn) < 1/n. Entonces

1
d(gnkaQm[O,l]) < d(gﬂkm fn) + d(meQﬂ[O.l]) < ﬁ + d(meQﬂ[O.l])v

de donde se deduce que K, d(gnk,; X,n0,1) = 0, lo cual significa que la sucesion de funciones continuas
(Onk, )1 CONverge puntualmentexg o1, l0 que resulta imposible por Ejemplo 5. |

1.13. El Teorema de Categoria de Baire y el Axioma de Eleccion

Recordemos que en la demostracién del Teorema de CategoBaire para Espacios Métricos Com-
pletos uno elige, para cada natunalina bola abiertd), := U (x,, 1) conr, < 1/2"1 tal que

U (Xn,") €U (Xn—1,"n—1) N Gn,

obteniéndose de este modo una suceSig)y_; que resulta ser de Cauchy Xry, en consecuencia, converge
a unx € X. Este punta pertenece, por supuesto, a todosUag,, ) y, por lo tanto, a todos 106, como

se deseaba. El hecho fundamental que hay que destacar ardditiostracion es que, cada pay,r,) se
escoge de un conjunto de pares posibles los cuales depeeldear dginterionX,-1,rh—1), €s decir, que en
dicha prueba se hace uso de una forma muy especial del Axier&tedcion AC) denominada el Axioma
de Elecciones Multiples. Formas mas débiles del Axioma @edihn han sido propuestos para excluir
resultados tales como la paradoja de Banach-Tarski. Unthadees el siguiente:

Axioma de Eleccion Numerable(AC,). Si (Xn);_;, €S una sucesion de conjuntos tal que X
es no vacio para todo a N, entonces existe al menos una funcionN — |J;,_; X, tal que
f(n) € X, para todo ne N.

El modeloZF + AC,,, es decir, la Teoria de Conjuntos derivada de los Axiomaseaien&lo-Frankel
(sin el Axioma de Eleccién) al que se le ha afiadido el Axiom&leecion Numerable, es particularmente
util para el desarrollo del andlisis. Por ejempA&;, es suficiente para demostrar que la unién numerable
de conjuntos numerables es humerable. Similarmente, etesidi para demostrar el Teorema de Encaje de
Cantor, probar que cualquier punto de acumulacion de ustif\ C R es el limite de alguna sucesién de
A\ {x} y muchos otros resultados importantes en matematicaosvemmas equivalentes del Axioma de
Eleccion Numerable se pueden ver, por ejemplo, en [215].

El Axioma de Eleccién con frecuencia se usa para demostexiséencia de conjuntos déh que son
no medibles segun Lebesgue, la existencia de un conjuntarderns reales sin la propiedad de Baire, o
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la paradoja de Banach-Tarski, etc. A diferencia del AxiomaaEteccion, el siguiente axioma, intermedio
entre el Axioma de Eleccion y el Axioma de Eleccion Numerablenque no es suficiente para demostrar
los resultados que acabamos de mencionar, sin embargo es maacha utilidad.

SeaX un conjunto no vacio. Recordemos que una relaciéon bindboig oes un subconjunto R X x X.
EscribiremoxRy en lugar dg€x,y) € R. El Axioma de Elecciones Multiples puede ser establecelombdo
siguiente:

Axioma de Elecciones Mdltiples (DC)Sean X un conjunto no vaciogX y R una relacion
binaria sobre X tal que:

para cada xc X, existe y& X satisfaciendo Ry. (DC-1)
Entonces existe una funcion No — X, es decir, una sucesidm,);,_, en X tal que
Xo=a Y X)Rxy.1 paratodone N.
Teorema 1.13.1. AC= DC = AC,,.

Prueba. AC = DC. Sea R una relacion binaria sobre un conjunto no vcierificando(DC-1) y sea
ac X. Si para cada € X, definimos

Yx = {ye X: ny},
entonces pofDC — 1), cadaYy es no vacio y, en consecuencia, por el Axioma de Eleccioteaxis funcion
f: X — Uyex Yx € X tal que f(x) € Y para todox € X, es decirxR f(x) para todox € X. Definiendo
inductivamente log,, n=0,1,2,... por
=28 Xx1="f(), x=f(), - X1="F(x),
entoncesg=a y xnRxXn, 1 paratodm € N, estableciéndose de este mdio.

DC = AC. Sea(Xn);_, Una sucesion de conjuntos no vacios. Para nag®, defina

n [o0)
Yo = ] %m y Y=
m=1 n=1
SobreY considere la relacién binaria R dada por

(X1, %) R(z1,- .-, Zm) & m=n+1y Xx=z, i=1...,n

Observe qué’ claramente satisfac@C-1) y, asi, por hipétesis, existe una sucesfgn,,_, enY tal que
YnRYn:1 para todon € N. Sin perder generalidad, podemos suponerygue (xl). Entonces, cadg, tiene
la forma (X7, ..., X)) € [Tm_1XmY, por consiguiente,
()nes € [ %0
n=1
Esto termina la prueba. |

Observe que el Axioma de Elecciones Multiples justificam@ate una sucesion de elecciones, donde,
por supuesto, cada una de ellas depende de la anterior. Bribima no implica el Axioma de Eleccién
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aungue, matematicamente, es un axioma muy Util. El modelstensgaZF + DC es importante, funda-
mentalmente, por el hecho de que casi todos los resultadiosedés en la Teoria de la Medida clasica, asi
como muchos de los resultados importantes del Analisisieoalcelemental, con la excepcién del Teorema
de Hahn-Banach y algunos otros que son consecuencias dehAxde Eleccion, son demostrableszén

+ DC. Por ejemplo, como veremos de inmediato, el Teorema de Qrédede Baire para espacios métricos
completos es demostrable 2r + DC.

El resultado principal de esta seccion es el siguiente.

Teorema 1.13.2.Son equivalentes:

(1) DC.

(2) Cualquier espacio métrico completo es de Baire.

(3) Sipara cada re N, X, es un espacio discreto, entonqg§_, X, s un espacio de Baire.
(4)

4) Si X es un espacio discreto, entonceseé un espacio de Baire.

Prueba. (1) = (2). Sea(X,d) un espacio métrico completo y s€@),,_; una sucesion de subconjuntos
abiertos y densos eX. Para demostrar qy&,,_; G, es denso eiX, tomemos un subconjunto abierto no
vacio arbitrariov de X y veamos qu& N(,_;Gn # &. Ya hemos visto que para cualquier enterg- 1,
N, Gn es abierto y denso ex (observacion (2) del Comentario Adicional 1.6.1, paginp8# lo que el
conjuntoV NfL; Gy es un abierto no vacio. Esto permite definir el conjunto

m
Y = {(n,x,r)eNxXxR :0<r<2"y B(x,r)ngﬂGn}.
n=1

Sobre el conjuntd definamos la siguiente relacién binaria R declarando que
(n,x,r) R(n',X,r') & B(X,r') CU(xr).

Se sigue facilmente de la definicion ¥egue, para cadg e Y, existey para el cuayRy. Usando ahora el
hecho de qu®C se cumple, se garantiza la existencia de una sucégiffh ; enY tal quey, Ryn1 paratodo
n € N. Si hacemog, = (M, %n,I'n) para todo € N, resultara que la sucesidr,);y_; es de Cauchy eX la
cual converge, gracias a la completitudte unx € X. Por construccions € N-1 B(Xa,rn) €V NNh=1Gn.

(2) = (3). Si sobre el conjuntX := [],,-1 Xn definimos la métrica por
w w v _ )0, Si Xn =Y, paratodon e N,
d((xn)n:]-’(yn)”:]-) o {Zmin{neN: Xn?"fyn}7 en otro caso
EntoncegX,d) es un espacio métrico completo el cual resulta ser de Bairka ipotesis.
(3) = (4). Es inmediata.

(4) = (1). SeaX un conjunto no vacio y suponga que R es una relacion binasia ¥oaque cumplgDC-1).
Seaa ¢ X. Considere & con la topologia discreta. PO#), el espacio producty := X' es un espacio de
Baire. Para cadm € N, defina

Gm = {(xn)‘r’,":1 €Y : existene N conmex]}.
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Sabiendo que R satisfa¢®C-1), tenemos qu&y, es no vacio. Ademas, comoes un espacio discreto,
cualquier conjunto de la form@m} x [n.zmXn, dondeX, = X para todm # m, es un abierto en la topologia
producto, por lo que cadan, resulta ser abierto y, ademas, densdreor serY un espacio de Baire, se
tiene que

() Gn# 2.
m=1

Sea(Xn) -1 € Nm=1Gm. Por construccion, para cada N, existe unm € N tal quex, Rxy. Definamos, via
recursion, la sucesiofxn);y_, por

Xo = &, Xnt1 = Xmin{meN: XnRXn}-
Entonces,RX,;1 para cadan € N. La prueba es completa. |

En el teorema anterior muchas otras equivalencias se pagdegar, véase [215]. Mas aun, en el ambito
de nuestro interés, se puede agregar la sigui®@ees equivalente a: cualquier espacf&ech—completo es
un espacio de Bairévéase la Seccion 1.10.2 para la definicion de esp&ich-completos y [189] para esa
y otras equivalencias2C).

Hubiese sido altamente deseable contar con una demostideideorema de Categoria de Baire para
espacios métricos completos sin apelar al Axioma de Eleesi®ependientes, pero como vimos en el
teorema anterior, ello no es posible. Sin embargo, en elns&ZF, sin ningin axioma adicional, se puede
obtener el siguiente resultado:

Teorema 1.13.3.En el sistema&F, todo espacio métrico completo separable es un espacio ie. Ba

Prueba. Sea(X,d) un espacio métrico completo separable y Bea {x, : n € N} una sucesion densa en
X. Tomemos cualquier sucesion de subconjuntos abiertos sodeanX, digamos(Gy);y_;, Y veamos que
MNn-1Gn es denso eX. En efecto, se® un subconjunto abierto no vacio de ComoG; es denso eiX, el
conjuntoV NGy es un abierto no vacio y ya qiees denso e, resulta quéd N (V N Gl) es no vacio. Sea
entonces

n = min{neN: x, eVNGy}

y definay; = X, . Hagamos ahoray, = min{me N: U(y;,m) CVNG;}y pongamos; = 1/my. Como
U(y1,r1) es una bola abierta abierta contenidaVenG;, entoncedJ (y1,r1) NG, es un abierto no vacio y
por la densidad d®, el conjuntoD N (U (y1,r1) NGy) es no vacio. Como antes defigay ro. En general,
para todo entera > 1, haciendo

Ynt1 = Xmin{meN: XmeU (xn.rn)ﬂGnH}

. 1 1
el = min , — ,
n+l {n+1 min{me N: B(yn+1,m)gU(xn,rn)ﬂGnH}}
resultara entonces que la sucesig);,_; es de Cauchy eX y, por lo tanto, converge a une VN1 Gn.
Esto termina la prueba. |

Del resultado anterior se traduce queZ#hpueden existir espacios métricos completos (por supuesto,
no separables) que no son espacios de Baire. De igual foristarerspacios de Hausdorff compacto que no
son espacios de Baire. Esto no ocurreZén+ DC.

Teorema 1.13.4.EnZF + DC cualquier espacio de Hausdorff compacto es un espacio de.Bai
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Prueba. Sea(X, 1) un espacio de Hausdorff compacto y §€a);>_; una sucesion de subconjuntos abiertos y
densos eiX. Para demostrar qy@!,_; G, es denso eX, tomemos un subconjunto abierto no vacio arbitrario
V de X y veamos qu&y N(pr_; Gy # @. Sabemos que para cualquier enterg 1, N, G, es abierto y
denso erX, por lo quev NN, Gn €s un conjunto abierto no vacio. Sea

m
Y = {(n,U)eer*: UngﬂGn},
n=1

dondet, =1\ {@}. SobreY defina la siguiente relacion binaria R:
(n,U) R (mW) & n<m y WCcCU.

Se sigue que R cumpl®C-1) y, por lo tanto, existe una sucesify);y_; enY tal quey,Ryn;1 para todo
n € N. Esto implica que, parg, = (m,,Up), tengamos la siguiente relacion de inclusion decreciente:

Un1 2 Uy 2---2 Uz D Us.

Puesto que la familia de compacts$,)>_, posee la propiedad de interseccién finita, se sigue queseatist
menos urx € Np-1Un SV N1 Gn. [ |

AC,, es estrictamente mas débil g€ y éste Ultimo es estrictamente mas débil du& Ya hemos
visto que la afirmacién: todo espacio métrico completo esspaao de Baire, es equivalente al Axioma
de Elecciones Multiples, sin embargo, la afirmacién: togme® de Hausdorff compacto es un espacio de
Baire no se sabe si implica el Axioma de Elecciones Multidlesgue si se conoce es que si a la afirmacién
anterior se le afiade que todo producto numerable de espladiteusdorff compactos es compacto, entonces
se cumpldDC (véase, [215], p. 105).

1.14. El Teorema de Categoria de Baire y el Axioma de Martin

Si se asume la Hipétesis del Continuo, entonces se pued&uwpnma coleccion® de subconjuntos
abiertos y densos de cuya cardinalidad es 2 y tal quec.<C no es denso eR. En efecto, basta con
tomarC = {Gx : x € G} para comprobar qug),.r Gx = @, donde cad&@yx = R\ {x} es abierto y denso
enR. Es decir, bajo el imperio de la Hipotesis del Continuo s@@esible tomar colecciones a lo sumo
numerables de subconjuntos abiertos y densdR para que su interseccion sea densa. Esto conduce a la
pregunta: sila Hipétesis de Continuo no es verdadera, &s siese acepta que existen cardinales enfgey
250, ¢ se puede obtener un Teorema de Categoria de Bair® pana cualquier coleccion de subconjuntos
abiertos y densos de cardinalideddondel] < k < 2707 La respuesta es si si al siste#C se le afiade
un nuevo axioma denominado el Axioma de Martin. El llamaddoAra de Martin (AM) es un enunciado
de tipo combinatorio que afirma que para cualquier cardirain Jg < Kk < 2"° y para cualquier familia
teniendo a lo suma& subconjuntos “densos” en un conjuriacon un orden parcial que posee una propiedad
llamada ccc, existe un subconjunto del conjudtque es genérico en el sentido de intersectar a todos esos
subconjuntos densos. Para abordar la presentacién deinaxie Martin debemos definir lo que es: ccc,
subconjunto denso en un conjunto parcialmente ordenadiwoyd#énérico.

Sea(X, <) un conjunto parcialmente ordenado.

(1) UnaanticadenaenX es un subconjunté C X tal que cualesquiera que sepy € A conp # g, ellos
son incompatibles, es decir, no existe X para el cuat < p y r < g. El orden parcialX, <) cumple
la condicién de cadena numerablgabreviadacce si toda anticadena ef es numerable.
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(2) Un subconjuntd de X esdenso enX si, para cad € X, existe urg € D tal queq < p.

(3) Unfiltro sobre X es un conjuntds C X tal que:

a) Para cualesquierp,q € G, exister € G tal quer x p y r < q (todo par de elementos & son
compatibles er®).

b) Para todop € Gy paratodoge X (p<xq = g¢€ G) (G se “traga” todo lo que esta arriba de
cualquier elemento suyo).

Seak un numero cardinal. EAxioma de Martin MA (k) es el enunciadoSi (X, <) es un conjunto
(no vacio) parcialmente ordenado que satisfaceday si D es una coleccion conteniendo a lo sumo
subconjuntos densos en X, entonces existe unfitgenéricoG sobre X, esto es, G es un filtro sobre X tal
que GND # @ para todo De D.

El siguiente teorema, el cual generaliza el Teorema de Gidsede Baire parR, es el resultado principal
de esta seccion (véase, T. Jech [240], p. 277).

Teorema 1.14.1 K-Teorema de Categoria de Baire).Seak un numero cardinal. SMA (k) es verdadero,
entonces la interseccion de cualquier colecctdra {Uy : a < K} de subconjuntos abiertos y densosken
es denso emR.

Prueba. Seak un cardinal y suponga qudA (k) es verdadero. Para cada< K, seaUy un subconjunto
abierto y denso eR. Vamos a demostrar qL(eﬂKKUG) N1 # @ para cualquier intervalo abierto y acotado
| € R. Consideremos el conjunto (no vacio)

X = {pCR : pesnovacio, abierto y corp C | },
y dotémoslo del siguiente orden parcial: para cpgpe X
p=<4q siysolosi pCaq.

Veamos qué X, <) satisface la ccc. En efecto, s€auna anticadena eX y observe que cualquier par de
elementos ert son disjuntos. En efecto, segnq € € y suponga quegnq # &. Definiendor = pNgq
tendriamos que € X y se cumpliria que < p y r < glo que violaria la definicion de anticadena. Por otro
lado, como cada intervalo abierto deontiene un racional y como dicha familia es disjunta, tasylie ella
es numerable. Por estd,satisface la ccc. Definamos ahora la colecéda: {Dq : o < K}, donde

Dy = {peX : P CUq}

para cada < K. Afirmamos que cad®, es denso eiX. En efecto, se@ € X. ComoU, es denso eiR,
resulta quepnNUy # @y comop C |, entonces del hecho de qug también es abierto, nos permite escoger
un abierto no vacig; C ptal quep; C Uq. Esto finaliza la prueba de qiy, es denso eX. SeaG el filtro
D-genéricoobtenido usando el Axioma de Martin. Puesto @ues un filtro, tenemos qug{p: p € G} es
no vacio, y esta contenido en cddapuesto qués N Dy # @. Esto termina la prueba del teorema. W

¢Cuan grande debe ser el cardinglara el cuaMA (k) sea verdadero? El resultado anterior permite
concluir quex no puede sobrepasar d2al como lo muestra el siguiente corolario.

Corolario 1.14.1. Sik es un cardinal par el cuaMA (k) es verdadero, entonces< 2"°. En particular,
MA (01) implica que2”° > (04, la negacion de la Hip6tesis del Continuo.
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Prueba. Para cada € R, el conjuntoGx = R\ {x} es abierto y denso eR. Si ocurriera que 2 <k,
entonced) = {Gy : x € R} seria una coleccion de subconjuntos abiertos y dens@sxen cardO) < k cuya
interseccién es vacia, lo que, por supuesto, contradiceceeina 1.14.1. [ |

El corolario anterior justifica plenamente la siguienterdeidn.

Definicion 1.14.1. El Axioma de Martin(MA ) es el enunciadoMA (k) es verdadero para tode < 25°,

Seak < 250, Elk-Teorema de Categoria de Baire par& es la afirmacionia interseccion de cualquier
coleccionC = {Uq : a < K} de subconjuntos abiertos y densosiers denso eiR. El Teorema 1.14.1 nos
dice entonces que:

Corolario 1.14.2. MA implica elk-Teorema de Categoria de Baire paRa para cualquierk < 210,
Teorema 1.14.2.La Hip6tesis del Continuo implica el Axioma de MarkfA .

Prueba.Sealg < k < 299, Asumiendo que la Hipotesis del Continuo es verdaderaltaeguek = o.
Suponga entonces qu¥, <) es un conjunto parcialmente ordenado y $ea {Dp : n € N} una familia
numerable de subconjuntos densosXeiMostraremos ahora la existencia de un filfbegenéricoG sobre
X. En efecto, se@, € X. ComoD; es denso eiX, existe ung € D; tal quep < po. DefinaG; = {qe X :
g=<po Y q€ D1}. ComoG; # @, seleccionep; € G; y use la densidad dB, para hallar urg € D tal
queq < pi1. Defina, como ante$; = {qe X : q< p1 Y g€ Dz}. De nuevo, com@s; es no vacio, escoja
p2 € Gy. Continuando con esta receta, se obtiene una sucgsiff, enX tal quepg = p1 = p2 = ---. Sea
G el filtro generado pofpn)p_o, €s decir,

G = {geX: pp<qparaalgime No}.

Es facil verificar ques es un filtro y como, por construccioN Dy, # @ para todan € N, resulta qués es
D-genéricoG sobreX y termina la prueba. |

Hay que hacer notar que la demostracion del resultado anteriutiliza la hip6tesis de que el conjunto
parcialmente ordenad, <) cumpla la ccc. Esta hip6tesis, aungque no es necesaria espahgmerable, si
lo es para cualquier otro caso doridg < k < 210,

Corolario 1.14.3 (Rasiowa-Sikorski). MA(Oo) es verdadero.

Algunos hechos importantes que nos interesa destacaemefeal Axioma de Martin son los siguientes:

(a) ElI Axioma de Martin es consistente con la negacion de la ldgstdel Continuo, es decir, ZFC
es consistente, entonces también IZEBE + MA + 270 > [,. Esto fue demostrado por Solovay y
Tennenbaum en 1971 (véase, [240]). Por este mdiMo,puede ser pensado como una generalizacion
de la Hipétesis del Continuo.

(b) Otrade las versiones conocidas del Axioma de Martin eslaesite.MA es equivalente a la afirmacion:
“ningun espacio de Hausdorff compacto cortdéa puede ser cubierto por una colecciéon de conjuntos
nunca-densos cuya cardinalidad sea menor 2fife.

Si uno se pregunta por qué en la definicion del Axioma de Mautise incluye a2, la respuesta es
queMA (250) es falsa. En efecto, MA (2"°) fuese verdadera, entonces podemos considerar al espacio
de Hausdorff compact® = [0, 1], el cual es separable y, por consiguiente, satisface l&CmooX no
posee puntos aislados, todos sus puntos son nunca-densioX yea la union de 2° puntos, lo que es
imposible por(b). La demostracion déb) se puede ver, por ejemplo, en [179].
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Para finalizar, debemos decir que el Axioma de Martin pos@eitantes e interesantes consecuencias,
véase [240]. Por ejemplo:

Para cada < 2°, MA (k) implica que lac-algebraZ de los subconjuntos medibles-LebesgueRdesk-
completa y la medida de Lebesguesk-aditiva, es decir, S{E4 € Z: a < K} es una familia disjunta dos a

dos, entonces
)\( U Ea) = 3 AEa)

a<K a<K

1.15. El Teorema de Categoria de Baire y conjuntos de Luzin

Los conjuntos de Luzin al igual que los conjuntos de Bernsen, en efecto, conjuntos muy raros. Se
trata de conjuntos que son ambos no numerables pero los detiamen la propiedad que al ser intersectado
con cualquier conjunto de primera categoria se obtiene ojui a lo mas numerable. Su existencia fue
establecida por primera vez por P. Mahlo en 1913. Un afio despli Luzin obtiene el mismo resultado pero
con un desarrollo mucho mas amplio siendo esa, tal vez, tmnaar la cual a tales conjuntos se le llama
conjuntos de Luzin. Su existencia se prueba afiadiéndolgpaesis del ContinuogH) a la usual Teoria de
Conjuntos de Zermelo-Fraenkel aderezada con el Axioma electth,ZFC mas el Teorema de Categoria
de Baire.

Recordemos que, denota el primer ordinal no numerable cuya cardinaliddd;€s el primer cardinal
no numerable). Como se sabe, Cantor habia demostrado=g@e®, dondec es la cardinalidad dB y que
¢ > Oo. El contenido de la Hipétesis del Continuo, proclamada @ont@, consiste en afirmar que2= ;.

Definicion 1.15.1. Un subconjunto XC R se llamaconjunto de Luzinsi
(a) X es nonumerable, y

(b) para cualquier conjunto de primera categoriglAR, card XNA) < Oy.

Veamos ahora por qué la existencia de conjuntos de Luzirsserdga sobre la Hipétesis del Continuo en
combinacion con el Teorema de Categoria de Baire.

Teorema 1.15.1 (Mahlo-Luzin). La Hip6tesis del Continuo implica la existencia de un cotguhe Luzin.

Prueba. SealNy la familia de todos los conjuntos no vacios, cerrados y ndecaos efR. Observe que, Si
denotamos pafF y O las familias de todos los subconjuntos cerrados y todosilosogmjuntos abiertos de,
respectivamente, entonces

card ) = card 0) = cardU) < 05 =¢

dondell., consiste de todas las uniones numerables de intervalasosiien extremos racionales. De esto se
sigue que card\y) < c. Por otro lado, puesto que para cadaR, el conjunto{x} pertenece &y, entonces
cardNg) > oy, asi, la Hipétesis del Continuo nos garantiza que (@é48l= ¢ = (1. Esto permite escribir
aNg en laformaNg = {Fy :a < wy }.

Puesto qué&y # R para todax < wy, uno comienza eligiendo, arbitrariamente,Rire Ng y unx; & Fy.
Vamos usar induccién transfinita para construir nuestrguodm En efecto, se& < w; y supongamos que
hemos elegidag paraf3 < ¢ de tal manera que para cualesquigra o < ¢ se tenga queg ¢ Fy. Veamos
coémo obtenemoz;. Consideremos el conjunto

XEZ(UFG)U{XGZG<E}

a<g
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y observemos que por s&¢ de primera categoria €R, el Teorema de Categoria de Baire no garantiza
queX; # Ry, entonces, lo que hacemos es elegixua R\ X;. Esto finaliza la construccion deg )z, -
Definamos ahora

X={x &<}
Afirmamos queX es un conjunto de Luzin. En efecto:
(a) X es no numerable, puescsi< § < wy, entoncexy # X; Yy, €n consecuencia, cdiXi) = c.

(b) SeaA=J;_1Anun conjunto de primera categorialendonde cadé, es cerrado y nunca-denso. Puesto
gue Ny es la familia de todos los conjuntos cerrados nunca-ders&s bsulta que para cadec N,
existe unk, € Ny tal queA,, = F,. Por construccién, sabemos que

XNAy = XNFq € {xz:B<a}

y como éste Ultimo conjunto es numerable, entonces teneun@ds QA = [J;_; X N A, €s numerable.

Esto termina la prueba. |

Comentario Adicional 1.15.7 (1) La existencia de un conjunto de Luzin implica la existen&auid con-
junto de Luzin denso eiR. En efecto, siX es un conjunto de Luzin eR, entoncesX UQ
también es un conjunto de Luzin &el cual es denso €R. Esta observacién combinada con
el Teorema 2.2.38 permite concluir gaeHipotesis del Continuo combinada con el Teorema de
Categoria de Baire implican la existencia de un conjunto deiih. denso eiR.

(2) Un conjuntoX C R se llamaconjunto de Sierpinski si X es no numerable y su interseccion
con cualquier conjunto de medida de Lebesgue cero es a loun@erable. Similar al caso de la
existencia de conjuntos de Luzin, la existencia de confudeSierpiski también se demuestra
asumiendo la Hipétesis del Continuo. Como un caso partimglate interesante se demuestra
gue tales conjuntos son no-medibles segun Lebesgue. De,hdngun subconjunto no nume-
rable de un conjunto de Siefigki puede ser medible Lebesgue. ([253], Theorem 5, p. 169).

(3) Es imposible probar la existencia de conjuntos de Luzin éedéaZFC, (véase, por ejemplo,
[253], p. 159-160). Mas aun, aceptar el Axioma de Martin naasdgacion de la Hipétesis del
Continuo MA + ~ CH) implica la no existencia de conjuntos de Luzin (asi commlexistencia
de conjuntos de Sienpski) enR. Esto se debe fundamentalmente al hecho de que bajo el Axioma
de Martin cualquier subconjunto d& cuya cardinalidad es menor quees tanto de primera
categoria asi como de medida de Lebesgue cero (véase, j3285).

(4) Sipensamos & como un espacio vectorial sobre el cuerpo de los raciofizlgse denotaremos
por Rg, resulta que en este caBg es de dimension infinita. Veamos esto. Si la dimension de
R fuese finita, digamos, entonceRg seria isomorfo &": en efecto, s{rq,r,....rn} €s una
base deRgp, entonces asociando a caxla Rq la Unican-upla (qi,...,qn) € Q" bajo la cual
X =0ir1+---+0nfn Se establece el isomorfismo @) sobreQ", de donde se sigue que la
cardinalidad d&Rg es la misma que la d@", lo cual no es posible porque el cardinal@®es
el mismo que el dé) (igual allg) que es estrictamente inferior al Be Otra forma de ver que la
dimension d&Rq es infinita es considerar las raices de los enteros prr2os/3,1/5,1/7, ... que
constituyen un conjunto linealmente independiente s@lgyeUn hecho curioso e interesante,
demostrado por R. B. Darst en [109], es la existencia de usa da Hamel efR (como un
espacio vectorial sobr@) que es un conjunto de Luzin.
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CAPITULO 2

APLICACIONES DEL TEOREMA DE
CATEGORIA DE BAIRE

Hemos dividido las aplicaciones del Teorema de Categorigaite en dos grandes bloques: el primer
blogue abarca sélo la existencia de ciertas clases de figgien un espacio de Baire especifico y de otros
objetos que pudiéramos pensar como muy raros por el hechoedellqs son dificiles de visualizar y, por
lo general, también muy dificiles de construir pero que, sapele esa naturaleza un tanto exdtica, ellos
constituyen “casi todos” los elementos en el espacio desBsijo consideracion. En el segundo blogue nos
deleitaremos al presentar ciertas aplicaciones en el ardbilos espacios de Banach incluyendo algunas
de las aplicaciones que son consideradas clasicas talasloereoremas de Acotacion Uniforme, de la
Aplicacion Abierta, el de Vitali-Hahn-Saks, etc., asi contias de data mas recientes como son el Teorema
Grande de Namioka, los juegos de Banach-Mazur y de Choquastadores hiperciclicos, etc.

2.1. Galeria de monstruos: funciones y otros objetos rarosguo abundantes

Puede acontecer que en algiin momento, en el transcurso deesiggacion, uno se encuentra con un
problema que, a primera vista, parece no tener solucién grslargo, suele existir un conjunto increible-
mente abundante de soluciones a dicho problema. En algasos,@sos conjuntos que podemos llamarlos
conjuntos extrafos, pueden 0 no tener una estructura Bnegtresa saber si es posible que dentro de ellos
exista algun subespacio vectorial (de alguna dimensiém)aBpenultima seccién de este capitulo expon-
dremos algunos fantasticos resultados (sin demostragithan sido obtenidos en esa direccion. Articulos
recientes tales como [17, 18, 196, 32] y las referenciagitdiflas, exhiben, ademas de los ejemplos que
aqui presentamos, otros tipos de conjuntos de funcionesiestque poseen subespacios vectoriales. Por lo
pronto, en esta seccion mostraremos algunos ejemplos déJmde la existencia de ciertos monstruos que
se exhiben en nuestra galeria, sino de una propliferacmmilrie de ellos. Algunos tipos de conjuntos de
funciones con propiedades muy particulares, y que son niigiles de visualizar, constituiran fundamen-
talmente los elementos de nuestra galeria.

En lo que sigueCia,b] denotara el espacio métrico completo de todas las funcibnés b] — R que
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son continuas en el intervala, b], dotado de la métrica del supremg, esto es,

doo(f,9) = sup [f(x) —g(x)|, paratodof,g e Cla,b].

xe(a,b]

Cl[a, b] resulta ser un espacio vectorial soBreon las operaciones usuales de sumay producto por un escalar
Con mucha frecuenci@ja, b] también sera pensado como un espacio Banach con la normgpoei®||-||,,
definida por
[ f]l,= sup |f(x)|, feClab]
xe(a,b]

El espacio(C[a,b],d,) posee una estructura tan rica que con ella es posible prodstiltados tan
impresionantes que han asombrado a propios y a extrafioser@éemos por recordar dos maravillosos e
importantes teoremas obtenidos por K. Weierstrass solterisidad de los polinomios algebraicos y los
polinomios trigonométricos eB[a,b] y 6[0, 211 respectivamente, quien, para ese momento contaba con 70
afios de edad. En lo que sigBf, b] denotara el conjunto (de hecho, un subespacio vectoriat)dies los
polinomios algebraicoenC|a, b], es decir,

Pla,b] = O Pnla,b],
n=1

dondePy[a,b] es el subespacio lineal (de dimensién finita) generado{fiox,...,x"}. Observemos que
p € P[a,b] si, y sélo si, existen une Ny escalaresy, ay, . . . ,an tal quep(x) = ag+a;x+ - - - +a,x". Decimos
que elgrado de p, gradd p), esn si a, # 0 en la representacion anterior. Una consecuencia innaedit
siguiente resultado es q&éa, b|, siendo un subespacio lineal de dimension infinitéCle, b|, ||| ,), nunca
es norma-cerrado €a, b).

Teorema 2.1.1 (Teorema de Aproximacion de Weierstras®#\)). Sea fe C|a,b|. Para cadas > 0, existe
un polinomio algebraico p en[B,b] tal que
[f(¥) — p(x)| < ¢
para todo xe [a,b], esto es|| f — p||,, < &.
Casi cualquier libro sobre “Analisis Real” en una variabdateene una demostracion del resultado de

Weierstrass. Sin embargo, una detallada y agradable ei@odiel Teorema de Aproximacion de Weierstrass
y algunas de sus variantes se puede leer, por ejemplo, eiical@f353] escrito por A. Pinkus.

Consideremos el subespacio@®, 217 definido por
Clo,2m = {f eC[0,21 : f(0) = f(2m)}.

Este espacio puede ser pensado, y de hecho asi lo congidesamo la restriccion al intervald, 2r1 de
todas las funcionest@periddicas erC(R). Denotemos pof,[0, 2] el subespacio vectorial de dimension
finita de todos lopolinomios trigopnométricogenerado pof1, senx),cogXx), ..., ser(nx),cognx)}. Como
antes,
Pr [07 ZT[] = U Tn[ov 2T[]
n=1

designa el subespacio vectorial@@, 217 formado por todos los polinomios trigonométricos@{ﬁ, 211.



Sec. 2.1Galeria de monstruos: funciones y otros objetos raros péunaantes 115

Teorema 2.1.2 (Teorema de Aproximacién de Weierstrasdl ). Sea fe C[0, 2ri. Para cadae > 0, existe
un polinomio trigopnométrico t efft [0, 21 tal que

f(x) —t(x)| <€
para todo xe [0, 211, o lo que es lo mismd|, f —t||., <E&.

Estos dos resultados resultan ser equivalentes tal comensgedtra en Pinkus [353], pag. 14-16.

2.1.1. || » Funciones continuas nunca diferenciables

El Teorema de Aproximacion de Weierstrass establece quengirto P[0, 1], de todos los polinomios
algebraicos elf0,1], es norma-denso &[0, 1]. Esto nos dice que cualquier funcidne C[0,1] se puede
aproximar, en la norma, por un polinomio algebrajce P[0, 1] tanto como se desee, es decir, dade 0
y cualquierf € C[0, 1], existep € P[0, 1] tal que|| f — p||., < &. Consideremos ahof@"[0, 1], el espacio de
todas las funciones continuas infinitamente diferencsabtg0, 1]. Puesto qué[0,1] & C~[0,1] & C[0,1],
resulta queC”[0, 1] también es norma-denso €0, 1] y, por lo tanto, cualquier funcion &2J0, 1] se puede
aproximar, en la norma, por una funciéon €fi[0,1]. Por supuestdz*[0,1], al igual queP[0,1], son sub-
espacios lineales de[0, 1] que nunca son cerrados €D[0,1], ||-||,,)- Siguiendo en la misma direccioén de
aproximacioén en la norma, vamos a demastrar un poco mas atajafirmacion que es casi opuesta a la an-
terior, es decir, demostraremos que cualquier funcidd[eri] también se puede aproximar, en la norma, por
una funcién continua que no posee derivada en ningun purid JeRecordemos que una funcién continua
f : [0,1] — R esnunca diferenciablen 0, 1] si en ningln punto df, 1] ella posee derivada finita. ¢ Qué tan
grande, en el sentido de categoria, es el conjunto de toslfisnieiones continuas nunca diferenciables en
[0,1]?

En esta seccion abordaremos, por medio del Teorema de @ategaBaire, una solucion al problema
de laexistencia de abundantes funciones continuas nunca ddfges los primeros monstruos en nuestra
Galeria. Debemos recordar que en los cursos de Célculo efgimia mayoria de las funciones continuas
que usualmente se utilizan son, por lo general, diferelesadn casi todos los puntos de su dominio, salvo
algunas excepciones donde los puntos en los cuales la funcifo es constituye un conjunto a lo mas nu-
merable. Cabe entonces concebir laidea, lo que es entemmennable, de qug una funcion es continua,
entonces el conjunto de puntos donde ella no es diferemcibinsignificante en algin sentidsi tal idea
tuviera alguna posibilidad de ser cierta, podriamos iatetdracterizar el conjunto de los puntos donde una
funcioén continua es diferenciable. Con Bolzano, Weiesstsaotros matematicos se sepulté definitivamente
todas las esperanzas que habia de caracterizar talestosnjua primera demostracion de la existencia de
una funcién continua nunca diferenciable parece proveslinthtematico checo Bernard Placidus Tohann
Nepomuk Bolzano (1781-1848), un sacerdote contestatagoagpesar de haber ensefiado por pocos afios
en la Universidad de Praga, le prohibieron seguir con susfiangas por expresar puntos de vistas que no
eran aceptables por las autoridades de ese momento. So wadtamatico pasoé casi desapercibido y nunca
recibi6 el reconocimiento que merecia salvo mucho tiemgpuies de su muerte. Bolzano era contempora-
neo de Weierstrass. Ademas de dar definiciones similardsnite,|derivada, continuidad y convergencia,
también hizo valiosas contribuciones a la l6gica y la tedei@onjuntos (véase, por ejemplo, [60]). Bolzano
inventd, alrededor del afio 1830, un procedimiento pararatoaccién de funciones continuas nunca dife-
renciables. De hecho, él solamente afirmaba la no existdedederivada en un conjunto denso de puntos.
La historia detras de ese ejemplo esta acompafiada de ticcias desafortunadas. En efecto, el manuscrito
de Bolzano con el nombreFtinctionenlehrg escrito alrededor del afio 1830 y que contenia la susodicha
funcion, no fue publicado sino un siglo después, en 19300hatcuccion de Bolzano es muy distinta a otras
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construcciones de funciones nunca diferenciables en ttiseque ella se hace a través de un procedimiento
geomeétrico en lugar de usar series convergentes. La tesishda Thim [424] contiene detalladamente la
construccion de Bolzano asi como el estudio de otras 17dnesinunca diferenciables.

Es un hecho establecido que, dado cualquier conjunto nbleddaleR, se puede construir una funcién
continua sobr&® de modo tal que ella deja de ser diferenciable precisamehte dicho conjunto. En efecto,
seaD = {di,dy,...} un subconjunto numerable &ey sea(x,);_; una sucesion de nimeros reales positivos
tal que

Zm<m
n=1
Podemos tomar, por ejemplg,= 1/2" paran=1,2,... Para cada € R, consideremos la funcidm: R — R

definida por
1 sit<x,
hX(t) = {
0 enotro caso

Ahora, la funciong : R — R definida por
g(x) = Z Xnhx(dh)
n=1
es continua excepto en los puntosiig entonces la funciér : [0,1] — R dada por

F(x) = /Oxg(t)dt

es continua, acotada Yy, gracias al Teorema Fundamentaktail@ deja de ser diferenciable exactamente
en los puntos d©.

Imaginarse la gréfica una funcién continua que no sea difeele en ningln punto de su dominio es
una tarea extremadamente dificil. Lagrange, en 1777, erdeifos que creian que toda funcion continua era
diferenciable excepto para ciertos valores particuldCesnpartiendo la misma opinién de Lagrange sobre
este punto de vista se encontraba, el también matematicpereny algunos otros. Bernard Riemann, sin
embargo, sostenia puntos de vista diferente para ciemasofes continuas representadas por series. De
hecho, en una conferencia en 1861, él afirmé, como conjetueala funciérR definida por

era continua pero nunca diferenciable. La continuidad essppuesto, una consecuencia facil detest

de Weierstrass, pero la no-diferenciabilidad, si tal casaasible, no es trivial. Riemann jamas present6
una prueba de su conjetura. Sin embargo, la afirmacién deaRieracciond la curiosidad y la duda de
K. Weierstrass quien, en un intento por demostrarla, sengricaon su primer ejemplo de una funcién
continua nunca diferenciable. Pero Weierstrass no eraieb @ue dudaba de la afirmacién de Riemann.
En 1916 Hardy [206] demostré guieno era diferenciable en todos los multiplos irracionalestdpero

gue era diferenciable en algunos nimeros racionales. Bgsfguiun poco mas de cincuenta afios, J. Gerver
([277], [178]) resolvié completamente el problema denwslo, en primer lugar, que es efectivamente
diferenciable en todos los multiplos racionaleswie la forma(2p+ 1)1t/(29+ 1), dondepy g son enteros

y luego probando quR no es diferenciable en ningdn punto de la fornprA 29+ 1) o (2p+ 1)11/20.
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Es un hecho aceptado hoy en dia por la comunidad matematcéaduncién continua, pero nunca
diferenciable, creada por K. Weierstrass, fue el primanpje contundente de una tal funcién que aparecio
por primera vez publicada en una revista arbitrada de matwangen el afio de 1875), aunque algunos ya
conocian de su existencia pues ella fue dada a conocer papeb Weierstrass el 18 de Julio de 1872 en
una conferencia impartida en la Academia Real de Cienci8gsdim. Sin embargo, Allan Pinkus nos cuenta
gue Weierstrass dio a conocer su funcién en un salon de dase#361 (ver, Allan Pinkud)eierstrass and
Approximation Theory En el Volumen 2 de sMathematische Werkpublicado en 1895, aparece el articulo
de Weierstrass donde demuestra que la funciéon

00

W(x) = Za” cogb"nx)

n=

es continua pero nunca diferenciable, siempre queal< 1, ab > 1+ (31/2) y b es un entero impas 1.
Cincuenta y cinco afios mas tarde, en 1916, G. H. Hardy pruebaduncion de Weierstra¥g sigue siendo
continua y nunca diferenciable si ademas de la condiciéral< 1 se exige quab> 1, conb > 1, pero sin
pedirle que sea un entero impat.

El descubrimiento de funciones continuas nunca diferblesaconmocion6 a la comunidad matematica
de la época que incluso, matematico de la talla de Charlesitée(1822-1901), en una carta dirigida a
Stieltjes fechada el 20 de Mayo de 1893, le decia:

“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie laméatdds functions continue qui n’ont
pas de dérivé

(“Me alejo con horror y temor de esta plaga lamentable daulasidnes continuas que no poseen derivadas”).

Aunque hoy en dia existen variados ejemplos de funcionetincais nunca diferenciables, (véase, por
ejemplo, Johan Thim [424]), encontrar una de ellas es casipnoeza y, por supuesto, una curiosidad.
Sin embargo, a primera vista pudiera pensarse que estedifindiones son excepcionales, que es algo
patoldgico y, de hecho, hasta hace un poco mas de cien afiesaeksaopinion expresada por la mayoria
de los matematicos de la época; pero resulta, y este es laugdarhentalmente debemos resaltar, que la
existencia de tales funciones constituye, desde el puntastietopolégico, la regla y no la excepcion. En
efecto, el conjunto de tales funciones es tan asombrosanseantioso que €l constituye un conjunto de
segunda categoria, pero, ademas, su conocimiento eslgracd@aentender la teoria de los movimientos
Brownianos, la teoria de los fractales, la teoria del caag@dria de las ondas pequefias (wavelets), sélo por
mencionar algunas de las teorias que hacen uso de esedesulta

En un articulo de 1929, Hugo Steinhauss [417] propuso eiesitpiproblema:

¢De qué categoria es el conjunto de todas las funciones a@#inunca diferenciables en el espacio
de todas las funciones contintras

La respuesta fue dada a conocer en dos articulos difer&hiasmero por Stefan Banach en 1931 [30] y el
segundo por S. Mazurkiewicz en 1932 [304]. La prueba que@gsentamos se debe a J. C. Oxtoby [345].

Denotaremos pdN‘DI0, 1] el conjunto formado por todas las funciones C[0,1] que somunca dife-
renciables es decir, que no poseen derivada finita en ningtn punio, de Por el resultado de Weierstrass,
ND[0,1] es no vacio. Lo que resulto ser devastador a las pretengleridermite y los que pensaban como
él sobre este punto, fue el siguiente resultado de Banacleyikiawicz.

Teorema 2.1.3 (Banach-Mazurkiewicz).En el espacio de BanadC[0,1], ||-||, ), €l conjuntoND[0,1] es
residual.
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La demostracion del Teorema de Banach-Mazurkiewicz sétéaon poco si tenemos presente el si-
guiente lema el cual fue observado por primera vez por Lefgeggien lo usé para dar una demostraciéon
mas sencilla al primer teorema de aproximacion de Weissstiantes necesitaremos recordar la siguiente
definicion.

Definicion 2.1.1. Una funcion continua f [0,1] — R eslineal a trozosi existe una particion d¢0, 1],
digamos P= {to,t1,...,th}, donded =ty < t; < --- < t, =1, tal que f es lineal en cada subintervdtp 1,t;]
parai=12,...,n.

Lema 2.1.1 (Lebesgue)El conjuntoC, 1[0, 1] de todas las funciones continuas lineales a trozoelj es
denso er(C[0, 1, [|-)-

Prueba. Seaf € C|0, 1]. Para cada € Ny cada particior?, = {to,t1,...,tn} de[0, 1], donde siempre supon-
dremos que & t; < --- < t, =1, definamos la funciéh, : [0,1] — R, asociada &,, por

X—1;

ha(X) = f(t;) + (f(ti+1) — f(ti)), X€ [t,tir1), 1=0,1,...,n—1

ti1—t

Claramenté, € CL[0,1]. Seas > 0. Lo que queremos demostrar es la existencia de algunaipai,, tal
que la funciénh,, asociada &,, satisfagd| f —hy||,, < €. En efecto, comd es uniformemente continua
sobre[0, 1], existe umd > 0 tal que, para todr,y € [0,1],

X—y|<dé = |f(x)—f(y)|<e/b

.....

y fijemosi € {1,2,...,n} tal quex € [t;,ti1]. Entonces

[FO) =P =[FO)—f(t)] + [f(t) — ()| + [hn(ti) —hn(X)]
=[f(x)—ft)] + 0 + [f(t) — ha(X)|
— (1

<|fx)—f) + 0 + |f(t) — f(tiva)]
<g/2
Por esto,
I f—hnllo< max [ sup [f(X)—M()|) <z <e
i=0,...,n—1 Xe[ti*tiﬁ.]_] 2
y termina la prueba. [

Estamos ahora preparado para dar la demostracion del TedeBanach-Mazurkiewicz.

Prueba del Teorema de Banach-MazurkiewiczEn primer lugar nétese que para cada N conn > 2,
six € [0,1—1/n], entoncex < 1/2. Si tomamos cualquidr € (0,1 —x) para el cuah < 1/2, entonces el
incrementax+ h € [0,1] y, por lo tanto, el cociente

f(x+h)— f(x)
e

siempre esta bien definido. Consideremos ahora, para ctstae 2, el conjunto

En = {f €Cl0,1] : existex € [0,1— 1/n] tal que, para toda € (0,1—x), |f(x-+h) — f(x)| gnh}.
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Observe que cualquier funcidine C[0, 1] teniendo una derivada lateral a la derecha finita en algatopun
de[0,1) pertenece &, para algim € N. En consecuencia, la uni¢#,_, E, contiene a todas las funciones
f € C[0,1] que poseen una derivada lateral a la derecha finita en algito pe[0,1). Nuestro objetivo
inmediato es demostrar que cdflaes cerrado y nunca-denso @{®, 1]. Fijemos um > 2.

(1) Enes cerradoSeaf € Ep. Entonces existe una sucesitf);_, enE, tal que fy — f uniformemente,
es decir|| fx — ||, — 0 cuanddk — . Como caddy € Ey,

existe un x€[0,1—1/n] talque |fx(x+h)— fx(x)| < nh, paratodo ke (0,1— x). (%)

Puesto que la sucesidm)y_, vive en el compactd0,1 —1/n], el Teorema de Bolzano-Weierstrass nos
garantiza la existencia de una subsucesgiq)j_; de (X)g_, convergiendo a algur € [0,1—1/n]. Uno
puede suponer que, < x para todoj € N. Sea( fi, )‘J?°:1 la correspondiente subsucesion(dg)y_, satisfa-
ciendo(>). Entonces, para todoc (0,1 x), hfijo, se tiene quér € (0,1 X, ) para todoj, y asi,

[f(x+h)— f(x)| < [f(x+h)— f(xq +h)| + [f(xq +h)— i, (% +h)| +
+ i (% +1) = i, ()] + i (%) = F )| + [T (i) — F(X)|
< |f(x+h) = f(xg +h)| + || f—fi ||, + nh+ || fi, — |+
+ (%) — F(X)]-

Observemos ahora que come@s continua tanto encomo enx+h y ya que lim_.., X, = X, resulta que

lim [f(x+h) = f(x+M)[=0 'y  lim[f(x;)—f(x)|=0.

] —0 ] —00

Similarmente, como lim.. || f, — f || — O, se sigue de la desigualdad anterior que cuandoc, uno
obtiene quef(x+ h) — f(x)| < nh. Esto prueba qué € E, y asi,E, es cerrado.

(2) Enesnunca-denso en@1] o, de manera equivalente,
C[0, 1\ E, = {f € C[0,1] : paratodax € [0,1— 1/n], existeh € (0,1— x) tal que| f (x+h) — f(x)| > nh}

es denso e@[0, 1]. Fijemos ure > 0 y seag € C[0, 1] \ E,. Queremos demostrar que cualquier bola abierta
U(g,€) con centro ery y radio€ intersecta &[0, 1] \. E,. Por el Teorema de Aproximacion de Weierstrass,
existe un polinomio algebraicp € P[0, 1] tal que||g— p||,, < . Construyamos ahora la funcion continua
lineal a trozoxy € Ci1]0,1] del modo siguiente: sea un entero positivo suficientemente grande de modo
que Y2 <eg/2 y 2.5 >n+| p’|. ydefinamos

1
.5M i <x<
2-5Mx Si 0_x_2.10n
2 1 1
= _——2.9M < —
ax) = | 2m % St oo S 1om
k . k k+1
= — <= = -1
q<x 10“)’ si 1O“<X— 107 parak=1,2,...,10"—1
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0 1 1
10"

Entonced|q||,, = Zim < £ y para cadx € [0, 1], existeh suficientemente pequefio (dependienda)dal que

‘%ﬁﬂﬂiﬂﬁ_:25m>n+HWHw

h

Finalmente, definiendo la funciéh= p+ g, vemos quef € C[0,1] y

19— fllo < 19— Pllo+ Al <&

De lo anterior podemos concluir que, para tade [0, 1], existeh € (0,1 — x] tal que

‘ fx+m =10 | ‘Q(XJF h)—ax)| ‘ p(x+h) — p(x)
- >

h h >n

lo cual significa quef € C[0,1] \ En Yy, por lo tanto,f € U(g,€) N (C[0,1] \ Ey). Esto prueba que el conjunto
C[0,1] \ E, es denso e€]0,1].
De modo enteramente analogo se prueba que

Hn= {f €C[0,1] : existex € [1/n,1] tal que, para todb € (0,x), |f(x—h)— f(x)| < nh}

es cerrado y qu€|0, 1] \. H, es denso e€]0, 1] para todm > 2.

Definamod, = E,UH,, y notemos que pamac N conn > 2, el conjuntdC[0, 1] \. F, es abierto y denso
enCJ0, 1]. Por el Teorema de Categoria de Baire, el conjunto

es unGs-denso erC[0, 1]. Mas aln,
G C ND[0,1].

En efecto, una funciér € C[0, 1] con derivada finita en algin punto {fe1] pertenece o bien a algi, o
algunH,, es decir,f € U,,_» Fr. En consecuencia, $ic G, entoncesf ¢ |J;_,Fn por lo que dicha funcién
no puede tener derivada finita en ningun puntdod#], es decir,f € NDI[0,1]. Por estoND[0, 1] resulta ser
un conjunto residual e@[0, 1] y termina la prueba. |

¢, Qué es lo que realmente hay que destacar, en este casdiaspeei Método de Categoria de Baire?
Pues bien, uno de los aspectos mas importantes y, por sopakainente ilustrativo de lo contundente que



Sec. 2.1Galeria de monstruos: funciones y otros objetos raros péunaantes 121

resulta el Teorema de Categoria de Baire, es el hecho de guidacion de dicho método nos asegura

la abundancia de funciones continuas nunca-diferencabl@esar de que no se muestra ningan ejemplo
concreto de una funcion de ese tipo, tarea que puede resoltdrecuencia, un poco arduo y a veces de muy
dificil construccion. Sospecho que el lector podra apreaiza vez mas, lo magico que resulta dicho método
y convencerse de la gran fortaleza del Teorema de CategoBaick. Otra prueba del Teorema de Banach-

Mazurkiewicz, que posteriormente presentaremos, puedieada a cabo usando un juego topoldgico muy

especial conocido como el juego de Banach-Mazur-Oxtolaserél Teorema 2.2.83, pagina 351.

Recordemos que i€ C[0,1] y a€ [0,1), entonces

’ f(x)—f(a) . f(x)—f(a)
+ = 7 9 — SN o)
D" f(a) _Iln)’(llzzup 3 y D, f(a) Ilr)r(lgnf "

SiD*f(a) = D, f(a), dicho valor comln ser& denotado pidr(a). De forma similar se defineD~ f(a),
D_f(a) y f’(a). Llamaremos ®*f(a) y D f(a) lasderivadas de Dinide f ena.

Es importante destacar que los conjurgesy Hy, definidos en la demostracién del Teorema de Banach-
Mazurkiewicz, cumplen:

U En = {f €CJ[0,1] : existex € [0,1) tal que—w < D, f(x) < DTf(x) < +00}
n=1

Hy = {f €C[0,1] : existex € (0,1] talque—o < D_f(x) < D™ f(x) < +oo}.

s

n=1

Banach y Mazurkiewicz no probaron exactamente el mismdtegku Lo que fundamentalmente de-
muestra Mazurkiewicz es quet conjunto de las funciones continuas que poseen al mermslenvada
lateral acotada en algun punto es de primera categonfégentras que Banach va mas alla al demostrar un
resultado mas fuertd:as funciones continuas que tienen una derivada de Diniaalzoen algun punto de
su dominio es de primera categoria

Uno puede considerar las funciones@#, 1] que poseen, en algun punto @1], derivada infinita y
seguir obteniendo residualidad en dicho espacio.

Teorema 2.1.4 (Banach).Para cada a [0,1), el conjunto
G(a)" ={feC[0,1] : D" f(a) =},
es un G-denso er(C[0,1], ||-||,, ).
Prueba. Para cada € N, sea
Vh = {f €C[0,1] : f(x)— f(a) > n(x—a) para algurx € (a,a+1/n)N [0,1]},

y notemos qué&(a)™ = Nj_1 Vn. Veamos que cadé, es un abierto denso €10, 1].

¢ V, es abierto Fijemos cualquierf € V,,. Por definicion, podemos encontrar un purten el intervalo
(a,a+1/n)N[0,1] tal que f(x) — f(a) > n(x— a), y entonces hallar ua > 0 de modo que también se
satisfaga la desigualdaidx) — f(a) > n(x—a) + 2¢. Si ahorag € U( f,€), tendremos que

9(x) —g(a) = f(x) - f(a) - 2¢ > n(x—a),
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lo cual prueba qug € V. Esto demuestra qu4 es abierto.

e\, es densoSeag € C[0,1] \ V,, de modo qué*g(a) < oy seae > 0. Elijamos una funciém € P[0, 1]
satisfaciendo

Ihf<e 'y  H(a)>n-D"(g)(a).

EntoncesD™(g+h)(a) = D (g)(a) + h'.(a) > n, por lo queg+h € V,,NU(g,€). Siendoe > 0 arbitrario,
resulta qué&/, es denso e@[0, 1]. Por el Teorema de Categoria de Baire, tenemo3gag" es unGs-denso
en(C[0,1],-||,)- Esto termina la prueba. [

Similarmente se demuestra que el conjunto
G(a); = {f €C[0,1] : D, f(a) = oo},
es unGg-denso er(C[0, 1], |||, )-

Comentario Adicional 2.1.1 (1) Un método diferente para obtener funcionesCéd 1] que no poseen
derivadas en ningln punto es utilizar el siguiente resoitad

Teorema Una funcién f: [0,1] — R es continua si, y s6lo si, su gréfico
Graf(f) = {(x, f(x)): xe€[0,1]}

es un subconjunto compacto Rex R.

Los detalles de la construccion de uha& NDJ[0,1] se pueden ver, por ejemplo, en [163], p.
45-47.

(2) Puesto quéC|0,1],||-||.,) s un espacio métrico completo sin puntos aislados, resuéiapor
el Teorema 1.8.8, el conjuntyD[0,1] es no numerable. Observe, por otro lado, 2#[0, 1]
no es un espacio vectorial por lo que la suma y el producto ddufiones continuas nunca
diferenciables puede que no sean funciones nunca difai@asi Sin embargo, A. Wachowicz
demuestra, en [436], el siguiente resultado:

Teorema de WachowiczEn C[0, 1] x C[0, 1] los siguientes conjuntos son residuales

(1) ND[0, 1 = {(f,g) € C[0,1] xCJ0,1] : f +g es nunca diferenciab}e

(2) ND[0, 15 = {(f,g) € C[0,1] xCJ[0,1] : f-g es nunca diferenciab}e

A pesar de no ser un espacio vectorial, ¢, pUedg0,1] U {0} contener dentro de si un subespa-
cio vectorial de alguna dimensién? La pregunta surge a pitapdel conocimiento que se tenia
de los siguientes hechos: en 1940 B. Levine y D. Milman [2@®fan demostrado quealquier
subespacio norma-cerrado dé@C1] compuesto Unicamente de funciones de variacion acotada
es de dimensioén finité&Similarmente, V. |. Gurariy [197] habia demostrado en & 4867 que

si X es un subespacio dé@1] de dimension infinita y cualquier funcion en X es diferenleiab
en cualquier punto d¢0, 1], entonces X contiene una copia isomorfica gleRosteriormente,
en 1991, el mismo Gurariy [19@pnstruyo, en (@, 1], un subespacio de dimension infinita con-
teniendo sdlo funciones nunca diferenciables (exceptospouesto, la funcion idénticamente
cero) Mas aun, un resultado de Banach-Mazur (ver, [29]) estalfjee(C[0, 1], ||-||.,) esuniver-
sal para la clase de todos los espacios de Banach separablesatesidin infinita; es decir,
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Teorema Universal de Banach-Mazur Dado cualquier espacio de Bana¢K, ||-||) separable
y de dimension infinita X, existe un subespacio norma-cervade(C[0, 1], ||-||.,) que es lineal-
mente isométrico a X

Uno de los resultados mas fascinante en esta direcciongimde la combinacion de los trabajos
de Gurariy y el Teorema Universal de Banach-Mazur se obtovi®85, cuando Luis Rodriguez
Piazza [377] demuestra que el subespatide C[0,1], en el Teorema Universal de Banach-
Mazur, se puede elegir de modo que céday, f £ 0, sea nunca diferenciable.

Teorema de Rodriguez PiazzaCualquier espacio de Banaceparable(X, ||-||) es linealmente
isométrico a un subespacio norma-cerrado Y(@®, 1], ||-||,) tal que cualquier funcién distinta
de cero enY es nunca diferenciable

(3) Recordemos que una funcidn [a,b] — R se llama devariacion acotadasi

sup{i]f(ti)—f(ti_l)] : PefP} < oo,

donde? es el conjunto de todas las particiofes {a=to,t1,...,tn=b} de[a,b]. FijemosRe R

y denotemos poBV(R) el conjunto de todas las funciones@j®, 1] con variaciéon acotada a lo
sumoR. Resulta que3V(R) es||-||,-cerrado erC[0, 1] y, por consiguiente, un espacio métrico
completo. En [454] Tudor Zamfirescu demuestra el siguiesgaltado.

Teorema de Zamfirescu El conjunto
G={feBVYR)|f =0 Ac.s}
es residual e BV(R), ||||.)-

Sin embargo, si en lugar d&V(R) consideramos &V|0, 1], el conjunto de todas las funciones
en CJ[0,1] que son de variacion acotada, entonces no se puede afirmat gogjunto de las
funcionesf € BV|[0,1] tales quef’ =0 A-casi siempre sea un conjunto residualB¥[0, 1] ya

que, en este cas@BV[0,1], ||-||.,) resulta ser un espacio de primera categoria en si mismo pues

BV[0,1] = OBV(n)
n=1

y cadaBV(n) es nunca-denso sV|[0,1].

(4) Sabemos, gracias al Teorema de Banach-MazurkiewicZNGR(6, 1] es un conjunt@bundante
en el espacio de Bait€[0, 1}, ||-||.,)- En particularND|0, 1] también eslensoen (C[0, 1], ||.)-
Esto nos dice que dada cualquieke C[0,1] siempre existe una funciég € ND[0,1] y una
funcionh € C*[0, 1] que estan tan proximafa(en el sentido de la normag||,, deC|0, 1]) como
se desee. Esto es lo que, en principio, parece paraddjicotdéresante de ese resultado es que
de él se desprende que ormal o tipico es que cuando metemos la mano en el saco de las
funciones continuas €0, 1] y elegimos arbitrariamente una funcion, resulta que dicnaibén
es, casi con toda seguridad, una funcién nunca difererci8idiéramos, finalmente, intentar
concluir lo siguiente: Desde el punto de vista de la categoria de Baire, abundan uméisohes
nunca diferenciables que las que son derivables en algutopiel0,1]” .
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(5) Johan Thim, en su Tesis publicada en 2003 vy tituladZoritinuous Nowhere Differentiable
Functions” da ejemplos explicitos de 18 funciones nunca diferengaldemenzando con la
de Bolzano (1830), siguiendo con la Callérier (1860), la denfann (1861), la de Weierstrass
(1872), etc. y culminado con la de Wen (2002). Similarmesitesticulo de A. N. Sing de 1953
publicado en [217] contiene un desarrollo interesanteestbhe theory and construction of
non-differentiable functiorisLa tesis de Ivan Bergman [49] también se ocupa de algunéesde
aplicaciones clasicas del Teorema de Categoria de Baire.

(6) Si bien es cierto qu&D[0,1] es un conjuntabundantedesde la perspectiva de la categoria
de Baire, dicho conjunto no es un boreliano; es decir, n@pede a la-algebra generada por
los conjuntos abiertos d€|0,1],|-||,,)- Este hecho fue probado por Mazurkiewiczléiver die
menge der differenzierbaren Funktionémun. Math. 27 (1936), 244-249.

(7) Finalmente queremos hacer mencion del siguiente resuttewhmstrado por Bruckner, Ceder y
Weiss [79] el cual establece, en términos generales, quguieiafuncion continud : [0,1] — R
es diferenciable cuando se restringe a cierto subconjuni@ d:

Teorema de Bruckner, Ceder y WeissSea fe C|0,1]. Dado cualquier subconjunto perfecto P
en|0, 1], existe un conjunto perfecto QP tal que fq es infinitamente diferenciable.

2.1.2. || » Funciones continuas nunca rectificables

Otro conjunto de funciones d&0, 1] que contiene &D[0, 1] lo constituye la familia de todas las fun-
cionesf € C[0,1] que nunca son rectificables. Recordemos su definicion.fSe€[0,1] y sea[a,b] un
subintervalo arbitrario no degenerado[@€l], es decira < b. Para cada particion finita = {to,t1,...,t}
de[a,b] defina

k
I(f,P>=_zl¢(ti—ti1)2+(f<ti>—f<ti1>>2 y  L(fab)= sup I(f.P),

PePs[a,b]

donde®;[a, b] denota el conjunto de todas las particiones finitagadg. Si L(f,[0,1]) es finito, entonces
decimos que ajrafo de f es rectificable SiL(f,[a,b]) = para todo intervalo no degenerajdob] C [0,1],
entonces diremos que g@lafo de f es nunca rectificable

Denotemos poNR[0, 1] el subconjunto d€[0,1] formado por todas las funciones que poseen grafos
nunca rectificables.

Corolario 2.1.1. ND[0,1] C NR[0,1]. En particular, NR[0, 1] es residual efC[0,1], |||, )-

Prueba. Suponga, por un momento, que hemos encontrado una fuhedND|0,1] tal que f ¢ NR[O, 1].
Esto significa que existe algin subintervgob] de [0,1] tal queL(f,[a,b]) < . Es bien conocido que
toda funcién con grafo rectificable es de variacion acotfi3],(Teorema 6.17, p. 162) y que toda funcién
de variacién acotada puede ser expresada como diferendasdfinciones monétonas crecientes ([13],
Teorema 6.13, p. 159). Por dltimo, como toda funcién moreineciente resulta ser derivable casi siem-
pre (Teorema de Diferenciabilidad de Lebesgue, Teoreméd,agina 130), se deduce entonces §&s
diferenciable en algunos puntos ffel] lo que constituye una contradiccion pues habiamos supgesto

f € NDJ[O,1]. Esto prueba qu&D|[0,1] € NR[0,1] y una aplicacion del Teorema de Banach-Mazurkiewicz
concluye la prueba de la segunda parte. |
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2.1.3. || » Convolucion de funciones continuas nunca diferenciables

Recordemos qué|0, 2] = {f eC[0,2r : f(0) = f(2m)} es un subespacio cerrado del espacio de Ba-
nach(C[0,1], |-||,,) y, por consiguiente(C[0, 211, ||-||,,) también es un espacio de Banachf $j € C[0, 2ri,
entonces, como ya hemos mencionado, tales funciones siitd@ncon sus extensiones periddicas (mddulo
2m) enR. Laconvolucionde dos funcione$,g € 6[0, 217 se define por

s
(@)= [ ft-gg(sds
Observemos quéxg e 6[0, 21 y se cumple, ademas, que
(1) fxg=gxf, paratodaf,ge C[0,2r,
(2) (fxg)xh= fx(gxh), paratodaf,g,he C[0,2n,
(3) f*(ag+ph) =afxg+pfxh, paratodaf,g he C[0,2my todoa,p c R,
(4)

4) || fxgll, <2m| f|.llgll., paratodaf,ge C[0,2m. Usando induccién vemos que

[l

| £ f [l < (2" |5, (©)
(nveces
para cualquieff € C[0,2r1 y todon € N.

La condiciones anteriores nos dice, en particular, quenieidn ¥ : C[0, 2r x C[0, 2r] — C|0, 21 defini-

da por
W(f,g) = fxg, f,geC[0,2m
es bilineal (=lineal en cada variable) y continua.

Si f € C[0,2m] es una funcion de Lipschitz, es de¢ir(x) — f (y)| < M|x—y| para todo, y € [0, 21, para
alguna constant®! > 0, entonces.(f) denotara la menor de las constartésjue satisfacen la desigualdad
anterior y que llamaremos la constante de LipschitZ.deecordemos que $ies continuamente diferencia-
ble, entonced es de Lipschitz y, en este casdf) = || f'||,,. Ademas, sif es continuamente diferenciable,
también lo esf « g para today € C[0, 21 y se cumple que

(f *g)/ = f'xqg.
En consecuencid, « g es de Lipschitz y

L(fxg) = [[f'xg]|,, < 2n|[f'[|,llglle = 2nL(f)[Ig]...

En general, usando induccién, vemos duegx = xg es de Lipschitz y

(n—1 veces
L(f*M) = H(f*g* n;1*9)’ = Hf’*g* .H?T*g ‘oo
< on 1], o< ug| < ()@ 2 gt

= L(f)(2n|g]l,)" "

En la busqueda de funciones extrafias pero abundantesxhprobjeto que visualizaremos en nuestra
Galeria de Monstruos es la existencia de funciones comgtinuaca diferenciables que son convoluciones.
El siguiente resultado fue demostrado por Witold M. Bogdaé&op en [59].
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Teorema 2.1.5 (Bogdanowicz) El conjuntoCNDI0, 211 de todas las funciones f é[o, 217 que satisfacen
que cada una de las funciones

f, fxf, fxfxf, fxfxfxf ...
es nunca diferenciable, es residual @*{O, 210, ||l ) -

La demostracion del Teorema de Bogdanowicz se basa enscigdpiedades que posee la funcion
® : C[0,2m] — [0, +oo] definida por

_ s [F(t)—f(s)| . ~
d(f) _Sel[(r;];n]sup{W te [O,2T[],t7£s}, f € C[0,2r1.

Notemos que, para cualquiére C[0,211, 0< ®(f) < +w y ®(af) = |a/®(f) para todaa € R.

Lema 2.1.2. La funcion® satisface las siguientes propiedades:

(a) @ es inferiormente semicontinua .

(b) Si f es diferenciable en algin punt&g0, 217, entoncesp(f) < +co.

(c) Sige C[0,2m satisface una condicién de Lipschitz con constante de hisk(g) > 0, es decir, si

9(t) —g(s)| <L(g)lt—s|, paratodotse [0,2m,

entonces se cumple qui(f +g) < ®(f)+L(g) para toda fe C[0, 2.

(d) Sean P={0=s < 5 < -+ < Sy = 21} una particién de[0,2r y f una funcién erC[0,2m que es
diferenciable en0, 217. Si

M :inf{’f(s")_ UGSV n:1,2,...,m},
|sh — Sn—1]

entonces®d(f) > M.

Prueba. (a). Seaa € R. Vamos a demostrar que el conjurlig(®) = { f € Cl0,2m : &(f) < a} es cerrado
enCl0, 2m. Sea( f,)®_, una sucesion eB,(®) tal que lim, .., f, = f uniformemente. Entoncese C[0, 271
y lo que queremos ver es qu¥ f) < a. Para cada € N, seag, > 0 de modo que, < 1/n. Puesto que
®(f,) < a, podemos hallar us, € [0, 211 tal que

sup{w :te 0,2, t ;Asn} <a+epn.
De esto se sigue que
|fa(t) — fa(sn)| < (a+¢€n)|t—sq|, paratodot e (0,21, y todo n=12,....

Siendo(sy) 7 Una sucesion en el compad¢2ry, existe una subsucesion de ella (que seguiremos denotando
del mismo modo) convergiendo a un pusgae [0, 2r7. De la convergencia uniforme de la sucesfdr);;_;
haciaf sobre|0, 21 tenemos que

|f(t)— f(s0)| < at—s|, paratodote [0,2r], y todo n=12,....
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Esto prueba qué € E,(P).

(b). Si f es diferenciable eac (0, 2m), entonces la funcion

es acotada lo cual implica qu( f) es finita.

(c). Supongamos qug € 6[0, 21y satisface una condicion de Lipschitz con constante de hifrst(g).

Entonces
[(F(O) +9(t) — (f(5) +9(9))] < [f(t) - f(9)|
t—s| - It —s

+ L(9)

y de esta desigualdad se deduce @ué+g) < d(f)+L(Qg).
(d). Para demostrar esta ultima desigualdad debemos prokes, ehsiguiente:

Lema. Suponga que g C[0,2m es una funcién diferenciable satisfaciendsoy = - - = g(sm) =
0. Fijemos ne {1,2,...,m}. Entonces, para cadas [s,_1, ], 0 existe un & [s,_1,Sy| diferente
de s tal que ¢s) = g(t), o bien d(s) =0.

Prueba. Puesto que continua ens,_1,S), ella alcanza su maximo en un purnfoy su minimo

en un puntd,. Seas cualquier punto efs,_1,S y suponga que’(s) # 0. Podemos asumir que
g(s) # 0 (y en consecuenci# s,-1, S# Sh), pues en caso contrario la conclusion de la afirmacion
se cumple. Se sigue dg(s) # 0 queg(s) < g(t1) y g(s) > g(t2). Ahora bien, coma(s) # 0,
entoncegy(s) > 0 o g(s) < 0. Sélamente consideraremos el primer caso pues el segasdo ¢
trabaja de modo enteramente similar. Tenemos entonces que

0 = g(sn) = g(sh-1) < g(s) < g(ta).

Existen s6lo dos posibilidades paao biens pertenece al interval(s,_1,t1) 0 bien al intervalo
(t1,S). Sispertenece al interval(s,_1,t1), entonces podemos encontrar un purea el intervalo
(t1,s) tal queg(s) = g(t). Un razonamiento similar permite la misma conclusiéssertenece al
intervalo(ty, s,). Esto termina la prueba de nuestra lefma.

Consideremos ahora la funci@n [0, 2] — R definida por

para todad € [s,-1,%], n=1,2,...,m. Esta funcién satisface las condiciones de nuestro lemallDgue,
para cadan = 1,2,....,m y cadas € [s,_1,S, existe otro puntd, distinto des, tal queg(s) = g(t) o
g’(s) =0. En el primer caso tenemos que

f)—f(9) _ f(s)— f(s)

t—s Sh—Sh-1

mientras que para el segundo se obtiene

f /(S) — f(S’IS: : ;(Sﬂll) ]
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Cualquiera de los dos casos que ocurra permite concluir que

Sup{' £(t)— f(9)

t—s

F(sn) — fsn-1)
S$H—S$-1

G[O,er],tyés} > ‘

para todcs € [s,S,-1] Y todon € {1,2,...,m}. Tomando infimo a ambos lados de esta desigualdad sobre el
conjunto{1,2,...,m} obtenemos lo que queriamos demostrar. |

Estamos ahora en condiciones de demostrar el Teorema daBngdz

Prueba del Teorema de BogdanowiczSeaF = C[0,2m] \ GND[0, 2m. Nos proponemos demostrar giéie
es de primera categoria €@8[0, 211, ||-||, ). Para cada par de enteros no negatimas definamos

Fon = {f€Cl0,21] : ®(f*---%f) < m}.
(nveces

Notemos que sf € F, entonces para algune N, f+ .7 f es diferenciable en algan punto @e2r] y por

(b) del Lema 2.1.2 tenemos qui f R «f) es finito. Esto nos dice quk debe estar en alglfy, para
ciertosm,n € N, es decir,

FC |J Fm

mn=1

Nos proponemos demostrar que cada conjéptpes cerrado y nunca-denso é[ﬁ), 217. Fijemosm,nenN.
Puesto que la aplicacidp: C[0, 2] — C[0, 2] dada por

o(f) = fx--.xf,  paratodaf e C[0,2r
——
(nveces

es continua (esto sigue de la desiguald@d), entonces la semicontinuidad inferior de la functémos
garantiza quéen, es cerrado e€[0, 2. Nos queda por ver qu,, es nunca-denso &[0, 2. Esto lo
haremos demostrando que la suposicion contraria conllema aontradiccion.

Lema. Si Fnn tiene interior no vacio, entonces existe una constante Gftal que

®(fx---xf) < M| f|2  paratodaf €C[0,2m. (©)1
N——

(nvecesg

Prueba. Decir queFnn tiene interior no vacio significa que existe una bola ahjieliamodJ (g,r), incluida
enFn, para algung e C[0, 21 y algtinr > 0, donde como siempté(g,r) ={fe Clo, 21 : || f — gl < r}.
Puesto que el conjunto de las funmone@@h 217 con derivada continua es denso en dicho espacio, podemos
suponer (y asi lo haremos) ggeposee una derivada continua y, en consecuencia, satigiaceondicion

de Lipschitz con constante de Lipschitzg) = || g’ ||.. Observemos que cualquiera que $eaU (g,r), se
cumple que

(1) O(fx 7. xf) < m

@) [flle <llglle+f-alle <llgllo+r:=d 'y
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(3) como hemos visto antes, el hecho de gugne una derivada continua, y por consiguiente satisface
una condicién de Lipschitz cdn(g) = || 9’ ||, €llo implica queg* fx "~ f también es una funcién de
Lipschitz con constante de LipschitzL (g)(2rd)"1.

Fijemosf € U(g,r) y pongamos$ = f — g. Entoncesh € U (O,r) y gracias gc) del Lema 2.1.2, tenemos la
desigualdad

Dhsfs-xf) < D(fsfr-oxf) + L(—gxfx---xf) < m+ L(g)(2m" L.
N—— S—— N——
(n—1veces (nveces (n—1veces

Lo acabado de probar nos revela goata cualquier he U(0,r), con f=g+ h, se tiene que
D(hsfx---xf) < m+ L(g)(2md)" 2.
N——
(n—1vece$

De la conmutatividad de la convolucién, la desigualdadraote induccion, se deduce la existencia de un
numeroK > 0O tal que
®(hxhx---xh) < K, para todch € U (O,r).
N———

(nveces

Seaf e C[0,2r tal quef +# 0. Entonces = (r/2|| f ||,,) f €U (0,r) y usando el hecho de que la convolucién
es lineal en cada variable y que la aplicacihes homogénea obtenemos que

n n
<72 ; ) O(F s frorosf) = @ (2 ; > Fafarnf
1o —_—— | flleo/) ~—~——

(nveces (nvecesg
r r r
=o f x fooonx f)
<2||f||m 2[[ e 2[[ e
(nveces
= ®(hsxhx---xh) < K.
——
(nveceg

Finalmente, definiendM = (2/r)"K resulta la desigualdad

D(fxfx-xf) < M| FD.
———

(nveces

la cual se cumple para todoe C|0, 2r1. Esto termina la demostracién de nuestro lefa.
Para cualquiek € N, consideremos ahora la funciére C[0,2m definida porf (t) = cogkt). Puesto que
f(t) = 3 + Je® se deduce faciimente qufex f = mtf, y por consiguiente,

fafonf = 11
~—_————
(nveceg

De la propiedadd) del Lema 2.1.2 vemos que si tomamos la partiiom/k, ..., 2km/k} se consigue la
desigualdad

d(f) >

AR
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Por otro lado, usando la desiguald#l); del lema anterior tendremos que

2%k < D(Fxfx---xf) < M| F|D =M
N——o—

(nveces

para cualquiek € N. Esta ultima desigualdad es, por supuesto, imposible pa@kte N, de donde se
concluye queFmn, N0 puede tener interior no vacio y dsies de primera categoria. Por el Teorema de
Categoria de Baire, el conjun@\ND[0, 21 es residual e€[0, 2r7. [

Comentario Adicional 2.1.2 En el mismo articulo, Bogdanowicz (Witold M. Bogdanowicstsriormente
se cambid de nombre haciéndose llamar Victor M. Bogdan)iderssel espacio de Fréchet (= espacio
vectorial topolégico completamente metrizatil#(, +) de todas las funciones: [0, +«) — R que
son continuas cuya topologia es generada por la familiardersrmas

| fll,=sup{|f(t):teO,n}, n=12...

Como antes, la convolucion de dos funciorieg enC|[0, +) viene dada por

(f+9))= [ ft-sg5)ds

Teorema (Bodganowicz) El conjunto E, formado por todas las funciones £[0, +) tal
que las funciones
f, fxf, fxfxf, ..

son nunca diferenciables en el intervgld +), es residual en (@, 4-).

2.1.4. || » Funciones diferenciables nunca monotonas

Como ya hemos visto, el Teorema de Categoria de Baire halsaoimo un vehiculo importante en la
prueba de existencia de funciones que eran muy dificiledstiwir y, por supuesto, también dificiles de
visualizar. Tal es el caso, por ejemplo, de las funcionesiruees nunca diferenciables. Nuestro objetivo es
esta seccidn es probar, como en el caso anterior, la abuadbitinciones diferenciables nunca mondétonas.
Una funcionf : [0,1] — R que no es mon6tona en ningln subintervalo no degenerad@ Hese llama
nunca monétonao siempre oscilante Que toda funcién continua nunca diferenciable es nuncatona
es consecuencia del siguiente resultado clasico, cuya@ppeede verse, por ejemplo, en [364], Theorem 3,
p. 418, o también, [384], p. 96.

Teorema de Diferenciabilidad de LebesgueSi F: [a,b] — R es una funcién monétona, entonces
F’ existeA-casi siempre

Por consiguiente, 8VM |0, 1] representa el subconjunto @€, 1] formado por todas las funciones continuas
que son nunca monotonas, entond®¥ [0, 1] es residual etiC[0,1], |||, ). Este resultado lo volveremos a
demostrar mas adelante sin apelar al Teorema de Banachditaviaz.

En el transcurso del siglo XVIII a los matematicos les eraltoénte imposible determinar si existian
funciones que fueran siempre diferenciables pero nuncaimeas. Es importante destacar que para gque
exista una funcién diferenciable nunca monétdérdebe ocurrir que los conjuntos

x:f'x) >0 'y {x:f'(x)<0}
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sean ambos densos BnDini era uno de los que creian que tales funciones podiatireriientras que P. du
Bois-Reymond tenia la presuncion de que las funciones nmacebtonas no podian ser diferenciables. En
1887, Képcke a fuerza de coraje y perseverancia dio a coeapéicitamente, a través de una construcciéon
increiblemente complicada, una funcion diferenciablecaumonétona. Esa construcciéon permitié que se
unieran al clan con nuevas funciones de este tipo matematmmo Denjoy, Pereno, Hobson, etc. Todas
esas construcciones seguian siendo dificiles y largasdtacorta constaba de 10 paginas). Casi 100 afios
después, en 1974, Y. Katznelson y K. Stromberg [254] reviaeimvestigacion al construir otra funcion
diferenciable nunca monoétona pero mucho mas simple quedi plar Képcke. Fundamentalmente lo que
Katznelson y Stromberg probaron fue el siguiente resultado

Teorema de Katznelson-Stromberg Existe una funcién fR — R tal que:
(1) f es siempre diferenciable solke
(2) f’esacotada sobr®y

(3) f no es mondtona en ningun subintervaloRie

Una exposicién detallada del resultado anterior se puedetesu fuente original o en el libro de A. B.
Kharazishvili [253], pag. 69-77. La funciéf, construida por Katznelson y Stromberg, disfruta de alguna
propiedades interesantes: por ejemglg,por ser acotada, implica quees una funcién Lipschitziana. En
particular, f es absolutamente continua, lo cual implica dues Lebesgue-integrable en cada subintervalo
[a,b] de R; en segundo lugarf’ no es Riemann-integrable en ningln subinterjald| de R. Mas adln,

f’ es una funcién de la primera clase de Baire; es decir, se pepdesentar como limite puntual de una
sucesioén de funciones continuas y, por consiguiente, gletinde puntos donde ella es continua es un
Gs-denso (Teorema Genérico de Baire-Kuratowski, pagina P@).dltimo, los conjuntogx: f’(x) > 0}

y {x: f/(x) < 0}, ademés de ser disjuntos, son medibles Lebesgue y, parasahitgervalo[a, b] de R,
(a< b), se cumple que

A(({x: f/(x) > 0}) m[a,b]) >0 vy )\(({x: f/(x) < 0}) N [a,b]> > 0.

Dos afios mas tarde de la aparicion del resultado de Y. Katamgl K. Stromberg, Clifford E. Weil
[440], usando el Teorema de Categoria de Baire, pruebadteagia de abundantes funciones de ese tipo
en apenas 2 paginas. Veamos ahora el procedimiento queigved para demostrar la abundancia de las
funciones diferenciables nunca monétonas usando el Tealer@ategoria de Baire. Para probar lo que hizo
Weil necesitaremos las siguientes nociones y herramientas

Como siempreB. [0, 1] denota el conjunto de todas las funciorieg0, 1] — R que son acotadas dotado

de la métrica uniforme
doo(f,9) = sup [f(x) —g(x)],
xe€[0,1]

para todof,g € B,[0,1]. Como ya hemos afirmado, es bien conocido ¢(Bg[0,1],d.) €s un espacio
métrico completo. Recordemos que una funcfon|[0,1] — R es unaderivada, si existe al menos una
funcién diferenciabld- : [0,1] — R tal queF’(x) = f(x) para todox € [0, 1] (por supuesto, en los puntos
extremos 0 y 1, se requiere que las derivadas laterales eelehdey a la izquierda, respectivamente, existan).

Consideremos ahora el conjurfy0, 1] formado por los elementos d&,[0,1] que son derivadas, es
decir,

D[0,1] = {f € B.[0,1] : existe Fe C[0,1] tal que F = f}.
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Observemos qu€[0,1] C DJ0,1] pues, sif € C[0, 1], entonces la funcioh : [0,1] — R definida por
X
F(x) = / ft)dt, paratodae [0,1]
0

es, gracias al Teorema Fundamental del Calculo, una funiiférenciable satisfaciendé’ = f. Ademas,
(D]0,1],d-) es cerrado efB.[0,1] y, en consecuencia, un espacio métrico completo. Para teetiéisno,
sea(fn)n_, una sucesion e|[0,1] tal que lim_.» dw(fn, f) = 0y seak, : [0,1] — R tal queF; = f, para
todo n € N. Haciendo uso del siguiente resultado conocido, (véasegjpmplo, [386] Theorem 7.17, p.
152):

TeoremaC?. Si(Gy)>_, es una sucesion de funciones®j®, 1] convergiendo uniformemente
a una funcién G, entonces la sucesi@,(x));_, converge uniformemente a una funcidm)g
y, ademas, Gx) = g(x).

[ee]

se sigue que la sucesid¢R,);_, converge uniformemente a una funcion diferencidblg F’ es el limite
uniforme de( fy)pr_;; es decirF’ = f € D[0, 1]. Esto prueba quéD|[0,1],d.,) es cerrado etB [0, 1].
Para cadd € D|0,1] pongamos, como antea(f) = {x € [0,1] : f(x) = 0} y definamos

Do[0,1] = {f € D[0,1] : Z(f) es denso em,l]}.

Notemos que sf € Dg[0, 1], entonce<(f) es, por eEjemplo 2, pagina 101, un subconjun@s-denso de
[0,1]. Similar al argumento de la prueba del Teorema 2.1.8, vanuesrestrar qué[0,1] es cerrado en
D[0,1]. En efecto, seafy);y_; una sucesion ey[0, 1] tal que f, — f uniformemente, dondé € DI0, 1].
Como cad&( f,) es unGs-denso de0, 1], el Teorema de Categoria de Baire nos revela que

Z= ﬁ Z(fn)
n=1

es denso efD, 1] y ya quef, — f uniformemente, entonc&sC Z(f), de donde se sigue quec Dg|0,1].
Esto prueba quéDy[0,1],d.) es cerrado e(fD[0,1],d.) y, €n consecuencia, un espacio métrico completo.
Exactamente como en la demostracion del Teorema 2.1.8ifieavgueDy[0, 1] es, en realidad, un espacio
vectorial sobréR. Es sobre éste espacio que Clifford Weil, usando el Teoren@atiegoria de Baire, prueba
la abundancia de funciones diferenciables nunca monatghaspacidDg[0, 1] sera interesante en la medida
en que podamos demostrar que él, como espacio vectoria,tegial. Ese es el contenido de la siguiente:

Afirmacién 1. Dy|0,1] # {0}.

Prueba de la Afirmacién 1.El Teorema de Katznelson-Stromberg nos garantiza la existele una funcion
0+# f € Dp[0,1]. He aqui otra tal funcion obtenida explicitamente a la caredremogunciéon de Pompeiu
Observemos, en primer lugar, quealsis cualquier nimero real, entonces la fungigfx) = (x—d)¥/2 tiene
derivada finita excepto en= d, donde su derivada es infinita.

Sea(dy)_; una sucesion densa 1] y para cadx € [0, 1], definamos

2 (x—d)3 & ga(X)
F = = ’
(X) nzl 2" nzl

donde hemos puesti(x) = (x— dn)¥/3. Por elM-Test de Weierstrass, la serie converge uniformemente y,
por lo tanto,F es una funcién continua sobj@ 1]. Pero ademas, como cadaes mondétona crecient€,
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es monotona creciente y entonces el Teorema de Diferelitéabide Lebesgue nos dice que su derivada
F’ existeA-c.s., donde\ es la medida de Lebesgue soBreestringida d0,1]. Observe que de la igualdad
a—b= (al/® —b¥3) (a?/® +al/3pY/3 + b?/3), vélida para toda,b € R, se sigue que

F)-F(x) ¢ 1
— =

- 2

B [t =)+ (= )3 (x— o) + (x— )3 | 20

Definamos

(o)

K= {x €[0,1]: converge},

n; 3(x—dn)32n
y notemos que comi N {d,: n € N} = &, entonceg0, 1] \ K es denso. Si usamos las siguientes desigual-

dades% (@2 +b?) <a?+ab+b? < g (a®+b?), dondea, b € R, tendremos que
l 1

e sixeK, entonces'(x) existe yF'(X) = § ———
% % nzl?,(x—dn)%zn

>0, vy

e six¢ K, entonces’(x) = im FO-FX _,

t-x =X
SiendoF una funcion estrictamente crecienftd), 1) = [F(0),F (1)]. SeaG: [F(0),F(1)] — [0,1] la inversa
de la funcionF. Entoncess es monotona creciente y, gracias al Teorema de Diferelidetbide Lebesgue,
G’ es diferenciabl@-casi siempre. sobr& (0),F (1)], ademas se cumple q@&(F (x)) = 1/F(x) para casi
todo x. Notemos ques’ es acotada y qué’(F(x)) = 0 si, y s6lo six ¢ K. De esto se sigue qug’ =0
sobre un subconjunto denso @g0),F (1)]. Finalmente, si sustituimdS por Go ¢, donde¢ es cualquier
aplicacion lineal dg0, 1] sobre[F (0),F (1)], entonces resultara que0Go ¢ € Dy[0, 1].

Afirmacion 2. El conjunto
E= {f € Do[0,1] : existe un intervalo abiertoC [0,1] tal que f(1) C [0,+) 0 f(l) C (—oo,O]}

es de primera categoria €hg|[0,1].

Prueba de la Afirmacion 2.Sea(l,),,_; una enumeracion de todos los subintervalos abiertos nosvaei
[0,1] con extremos racionales distintos, y para cadaN pongamos

En:{fetpo[o,l]:f(|n)g[o,+oo)} y Fn:{feDo[O,l]:f(ln)g(—oo,]}.

Entonces
E == U (En U Fn),
n=1

y es suficiente demostrar que tafpasi comadr, son cerrados y nunca-densos, para cadaN. El argu-
mento sera llevado a cabo sélo p&raya que un procedimiento similar trabaja p&ra

QueE, es cerrado es inmediato. Para demostrar Ejugene interior vacio, supongamos qfiec Ep,
y seae > 0. Puesto qud € D[0,1], entonce<(f) es denso ef0,1] y por lo tantoZ(f) NI, # @. Sea
Xo € Z(f)Nln. Entoncesg € 1, y f(X) = 0. Sea 0% h € Dg[0,1] y suponga quéi(x;) < O para algun
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x1 € [0,1]. Defina ahorag = ho ¢, donde¢ es un difeomorfismo d@, 1] sobre[0,1] tal qued(xg) = X.
Tenemos entonces qaes Do[0, 1] satisfacey(xp) < 0. SeaM > 0 tal que

M > sup{ |g(x)| : x € [0,1] }.

Entonces ¢
doo<f,mg+ f> <E.
Comogy f estan en el espacio vectoriih[0, 1], resulta ques g+ f € Do[0,1]. Observemos, sin embargo,

que (ﬁg+ f)(xo) < 0, lo cual dice queig+ f no es un elemento dé,. Esto prueba qué&, no puede
contener ninguna bola abierta y, dsi,es nunca-denso. |

Teorema 2.1.6 (Weil). El conjunto DNM(0,1] = {F’ € Do[0,1] : F es nunca mondtorjaes residual en
(Dol0, 1], [-[|eo)-

Prueba. SeaE el conjunto definido en la Afirmacion 2 del paragrafo antefits claro queDg[0,1] \ E C
DNMIO, 1]. Puesto qué& es de primera categoria &[0, 1], el Teorema de Categoria de Baire nos garantiza
queDy[0,1] \ E es unGs-denso y, por consiguient&NM]0, 1] es residual eiDo[0, 1], ||-||.)- [

Del resultado de Weil se sigue, en particular, la existedeiambundantes funciones satisfaciendo las
condicionegq1),(2) y (3) del Teorema de Katznelson-Stromberg.

Teorema 2.1.7 (Cater, [88]).Sea
Doy = {f € @0[0,1] . )\(Z(f)) :O}.
EntoncesDqo es residual erfDo[0,1],|||e)-

Prueba. Para cada € N, defina
Gn = {f €Do[0,1] : A(Z(f)) >1/n}.

Veamos en primer lugar que ca@a es cerrado efDy[0, 1]. Filemosn € N y tomemos cualquier sucesion
(fu)p-, €nGp tal que lim_. || fk — |, = O para alguna funciom € Doo. Puesto qudy € Gy, tenemos que
A(Z(f)) = 1/n para todck € N. Sea

Resulta que para cualquiek Z, f(x) =0, es decirZ =Z(f)y comoA(Z) > limsup_..,A(Z(fk)) > 1/n,
tenemos qué € G,,. Esto prueba qué&, es cerrado.

Nuestro siguiente paso es demostrar Gyees nunca-denso €b|[0,1]. En efecto, fijemos uri € G, y
seag > 0. Escojamos ahora una funcigre Do tal que 0< g < 1. Teniendo en cuenta gdec Gy, resulta
que

A{xe€[0,1] : [f(x)| >0}) = A([0,1]\Z(f)) < 1/n

y, en consecuencia, podemos determinar kncO< € de modo tal qué ({x € [0,1] : 0< | f(x)| < c}) < 1/n.
De esto se sigue que
AM{xe[0,1] : f(x)=—cg(x)}) < 1/n,

Yy, por consiguiente,
A{xe[0,1] : f(x)+cg(x)=0}) < 1/n.
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Esto prueba qué + cg ¢ G, y, como,| f +cg— f ||, = || cgl., < €< g, tenemos qué&, no puede contener
ninguna bola abierta, es dedB; es nunca-denso.

Finalmente, puesto quBgo = Do[0,1] \ Un_1 Gn, €l Teorema de Categoria de Baire nos revelaljgie
es residual e(Do[0,1], ||||.)- |

Si se considera el espaci¥ [0, 1], formado por todas las funcionds [0,1] — R que poseen derivadas
acotadas sobri®, 1] con la norma

[ fll= sup [T(x)| + sup [f'(Q)| =Tl +] T[],
x€[0,1] x€[0,1]

entoncegD;[0,1],|-||,) resulta ser un espacio de Banach incluiddCéh 1]. Tibor Salat [395], demuestra
el siguiente:

Teorema 2.1.8 (Salat).El conjuntoNM;1 [0, 1], formado por todas las funciones &n [0,1] que son nunca
monétonas eifD, 1], es nunca-denso €M1[0,1],]|-|,).

Prueba. Si f es cualquier funcion a valores reales definida s, denotaremos p&( f) el conjunto de
los ceros de la funcion, es decirZ(f) = {x € [0,1] : f(x) = 0}. Consideremos ahora el conjunto

Do[0,1] = {f € D1[0,1] : Z(f') es denso efD,1]}.

Notemos en primer lugar que Bic NM;0, 1], entonces se verifica qu f ) es denso ef0, 1]. En efecto,
puesto que ' cambia de signo en cada subintervald@é] y comof’ posee la propiedad de Darboux (esto
significa que sif’(a) < d < f’(b) para cualesquiera b € [0,1] cona < b, entonces existe unc (a,b) tal
que f’(c) = d), entonceZ(f’) es denso ef0, 1], de donde se sigue que

NM3[0,1] C Dy[0,1].

De inmediato probaremos qu|0,1] es cerrado efD1]0,1]. Sea(fn);_; una sucesion edo[0,1] con-
vergiendo a una funcioh € D4[0,1], es decir, lim_. || fa — f ||, = 0. Se sigue de la definiciéon de la norma
|-/, que(fn)p_, converge uniformementefay la sucesion de derivadas,’);_;, converge uniformemente
a f’. Puesto que las derivadds’ (n = 1,2,...) pertenecen a la primera clase de Baig|0,1], (véase,
Ejemplo 7, pagina 493), cada uno de los conjutok,’) (n=1,2,...) es unGs en[0,1], y como ademas,
fn € Dpl0,1] (n=1,2,...), tales conjuntos resultan también ser densofel). Se sigue del Teorema de
Categoria de Baire que

M Z(fa)
n=1

es unGs-denso er{0,1] y claramente dicho conjunto es un subconjuntaZdé’). Esto prueba qué(f’)

es denso efD, 1] y, por lo tanto,f € Dg[0,1]. Con lo anterior hemos demostrado g0, 1] es cerrado en
D1[0,1]. En realidadD[0,1] es un subespacio lineal cerrado propio del espaxgi®, 1]. En efecto, sean
f,g € Do[0,1]. Por el Teorema de Categoria de Baiéf’) NZ(g’) es unGs-denso dg0,1] y claramente
Z(f")nZ(g') CZ((f+g)’), porlo quef +ge Dg[0,1]. También es claro que ic Dg[0,1] yr € R, entonces
rf € Do[0,1]. Por el EjemploB-2, pagina 212D[0,1] es nunca-denso €R4[0,1] y, por consiguiente,
también lo eSNM,[0, 1]. |

Comentario Adicional 2.1.3 1) Otra demostracion de la existencia de funciones diferblesanunca
mondtonas se puede ver en un articulo recientemente pdiblpa R. Aron, V. |. Gurariy y J.
B. Seoane ([18], Corollary 3.3).
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2)

Haciendo uso del siguiente resultado de Petruska y Lac#kd@i6], Theorem 2.1, p. 226)

Teorema de Petruska-Laczkovich Sea JC [0,1]. Para cualquier fe 984[0,1], la restriccion
de f sobre J se puede extender a una derivada s{bié si, y sélo si, |1J) = 0.

se prueba sin mucha dificultad que la aplicacion

0 sixesirracional

f(x) = SiXx= ap es irreducible com par

Qo= 9l

—= SiX= g es irreducible corg impar

genera una funcién diferenciable nunca monétona. En efestiécil verificar qud es continua
en cada punto irracional d6,1] y, por lo tanto,f € 21[0,1], donde®1[0,1] es el espacio de
todas las funciones de la primera clase de Baire (el hecho@é g 9,0, 1] se puede deducir
del Teorema Grande de Baifb), véase el Capitulo 3 para detalles). Puesto que los raemnal
en [0,1] forman un conjunta) de medida (de Lebesgue) cero, la restriccionfdeJ puede,
por el Teorema de Petruska-Laczkovich, ser extendida aume#sh derivadd sobre toddo, 1].
Puesto qué > 0 sobre el conjunto dengd, = {p/aeQn]0,1] : p/q es irreducible con q pgr
y f < 0 sobre el conjunto dens@, = {p/q € QnN[0,1] : p/q es irreducible con g impar se
sigue que sk’ = fAsobre[O, 1], entonced- es una funcion diferenciable nunca mondtona.
Seaf : [0,1] — R una funcion. Recordemos que el gréficofdes el conjunto Gr) definido
por Gra f) = {(x, f(x)) : x€ [0,1]}. Denotemos pok(a,c) = {(x,ax+c) : X € R} una recta no
vertical enR? para algin, ¢ € R. Un conjunto de nivel de f es un subconjunt& de [0, 1] tal
que{(x, f(x)) : x € E} es la interseccién de Grh) con alguna linea recta no vertidala,c). A
todo conjunto de nivel lo denotaremos @&iif ,E, a,c) := {(x, f(X)) : x€ E, f(x) = ax+c}. En
[80], A. M. Bruckner and K. M. Garg demostraron la existeng&aun subconjunto residué
de(C[0,1],]|-||l,) tal que los conjuntos de nivel de cada miembrdzdeonsisten de un conjunto
perfecto o la unién de un conjunto perfecto con un de tipo hdéoun conjunto es de tipo | si
éste contiene uno o, a lo sumo, dos puntos.

También es interesante mirar el trabajo de U. B. Darji y M. lordne [112]. Un poco mas
tarde, F. S. Cater en [87] demuestra que:

Teorema 2.1.9 (Cater, [87]).EI conjunto
G = {f €C[0,1] : Z(f,E,q,c) posee medida (lineal) cefo
es residual efC[0, 1], ||||.)-
Mas aun, (compare con el Teorema 2.1.7),
Teorema 2.1.10 (Cater, [87]).El conjunto
Go = {f €D[0,1] : Z(f,E,q,c) es nunca-denso y de medida (lineal) gero

forma un subconjunto residual d®|[0, 1], ||-||,)-
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2.1.5. || » Funciones continuas nunca Lipschitz

Con la aparicién, en la galeria de los monstruos, de funsioostinuas nunca diferenciables se abri6 una
especie de caja de Pandora de funciones raras. Para alguaristencia de esos objetos extrafios limitaba
el andlisis clasico, mientras que para otros, hurgar en reyseplades constituia un reto fascinante. Pero,
muy a pesar de las “plagas lamentables” y a las criticas salveesa disputa dio origen al estudio de nuevas
disciplinas en el campo de las matematicas y obligb a losm@éieos a mirar ciertos fendmenos con mas
detenimiento. Veremos ahora la abundancia de las funcmom@giuas que son nunca Lipschitziana y que,
ademas, tales funciones son nunca diferenciables.

Definicion 2.1.2. Una funcién fe C[0,1] es llamada MEipschitz si existe una constante M 0 tal que
|f(x) — f(y)| < M|x—y]| para todo xy € [0,1]. Diremos que f e&ipschitz o Lipschitzianasi ella es M-
Lipschitz para algan M> 0.

En general, dado x [0, 1], diremos que & C[0,1] es MLipschitz enx si existe una constante M 0
tal que|f(x) — f(y)| < M|x—y]| para todo ye [0,1]. Se dice que f esipschitz enx si ella es M-Lipschitz
en x para algiun M> 0.

Denotemos poNL [0, 1] el conjunto de todas las funcionés CJ0, 1] tal quef no es Lipschitz en ningin
punto xe [0,1]. Cualquier funcion etNL |0, 1] sera llamadaunca Lipschitz.

Recordemos que una funcidn [a,b] — R es de variacion acotada si ghp Siq | f(ti) — f(ti_1)| < oo,
donde? es el conjunto de todas las particiofes: {a=to,t1,...,t, = b} de[a,b]. Es claro que toda funcién
Lipschitz f : [a,b] — R es de variacion acotada y como ésta Ultima es la diferendisiéunciones moné-
tonas no-decrecientes (Teorema de descomposicion denJoegdalta, por el Teorema de Diferenciabilidad
de Lebesgue, quédiferenciable casi-siempre. En particular,

Teorema de Diferenciabilidad de Lebesgue lICualquier funcién Lipschitz f[a,b] — R es
diferenciablei-casi siempre.

Teorema 2.1.11.NL[0,1] es un G-denso enC[0,1],||-||)- En particular, N£[0,1] C ND[0,1].
Prueba. Para cada € N, definamos
Fn={f €C[0,1] : f esn-Lipschitz enalgin[0,1]}.

Afirmamos quér, es un conjunto cerrado nunca-dens@gh 1]. Fijemosn € Ny veamos qué&, es cerrado
enC|0, 1]. En efecto, seéfy)y_; una sucesion eR, convergiendo uniformemente a una funcia C[0, 1].

Por definicion, para cadac N, existe unx, € [0,1] tal que|fx(x) — fk(y)| < njx —y| para todoy €. Por

la compacidad d¢0, 1], la sucesionxq)y_, posee una subsucesion, que seguiremos denotando del mismo
modo, que converge a algun ure [0,1]. Entonces la continuidad de cadiaasi como la convergencia
uniforme de la sucesioffy),._, haciaf nos garantizan que

[F(¥) = £(y)| < [F(0) = fX)| + [f(¥) — f()| + [f(x) = T + [ f(y) — F(y)]
<) = fkX)| + nxc—x)| + nxc—yl + [f(y) = f(y)| — njx=y]

para cady € [0, 1]. Esto prueba qué € F,, por lo queF, es cerrado.

Para demostrar qu, es nunca-denso €D[0, 1], tomemos cualquier conjunto abierto no vavien
C[0,1] y veamos qu&/ ¢ F,. Puesto que el conjun®yD[0, 1], de todas las funciones continuas nunca dife-
renciables, es denso @0, 1], resulta qué&/ NNDI0, 1] # @. Seleccionemos una funcigne VA NDIO,1].
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Por el Teorema de Diferenciabilidad de Lebesgue Il antesimeado, tenemos qug " ND[0,1] = &, por
lo queg ¢ F,, es decirg € V \ F. Esto prueba que ¢ F, y comoV era arbitrario, resulta qu& es nunca-
denso. Siendo el conjunt®, = C[0, 1] \ F, un abierto denso @0, 1] para cada € N, podemos aplicar el
Teorema de Categoria de Baire, para concluir®jdg0, 1] = N;_1 Gn es unGs-denso erC|0,1].

Para la ultima parte, selac NL[O, 1]. Entonces, para todoe N y cualquierax € [0,1] se cumple que
|f(x) — f(y)| > n|x—y]| para algury € [0, 1]; es decir,

fFO)—f(y)

sup Xy

yAx

‘:—'—00

para todo € [0, 1]. Esto nos dice qué no tiene derivada en ningun punto [@el] y, por lo tanto, la funcion
f € ND[0,1]. |

Definicion 2.1.3. Una funcién continua f [0,1] — R se dice que quao satisface una condicion de Lip-
schitz uniforme de orderl en cualquier intervalo de€l0,1] si, para cualquier subintervalo J d@,1], se
cumple que

[f(X) — f(y)l

SUp ———" = 400,
xyed  [X=Yl
X#Y

Para cadd € CJ0,1], seaNd(f) el conjunto de todos los puntasie [0, 1] dondef no es diferenciable.
M. Hata [207] demuestra lo siguiente.

Teorema 2.1.12 (Hata).Sea fe CJ[0,1] la cual no satisface una condicién de Lipschitz uniforme e
1 en cualquier intervalo dé0, 1]. Entonces N(f) es residual er0, 1].

Prueba. Para cada € N, definamos

f(y)—f
Gh=4.x€(0,1) : supM>n .
x<y<1l y—X
Es claro que qu&, es abierto para todoc N. Veamos ahora qu8, es denso. Supongamos glieGy = &
para algun intervalo abierto no vacdlae|0, 1]. Ahora bien, para todr,y € J, conx < y, tenemos que

[f(y) — f (¥
y—X
ya quex € Gy, es decir,f satisface una condicién de Lipschitz uniforme de orden llercual viola nuestra

hipétesis. Esto prueba d@&, es denso efD, 1]. Uno invoca el Teorema de Categoria de Baire para concluir
queG = N1 Gn es unGs-denso en0, 1] y observar finalmente que

<n

G={xe(0,1) : [D"f(x)|+|D; f(x)| =+ } C Nd(f).

Esto termina la prueba. |

2.1.6. || » Funciones continuas nunca monoétonas

El proximo ejemplo en nuestra galeria tiene que ver con lstengia de funciones continuas nunca
mondtonas, es decir, funciones continuas que siempreansail cualquier subintervalo no degenerado que
se piense. Recordemos que:
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Definicion 2.1.4. Una funcion f: [0,1] — R se dicenunca monotonao siempre oscilanteen [0,1] si no
existe subintervalo cerrad@, b] de[0,1] con a< b, sobre el cual f es monétona.

Construir una funcion siempre discontinua y nunca monéemanuy facil. Por ejemplo, la funcion
caracteristica d@ en[0, 1], f =X|,, 4, €s unatal funcion. Observemos que una funcion nunca moaéw
[0,1] no debe confundirse con una funcidon que no es monétof@ #n ¢ Existen funciones continuas nunca
mondtona? La respuesta, como ha de esperarse, es afirraatigéecto, teniendo en cuenta el Teorema de
Diferenciabilidad de Lebesgue | ala mano, se sigue que todadn continua nunca diferenciable[Bnl] es
una funcién continua nunca monétona. En particular, laiamcontinua nunca diferenciable de Weierstrass
es nunca mondétona. He aqui otro ejemplo tomado de [176], fieadv, p. 29.

Seafy: R — R la funcién periédica con periodo 1 definida por
fo(x) = x| si |x|<1/2,
y para cualquien € Z,
fo(x+n) = fo(x) si |x|>1/2
Si paran > 1, definimos
fa(x) = 47 "fo(4"x),
resulta quef, es una funcion periédica de periodo’£uyo valor maximo e%4‘”. Se sigue del M-Test de
Weierstrass que la funciéh: R — R, definida por,

() = iwx) — 5 N e

es continua, y con un poquito de esfuerzo se puede probatlg@s @unca monotona. En efecto, skanZ
yme Ny definasea:=k4 ™ y h:=42"1 Entonces

fn(@ = 0, si n>m, y fa(ath) = 0, si n>2m+1,

de donde se sigue quéa+h)— f(a) > h. Finalmente, aproximando cualquier elemento arbitraroR,
pero fijo, porkd—™ para algurk € Z y alginm € Ny aplicando el razonamiento anterior, podemos garantizar
que f es nunca monétona.

Denotemos poNM]|O, 1] el conjunto de todas las funcionésc C[0,1] que son nunca monétonas. Ya
hemos visto, como consecuencia del Teorema de Difereflidabide Lebesgue |, queD[0, 1] C NM]0, 1]
de donde resulta, por la residualidad ¥®][0,1] enC|0, 1], que NM|0, 1] también es residual [0, 1].
Vamos a demostrar, como en los casos anteriores, que afaetiteNM|0, 1] es residual e€[0,1] por una
aplicacion del Teorema de Categoria de Baire sin apelarpedéente de la residualidad @éD[0,1] en
C[0,1].

Teorema 2.1.13.EI conjuntoNM]0, 1] es residual er{C[0, 1], ||-||.,)-

Prueba. Sea(l,),_; una enumeracion de todos los subintervalos cerradd® tlecon extremos racionales
distintos. Definamos, para cad& N, el conjunto

C, = {f €C[0,1] : f es no decreciente dp}.

Afirmamos queC, es cerradoEn efecto, sed < C,. Entonces existe una sucesibf),_, enCy tal que
fx — f uniformemente. Seaxy € [0,1] conx < y. Como fx € C,, entoncesfy(x) < fx(y) para toddk € N
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y asi, f(X) = liMg_e fk(X) < lime fk(y) = f(y), lo cual prueba qud € C,. Similarmente, definiendo
Dy = {f €C[0,1]: f es no creciente elrr\} para cada € N, resulta quéd, es cerrado. Fijemase N, y sea

Gn = C[0,1]\ (ChuDy) = {f €C[0,1] : f no es mondtona sobrg}i.

Vamos a demostrar qu&, es abierto y denso €90, 1]. QueGy es abierto elC[0, 1] sigue inmediatamente
por ser el complemento de un conjunto cerrado. Para veGgqas denso e@[0, 1], es suficiente demostrar
queG;, es denso en dD, 1], el conjunto de todas las funciones continuas linealeszadren0, 1| que, como
sabemos, es denso €f0,1] (Lema 2.1.1).

Seaf € CL[0,1] \ G, y seas > 0. Puesto qué es lineal a trozo asi como monoétona solrgpodemos
elegir un intervalda, b] C I, tal queb — a sea lo suficientemente pequefio de modo|due) — f(a)| < €/2
y donde, ademéd, sea lineal y no decreciente soljegb|. Definamos ahorh sobre[0, 1] por

f(x), si xe[0,1]\(ab)
€ . a+b
h(x) = f(b)+§, si x:%
. a+b a+b
lineal sobre{a, T} y (T’ b] ,

Puesto quér no es mon6tona sobfa, b| tenemos qué € G, y

a+b>_f(a+b

Ih=tll. = (= .

€ € €
) <fb)+5-f@)<z+5=¢

Siendoe > 0 arbitrario, se sigue qué, es denso en CD,1] y, en consecuencia, denso €jd, 1]. Puesto
que cada elemento de la sucesi@),_; es abierto y denso &[0, 1], el Teorema de Categoria de Baire
nos dice qués = (;,_; Gn es unGs-denso erC|0, 1]. Observemos que s$i€ G, entoncesf € G, para todo

n € Ny, por consiguientef no es mondtona en ningln subintervalo[@del] con extremos racionales. Sea
ahoral cualquier intervalo efD, 1]. Entonces existe un subintervdleon extremos racionales tal que J,
pero comd es uno de la sucesidiy);y_; concluimos que no es mondtona en ningun subintervalg@éd].
Esto termina la prueba. |

2.1.7. || » Funciones nunca monoétonas de la®2especie y de tipo no mondtonas

Una clase mas pequefia que las funciones continuas nuncaamas@ que también constituye un con-
junto residual ei[0, 1] son las funciones continuas nunca mondétonas d& ésecie.

Definicion 2.1.5. Una funcién continua nunca monétona [0, 1] — R se dicenunca monoétona de |22
especiesi la funcion f.,(x) := f(x) 4+ rx es nunca monétona para toderR.

La clase de todas las funciones continuas nunca monofon@sl] — R que son de la®especie sera
denotada poNM3[0, 1]. A estas funciones también se les conoce con el nombiend®nes de tipo nunca
monotonas([76], p. 210). Observe que $ies hunca mono6tona pero no es deda&pecie, entonces existe
alginr € R tal quef(x) + rx es monétona en algin subintervala [0, 1].

Notemos que cualquier funcidine C[0, 1] nunca diferenciable es nunca monotona y, por consiguiente,
para cualquier € R, la funcion f (x) + rx también es nunca monétona [@nl]. En consecuencia, cualquier
funcion nunca diferenciablé enC[0, 1] es una funcion nunca monétona de ae8pecie; esto es:
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Por otro lado, ninguna funcion diferenciable nunca mors{mmede ser de I 2specie, es decir,

> DNM[0,1] N NM[0,1] = @.

Prueba. Seaf € NMj3[0,1] y supongamos, por un momento, ghie DNM|0,1]. Por el Ejem-
plo 2, pagina 101f’ es continua sobre un subconjurB3-denso de|0,1]; es decir, el con-
junto PQf’) = {x € [0,1] : f’ es continua enxes unGs-denso dg0,1]. Ademas, puesto que
Z(f")={xe€ 0,1 : f'(x) =0} es unGs en [0,1] y ya quef € NMJ0,1], entonceZ(f’) es
también denso ej®, 1], de donde resulta, por el Teorema de Categoria de Baire] goajento

D =2Z(f)nPCt') = {xe[0,1]: f'(x) =0y f’escontinua enk

es unGs-denso erf0,1]. Filemos un ndmero arbitrarim > 0 y seax cualquier elemento db.
Puesto que ’(x) = 0, existe un entorno abiertd, dex tal que|f’(y)| < m/2 para todoy € Ny.
Por otro lado, comd’ es continua e resulta quef (y) + myes creciente sobnéy, de donde se
sigue quef no puede ser de l&2specie. Esta contradiccion establece flgegDNM[0,1]. N

Observe, finalmente, que ninguna funciorém(;[0, 1] puede estar eDNM]O, 1], de donde se deduce
la existencia de funciones &[0, 1] que no estan eNMj5[0, 1].

Puesto qué\D[0,1] € NM3[0,1] y NDI0,1] es residual elC[0, 1], resulta quéNM3[0,1] también es
residual erC[0, 1]. Volveremos a demostrar este hecho, pero sin apelar a thuadisiad deND[0, 1].

Teorema 2.1.14.EI conjuntoNM3[0, 1] es residual er{C[0,1], ||-||.,)-

Prueba. Notemos que sf € C[0,1] ~ NM[0, 1], entonces existe unc R tal que f,; es mondtona sobre
algun subintervalo d@, 1]. Para cada subintervalo arbitratide [0, 1], definamos

A = {f € C[0,1] : existe re R con f,, no decreciente sobre}l = U An,
n=1
donde, para cada enteng> 1,
Ay = {f € C[0,1] : existe re [—n,n| con f.; no decreciente sobre}[

Vamos a demostrar que cadaes cerrado y nunca-denso @fo, 1].
e A, es cerrado Sea( fx),_, una sucesion eA, tal que fy — f uniformemente. Entoncelse C[0, 1]. Para
probar quef € A,, notemos que para calla> 1, existe urrg € [—n,n| tal que

fk(X)+r.x > fi(y)+ry si x>y con xyel.
Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe una suliéndes);” ; de (ry);* ; tal query, —r € [—n,n].
Por esto,f(X)+rx > f(y)+ry siemprequex>y con x,yel vy, asi, feA,.

e A, es nunca-densd-o que queremos demostrar es gyeno contiene ninguna bola abierta. 3&gf, €)
una bola abierta con centfoy radioe > 0, dondef € Ay y € > 0. Seag € ND[0, 1] con|| g||, < 1. Afirmamos
quef +eg e U(f,€)\ Ay. Supongamos que+ eg € A,. Entonces existe un € [—n,n| tal que

h(x) := f(X) +€g(x) +r,X
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es no decreciente sobley, en consecuencia, diferenciablecasi siempre sobrk gracias al Teorema de
Diferenciabilidad de Lebesgue. Ademas, coihe A,, existe otror, € [—n,n| tal que f(x) +r,x es no
decreciente sobiiey, como antes, diferenciablecasi siempre sobie Notemos ahora qu&x) —r, x+r,x=
(f(x) +r,X) +€g9(x), de donde se sigue

h(x) — (f(X) +r,X) — r,X+r,X
€

g(x) =

es diferenciabl@-casi siempre sobrk o cual es imposible puesc NDJ0, 1]. Esta contradiccion establece
quef +eg & A, Yy, entoncesA, es hunca-denso.

Por lo anterior, cada conjunty es de primera categoria €f0,1]. Lo mismo es cierto para el conjunto
B = {feC[0,1]: —f € A}. Sea(ly)y_, una enumeracién del conjunto de todos los subintervaldg, de
con extremos racionales y definamfos: | Ji_; A, Y B=Ug_1By,. EntoncesAy B son conjuntos de primera
categoria y com€[0, 1] ~ NM3[0,1] = AUB es de primera categoria, el Teorema de Categoria de Baire nos
asegura qua&M;[0,1] = CJ0,1] \. (AUB) es residual e€[0, 1]. [

Denotemos por Lig0, 1] el conjunto de todas las funcionése C[0, 1] que son 1-Lipschitz efd, 1] con
la métrica del supremo. Similar al anterior tenemos el sigpei resultado de Borwein y Wang [64].

Teorema 2.1.15 (Borwein-Wang).En (Lip4[0, 1},d. ), el conjunto
G= {f € Lip4[0,1] : f(X) —rx € NM|0,1], para toddr| < 1}
es residual.

Prueba. Seal un intervalo abierto no vacio de, 1] y, para cada € N, definamos
. _ o 1, 1 _
E'= < f € Lipy[0,1] : existe re |—1+ ﬁ’l_ | con f(x) — rx no decreciente sobreyl.
Procediendo como en la demostracion del resultado antsgi@rueba que cada conjurts) es cerrado.
Veamos que también es nunca-denso. $éh 5¢) una bola abierta en Lif0,1] dondef € E"y € > 0.

Fijemosxg € (0,1) tal que(Xp —€,X + €) C | y definamos la funcioég: [0,1] — R por

-1 sixe (Xo—¢&Xo
gx)=4¢ 1  sixe(Xo,X+E)
f'(x) six¢(xo—&X +¢€) ysiempre qud’(x) exista

Si ahora definimos; : [0,1] — R declarando que

u@:mm+ﬁhmm

para toda € [0, 1], resulta quef; € Lip4[0,1] y

1100~ 1091 = [ (10 - 900 < [ 10~ g0 c —e.
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Observemos, sin embargo, que solgria funcion fg(x) — rx con cualquier € [-1+1/n,1—1/n] no es no

decreciente, pues sobre el intervélg — €,xo) ella tiene derivada-1—r < —1/n. Esto prueba qug& es

nunca-denso en Lif0, 1] y, en consecuencia, el conjuriép= (J;,_, E[' es de primera categoria en Lif, 1].
Similarmente, si definimos

: . 1 1 ,
A= {f € Lip4[0,1] : existe re {—1+ ﬁ,l— ﬁ} con f(x) —rx no creciente sobre}{,

y F = Un_1R", entonceds es de primera categoria en Lf, 1]. Como antes, sedy);_; el conjunto de
todos los subintervalos d6,1] con extremos racionales. Entonces, el conjute Lip4[0,1] . (EUF) es
residual en Lig[0,1], dondeE = U1 E, ¥ F = U1 R, |

Continuando con nuestra galeria de monstruos demostrar@moa que la familia de todas las funciones
continuas que son de tipo no monétona (esta coleccion essent&o de inclusion, mas pequefia que las
funciones continuas nunca monotonas dée?laspecie) también es @y-denso erC|0, 1].

Definicion 2.1.6. Sea fe C|0,1]. Decimos que f eso-decreciente ex € [0, 1] si existe urd > 0 tal que
f(t) < f(x) paratodote (x—9,x)N[0,1] y f(t) > f(x) paratodo te (x,x+d)N[0,1].

La funcion f se dic&o-creciente erx € [0,1] si —f es no-decreciente en x. Diremos que fremotona en

x € [0,1] si f es no-decreciente 0 no-creciente en x. Si existeauR $al que la funcién f(x) := f(x) +sx

es monotona en x, entonces decimos que f épaenondtona erx. Si f no es de tipo mondtona en ningun
punto de[0, 1], entonces se dice que f estg® no-mondtona

Denotemos poTNM]|0, 1] el conjunto de todas las funciones@]@, 1] que son de tipo no-mondétona. Es
un ejercicio sencillo demostrar que cualquier funcféen TNM|0, 1] pertenece &M;[0,1] C NM]0,1]. El
siguiente resultado fue demostrado por A. M. Bruckner y K@drg [80] en 1977.

Teorema 2.1.16 (Bruckner-Garg). El conjuntoTNM]|0, 1] es residual edC|0, 1], ||-||)-

Prueba. SeaA el conjunto de todas las funciones er C[0, 1] para la cual existe usac R tal quef,ses
no-decreciente en algin punto @1] y notemos qué = [ J;_; An, donde, para cadac N,

An:{f €C[0,1] : existe s=[—n,n|, y algin xc [0,1], tal que
fis(t) < fig(x) si te (x—1/nx)N[0,1] y fis(t) > fis(X) si te XX+ 1/n)m[0,1]}.

Vamos a demostrar, en primer lugar, que cada uno de los ¢orjies cerrado y, posteriormente, ver que
ellos son nunca-densos €10, 1]. Fijemosn € N.

e A, es cerrado Sea( fx),_, una sucesion eA, convergiendo uniformemente a una funcibr C[0,1].
Por definicion, para cadac N, existe unsc € [—n,n] y unx, € [0,1] tal que fi(t) + st < fi(X) + SX« S

t € (x—1/n,%) N0, 1], mientras quei(t) + st > fi(Xc) + X Sit € (X, X+ 1/n) N[0, 1]. Por compacidad,
existe una sucesion crecienfe);” ; de enteros positivos tal que);”, converge a algus € [—n,n| y

(X )i>4 converge a algum € [0,1]. Se sigue ahora de la convergencia uniforme de la sucé§igh , que

f (X ) — f(X), de donde se obtiene ques(t) = f(t) +st < fig(x) = f(x) +sxsit € (x—1/n,x)N[0,1],
mientras quef (t) +st > f(x) +sxsit € (x,x+1/n)N[0,1]. Esto prueba qué € A, y, por lo tanto,A, es
cerrado.

e A, es nunca-densdSeaV un subconjunto abierto no vacio @¢0,1]. Puesto que, por el Teorema de
Aproximacion de Weierstrass, el conjunto de los polinonailggebraicosP[0, 1] es denso ef[0, 1], resulta
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queV NP[0,1] # @. Seap € V NPJ0,1] y escojamos ur > 0 de modo que la bola abierta con centrgpgn
radiog, U (p,€) esté totalmente incluida &h Sean 0< a <, B =sup{|p’(x)|:x € [0,1]} y elijamos un
entero impamde tal quem > max{2n,3(B+n)/a}. Para la particion® = {0,1/m,2/m,...,(m—1)/m,1},
definamos la funciéh: [0,1] — R por

h@) —a, h<2|+1> —0. i-012.. m1
m m 2

y hes lineal en cada intervalo/m, (i +1)/m|, parai = 0,1,2,...,m—1, es decir,

h(x) :]Flj(m (x— 2ir4r:1>

dependiendo si € [2i/m,(2i+1)/m] o x€ [(2i+1)/m,(2i+2)/m]|, respectivamente. Entonces C[0, 1]
y, ademasf = p+heU(p,e).

Afirmamos quef ¢ A,. Observe qud ¢ A, significa que: para todr € [0,1] y todos € [—n,n] al menos
una de las siguientes dos desigualdades no se cumple

fis(t) < fis(x) si te(x—1/n,x)N[0,1]
fis(t) > fis(x) si te(xx+1/n)N[0,1].
Para ver qud ¢ A,, tomemos cualquiex € [0,1]. Entonces existe unQi < (m—1)/2 tal que
2i+2
< —
m

b

2
_SX
m

Existen tres casos a considerar segn[2i/m,(2i +1)/m), x € [(2i +1)/m,(2i+3/2)/m) o x esté en
[(2i +3/2)/m, (2i +2)/m.

e Primer caso: Suponga qué/gh < x < (2i +1)/m. Entoncesx < (2i +1)/m < x+1/ny se sigue del
Teorema del Valor Medio para derivadas que exigtef, en(2i/m, (2i + 1)/m) tal que

f({f) —f(x) = p<ﬁ> ~px) + h<2|—:r:l> ~ h(¥)

m
— pe) (22 -x) + ) (222 )

(2510 a5

<2i+l )
< —-n{———X].
m

IN
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Esto prueba que

f <2|;1> + n<2|_:11> < f(x) + nx, donde x < (2i+1)/m < x+1/n.

e Segundo caso: Suponga g+ 1)/m < x < (2i +3/2)/m. Entoncex—1/n < 2i/m < x, y usando el
hecho de qué es creciente en el interval2i 4+ 1)/m, (2i +2)/m], resulta quen(x) < h((2i +3/2)/m) =
a/2. De nuevo, por el Teorema del Valor Medio para derivadagnes que

f <%‘1> —f(x) p(%) — p(x) + h(%) — h(x)

= p'(§) (x—g> + o — h(x) (paraalgurt)

fa O
2

\Y, %
™
A~
) 3|
|

es decir, _ _
f<f—r|]> + n(%) > f(x) + nx, donde x—1/n < 2i/m < X

e Tercer caso: Suponga quU& +3/2)/m < x < (2i + 2)/m. Entonce < (2i +3)/m < x+1/n y, como

antes,
f<§%§>—fu) p<z;3>-mm-%h<§%§>-m@
= P (%02 x) ~ 9 (para algtrd)
2|+3 a
)

<a 3 3(B+n)
SOek

2m
<2|+3 )
—n X,
m

f<2';:3> + n(a—;?’> < f(x) + nx, donde x < (2i+3)/m < x+1/n.

<B

<B

de donde se deduce que

Esto prueba qué ¢ A, y, asi,A, es nunca-denso &[0, 1]. Por esto tenemos quees unF,; de primera
categoria e€[0, 1]. Denotemos, finalmente, pBrel conjunto{ —f:fe A}. Entonces es igualmente un
Fs de primera categoria €]0, 1] y se sigue del Teorema de Categoria de Baire que el corffoYité[0, 1] =
C[0,1]\ (AUB) es unGs-denso erC|0, 1]. [
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2.1.8. || » Funciones que no cruzan lineas

Uno puede modificar ligeramente la definicion de funcién nam en un punta € [0, 1] para obtener
una nueva familia de funciones continuas cuyas graficasstctazan” ninguna linea recta. La idea intui-
tiva de esta nocidn parte del hecho de que la mayoria de la®ohas continuas con las que uno se suele
tropezar en un curso de calculo diferencial tienen la pozmale que en algin punto de su grafica, digamos
(X0, f(X0)), se puede encontrar una linea recta que pasa por dicho pgo® g la izquierda dey un trozo
de la recta (pero no toda la recta) esta, digamos, por enaingrafico de la funcién y a la derecha g
otro trozo de la misma linea recta esté por debajo de dicHwgréara hacer precisa esta idea tenemos la
siguiente definicion.

Definicion 2.1.7. Sea fe Cla,b] y suponga que L es una linea recta en el pl&®f es decir, L R — R
es una funcién lineal continua. Diremos quecitiuza a f (o que fcruza al) localmenteen algin punto
X0 € (a,b), si f(xg) = L(xo) y existe urd > O tal que

(1) L(x) < f(x) paratodo xc [xo—8,%]N[ab] y L(x)> f(x) paratodo xc [Xo, X+ 8| N [a,b],
o bien,

(2) L(x) > f(x) paratodo xc [xo—8,%]N[ab] y L(x) < f(x) paratodo xc [Xo, X+ 8| N [a,b].

Diremos que cruza a f siL cruza af localmente en algin puntoc (a,b).

Los siguientes ejemplos pueden servir para aclarar alguha €l es que la hubiere.

Ejemplo 2.1.2.

(a) Considere la funcior : [—1,1] — R definida porf (x) = x3 — x. En el puntax = 0, la rectal(x) = 0,
es decir, el ejeX, cruza af localmente en ese punto pues, en el interyald, 0], la recta esta por
debajo de la gréfica df mientras que en el interval6, 1] la recta esté por encima de la gréficafde
En general, cualquier linea recta no vertical que pase poureb (0,0) cruza af localmente en ese
punto. Por otro lado, la linea tangente en el putio,/3, —2/3v/3) no cruza af localmente en dicho
punto. Sin embargo, existen lineas tangentes horizongales<ruzan localmente a una funcién. Por
ejemplo, la funciénf (x) = x3 posee una recta tangente (€n0) que la cruza en dicho punto.

(b) En el siguiente ejemplo, la funcién considerada oscila meytémente alrededor del purf@O) y es
razonable pensar que en dicho punto ninguna recta la croabriente. En efecto, di: [-1,1] — R
es definida por

f(x) = Ix|ser(1/x),  f(0) =0,
entonces es imposible que por el pu@O) pase una linea recta que crucé.a

Observe que en cualquier otro punto del gréaficofdexisten muchas lineas rectas que cruzan a
localmente. Aunque, como en el caso de las funciones castimunca diferenciables, puede ser dificil
imaginar y, peor aun, construir una funciéon que no sea ceultahimente por ninguna linea recta, el
Teorema de Categoria de Baire nos dice que tales monstrupndaberC|0, 1].

Denotemos poNCL [0, 1], el conjunto formado por todas las funcionies C[0, 1] tal que, en cualquier
puntox € (0,1), ninguna linea recta cruzafdocalmente en dicho punto. Es importante destacar que

NCL[0,1] G ND[0,1] y NeL[0,1] G N[0, 1]. (1)
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En efecto, sed € NCL[O,1] y suponga qued ¢ NDIO,1]. Esto significa quef es diferenciable en algin
puntoxo € (0,1). Siy= f’(x0), entonces cualquier linea redtauya pendiente es distinta g que pasa
por el punto(xg, f (X)) cruza af localmente en dicho punto y, por la tarftgZ NCL [0, 1]. Esta contradiccién
establece nuestra primera inclusion.

Para demostrar la segunda inclusion, observe qéie<T[0, 1] es mono6tona sobre un subintervidob]
de [0,1], entonces es claro que existen muchas lineas rectas quenaudz De hecho, cualquier linea
horizontalL(x) = k, dondek es cualquier nimero real entf¢a) y f(b), cruza af. Esto significa que
NeLo,1 & Nm(o,1].

La demostracion del siguiente resultado es casi una copaladn a la del Teorema de Bruckner-Garg.

Teorema 2.1.17.EIl conjuntoNCLI0, 1] es residual erfC|0,1], |||, )-

Prueba. Para cadd € C[0, 1] y caday € R nos ser& de gran utilidad definir, como en el Teorema de Basekn
Garg, la funcionf_, por
fy(x) = f(X) —yx, para todo € [0,1].

Observe que la funciori_, se obtiene dd substrayendo la funcion lineélx) = yx de f. Ademas, una
linea recta con pendientecruza el gréfico dd si, y sélo si, la correspondiente linea horizontal cruza el
gréafico def_,.
Para cada € N, seaA,, el conjunto de todas las funcionés C|0, 1| para las cuales existe yre [—n, n|
yunx e [0,1] tal que
f_y(t) < f_y(x) cuanda € [0,1]N(x—1/n,x)

f_y(t) > f_y(x) cuanda € [0,1]N(x,x+1/n).

Nétese quédy; C A, C--- C A, C --- y que el nimera en la definicién dé\, juega dos roles importantes.
En efecto, sif € A,, entonces

(a) existeal menos undinea recta que cruzafacuya pendiente esta entran y +n, y

(b) la fraccion ¥nindica la longitud de un intervalo en el cual la recta deberestiba o abajo del grafico
de la funcion antes de cruzarla de nuevo.
SeaA = [J;-1 An. Veamos quéA es de primera categoria €0, 1]. Fijemosn € N.

(1) An es cerrado en (D, 1]. La prueba es enteramente idéntica a la demostracion dedmaale Bruckner-
Garg.

(2) A, es nunca-denso en@1]. SeaU (f,€) una bola abierta con centro ére A, y radioe > 0. Vamos a
demostrar qul (f,e) Z An. En efecto, com&ND[0, 1] es denso eB]0, 1], entonced) (f,€) "NDI0,1] # @.
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Escojamogg € U (f,e) " ND[0,1] pero tal queg € NCL[0,1]. Resulta queg € U(f,€)\ Ay y termina la
prueba de qué es de primera categoria.
De modo completamente similar, se prueba que el conjBrto{ f € C[0,1] : —f € A} es de primera
categoria. Finalmente,
NeLo,1] = C[o,1]\ (AUB)

es, por el Teorema de Categoria de Baire, residuéCEn1],|-||.)- [

Comentario Adicional 2.1.4 Del resultado anterior y las inclusiones @, tenemos una nueva prueba de
que los conjuntoND[0,1] y NM]IO, 1] son residuales efC[0,1],||-||,)-
Las funciones continuak: [0, 1] — R nunca mondétonas juegan un papel muy importante en la Teoria
de la Subdiferenciabilidad de Funciones. De hecho, ellastitoyen el ingrediente clave para la con-
struccion de funciones continuas, absolutamente corgtipdapschitz con subdiferenciales grandes
sobre la recta real. Para una breve incursién en este camgemps invitar al lector a echarle una
mirada al reciente articulo de Xinafu Wang [438] en dondeeéh@estra, entre otros, los siguientes
resultados. (Los simbolag f y 0,5 representan la subdiferencial de Clarke y la subdiferéapiax-
imada def respectivamente. Las definiciones pueden verse en [438]138-140.)

Wang(1). Si f € C[0,1] es nunca monétona, entonces el conjunto de todos los purt{® %] donde f es
oscilante, tanto a la derecha como a la izquierda de x, esluadien|0, 1].

Una funciénf : [0,1] — R se diceno-decreciente (no-creciente) a la derecha dd®, 1] si existe
unh > 0 tal quef(t) < f(x) (respectivamentef (x) < f(t)) para toda < x<t-+h. Sif no es
ni no-decreciente ni no-creciente a la derechd,dmtonces decimos queesoscilante a la
derecha de.tDe forma similar se definescilante a la izquierda de t

SeaX el conjunto de todas las funcionés [0,1] — R que son continuas y no decrecientes en
[0,1], dotado de la métrica uniforntk,. EntoncegX,d.,) es un espacio métrico completo.

Wang(2). En(X,d.), €l conjunto
es residual

Si H denota la familia de las funciondse C[0,1] que sonestrictamente crecientdales que
f(0)=0y f(1) =1, dotado de la métrica uniforme heredadeCiie 1], entoncedH no es ne-

cesariamente cerrado €10,1]. PeroH es unGg en el espacio métrico compleﬁdm Y, en
consecuencia, por el Teorema 1.11.3, es un espacio completia metrizable. Seshla métrica
compatible que hace quel,d) sea un espacio métrico completo.

Wang(3). En(H,d), el conjunto
Hi={f eH :0.f=0,f=[0+c)}

es residual
Wang(4). El conjunto

{feC[0,1] : 0. f =0af =R y d_f existe sélo sobre un conjunto de primera categdoria

es residual efC[0, 1], ||||«)-
Wang(5). En Lipy[0,1], el conjunto

L={feLipy[0,1] : 0c.f =0af = [-M,M]}

es residual
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2.1.9. || » Funciones continuas con un conjunto denso de maximos localpropios

Como en el caso de las funciones continuas nunca diferdesjdha existencia de abundante funciones
continuas que poseen un conjunto denso numerable de mékioadess propios también se puede establecer
por una aplicacion del Teorema de Categoria de Baire, uftadsudemostrado por Drobot y Morayne en
[140] y que expondremos a continuacion.

Definicién 2.1.8. Sea f: [0,1] — R una funcién. Diremos que f posee m@ximo local propioen xe [0, 1],
si existe un entorno abiertg\de x tal que fy) < f(x) para todo ye Vy\ {x}.

Es facil demostrar qusi f : [0,1] — R es una funcién cualquiera, entonces el conjunto de todos los
puntos xe [0,1] que son maximos locales propios de f es a lo mas numerghlefecto, se& la familia
de todos los subintervalos abiertos[Bgl] con extremos racionales distintos. Resulta ues numerable
gracias a la numerabilidad d& Para cada maximo local propicde f, escojamos uno y sélo un conjunto
Vx € Qtal quex € Vy y f(y) < f(x) para todoy € Vi \ {x}. La correspondencia— Vx es claramente uno a
uno con lo gue demostrada nuestra afirmacion. Lo anteriocorduce a formularnos la siguiente pregunta:
¢ Existe una funcion continua: [0, 1] — R poseyendo un mé&ximo local propio en cada punto de un conjunto
denso numerab®Aungue una tal funcién existe, su grafico no es, en lo alisdhutil de visualizar.

La siguiente funcion, construida por E. E. Posey y J. E. Vangn [359], es un ejemplo de una funcién
continua poseyendo un maximo local propio en cada punto demjunto denso numerable: sga);;_; una
enumeracion de los racionalesRry definag : R — R por

g(x) = 1—min{1,|x|}.

La funcionf : R — R definida por

0

(09 = 3 ),

siendogn(X) = Ang((X—rn)/Wp), y donde los nimeros reales positivgsy w, cumplen ciertas condiciones,
posee un maximo local propio en caggvéase, [359] para los detalles).

Denotemos por MLPf) el subconjunto d¢0, 1] formado por todos los maximos locales propiosfde
El siguiente es el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.1.18 (Drobot-Morayne). El conjunto
MLP[0,1] = {f €C[0,1] : MLP(f) es denso ef0, 1]},
es residual erfC[0,1], | ||c)-

Prueba. Para cada subintervalo cerrado no degenefrat|0, 1|, es decir| no se reduce a un punto, defi-
namos

G(l) = {f € C[0,1] : existexeint(l) talque f(x) > f(y) paratodoyel \{x}}.
Seal un intervalo cerrado contenido en(hty pongamos

V(1,3) = {f €C[0,1] : sup{f(x):xeJI} > sup{f(x) :xel\int(J)}}.
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Nuestra primera tarea es demostrar Qf€) es denso e€[0,1]. Para ver esto, tomemos una funcion arbi-
trariaf € C[0,1] y seae > 0. Pongamosg=sup{ f(y) :y € | }. Entonces, por la definicion dg la continuidad
de f, existe un intervalo abiertd= (a,b) incluido enl tal que

f(x) > z—e paratodox e J.

Construyamos la funciog € CJ[0, 1] del modo siguiente:

2(z+e—f(a)) _ a+b
b a (x—a)+ f(a), Sl a<Xx<——
, a+b
Z+g, Si X=——
o0 = 2(z+¢) — f(b)) b i
—2(z+¢€)— . a+
b a (x—Db)+ f(b), si T<x<b
f(x), si xel\J.

Es claro que, por construcciége G(1) y, ademasd.(f,g) < 2¢. Esto prueba qué(l) es denso e€[0, 1].
Veamos ahora qu&(l) es unGs enCJ0,1]. En primer lugar notemos que, para cada intervalo cerdado
conJ C int(l) C [0,1], el conjuntoV (l,J) es abierto erC[0,1]. En efecto, para cadae V(l,J), la bola
abiertal (f,r) con centrof y radior = 3 (sup{ f(x) :x€ J} —sup{ f(x) :xe 1\int(J)}) esta enteramente
contenida eV (I, J). Para cada € N, consideremos el conjunto

Gn(l) = U{V(I,J) : Jes un intervalo cerrado cahC int(l) y long(J) < 1/n}.

Entonces cad@y (1) es abierto y se cumple q@1) = ;1 Gn(l). En efecto, sed € N,_; Gn(l). Entonces
f € Gy(l) para todmn € N, lo cual significa que, para cadae N, existe un intervalo cerradiy C int(l) con
long(Jn) < 1/ntal que

sup{f(x) :xe I} > sup{f(x):xel\int(dn)}.

De esto se sigue qu@,_;Jn contiene todos los puntos dondealcanza su méximo sobie pero como
limnh—long(Jn) = 0, el Teorema de Encaje de Cantor nos asegurg YjugJ, consta de un Unico punto,
digamosx € int(l). Resulta claro qué alcanza su méaximo sobre &ry, sélamente, en. Esto prueba que

f € G(I) y, en consecuencig),_, Gn(l) C G(I). Para demostrar la otra inclusiéon, tomemos una funcion
arbitraria f € G(I) y observemos que para cualquiee N, existe un intervalo cerradd incluido en el
interior del con longitud menor que/hy tal que

sup{f(x) :xeJ} > sup{f(x):xel\int(J)},

de donde obtenemos gue<c (-, Gn. Esto termina la prueba de q@l) = N;_1Gn(l) es unGs-denso
enC[0,1]. Finalmente, si denotamos p@m)y,._; Una enumeracion de todos los subintervalos cerrados con
extremos racionales distintos {fe1], tendremos que, gracias al Teorema de Categoria de Badanjahto

G = Nm=1G(Im) es unGs-denso erC|0, 1] y, por supuestos C ML P[0, 1]. |

Es importante observar que si
MLP,[0,1] = {f €C[0,1] : MLP.(f) es denso ef0,1]},

donde MLR (f) denota el subconjunto d@, 1] formado por todos los minimos locales propios dentonces
con un argumento enteramente similar al anterior, se tiea®€L P, [0, 1] también es residual €2j0, 1].
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2.1.10. || » Funciones continuas con un conjunto no numerable de ceros

Recordemos que di € C[0, 1], entonces los ceros dese denotan paZ(f) = {x € [0,1] : f(x) = 0}.
¢Puede una funcioh € C[0, 1] poseer un conjunto no numerable de ceros y cuya medida dedguebsea
cero? La respuesta, indudablemente, es afirmativa. Eroefsel el conjunto ternario de Cantor éBy 1] y
construyamos la sucesiéffy,)>>_;, enC[0,1] del modo siguiente: se@hy:n=1,2,..., k=1,2,...,2" 1} los
intervalos abiertos centrales extraidos emésimo paso en la construccionidg sea{a,k:n=1,2,..., k=
1,2,...,2"1} los puntos medios de cada uno de los intervalodJp: n=1,2,... .k =1,2,...,2"1},
Puesto quéi1 = (1/3,2/3) es el primer intervalo extraido en la construccion ddefinaf; asi: f1(1/2) =1,

y en el intervaloJ;1, f1(x) esta formado por las dos lineas que unen los extremak deon el punto
(a11,1) = (1/2,1). Finalmente,f;(x) = 0 six ¢ J11 (véase la figura). Una vez quig_; ha sido construida,
definamosf, como sigue:f,(x) = f,_1(X) para todox € Uﬁ";f Jin-1)k ¥» COMoO en la construccion anterior,
fn(x) esta formado por la union de todas las dos lineas que unerupadde los extremos d&y con los
puntos(an,1/2") y para los puntos ¢ Uﬁn;ll Jk fa(X) = 0. Esto termina la construccion de la sucesion
(fn)m_y. Definaf(x) = limy_.» fn(X) para todox € [0,1]. Se puede probar sin mucha dificultad que la con-
vergencia es, en realidad, uniforme por lo due C[0,1] y, ademas, se cumple qd¢f) =I". Esto nos dice
que la cardinalidad d&(f) escy, por supuesto(Z(f)) =0.

En vista del ejemplo anterior uno podria preguntarse, /aud@rande, desde el punto de vista de la
categoria de Baire, es el conjunto de todas las funciéne€[0,1] con infinitos (no numerable) ceros y
tales que la medida de cada uno de esos conjuntos sea cem®r8stringimos a cierto subespacio cerrado
deCJ0, 1], el tamafio de tales conjuntos fue medido por Tomas DominBaeeavides en [134]. En dicho
trabajo, Dominguez Benavides considera el siguiente Espac

Co0,1] = {f €C[0,1] : Z(f) # @},

con la métrica uniforme heredada@g, 1], el cual resulta ser un subespacio cerrad@(@el] y, por consi-
guiente, un espacio métrico completo. El conjunto de taaaBihcioned € Cy[0, 1] tales que car@(f)) =«
y A(Z(f)) =0, donde, como siempr&,denota la medida de Lebesgue[@ri], es residual en dicho espacio.

Teorema 2.1.19 (Dominguez BenavidesEl conjunto

2,[0,1] = {f € Co[0,1] : A(Z(f)) =0},
es residual eriCp[0, 1], |||, )-
Prueba. Para cada € N, consideremos el conjunto

Gn={f e€Co[0,1] : A(Z(f)) < 1/n}.
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e G, es abierto en gf0,1]. Seaf € G,. Puesto que\(Z(f)) < 1/n, de las propiedades de la medida de
Lebesgue, podemos determinar un conjunto abi@ro [0, 1] tal queZ(f) C G, y A(G) < 1/n. SiendoG
abierto, el nimero dado por

r:=inf{|f(x)| : xe [0,1]\ G},

esta bien definido y es no negativo. Afirmamos gue0. En efecto, supongamos por un momento .
Entonces existe una sucesion);y_; en el compactd0, 1]\ G tal que 0= limp_.., | f (X,)|. Por compacidad,
existe una subsucesion @e,);_;, que la seguiremos denotando del mismo modo, que converlggia a
x € [0,1]\ G. La continuidad d€ nos garantiza que lim.. | f(X,)| = | f(X)| = 0, de donde se desprende que
x € Z(f), lo cual es imposible pues¢Z G D Z(f). Por estor > 0.

Afirmamos que la bola abiertd(f,r) esta contenida e@,. En efecto, seg € U(f,r) y supongamos
quex € Z(g). Puesto quél.(f,g) <r, resulta que

O] = [T —g(x)| < dw(f,g) <

de donde se sigue, gracias a la definiciorr dguex € G. Esto prueba qué(g) C Gy, en consecuencia,
A(Z(g)) < A(G) < 1/n. Por estog € Gy, con lo cual hemos demostrado duéf,r) C Gy; es decir,G, es
abierto.

e G, es denso enD, 1]. Para ver que esto, consideremos el conjit6, 1] formado por todos los poli-
nomios algebraicos que habitan@jj0, 1]. Observemos que pic P[0, 1], entonces (Z(p)) =0< 1/n, por
lo quep € Gp. Lo anterior nos dice qug|[0,1] C G, y comoPy[0, 1] es, gracias al Teorema de Aproximacion
de Weierstrass, denso €g[0, 1], resulta que también es denso el conjunto abi@rtenCo|0, 1].

Por ser(Cy|0,1],d., ) un espacio métrico completo, el Teorema de Categoria de Ba#r revela que

m Gn =2, [Ov 1]
n=1

es unGs-denso erty|0,1]. |
Teorema 2.1.20 (Dominguez BenavidesEl conjunto

23[0,1] = {f € Co[0,1] : card(Z(f)) = c},
es residual eriCp[0, 1], |||, )-

Prueba. SeaA= { f € Co[0,1] : card(Z(f)) < ¢}. Demostraremos qukes de primera categoria €g[0, 1].
Para lograr tal objetivo, sed,);y_; una enumeracion de todos los subintervalos cerradds, @iecuyos
extremos son numeros racionales distintos. Paramads, consideremos el conjunto

An={f €Co[0,1] : f tiene un tnico cero en}.

Afirmamos queA, es nunca-denso €éfy[0,1]. Supongamos, por el contrario, que(it) # @. Entonces
existen unaf € A, y un e > 0 tal queU (f,e) C A. Seax, € I = [an,bn] €l Gnico cero def enl,. Por
continuidad, existe un @ d < £/2, tal que | f(x) — f(X,)| < €/2 siempre que & |x—Xxn| < 28. Definamos
la funcién continuay : [0,1] — R, cong € U(f,€), de modo que satisfaga

(X—%n) - sen(1/[x—xn|), Si0< [X—Xn| < &
0, SiX=Xn

9(x) = _
f(x), Si[X—Xp| > 20.

lineal en[x, — 28, %, — d], [Xn+ &, %y + 29,
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Suponga que, # a, Y que, ademass, < X, — 0 (Si X, # b, un argumento similar se puede usar). Denote
por z1,2,,73 los tres primeros ceros de la funcion ¢b&) en el intervalo(—9,0) y sear = |z3|/2. Seah
cualquier funcion et (g,r). De la definicion de se tiene que

9(z+Xn) = 2z, k=123
de donde obtenemos que sty + x,) = Signg(z + xn). De esto se sigue que
SigNN(zc1 + %) # signh(zc1 +%n)  parak=1,2

ya que sigrg(z + Xn) # Signg(z. 1 + X,). Por consiguiente, en el intervalax + X, z1 + %), la funciéonh
tiene un cero y, en consecuencia, dicha funcion posee, poetms, dos ceros en Esto implica que

U(g,r)NA,=o,

lo que evidentemente contradice el hecho degya®l ( f,€) C A,. Con esta contradiccion hemos demostrado
queA, es nunca-denso &[0, 1].

Finalmente, sed € A. Puesto qué&(f) es un subconjunto cerrado a lo mas numerabl@dg, se sigue
del Teorema de Categoria de Baire (véase el Teorema 1.8iBa#) queZ( f) posee por lo menos un punto
asilado. Sed un cero asilado dé. Entonces existe une N tal queg es el Gnico cero dé enl,. Esto nos
dice quef € Any, por lo tanto, A C Un_1 An. Pongamoss, = C[0,1] \ An. Entoncess,, es un abierto denso
y, de nuevo, por el Teorema de Categoria de Baire, tenemd3,ay&, es denso efiy[0, 1]. Finalmente,

ﬁGn C C[0,1]\A = {f €Cy[0,1] : card(Z(f)) = ¢} = 2;[0,1],
n=1

lo cual prueba qué; [0, 1] es residual e@q[0, 1]. [ |

Combinando los dos resultados anteriores con una nueacipl del Teorema de Categoria de Baire
obtenemos el siguiente resultado (compare con el Teorelng.2.

Corolario 2.1.2 (Dominguez Benavides)En (Cp[0, 1], ||||,), €l conjunto
Ho={f eCo0,1] : card(Z(f))=c y A(Z(f))=0},
es residual.

Consideremos ahora el espacio de Ban@?0, 1], ||-||,) formado por todas las funcionds [0,1] — R
continuamente diferenciable, es decir, tahtasi comof’ son continuas, provisto de la norma de Sobolev
I flly=1flle+] f'lle paratodaf € C[0,1]. El siguiente resultado demostrado por Sard (véase, por eje
plo, [195], p. 205) nos ser& de utilidad en nuestro proxinooeima.

Teorema de Sard Para toda funcién fe C[0,1], se cumple qui(f(Z(f’))) =0.

En contraste al Teorema de Dominguez Benavides, UdayanrByDichal Morayne [112] demuestran
el siguiente resultado

Teorema 2.1.21 (Darji-Morayne). El conjunto2®,[0,1] = {f € C[0,1] : Z(f) es finitg es residual en
(CHO, 21, [I-Ily)-
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Prueba. Sea
A=cl0,1]\ 2L, = {f eC0,1] : Z(f) es infinita}.

Afirmamos que sif € A, entonces existe algine [0,1] tal quef(x) = f’(x) = 0. En efecto, seac Z(f).
Por la compacidad d&( f) existe una sucesidix,);_; enZ(f) convergiendo &. Finalmente

f/(x) = fim 100 =10 _ g, 00
n—oo Xn—x n_)an_X

=0.

Sea ahordln);_; una enumeracion de todos los intervalos cerradof),dé con extremos racionales
distintos y observemos que

A= {feC!0,1] : Z(f) es infinito}

= |J {feCh0,1] : existe x I, tal que f(x) = f'(x) =0}.
n=1

Vamos a demostrar que calla= { f € C[0,1] : existe x€ I, tal que f(x) = f’(x) = 0} es cerrado y nunca-
denso erC![0, 1]. Fijemosn € N.

e Fy es cerrado Sea( i), una sucesion eR, convergiendo en la normig|; hacia una funciorf. Se sigue

de la definicion dé|-||, que lim .. || fx— f ||, = 0 y también que lim.« || f; — f'||, = 0. En particular,

f € C1[0,1]. Para cad& € N seleccionemos ux € I, tal que fy(xc) = fk’(x) = 0. Por compacidad, existe
una subsucesion de la sucesién);_,;, que seguiremos denotando del mismo modo, convergienda hac
algiinx € [0,1]. Usando la continuidad dey la de f’, asi como la convergencia uniforme de las sucesiones
(fky Y (f)i-, se obtiene qud (x) = f’(x) = 0. Esto prueba qué € F,, por lo queF, es cerrado en
c'[o,1].

e F es nunca-dens@eaf € F,. Por el Teorema de Sard(f(Z(f'))) = 0. De esto se sigue que existe un
€ > 0 arbitrariamente pequefio tal qfiéx) # € para cualquiex € Z(f’). Consideremos ahora la funcién
g= f —e. Afirmamos queg ¢ F,. Si ocurriera que € F,, entonceg(z) = g’(z) = 0 para algure € I, de
donde obtendriamos qué€z) =€ y f’(z) =0y, en consecuenciac f(Z(f )) lo que resulta ser imposible.
Es claro quay UH‘Hl(f,Zs) por lo queF, tiene interior vacio.

Tenemos asi qua es de primera categoria y, por consiguieit,,[0,1] es residual eiC*[0,1],-|,)
gracias al Teorema de Categoria de Baire. |

Comentario Adicional 2.1.5 Seanf € B[0,1] y a € R cona # 0. Para cualquiec € R, considere el
conjunto

Z(f,a,c) = {x€[0,1] : f(x)=oax+c}
Observe que cuando=c =0, Z(f,0,0) es el conjunt(f) de los ceros dé.

En [112], U. B. Darji y M. Morayne obtienen, entre otros, lagusentes resultados:
Teorema (Darji-Morayne). Para cualquier n> 2, el conjunto
27,[0,1] = {f €C"[0,1] : Z(f,0,c) es finito, para todo §,

es residual erfC"(0, 1], |||, dondel| f [y = || f o+ | /[l +---+ | f™ ]|, para toda fe C[0,1].
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Teorema (Darji-Morayne). El conjunto
2zp[0,1] = {f €CY0,1] : Z(f') es vacio o perfectn

es residual en €0, 1].

2.1.11. || » Funciones cuyos puntos de discontinuidad sorrdensos

Seal la medida de Lebesgue & Un resultado bien conocido de Lebesgue referente a laraitdg
Riemann establece que:

Teorema de LebesgueUna funcion acotada f [a,b] — R es Riemann integrable si, y solo si,
A(Disc(f)) =0, dondeDisc( f) es el conjunto de todos los puntos de discontinuidad.de f

Recordemos qui[a,b], el espacio de todas las funciones medibles y acotddda, b] — R que son
Riemann integrables provisto de la métrica del suprdg@s un espacio métrico completo. Para ver esto, es
suficiente demostrar quk{a, b] es cerrado effB.[a,b],d ). En efecto, seéf,);,_; una sucesion eft[a, b]
convergiendo uniformementefac B..[a,b]. Por el Teorema de LebesgugPisc( fn)) = 0 para todm € N.
Afirmamos que Discf) C |U,,_4 Disc( fn). En efecto, sea¢ |J,,_, Disc( fn). Entonced;, es continua er para
todon e Ny comof, — f uniformemente, resulta guees continua eR, es decirx ¢ Disc(f) y termina la
prueba de nuestra afirmacion. Finalmente, caitidisc(f)) < y;7_; A(Disc(fn)) = 0, una nueva aplicacion
del Teorema de Lebesgue nos revela fueR|a, b]. Esto termina la demostracion de qi&a, b, dw.,) es un
espacio métrico completo.

Observe que estamos usando un cafion (el Teorema de Lebpagu@)atar un mosquitd € R[a, b)),
pero no deja de ser agradable (solo en este contexto). Hdagalno puede demostrar qdie= R[a,b]
usando el siguiente archiconocido criterio sobre la isteidjdad de Riemann:

n

feRab <= Ve>0, 3 P{x,....%} | _;(Mi—m)(xiﬂ—xi)<e, (R1)

i=
dondeM; = sup{ f(x) : x € [X,Xit1]} ¥y m =inf{f(X) : x€ X,%+1]}, i=1,...,n
Seaf =X : [0,1] — R la funcién caracteristica d@ en [0, 1]. Puesto que esta funcion es discontinua
en todo punto d¢0, 1], la cardinalidad de Digd) esc (la cardinalidad d&R). Consideremos, sin embargo,
este otro ejemplo. Sdael conjunto ternario de Cantor ¢ 1] y definamos la funciég: [0,1] — R por

1, paraxerl
9(x) =

0, en otro caso

Resulta queg es discontinua en cualquier punto Beel cual, como sabemos, tiene la cardinalidad del
continuo, es decir, ca(Bisc(g)) = ¢. Por otro lado, puesto queDisc(g)) = 0, resultag es Riemann inte-
grable, gracias al Teorema de Lebesgue, mientrag quees Riemann integrable ya qugDisc(f)) = 1. El
proposito de esta seccién es demostrar la abundancia, speeieR[a, b], de las funcione$ que satisfacen
cardDisc(f)) =c.

Definicion 2.1.9. Sea(X,d) un espacio métrico. Un subconjunto S de X se dice quedeiso en un
conjunto abiertoO C X si la interseccion de S con cualquier subconjunto abiedeacio V de O contiene
¢ puntos.

Sea(X,d) un espacio métrico separable y denotemosA¥iiX ) cualquier subespacio cerradoBg(X).
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Definicion 2.1.10. Diremos queB? (X) posee lgpropiedad de discontinuidad-densasi existe una funcion
h € B (X) tal queDisc(h) esc-denso en X.

El siguiente resultado, probado por Shi [405] en el afio 2681ina generalizacion de uno demostrado
por Pavel Kostyrko, el cual establece que un espacio dednesicon la propiedad de discontinuidadensa
posee, en realidad, abundantes funciones cuyos puntosabmtihuidad tienen cardinalidad

Teorema 2.1.22 (Shi).Sea(X,d) un espacio métrico separable y suponga @ X) posee la propiedad
de discontinuidad-densa. Entonces, el conjunto

G5 ={f € BY(X) : Disc(f) esc-densg,
es un G-denso er{B2(X), [|l.,)-
Prueba. SeaV un subconjunto abierto no vacio dey consideremos el conjunto
AWV) = {f e B(X) : Disc(f)NV tiene cardinalidadc}.

Lo que vamos a demostrar de inmediato es 40¢) es abierto erB (X). En efecto, sedf,)n_; una
sucesion erB2 (X) ~ A(V) convergiendo uniformemente a una funcion acothdX — R. Puesto que cada
fn € A(V), el conjuntoE, = Disc(f,) NV es a lo mas numerable y, en consecuendfa.; E, es a lo méas
numerable. Ya qué es continua en cada purtce V ~. U, En, resulta quef € BS(X) ~ A(V). Por esto,
BY(X)A(V) es cerrado e® (X) y, asi,A(V) es abierto erB(X).

Afirmamos queA(V) es también denso &b (X). Para ver esto, séé( f,€) una bola abierta eB2 (X),
dondef € B (X) y € > 0. Existen dos opciones pafala primera es qué < A(V), en cuyo caso no habria
nada que probar, y la segunda es fjgeA(V ). En este Ultimo casb posee a lo sumo una cantidad numerable
de puntos de discontinuidad ¥n Por hipétesis, existe una funcidne B3 (X) tal que Dis¢h) esc-denso.
SeaM una constante tal qua(x)| < M para todox € X y definamogy : X — R por

g(x) = f(x)+ % h(x) paratoda € X.

Entoncegy € B2 (X) posee por lo menaspuntos de discontinuidad & Ademas,

hH <€

o0 =i ggn 1|~

lo cual nos dice qug € A(V)NU(f,¢). Esto prueba qua(V) es denso e®2(X).

ComoX es separable, podemos tomar una sucesion depsa, enX. Para cadan € N, considere la
bola abierta con centro ey y radio 1/m, Vi, :=U (X,,1/m). Entonces, por el Teorema de Categoria de
Baire

96 = ﬂ ﬂ A(Vnm)a
n=1m=1
es unGs-denso erBY (X). n

Definiciéon 2.1.11. Una funcién f: R — R se llamasimétricamente continuai

nm(f(x+h)—f(x—h)) ~0

h—0

para todo xe R.
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Denotemos por BS[@, b] el conjunto de todas las funcionés B [a,b] que son simétricamente conti-
nuas dotado de la norma del supremo. Entonces/&8[&s un espacio métrico completo. Es claro que toda
funcion continua es simétricamente continua, pero el recipno es, en general, valido. Sin embargo, se
sabe que que toda funcidne BSCla, b] es medible Lebesgue ([350]) y que, ademas, ella es contiuap-e
to sobre un conjunto de medida cero y de primera categori&]j[4En particular,f es Riemann integrable.
Por un resultado de T. C. Tran [430] el conjunto

TDa,b] = {f € BSCa,b] : Disc(f) es c-densg
es no vacio. Mas aun, Shi [406] demuestra quéaltl) es unGs-denso en BS@, b).

Corolario 2.1.3. Sea
Gi = {f € Rla,b] : Disc(f) esc-densd.

Entonces5 es residual erfR[a, b, d-,).

Prueba. Para poder aplicar el Teorema 2.1.22, todo lo que tenemoshager es construir una funcion

f € R[a,b] tal que la cardinalidad de Dist) seac. Usemos el resultado de Tran para producir una funcion
simétricamente continu&: [a,b] — R cuyos puntos de discontinuidad edenso. Por lo afirmado anterior-
mente, el conjunto de los puntos de discontinuidad tlene medida de Lebesgue cero (ver también, [425],
Theorem 2.3, p. 27) y gracias al Teorema de Lebesfes Riemann integrable. Esto prueba e, b
posee la propiedad de discontinuidadensa y gracias al Teorema 2.1.22 es residual efR[a,b],d.,). W

2.1.12. || » Funciones de clas€® nunca analiticas

Recordemos que una funcidn: R — K es declaseC® si f posee derivada continua de todos los
ordenes es decir, sif (" existe y es continua para togoc N. Por otro lado, una funciér de claseC®,
esanalitica enxg € R si f admite un desarrollo en series de Taylor con radio de cayecia positivo
en ». Debemos recordar qumra que una funcién f de clase®Cen un intervalo deR sea analitica, no
es suficiente que su serie de Taylor posea, en cada puntodimda convergencia positivo; es necesario,
ademas, que la suma de dicha serie seaigual a f.

Lo que resulta ser un tanto sorprendente es la existenciautelantes funciones de claS8 que no
son analitica en ningln punto de su dominio, un resultadoodgato por primera vez por Morgenstern
[322] en 1954 usando, por supuesto, el Teorema de CategoBaick. Uno de los ejemplos mas sencillo y
relativamente simple de una funcién de cl@8esobreR que no es analitica en ningun punto, fue construido
por Mathias Lerch [291] en 1888:

2 cogqa"x)

f(x) = Z o

k=0

(cona impar y > 1)

Denotemos po€ “[0, 1] el conjunto de todas las funciones contindiag0, 1] — R que tienen derivadas
continuas de todos los ordenes(eri], es decir,f(" € C[0,1] para todan € N. SobreC*[0, 1] definamos la
siguiente métrica:

[o0]

— pn(f_g) [+
dif.g=S2nU=9 ¢ 4ccwp,
TO= 22 g M9°CT0

dondepn(f) = sup{| f(”)(x)| : x€ [0,1]} para todaf € C*[0,1]. Observe que gifi)g_; €s una sucesion en
C*[0,1], entonces

(fi)k=q €s d-Cauchy <— (fém)f:l es d.- Cauchy, para cadac N
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d(fi,f) —0 H AR {0

— 0, para cada € N.

De lo anterior y la completitud d€€[0, 1], || -||,) Se puede probar, sin mucha dificultad, gG&[0,1],d) es un
espacio métrico completo; es decir, un espacio de Bairefuresones erC *[0, 1] son llamadagunciones
de claseC® o tambiénfunciones suaves Observemos que si para cada entete O y cualquiere > 0,
definimos el conjunto

n
Va(e) =[] {heC”[0,1] : pk(h) <&},
k=0
resulta que la colecciofiVh(€) : € > 0, n > 0} es una base de entornos abiertos de la funcién cero en la
topologia métrica. La familia de todas las traslaciofiés-V,(e) : f € C*[0,1], n>0, &> 0} forman,
entonces, una base de entornos abiertos basicos paraieuéloeion f en la topologia métrica. Observe
que
Vi(f;€) :=f+Vh(e) = {heC”[0,1] : px(h— f) <3 parak=0,1,...,n},

Definicion 2.1.12. Sean fe C*[0,1] y x € [0,1]. Diremos que f eanaliticaen » siempre que la serie de
Taylor con centro en

o £(n)
T(fix) = Zf n(!m) (Xx—%0)",

n=

asociada a la funcion f, converge &xj para cada x en algin entorno abiertg (e .

Sil es un subintervalo €f®,1] y f es analitica en todo punto dieentonces diremos quees analitica
enl. En caso de qué € C*|[0, 1] sea analitica ery, el radio de convergencias (Xo), de la serie de Taylor
T(f;x%0), que se define por la formula de Cauchy-Hadamard

r{(xo) = | limsup f

n—oo

es siempre positivo. Como siempre, pondremdsy) =0 0 r¢(Xp) = 4+ segun el denominador del cociente
anterior sea infinito o se anule respectivamente. Notemes@xb) puede ser positivo sin guesea analitica
enxg como se puede comprobar, por ejemplo, tomando la funcién

f(x) =

e X’ sixe R~ {0}
0 six=0.

la cual no es analitica eg = 0, pero cumple, sin embargo, qug0) = +co.

Diremos que un puntg € [0,1] es unasingularidad paraf € C*[0,1], si f no es analitica ery. No es
dificil establecer que el conjunto

S(f) = {x€ [0,1] : x es una singularidad para Jf

es cerrado efD, 1]. Es interesante observar que para cualquier singulargladS( f) existen, siempre, dos
posibilidades para la serie de Taylor asociada a la funtion
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(1) la serie de Taylof (f;Xp) no converge, con excepcion del pumgo sobre ningun entorno abierto Bg
llamadasingularidad de Pringsheim o

(2) la serie de Taylofl (f;xg) converge en algun entorno abiertox@epero lo hace hacia una funcion que
no coincide corf en ningln entorno d&), denominadaingularidad de Cauchy.

Denotando poSH f), respectivament&§C( f), el conjunto de todas las singularidades de Pringsheimastod
las singularidades de Cauchy @ien|0, 1], tenemos qu&(f) = SR f) USC f). Como ha de esperarse, una
singularidad de Pringsheim es “peor” que una de Cauchy. Defiaicién de radio de convergencia tenemos
que:xg € SK(f) si, y sblo si, ¥(xg) = 0.
PorNA[0,1] denotaremos el conjunto de todas las funciones de €faggpie somunca analitica esto
es,
NA[0,1] = {f €C®[0,1] : §(f)=[0,1]}.

Denotaremos pd?P[0, 1] el conjunto (mas pequefio) de todas las funciones de€fasen una singularidad
de Pringsheim en cualquier punto [@1], es decir,

$P[0,1] = {f €C[0,1] : SAf) =[0,1]}

Por un resultado de Zahorsky [450], sabemos $Bf, 1] # &. Pero, ¢puede ser el conjurf®[0,1] re-
sidual enC”[0,1]? Esta pregunta fue formulada por primera vez por Steinhaldarczewski. Un afio
después de que D. Morgenstern [322] demostrara, en 195N4(@ 1] es residual e€*[0, 1], Salzmann

y Zeller [396] respondian afirmativamente a la interrogaté@teada por Steinhauss y Marczewski, es de-
cir, ellos demostraron qu&P[0, 1] también es residual &[0, 1]. Es importante sefialar que el articulo de
Morgenstern contiene dos errores que fueron sefialadosan&nn y Zeller en [396]. Esto permitié que
otros mateméticos publicaran demostraciones diferep&s, correctas, de la residualidad Nel[0,1] en
C>[0,1]. Por ejemplo, Christensen [95] establecid, en 1971, querglintoN.Ao[0, 1] formado por todas las
funcionesf € C*[0,1] para las cuales existe un subconjunto resial [0,1] tal quer¢(x) = 0 para todo

X € Gg, es residual e€”[0,1]. Dos afios después, Darst [110] también demuestra\glLi®, 1| es residual
enC>[0,1]. En 1984, Cater [86] nos provee, de nuevo, de otra demastralei queN.A[0, 1] es residual en
C>[0,1]. Notemos quesP[0,1] C NAg[0,1] € NA[O,1], donde la ultima inclusion sigue del hecho de que
S(f) es cerrado efD, 1]. Se sigue de lo anterior que el resultado de Christensercerglde Morgenstern-
Darst pero no el de la residualidad $i]0, 1]. Finalmente, L. Bernal-Gonzélez [50] (para el caso coroplej
y T. I. Ramsamujh [362] (tanto para el caso real asi como gazase complejo) obtienen quP[0,1] es
residual erC”|0,1]. Es importante mencionar que el articulo de Ramsamujh posesor que es corregido
por el propio Ramsamujh en [363].

Lo que veremos a continuacién es una demostracion de aste hiecho al estilo de Ramsamujh [362].
Teorema 2.1.23 (Salzmann-Zeller) El conjunto§P[0, 1] es residual efC>|[0,1],d).

Prueba. Supongamos qué € C*[0,1] \ P[0, 1]. Entonces existe uxy € [0, 1] tal queT(f;Xo) converge en
algun entorno abierto de. Esto nos dice que el radio de convergencigxg), deT(f;Xo) es positivo. Pero
como

1
/n 1

re(xo)’
resulta de la definicién del limite superior que existegig N tal que

£ (x0)
n!

limsup

n—oo
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1/n
Mméx{ :nO,l,...,nol},

y seleccionemos cualquier entdroonk > max{M, 2/r¢(Xp) }. Entonces, para todo entang> 0, se cumple
que

para todan > ng. Sea

£ (x0)
n!

|1 (%) | <K"-n!

Consideremos ahora el conjunto
Fe={f €C” : existexo € [0,1] tal que| f ™ (xo)| < k"-n! para todon > 0}.
Con este analisis se deduce que

$P[0,1] =C*[0,1]\ O Fe.
k=1

Nuestro siguiente paso es demostrar que, paralcadd, i es un subconjunto cerrado nunca-denso
deC™[0,1] y entonces aplicar el Teorema de Categoria de Baire parducogae SP[0,1] es residual en
C*[0,1]. Veamos entonces que cdgaes un subconjunto cerrado nunca-dens€t®, 1. Fijemosk € N.

1) Fces cerrado en €[0,1]. Sea(f;)j’_, una sucesion ek convergiendo a una funciche C*[0,1]. Por
definicion, para cadfe N, existe un nimero real < [0,1] tal que

117 (x))] < k-

para todon > 0. Por compacidad podemos extraer, de la suceSiprff_; en[0,1], una subsucesion de

X;)%_,, que seguiremos denotando del mismo modo, convergiendopanto xg € [0,1]. Fijemos ahora
1/j=1

n> 0. Entonces

£ (0] < [£™(x0) = FV )| + [F™0x) — £ (x)] + £V (x)))]
< [F™W(x0) = W (x))| + pa(f - fj) + K"-nl.

Por la continuidad de (", el primer término de ésta desigualdad tiende a cero, raemme el segundo
término también converge a cero ya quef — fj) <d(f,f;) y lim;_.d(f, fj) = 0. Por esto,

|1 (%) | < K"-n!

lo cual prueba qué € F,.

2) K es nunca-denso erf{D,1]. Supongamos, por un momento, daetiene interior no vacio. Entonces
existe un entorno abierto béasico, digarvpgg; d), contenido erir, donde

Vin(g;8) = {heC”[0,1] : pj(h—g) <d paraj=0,1,...,m}

para algung € K, 8 > 0 y me N. Puesto que el conjunt®[0,1] de todos los polinomios algebraicos es,
por el Teorema de Aproximacion de Weierstrass, denso™ed 1] y ya queViy(g; d) es abierto el [0, 1],
resulta queP[0,1] NVim(g,d) # @. Podemos, por lo anterior, escoger un entorno basi¢e; €) incluido en
Vm(g,0), para un ciertgp € P[0, 1], un ciertoN € N y algine > 0 (que también podemos suponer que es
< 1). Tenemos asi que

WN(P;€) € Vin(9;9) C R
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Nuestro siguiente objetivo es construir una funcféa Vi (p; €) pero que quede fuera dig lo que, por
supuesto, sera contradictorio debido a ¥Nép; €) esta incluido erf. Elijamos unn € N de modo tal que
n> max{N,k,graddp)} y sea

4
b= (1+n")n!.—.
(L+r)nt- 2

Observe que como 4 € < 1, entonced > 1. Definamos ahora la funcidh: [0,1] — R por

(0= pog + S5

Esta es la funcion que producira la contradiccion. En efeditese, en primer lugar, que comanteésima
derivada de la funcion (x) = ser(bx) es

6 ()] = b™|ser(bx)|, simes par
- | bMcog(bx)|, simesimpar

entonces, para cualqui¢e=0,1,2,...,N, (aqui es donde usamos el hecho delyel)

g 00)(x
pj(f—p)= sup 7ng()

x€[0,1]

lo cual demuestra quee Wy (p;€). Por otro lado, de la relacion s&bx) + cos’(bx) = 1, se sigue que
1 1
|ser(bx)| > > 0 |cogbx)| > >

cualquiera sea el en [0,1]. Fijemos ahora cualquier elemento arbitraxien [0,1]. Para nuestro entero
(recuerde que > max{N,k,graddq p)}), se cumple que™ (x) = 0y, por lo anterior, tenemos que

bn+1
5

bl’l
|¢(”)(X)| > > o |¢(n+l)(x)‘ >
De esto se sigue, en el primer caso, que
€ €
[FO0] = [P0+ 555 0700| = | 55 ™0
> Zb”*'\' > Zb = (1+n")n!

> n"nl > k™n!

y, en el segundo caso (recuerde guel), se tiene que
€
‘f(n+1)(x)‘ — ‘Wq)(nﬂ)(x)‘
En—s—l—N>EZ_i1 n|2
AR [CR P
> 4[] > K (n+ 1))

v

En resumen, hemos encontrado un enteconn > k tal que

[TV (x)] > K™t 0 |1 (x)| > K™ (n+ 1)
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para toda € [0,1]. Esto, por supuesto, contradice el hecho de fqge/\(p;€) C F Y, en consecuencidy
es nunca-denso €f°[0,1]. Con esto se termina la prueba. [

En 1954 A. P. Morgenstern [322] demostrd, usando el Teoren@atiegoria de Baire, que las funciones
de claseC” que son nunca analiticas es residualC&0, 1]. Por supuesto, éste hecho es un corolario in-
mediato del teorema anterior. Otras demostraciones ddtade de Morgenstern también fueron dadas por
F. S. Cater [86] en 1984 y por H. Shi [405] en 2001.

Corolario 2.1.4 (Morgenstern). NA[0, 1] es residual efC*[0,1],d).

Prueba. Como8®?[0,1] C NA[O, 1] el resultado sigue del teorema anterior. |
Comentario Adicional 2.1.6 En [50], Bernal Gonzalez obtiene un resultado mas genemletjde Salz-
mann y Zeller al demostrar lo siguiente:

Teorema de Bernal GonzalezSea(cy);y_; una sucesion eif0,+) y sea M un subconjunto
infinito deNp := NU {0}. Entonces el conjunto

)

M((Cn)_g, M) :{f € C™[0,1] : existe infinitosn € M tal que ma>{|f(”) (X) f(”+1)(x)|} > Cn

para toda € [0, 1]}

es residual en €0, 1].

Haciendoc, = (1+n)! - (14+n)}" y M = Np tenemos qué((cn)_;,Ng) € C?[0,1] \ Ui-1 Fx =
8P[0,1], de modo que la residualidad 8]0, 1] enC~[0, 1] sigue del resultado anterior.

El conjuntoNAJO, 1], siendo abundante (= residual) €fi[0,1] no posee una estructura lineal, sin
embargo, Cater [86] va un poco mas all4 al demostrarXjdé¢0, 1] U {0} contiene un subespacio
vectorial de dimension que es denso €0”[0,1]. A un resultado mé&s general llega Bernal-Gonzalez
en [50] al demostrar qué®|0,1] U {0} contiene un &lgebra de dimension infinita que es, ademas,
denso erc”[0, 1].

2.1.13. || » Funciones analiticas nunca prolongables

SeaQ C CN un conjunto no vacio, abierto y conexo. Recordemos que wessigm( f,)*_; de funciones
a valores complejos definidas solfkese dice queonverge af uniformemente sobre subconjuntos com-
pactos deQ si para cualquier compacto C Q y para cada& > 0, existe un entero positivid; := N (K, €)
tal que|fn(z) — f(2)| < € para todoz € K y para todon > N;. Como siempre, el espacio de las funciones
continuas a valores complejos definidas saisera denotado p@c(Q). Este espacio puede ser dotado de
una métrica, distinta a la métrica del supremo, bajo la coalsucesion converge en dicha métrica si, y sélo
si, ella converge uniformemente sobre subconjuntos coimpaeQ. Para obtener tal métrica solZe(Q)
lo primero que vamos hacer es demostrar el siguiente rdeufteéase, [385], Th. 13.3, p.285).

Teorema 2.1.24.Para cualquier conjunto abiert@ C C, existe una sucesidik,);,_; de subconjuntos com-
pactos deQ tal que

(1) Q=Un-1Kn,
(2) KhCint(Knt1), paracadan=1,2,... y
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(3) si K C Q es cualquier conjunto compacto, entonces existe @iNrtal que KC Kp,.

Prueba. Para cada € N, definamos
) 1
Kn= {ze Q : dist(zC\ Q) > -y 1zl < n}.

Observe que, en este caso,

C\Kn={weC :|w>n} U |J D(w1/n)
weC\Q

donde, siguiendo la tradicién, usaremos el simi@, r) para denotar la bola abierta con cerdry radio
renC, en lugar deJ (w,r). Es claro que cade, es compacto y que la sucesifi,);;_, satisfacg1). Mas
aun, siz € K,, entonces uno verifica, sin mucha dificultad, que

1 1
D(z2- 1) ko
Z n T nri) = n+1
lo cual pruebd?2). Finalmente, sk C Q es cualquier subconjunto compacto, entonces

00

K< [JKnC [Jint(Knsa)
n=1 n=1

y por la compacidad di, existe un subcubrimiento finito d€ por los conjuntosint(Kn,1) : n € N}, es
decir, existe ulN € N tal que

N
KC U int(KnH) = int(KN+1) - KN+1.
n=1

Esto termina la prueba. |

Cualquier sucesion de compactds,),,_; satisfaciendo las propiedadéb) — (3) del teorema anterior
seréd llamada unsucesion exhaustiva de subconjuntos compactos e

Estamos ahora en condiciones de construir nuestra mésticaGe (Q). Sea(Kn);y_; una sucesion ex-
haustiva de subconjuntos compacto<dd®ara cada € N, definamos

d,(f,9) = sup|f(2) —g(2)|, f,9€Cc(Q),

zeKp

el cual es finito pue, es un subconjunto compacto e Notemos quelk,(-,-) no es, en general, una
meétrica sobr€c(Q), sino una pseudo-métrica, es decir, satisface todas léepiaes de una métrica con la
excepcion de que la condicid@ly, (f,g) = 0 no implica, en términos generales, due g.

Definamos ahor@y, : Cc(Q) x Cc(Q) — [0, 4-0) por

dKn(f7g)

Pn(f7g)=m

para todaf,g € Cc(Q). Entonces se tiene que

Lema 2.1.3.(a) pn(-,-) €s una pseudo-métrica,
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(b) 0<pn(f,g) <1paratodo fgeCc(Q),y
(c) Si(f;j)j-, esunasucesion de funciones enQ) y f e C¢(Q), entonces

[im pn(fj, f) =0 si,ysolosi, limdg,(fj,f)=0.
J~>oo J~>oo

Prueba. (a) Es claro quep,(f,g) > 0y quepn(f,g) = pn(g, f) para todaf,g € Cc(Q). Para demostrar la
desigualdad triangular usemos la funciin [0, +c) — [0,+c0) definida pordp(t) =t/(1+t). Puesto que
¢/(t) = 1/(1+1)%2 > 0, tenemos qué es creciente y asi, para toflag, h € Cc(Q) se cumple que

Pn(f,9) = d(dk,(f,9))
< ¢(dk,(f,h) + dk,(h,9))
_de(fh) £ de(hg)
1+ dKn(f,h) + dKn(h,g)

_ ok, (f,h) dk,(h.9)
1+ di, (f.0) + di,(hg) 1+ de,(F.h) + de,(n.9)
dk,(F,h) dk,(h.9)

- 1+d|<n(f,h) 1+d|<n(h,g)
=pn(f,h) + pn(h,g).

(b) es inmediata de la definicion gg.

(c) Supongamos que lim dk, (fj, f) = 0. Entonces lin... pn( fj, f) = 0 debido al hecho de que la funcion
¢(t) =t/(1+t) es continua en=0 y pn(fj, f) = ¢(dk,(fj, f)). Reciprocamente, si lim pn(fj, ) =0,
entonces limL.. dk, (fj, f) =0 ya quedk,(fj, f) = pn(fj, f)/(1— pn(fj, f)). La prueba es completa. W

De la convergencia de la serE 27 "(=1), resulta que

p(f,0) = §12”pn(f7g) f.geCc(Q)

esta bien definida y es, por lo probado anteriormente, lacaéjue nos interesa.

Lema 2.1.4. Fijemos una sucesion exhaustiié,)?_; de subconjuntos compactos @ey sean(fj)7_; una
sucesion de funciones ea @) y f € Cc(Q). Entonces las condiciones siguientes son equwalentes
(1) limj_ f; = f uniformemente sobre subconjuntos compactoQ.de

(2) limj_ep(fj,f)=0.

En particular, la topologia generada pgres independiente de la seleccion de Igs K

Prueba. Si lim;_.., fj = f uniformemente sobre subconjuntos compactof2dentonces puesto que cada
Kn C Q es compacto, se sigue ljm., dk,(fj, f) =0y, en consecuencia, lim. pn( fj, f) = 0. Para demostrar
que lim_. p(fj, f) = 0, tomemos cualquieg > 0 y seleccionemos un entero positikosuficientemente

grande de modo que
o1
27

Nlm
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Entonces

ie)
—
_—h
\.—h
N—
I
=}
b4
M s
N
=}
i
=}
—
_—h
\.—h
N—

=Y 27%n(fj, f) + 27"pn(fj, fg)
n=N+1

< 27"pn(fj, ) + 2"

n=N+1

=]
Z
!

=]
[
!

anpn( f]? f) +

NI o

A
M=z

=]
I
al

Puesto qu§r'\,‘:12*”pn(fj, f) — 0 cuandoj — o, entonces eligiendo uly lo suficientemente grande de
modo quesN_; 27"py(fj, f) < £/2 para todgj > jo, resultara que(fj, f) < € siempre qug > jo, es decir,
limj_..p(fj,f)=0.

Reciprocamente, supongamos que ligmp( fj, f) = 0. Para cualquien € N fijo, de la relacion

Z z_mpm(fja f) > Z_npn(fj> f)>
m=1

se sigue que
pn(fj, ) < 2% 27pm(fj, f) = 2%(fj, f) — O cuandoj — .
m=1

Esto prueba que lim,. pn(fj, f) = 0 para todon y asi, por el Lema 2.1.3, lim., dk,(fj, f) =0, lo cual
significa, gracias al Teorema 2.1.23), que lim_., f; = f uniformemente sobre subconjuntos compactos
deQ. |

Recordemos que una funcidn Q — C esholomorfa o analitica enQ si el limite

ot f(2)
Pa) =i ———

existe para today € Q. Si denotamos pdi((Q) el subespacio vectorial complejo @e(Q) formado de
todas las funciones que son holomorfas o analiticd?,emtoncegH(Q),p) resulta ser un espacio métrico
completo, en particular, un espacio de Baire.

Se sigue del resultado anterior quée &i);_; es una sucesion €((Q),p) tal que lim_.. f, = f uni-
formemente sobre subconjuntos compactofdentoncesf € H(Q). Es natural preguntarse, ¢qué ocurre
si la convergencia es puntual?, es decir, shlimf,(w) = f(w) para cadav € Q, ¢ es cierto qué € H(Q)?
Para dar una respuesta a dicha interrogante debemos relosrdguientes hechos:

Un conjuntod C H(Q) se llama undamilia normal si cualquier sucesion de miembros @ie€ontiene
una subsucesion la cual converge uniformemente sobre sjumtos compactos d@. En el siguiente teo-
rema haremos uso de un resultado clasico debido a P. MoB83]([Theorem 14.6, p. 300) que dice lo
siguiente:

Teorema de Montel SeaF C H(Q) y suponga qué es uniformemente acotada sobre cada sub-
conjunto compacto d@. EntoncesF es una familia normal.

Estamos ahora en condiciones de responder a nuestra giatetecanterior.
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Teorema 2.1.25 (Osgood)Sea(fn);y_; una sucesion efH(Q),p) tal quelimy .., fn = f puntualmente.
Entonces existe un subconjunto abierto denso ®dal que fig es holomorfa y la sucesién restriccion
(fnle)pm-, converge uniformemente sobre subconjuntos compactos dg& a

Prueba.Defina, park=1,2,...

= ﬁ {zeQ: |fa(2)| <k} = {zeQ 2 sup| fa(2)] < k}.
n=1

neN

De la continuidad de la, resulta que cada conjunkg es cerradoe@ y F; CF C ---. Ademas,

En efecto, es claro qugy_; F« C Q. Para demostrar la otra inclusion, sea Q. Puesto que,(z) — f(2),
la sucesion f,(z))_, es acotada de donde se sigue gueF, para algirk € N. SiendoQ un espacio de
Baire, el Teorema 1.8.6 nos garantiza Gue= [ J;_; G es un abierto denso &, dondeGy = int(F) para
k=1,2,....

Una vez que estos hechos han sido establecidos, veamos gueekion( f,);,_; es uniformemente
acotada sobre subconjuntos compacto$sd&ea entoncek un subconjunto compacto d&= |J,’_; Gk.
Puesto que la sucesid@y)y_; es un cubrimiento abierto d¢, existe unme N tal queK C Ui Gk = G
y, por consiguiente, la sucesion es uniformemente acotdatels (por m). Por el Teorema de Montel existe
una subsucesiofify, )‘J?°:1 gue converge uniformemente sobre subconjuntos compaet®@sadina funciérg.
Por supuestag debe coincidir corf y, en consecuencigy, por lo tantof, debe ser holomorfa sobé& Mas
aun, la sucesionf,|c)n_; converge uniformemente sobre subconjuntos compactGsadf(c. [

Diremos quef € H(Q) admiteprolongacion analiticasi existe un dominio (= conjunto abierto conexo)
Q conteniendo &, de modo queﬁ ~. Q tenga interior no vacio, y una funcioh ¢ fH(ﬁ) gue es una
extension de f, es decir, tal qlféz) = f(z) paratodo z= Q. Nuestro objetivo en esta parte es demostrar que
las funciones analiticas que no admiten prolongacionta@aforman un conjunto residual é6(Q).

Teorema 2.1.26.SeaQ C C un conjunto no vacio, abierto y conexo. Si definimos el conjSs por
S = {f € H(Q) : f admite prolongacion analitich
entonces: o bien®= H(Q), o bien & es un subconjunto de primera categoria(Q).

Prueba. Siguiendo la tradicion, designemos, como siempre,lpda bola unitaria abierta d€; es decir,
D = {ze C: |7 < 1}. Seleccionemos una sucesion de(®g,,_; en la fronteradQ de Q y para enteros
positivos arbitrariogn, n, p definamos

Hnmp:{f € H(Q) : existef € H(QU (zo+m D))
tal que flo = y ‘ fV(Z)‘ < p paratodoze zn+m*1]1)}.

Nuestra primera tarea es demostrar que ¢éga, es cerrado efi{(Q). Sea( fx),_, una sucesion eHnmp
convergiendo a una funcioh e J(Q). Denotemos porf la extension dey segun la definicion délnmp

Veamos quefy esta uniformemente acotada en cada compact@ déz, + nqu)- En efecto, se& un tal



Sec. 2.1Galeria de monstruos: funciones y otros objetos raros péunaantes 167

compacto. Entonces \ (z, + ~ID) es un compacto d@ en el cualf, esta uniformemente acotada, mientras
que, por definiciénlﬁ(| < p sobrez, + 1]]]) k=1,2,... Gracias al Teorema de Montel, aplicado al espacio
H(QU (zn+ 2D)), existe una subsucesmﬁrlink)k_ de (fn)2_; tal quefn, — f enH(QU (z + 2D)). Es
claro que| f~| < p sobrez, + nlq]D) y quef extiende af . Esto prueba que la funcidne Hnmp, por lo queHnmp
resulta ser cerrado € (Q).

[ee]

El siguiente objetivo es probar quekijy, = U Hnmp €ntonces
p=1

SQ:U UEnm-

m=1n=1

Para ver esto Ultimo, notemos que cualesquiera sear N, se tiene qu&nm C X, y, por consiguiente,

00

U UEmC .

m=1n=1

Por otro lado, sed € . Entonces existe un domini@ conteniendo &€ y una f e fH( ) que es una
extension de . Por la conexidad d@ resulta claro quéeQ N Q # J. Seaz, € 0QN Q, y escojamos un> 0
de modo que la bola cerrada de cerggoy radior esté contenida eQ. Si ahora elegimom € N tal que
%] <r, resultara queﬂmnm es acotada, dond@,, = z, + nlq]D). Esto prueba qué € Enmy asi,

K= U U Enm.
m=1n=1

Un hecho importante que debemos destacar es que, efeatigroadeE,y, s un subespacio vectorial de
H(Q). Lo probado anterior nos conduce a examinar las dos sigsi@usibilidades:

a) o bien todos lo$i,mptienen interior vacio, en cuyo caSg es de primera categoria,

b) o bien alginHnmp tiene interior no vacio para alguna terman, p € N. En este caso, el subespacio
vectorial Enm, tiene interior no vacio y, en consecuencia, por el Ejen®R), pagina 212, forzosamente
coincide corH(Q).

Esto termina la prueba. |

Notemos que sby = H(Q), entonces, = E,m = H(Q) para algun par de enteros positivagn y,
por consiguiente, todé € H(Q) se prolonga a una funcion analitica acotada s€brez, + n%]D). Si para
cadaz,, existe unaf, € H(Q) tal que lim_, | fn(z)| = », entoncesx, es de primera categoria é6(Q)
y, por tanto, existe un& € H(Q) que no admite prolongacion analitica. En efecto, la hip®iesplica que
Enm # H(Q) para todos los valores dey menN. ComoQ C C, entonces siempre ocurre q8g es de
primera categoria ef((Q) ya que, para cadac N, la funcion f,(z) = 1/(z— z,) esta erfH(Q) y cumple
con lim,_z, | fn(2)| = «. Se sigue del Teorema de Categoria de BaireJd(@) . S, es residual efH((Q),
con lo cual hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.1.27 (Kierst-Szpirajn). SiQ C C es conjunto no vacio, abierto y conexo, entonces el conjunto
NE(Q), formado por todas las funcionesef H(Q) que no admiten prolongacion analitica solfg es
residual en(H(Q),p).
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2.1.14. || » Series de Fourier siempre divergentes

En su libro: Théorie Analytiqgue de la Chaleuel cual fue publicado en 1822, Fourier presenté por
primera vez su teoria de las series trigopnométricas, dondazenente declaraba, basado en algunos ejem-
plos muy particulares, que “cada funcién periddica de periat puede ser representada por una serie
trigonométrica muy particular”, conocida hoy en dia porahibre de serie de Fourier. Al parecer, la comu-
nidad de matematicos admitié tal afirmacion como un desafioryio muchas otras afirmaciones dadas por
matematicos de renombre que decretan su veracidad sin tlartegdos matematicos se han gastado mas
de un siglo tratando de ver como probar tal declaracion. Bedyanuchos matematicos de la época solian
pensar que la serie Fourier de cualquier funcién continbéadmnverger puntualmente en todo su dominio.
En 1876, Paul du Bois Reymond exhibe el primer ejemplo de uneidn continua definida sobfe 11,11
cuya serie de Fourier diverge en un punto. La existencia dealrfuncion (que probaremos mas adelante)
se demuestra sin mucha dificultad usando el Principio dea&emt Uniforme el cual, como ya hemos visto,
se soporta sobre el Teorema de Categoria de Baire. Mas antjausl Teorema de Categoria de Baire se
demuestra la abundancia (en un conjunto residual) de fa@sicontinuas que poseen un conjuBiedenso
de puntos de no convergencia ([78], pag. 684), aunque dizchjoirtto tiene medida de Lebesgue cero. Para
terminar de hacer el panorama mas complicado, A. Kolmog@i 922, cuando apenas contaba con 19
afios de edad (véase, [268], [432]), produce el primer efemi@luna funcionf € L1[—Tt 11 cuya serie de
Fourier diverge casi-siempre (en el sentido de la medidaetesgue) efi—Tt 17, aunque, como comenta
el propio Kolmogorov, a él no le fue posible, para ese momertnstruir una serie de Fourier siempre di-
vergente. Tres afios mas tarde, en 1926, Kolmogorov anwsigigriieba), en el articulo [269], la existencia
de una serie de Fourier siempre divergente. Con todo estegraa de resultados “desagradables” todavia,
para ese momento, se desconocia si una funcion continua teoeir una serie de Fourier que diverge sobre
un conjunto de medida positiva. Luzin conjeturé que eso rgpocurrir. En 1966, Carleson demostré que
la conjetura de Luzin era cierta, es decir, la serie de Fodeeualquier funcion continua sobrett, 1 con-
verge casi-siempre. Es mas, Carleson demuestra que lalsdf@urier de cualquief € L,[—T1t, 17 converge
casi-siempre ([78], pag. 685). El mismo afio de 1966, JeanmeéPKahane y Y. Katznelson prueban que dado
cualquier subconjunto del circulo con medida de Lebesgi® egiste una funcién continua cuya serie de
Fourier diverge sobre ese conjunto [249]. Una exposicios defallada de todos estos hechos se pueden
encontrar, por ejemplo, en los excelentes articulos deBigire Kahane [247], P. L. Ul'vanov [432] y S. H.
Jones [241].

Como siempre, sk denota la medida de Lebesgue soBrg 1 < p < o, entoncese Lp(A) denota el
espacio de Banach de todas las funciones medibles Lebedgses(de equivalencia$)definidas sobré&

con la normg|-|| , dada por
1/p
Ity = ([ Irrea) < o

Suponga ahora qUB = {ze€ C : |zl = 1} es el circulo unitario ef€. Existe un mecanismo sencillo de
identificar las funciones definidas solifecon las funciones i2periédicas definidas sobi® (esto quiere
decir quef(t) = f(t 4 2m) para todd € R). En efecto, sF es cualquier funcion definida sobifey si f es la
funcion sobreR definida por

f(t) =F(e") (1)

entoncesf es una funcion periédica de perioda. Reciprocamente, di es una funcién periédica sobre
R, con periodo £, entonces existe una funciéhsobreT tal que (1) se cumple. Como cada funciome-2
periédicaf sobreR queda completamente determinada por sus valores en, dgammort, entonces, con la
identificacion en mente antes mencionada, podemos supae@res el intervald—r1t, 17 donde los extremos
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de ese intervalo se identifican uno con el otro. Por esta rpadamos describir by(T) como el espacio
de todas las funciones (clases de equivalendiasgdibles Lebesguej@periddicas definidas sobfe 1t 11

para la cual
1 ) 1/p
111y = () IO Pet)

es finita. En otras palabras, estamos consideranggTs) como todas las funcionelse Ly(A/2m) que son
2r-periédicas.

Un polinomio trigonométrico es una suma finita de la forma
aO n
p(t) = >+ > (axcoskt+ byserkt) (2)
k=1

dondet € R, ap,ay,...,a Y by, ..., by SONn nlmeros complejos. Es claro que todo polinomio trigatdoo
es una funcion B-periédica. Teniendo en cuenta qu e- coskt + iserkt, podemos reescribif2) en la

forma
n

pt) = 5 ad, teR, (3)

k=—n

dondeby =0, cop = ap/2 v, para cad& € {1,...,n},

ax — iby o tibg

Ck = 5 y Ck 5

Diremos quep(t) = Zﬂzfnckeikt tienegrado n si tantoc,, asi comac_p,, son distintos de cero.

Para cualquieff € L1(T), definimos losoeficientes de Fourier def por la formula

fln) = %{ /:f(t)e-i”tdt, nez. (4)

La serie
+oo

f(n)e'”t,
N=—o0
asociada a la funciom, se llama laserie de Fourier def y sun-ésimasuma parcial, paran=0,1,2,...,

viene dada por
n

S(fh) = 5 ke
k=—n
En general, cualquier serie de la forpa®_, c,é™, es llamada unaerie trigonométrica.
Si ahora definimos el producto interno les{T) por

(19 = o [ fOa0d  fgely(T)

y si hacemos(t) = € para todd € [, 1 y todok € Z, tendremos que

1 m 1 sin=m
, - = e|(n—m)tdt _ ) h 4
(€n, &m) 21'[/—1'[ {O, sin#m, @
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lo cual dice que{e, : n € Z} es un conjunto ortonormal dry(T), al que cominmente se llama sistema
trigonomeétrico. Observe que giy(t) = zﬂ‘zfmcke'kt es cualquier polinomio trigonométrico, entonces la
igualdad(4) implica que
1 /m i
k= — t)e dt, k=-m,....,m
k ZT[/_T[ pn( ) 9 ) bl

Maés aun,
Si(p,x) = p paratodan > m= grado depn. (5)

Uno de los problemas importantes que dieron origen al ddkade la Teoria de las Series de Fourier,
es el siguiente:

Problema de la convergencia puntual de series de Fourier,Para qué familia de funciones
definidas sobrél, digamos¥(T), la serie de Fourier de cualquier ¢ F(T) converge puntualmente
a f(t), es decir,

lim S,(f,t) = f(t), paratodote R?

N—oo

Es un hecho conocido que sie F(T) = Ly(T), entonces la serie de Fourier fleconverge af en la
||I-||,-norma. Esto implica, en particular, la existencia de urizsscesion d€S,(f,t)),__., que converge
puntualmente d(t) para casi todo (véase, por ejemplo, [385], Theorem 3.12). Sin embargaoyterear no
resuelve el problema satisfactoriamente. ¢ Qué ocurresj@mplo, si en lugar de trabajar cOm(T),||-|[,)
se considera un espacio (mas pequefio) cG(®? Al final de un articulo de 1829, Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet comentaba que él estaba casi convenadque la serie de Fourier de cualquier fun-
cién continua convergia puntualmente a dicha funcion elyuoiea punto. Grandes matematicos tales como
Riemann, Weierstrass, y Dedekind sostuvieron, por casfid8, gpuntos de vista similares a los de Dirich-
let. Todos ellos estaban equivocados. En 1876, P. du Bgisi®&d da el primer ejemplo de una funcién
continua cuya serie de Fourier no converge a dicha funciéno lp thace precisamente en los puntos de un
subconjunto denso de 11, 17. Esto, por supuesto, resuelve en forma negativa el proljangeado e (T).

El resultado de du Bois-Reymond usa el Teorema de Acotaandioithe como un ingrediente fundamental
es su demostracion. En lo que sigue abordaremos la denéstoecdu Bois-Reymond.

Si f € L1(T) es una funcion cuya serie de Fourier diverge en algdril, entonces la sucesion de
sus sumas parcialé§,(f,t))n__., puede o no estar acotada. Si ocurre que dicha sucesion naceszéla,
entonces diremos que la serie de Foutligerge no-acotadamentey la escribiremos como

sup|S(f,t)| = .

nez

Para cadd € L1(T), podemos escribir &( f,x) en la forma

)

—h

(k)et

1 r ikt jkx
k <2T[/nf(t)e dt)e‘

— %_[/_T;f(t)< i é<xt>t> dt = %_[/:[f(t)Dn(x—t)dt,

S(f.x) =

k=-—n

M s ‘||M3

-n

k=—n



Sec. 2.1Galeria de monstruos: funciones y otros objetos raros péunaantes 171

donde .
Dn(t) = e n=012....
k:z—n

LosD,, € C(T) son llamados losucleos de Dirichlety es facil demostrar que ellos se pueden reescribir en
la forma

sen(n+ %)t

Dn(t) = seng
2n+1, sit=0

, site[-mm, t#0

De aqui se sigue que ca@g(t) es una funcion par,2periddica, y para € N, toma valores positivos y

negativos. Mas aun,
l Tt
E_[/_T[Dn(t)dt _ 1
Notese, finalmente, qu& (f,t) = (Dpx* f)(t) = (f *Dp)(t), esto es
1 Tt 1 ~TT
X) = —/ f(X—t)Dn(t)dt = —/ £(t)Dn(x—t)dt.
211 T T

2 /_

Teorema 2.1.28 (du Bois-Reymond)Sea te T. Existe una funcion & C(T) cuya serie de Fourier di-
verge, precisamente, en el punto t. M&s aun, el conjunto disttas funciones en(T) que comparten esa
propiedad es un &denso er(C(T), ||-||.,)-

Prueba. Haremos la prueba suponiendo que0 ya que no se pierde generalidad en asumir esta restriccion.
Definamos, para cadac N, el funcional lineal, : (C(T), ||-||.,) — C por

X (f) = Si(f,0) = %T/_Zf(t)Dn(t)dt, para cadd € C(T).

Puesto que
L Il
()] = f,.0) < — f()||Dp(t)|dt < ——2||D
(D) = 11,0 < 5 [ [F(0)]1Pa(t)ldt < = Daly,
entonces 1
1% < 5= 1 Dally.

Nuestro primer objetivo sera demostrar queplim|| Dy ||, = «. En efecto, com®, es una funcién par y
0 < ser(x) < x para todo (X x < 1, resulta que

1 1 (m|sen(n+3)t
Dnll; = = [ |Dn(t)|dt = 27| dt
IBnlly 2T[,/7r[| (®) 21'[/ Csen(y) '
B }/ﬂ sen(n+ )t gt > _/ﬂ]sen(n+%)
~ 1o | sen(}) - 1o t
_ g/(ﬂﬁL:_zL)ans - _/nﬂ|ser(s)|ds dondes = (n_i_})t
/o s m.Jo s 277
n ok n -TT
— g Z/ st> E Z i/ ser(s)ds
&S Jk-ym S 45 Kt Jo

4 1
N T[Zk;k
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de donde se deduce qumI]an ||, = 0.

Una vez establecido el resultado anterior, veamos ahorfujuie= || Dy, ||;. En efecto, fijlemos une N,
y consideremos la funcién
olt) — { 1 Sf Dn(t) >0
—1, si Dy(t)<O.
De inmediato vamos a probar que, dagdo- 0, existe una funcionfe € C(T), con || f¢ ||, = 1, tal que
lime_o fe(t) = g(t). En efecto, puesto que, posee un namero finito de ceros, la funcion signposee,
en consecuencia, un numero finito de discontinuidades &n Sa&lan(ts, ...t} los puntos donde la funcion
g es discontinua. Para catlaconsideremos un intervalo cerragiacon centro ety y radiod < €/2N, donde
N se elige de modo que los intervalgssean lo suficientemente pequefio y disjuntos dos a dos, yosston
se define la funciér; por:

) = {gm, sit-T i\ Uit d

lineal sobreJ;, i=1,...,k

Es claro que con esta construccibne C(T), | fell, =1, y limg_o fe(t) = g(t). Por otro lado, como
g(t)Dn(t) = |Dn(t)|, entonces

fim fe(ODa(t) = Da(t)] ¥ [£(ODn()] < Da(t)], A-cs enT

y se sigue del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebegsgu

I|mxn (fe) _Ilm—/ fe(t)Dn(t)

1
D dt
= o [ IDat0)
= [IDnlly-
De esto se deduce quie || = ||Dnl|; ¥, por consiguiente, lif.e || X;| = . Un llamado al Teorema de

Acotacion Uniforme 2, pagina 217, nos revela la existeneiarm subconjunt@s-densoG de (C(T), ||-||.)
tal que la igualdad
supq(f)] = sup|Si(f,0)| =

neN neN

se cumple para cadac G. |

El Teorema de du Bois-Reymond establece, como hemos \asexidtencia de una funciéhe C(T)
cuya serie de Fourier diverge en un punto. El resultado queesh continuacion afirma, ademas, que el
conjunto de puntos donde dicha funcion diverge e§gndenso y que, mas aun, la coleccion de las funciones
enC(T) que comparten esa propiedad también e6gdenso. Formalmente,

Teorema 2.1.29 (du Bois-Reymond - genérico)Existe un subconjunto G C(T), el cual es un @Gdenso
en(C(T),|-|l,) tal que, para cada & G, el conjunto

Gy = {te T : sup|Sy(f.1)] = eo},

neN

es residual erT.
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Prueba. Observemos que en la demostracion del Teorema de du Borsdelyla eleccion de= 0 se hizo
sélo por conveniencia en los célculos, pero debe ser clartagronclusion es la misma si elegimos un punto
arbitrariot enT. En consecuencia,

Para cada te T, existe un conjunto GC C(T), el cual es un G-denso er{C(T),|-||.,), tal que

S'(f,t) :==sup|S(f,t)| = oo,

neN

para cada fe G;.

Usemos la separabilidad depara fijar una sucesion denéta);;_; enT. Por el Teorema de du Bois-
Reymond (véase la observacion anterior) existe, pararcadd, un conjuntoGs-denso Gy, en (C(T), ||-|.,)
tal que

S(f,ty) =, paracadd € Gy,.

Sea .
G=[)Gn
n=1

Por el Teorema de Categoria de Bafeegs un conjuntds-denso er(C(T), ||-|.,) tal que, para cadé e G,
S'(f,t,) = o se satisface para todos N.

Para cadaf € C(T), S'(f,t), por ser el supremo de una coleccion de funciones contirasaB)fe-
riormente semicontinua como una funcidéntdg por consiguiente, para cada nimero meatl conjunto
{teT:S(f,t)>r} es abierto el que, ademds, es denso en dicho conjunto. Finalmenfecss, el
conjunto

Gi={teT: S*(f,t):oo}:ﬁ{teﬂr : S'(f.t) >k}
k=1

es, por el Teorema de Categoria de BaireGgflenso eIT. Esto termina la prueba. |

Gracias al resultado anterior podemos afirmar que la coemeig puntual de las series de Fourier es
“atipica” en el sentido de que: la serie de Fourier dgrin mayoriade funciones continuas no converge
puntualmente.

Recordemos que €§i(T) denota el espacio de Banach de todas las funciones con@miaeriodicas
definidas sobrg—Tt, 11, con la normal| f ||, = SUR¢[_nx | f(t)| para todaf € C(T), entonces el Teorema
de Aproximacion de Weierstrass, Teorema 2.1.2, establee@€T), el conjunto de todos los polinomios
trigonométricos, es denso €8(T), ||-||.,). Esto quiere decir que, dado> 0y f € C(T), existe pc P1(T)
tal que|| f — p||,, < €. Por otro lado sabemos, (véase, por ejemplo, [385], TheBréd), queC(T) es denso
en(L1(T),-|l;) y comol| f||; <| f|. paratodaf € C(T), resulta que:

Corolario 2.1.5. Los polinomios trigonométricos son densose(T), ||-||;).

Prueba.Seane >0y f € L1(T). ComoC(T) es denso eL1(T), ||-||;), escojamos una funciame C(T)
tal que|| f —gl|; < €/2. Invoquemos ahora el Teorema de Aproximacion de Weissspara obtener un
polinomio trigonométricap tal que||g— pl, < €/2. Finalmente, las desigualdades

[f—plly < f-9lls +llg=plly < I f-plly + 19— Plle < €

dan fin a la prueba. |
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De hecho, los polinomios trigonométricos son densod.g(T). ||-[|,), para cualquier £ p < c.

En una carta escrita a un amigo en 1826, Neils Hendrik Abeibééc”Las series divergentes son una
invencion del diabla Cien afos después, en 1926, A. N. Kolmogorov [269] exhilpgimer ejemplo de una
funcién periddica integrable Lebesgue cuya serie de Fodiverge siempre (una prueba del resultado de
Kolmogorov puede ser leida en el excelente libro de Zygmdbd][quien presenta paso a paso la construc-
cion de Kolmogorov, o en el articulo de P. L. Ul'yanov [43X)ine, en 1972, arremete de nuevo contra las
series divergentes al afirmar:  usandolas se puede derivar cualquier cosa que se desee y esg@mzon
gue ellas han producido muchas falacias y paradbj&n embargo, como se ha podido demostrar, tales
funciones forman, desde el punto de vista de la categoriaite,Bin conjunto increiblemente abundante.

Teorema de Kolmogorov Existe una funcion £ L;(T) cuya serie de Fourier diverge siempre
sobreT. Mas aun,

sup|Si(f,t)| = », paracada teT.
neN

La version genérica del resultado anterior que demuesiahuadancia de funcionelse L1(T) cuya
serie de Fourier diverge siempre sofitees dada por el siguiente.

Teorema 2.1.30 (Kolmogorov - genérico) El conjunto
Faiv = {f € L1(T) : la serie de Fourier de f diverge siempre soﬁ?%
es residual erfL1(T),||-||;). Mas aun,

Toy = {f € Ly(T) : sup|S(f,t)| = », paratodo te ']1‘}

neN

es residual erfL1(T),||-[|1)-

Prueba. Comencemos escogiendo, por el Teorema de Kolmogorov, mae#fug en la bola unitaridB; de
L1(T) tal que sup.y |S(g,t)| = = para toda € T. De esto se deduce que: cualesquiera séame N,

On(git) == su’\ﬁ)\sq(g,t) - Su(gt)| >M, paratodd e T. (R)1
n>
Nuestro primer objetivo es construir, via induccion, uneesion estrictamente creciergtey),._, de enteros
no negativos y una sucesigox);_, de vectores en la bola cerrada unitaria d€T) tal que

sup  |S(ok.t) — Sy . (0k.t)| >k paratodd € T. (R)2
Ni—1<N<Ng
Empecemos tomanddy = 0 y supongamos quy, ..., Nk_1,01,...,0k_1 han sido definidos. Para ver como
se construyei y gk, usemog R)1, donde hemos elegidd =ky N = Ny_1 para obtener un vectok € B;
tal quedy (gk,t) > k para todd € T. Sea

Su(t) = sup [Si(Gt) — Sy (@),

Ni—1<n<Nk

teT.

Para cadd € T escojamos um\; € N tal quedy, (t) > k. Por la continuidad dé(t) sobreT, existe un
entorno abiertd); det tal quedy, (t') > k para todot’ € Ut. Por compacidad, un ndmero finito de tales
abiertos, digamog}y,,...,Uy, cubren &l. TomandoN = max{N,, ..., N } resulta quedy(t) > k para todo

t € T. Justo ahora elijil, = N para obtene(f)a.
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Con las sucesiongd);_, de enteros no negativosgk),_; de vectores eB; satisfaciendd{), pode-
mos definir, para cadd, k € N, el conjunto

[ee]

AM,Kk) =] {f eLy(T): sup [S(f.t) — Sy_.(f.t)] >M paratodote ’]I‘}.
1=k N_1<n<N
Es claro qued (M, k) es abierto. Veamos que también es dendo, €fi). Para ver esto Ultimo, s&acualquier
subconjunto abierto no vacio tle(T). Usemos el hecho de que los polinomios trigopnométricos sanab
enlL;(T) para obtener una bola abietiid p, 2¢) contenida eV, dondep es un polinomio trigonométrico y
€ > 0. Gracias dR)2, elijamos un lo suficientemente grande de modo dueM /e, N,_1 > graddp) y tal
que
M
sup |Si(gi,t) — Sy, (9,t)| > —, paratodad € T. (6)
N_1<n<N €
Afirmamos que el vectop+ €g; € V también pertenece.4(M, k). En efecto, puesto qu¢_; > graddp),
se sigue d¢5), de la pagina 170, que

S(pt) — Sy, (pt) =0

para cada > N,_1 Yy, por consiguiente, gracias a la linealidad3Jé,t) en la primera variable y la desigual-
dad(6), obtenemos
sup |Si(p+egit) — Sy . (P+eg,t)| = sup [Sw(egi,t) — Sy ,(eqi,t)[ >M
N_1<n<N Ni_1<n<N
para todot € T. Con esto hemos demostrado quier A(M,k) # & y, en consecuencia, la densidad de

A(M, k) ha quedado, de este modo, establecida. Un llamado al Tede@ategoria de Baire nos dice que
el conjunto

00 00

N (N AM,k) € Fg,
M=1k=1

es unGs-denso er(L1(T), [|-||;)- [
Comentario Adicional 2.1.7 A pesar de gque los problemas de no convergencia de seriesiderfatoundan
para funciones ehy(T), en los espaciosy(T) conp > 1, el panorama es mas esperanzador. En efecto,

un resultado profundo, y a su vez dificil, de L. Carleson demado en 1966 para funciones continuas
[83] y generalizado por R. A. Hunt en [224] para funcioned gfT') con p > 1 establece que:

Teorema de Carleson-Hunt Para cada fe Lp(T) con p> 1, si
E={xeT: lim S,(f,x) # f(x)}

entonced\(E) = 0.

En el mismo afio de 1966, Kahane y Katznelson [249] demuestnatiproco del resultado de Car-
leson con una prueba que podemos considerar sencilla.

Teorema de Kahane-KatznelsonDado cualquier subconjunto medible Lebesgue E denA(E) =
0, existe una funcién & C(T) cuya serie de Fourier diverge sobre E

La abundancia de funciones continuas que satisfacen ldusadt del resultado de Kahane-Katznel-
son es lo que llamamos la versién genérica del fendmeno #adonpor Kahane-Katznelson y se
expresa del modo siguiente.
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Teorema 2.1.31 (Kahane-Katznelson - genéricoSea E un subconjuntg;fleT conA(E) = 0. En-
tonces el conjunto
G= {f € C(T) : sup|S(f,t)| = e, para todo te E}

neN

es residual edC(T), ||-||c)-

Prueba. (Esbozq. La prueba descansa fundamentalmente sobre el sigugsutkado demostrado por
Kahane-Katznelson en [249].

Lema de Kahane-Katznelson Sea F una union finita de intervalos decon A(F) = a, donde
0 < a< . Entonces existe un polinomio trigonométrico p &'y con|| p||,, = 1, tal que

1 1
= > — — .
S(p,t) §g£|8(1(p,t)| > T[Iog o cuando teF

Supongamos, en primer lugar, gaess cerrado coi(E) = 0 y definamos, para caaec N,
Gh= {f € C(T): S'(f,t) > n, paratodo te E}.

Puesto qué&*(f,t) es una funcion inferiormente semicontinua, resulta qua Gaes abierto. Veamos
gue ellos también son densos. Teniendo en cuenta que lo®madis trigonométricos son densos
enC(T), es suficiente demostrar que cada entorno abierto de cemalfgplinomio trigonométricof
intersecta &,. Seaf un polinomio trigonométrico y sdd. una bola abierta con centro éry radio

2¢ > 0. Notese que existe una constakte> O tal queS*(f,t) <M para todd € T. A continuacion,
usemos el Lema de Kahane-Katznelson para determinar umopob trigonométricop, con norma
Iplle =1, tal que

S'(p,t) > # para toda € T.

Entonces
S (f+ep,t) > S'(ep,t) —S(f,t) > n.

Esto prueba qué + £ p € Gy, es decirlJ: NG, # @. Por el Teorema de Categoria de Baire el conjunto
MNh-1Gn C G es unGs-denso erC(T) .

Finalmente, se& = | J,_; Ex, donde cad&y es cerrado con(Ex) =0, k=1,2,.... Por la primera
parte existe, para cadtae N, un Gs-densoHy deC(T) tal que

S'(f,t) =, paratodof € Hyy todot € E.

De nuevo, por el Teorema de Categoria de B#ifg,; Hk es unGs-denso incluido eit. |

2.1.15. || » Series universales

La representacién de funciones por series trigonométriteaBourier, de Taylor, de Dirichlet, etc., siem-
pre ha sido un tema de interés. Ya hemos visto que el problerzawshicidad de la representacion por series
de Fourier posee, en general, una respuesta negativa, datiepchoff (0 MenSov, o0 Menshov) en 1916.
El otro problema, el de la existencia:
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Dada una funciéon medible Lebesgue® — C, ¢ existe una sucesidie,),_, enC tal que

[ee]

fit)=S cd™  A-Cc.S?
( ) nZl n !
contrario al problema de la unicidad de la representacidse® una respuesta positiva. Menchoff, de nuevo,
es el responsable de tal descubrimiento en el afio de 194€e(\y@ar ejemplo, [271]).

En esta seccién abordaremos muy superficialmente alguioaaciones relacionadas con la respuesta
positiva de Menchoff al problema de existencia ya plante&tlo condujo a la nocién de series universales
que ha tenido un gran impacto en el analisis arménico y urupduf e increible desarrollo por mas de 50
afios. ..y aun continda.

Definicion 2.1.13. Sean(X, ||-||) un espacio de Banach compleje);r_; una sucesion en X ¢y, una
sucesion de numeros complejos. La sétjegcnx, se llamauniversalsi la sucesionS,);y_, de sus sumas
parciales es norma-densa en X.

En lo que sigue supondremos ¢&’, dondeN* = {0,1,2,...}, esta provisto de la topologia producto.
Las hipétesis del siguiente teorema son naturales y muyigiga®. Ellas permiten reconfirmar lo que ya
habia demostrado Grosse-Erdmann en [193]: “Universakdaen analisis, un fendmeno genérico”.

Teorema 2.1.32 (Bayart). Sean X un espacio vectorial topologico, metrizable y sdgardx,);_; una
sucesion en X y Y un subconjunto@é con las siguientes propiedades:

(a) Y es un espacio de Baire,
(b) para cada me N*, la proyeccion p,: Y — C dada por p(Co,...,Cm,...) = Cm €S continua, y

(c) sia= (an)po€Y, b=(bn)y oY y N>0, entonces @N) = (b,,...,by,a,,,,8,,,...) €Y, Yy

lim ¢(N) =h.

N—oo

Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) Para al menos un & (an)p_o €Y, laseries _ganx, es universal.

(2) Elconjunto8U = {(an)p_g €Y : Imoa@nX, es universa} es un G-densoen.

Prueba. Es claro qué?2) implica (1). Suponga entonces quk) se cumple. La separabilidad Hegarantiza
la existencia de una base numerafilg)_; paraX. Definamos ahora, para cakia N, el conjunto

N
Gy = {(an);‘f_o €Y : existeN > 0 para el cual Z)anxn € Uk} .
n=

Nuestro objetivo es demostrar que cada conj@t@s abierto y denso en. Fijemosk € N y observemos
que, por ser la proyeccidpp, una funcion continua, también lo es la aplicaagn: Y — X dada popm(a) =
amxm para todea = (an)p_o € Y. De esto se sigue quix es abierto eiY. Para demostrar la densidad@g
tomemos un abierto no vacibdeY y veamos qu&,NV # &. Seab = (by);r_o € V. Por hip6tesis, existe un
elementaa = (an);y_ € Y tal que la seri§ ;,_panX, €s universal. Pac) resulta que(N) € Y para cualquier
N > 0y, ademas, lim... c(N) = b. De esto se sigue la existencia de un enbéyo- O tal que

c=(by,..., By By s i0s---) EV.
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Afirmamos que € Gi. En efecto, com§ ;o anx, €s una serie universal, el conjurdéormado por todas sus
sumas parciales es denso)ew, por lo tanto,§ intersecta al abiertgn'\";oanxn — zr'}'io bnXn + Uk. Elijamos
ahora un enterdl; > Ny de modo que

Ny No No
n;anxn IS n;anxn — n;)bnanrUk.

Se sigue que

Ny

No Ny No Ny No
n;Cnxn = n;bnxn + n:é+1an)(n = n;bnxn + n;anxn — n;anxn
No No Ny
- —<nzoanxn = nZOann> + nZoanxn € Uy

Esto prueba que € Gy y, asi,GxkNV # @. SiendoY un espacio de Baire, se obtiene dlé= (N, Gk es
un Gs-denso ery. |

SeaQ un subconjunto no vacio, abierto y conexo@eRecordemos que una funcidn: Q — C es
representable por una serie de poteneiaQ si para cualquier disco abierid(a,r) C Q corresponde una
seriey,_1Cn(z—a)" que converge &(z) para toda € D(a,r). El siguiente resultado es conocido.

Teorema 2.1.33 ([385], Th. 10.6, p.215Jna funcién f: Q — C es representable por una serie de poten-
cias enQ si, y sélo si, fe H(Q).

El primer ejemplo del fenémeno dmiversalidadpara series de potencias fue observado por Fekete en
1914 (véase, por ejemplo, [193], p. 346), quien demostrigalente resultado:

| » Teorema de FeketeExiste una serie de potencig,_; a,x" sobre[—1,1], con & € R,
que diverge en cualquier punto# 0, y que posee la siguiente propiedad: para cada
funcion continua fe C[—1, 1] satisfaciendo §0) = 0, existe una sucesion estrictamente
creciente(ny)y_, de enteros positivos tal que

Nk
f(x) = IMJO Z anX" uniformemente sobre-1,1].
=1

Si se tiene en cuenta un teorema de Borel (de 1895) el cualestaquecualquier serie de potencia es la
serie de Taylor alrededor délde alguna funcién de clas€Centonces podemos valorar lo espectacular que
resulta el resultado de Fekete.

El ejemplo de Fekete de una serie de potencia (o de Tayloihextos aspectos de universalidad que
estan presentes en dicho resultado. El primero es el dedagdivcia maximal: sélo en= 0 la serie converge.
El segundo aspecto, el més interesante, es el de la exast#main s6lo objeto el cual, a través de un proceso
usualmente numerable (tomar limites), permite aproximaralase maximal de otros objetos. Esto es lo que
sugiere el nombre de universalidad, el cual fue empleadpnmera vez por Marcinkiewicz en 1953 (él la
llam6 unaprimitiva universa) y quien también fue el primero en demostrar que tales pvasituniversales
formaban un conjunto residual.
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| » Teorema de Marcinkiewicz Sea(h,)_; una sucesion de nimeros reales can-hO0.
Entonces existe una funcion continua €0, 1] tal que, para cualquier funcién medible
g:[0,1] — R, existe una sucesion estrictamente crecignigy_, de enteros positivos

con
f(x+hp)— f(X)
A,

Mas aun, el conjunto de tales f es residual(&fo, 1], ||-||.,)-

—g(x), A-—c.s. en0,1].

Antes del resultado de Marcinkiewicz, D. Menchoff (véas@3[l p. 362) habia demostrado el siguien-
te resultado que resolvia positivamente el problema depl@sentacion de funciones medibles por series
trigonomeétricas:

| » Teorema de Menchoff Existe una serie trigonométricgyy__,c,€”"™ cuyos coefi-
cientes convergen a cero tal que, para cualquier funciéninted.ebesgue fT — C,
existe una sucesion estrictamente crecig¢nigy_, de enteros positivos con

Nk

f(t)=fim % e A—c.s. sobrdl.
Nn=—nNg

Posteriormente, en 1957, A. A. Talayan (véase, [193], p) 86B10stré que uno puede reemplazar el sis-
tema trigonométrico por cualquier sistema ortonormal detopenL?(T) para obtener la misma conclusion
en el Teorema de Menchoff. La siguiente definicion fue prefaudespués del resultado de Menchoff.

Definicion 2.1.14. Una serie trigonomeétricg __, Cq 2t s diceuniversal en el sentido de Menchoéf,
para cualquier funcion medible LebesgueT — C, existe una sucesion estrictamente creci¢niéf))y ;
de enteros positivos tal que

ny(f) _
lim Sp 1y (t) = lim Y @™ = f(t), A—c.s. sobrel

k— 00 k— 00 n=m()

Veremos ahora algunos resultados genéricos sobre urislatsaPara ello es importante hacer notar
que siSt(C) denota el conjunto de todas las series trigonométricas eeficentes complejos, entonces
a dicho conjunto lo dotaremos de la topologia que correspanid topologia producto d&” mediante el

isomorfismo
+oo

ST ((C) 9 Z Cn e2T|]|"|t I (Cn)nez E (CZ
Nn=—oo
Por consiguiente, la topologia sotiie(C) no es otra cosa que la topologia de la convergencia de los coe-
ficientes; es decir, una sucesi(®);,_, converge & en8t(C) si, y solo si, convergen los coeficientes para
cada indicen:
T ) © )
lim 5 Cmn €M = > €™ si ysélosi lim cpn=c, paracada e N.
M—o00 m—oo
N=—o0 N=—o0
Con esta topologig§ (C) resulta ser un espacio de Baire.SSi 5,1, cr_]ez"jnt € 871(C), entonces la-
ésima suma parcial deseré denotada, como siempre, R Y1 Ck ekt

El siguiente lema, fundamentalmente la pdlig es una pieza clave en la demostracion del préximo
teorema.
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Lema 2.1.5. Sea V un subconjunto abierto no vacioTg sea Ne N. Definamos
V(T) = {f €C(T) : sop(f) CV}, y K=T\W.
Entonces

(a) {(fA(n))N}N : f eV(T)} = C2N*1 es decir, la aplicacion

n

V() > f — (f)}_, e cV

es sobreyectiva.

(b) Para cada fe C(T) y cadae > 0, existe un polinomio trigonométrico P de la forma

Pt) = Y c&™

N<|n|<M

tal que|| f — P||x <¢, donde||g|x =sup{|g(t)| :t € K} parage C(T).

Prueba. (a) Pongamoy := {(fA(n))E}N : f eV(T)} y suponga qu& # C*N*1. Entonces, el comple-
mento ortogonal d¥, Y+ # {0} y, por consiguiente, podemos elegirair= (an)N__\ € CN*L o £0, tal
quea € Y+, es decir, que cumpla

N o~

Z a,f(n) =0, paratodaf €V (T). (1)

n=—N
Veremaos, en lo inmediato, que esta suposicion conduce aameadiccion. Para ello, consideremos la
expresiony ).y onZ' =z Ny anZ"™N. Ya que el polinomigy .y anZ" posee a lo sumoN+ 1 ceros
y comoV C T es abierto, existe uig € V tal quezy = e 2™ cumple
N N _

Y anZ' = Y ane 0 o0 (2)

n=—N n=—N

Consideremos ahoi@ ), una identidad aproximada centradatgres decir, para cadac N,
1
8 €C(T), & >0 sobreT, / Be(t)dt =0, sop(dy) < [to—1/k to-+1/K].
0

Observemos que pakesuficientemente grandg, € V(T), de modo tal qu@k(n)):}N €Y. Es facil ver
que para cadac Z,

~ 1 : :
&(n) = / S(t)e 2t — e M — A cyandok — . (3)
0
Se sigue ahora d@) y (3) que
N N
lim ond(n) = anZp,
kﬁ""n:Z—N " n:Z—N "

y, por lotanto,sN__y O(ngk(n) # 0 parak suficientemente grande, lo que evidentemente contradite Bor
esto,Y = CN+1,
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~

(b) Filemos f € C(T), € > 0, y pongamos/, = f(n) para cadan € Z. Por lo demostrado efa), existe
g€ V(T) tal queg(n) = vy, paran € {—N,...,N}, de modo que la funciéh= f — g cumple

h(n) = 0, paratodne {-N,...,N} (4)

Una aplicacion del Teorema de Aproximacion de Weierstrasgpnoporciona un polinomio trigonométrico
M Cn€T tal que
M .
h— z CneZTunt
n=—M

€

S NT1

(o]

()

Conviene suponer gud > N. Se sigue d¢4) y (5) que para cadae {—N,...,N}

M N
; €
el = [[h— €™M | (n)] < =——,
ol = |(n- 3,
y por lo tanto,
i le[int €
2N+1 = E.
n:ZM Cnh < ( + )ZN T1
Combinando esto ultimo cofb) se deduce que
- €
h— ™Ml < e+ < 2.
N<%§M N 2N+1
Finalmente, teniendo en cuenta dye= gj,, concluimos que
h— ; e < 2.
N<[n|<M K

Para cada € T, los conjuntos compactds;(a) = [a,a+1—1/j] paraj € {3,4,...}, seran usados en el
siguiente teorema.

Teorema 2.1.34 ([247], Th. 2.1) El conjunto de todas las series trigonomeétricgs. ., cn e?" que poseen
la propiedad: para cada funcion & C(T) existe una sucesion estrictamente crecigmig;_, de enteros
positivos tal que

lim S, (t) = (1)

para cada te Ty uniformemente sobre cada compacig¢df C T conac Ty j {3,4,...}, es un G-denso
enSt(C).

Prueba. DadosP, un polinomio trigopnométrico con coeficientes racionakes, 0 un nimero racional y
j € {3,4,...}, consideremos el conjunto

G(Pe,j) ={S€8r(C) : existeN € N tal que|P(t) — Sn(t)| < & sobreK; }

el cual es, claramente abierto, n(C). Veamos que también dicho conjunto es dens8+€i). Notemos
en primer lugar que cualquier subconjunto abiert&fgC) contiene un cilindro de la forma

C = {(Cn)nez : Ca € ln para n| <M},
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dondeM € N, y los |, son intervalos abiertos. Sea ahbttacualquier intervalo abierto no vacio 8¢ (C).
Filemos unM € N, e intervalos abierto, de modo tal que el cilindr&, como se defini6é arriba, esté
totalmente contenido ed. Sin perder generalidad podemos suponer, y asi lo hareme$/ ¢ grad P).
Escojamog, € I, con|n| < My definamos

Q=P — ; che?™nt,
n[<M

Por(b) del lema anterior, existe un polinomio trigopnométriRde la forma

— Cr162rr|nt
M<|n|<L

tal que|| Q — R|l, <€, es decir,

Kj

Es claro que _
St) =y ch€®M ¢ G(P g, j)NC C G(Pg,j)NU,

In<L

de donde se deduce q@&P, €, j) es un abierto denso & (C). Por el Teorema de Categoria de Baire, el
conjunto

PePq €€Q j=3

es unGs-denso erdt(C), dondePg denota el conjunto de todos los polinomios trigonométrimms coefi-
cientes racionales. |

Para el siguiente resultado el lector esta invitado a ezharh mirada al Capitulo 3, mirar la Defini-
cién 3.1.2, pagina 476, y revisar algunas de las propiedadelesspacids; (X) formado por todas las fun-
cionesf : X — R que son limite puntual de sucesiones de funciones continuas

Corolario 2.1.6. El conjunto de todas las series trigonometricg%__, Cn e que poseen la propiedad:
para cada funcion fe B,(T) existe una sucesion estrictamente crecignig,_; de enteros positivos tal
que

1im S, (t) = (1)

para cadate T, es un G-denso er$7(C).
Prueba. Seaf € ®84(T). Entonces existe una sucesidi);,_, enC(T) tal que

f(t) = lim fy(t), paracadacT. (1)

N—oo

SeaG el Gs-denso cuya existencia fue probada en el Teorema 2.1.34 gcsea antesx = [a,a+1—1/Kk].
Por el Teorema 2.1.34, para cada s§tfe_,, Cn " ¢ Gy para cad& € N existe umy € N tal que

| f(t) — Sp, (t)| < 1/k sobreKj. (2)
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Se sigue dél) y (2) que
Il’lm Sn(t) = f(t), paracadacT

ya quet € K parak suficientemente grande. |

Teniendo en cuenta que toda funcion medible Lebedgu — C es de la forma = g+ h, dondeg es
medible Borelyh=0c.s., y del hecho de q@or(T) C 81 (T), entonces se obtiene, como una consecuencia
del corolario anterior, la versién genérica del resultagldignchoff (véase, [247], p. 154).

Teorema 2.1.35 (Menchoff - genérico) El conjunto de todas la series trigopnométricas que son uisales
en el sentido de Menchoff es residual&ar{C).

Si ahora consideramos el subespa®igcy) = {s € St(C) : cuyos coeficientes, tienden a §, resul-
ta que dicho conjunto constituye un espacio de Banach idonaar, y se cumple el siguiente resultado
demostrado por Kahane-Nestoridis [250].

Teorema 2.1.36 (Kahane-Nestoridis) El conjunto de todas la series trigopnométricas &rcp) que son
universales en el sentido de Menchoff es grdénso.

Dada una funciorf € C*[—1,1] satisfacienddf (0) = 0, diremos que posee unaerie de Taylor uni-

versal si
e 00,

Zn!X

n=1
es una serie universal. Del ejemplo de Fekete sobre la Bgiatde una serie de Taylor universal en combi-
nacion con el Teorema de Aproximacion de Weierstrass se siggiguiente resultado:

Corolario 2.1.7. El conjunto de todas las funciones=1C”[—1, 1] que satisfacen (D) = 0y que poseen una
serie de Taylor universal, es residual ef0Cl].

A pesar de este resultado, las series de Taylor universgslellan mas interesantes cuando ellas represen-
tan funciones analiticas en un disco dado, digaros,{z: |z] < 1}. La siguiente definicion fue formulada
por V. Nesterodis [338].

Definicion 2.1.15. Una serie de Taylor S= 3, ¢,Z" convergente efd se llamauniversal en el sentido de
Nestoridissi, dado cualquier compacto K C\ D el cual no divide el plano (es decir, cuyo complemento es
conexo), se satisface la siguiente propiedad: para cualtfuincion f: K — C continua sobre K y analitica
en el interior de K, existe una sucesion de sumas parcialé& glee converge a f uniformemente sobre K.

Consideraremosr (D), el conjunto de todas las series de Taylor universales emétle de Nestoridis,
como un subconjunto del espacio de las funciones holom®€f&s. Si bien es cierto que hasta el momento
no se conoce, en forma explicita, una serie de Taylor urlersel sentido de Nestoridis, su existencia fue
demostrada por V. Nestoridis en [338], Theorem 2.6, p. 1300.

Abordaremos la prueba del resultado de Nestoridis sigoiémdemostracién dada por el propio Nesto-
ridis. Para ello se requieren de algunos lemas previos geiesite resultado de Mergelyan.

Teorema de Mergelyan([385], Th. 20.5).Sea K un subconjunto no vacio y compactaCde
cuyo complemento es conexo. SiKf— C es continua sobre K y analitica en el interior de K
y si€ > 0, entonces existe un polinomio p tal gudéz) — p(z)| < € para todo zc K.

En los siguientes cuatro lemas vamos a demostratig®) es un subconjunt@s-denso eriH (D).
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Lema 2.1.6. Existe una sucesiofKm)r._, de conjuntos compactos infinitos €n D, cada uno con comple-
mento conexo, tal que se cumple lo siguiente: para cada commpaC C\ D teniendo complemento conexo,
existe un ne N tal que KC K,

Prueba.SeaK C C\ D un conjunto compacto con complemento conexdK $is finito, entonces es facil
determinar un compacto infinitd’ conteniendo & tal queK’ C C\ D y su complemento es conexo. Por
esta razon asumiremos gkiees infinito. Claramente existe un entero- 1 tal que

KC{zeC:1<|z7 <n}.

Puesto que 0 y+ 1 pertenecen al complemento Ke el cual es conexo, podemos unirlos por una linea
poligonal I' incluida enC\ K y teniendo vértices con coordenadas racionales. Obsesvgoel es un
conjunto compacto infinito cuyo complemento es conexo. Bemwn porLP(K) el conjunto de tales lineas
poligonales resulta que dicho conjunto es numerable. SIEndK compactos disjuntos, la distancia entre
ellos es estrictamente positiva. De esto se sigue la egiatele un nimero naturaltal queK C L(n,T,s),
donde

L(n,l,s) = {ze C:1<|7 <n, dist(z") > é}

N

Observemos ahora que el conjunto
A={L(n,T,s):nseN, I eLP(K)}
es numerable y que §Km)r_, €S una enumeracion dé entonces cada compadfoC C\ D con comple-

m=1
mento conexo esta incluido en algKip. |

m=1
polinomios cuyos coeficientes poseen coordenadas rae®raara cadd € H(D) y n€ Z conn > 0,
denotemos, como siempre, @ f,z) la n-ésima suma parcial del desarrollo de Taylorfdenz € C. M&s
aun, para cualesquiera enterosj,s,n conm,j,s>1yn >0, seaE(m, j,s,n) el subconjunto d&{(D)
definido por

Fijemos la sucesioiKm)y_; obtenida en el lema anterior y se€§)$_; una enumeracion de todos los

em j.sm = {ge (D) suplsi(aa)- (2] < }-

zeKm
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ﬁﬁOEmjsn

1j=1s=1n=0

Lema2.1.7. Ur (D

||
?38

Prueba. Por definicion,

- ﬁ ﬁ ﬁ 0 E(mj,s,n) =G

m=1 j=1s=1n=0

Para demostrar la otra inclusion, sea G. SearK C C\ D un conjunto no vacio y compacto con comple-
mento conexo, Y : K — C una funcién continua sobi€ y holomorfa en el interior d&. Fijemos ahora un
€ > 0y unv € N. Nuestra tarea inmediata es determinaiNus v tal que

sup|Si(f,2) —h(z)| <e.

zeK

Por el Teorema de Mergelyan, existe un polinorfii¢para alginj € N) cuyos coeficientes poseen coorde-
nadas racionales tal que

sup|h(2) — f;(2)| <

zeK

NI m

Sin perder generalidad, podemos suponer (y asi lo haremuesj; (0) # f(0). Por el Lema 2.1.6 existe un
me N tal queK C Ky, Puesto que, para cualquiee N,

00

felJEm,jsn),
n=0

se sigue que, para cada N, existe un enteros > 0 tal que

sup|Sy(f,2) — fj(2)] <

zeKm

Observemos ahora que la sucesiog)g ; no puede poseer subsucesiones acotadas. En efecto, smosnga
gue ella posee alguna subsucesion acotada. Entoncesiexistgerol > 0 tal quens = A para infinitoss.
SobreK, uno obtiene qué&, (f,-) = fj(-) y puesto queKy, es infinito resulta qu&, (f,-) = f;(-), lo cual
contradice el hecho dg(0) # f(0). Por consiguiente, la sucesifm)g_; converge a-o y, en consecuencia,
existe unse Ntal que ¥/s<€/2 y ng>v.
Finalmente, puesto que
€ 1
sup|h(z) — f;(2)| <3 sup|Sy(f.2) — f;(2)| <3

zeK zeKm

€
<§ y KgKma

la desigualdad triangular nos garantiza que

sup|Sy(f,2) —h(2)| <&

zeK
siempre quens > v. Esto prueba qué € Ut (D) y termina la prueba. |

Lema 2.1.8. E(m, j,s,n) es abierto erf{(DD) para cualesquiera enteros,jis,n conmj,s>1yn>0.
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Prueba. Seaf € E(m, j,s,n). Entonces

1
sup|S(f,2) — f;(2)| <3

zeKm

DefiniendoM = sup{|z| : z€ Kih}, vemos que K M < +o. Sea

1
s sup|Si(f,2) - fi(2)]
. zeKm
a:= o > 0.
S 22 m?
=0

Supongamos quge H(D) satisface
sup|g(2) - f(2)| <a

lZ<3
Vamos a demostrar que

sup|S1(.2) ~ (2] < ¢

zeKm

lo cual nos conducird, por consiguiente, a gue E(m, j,s,n) y, en consecuencia a qigm, j,s,n) es
abierto.
En efecto, para € K, tenemos que

1Sh(9.2) - fi(@] < |S(9- 1.2)| + [Si(f,2) - Fj(2)]-

Escribamos
S@-f.2=3 by 2.

A=0

Puesto que sup. |9(2) — f(2)| < a, tenemos québy| < a- 2\ Paraz € Kp,

n n
S byZ\| < a- > 22 MM,
A=0 A=0
De esto se sigue que
= oA A 1
sup|Sh(9.2) — fj(2)| < a- Yy 2'M" + sup[Si(f.2) — fj(2)| = .
zeKm A=0 zeKm S
Esto termina la prueba. |

00

Lema 2.1.9. Para cualesquiera nj,s € N, el conjunto Gm, j,s) = U E(m, j,s,n) es abierto y denso en
n=0
H(D).

Prueba. Por el Lema 2.1.8 los conjunt&gm, j,s,n), n=0,1,2,... son abiertos y entonces ca@am, j,s)
también lo es.
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Seanf € H(D), L C D un disco compacto no vaciogy> 0. Para demostrar qu&m, j,s) es denso en
H (D) es suficiente encontrar um> 0 y una funciérng € E(m, j,s,n), tal que

sup|f(2) —g(2)| <«

zel

Notemos que los compact#s, y L son disjuntos y qu&, UL es un compacto con complemento conexo.
Por el Teorema de Mergelyan, aplicado a la fundtorK,,u L — C definida por

F(z) = fi(z2) sizeKnm,
)l f@ sizel,

la cual es continua sobig,UL y analitica en el interioK, UL, existe un polinomia tal que
IF(2) —9(2)| < min{e,1/s} sobreKnUL.

Mas aun, sh:= graddg), entonces

1
S‘I(ga) :g()7 sup‘%(gaz)_ fl(z)‘ <= y SUp‘f(Z)—g(Z)‘ <E.
zeKm S zel
Esto prueba qu&(m, j,s) es denso efi{(D) y termina la prueba. |

Finalmente estamos ahora en condiciones demostrar efrtaate Nestoridis.
Teorema 2.1.37 (Nestoridis).tir (D) es un subconjunto §&denso erH(D). En particular, iy (D) # @.

Prueba. Puesto queH (D) es un espacio de Baire, la aplicacion de los lemas Lema 2.1Lama 2.1.9
producen el resultado. |

Como una consecuencia del resultado de Nestoridis combitaul el Teorema de Categoria de Baire
tenemos:

Corolario 2.1.8 (Nestoridis). Sea {z) = 5_1c.Z" una serie de Taylor cone D, ¢, € C para todo ne N
y cuyo radio de convergencia es mayor o igudl &ntonces =5, — s, donde s y $ son series de Taylor
universales en el sentido de Nestoridis.

Prueba. Puesto qud € H(ID), la aplicacion® : H(D) — H(D) definida por®(g) = g+ f, para todag €
H (D) es un homeomorfismo. Por el Teorema 2.1.37, el conju(ily es unGs-denso erfH{(D), y comod es
un homeomorfismo, resulta qdgtly (D)) = Ut (D) + f también es us-denso erdH{(D). Sienda((ID) un
espacio de Baire, el Teorema de Categoria de Baire nos igargot el conjuntély (D) N (U (D) + ) # 2.
Esto muestra la existencia de dos elemesios € 4t (D), tal quef =s; — 5. La prueba es completa.

Recordemos qud € (D) representa el conjunto de todas las funciohesH (D) las cuales no se pueden
extender holomorficamente a ningln dominio conteniendaictshente dD. Es un hecho ya establecido
(véase, por ejemplo, Teorema 2.1.27, pagina 167, o [264]NgD) contiene un subconjun@s-denso de
H (D). Por el Teorema de Categoria de Baire tenemostig®) N NE(D) # @. Seaf € Ur (D) NNE(D).
Entoncesf es una serie de Taylor universal en el sentido de Nestondisnq es el desarrollo de Taylor de
ninguna funcién racional (= cociente de dos polinomios) yafno es extendible.
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Comentario Adicional 2.1.8 Recordemos que el Teorema de Marcinkiewicz establecsigig);,_; es una
sucesion de nimeros reales can-h 0, entonces existe una funcién contindas C[0, 1] (llamada
funcion de Marcinkiewic3 tal que, para cualquier funcion medible Lebesgue[@ 1] — R, existe
una sucesion estrictamente creciefg),’_, de enteros positivos con

D(x+ hy, ) — P(X)
i

— g(x), A—c.s. en0,1].

Si definimos, para todk e N,

P(x+ ) — DX

CDk(X) = hn R
k

x€[0,1],

entoncesPy es continua y para cadpmedible Lebesgue, lign.. Px(x) = g(x), A-c.s., para alguna

0

sucesion hy, )y, convergiendo a cero. Por otro lado, el teorema de aproximate Luzin afirma que
toda funcion medible Lebesgge [0, 1] — R es el limite puntual de una sucesion de funciones continua
A-c.s. Lo interesante del Teorema de Marcinkiewicz es quasttats funcioneg: [0,1] — R que son

medibles Lebesgue se dejan aproximar por subsucesionemd®la sucesid q°('+hgz_¢('));°:1.

Por otro lado, si consideramos s6lamente el caso cugedaonstante, vemos que la funcibriiene
la propiedad de que cualquier nimero @ab unnimero derivadale ® para casi todo punto d6, 1].

Algunos otros resultados demostrado por Nestoridis en][&38relacion a las series de Taylor uni-
versales, son los siguientes:

Teorema de Nestoridis Sea {z) = ¥,,_;C.Z" una serie de Taylor universal en el sentido de
Nestoridis. Entonces

(1) (cn)n-1 € Co.

(2) f ¢ HY(D). En particular, f¢ HP(D) para cualquier p> 1, donde H(D) es el espacio
de Hardy de orden p

(3) f no es el desarrollo de Taylor de ninguna funcién racional
(4) Ninguna subsucesion de las sumas parciales de f converfrmeimente sobrg.

(5) Las series de Taylor universales en el sentido de Nestaridiedo son consideradas en
el circulo|z] = 1, son series trigonométricas universales en el sentido dechtsf.

En un articulo aun no publicado, V. Farmaki y V. Nestoridi8(JJlusando la teoria de Ramsey infinita,
especificamente, el principio de dicotomia de Galvin-prigrueban el siguiente resultado:

Teorema de Farmaki-Nestoridis Para cualquier sucesiofa;){”_; enC, existe una subsuce-

sion (ay; )7, tal que

(1) cualquier subsucesion de);, define una serie de Taylor universal en el sentido de
Nestoridis, o

(2) ninguna subsucesion dei )7, define una serie de Taylor universal en el sentido de
Nestoridis.

Muchos otros resultados interesantes se pueden ver en [288] y las referencias alli citadas. Por
ejemplo, en ([193] Proposition 7), se prueba el siguierdgaltado:
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Teorema Sean X un espacio vectorial topolégico metrizablgy;_; una sucesion en X. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Existe una serie universgly_;anx" en X

(2) Para cualquier g € N, el subespacio lineal generado pfx, : n>ny} es denso en X.

2.1.16. || » Series condicionalmente convergentes éhy abundantes reordenamientos

Seay,, ;an una serie de numeros reales. La convergencia o divergeada skriey ) ; a, depende,
como sabemos, delrdenen que los elementos de la suces#nay, ... estan dispuestos, por lo que una
permutacién de los términos de la sucesion puede modifidajaoinalterable, la convergencia o divergencia
de dicha serie. Resulta claro que para alterar el estatasodevergencia de dicha serie la permutaciéon debe
ser capaz de modificar un nimero infinito de términos de lasgutepues permutando sélo un nimero
finito de los términos de la sucesién la nueva serie no altei@Bvergencia o divergencia. Recordemos
que la seriey,_, by se dice que es ureordenamiento de la seriey,,_; a, Si existe una permutaciomn de
N tal queb, = ayn para todon € N. Existen series que poseen cualidades muy sorprendentes, gor
ejemplo, la serigy_;(—1)""1/nla cual tiene la desconcertante particularidad de que,qeguier valor
real preasignado, digamosexiste una permutaciénde N tal queysr_;(—1)™" /m(n) = r. Sin embargo,
este tipo de comportamiento no ocurre si nuestra serie etugnmente convergente. Recordemos que una
seriey 1 a, se dice que eabsolutamente convergentsi

> lan| < .
n=1

Es bien conocido que $§i}_; a, es una serie absolutamente convergente, entdritgsa, converge y, para
cualquier permutaciom de N, la seriey ; agn permanece convergente reteniéndose, ademas, la suma
de la serie original, es decff,,_; ann) = S p-1an (v€ase, por ejemplo, [267], Theorem 6, p. 81, o también
[244], Theorem 1.1.2, p. 3). Por esta razdn, a tales senebiéa se les conoce con el nombre sigies
incondicionalmente convergenteses decir, series que no alteran su suma independientea®otamo se
cambien sus términos por cualquier permutacion. Por oti@ la seriey ), a, se dice que esondicional-
mente convergentesi ella es convergente sin ser absolutamente convergentecd,y ,_1a, < ©, pero
St an] = +oo.

¢ Por qué las series condicionalmente convergentes soesattées? Tal vez una buena respuesta a dicha
interrogante sea, probablemente, un resultado desaulmiertBernard Riemann el cual establece que las
series condicionalmente convergentes pueden cambidicdrasnte su comportamiento por medio un cierto
reordenamiento, es decitada cualquier serie condicionalmente convergente y fimddquier nimero real
extendidan, es decir—o < a < «, es posible reordenar dicha serie de tal suerte que la nueria sbtenida
converja aa, o dicho de otro modagordenando adecuadamente una serie condicionalmenteemmnte
podemos hacer que la nueva serie sea divergente o que caravem) nimero real prefijaddeste hecho
notable, pero fascinante, se puede formular en los sigasgatminos (véase, por ejemplo, [386], Theorem
3.54, p. 76).

Teorema 2.1.38 (Riemann).Seay,’_;a, una serie condicionalmente convergente cqnze0 para todo
ne Nysuponga que-o < a < B < +o. Entonces existe una permutacidndeN tal que

N

N
Ii,\rlninf Z ) = O y Iimsupz anmn) = B. (A)
IS =] N—ew =1
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Prueba. Para cada € N, sean

_ lan[+an

_ lan[—an
5 :

Pn >

y On

Observe que, para cualquige N, py >0, G >0, ph—0n==2an Y Pn+0h = |an|-
La prueba seréa efectuada en dos pasos, el primero de los esaésiguiente:
(1) Las seriess 1 pn Y S o1 0n SON ambas divergentes

En efecto, si ambas fueran convergentes, entogiffespn + 51—10n = Y n-1|an| Seria convergente, lo
gue resulta contrario a la definicién de serie condicionatmeonvergente. Por otro lado, puesto que

N N

San= > (ph—th) =

n=1 n=1 n

Mz

N
pn—ZQm N:1727"'7
1 n=1

la divergencia d& ;_; pn Y la convergencia d§ ', g, (0 viceversa) conducen, en ambos casos, a la diver-
gencia de& ;,_; a,, lo que de nuevo viola nuestra hipotesis.

Particionemos el conjunto de los nimeros naturales en kswiconjuntos siguientes:
Ni={in:a&,>0,n=12..} y No={ln:&,<0,n=12,..}

manteniendo el orden en el cual tanto los términos posjtasiscomo los negativos, aparecen en la serie.
De este modo; <ip < -~ <ip<---y hh<lhp<---<l,<---. Para evitar un poco lo engorroso de
los subindices, pongam®s = &, y Qn = |a,| para todon € N. Las series 57 1P, Yy Sn-qQn difieren

de las seriesy )1 pn Y Yno10n SOlamente por los términos que son ceros, de alli que ellasiéa son
divergentes.

El segundo y Ultimo paso consistira en construir la pernidar.

(2) Existen subsucesionésy,);y_; Y (kn)y_; deN tales que la serie

Pit -+ Pm— (Qut-+ Q) +Pmya+-+Pmy— (Quua+--+ Qi) +Pmpra+ -+ Py —---, (B)

satisface(A). Notese que esta nueva serie es un reordenamienyy;, dea,.

Para demostraf2) comencemos, en primer lugar, escogiendo sucesionds, elilgamos(an)y_; Y
(Bn)p_4 tales que

rll’lmcxn:cx, rI]’lmBn:B, con B1>0, vy 0,<Bn, Nn=12....
La idea ahora es reordenar convenientemente los términassdeie para obtener lo deseado. Esto lo hare-
mos haciendo pasar delante ciertos bloques de términds/pssie la serie y retrasando la entrada de otros
blogues de términos negativos. Veamos esto.
Puesto qu& ., Py = 4+, podemos elegir un entero positivo, llamémasig el cual sera tomado como
el mas pequefio, tal que
Pr+-- 4 Pn > B

Observe que, por la eleccion de, se cumple que;, + - - - + Py, —1 < 1 Y, €n consecuencia,

B1 < Po+---+Pn, = Pr+--+Pn_1+Pm <B1+Pm,.
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DefiniendoS} = Py + - -+ P, resulta que

1S —B1| < Py

Vamos a definir los primerasy valores de nuestra permutacitmeclarando que:
1) =i1, T2) =iy ..., T(M) = im,.

Similarmente, siendo divergente la seJig_, Qn, existe urk; € N, que de nuevo elegiremos como el entero
positivo mas pequefo, de modo tal que

Qi+ +Qq > Prt+Pmy—ay,

esto es,
P+ +Pm — (Ql“‘"“"le) < di1.

Una vez mas, la escogencia kienos garantiza quB; + - - - + Py, — (Ql + .t le_l) > a1, de donde se
sigue que
01— Qq < Pit++++Pm— (Qu+-+ Q1) —Qq < 0.

Por esto,
‘q - G1| < lea

donde hemos pues® = Py + -+ P, — (Q1+ -+ Q). Los siguientes valores de comenzando desde
my + 1 hastak,, se obtienen definiendo

mm+1) =11, mMm+2) =1, ..., T(ki) = li,.

Usando de nuevo el hecho de que las se¥igs P, y -1 Qn son divergentes podemos, como antes,
escoger los enteros positivos mas pequefios, digamgsky, conky > ki y mp > my, tales que

Pi++Pm+Pmot1t+ +Pm > Qut -+ Qg + B2,

Qu++Qq+ Qi1+ + Qg > Pt + Py +Prpsa+ -+ P, — 02

De esto se desprende, por las eleccionasidg ko, que si definimos

SE):Pl‘i’"""Pml_(Ql+"‘+Qk1)+Pn11+l+"‘+sz > B

S =Pt P~ (Qut -+ Qo) + Pyt 4Py — (Qrat -+ Q) <002,
entonces,
| —B2| < Pm, y |S3— 2| < Q.
Hagamos
T[(k1+1) = im1+l7 RER T[(m2) = im27 T[(m2+1):|k1+l> RER T[(kZ) = |k2‘

El procedimiento anterior, que se puede llevar a cabo indefimente gracias al heclit), culmina con la
obtencion de las dos sucesiories,);y_; Y (ki)pn_; deN tal que la serigB), que como se puede ver es un
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reordenamiento d§_, a,, satisface, como veremos de inmediato, las igualdad€# erEn efecto, para
cadan € N, sean

=P+ +Pmy— (Qr+-+Q) +Pmsr++Pm— (Quer+-+ Q)+ +Pryss1+-+Pn,

=P+ +Pn— (Qut-+Qq) +Pms1+--+ Py — (Qusa+-+Qi) -+ Py 1+ +Pry,
— (Qu 2t + Q)

las sumas parciales de la sefl®). Resulta entonces, por el procedimiento antes descri® pgra cada
neN,
|S£_Bn| < P, y |Sﬂ_an‘ < Q-

Hasta ahora no hemos usado el hecho de que la $griga, es convergente. Ha llegado el momento.
En efecto, com@ ,,_; a, s convergente, entonces }in, a, = 0, de donde se sigue que |im,P, =0=
limp_ Qn. Por esto,

limS = y lim §! = a.

n—oo n—oo

Es claro, por nuestra construccién de la s@Big que ninguna subsucesion de las sumas parcial@3)de
puede tener como limite a un nimero menor quemayor quel. Esto finaliza nuestra prueba. |

Observe gque, como consecuencia del Teorema de Riemannusegsig, dada cualquier serie condi-
cionalmente convergentg,_; an:

(R1) sir € R, entonces se puede construir una permutanidaN tal quey y ; ayn) =T,
(Rz) existen permutaciones y T deN tales que

8
8

Parece razonable, en vista del resultado de Riemann, peegerpor el “tamafo” de todas aquellas per-
mutaciones de una serie condicionalmente convergentelgmraiales la conclusié(R,) del Teorema de
Riemann se cumple. Para que tal pregunta tenga sentido egamie que ésta pueda ser formulada en un
contexto adecuado, es decir, debemos determinar el egfgBigire en la que tal pregunta se puede formular.

Denotemos poP(N) el conjunto de todas las permutacionesNlg dotemos a dicho conjunto de la
métrica de Fréchat, definida por:

o1 |Xn Yn|
T[ T[
1Te) z2”1+|xn Y|’

para cualesquier® = (Xn)r_1, T2 = (Yn)p1 € P(N). Supongamos ahora gae-= §,,_; a, es una serie condi-
cionalmente convergente y entonces definamos

A(s) = A(ag,ap,...) = {T[E P(N i converg%

Observe que, gracias al Teorema de RiemA(s),es un subconjunto no vacio y propiolIgN). La pregunta
gue anteriormente nos formularamos referente al tamafasdeermutaciones que verificaban el Teorema
de Riemann ahora puede ser reformulada en los siguientemtér (véase, Ralph P. Agnew, [4], quien le
concede a M. Kac el planteamiento del siguiente problema):
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Problema de Kac Dada una serie condicionalmente convergentes;,_; an, ¢,cual es la categoria,
en el sentido de Baire, del conjuriigN) \ A(s)?

Para abordar la solucién al Problema de Kac, es imprestindiie podamos verificar que nuestro es-
pacio métrico(P(N),d) sea un espacio de Baire. Antes de demostrar esto Ultimo,svanuestacar dos
propiedades importantes del espacio métfle@),d). En primer lugar:

(a) (P(N),d) no es completcEn efecto, para cada> 2, considere la permutacion
T =1{23 --,n-1n1n+1n+2--}

y observe qué (T, Tiny1) = 2m/ (14 2m) para todan> 2, de donde resulta qu&;,),_; €s una sucesion
de Cauchy e®(N) que no converge a ningun punto EIEN).

(b) Seae > 0y fijemos una permutacion arbitrame= (x,);_; deN. Suponga que hemos elegidoNre N
de modo tal qu&y_n.11/2" < €. Entonces, cualquier permutacion = (yn);_; € P(N) para la cual
se cumple que, = X, n=1,...,N, pertenece a la bola abierta con centry radio €, es decir,
™ € U(11,€). Esto sigue del hecho de que,

[o0]

%0 — Yn

1
d = S L LI A -
() 2" 1+ [Xn — Yn|

n=1
[oe]

_ 1 Xn — Ynl
n:%l 2" 1+ [%n — Yl

00

< — < &
n
n= +12

De esto se deduce que si

N(Xg, ..., XN) = {(yn)‘r’,":leP(N): Yk = Xk, k:l,...,N},

entoncesN(xy, ..., xn) CU(TLE).

Reciprocamente, 8 € N es lo suficientemente grande yrsi= (yn),_; €S cualquier permutacion de
N tal quer € U(,2-N-1), entoncesq =y, ..., Xy = yn. En efecto, comg e n.11/2"=2"Nyya
qued(m, ) < 2-N~1, tenemos, por el hecho de que las coordenadasydey son enteras, que, = Y,
paran=1,... N.

Denote poiX el espaciadN" formado por todas las funciong&s N — N (= sucesiones eN) y dotemos
a dicho espacio con la métrica de Fréchet. Resulta {u@) es un espacio métrico completd?yN) es un
subespacio propio y, por supuesto, no cerrad¥ .deara cad&, me N sea

Emk) = {0a)s X xa=k}

y observe qu& (m,k) es un subconjunto abierto & En efecto, sk € E(m, k), entonces, por antes lo visto,

se sigue que cualquigr= (yn)%_, € U (x,2-™"1) satisface qugy = X1, ...,Ym = Xm = k, de donde se deduce
que,U (x,2-™1) C E(m,k). Definamos ahora

Pr = ﬁ O E(m,k).

k=1m=1
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Resulta queP; es unGg en el espacio métrico compleX y, entonces, por el Teorema de Alexandroff-
Hausdorff, pagina 642 es completamente metrizable. Notese Bges el conjunto de todas las sucesiones
(Xn)m_; €n X con la propiedad de que cadlac N aparece al menos una vez en dicha sucesion. En efecto,
sea(xn)py_1 € Pr. Entoncesxn)m_; € Um—1 E(m k) para toddk > 1. De aqui se sigue que, para ckdaN,
existe unm € N tal quexm,, =k, de donde se sigue nuestra afirmacion. Observe que cuapguiautacion

deN pertenece &y, es decirP(N) C Py,

Lema 2.1.10. (P(N),d) es un espacio de Baire.

Prueba. SeaPs la clausura d®(N) enX. Puesto qu®(N) no es cerrado eX, P(N) & Py y, en consecuencia,
P(N) = Pgn P Por otro lado, siendBy un Gs enX (por ser completo), tenemos gqBEY) también es uG;

y, por lo tanto, por una nueva aplicacion del Teorema de Aldsaif-Hausdorff, completamente metrizable.
Se sigue del Teorema 1.11.1, pagina 63, @(@&),d) es un espacio de Baire. |

Fijemos una serie condicionalmente convergente, digafis,a,, y denotemos poH (ay,ap,...) el
conjunto definido por

N N
H(ay,ap,...) = {ne P(N): I'|Nminf Z By =—® Y |’|m3upz anin) = oo}.

N—ow n=7

Por el Teorema de Riemann se tiene ¢l@s,az,...) €s no vacio. Lo que Agnew demuestra es que tal
conjunto es abundante ¢R(N),d) y, en consecuencia, comigs) C H(ag,ap, ...), resulta quéP(N) \ A(s)
también es residual énN), quedando, de esta manera, resuelto el problema de Kac.

Teorema 2.1.39 (Agnew).Si 5, an es una serie condicionalmente convergente, entonges, &, ...) es
residual en(P(N),d).

Prueba. Sea N
Ft = {T[G P(N): Iimsupz nn) < +0°}.
n=1

N— o0

Observe que si, para call& N, definimos
N
R = {ne P(N): sup y ann) < k},
N>1n=1

entoncesF" = g ; Fk. Nuestra primera tarea consistird en demostrar que cagantoifr €s nunca-
denso erP(N). Fijemos entoncek € N y suponga, para arribar a una contradiccion, qugint# @. Sea
M = (X;,)m_, Una permutacion eR(N) tal que

U (T[’,E) - Ek
para algure > 0 y escojamos um € N lo suficientemente grande que nos garantice que
i 1_¢
n=m41 2" 2

Puesto qu§ j,_ |an| = 40, podemos construir una permutacidh= (x;);_, deN de modo tal que, para el
m escogido anteriormente, se cumpla:

XI=x si 1<n<m,
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y sin>m, entonces
[ee] (o]
Z aﬂ/(n) = Z ax/n/ = 400,
n=m4-1 n=nm+1

Con esta definicion resulta qaémn’, ") < €/2, por lo quert’ € U (17, €). Por otro lado, teniendo en cuenta
quey ;1 ay(n = +%, podemos escoger un subindege N tal que

aﬂ/(l) + anr/(z) + -+ anu(q> > k. (1)

Pongamosd = 2791 y observe ahora que st= (X))n_, € U(1",8), entoncesx; = X{,...,X; = Xq Y se
sigue de(1) que
Au1) + g2y + o+ Qg > k.

Esto prueba qua ¢ Ky, por lo tanto,/ no contiene ningln punto d&(1’, 3). En particularFy no contiene
at’ lo que, evidentemente, contradice el hecho de que

' ¢ U(,e) C Fx.

Por estoF es nunca-denso, y entondes es de primera categoria.
De modo enteramente similar, se prueba que el conjunto

N
F~ = {ne P(N): Iilgninf Zan(m > —oo}.

es de primera categoria y, aBi= F " UF~ es de primera categoria &(N). Finalmente, siend¢P(N),d)
un espacio de Baire, se sigue del Teorema 1.6.3, pagina 87elqonjuntoH (a1,ay,...) = P(N)\ F es
residual enP(N),d). |

2.1.17. || » Series con signos alternantes

La serie armonica alternada
00 (_1)n+l

nZl n
como sabemos, es un ejemplo de una serie condicionalmemtergente y, en consecuencia, gracias al

Teorema de Agnew, el conjunto

Ay, a,...) = {ne P(N): Z n(n) converg(%,
n=1

es de primera categoria éP(N), d), dondea, = (—1)™!/nparan=1,2,.... Recuerde que una permutacion

Ttlo que hace es mudar la posicion de cada térrajttacia la posiciory, . Supongamos que no queremos
mudar las posiciones de los términos de la serie armonieenatta por medio de una permutacion sino,
sélamente, cambiar la posicion de algunos o todos los sighios—1 en dicha serie, es decir, supongamos
que para cada sucesifen)_, en{0,1}", consideramos la serie

= (1)
S )

Podemos entonces preguntarnos: ¢de qué categoria, emidd sknBaire, es el conjunto de todos los ele-
mentos(en ), de {0, 1} que permiten que la serid) siga siendo convergente? De modo mas general,




196 Cap. 2 Aplicaciones del Teorema de Categoria de Baire

supongamos que hemos fijado una suceéimif;_; de nimeros reales no negativos de modo que la serie
Sno1bn = 4. ¢De que categoria es el conjunto

¢ = {(an);‘f:l e {0,131 : > (=1)%bn converg(%?
n=1
0 mas general aun, ¢cual es la categoria de

k
B = {(an)f;l € {0,1}"V : existeM > 0 para el cual subz (—=1)*b,
keN n=1

< M}?

Este es el problema que, en esos términos, queremos iare€igmo antes, es necesario disponer de un
espacio adecuado donde sea posible aplicar el Teoremaefgo@iatde Baire. Para ello vamos a requerir que
nuestro espacio, en esta parte, séa=20,1}" con la métrica de Fréchetque, como sabemos, viene dada
por

o 1 [Xa—ynl
Z 2" 1+ X — Ynl’

dondex = (X1)%_1,Y = (Yn)o_; € {0,1}. Es un hecho ya establecido q(2',d) es un espacio métrico
completo. Observe queC 5.

En primer lugar vamos a establecer el siguiente resultaxitieau

Lema2.1.11.Sean ke N, a1,...,0x humeros reales y ¢ un nimero real positivo. Entonces
Vi (k,c) = {(an)‘r’,":leZN: ar(—1)* +ax(—1)*+--- +ax(—1)* > c}
es abierto er(2,d).

Prueba. Seaa= (an);;_; un elemento d¥, (k,c). Lo que queremos demostrar es la existencia de &gud
tal que cada sucesidn= (bn)}_; cuya distancia @a,),_, sea menor que esté erV, (k,c). Esto se puede
obtener muy facilmente con sélo tomeas= 1/2+1, En efecto, ya hemos visto quediia, b) < €, entonces
a =b; parai = 1,2,... klo cual significa québy),,_, también esta ex, (k,c). |

El siguiente resultado es de M. Dindos [131].

Teorema 2.1.40 (Dindos).Considere la seri€;_;(—1)*b,, donde(b,);_; €s una sucesion de nimeros
reales no negativos tal qug;_; b, = +o. Entonces
<ul

S (-1,

B = {(an)‘r’f_l € 2 : existe M> 0 para el cual sup
n=1

keN

es de primera categoria 2", d).

Prueba. Notemos en primer lugar que

ﬂ{ e 2N

1k=1

||
TCs
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<}

Es claroB = Uy-1Fw. FilemosM € Ny observe que da,)_; ¢ Fuv, entonces existe une N tal que

> m}

el cual, como sabemos (Lema 2.1.11), es abiert¢2€nd). Esto nos dice que’\ Fy es abierto, y por
consiguienteFy es cerrado eV, d).

Queda por establecer que cdglaes nunca-denso 2", d). Para ver esto, s@a= (an)%_; € Fu. Vamos
a demostrar que en cualquier bola abitrta, ) existe una sucesidi,);;_, en dicha bola que no esta eg.
En efecto, dada > 0, escojamos uk € N lo suficientemente grande de modo quét? < ¢y considere
ahora la sucesio(ty);;_; definida por

Para cadd € N, sea

00

A = {(anm_lezN:

k=1

k
S (~1)%b,

n=1

S (~1)b,

()2 < {(an>:;°_1 <2’ |5

o a,, paran=12 ...k,
"7 lo0, paran>k

Es claro que la suceside,),,_; esta erU (a,€) pero no pertenecefy ya que

0

2 (—1)*b, = bh = .

n=k+1 n=k+1

Esto termina la prueba del teorema. |

Puesto qu& C B, resulta que también es de primera categoria(@l,d). Por el Teorema de Categoria
de Baire tenemos que

Comentario Adicional 2.1.9 Si ¥,,_; Z, €S una serie convergente de nimeros complejos ta§ flugz,| =
+o0, entonces el Teorema de Agnew se puede aplicar a las ffigRez, y 5, 1Imz, para
demostrar que el conjunto

k
= {(an>:;°_1 €2 limsup| 5 (~1)*b;
—© In=1

es residual e2",d).

N
Ay = {T[E P(N): sup 5 |z | < oo}

N>1n=1

es de primera categoria EXN).
| » Seay,_;anuna serie condicionalmente convergente y para tedl®(N), defina

N
SP(T[) = {Zan(n): N:1,2,...}.
n=1



198

Cap. 2 Aplicaciones del Teorema de Categoria de Baire

Si SP(m)’ denota el conjunto de todos los puntos de acumulacion o plimdes deSP(1), entonces
J. Cervdiansky [91] demuestra el siguiente resultado:

Teorema deCervefiansky. El conjunto
H'(@1,3,...) = {1e P(N): SATY' = [, +o0] }
es residual erfP(N),d).

|| » Subseries de series en espacios normados

Considere un espacio de Bangeh ||-||) y seay )X, una serie efX. Recordemos que la serie
Y n-1X%n Se dice que es incondicionalmente convergente si parawerfgermutaciomdeN, la serie
¥ n-1Xmnmn) converge. Denote pdx; el conjunto de todas las sucesiorfks);;_; deN tal quek; < kp <
-+ <kn<--- Si(kn)m_; €S un elemento dN1, entonces la serie

Zxkn — Xk1+xk2+"'+xkn+”'
n=1

se llama unaubseriede la seriey ;1 x,. La importancia de este concepto se evidencia por el hecho
de que:

Una seriey ;1 X, es incondicionalmente convergente si, y solo si, cada sigbde la seriey;_; X,
converge

Existe una forma interesante de establecer una correspaiadeo a uno entre subseries de una serie
dada y los puntos del interval®, 1]. En efecto, dada una serjg,_,x, en X y fijado un elemento
(kn)m_, €nN1, considere el puntbe (0, 1] definido por

Otra manera adecuada a nuestro objetivo es reescribir & pan la forma

00

t = ch(t)Z‘k, dondecy(t) = {

k=1

0, sik Q {kl,kz,. ..},

) (1)
1, sike{kyky,...}.

Podemos ahora definir la correspondencia entre subserlassdgey,,_; X, y los numerog € (0, 1]
dados por la ecuaciofl), poniendo

[o0]

St = ¥ et

k=1

El siguiente resultado es de Dindos, MartiSovits y Sal42]13

Teorema de Dindo3, MartiSovits y Salat Sea(X,||-||) un espacio de Banach Y% ; %, una serie
divergente en X. Entonces el conjunto

[ee]

Z Ck (1) %k converge}
k=1

C(x1,X2,...) = {t €(0,1): St) =

es de primera categoria €0, 1].
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|| » Funcién que preserva suma

Si se considera el espa@ale todas las sucesiones de nimeros reste®R ", dotado de la métrica de
Fréchetd, entoncegs,d) es un espacio métrico completo y la funcién

0:S5— [_°°>+°°]

definida por
n

o((%n)r-1) = limsup 5 X
n—o k=1
resulta ser sobreyectiva pero no inyectiva y siempre digamnens. Mas aun, para cualquierc s 'y
r >0, se cumple que(U (a,r)) = [—o0,0]. Estos resultados se pueden ver en Lahiri y Das [276]. Si
para cada € [0, 4] se define el conjunto

H = {xes: o(x) = t},
entonces Lahiri y Das demuestran que

Teorema de Lahiri-Das H., es residual ergs,d).

| » Como comentario final, Aizpuru, Pérez Eslava y Seoane Segdlen [6] prueban el siguiente
resultado.

Teorema de Aizpuru, Pérez y SeoaneSea C8K) el conjunto formado por todas las series conver-
gentes efK. C§K) contiene un espacio vectorial D tal que

(1) Cualquier xe D\ {0} es una serie condicionalmente convergente
(2) dim(D) =c.

2.1.18. || » Numeros de Liouville

Ademas de la clasificacion deen numeros racionales e irracionales, existe otra intetegarticion de
R constituida ahora por nimeros algebraicos y trascenddéesrdemos que un namero real o0 compiejo
se dicealgebraicosi satisface alguna ecuacion algebraica de la forma

a+az+aZ+-+a' =0

donde los coeficiente®, as, . . . ,an €stan erZ y no todos son ceros. Denotemos f@x| el conjunto de todos

los polinomios con coeficientes enteros y gigy(C) el conjunto de todos los nimeros algebraicos. Observe
que todo numero racional es algebraico pues=sp/qconp € Zy g € N, entoncex satisface la ecuacion
gx— p = 0. También ocurre que muchos ndmeros irracionales (peramtos, pues como veremos mas
abajo,Ajy(C) es numerable) son algebraicos. Por ejempfd,es un irracional algebraico pues él solucion
de la ecuaciéon — 2 = 0. En general, sp es un entero positivo que no es una potencia, entopqess

un irracional gue satisface la ecuacidh— p = 0. Cualquier nimero real que no es algebraico se llama
trascendente es decir, un nimero trascendente es aquel que no satisfaeaa ecuacion algebraica con
coeficientes enteros. Por definicion, cualquier nimerodradente es irracional, pero como ya vimos, existen
ndmeros irracionales que no son trascendentegrab de un nimero algebraicoes el entero positivo mas
pequefion tal quez satisface una ecuacion algebraica de gnadba primera prueba de la existencia de
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numeros trascendentes fue dada por Joseph Liouville geieth844, descubrié una clase muy extensa de
tales nimeros. Por ejemplo, todos lo nUmeros de la forma

1 1 1 1 1

A T B =
son trascendentes, dondees nimero entero mayor que 1. Aunque este descubrimientdodeille ge-
nera muchisimos nimeros trascendentes, sigue siendooudiffel para un matematico demostrar que un
sospechoso particular es o no trascendente. Por tal razandae Charles Hermite demostré, en 1873, que
e es trascendentéos matematicos no dejaron de asombrarse ante la bellezzifisz de la prueba. Nueve
afios mas tarde del descubrimiento de Hermite, en 1882 namdlLindemann demostré gmertenecia al
mismo clan.

Una pequefia observacion es pertinente en este monrdtmuier problema geométrico que es resolu-
ble con la ayuda de la regla y el compas, cuando se lleva a snd@lgebraica equivalente, conduce a una
0 mas ecuaciones algebraicas con coeficientes enteros,ugakep ser resueltas por sucesivas extracciones
de raices cuadradad.o que Lindemann demostr6 es queo satisface ninguna de tales ecuaciones y, por
consiguiente, etirculo no se puede cuadraon dichos instrumentos.

¢, Qué otros numeros extrafios de esos que he llamados traseeneXxisten? Lo que vamos a demostrar
en esta seccién es que tales numeros constituyen, de hecbabconjunto residual d&, por lo que su
existencia confirman la regla y no la excepcion. La abundasheilos niUmeros trascendentes fue demostrada
por G. Cantor cuando dio a conocer el siguiente resultado:

Teorema 2.1.41 (Cantor). El conjuntoA,4(C) formado por todos los nimeros algebraicos es numerable.

Prueba. Denote porZ[x] el conjunto de todos los polinomios con coeficientes enté&asa cada polinomio
p € Z[X] de gradm, sea
Z(p) = {zeC: p(2) = 0}.

Por el Teorema Fundamental del AlgebZap) contiene a lo suma elementos, es decir, es un conjunto
finito, y como

Ag(C) = U Z(p),

PEZ[X]

entonces nuestra prueba finalizara una vez que hallamossttenm queZ[x] es numerable. Veamos esto.
Para cada € N, considere, en primer lugar, el conjunto de todos los poilins enZ[x] cada uno de los
cuales tiene grado, esto es,

n
P(n) = {Zakx" e Z| : an;zéo}.
K=1
Afirmamos que cadR(n) es numerable. Efecto, el conjunto

En = {(20,a1,...,80) | & EZ, 8 #0} = Zx -"- xZ x (Z\{0}).

es numerable y ya que la aplicacifn E,, — P(n) definida por
n
¢(a07a17- .. 7an) = Z aka
K=1

es claramente uno-a-uno y sobreyectiva, resultaRjnees numerable. Finalmente, como
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y cadaP(n) es numerable, tenemos gli&] es numerable y, en consecuencia,

Aig(C) = U Z(p)

PEZ[X

es a lo mas numerable (union numerable de conjuntos finkesh ya qued C Ag(C), se concluye que
Aig(C) es, efectivamente, numerable. [

El siguiente es el argumento de cardinalidad empleado p@aBtor para demostrar la existencia de
numeros trascendentes. En efecto, si denotamo& pgiR) el conjunto de todos los nimeros reales que
son trascendentes, es dellfs(R) =R\ Ajg(R), dondeAg(R) = Ajg(C) NR, entonces la no numerabili-
dad deR en compafiia del resultado anterior, nos revelaTjugR) es no numerable (Observe que como
Q C Ag(R) € Ajg(C), entoncestig(R) tambieén es numerable). El argumento de Cantor, a pesar deiger
contundente, no muestra ningun miembrdlyg(R) (existen, pero son invisibles). Como se sabe, 30 afios
antes de esta demostracion de Cantor, Joseph Liouvilldoéa beupado de mostrarnos algunos extraordinar-
ios nimeros trascendentes llamados, en honor a su nomibmeragide Liouville y que, gracias a la magia
del Teorema de Categoria de Baire, se demostr6 posteritemea la totalidad de tales nUmeros constituye
un conjunto super abundante, es decir, es residuiil en

Lo que ahora sigue es la prueba que dio Liouville sobre laendsa de nimeros trascendentes. Para ello
debemos primero definir lo que se entiende por nimeros deillau

Definicion 2.1.16. Un nimero x R se llamanumero de Liouvillesi x es irracional y para cada & N,
existen enteros p y q, corcgl, tal que
p' 1
X——| < —.
q q

Denotaremos pak. el conjunto de todos los nimeros de Liouville. De inmediatabpremos que los
numeros de Liouville existen y son trascendentes. Paraaflms a requerir del siguiente resultado.

Lema 2.1.12. Para cualquier nimero algebraicozAig(R) de grado n> 1, existe un entero positivo M tal
que
1

Mq"

S E
q

(2.1.1)

para todos los enteros p y g corgQ.

Prueba. Puesto quez € Aig(R), existe un polinomio de grado > 1, digamosf(x) = ZT:]_anj € Z[x],
para el cualf(z) = 0. Consideremos el intervalo cerrafip- 1,z+ 1]. Como la derivada’ de f es una
funcién continua, su restriccion al intervalo compaete 1,z+ 1] es acotada y, por consiguiente, podemos
determinar un enterbl > 0 tal que|f’(x)| < M para todox € [z— 1,z+ 1]. Haciendo uso del Teorema del
Valor Medio para derivadas, arribamos a la desigualdad

fX)] = 1)~ (@] < Mlx—7 (2.1.2)

siempre que € [z—1,z+1].
Seanz;,z,...,Zn las raices distintas d&x) que son diferentes ay supongamos que la desigualdad
(2.1.1) no se satisface. Entonces existen entggog, cong > 0 tal que

2Pl L
al = Ma"
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Por esto,
€ [Z_ 1,Z—|— 1]7

NoRho]

y, mas aun,
géz{zl,Zz,---,z'n}.

En efecto, recordemos que como el grada den, entonces el polinomid(x) es irreducible sobr& y, en
particular, irreducible sobr®; esto significa qué (x) no tiene ninguna raiz racional. Por consiguiente

2
Py _ p P P
or1(g) e ragaly) < ora(l)

((P\| _ 2" +ad"p+ad" 2 + - +anp? 1
a/| o aca
Usando esto y la desigualdad (2.1.2), obtenemos

n

Yy, en consecuencia,

1
Lo wf-?|
q q
es decir,
Lo ,_P
Mg — q
Esta contradiccién establece el fin de la prueba del lema. |

Ahora el resultado de Liouville.

Teorema 2.1.42 (Liouville). L C Tya4(R), es decir, cualquier nimero de Liouville es trascendente.

Prueba. Seaz un nimero de Liouville y supongamos que él es algebraicoees, @ € Ajg(R). Por el
Lema 2.1.12, existen enteros positivdsy ntal que

1
Mq"

E

: (2.1.3)

para todos los entergsy g, g > 0. Escojamos un entero positikdal que ¥ > 2"M. Comoz es un nimero
de Liouville, para est&, existen enterop y g, cong > 1 tal que

1
Z—B‘ < —.
q q

De esto y la desigualdad (2.1.3) obtenempg<t> 1/Mq", y asi,
M > g > 2N > M.

Esta contradiccion nos convence que todo nimero de Liewdlitrascendente. |
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Nuestro proximo objetivo es mostrar, usando el Teorema degGda de Baire, la abundancia de los
nimeros de Liouville. Para cadae N y cada nimero raciongl/q con py g primos entre si, construyamos
el intervalo abierto

y entonces definamos

G- U <___,_+_>.
q=2p-—w \4 aaq q
Como cadaG,, es un conjunto abierto contenienddQa el Teorema de Categoria de Baire nos dice que
G =1 Gn es unGs-denso conteniendo@. Ademas, ya qui . Q = I es también uiGs-denso, resulta

quel =ING es unGs-denso; es decir,

Teorema 2.1.43.L es residual eR y, por lo tanto,

RNL = QU JR\Gp)
n=1

es de primera categoria.

Puesto qué. C T,,5(R), se sigue del resultado anterior dilgs(R) también es residual €R. Otra con-
secuencia inmediata del Teorema 2.1.43, observada poER#ig [156] en el afio de 1962, es la siguiente:
cualquier niimero real se puede escribir como la suma de dowerus de Liouville, esto eR =1L + L. En
efecto, sex € R y definamodLy = x— L. Resulta qué.x también es residual €R por lo que dicho con-
junto intersecta, gracias al Teorema de Categoria de BdireSeag; € L. N1LLy. Entonces existe ug, € L
tal queg; = Xx— Qg2 Yy, en consecuencix,= g1 + g2. Similarmente, existeh;,h, enL tal quex = hihy. Es
importante destacar que en el mencionado articulo de Eaddisién existe una demostracion constructiva
de ambos resultados.

Notese que, en general Ges cualquier subconjunto residual en un espacio de Baadgh| ), entonces
cualquierx € X se puede representar en la forra g1 + g», dondegs, go € G.

2.1.19. || » Aproximaciones diofanticas

Un resultado de Kronecker establece que:
Teorema 2.1.44 (Kronecker). Para cadad € R \ Q, el conjunto
He = {nB+m: mneZ}
es denso efR.

La prueba del resultado de Kronocker puede ser llevada apabana aplicacion del Principio del
Palomar o de Dirichlet, el cual se puede formular del modoisige:

Principio del Palomar o de Dirichlet. Si n palomas se distribuyen en m palomares, y:sim,
entonces al menos uno de los palomares debe contener maa galoma

Prueba del Teorema de Kronecker Seax € R y seas > 0. Veamos que existem,n € Z para los cuales
se cumple quém+nB — x| < €. Por simplicidad, suponga que= 0. Escojamos un entem> 1 tal que
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n> 1/e y considere lon+ 1 ndmeros{0-6},{1-6},...,{n- B}, donde{a} denota la parte fraccional
dea, es decir{a} = a— [a] siendo[a] la parte entera da. Divida el intervalo[0,1) en n partes iguales:
[0,1/n),[1/n,2/n),...,[(n—1)/n,1). Por el Principio del Palomar, al menos dos de los niUmerositmales
yacen en alguno de esos intervalos, es decir, existen sptgmpen{0,1,...,n} tales qua{p-6} —{q-0}| <
1/n, esto es|(p— )8 — ([q-6] — [p-6])| = [n6+m| <&, donden=p—qy m=[p-6]—[q-8]. u

Observe que com®& \ Q es residual efR, el resultado de Kronecker puede ser reestablecido en los
siguientes términosexiste un conjunto residual G R tal que Hy = {nB@+m: mne Z} es denso el
para cadad € G.

Un resultado mas general que el de Kronocker fue dado a copaceBagemihl y Seidel en [46]
al demostrar quesi (tn),_; €S una sucesion estrictamente creciente de nimeros reasitivps tal que
limy_th = +00, entonces existe un conjunto residuaiC@ tal que, para cada x G, el conjunto

Hy = {t.x+m:neN,meZ}

es denso eR. También es facil ver que sila sucesid);,_; satisface los requerimientos anteriores, entonces
el conjunto

H = {T: meZ,neN}

th

es denso eiR. En efecto, sean,b € N cona < b. El principio de Arquimedes nos garantiza la existencia
de unmp € N tal quemy(b—a) > 1, y puesto que lim.»t, = o, existe unn € N tal quet, > my y, por
consiguientet,(b—a) > 1, es decirf,b—tp,a > 1. Comot,a y tyb difieren en mas de una unidad, existe un
m e Z tal quet,a < m < tyb, de donde se sigue que

m
a< —<h
th

Esto demuestra que N (a,b) # @ y termina la prueba. |

La demostracién del resultado de Bagemihl y Seidel depeadmd version muy especial del Teorema
de Categoria de Baire que se utiliza, en particular, pareatiérste y otros resultados interesantes.

Recordemos que el Teorema 1.6.2 nos dice g&ees un subconjunto cerrado de un espacio topolégico
de HausdorffX, entoncess es nunca-denso si, y solo ¥,\ F es denso eiX. Suponga ahor& es un
subconjunto arbitrario d¥ tal queX \ F es denso eX. ¢qué condicién o condiciones hay que agregarle al
conjuntoF, distinta a la de ser cerrado, para que él sea nunca-denssiguiente condicién fue dada por
Bagemihl y Seidel en [46]:

Lema 2.1.13 (Propiedad BS).Sea(X, 1) un espacio topologico de Hausdorff y seaFX. Suponga que:
(1) cada vez que A sea un subconjunto de F denso en algun abi&rtX Vse cumpla que L F, y

(2) X\F esdensoen X.
Entonces F es nunca-denso en X.

Prueba. Suponga qué= no es nunca-denso ef. Esto significa que itifF) # @, de donde se sigue, si
hacemos/ = int(F), queF es denso en el abiert C X. PongamosA := F. EntoncesA es denso en el
abiertoV y obviamenteA C F. Se concluye d¢l) queV C F. Por otro lado,2) nos dice que cualquier
abierto deX intersecta &\ F, en particularV N (X '\ F) # @ lo que resulta obviamente imposible pues
V C F. Esta contradiccién establece dai@s nunca-denso et [ |

La siguiente es una version del Teorema de Categoria de &8aistilo de Bagemihl y Seidel [46].
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Teorema 2.1.45 (Bagemihl-Seidel)Sea(X, T) un espacio de Baire y suponga q{f&);>_; es una sucesion
de subconjuntos de X cada uno de los cuales satisface lascaomes (1) y (2) dadas en eLema 2.1.13
Entonces X U, Fn es residual en X.

Prueba. Por el Lema 2.1.13, cad& es nunca-denso efy, gracias al Teorema 1.6 8\ lU,,_; F es residual
enxX. |

Teorema 2.1.46 (Bagemihl-Seidel)Sean Y un espacio topolégico de Hausdorff ¥n espacio de Haus-
dorff que es segundo numerable y X un espacio de Baire. Sappra cada x X se le ha asociado un
subconjunto no vacio,Hc Y; tal que

(3) si el conjunto DC X es denso en algun subconjunto abierto no vacio &, entonces el conjuntogH
es denso en &l donde H := [Jyca Hx para cualquier AC X.

Sea f: Y1 — Y, una funcién continua tal que
(4) si G es un subconjunto abierto no vacio de X, entoncek; fes denso enyY

Entonces existe un conjunto residuaiRX con la siguiente propiedad: para cadarR, el conjunto {H;)
es denso enyY

Prueba.ComoY, es segundo numerable podemos seleccionar una base nueneighimos(B),,_;, en
dicho espacio. Para cada N, defina el conjunto

Fo = {xeX: f(H)NB,=o}.

Veamos que cadg, posee las propiedadés) y (2) del Lema 2.1.13. Filemase Ny seaD un subconjunto
de X que es denso en algun abierto no va@ia X y tal queD C F,. En primer lugar vamos a demostrar
queG C F,. En efecto, com® es denso efy, la condicion(3) nos dice que el conjuntdp es denso eRig,

esto esHg C Hp Y, por la continuidad dé, tenemos qué(Hg) C f(Hp) C f(Hp). Teniendo en cuenta que
D C Ry, entonces (Hyg) N B, = @ para todad € D, y en consecuencia,

f(Hp)NBy = | (f(Hd)mBn> - 0.
deD

Un llamado al Lema 1.4.1 nos revela giigip) N B, = @. En particular,f(Hg) N B, = @ lo cual significa
que f(Hg) "By = @ para todog € G, y en consecuenci& C F,. Falta demostrar que \ F, es denso eiX.
SeaG un subconjunto abierto no vacio ¥e Por(4), f(Hg) es denso el,, y comoBy, es abierto efy,, se
tiene quef (Hg) N B, # @. De esto se sigue que el conjur@®o (X\ F,) = {x€ G: f(Hx) NBnr # @} es no
vacio, y por consiguiente \ F, es denso eiX.

Habiendo demostrado que cdggsatisface las propiedadéb) y (2) del Lema 2.1.13, el Teorema 2.1.45,
nos garantiza que el conjunto

R:=X\|JFn= (X\F) = {xex: f(Hy) NBn % @, paratodcneN}
n=1 n=1

es residual efX. Puesto quéBy);,_; es una base d&, cualquier abiertd/ deY; se puede expresar en la
formaV = Jyck Bk para algan conjunt& C N, de donde se sigue qug€Hy) es denso ek, para cualquier
xeR |
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Teorema 2.1.47 (Bagemihl-Seidel)Sean X un espacio de Baire, Y un espacio de Hausdorff segundo n
merable y( f,);r_; una sucesion de funciones continuas de X enY (Bgg_, una base fija de Y y suponga
que la siguiente condicién se cumple:

(5) para cualquier conjunto abierto no vacioGX y cualquier B, existe un ke N tal que £(G)NB, # 2.

Entonces existe un conjunto residuaiRX tal que, para cualquier x R, el conjunto = { fy(x) : n € N}
esdensoenY.

Prueba. DefinamosY; =Y, =Y y seaf la funcién identidad d& enY. Para cadx € X, considere el
conjunto

Observe que sh C X, entoncesHpa = UzeaHa = Up-1 fn(A). Queremos demostrar que las hipétesis del
teorema implican las condicioné8) y (4) del teorema anterior. En efecto, para ver ¢8gse cumple,
suponga qué® C X es denso en algun abierto no vaBa X, esto esG C D. La continuidad de cadé,

nos asegura quk(G) C f,(D) para todan € Ny, en consecuencia,

He = (U fa(G) € U fa(D) € U fa(D) = Ho,

n>1 n>1 n>1

es decirHp es denso ehig y la condiciéon(3) del Teorema 2.1.46 queda establecida. Demostremos ahora
que (4) se cumple. Se& un subconjunto abierto no vacio dey veamos quef (Hg) = Hg es denso en

Y. En efecto, se&J un subconjunto abierto no vacio e ComoU = J,.;Bn para algin) C N y ya
queHg = Un-1 fn(G), entonces la condiciofb) nos revela quédc NU = U 1 Upes(fk(G) N By) es no
vacio, quedando asi demostrada la condi¢ijrdel Teorema 2.1.46. Una aplicacion del Teorema 2.1.46 nos
asegura la existencia de un conjunto residial X tal quef (Hy) = Hy = { fa(X) : n € N} es denso el para
cadax € R. [

Teorema 2.1.48 (Aproximacion Diofantica). Sea(t,),_; una sucesion estrictamente creciente de nimeros
reales positivos tal qum,_.t, = c0. Entonces existe un conjunto residuatMR tal que, para cada x R,
el conjunto

Hy = {tax+m: neN,meZ}

es denso efR.

Prueba. Para poder aplicar el Teorema 2.1.47, hagaesY = R, la base(By);;_; que vamos a consi-
derar es la que esta formada por todos los intervalos abird@egenerados d& con extremos raciona-
les, mientras quéfy,);y_; consistira de una enumeracion de todas las funcippgs R — R definidas por
dmk(X) = twx+k, dondeme N, k € Z y x € R. Veamos ahora que § es cualquier subconjunto abier-
to no vacio deR, entonces para cualquierc N, existe unk € N tal que fx(G) N B, # @. En efecto, sea
(a,b) un intervalo abierto contenido €a. El principio de Arquimedes nos garantiza la existencia me u
mp € N tal quemg(b—a) > 1, y puesto que lifL.t, = «, podemos hallar um € N tal quety, > mg y,
asi,tn(b—a) > 1. De esto se sigue que existe un enteoontya < j < tymb tal que cualquier nimero real
X (en particular, cualquiex € B,) se puede escribir en la formaxo + j para algun € (a,b). Si fi es la
funcion que correspondeda, j (X) = tmX+ j, para algurk € N, en nuestra enumeracion, entonces tendremos
que f(G) N By, # . Por el Teorema 2.1.47 existe un conjunto residvial R tal que, para toda € R, el
conjuntoH, = {t:x+m: ne N, me Z} es denso efk. [ |
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2.2. Otras aplicaciones en espacios de Banach

2.2.1. || » Algunas aplicaciones clasicas

Esta seccion la dedicaremos a mostrar algunas de las amlieaclasicas del Teorema de Categoria de
Baire en el ambito de los espacios de Banach tales como: e¢fiacde Acotacion Uniforme, el Teorema
de Banach-Steinhauss, el Teorema de la Aplicacion Abigdas aplicaciones viejitas pero gue no son tan
conocidas. Algunas herramientas y resultados de la teel@scespacios de Banach seran presentadas en lo
gue sigue y sus pruebas, las que no se dan, se pueden veemplagjen [104]. Salvo mencidn explicita de
lo contrario, todos nuestros espacios de Banach seranelabrerpo de los niUmeros reales.

|| » Espacios de Banach

Si (X, ]||l) es un espacio normado, entone€sdenota el dual (topoldgico) d¢, es decir, el conjunto
de todos los funcionales lineales continuos definidos si&breos elementos dX* seran denotados por
X*,¥y*,Z*,... y, en ocasiones, pdr,g,.... En algunas ocasiones usaremos el simial‘) para denotar el
valor dex* enx, es decirx*(x). SobreX* se define la norma

X[ = sup{Ix" (9] : [[x]| <1} = sup{x"(x): [|x|| <1}

para cada € X*. Resulta que con esa norrtd*,||-||) es un espacio de Banach. De ahora en adelante, el
simboloBy denota la bola unitaria cerrada Beesto esBx = {x € X : || x || < 1}, y la esfera unitaria sera
escrita poiSy = {x € X : || x || = 1}. En general, cualquier bola cerrada con centra erX y radior > 0 se
denotara poB(x,r), mientras que las bolas abiertas seran designadas portmlisith(x,r). En particular,
escribiremodJx = U (0,1). SeaA un subconjunto dX. Recordemos que:

= Aesconvexositx+ (1—t)y € Asiemprex,ye Ay0<t < 1.
= Aesabsorbentesi, para cada € X, existe urky > 0 tal quex € tA para todd > k.
= AessimétricosiA= —A.

Usando induccion se demuestra que un subconjidai®X es convexo si contiene a todas las combinaciones
convexas dé\, es decir, para cualquier coleccion finita de vectores,aigamosyxs, ..., X, y escalares no
negativoshy,...,Ap CONA1+ -+ A, = 1, se cumple quaix; + -- -+ ApXs € A. La capsula convexade A,

en notacion, c@), es el conjunto convexo mas pequefio (con respecto a laib)ugue contiene &. Es
facil establecer que ¢8) consiste de todas las combinaciones convexas dsto es,

n
CO(A) = {_Z)\ixi:XiGA, )\iZO, )\1+"'+)\n:l}.
i=

Existe una coleccion de resultados, todos ellos vinculatr® si, conocidos con el mismo nombre de
“Teorema de Hahn-Banach” el cual establece la existenaia, diertas condiciones, de funcionales linea-
les acotados sobre cualquier espacio lineal normado no botoque en esta notas necesitaremos son los
siguientes:
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Teorema de Hahn-BanachSean(X, ||-||) un espacio normado y M un subespacio lineal cerrado
de X con M#£ X. Si % es un funcional lineal acotado definido sobre M, entoncestexin funcional
lineal acotado X definido sobre X que es una extension glg gue preserva la norma, es decir,

X'(X) = %(x) paratodxeM, vy [IX| =[xl
Més aun, para cadac X, conx # 0, existex* € X* tal que||x* || =1 y || x| = x*(X). En particular,
x| = sup{x'(x) : x" € X", [|x"|| =1}

para todax € X.

Teorema de Hahn-Banach (Forma Geométrica)Sea(X, ||-||) un espacio de Banach y seanfK
subconjuntos convexos no vacios de X tales que: K es compaas cerrado y KOF = &.
Entonces existe uri x X* y nimeros realea y (3 tales que

X'(X) < o < B <X(y)
para todo xe K y todo ye F.

Latopologia débib law-topologiasobre un espacio normacse define como la topologia mas pequefia
sobreX bajo la cual las aplicaciones

X+ X'(x), paracadx” e X*

son continuas. Con esta topolog{aes un espacio vectorial topolégico localmente convexo. hisz local
del O€ X en esta topologia viene dada por los conjuntos

U(Xi,..., x5 €) = {xe X:qg(X)],...,x(x)| <€}, paraxi,...,x; X", neN.
Si A C X, su clausura en lax-topologia sera denotada pAr, mientras que@”’H es su clausura en la
||l |I-topologia. Si bien lao-topologia es méas débil que [|lal|-topologia, los conjuntos convexos cerrados en
ambas topologias, coinciden.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Mazur).Sea(X, ||-||) un espacio de Banach. SiAX es cualquier conjunto
convexo, entonces” =A'",

Prueba. Es suficiente demostrar q@é C A'" ya que claramentd'' C A”. Seaxy ¢ A” pero suponga que
—~ I

Xo ¢ A" . Por la forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach, axistec X*y una € R tal que

X"(x0) < o < X'(y)
para todoy € A"l Resulta que el conjuntd = {x € X : x*(X) < a} es unw-entorno de que es disjunto de
A" por lo quexo ¢ A”. Esta contradiccion establece quéC A" y termina la prueba. [

Como una consecuencia inmediata del Teorema de Mazur geqiien siY es un subespacio lineal del
espacio lineal normadgX, ||-||), entoncey * = Y''. Mas aun, siA es cualquier subconjunto no vacioXe
entonces

ool lA) = o),
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lo que escribiremos simplemente @a(A).

La aplicaciond : X — X** dada pordx(x*) = x*(x) para todox" € X* y todox € X, es una aplicacion
lineal continua que tiene el peculiar encanto de satisfiacgyualdad|| Jx || = || x || para todox € X. Este
hecho nos revela quées una aplicacion inyectiva y nos permite identificar caganehtox de X con el
elementalx de X** y, asi, pensar X como un subespacio norma-cerradoXdé, es decir, cuando estemos
trabajando con el bidua{** de un espacio de Banaéh convenimos en identificar Bx conJ(Bx) y, en
general, & conJ(X) C X**. Si ocurre que la aplicaciGhes sobreyectiva, es dedr= J(X) = X**, entonces
se dice queX es un espaciceflexivo.

Si en lugar deX consideramos su duX*, podemos definir una nueva topologia solfe llamada la
w*-topologia como la topologia méas pequefa sokifebajo la cual las aplicaciones

X" — X*(x), paracadxe X

son continuas. Esta topologia conviert&*aen un espacio vectorial topoldgico Hausdorff localmente co
vexo. Una base local del®©X* en law*-topologia la constituye la coleccion de todos los conjsirtte la
forma

U (0;Xq,. .., %, E) ﬂ{x eX* X' (%) <€}, paraxi,....Xn€X, neN.

Dos resultados importantes acerca delaopologia sobre un espacio de Banach dual que nos seran de
gran ayuda son los siguientes:

Teorema de Banach-AlaogluSea(X, ||-||) un espacio de Banach. Entonceg Bsw*-compacto.
Si X es separable, entoncBy-,w*) es, ademas, metrizable.

Teorema de GoldstineSi (X, ||-||) es un espacio de Banach, entonces identificandg eoB JBx )
tenemos queBesw*-denso en B-; es decit

_w*
BX - BX** .

Corolario 2.2.1 (Caracterizacion de espacios reflexivos)Sea(X, ||-||) un espacio de BanachxBes débil-
mente compacto si, y solo si, X es reflexivo.

Prueba. Suponga qudx es débilmente compacto. Puesto que la aplicacién candnicg w) — (X**, w")
es continua, entoncekBy) esw" -compacto, en particulaBx = J(Bx) esw*-cerrado. Se sigue ahora del
Teorema de Goldstine qugx = BX = By, de donde se deduce facilmente gues sobreyectiva y, en
consecuenciaX es reflexivo.

Suponga ahora qu¥ es un espacio reflexivo. Teniendo en cuenta duéX,w) — (X**,w*) es un
homeomorfismo y sabiendo gBg:+ es, gracias al Teorema de Banach-Alaogltrcompacto, resulta que
By es débilmente compacto. |

El siguiente es un poderoso y fascinante resultado de Rnt&s]ajue establece como caracterizar a los
subconjuntos débilmente compactos en un espacio de BaBadaemostracion, que no es en lo absoluto
trivial, puede ser vista en ([185], [219], p. 157-161, o [B23lgunas de las aplicaciones recopiladas del
resultado de James se pueden mirar en [74].
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Teorema 2.2.2 (Teorema sup de JamespHea(X, ||-||) un espacio de Banach y suponga que K es un sub-
conjunto acotado y débilmente cerrado de X. Entonces, K leifmtkinte compacto si, y sélo si, para cada
X" € X* existe un y € K tal que

X" (%) = supx’(K).
Con éste instrumento en las manos, el siguiente resultasag$acil de demostrar.

Corolario 2.2.2 (Teorema de Krein-Smulian). Sea(X, ||-||) un espacio de Banach. Si K es un subconjunto
débilmente compacto de X, entonce¢K ) también es débilmente compacto.

Prueba. Seax* € X*. SiK es débilmente compacto, entonces el resultado de Jamersowes ple ung € K
tal quex*(xg) = supx*(K). Pero ya que, sug'(K) = supx*(co(K)), entoncex* (xp) = supx*(co(K)) y de
nuevo, por el Teorema sup de Jan®@gK) es débilmente compacto. |

Finalizamos, por ahora, con uno de los resultados clasiéogpertantes en la teoria de los espacios
normados que nos dice, en particular, que en los espaceadsnormados de dimensién infinita la bola
cerrada unitaria nunca puede ser compacta en la topolodgandema.

Lema 2.2.1 (Lema de Riesz)Sean(X,||-||) un espacio lineal normado y Y un subespacio lineal cerrado y
propio de X. Para cad@ < 0 < 1, existe un x € S tal que||xg —y|| > 0 paratodo ye Y.

Prueba. Escojamos uly € X\ Y, lo cual es posible por s&r= X. Puesto qu& es cerrado, la distancia ge
aY es positiva, es decir,

0 <d:=inf{|x—z|:zeY} < g,

de alli que existe uncY tal que

Ix—z| < 9
0
Definamos ahora
. X=Z
© = x|

Es claro queg € Sc. Mas aun, sy € Y, entonces

1%yl = H H
EEele

[x=2z]| [[x—Zz] HX ZH
= — (z+ | x=z]y)
un elemento de Y
0
-d=20
~ 3

Teorema 2.2.3 (Riesz).Sean(Xy,||-][;) ¥ (X2, ]-|l,) dos espacios de Banach sobre el mismo cuétpp
suponga queim(X;) = dim(Xz) < +c0. Entonces Xy X, son topolégicamente isomorfos.
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Prueba. Es suficiente demostrar que f, ||-||) es un espacio de Banach de dimension finita, digamos
dim(X) = npara algim € N, entoncesX es topolégicamente isomorfo(4], ||-||; ), donde

I(a,-,@n) s = [aa|+---+[an|

para cualquier vectofay,...,an) € /1. Sea{xl,...,xn} una base de Hamel pakay defina la aplicacion
lineal T : ¢§ — X por
T((@1,---,@n)) = aXe+--- + anXn.

Claramentel es un isomorfismo dé sobreX. Mas aun, para todo= (ay,...,an) € /] resulta que
TX| = |lagxa+--- < max||x ||| x
1T = flaks -+ anxal| < méaxx|x]l;

lo cual prueba qué& es un operador lineal continuo. Un llamado al Teorema de le@qon Inversa (véase
el Corolario 2.2.8, pagina 223) nos revela ue' también es continuo y termina la prueba. |

Una consecuencia inmediata del Lema de Riesz y del resudtaiéaor es el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4 (Teorema de Riesz)Sea(X, ||-||) un espacio de Banach. La bola unitarig Bs compacta
en la topologia de la norma si, y sélo si, dX) < +.

Prueba. Suponga que diiX) = n < +oo. Entonces, por el Teorema 2.2X3,es isomorfo &5 y, en conse-
cuencia, la compacidad @y sigue del Teorema de Heine-Borel.

Suponga ahora que algun espacio de BariXchi-||) de dimension infinita posee su bola unitaBia
compacta. Nuestra tarea, para generar una contradicei@n¢enstruir una sucesi¢r,);;_, enByx de modo
tal que ninguna subsucesion de ella sea convergente emt@nBara ver esto, comencemaos escogiendo un
X1 € Sx y sead; el subespacio lineal generado perPor setY; un subespacio cerrado y propioXeel Lema
de Riesz nos dice que existexyne Sy tal que|| xo — ax, | > 3/4 para todax € R. En particular]| X — Xq || >
1/2. Como los vectores; y X, son linealmente independientes y la dimensiéX dss infinita, el subespacio
lineal generado pax; y xo, lamémosloY,, es cerrado y propio. Por el Lema de Riesz, existesun Sy tal
que||x3 —oxs — Bxz|| > 3/4 para todan, 3 € R. En particular,)| xs — % || > 1/2 parai = 1,2. Continuando
inductivamente con este mecanismo, obtenemos la sucesé@adh. Claramente la sucesién asi construida
no posee subsucesion alguna convergente lo cual niega [@acaad deBy gracias al Teorema 1.4.18H

Observe que, por el teorema anterior, en cualquier espaddadach de dimension infinidg, ninguna
bola cerrada d& puede ser norma-compacta y, por consiguiente, ningln mnacotado, abierto y no
vacio cuando se clausura en la topologia de la norma pued®saa-compacto. Como una consecuencia
inmediata del Teorema de Riesz en combinacion con el Teader@ategoria de Baire se tiene el siguiente:

Corolario 2.2.3. Si(X,]|-]|) es un espacio de Banach de dimension infinita, entof¥ds||) nunca es ur-
compacto, es decir, nunca se puede escribir como una unidrerable de subconjuntos norma-compactos.

Prueba. Suponga qu& = [J;_; Kn, donde cad&, es un subconjunto norma-compactoddor el Teorema
de Categoria de Baire, existe nfic N tal que intKp,) # @. Esto significa qu&p,, contiene una bola abierta
U (x,r) para algurr > 0y algunx € X. De aqui se sigue qué&(x,r) = B(x,r) es compacto y, entonces, por
el Teorema de Riesz, dif¥) < «. Esta contradiccion da por terminada la prueba. [

(B-1) Sea(X,||:]|) un espacio de Banach. Si K es un subconjunto absorbentegxamiycerrado de X,
entonces K contiene un entorno abierto del origen.



212 Cap. 2 Aplicaciones del Teorema de Categoria de Baire

Prueba. DefinamosD = K N (—K). Entonced es absorbente, simétrico, convexo, cerrado y ademas
0 € D. Més aun, para cualquier subconjunto no vakite D, resulta que

1.1 1.1 1.1
= Z(_A) C = “(—D) C = D=
0 5A+5(~A) C 5D+5(-D) C 5D+5D =D,

y entonces seré suficiente demostrar quéintt @ puesto que el entorno del origen
1 1 .
=int(D) + = (—int(D
> int(D) + 5 (~int(D))

esta contenido e®. Supongamos que ifd) = @. Entonces, para cadac N, el conjuntonD es
cerrado y tiene interior vacio; es decir, es nunca-dens¢. &el Teorema 1.6.2, se sigue gde. nD
es abierto y denso eX y por el Teorema de Categoria de Baif#,_;(X ~. nD) es denso eX.
Observemos ahora que

(N(X~nD)=X~|JnD=o
n=1 n=1

puesX = J,_1 ND ya queD es absorbente. Esta contradiccion establece qU®)ipt & y termina la
prueba. |

(B-2) Sea(X,||:|]|) un espacio normado. Si F es un subespacio lineal cerrado gipide X, entonces F es
nunca-denso en X

Prueba. Supongamos que ifff ) # @ y seaz € int(F ). Entonces existe un> 0 tal que la bola abierta
U(zr) C F. ComoF es un subespacio lineal, entonces

—z+U(zr)=U(0,r) CF.

De aqui se sigue, gracias a dues cerrado, que-U (0,r) C F para todan € Ny, en consecuencia,
Un=1n-U(0,r) C F. Por otro lado, sk € X, entonces existe un € N tal que||x|| < nr, es decir,
xen-U(0,r) porlo que

X=[Jn-u(Or)=F,
n=1

lo que resulta ser imposible puEses un subespacio propio de |

Varias consecuencias se derivan inmediatamente de ésliades Por ejemplo:

(a) En el espacio de Banacit.., ||-||,) de todas las sucesiones acotadas, las sucesiones que son
divergentes son abundantes, es decir, forman un conjustdual En efecto, si consideramos a
(¢,]|']l.), €l espacio de Banach de todas las sucesiones de niUmegss geavergentes, resulta
guec es un subespacio lineal, cerrado y propidd@or lo que, gracias al resultado anterioes
nunca-denso ef; es decir, el conjuntd. \ ¢, que consiste de todas las sucesiones de nimeros
reales acotadas y divergentess norma-denso efy,. De hecho, coma es cerrado ed., el
conjunto’s \ C es abierto y, en consecuencia,Gg Esto prueba qué, \ c es residual efi.

Uno puede demostrar, sin apelar al resultado anterior/gi& es denso e, por medio del
siguiente argumento:
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SeaU (x,€) una bola abierta arbitraria contenida &n dondex = (X,);_; € fe, Y VEAamos que
U(x,€) N (4s \ C) # @. Observe que St ¢ ¢, entonces no hay nada que demostrar. Suponga en-
tonces quex € ¢y que lim,_.X, = a para alguna € R. Escojamos ahora uN € N tal que

|Xn —a| < €/4 para todan > N. Definamosy = (yn);y_; € f» del modo siguiente:

{a+s/4 sines impar
Vi = X1,.-.,YN = XN, y para n>N pongamos Yy,= .
a—¢/4 sinespar

Entonced. (X,Y) = SURen [Xn — Yn| < €, de donde se sigue qye= U (x,€). Por otro lado, como

limsupy, = a+¢/4 y Iigninfyn = a—¢g/4,

n—oo

vemos que ¢ c. Esto prueba la densidad dg\ c en /..

Similar al Corolario 2.2.3 tenemos qusi: (X, ||-||) es un espacio de Banach y &), €s
una sucesion de subespacios lineales (no necesariamaméelag) de X tal que %= Un_1 Xn,
entonces existe al menos up AN tal que X,, = X. En efecto, siX,, # X para todon € N,
entonces como cad¥, es un subespacio lineal cerrado y propioXiepor el resultado ante-
rior tenemos que&X, es nunca-denso Yy, en consecuencia, por el Teorema de GatdgdBaire,

X # Up_1 Xn. Esto, por supuesto, contradice nuestra hipétesis puem Xo=|J;_; X, Y ya que
Un-1X%n € Upn-1 Xn C X, entoncesX = |J;r_; X, De lo anterior se concluye, en particular, que:
ningun espacio de Banach puede se escrito como una unionrabieestrictamente creciente
de subespacios lineales cerrados propios

Sea(Ty);_, una sucesion de operadores lineales continuos de un esgacianach X en un
espacio normado Y tal que # 0 para todo ne N. Entonces, el conjunto

Xo = {x€X :Tno(x) #0 para toda > 1}

es residual en XEn efecto, comd, es continuo yI, # 0 para todm € N, resulta que el conjunto
Ker(T,) = {x € X: Tox= 0} es un subespacio lineal cerrado y propiokd®or(B — 2), el conjunto
Ker(T,) es nunca-denso y, por lo tanto, coXies un espacio de Banacky = X \ Up_1 Ker(T,)
es, por el Teorema 1.6.3, residualX@n

Sean(X,||-||) un espacio de Banackg X y Y un subespacio lineal cerrado ¥eDenotemos por
E(x,Y) el error de mejor aproximacion decon elementos d¥, esto es,

E(Y) = inf{[x—y|: yeY},

es decirE(x,Y) = dist(x,Y). Otro resultado, producto de la combinacion del Lema dezRjied
Teorema de Categoria de Baire es el siguiente (véase, [Ai02prem 1):

Teorema 2.2.5 (Shapiro).Sea(X,|-||) un espacio de Banach y suponga qu&),_; es una

sucesion estrictamente creciente de subespacios lineatesdos y propios de X, es decir,
OSXEXS--SX

Si(en)p_4 €S una sucesion no-creciente de nimeros reales positivosighendo a cero, entonces

existe un conjunto residual G de X tal que, para cada &, existe un pe N para el cual se
cumple que Ex, X, ) > mep, para todo me N.
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Prueba.En primer lugar observe que, pfb), X # |U,_1 X Seleccionando cualquier vector
x € X\ Un=1X%n, tendremos qué&(x,X,) > 0 para todon € N y, ademas, por ser la sucesion
estrictamente creciente se tienen las desigualdades

E(val) > E(X7X2) >--->0

Para cadan > N, considere el conjunto

00

Y = ﬂ {xeX: E(x,X)) < men},
n=1

el cual puede ser vacio para alganEn cualquier caso, ya -, Y) es una aplicacion continua,
resulta que cada conjuni, es cerrado eX. Mas aun, es facil establecer gdges convexo Y,
ademds, comB (x, X,) = E(—Xx, X) para cualquiek € X y cualquiem € N, entonce¥, también
es simétrico. Sea

Y=Y
m=1

Veamos que cadé, es nunca-denso eX. En efecto, suponga por un momento que, para algin
mo € N, Yn, tiene interior no vacio y escojamos una bola cerifa@a,r) contenida erYy, para
alganr > 0. Sin perder generalidad, podemos suponer que & 1. Seay cualquier vector en

X con|y| < 1. Entoncesg+ry € Ym, Y por simetria, los elementog—ry y —Xo+ry estan en
Ym,- Usando ahora el hecho de dtig es convexo, resulta que para cualqyierX con|ly| =1,

el elemento

2ot ) +(0-1y)] = 1y

también pertenece¥,, es decir, la esfera cerra@0,r) con centro en 0 y radipesta contenida
enYm,. Teniendo en cuenta quwg \, 0, podemos seleccionar un entero positigdo suficien-
temente grande de modo tal gig < r/mp. Six € §0,r), entoncex € Yy, y, €N consecuencia,
E(X,Xn,) < Moen, < lo que constituye una clara violacion al Lema de Riesz. Pbeetema de
Categoria de Baire, el conjunto

G =X\Y =[] (X\Yn)
m=1
= {x€ X : 3In, € N para el cuaE(x,X,,) > me,, para todane N}

es residual eiX. [ |

Suponga ahora que, ||-||) es un espacio de Banach de dimensién infinita y que nuestesgatio
lineal F siga siendo propio pero, en lugar de aceptar que sea cepadiojos que sea denso ¥n

¢ ESF de segunda categoria? La pregunta, formulada por V. KleéWilansky, obtuvo una respuesta
negativa si se acepta el Axioma de Martin. En efecto, en [18}ids de Reyna construye, en cada
espacio de Banach separable de dimension infinita, un satiedmeal denso de primera categoria
utilizando el Axioma de Martin para deducir quekses un nimero cardinal menor que°?y si

A ={A«C R:k <k} es una familia de subconjuntos Becada uno de los cuales posee medida de
Lebesgue cero, entoncek. A« también posee medida de Lebesgue cero (véase, [407])riBoste
mente, M. Valdivia [433] generaliza el resultado de Ariadgdgna a espacios vectoriales topoldgicos
de Baire, separables y de dimensién infinita pero siempratiaticio como premisa el Axioma de
Martin.
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(B-3)

(B-4)

(B-5)

Sea(X, ||||) un espacio de Banach de dimension infinita8Sés una base de Hamel (= base alge-
braica) de X, entonces la cardinalidad &&es no numerable

Prueba. Supongamos qu® es infinito numerable, digam® = {e;,e,,...,€e,,...}. Definamos, para
cadan € N, el conjunto
Fn = [{elye27 . 7eﬂ}]

donde[{e},e,...,en}] denota el subespacio lineal generddge,, ..., e,}. Cadar, es un subespacio
lineal de dimensién finita y, en consecuencia, propio y derenX. Puesto quéB es una base de
Hamel resulta quX = J;,_1 Fn Y, por consiguiente, podemos hacer uso del Teorema de Ctelgo
Baire para que nos provea de la existencia de& anN tal que intF,) # &, lo que evidentemente
contradice el resultado anterior. Por e¥t@s no numerable. |

Sea(K, 1) un espacio de Hausdorff compacto. K es numerable si, y s@bes disperso y metrizable

Recordemos que un espacio de Hausdorff compdcto) se dicedispersosi cada subconjunto ce-
rradoL deK posee al menos un punto aislado.

Prueba. Supongamos que€ es numerable y para cada par de elemextps K conx #y, definamos
el conjunto
Hyy = {f € C(K): f(x) = £(y)},

donde, como siempr&;(K) es el espacio de Banach de Banach de todas las funcionesuzmnti
acotadas a valores reales definidas sthré&s facil ver que cadélyy es un subespacio cerrado y
propio deC(K). Por B — 2), cadaHy tiene interior vacio; es decir, cada conjuiktgy es cerrado y
nunca-denso. Observe que coi@s numerable, la unidgy .k Hxy €s una union numerable y, asi,
por el Teorema de Categoria de Baire,

U Hxy & C(K).

X,yeK

Por consiguiente, existe una funcidne C(K) que no pertenece a ningih; es decir,f es una
funcion inyectiva sobr&. De aqui se sigue que: K — f(K) es un homeomorfismo y comidK)

es un subconjunto métrico compacto [®g entonceK es metrizable. Para finalizar la prueba de
esta implicacion, notemos que cualquier subconjunto detrale K es numerable y, de nuevo, por el
Teorema de Categoria de Baiteposee al menos un punto aislado; es décies disperso.

Supongamos ahora qiees un espacio métrico compacto disperso. Por el Lema 2j2atjina 281,
existe unp < w; tal queK® = . Puesto quék(® « K(®+1) es a lo mas numerable ya que cada
x € K@ \ K@+ es un punto aislado d€¢(® y como

K=J (K<a> - K(a+1>) UK® = | (K<a> N K(a+1))’

a<P a<P
resulta quek es numerable. Esto termina la pruebaBe- 4). [

Teorema de OsgoodSea(X, ||-||) un espacio de Banach y sé&y)qcr una familia de funciones
continuas a valores reales definidas sobrguhitualmente acotadalo cual significa que para cada
X € X, existe una constante no negativa fél que

sup|fq(X)| < My.

ael
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Entonces existen un conjunto abierto no vacio V en X y unaaatesM > 0 tal que

sup [fa(X)| <M,

ael,xeV

Prueba. Para cada entero positiv) definamos

Fo= () {xeX: [fa()] <n}.

ael

Puesto que cada funcidig es continua, el conjuntéx € X : |fy(X)| < n} es cerrado y, por consi-
guiente, cadd;, es cerrado eiX. Mas aunX = |J,_; Fn. Un llamado al Teorema de Categoria de
Baire nos garantiza la existencia mtgtal que inf{F,,) # @. DefiniendoV = int(Fy,), resulta que

sup |fa(X)| < M.

ael,xeV

El resultado anterior fue probado por Osgood en 1897 ([33ual nos permite demostrar, de una
forma casi inmediata, el Teorema de Acotacién Uniforme.

(B-6) Teorema de Acotacion Uniforme 1.Sean(X, ||-||) un espacio de Banach(Y,||-||) un espacio nor-

mado. STy )qep €S una familia de operadores lineales continuos de X en Yuplménte acotada,
es decir, para cada x X existe una constante positivg ¥l que

sup||Ta (¥)]| < Mx.
aebD

entonces ella esniformemente acotadavale decir, existe una constante positiva M tal que

sup||Ta|| < M.

aeD

Prueba. Para cadan € D, la funcion fy : X — R definida porfy(X) = || T (X)|| para todox € X es
continua y, se sigue de nuestra hipétesis, que la farfiligacp €s puntualmente acotada. Por el
Teorema de Osgood, existen una constante poditivaun conjunto abierto no vack enX tal que

sup [|Ta(¥)[| <M”.

aeD, xeV
En particular, existe alglx €V y algin o > 0 tal que U (x9,0) CV, y

sup - [[Ta(¥)]| <M”.
aeD, xeU(xg,9)

Ahora, siy € X con||y|| < 8, entoncesg +y € U (X, 0) y asi, para toda € D,

[TaWI < [[Tao+ Y[+ [[Ta(X0) |
<2M’
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Finalmente, sz € X conz# 0 y si definimosy = (8/2||Z]|)z, tendremos quély|| < &y, por la
observacion anteriof| T (y)|| < 2M’. Por esto, para todo € D,

maall = | (25hy) |
2z
—THTa(Y)H
<My,
- 0

Por consiguiente, tomandd = 4M’/3, tendremos quéi Ty(2) || < M| z|| para todoa € I' y todo
z< X, es decir,
sup||Tq|| < M.
aeb
|

Observemos que el Teorema de Acotacion Uniforme tambiénesgepexpresar del modo siguiente:

(B-7) Teorema de Acotacion Uniforme 2.Sean(X, |-||) un espacio de Banach(Y, ||-||) un espacio nor-
mado. Si(Ty)acp €S una familia de operadores lineales continuos de X en Yonees una, y solo
una, de las siguientes dos condiciones se cumple:

(a) o existe una constante positiva M tal que

sup||Tal| < M,
aeD

(b) o existe un subconjuntog&lenso G de X tal que

sup||Ta(X)|| = », paratodox € G.
aeDb

Prueba. Considere la funciorf : X — R definida por

9 =suplITa | - (x€X)
y sea
Gh={xeX: f(x)>n} (n=1,2,3,...).

Como cada funciom — || To(X) || s continua sobr¥, resulta quef es inferiormente semicontinua
Yy, por consiguiente, cada, es abierto. Dos opciones son viables: la primera es que tos8&, son
densos, en cuyo caso aplicamos el Teorema de Categoria rdepBea obtener que la interseccién
G:=Nho1Gn={xe€ X: f(x) = »} es densa eK lo que constituye la prueba de la pafte. La otra
posibilidad es que exista alging € N tal queGp, no sea denso eX. En este caso existe una bola
abierta, digamob (X, ) enX, que no intersecta@y,. Esto implica, en particular, que

[Ta(X) || < no siempre queacD y x€U(x,d).
De esto ultimo se deduce que, para tadoU (Xg,d) y todoa € D

I Ta(x=%0) [| < || Tax| + [ TaXo [ < 2no.
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Como en la prueba del Teorema de Acotacion Uniforme 1 se wpacle esto que

4ng
sup||Tol| < =
aeD

lo que finaliza la prueba de). [

La segunda parte del resultado anterior algunos autoréernereen llamarlo éPrincipio of Conden-
sacion of Singularidades mientras que el Teorema de Acotacién Uniforme 2 tambiée seroce
con el nombre ddeorema de Banach-Steinhaus®tra demostracion del Teorema de Acotacion
Uniforme 1 sin apelar al Teorema de Categoria de Baire fua gad S. Banach en su libro [29]
usando el método de la joroba deslizante (Gliding hump). fdéientemente, J. Hennefeld [210] uti-
lizando sélo la nocién de series en un espacio de Banach ghblike que en tales espacios toda serie
absolutamente convergente es convergente (en la normapealie) nos proporciona otra manera de
probar el Teorema de Acotacion Uniforme.

Otra consecuencia del Teorema de Acotacién Uniforme egwksite:

(B-8) Teorema de Banach-SteinhaussSean(X,||-||) un espacio de Banacki,||-||) un espacio normado

Y (Ta)p_; Una sucesion de operadores lineales continuos de X en 'Y edimyl. Tn(X) existe para
cada xe X. Si definimos TX — Y por la formula

T(x) = lim Ty(x)

n—oo

para todo xe X, entonces:
a) T eslineal y continupy
b) | T gl’lrminf||Tn||.

Prueba.a) La linealidad deT es consecuencia inmediata de la de cdaPor otro lado, puesto
que toda sucesion convergente es acotada, y ya quedlify(x) existe para cada € X, se sigue
que para cada € X existe una constante positil tal que sup||Ta(x)|| < My, en otras palabras,
para cada € X, ||Ta(X)|| < M|/ x|| para todon € N. Por el Teorema de Acotacion Uniforme, existe
una constantévl > 0, tal que sup||Ta|| < M. De esto y la continuidad de cada, se sigue que
[|Ta(X)|| < M||x|| para todax € X. Finalmente, de la desigualdad

ITOI < ITH) =TaCA I+ [T | < [[T(X) = Ta) | +M [ x]]
y el hecho de qu& (x) = limy_.« Th(X), concluimos que
ITX) | <M|x|| paratodoxe X,
es decir,T es continua.
b) Sea(ng),_, una subsucesion détal quekﬁryu Toll = Iirr]rligf || Ta||. Entonces
ITX[ < (T =TGN + [ Takl[[[x]],  paratodoce Xy keN.

De esto se sigue, teniendo en cuentajee = I!iLrJOTnk(x), que

ITX] < (Jim | To 11|, ~para todace X,



Sec. 2.20tras aplicaciones en espacios de Banach 219

por lo que
[T < I![QOHTnkH = I'm‘ngTn”-

Esto finaliza la prueba. |

(B-9) Teorema de la Aplicacion Abierta. Sean(X, ||||) y (Y, ||-||) espacios de Banach y TX — Y un
operador lineal acotado sobreyectivo. Entonces T es uni@gapbn abierta; es decir, T transforma
conjuntos abiertos en X en conjuntos abiertos en'Y .

Antes de abordar la prueba del Teorema de la Aplicacién #hiercordemos el siguiente hecho:

Lema (v). Si (X,]|-]|) es un espacio de Banach, entonces cada serie absolutanenergente es
convergente

Prueba del Lema (/). Sea} -1 X, una serie absolutamente convergenteXersi my,m, € N con
mp > my, entonces

mp
< S [l

n=m

M3

m
X2 — > X
n=1 n=1

el cual se puede hacer arbitrariamente pequefio siempnengse escoja lo suficientemente grande.
[

Prueba del Teorema de la Aplicacion Abierta La prueba la haremos en dos actos. El primer acto
requiere que demostremos, en primer lugar, el siguiente:

Lema (v'v'). Sean(X, ||-]|) y (Y,]|-||) espacios de Banach y TX — Y un operador lineal acotado.
Supongamos que para alg@in> 0y algin R> 0 se cumple que

Uy (0,p) C T(Ux(O,R)).

Entonces

Prueba del Lema ¢ v'). Nuestro primer objetivo seré construir, para cadag< 1/2 y cada vector
y € Uy(0,p), una sucesiofix,)_, enX tal que

> [Pl <o, Xi= Y X y y=Tx= Tx.
n=1 n=1

Fijemos entonces & € < 1/2 y tomemos cualquiey € Uy (0,p). Por hipotesisy € T(Ux(0,R)) ,
asi, existey; € T(Ux(0,R)) tal que|y—y1| < ep. Peroy; € T(Ux(0,R)) significa que existe un
x1 € Ux(O,R) tal quey; = Txg; es decir||y—Tx || < €p, lo cual es equivalente a decir que Tx; €
Uy (0,ep). Observemos, por otro lado, que la condidi$f(0, p) C T (Ux(0,R)) implica que

UY(07€p) = EUY(Oap) - ST(UX(OaR)) = T(UX(O7€R))

Yy, en consecuencia,
y—Tx € T(Ux(0,eR)).
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Procediendo como en el paso anterior, existe un pgntoUx (0,ep) tal que

[(y—Tx)—Tx)| <ep;

es decir,
y—Tx—Tx €Uy (0,ep) C T(Ux(0,eR)).

Si suponemos que este proceso se lleva a cabo indefinidarhebtemos obtenido una sucesion
(Xn)>_, enX tal que paratoda € N, x, € Ux(0,e"'R) y

Yy—Txg—Txo—--—Tx € Uy(0,e"p) C T(Ux(0,e"R)).
De esto, y el hecho de quies, || < "R, obtenemos
Ylxall<eo y o y=3 Tx.
n=1 n=1
Por otro lado, com& es completo, el Lem@/) nos dice que la serig;_ X, converge a algur € X

y entonces, la continuidad denos garantiza qug= Tx= S ,_1 T X,. Vamos de inmediato a verificar
quex € Ux(0,R/(1— 2¢)). En efecto, las desigualdades

muestran que € Ux (0,R/(1— 2¢)) y, por lo tantoy = Txe T (Ux (0,R/(1—2¢))).
Hasta ahora hemos demostrado que

Ix|| = fim < lim Y x ] < R < N
T e - n—»wi; Xls 1—¢ 1-2¢’

Uy(0,p) C T(Ux(O,R/(1—2¢))), paratodo 0< € < 1/2.

Para finalizar el primer acto de la prueba elijamos, de nuav@lemento cualquienaen Uy (0, p).
Entonced|y|| < p. Escojamos ahora wh> 0 de modo qudy| < d < p. Entonces

d
ye UY(O7d) = B UY(O7 p)

c gT(Ux(Q R/(1-26))
=T (Ux(0,dR/p(1— 2¢)))

Puesto quel/p < 1, podemos redefing > 0 eligiéndolo suficientemente pequefio de modo que siga
siendo menor que/R pero que, ademas, cumpla la desigualdBdp(1— 2¢) < R. De aqui se sigue
quey € T(Ux(0,R)) y, en consecuencidly(0,p) C T(Ux(0,R)). Esto termina la prueba del primer
acto. |

El segundo acto es demostrar que

para cada r> 0, existe urp > Otal que U/(0,p) € T(Ux(Q,r)). (%)?

En efecto, fijemos > 0 y observemos que comoes sobreyectiva, entonces

[o0]

Y = U T (Ux(0,n)).

n=1
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Se sigue del Teorema de Categoria de Baire qué (ix (0,ng))) # @ para algimg € N. Por la
simetria y convexidad d& (Ux(0,ng)) se obtiene que @ int(T (Ux(0,ng))) y, en consecuencia,
también Oc int(T (Ux(0,r))). Por esto,

Uy(0,p) C T(Ux(O,r)), para alglrp > 0.
Un llamado al Lem&v'v") nos dice
UY(07 p) - T (UX(Oa r)) )

terminado asi la prueba de).

Con estos ingredientes a la mano es facil verfes una aplicacion abierta. En efecto, sea entonces
G un conjunto abierto no vacio efiy suponga qug € T(G). Veamos qud (G) contiene una bola
abierta con centro epm Seax € G tal quey = Tx Puesto qué es abierto, existe un> 0 tal que
U(x,r) C Gy, por consiguienteT (Ux (x,r)) C T(G). Usemos ahoréx)? para obtener up > 0 tal
queUy(0,p) C T(Ux(O,r)) y finalmente observe que

Uy(¥,p) = y+Uy(0,p) C Tx+T(Ux(0Or)) = T(Ux(xr)) C T(G)
lo que demuestra quUE(G) es abierto y termina la prueba. |

Los siguientes resultados son consecuencias inmediaf@deima de la Aplicacion Abierta:

Corolario 2.2.4. Sea(X,|-||) un espacio de Banach. Entonces cualquier funcional lineahulo
X* € X*, es una aplicacion abierta.

Prueba. Seax* € X*\ {0} y sea\ € K. Comox* # 0, podemos elegir ury € X de modo tal que
X*(Xo) = 1. Entoncesc*(Axg) = A lo cual prueba que* es sobreyectivo y el Teorema de la Aplicacion
Abierta termina la prueba. |

Corolario 2.2.5. Sean(X,||-||) y (Y,]|-||) espacios de Banach y:TX — Y un operador lineal acotado
tal que T(X) es de segunda categoria en'Y . Entonce$)=Y .

Prueba. Puesto que
T(X)=J T(Ux(0,n))
n=1
y ya queT(X) es de segunda categoria ¥nel Teorema de Categoria de Baire nos garantiza la

existencia de ump € N tal queT (Ux(0,ng)) tiene interior no vacio. Esto quiere decir que existe un
Yo € Y y asi como umg > 0 tal que

Uy (yo, I’o) CT (Ux (0, no)) .

Se sigue de la simetria iy (yo,ro) y la convexidad d& (Ux(0,ng)) que

Uy(0,r0) = %UY(YOJO) + %UY(_YOJO) C %T(UX(Q o)) + %T(UX(Oa no)) = T(Ux(0,no)).

Un llamado al Lem&v'v") nos revela que
UY (07 rO) g T (UX (07 nO)) )
de donde se deduce quiéX) =Y. [
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Corolario 2.2.6. (¢4, ]-||;) es de primera categoria €y, ||-||,). En particular,

G:{ Ine1 €42 : Z\xn]_oo}
es un G-denso er{la, ||-[|,).

Prueba. Puesto que, como conjuntag, C #», entonces la aplicacion inclusign: /1 — ¢, definida
por j(x) = x para todax € ¢, es un operador lineal continuo ya que

Iillz=sup [[x[l < sup [x][; <1.
Ixl;<1 Il <1

Si /1 fuese de segunda categoria/genentonces el corolario anterior nos diria qué,) = ¢», lo cual
es imposible ya que, por ejemplo, la sucesfdyn);_, € >\ ¢1. Esto prueba qué/s,||-||,) es de
primera categoria efY2,||-||,) y se sigue del Teorema de Categoria de Baire/fgii¢; = G es un
Gs-denso er{la, [|-||,). |

Un argumento enteramente similar puede ser llevado a caiodeanostrar qué, es de primera
categoria ey para cualesquierad p < q < .

Muchas funciones continuas, como sabemos, se puedenasfaregor medio de una serie de poten-
cia. Por ejemplo, sh= (an)_q € ¢1, entonces la funcior : [0,1] — R definida por

f(x) = ioanx” € C[0,1].

es, por elM-test de Weierstrass, una funcion continua. Surge, comgalapreguntarse: ¢ qué tan
grande, en el sentido de la categoria de Baire, es el conjunto

{ ianx” €C[0,1] : i|an| < oo}?

Como otra aplicacién del Corolario 2.2.5, tenemos lo sigfeie

Corolario 2.2.7. El conjunto

_ {ianx”eC[O,l] : i|an| - oo}

es un G-denso en(C[0, 1], ||-||.,)-

Prueba. Es suficiente demostrar que el conjunto

F =C[0,1]\G = {ianx”eC[O,l] ; i[an] < oo}

es de primera categoria €€[0,1],||-||,,)- Para ver esto ultimo, considere el operador linkal
(61, HHl) - (C[07 1]7 H”oo) dado por

T@X) = Y anX, para todax € [0, 1],
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dondea = (an)y_o € ¢1. T esta bien definido y es facil ver que él es lineal y continuosedie
queT (¢1) = F. Vamos a demostrar de inmediato dqlieo puede ser sobreyectivo. Suponga, por el
contrario, quel (¢1) = C[0, 1]. Entonces, para la funcidhe CJ|0, 1] dada porf (x) = 1/1+X, podemos
encontrar ura= (an)y_o € ¢1 tal queT (a) = f, es decir,

oo} anxn B 1
n;) 14X

la que también se puede escribir en la forma
Sax+ Y ax™l = ap + > (an+ans)x™t = 1
n=0 n=0 n=0

De esto se sigue qug = 1,81 = —1,a, =1,..., de donde resulta que= (1,—1,1,—1,...) ¢ ¢;. Esta
contradiccion establece glieno puede ser sobreyectiva y, entonces, por el Corolarib,E2- T (¢1)
es de primera categoria. |

Ya hemos visto que entre espacios topoldgicos una biyectdtinua no necesariamente es un ho-
meomorfismo. Sin embargo, si nuestros espacios topologmosspacios de Banach y las aplica-
ciones continuas son operadores lineales continuos, tenanos de los resultados mas importantes
en la Teoria de los Operadores Lineales Acotados que s@elutieno consecuencia del Teorema de
la Aplicacion Abierta.

Corolario 2.2.8 (Teorema de la Aplicacion Inversa).Sean(X, ||-||) v (Y,]|-||) espacios de Banachy
T : X — Y un operador lineal acotado biyectivo. Entonces' Es un operador lineal acotado.

Prueba. Es claro quél ~1:Y — X existe y es lineal. Para probar que él es acotado, tomemlogizra
conjunto abiertdG en X. Por el Teorema de la Aplicacion Abierté(G) es abierto erY y ya que

(Tfl)_l(G) =T(G), resulta qud ~* es continua. n
Entre las aplicaciones inmediatas del Teorema de la Apdindoversa esta el siguiente:

(B-10) Teorema del Grafico Cerrado.Sean(X,||-||x) ¥y (Y,]-|ly) espacios de Banachy sea X — Y una
transformacion lineal con gréfico cerrado, estq es

GraT) = {(x,Tx) : xe X}

es un subconjunto cerrado dexXY . Entonces T es continua

Observe que Gfd) es un subespacio lineal del espacio norm@do< Y, ||-||), donde|| (x,y) || =
IIx][x + |lY]ly para todo(x,y) € X x Y. La parte crucial en la demostracion del Teorema del Grafico
Cerrado consiste en usar el siguiente hecho:

Lema 2.2.2. Sean(X, ||-|lx) ¥ (Y,]-]ly) espacios normados y sea:T’X — Y una transformacion
lineal. Son equivalentes:

(1) Gra(T) es cerrado en X Y.
(2) Si(Xn)m_q €S una sucesion en X tal que los limites

[im X, = X y IMmTx,=y (a)

n—oo n—oo

existen, entoncesy T X.
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Prueba. (2) = (1). Suponga quéx,y) € GraT). Entonces existe una sucesiéq);y_; enX tal que
Iim (%0, Tx,) = (xY).

Se sigue de la definicién de la topologia producto xjie> x y Tx, — y. Usando ahorda) vemos
quey = Tx y, en consecuencidx,y) € Gra(T). Hemos probado que GfR) es cerrado.

(1) = (2). Suponga que G(&) es cerrado eX x Y y sea(x,),_, enX satisfaciendda). Entonces

(%, Tx) = (XY [ = X =X[x + [ TX%=ylly — O.

Como GrdT) es cerrado eiX x Y, resulta quex,y) € GraT) y, por consiguientey = Tx. Esto
termina la prueba. |

Prueba del Teorema del Grafico Cerrado Observe que com¢X, |-||x) ¥ (Y,]/-ly) son espacios
de Banach también lo €X x Y, ||-||) y, en consecuencidGra(T), ||-||) por ser cerrado eX x Y es
igualmente de Banach. Consideremos la aplicaBiérGra(T) — X definida porP(x, Tx) = x para
todo (x, Tx) € Gra(T). Claramentd es una aplicacion lineal biyectiva la cual es continua pues

IPOTY Ix = lIxllx < [IXlx+1Tx[ly = [T, paratodox, Tx) € GraT).

Por el Teorema de la Aplicacion Inversa, Corolario 2.28% es una aplicacion continua, donde
P~1:X — GraT) viene dada poP~1(x) = (x,Tx) para todox € X. Esto significa que existe una
constanteM > 0 tal que||P~1(x) || < M ||x||x para todax € X'y, por lo tanto,

ITxly < IxlIx +ITxly = [T = [[P7*x)|| < M]x|lx, paratodoxe X.

Por esto,T es continua y finaliza la prueba. |

Un resultado interesante producto de los Teoremas del @@éoado, de Arzela-Ascoli y del Lema
de Riesz, debido originalmente a Fonf, V. Gurariy, y a V. Kadé1] establece lo siguiente:

Teorema 2.2.6 (Fonf-Gurariy-Kade€). En el espacio de Banadlt[0,1],]-||.), Si X es un subespa-
cio norma-cerrado de {0, 1] compuesto Unicamente de funciones de cldse@onceslim(X) < o.

Prueba. Defina el operadob : X — C[0,1] porD(f) = f’ para todaf € X. Claramentd es lineal y

se sigue del Teoren@!, pagina 132, qu® posee gréfico cerrado. Cons, ||-||,,) €s un espacio de
Banach, el Teorema del Grafico Cerrado nos diceTges continuo, por lo que existe una constante
M > 0 tal que||D(f) ||, < M| f|, paratodaf € X,y por lo tanto,

e
1 <™

paratodaf € By ={ge X: || g, <1}. Sea >0ytomemod <e/(1+M). Six,y € [0,1] satisfacen
0 < |[x—y| < 8, entonces se sigue del Teorema del Valor Medio y la desigdadterior que para cada
f € By, existe urt entrex y y tal que

€
1+M

[f)—fy)| = [T/ Olx=yl < [ ]|, <&

Esto prueba quBy es equicontinuo, y comBy es norma-acotado, el Teorema de Arzela-Ascoli,
Teorema 1.4.15, pagina 26, nos garantiza Buees relativamente compacto €8[0,1], |-||,, ). En
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particular, por seByx norma-cerrado, tenemos gBg es norma-compacto. Un llamado al Teorema de
Riesz, pagina 211, nos dice que dK) < « y finaliza la prueba. |

Es importante destacar que[8il] es reemplazado pd®,1) en el Teorema de Fonf-Gurariy-Kade
entonces, como fue demostrado por Wojtaszczyk (véase], [Bd@orem 1), el espacid es isomorfo
a un subespacio normado cerradacgle

Recordemos que un operador lineal acotddoX — Y, dondeX y Y son espacios de normados, se
llama compactosi T(Bx) es compacto. Similarmente, diremos dquess un operadodébilmente
compactosi T (Bx) “es compacto en la topologia débil ¥e Observe que, por la continuidad de
T, T(Bx) = T(Ux) C T(Ux), de modo queT es compacto si, y sélo sT,(Ux) es compacto. Lo
mismo vale para operadores débilmente compactos. Otreaasiscia inmediata del Teorema de la
Aplicacion Abierta en combinacion con el Teorema de Riesd sgjuiente:

Corolario 2.2.9. Sean(X, ||-|) vy (Y,||-|l) son espacios de Banach, ambos de dimension infinita, y
suponga que TX — Y es un operador lineal acotado sobreyectivo. Entonces Tanas compacto.

Prueba. Suponga qué es compacto. Por el Teorema de la Aplicacion Abiertd)x ) es un abierto
incluido enT(By) Yy, entonces, por la compacidad @éBy) resulta queT (Ux) también es norma
compacto, un hecho que es imposible por el Teorema de Riesz. |

Sin embargo, si se omite el requerimiento de completitud earelario anterior, la conclusién puede

no ser verdadera: existen espacios hormados no comp{etosr, ambos de dimension infinita, y

un operador lineal acotadb: X — Y que es compacto y sobreyectivo (véase, [409]). A pesar de ese
ejemplo, si ocurre qu¥ =Y, entonces ninglun operador compattoX — X puede ser sobreyectivo.
Para demostrar esto Ultimo debemos recordar que:

Hecho | ([299], Lemma 1.7.10, p. 54%i N es un subespacio lineal cerrado de un espacio normado
(X, ]I-ID, entonces la aplicacion cociente:QX — X /N definida por @x) = x+ N para todo x€ X,
es lineal, continua, abierta y sobreyectiva. Mas aun,

Q(Ux) = Ux/n. (1)

Recordemos que 3i: X — Y es un operador lineal continuo, entonces el kernél deefinido por
Ker(T) = {x € X : Tx= 0}, es un subespacio lineal cerradoXledtro hecho importante de debemos
destacar referente al cocier¢Ker(T) es el siguiente:

Hecho Il ([299], Theorem 1.7.13, p. 55%i T : X — X es un operador lineal continuo, entonces la
aplicacion lineal asociadd : X/Ker(T) — X definida pofT (x+ Ker(T)) = Tx para todo x X, es
continua e inyectiva. Ademas, se cumple qu¥/Ker(T)) = T(X).

En particular, siT es compacto, entonca@stambién lo es. En efecto, usandp y tomando la norma-
clausura del conjunto

f(UX/Ker(T)) = f(Q(Ux)) = T(Ux)

vemos que‘f es compacto. Observe queXsies un espacio normado de dimensidn infinita, entonces
X /Ker(T) también es de dimension infinita ¢§jKer(T) fuese de dimensién finita, entonces Ker
seria de codimension finita y, por consiguiente, la dimend&X seria finita).

Teorema 2.2.7 (Spurny).Sea(X, ||-||) un espacio normado de dimension infinita y seaXT— X un
operador compacto. Entonces T no puede ser sobreyectivo.
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Prueba. Observe que, por el Corolario 2.2.9, la conclusion es inatadiiX es completo. Suponga
entonces qu& no es completo pero que existe un operadoKX — X que es compacto y sobreyectivo.
Puesto qud (Bx) = T(Ux), entonceK = T (Ux) es compacto y, adema$,= | J,_; nK. Gracias a la
sobreyectividad d&, tenemos que

KCX=TX)= OT(nK) y K = OKmT(nK).
n=1 n=1

ComoK es compacto y los conjuntds N T(nK) son cerrados por ser compactos, el Teorema de
Categoria de Baire para espacios compactos nos revela gonenak uno se esos conjuntos tiene
interior no vacio, es decir, existe are N y un conjunto abierto no vacld C X tal que

@ # KNU C KNT(nK). (2)

Puesto qu& es la norma-clausura digUx ), podemos encontrar une T (Ux) y unr > 0 tal que
y+rUyx C U. Escojamosx € Uy cony = Txy usemos la continuidad de para elegir urs > 0 de
modo que

X+ sUx C Uy y T(sUx) C rUx. (3)

De (2) y (3) se sigue que
T(x+sUx) € T(Ux)N (y+rUx) € T(nK). (4)
Finalmente, la inclusién anterior implica que
f(Q(X)‘i'SUX/Ker(T)) = f(Q(X—i'SUx))
T

(x+sWx)
T(nK) = T(Q(nK)).

N

Puesto qud es inyectivo, esta Gltima inclusion implica que

Q(X)+SUX/Ker(T) - Q(nK) (5)
lo cual constituye, por el Teorema de Riesz, una contrailicgbues hemos encontrado una bola
abierta incluida en el compac€@(nK). Por estol no puede ser sobreyectivo. |

El argumento de Spurny en la prueba del resultado anteripusde llevar a cabo para el caso de
operadores débilmente compactos sobreyectivos casi dificagiones.

Teorema 2.2.8 (Mena Rodriguez).Sean(X,||-||) un espacio normado y TX — X un operador
débilmente compacto sobreyectivo. Entoncgket(T) es un espacio de Banach reflexivo.

Prueba. La demostracion es casi idéntica a la anterior, el Unico @edlo siguiente: el conjunto

K =T(Ux) ® ahora es débilmente compacto y se repite el argumento @nkersta llegar 45), es
decir, Q(X) +sUyx kerty € Q(NK). Teniendo en cuenta q@&nK) es débilmente compacto, entonces
de la inclusion anterior se deduce (Big/ker() €S débilmente compacto y por el Corolario 2.2.1, se
concluye queX /Ker(T) es reflexivo. [

Es un hecho ya establecido, conocido como el Lema de Rieinalmesgue, que:
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~

Lema de Riemann-LebesgueSi f € L1(T), entoncedim, . fin) =0, donde(f(n))n_., €s la
sucesion de los coeficientes de Fourier de f; es decir,

f(n) = %{/nf(t)e"mdt, paratodo ne Z.

Prueba. La demostracion de este hecho resulta sencilla si se tieogesia que:

(a) Los polinomios trigonométricos son norma-denso& ), y
(b) si pes un polinomio trigopnométrico y Bl es el grado d@, entonces para todoc Z con|n| > N,

P = o [ pe ™di=0
2n) n '

En efecto,sea> 0y escojamo$ un polinomio trigonomeétrico tal quief — p||; < €. SiN es el grado
de p, entonces para todoe Z con|n| > N, se cumple que

lo cual quiere decir que li_.., f(n)=0. [

El resultado de Riemann-Lebesgue nos dice que=si;(T), entonces la sucesion de los coeficientes
de Fourier def, (f(n))*__ ., es un elemento dey(Z) = {(cn)Z. o : limpy—w Cn = O}, y resulta
entonces natural preguntarse por el reciproco, es decinagjuier sucesiofc,)y-_., €nco(Z) son

los coeficientes de Fourier de alguna funcidr L1(T), o dicho de otro modo, ¢dada la sucesion
(Cn)m-_o €NCo(Z), existe alguna funcié enl;(T) tal que

~

¢y = f(n), paratodoneZ?

Como una aplicaciéon del Teorema de la Aplicacién Abiertaasmndemostrar que la respuesta es, en
general, falsa.

Corolario 2.2.10. Existe una sucesiofcn);y-_., € co(Z) que no son los coeficientes de Fourier de
ninguna funcion fe L1(T).

Prueba. Consideremos el operador linélat L;(T) — cy(Z) definido por

~

T(f)= (f(n))neZ.

El Lema de Riemann-Lebesgue garantiza que, efectivam€nfe,c cy(Z) por lo queT esta bien
definido. Por otro lado, puesto que

)| =| /’;ux)e—wx <y,

entonceg| T(f) ||, < || f||;, lo cual muestra qu& es continuo.

o
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Vamos a verificar qud es inyectivo. Supongamos quéf) = 0 para algund € L1(T). Entonces
f(n) = 0 para todm € Z y, por consiguienteS,(f,t) = Sh__, f(n)e* = 0 para todm € N. Por un
resultado bien conocido debido a Fejér (véase, por ejerfipl], Teorema 1.10) sabemos que

S(f,t)+---+S(f,1)

converge & en la norma dé&1(T). Por esto,f =0y, por lo tanto,T es inyectiva.

¢Qué ocurre si cada sucesi@j),,_; € co(Z) son los coeficientes de Fourier de alguna fundiden
L1(T)?. En este caso estariamos afirmando que la aplicdciés sobreyectiva y, en consecuencia,
podemos invocar el Teorema de la Aplicacion Inversa parangjaar que su inversi— es continuo,

lo cual es equivalente a la existencia de una constantavaasital que

mi fl; <[ T(f) para todaf € L1(T). (%)

[

Sin embargo, como los nucleos de DirichiBt, n € N, pertenecen &1(T) y limp_e || Dn || = o,
entonces sustituyendo |@, en(x) y tomando limite obtendriamos que

0= mr![l]oH Dnll; < rllm“T(Dn) lloo = Mﬂo ||Dnl],, = 1.
Esta fatal incongruencia nos revela quao puede ser sobreyectiva y termina la prueba. |

(B-11) Si(X,||-||) es un espacio de Banach separable de dimension infinitanezgo

(a) El conjuntoPCy:(||-||, ,Bx~) de todos los puntos de-continuidad de la restriccion dé-||, a
Bx- es un G-denso enBx-,w*), y

(b) PCu(

Prueba. (a) Sabemos que $KX,||-||) es un espacio normado ytsi| es la topologia generada por la
metrica-norma, entonces|| : (X, 1)) — R, es una aplicacion continua. Por otro lafid,, es siempre
w* - inferiormente semicontinua y 3 es separable, entoncéBx-,w") es un espacio compacto
metrizable y, en consecuencia, un espacio métrico comitetcel Ejemplo 1, pagina 10|, esw*

- continua sobre un subconjun@y-denso dgBy-,w"), pero no esw" - continua sobréBy-, w") ya
quew* —int(Bx-) es vacio.

(b) Seax§ € Bx- y suponga quéx || < 1. Veamos que la bola*-abiertalJ (xj, €), dondee = 1— || x5 ||,

no contiene ningumw*-entorno dexj. En efecto, en primer lugar observe duéx;,e)NSx- =2y
ahora considere ¥ := V(X5 X1, . .., %n;8), un w*-entorno arbitrario deg. Puesto qu&/ contiene al
subespaciag+ H, dondeH = {x* € X* : x*(x) =0, k=1,...,n} y como(xy+H) N Sx- # &, resulta
queV Z U (x;,€). Esto prueba que RE(]|-||, ,Bx-) C Sx+, y en consecuenci&- es, por la part¢a),
denso enBx-,w.). QueSx- es unGg en (Bx-,w*) sigue del hecho de que lo podemos escribir en la
formaSg- = Mhq {X* €Bx 1 ||x* || > 1—1}. u

I ,Bx+) C S+, y en consecuenciaxStambién es @denso er(Bx-,w").

(B-12) Sea(X, ||-||) un espacio de Banach con dual separable y sea K un subconpirtompacto de X
Entonces la aplicacion identidadt] : (K,w*) — (K, ||-||x~), €s continua en un subconjuntg-@enso
de (K, w").

Prueba. Para cada > 0, definamos el conjunto

Ge = [ J{WnNK:W esw" abierto en X y [|-||, — diamWNK) < g}.
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Claramente cad&; esw" abierto enK. Mas aun, los puntos d&" — ||-||, continuidad de Id son
exactamente los que se encuentrafgn, Gy /. Si logramos probar que cad esw*-denso erK,
entonces invocaremos el Teorema de Categoria de Baire achiic quey_; G1/y €s unw* Gs-
denso erK. Veamos entonces que ca@a es w*-denso erK. Como X* es separable, existe una
sucesionx; )y, tal que
. €

K _nL_Jl<Kﬂ <Xn+§Bx*>>.
Pero ya que cada uno de los conjuras(x;+ §Bx- ) esw*-cerrado, el Teorema de Categoria de Baire
(Teorema 1.8.6) nos asegura que el conjunfo; W, esw*-denso erK, dondeW, es elw*-interior

relativo deK N (x;, + gBX*). Puesto que ciertamente caliatiene norma-diametrg g, resulta que su
union forma parte d&;. Por esto cad&; esw*-denso erK y termina la prueba. |

Sino se exige que el espacio separabtenga dual separable, podemos obtener la misma conclusion
del resultado anterior si sélo pedimos Q(iesatisfaga la propiedad de Kadec-Kieé-

Sea(X,||-|l) un espacio de Banach. Diremos og¥é tiene lapropiedad de Kadec-Kleee* si la
topologia de la norma y la topologéa coinciden sobré&-, es decir, para cada rég;) en X*, las
condiciones

w* %

Xa — Xy X=X va

implican que X LR X,

Teorema Sea(X,||-||) un espacio de Banach separable cuyo duéls4tisface la propiedad de
Kadec-Kleew* y sea K un subconjunta*-compacto de X Entonces la aplicacion identidad,
Id: (K,w*) — (K, ||-||x), es continua en un subconjuntg-@enso dgK, w").

Prueba. SiendoX separable, el conjunt(K,w*) es un espacio compacto metrizable, en parti-
cular, un espacio métrico completo. Ademas, como la norrah|dil. de X* es inferiormente
semicontinua sobrgK, w*), entonces se sigue del Teorema Genérico de Baire-Kurat¢vésise,
Ejemplo 1, pagina 100) que el conjunto de puntogkigs*) donde||-||«. es continua es uGs-
denso. La propiedad de Kadec-Kleenos garantiza que IdK, w*) — (K, ||-||x-) s continua en
un subconjuntdss-denso déK, w"). [

Sin referencia alguna a la separabilidad del espacio dechatiaM. Talagrand en [420] obtiene la
siguiente generalizacién de los dos resultados anteriores

Teorema de Talagrand Sean(X, ||-||) un espacio de Banach y K un subconjunto deg¥e esw*-
compacto y débilment&-analitico. Entonces existe un subconjuntg &*-denso G de K tal que la
aplicacion identidadd : (K,w*) — (K, ||-||) es continua en todo punto de G

Véase la pagina 257 para la definicién de espacio débiln¥éreralitico .

(B-13) Sea(X, ||-||) un espacio de Banach de dimensién infinita. Entongess3in subconjunto §&denso de
(Bx,()k)).
Prueba. Puesto qudBy es convexo y5¢ C By, se sigue del Teorema de Mazur cﬁ“ég Bx. Sea
Xo € Bx ~ S¢. Para demostrar qug < S‘f es suficiente considerar cualquieentorno abierto basico
V dexg y probar que/ NSk # @. Sea entonceg un w-entorno basico dry, es decir,

V={xeX:|x(x—x)| <& i=1...,n},
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dondege > 0yXx;,...,Xx: € X*. Tomemos cualquier £ x € Ni_; Ker(x') y observemos que la funcién
g:[0,+) — [0,+) definida porg(t) = || Xo +tx|| es continua y satisface las condiciones:

90 <1 'y limg(t) = o

La continuidad dg nos garantiza la existencia de alggn- O tal queg(to) = 1, es decir|| Xo + toX || =
1, lo cual significa que el puntey + toX € S¢. Veamos ahora qugy + tox también pertenece \a.
En efecto, para cualquiér=1,...,n, tenemos quéx;’ (Xo + toX — Xg)| = to[X(X)| = 0 < €. Por esto,
Xo +tox € VN &, lo cual prueba qudx C S‘f y, por lo tantonw = Bx. Para finalizar la prueba,
notemos que si para cada N, definimos

Gn:{xe Bx : ||x]| >1—%},

resulta ques, es abierto eriBx,w) y Sx = Np-1Gn. |

(B-14) Si(X,||-||) es un espacio de Banach de dimension infinita, entof)Xas) no es un espacio de Baire

Prueba. En efecto, por el resultado anterior sabemos que toda botaancerrada eiX es nunca
densa en la topologia débil & es decir, no posee interior débil. Asi,

int,B(X,r) = 9,

donde ing,B(x,r) denota el interior dd(x,r) en la topologia débil dX. Si (X, w) fuera un espacio
de Baire, entonces como

X= O B(0,n)
n=1

tendriamos, por el Teorema de Categoria de Baire, que algpiaacerradaB(0,n) deberia tener
interior débil no vacio, lo cual es imposible. |

Si bien es cierto quéX,w) no es un espacio de Baire cuandg ||-||) es un espacio de Banach de
dimension infinita, en algunos casos subconjuntos mas fleguyaueden serlo, como por ejemplo
(Bx,w). Concretamente:

(B-15) Si(X,||-||) es un espacio de Banach reflexivo, entor{@s w) es un espacio de Baire.

Prueba. Esto sigue del hecho de que en espacios reflexivos la bolarianterrada es débilmente
compacta (Corolario 2.2.1). |

Existen otras condiciones bajo la cBk,w) es un espacio de Baire. Por ejemplo, cuando la norma
del espacio tiene la propiedad de Kadec-Klee. La ndfrjalel espacio de Banack posee lgoro-
piedad de Kadec-Kleeo es unanorma de Kadec-Kleesi la topologia de la norma y la topologia
debil coinciden sobré&, es decir, s{xn)n_; €S una sucesion & y Xp es un elemento dgx tal que

Xn — Xo débilmente, entoncelx, — X% || — O.

(B-16) Sea(X,||-||) un espacio de Banach. Si la nornfjld| posee la propiedad de Kadec-Klee, entonces
(Bx,w) es un espacio de Baire.

Prueba. La demostracion se sustenta sobre los siguientes dos hemhosidos:

(1) Sx es un G-denso enBx,w). (EjemploB-13).
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(2) Un espacio topolégico de Hausdorff Y es de Baire si dicho@spantiene un subespacio de
Baire denso(Teorema 1.8.3, pagina 48).

Veamos ahora qu@Byx,w) es un espacio de Baire. En efecto, cof8g, ||-||) es un espacio de Baire (=
espacio métrico completo con la topologia de la norma) y yanyigstra norma satisface la propiedad
de Kadec-Klee, resultgSc,w) es un espacio de Baire. El resultado se deduce inmediatame(it)

y(2). u
Puesto que la norma canoénigd, de/; tiene la propiedad de Kadec-Klee (véase el EjemBle £2)
mas abajo), entonceg®B,,,w) es un espacio de Baire. La situacion para la bola unitariagdes
completamente diferente.

Teorema (Bg,,w) no es un espacio de Baire.

Prueba. Para cada € N, definamos
Bn = () {x= (i1 € B, ¢ Ixj] < 1/2}.
j=n

Es claro que cada conjuni, es cerrado eB, en su topologia debil, la cual coincide alli, en dicho
conjunto, con la topologia puntual. Veamos ahora Byambién es nunca-denso en esta topologia.
En efecto, dada > 0, x € B, y me N, existe unxe B, tal que|Xj — x| < € para todoj < my
[Kmax{m+1,n| > 1/2, de modo que Z By. Esto nos revela quB, es nunca-denso-denso en topologia
débil y, por lo tantoBg, = Up-1 Bn €s de primera categoria en si mismo en su topologia débiogs d
(Bg,, W) NO es un espacio de Baire. [
(B-17) Si(X,||-||) es un espacio de Banach tal qué&“Xs separable, entoncéBx, w) es un espacio de Baire.

Prueba. Visto X como un subconjunto dé¢**, tenemos que
Xt = {x** € X***: x**(x) =0, para todo xe X}.

Dotemos ahora X* de law* topologia dex***. Puesto quéBy--,w"*) €s un compacto metrizable,
él es separable y, por consiguiente, podemos hallar unaiénogensgyn),_; en (By.,w*). Por el
Teorema de Goldstine, para catla N, existe una sucesidix;,, )g_, enBx- tal que link_. X, = Yn

en law* topologia deX***. Por el Teorema Bipolar sabemos gie= (X1), dondeA; denota el
polar enX** de un subconjunté de X***. Por esto,

Bx = XN By«
= (X)L NBx»

00 00

“N N U B ba)l < 3 |

n=1m=1k=m
Veamos esto Ultimo. Fijemase N y observemos que
2 * ok . Kok 3 1
U € B X 06ue) [ <
m
m=1k=m

consiste precisamente de los elementoX degpara los cuales existe una subsucesloif’ ; tal que

fim [x* ()| = O €
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Perow" — limy_« ), = yn, de modo que lim... x** (x; ) existe para cada™ € X** y es igual a
Yn(X**). Lo acabado de probar nos dice qdges equivalente g, (x**) = 0, de donde se concluye que

1
x*eMNNU {x** € By 1 [ X (X )| < ﬁ} <  Ya(X*)=0 paratodm € N
= X* e (XH)..

Lo anterior nos muestra qiBx es unGg en (Bx-,w") y como(Bx«+, ") es un compacto metrizable,

en particular, un espacio métrico completo, entonces eknea de Alexandroff-Hausdorff, pagina 64,

nos revela quéBy, w) es completamente metrizable, y por consiguiente, un espadBaire. |
(B-18) Si(X,||-||) es un espacio de Banach de dimension infinita, entof}gs) no es metrizable

Prueba. Supongamos quex, w) es metrizable. Sedla métrica que genera la topologia débilXle
Entonces(X,d) satisface el primer axioma de numerabilidad y, por coneige; cada punto d¥
posee una base de entornos a lo sumo numerable. Esto sigpifdas entornos basicos del cero
generan todos lo demas entornosdé®e alli resulta que podemos elegir una sucesigif,_; enX*
tal que para cada entorno debilde O se pueden encontrar un racional 0 y un entero positiva,
de modo que

W0, ..., X, .F) = {XeXX(X)],...., 5 (X <r} € U.

Ahora bien, cada® € X* genera el entorno débW =W/(0;x*,1) de 0y, en consecuencia,
W(O;x’{,...,x;‘,w,r) CW.

Esto nos dice que* es una combinacion lineal og, . .. ,x’,‘\/V ya que

My
[ Ker(x;) € Ker(x").
n=1

SeaF, el subespacio lineal generado pgr..., Xy, m=1,2,.... Puesto que cad&, es un subespacio
de dimension finita y, por consiguiente, cerradXdeg ya queX* = Jp._1 Fm, €l Teorema de Categoria
de Baire nos revela que alg#p, tiene norma-interior no vacio. Esto, como sabemos, es iitnipgsor
(B —2) de esta seccion. Esta contradiccion establece Xu®) no es metrizable.

(B-19) Sean(X, ||-||) un espacio de Banach separable y K un subconjasitcompacto de Xtal que, para
cada xe X, existe un ke K verificando la igualdad

X'(x) = suply"(x)| = [[x]. ()
y*eK
Entonces el conjunto

F = {xeBx: existe un tnicoverificando(xx) }

es un G-denso en R.
Prueba. Sea(x,);_; una sucesion densa &g y, para cadan,n € N, definamos

Emn = {xe Bx : existen X,y* € K tales que X(x) =y*(x) = ||x]| y [X'(%) =Y (Xn)| > %}



Sec. 2.20tras aplicaciones en espacios de Banach 233

Para demostrar que es denso eBy, vamaos a probar primero que

00

F= () (Bx\Emn)-

mn=1

y después que cad&, , es cerrado y nunca-denso By, para luego invocar el Teorema de Categoria
de Baire. Es claro qué C (N\mn-1 (Bx ~ Emm). Para demostrar la otra inclusidn, sea By tal que

00

x€ () (Bx~Emn).

mn=1

Comox ¢ Emp, para todan, n € N, resulta que st*,y* € K satisfacen la igualdaxf (x) = y*(x) = || x||,
entonces

1
IX* (%) =Y (%n)| < = para todan,n € N

lo cual significa, gracias a la continuidad de los funcionaley y* y la densidad de la sucesion
(%)2_1, quex* = y*; es decirx € F.

Probemos ahora que caBa, es cerrado y nunca-denso Bg.

e Emnn es cerrado: Sef,),_; una sucesion ekmy tal quez, — z. Puesto que € Emp, existen
X, Yy € K tales que

1

%(2) = %@ = llzcl Yy IKO0) = Vi)l = .

Ahora bien, comd es unw*-compacto metrizable, existen subsucesioneSe ; vy (Vi )1, que
seguiremos denotando del mismo modo, tales que

*

x LxekK y yiSy ek

De aqui se sigue que

)

=l

X2 =y@ =1zl vy X&)=Yy ) =
es decirz € Emp.

e Emnnesnunca-denso: Supongamos que para algare N, el interior deEn,n €s no vacio. Enton-
ces existen ur € By y und > 0 tal que la bola abiertd (x,6) C Eqnn; esto es,

HX—YH < = y € Em7n-
Obtendremos una contradiccion si logramos construir, pawdcion, una sucesidiz,),_; enBx y
dos sucesionesq )y 1 Y (Vi )k, enK tales que:
(@ [[x—zll < (1-1/298,
(b) X2 = V@) =llzcll Yy %(%n) > & +Vi(%n)
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En efecto, de ser cierto lo anterior tendriamos, por la @ltiesigualdad, que el lado izquierdo per-
manece acotado mientras que el lado derecho tiendeumndok — oo, lo cual es imposible.

Para comenzar la induccion, sga= x. Comoz; € Enp, existenx],y; € K tales que

x(z) = @) = llal y xbka) = %ﬂfi(xl)-

Supongamos qua, ..., %, Y Xi,-.-,X.Y1,---, Y han sido escogidos tales que
1 . . j :
Ix=z]l < (1-5)8  x@) =vi@) =|z] vy 00 > —+yika) j=L..k
2] m
Definamos ahora x|
X
L1 = — (& + ax),
= ot ax] )

dondea se ha elegido de modo que sea positivo y tal ez 1 || < zk—il. Puesto quek;1 € Emp,
existenx, ;,¥x,1 € K tales que

Ker@id) = Yen@on) = [2eal Y Keab) = Yealw) 2

Si pudiéramos mostrar que

tendriamos entonces que

k
Kealn) > 4 Vialo) > % 4 yi()

y concluiriamos la prueba de la no densidadegig. Veamos que ello es asi. Notemos en primer lugar
que

| Zes1 | = Yoa(Z1)
Ykr1(Z) + @Y1 (%)

= |Ix

I |z« + ax ||
<”X”HAH-FaW+ﬂm)
- |z + ax|

mientras que por otro lado,

| Zera || > X(Zi1)
|Mwﬂm+amM)
|z + ax||
[zl + ax (%)
|z + ax ||

= [Ix]]

)

de donde obtenemos
Yir1(%n) = Xc(%n).-

Hemos demostrado qu&n,, es cerrado y nunca-denso Bg. Un llamado al Teorema de Categoria
de Baire conduce a quees unGs-denso erBy. |
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(B-20) Sea(X,|]|) un espacio de Banach. La dimension de X es infinita si, y s¢lmdd subconjunto
totalmente acotado de X es nunca-denso

Prueba. Supongamos que difK) = « y seaF un subconjunto totalmente acotadoXleSuponga,
para generar una contradiccién, daeéo es nunca-denso. Por Teorema 1.4.9 resultakque F es

un conjunto compacto y confe no es nunca-denso, entoncegkit= int(F) # @. Escojamox € X
y une > 0 tal queU (x,€) C K. Observe que comld es compacto, también lo &€5x,€) y entonces
el Teorema de Riesz nos revela que la dimensioX ds finita. Esta contradiccion establece ues

nunca-denso.

Reciprocamente, supongamos que todo subconjunto tot@mentado dX es nunca-denso pero que
la dimensién deX es finita. De nuevo, por el Teorema de RieBgz,es compacto y, en consecuencia,
totalmente acotado. Por hipotesB, es nunca-denso; es decir,(lB%) = @. Esto, por supuesto, es
imposible pues inBx) = Ux = {x € X : || x|| < 1} es un abierto no vacio. Fin de la prueba. W

(B-21) Sea(X,||-||) un espacio de Banach reflexivo de dimension infinita. En®exiéBy ) es no numerable.

SeaC un subconjunto convexo de un espacio de BaracH-||). Recordemos que un puntos C
se llama urpunto extremal deC si x no es el centro de ningdn segmento (no degenerado) de linea
contenido erC. El conjunto de todos los puntos extremaledera denotado por €&).

Un subconjuntdd de X es unsubespacio afinsiH = x+Y, dondeY es un cierto subespacio lineal
cerrado de&X y x € X. SiC es un subconjunto convexo &g un subespacio afiH de X se llama una
variedad soporteparaC siH NC # @, y siempre quex,y| := {tx+ (1—t)y: 0 <t < 1} es cualquier
segmento de linea contenido @mon un punto interior ehl, entoncesx,y|] C H.

Hecho 1 Si f € X* y si existe € C tal quea := f(xo) = sup{ f(2) : ze C}, entonces H= f~}(a)
es una variedad soporte paraC

Prueba. Suponga qué,y] C Cy que para algune (0,1) el punto interiotx+ (1—t)y € H. Entonces
f(tx+ (1—t)y) = a. Afirmamos quef (x) = f(y) = a. En efecto, sif (x) < a o f(y) < a entonces
tendremos que

ftx+ (1—-t)y) = tf(x) + (1-t)f(y) < ta + (1—-t)a = qa,

lo cual es imposible. Similarmenté(y) = a, de donde se sigue quétx+ (1—t)y) = a para todo
t €[0,1] y asi,[x,y] CH. [

Varios resultados son necesarios para demostrar la no ahitidad de exBy). Comencemos con el
primero.

Lema D. Sea K un subconjunto convexo de un espacio de Bafédh||). Si H es una variedad
soporte para K tal que FhK = {x} para algun xe X, entonces x extK).

Prueba. Es claro quex € K. Six ¢ ext(K), entoncex = %xl + %xz dondex; # x> son elementos de€.
ComoK es convexo, el segmeniq,x;] C Ky ya quex, que es un punto interior dey, xz|, pertenece
aH, entoncegx;,xz] C H puesH es una variedad soporte pdfa Esto prueba, en particular, que
{x1,%2} € HNK. Esta contradiccion establece que ext(K). [

Lema E. Sea K un subconjunto convexoxcompacto de un espacio de Banach reél||-||). SiH es
una variedad soporte para K, entonces H contiene un punteresi de K
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Prueba. SeaM la familia de todas las variedades soporte pacantenidas eil. Notese quévl # &
puesH € M. Ordenemos parcialmentéM por la relacion= declarando que

Mo, < Ma, Si Mg, 2 Mg,

Si (Mq),.p, €S una cadena &, entonces),.p Mq €S un subespacio afin dey

(N Ma) K = N (MaNIK) # 2,

aeb aeD

aeD

ya queMy NK esw-compacto para toda € D. Si un segmentdx,y|] C K tiene un punto interior
en Ngep Mg, entoncegx,y] € My para cualquient € D por el hecho de quél, es una variedad
soporte par&. De esto se sigue qur Y| C Nyep Ma Y, €N consecuencig)y<p Ma €S una variedad
soporte par&. Por el Lema de Zorn, existe un elemento minirivl en M. Vamos a demostrar
queMpNK = {xp} para algurnx, € X. Supongamos que existary enMyNK conx #y. ComoX*

se para los puntos d¢, existe f € X* tal que f(x) # f(y). Puesto quéMoNK esw-compacto, el
funcional linealf alcanza su supremo sobre dicho conjunto; es decir, existeaiMNK tal que
B:= f(w) =sup{f(z) : ze MpNK}. Se sigue del Hecho 1 que 1(B) es una variedad soporte para
Mo N K. Pongamod, = Mo f~1(B). Resulta quéM, es un subespacio afin (observe que M.,)

y, mas aun, es una variedad soporte par&uesto qued (x) # f(y), entonces al menos uno de los
elementos edx,y} no esta eM,, es decirM, es un subconjunto estricto di& contradiciendo de
este modo la minimalidad ddy. Por estoMyNK = {xo} para alging € X. Un llamado al Lema D
nos revela queg € ext(K). [

Teorema de Krein-Milman. Sean(X,||-||) un espacio de Banach y K un subconjunto conveus y
compacto de X. EntoncesKto(ext(K)).

Prueba. SeaB = ﬁ)(ext(K)) y suponga quéB # K. Seac € K \ B. Por el Teorema de Separacion
de Hahn-Banach, podemos seleccionar un funcidnalX* tal que f(c) > sup{f(x) : x € B}. Sea

a = sup{f(x) : x€ K}. Por el Hecho 1, el conjuntd = f~(a) es una variedad soporte pa¢a por

el Lema E,H contiene un punto extremalde K. Pero comof (x) = a > f(c) > sup{f(x) : x € B},
resulta quex ¢ B. Esta contradiccién nos dice qle= ﬁ)(ext(K)) y termina la prueba. |

Recordemos que d&ernelo nucleode una aplicacién linedl : X — Y se define como el conjunto
Ker(T) = {x e X: Tx= 0}. Otro hecho que debemos recordar es el siguiente:

Hecho 2 Si X es un espacio vectorial de dimension infinitapy. .f, f, : X — R son funcionales
lineales, entonces N- N, Ker(f;) es un subespacio de dimension infinita

Prueba. DefinamosT : X — R" de la siguiente manera: para cada X seal x= (f1(x),..., fa(X)).
Claramentel es un operador lineal y KEF) = N. Por un resultado del algebra lineal tenemos que
dim(TX) + dim(Ker(T)) = dim(X). Dado que diniX) = y dim(TX) < c, se concluye que
dim(N) = co. [

De lo anterior se sigue que Xi es un espacio vectorial de dimension infinitd,y..., f, son fun-
cionales lineales, entoncés= ., Ker(f;) # {0}, en particular, cualquier traslacién Necontiene
una recta.

Prueba de B-20) Por el Teorema de Krein-Milman, €Bx) # &. Supongamos que €8y ) es nu-
merable y escribamos €8y ) = {x1,X,...,Xn,...}. Observe que, para todoe N, || x,|| = 1. Para
cadan € N, definamos

Fo = {feBx: f(x) =] f|}.
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Afirmamos que estos conjuntos seicerrados. En efecto, s¢&,) una red erf, tal quefy, — f en
la w*-topologia. Entonces,

qumH foll = ”Gm fa(%n) = f(Xn),

de donde se sigue quef | > f(x,) = limq || fs ||. Por otro lado, como la norma sobke es w'*-
inferiormente semicontinua , resulta glié || < liminfy|| fy||. Por esto,|| f|| = limg || fo || ¥, poOr
consiguientef € F,.

Veamos ahora quig,_; Fn = Bx-+. Es claro qué J;,_; F, C Bx-. Para demostrar la otra inclusién, sea
f € Bx-. Puesto qu& es reflexivo, el Corolario 2.2.1, pagina 209, nos revelaRBgiesw-compacto,

y por lo tanto, el funcionaf alcanza su supremo sobre tal conjunto, esto es, existe @By tal que

a = f(xo) = sup{f(x) :x € Bx} = | f||. Resulta, por el Hecho 1, q¢ = f~1(a) es una variedad
soporte pard8yx y se sigue del Lema E qud contiene un punta, € ext(Bx), lo cual quiere decir
decir quef € F,. Esto nos demuestra qig- = |J;,_1 Fn. Puesto que* es un espacio reflexivo, de
nuevo el Corolario 2.2.1 nos dice que la bola unitéBg-,w) es compacta, en particular, un espacio
de Baire. Un llamado al Teorema de Categoria de Baire nostiggajue algur,, digamosF;, posee
w-interior no vacio. Sedp € G := w—int(F;). Puesto que la multiplicacion por escalares positivos
menores que 1 son homeomorfismogXé w) bajo los cuale§; es invariante, podemos suponer que
|| fo|| < 1. Escojamos ahora un-entorno basic¥ de fo contenido er. Es decir, el conjunt¥’ tiene

la forma

n
V= [({feBx :|[(f-fo)(y) <e} C G.
i=1
para ciertogs,...,y, enX y algine > 0. Sea

N = {feX :f(y)="fo(yi) parai=1,...,n y f(x1) = fo(xa)}.

Puesto el espaci¥* es de dimension infinita, el Hecho 2 nos garantiza que el notmM contiene
una linea recta, es decir, exidtee N con f; # fo tal quef; := fo+1(f1 — fp) € N para todar € R.
Como|| fo|| < 1, la recta anterior debe cortar a la esfera unitariXtleesto es, existe € R tal que
|| || = 1. Esto prueba qué € F; y, por lo tanto,

1=kl = flka) = folxa) < [foll[xa]l = [[foll-
Esto contradice el hecho de gl || < 1y, en consecuencia, €Bx) es no numerable. n

(B-22) En(¢4,]-||;), toda sucesion débilmente convergente es norma convergent

Recordemos que

b= {@R R Y <o)

es un espacio de Banach cuando se le dota de la npxia= S [€k|, dondex = (&k)p_; € ¢1.
Sabemos que el dual dg, ¢;, es/, en el sentido de que cadac ¢; se identifica con un unico
elemento(ay)y_; € ¢ de modo quef (X) = 1 aék para todox = (§k),_q € ¢1, Y que, ademas, la
aplicacionf — (ax)_; es una isometria d&§ sobrels,.

Una sucesionxn),_q, €nty, dondex, = (&nk)_, Para cada € N, se dice queonverge débilmentz0
si para cualquief € ¢ ocurre que lim_.. f (%)) = 0, esto es equivalente a afirmar que, para cualquier
sucesion acotad@y),_; € - Se cumple que lifLe 31 ak&nk = 0.
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Observe que comg, es separable, entoncéB,,_,w") es un compacto metrizable y que una métrica
compatible con la topologia viene dada por

< | fic— 0
d(f,g) = :
2,

Un hecho importante que debemos recordar es que una bakddagaentornos alrededor de cual-
quier f € B, es dada poB¢ = {V(f,5,N):3>0,N € N}, donde

V(f,8,N) ﬂ{geBg L Ifi—ail <8},

cond > 0yN € N arbitrarios.

Prueba de B-21) Sea(x,);;,_, una sucesion efy convergiendo debilmente a 0, donde= (§nk)y_;
para cadan € N. Nos proponemos demostrar que i, || X, ||; = 0, es decir, lir e Si_1 |&nk] =0
Seak € Ny para cada > 0, definamos

38

Ro= N{feBu Il <z}

n=k

Estos conjuntos sow*-cerrados e, , crecen cork y gracias a la convergencia débil de la sucesion
(Xa)pw_4 hacia cero, es facil ver que,, = Ui F. Como (B, w") es un espacio métrico compacto,
el Teorema de Categoria de Baire nos revela la existenciyde f&, con w*-interior no vacio. Para
ésteko, existen una = (f;)>; € By, un enterdN > 1y und > 0 tal que

V(f,5,N) C R, C K para toddk > kg.

Puesto quev— limy_.. X, = 0, podemos elegir up € N de modo qugi'\‘:1 |&ni| < €/3 para toda > p.
Fijemos ahora cualquier> max{ko, p} y definag = (g);> ; € B, del modo siguiente:

[, Sil<i<N

9= {sign(Eni), sii>N.
Entoncegy € V(f,8,N) y, por consiguienteg € F,. De alli que

N ©
Zi fi&ni + 1€ nil
= i—fr1

)

wlm

de donde se deduce que
2¢

%Jim < 5t Zl|an|| < 3

wl m

Se sigue de esto que
%], = Zl\im\ < € siempre quen > max{ko, p}.
i=

La prueba es completa. |
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(B-23) Sean(X, ||-|l) y (Y,]|-||) espacios de Banach y :TX — Y un operador lineal acotado. Entonces, T es
compacto si, y solo si, (X) esta contenido en algun subconjurtecompacto de Y

Prueba. Suponga qué& es compacto. Entonc@gBy ) es compacto en la norma-topologiaytg por
consiguienten- T (Bx) también lo es para todoc N. Puesto que

T < (Jn-T(B.
n=1

entoncesl (X) esté contenido en un subconjuraompacto dé& .

Para demostrar la otra implicacion, suponga (%) esté contenido en un subconjuracompacto
deY, es decir,

T(X) g U Kna
n=1

donde cad&, es un subconjunto norma-compactoiePongamos, = T~1(K,) para cada € N.
Por continuidad, cadg, es cerrado eX y comoX = J,,_; Fn, €l Teorema de Categoria de Baire nos
dice que alguri,, posee interior no vacio. Esto significa que existexanF,, y algine > 0 tal que
X+ €Bx C Fy,. Ahora

TX+ €T(Bx) = T(x+£Bx) € T(Fn) € Knp,
de modo qud (Bx) C 2(—Tx+Kp,). Como2 (—Tx+Kp,) es compacto, la prueba termina. W

(B-24) Sea X un espacio de Banach y suponga queXT— X es un operador lineal acotado con rango
denso, es decir, tal queangT) = TX = X. Si (Gn)‘::0 es una sucesion de subconjuntos abiertos y
densos en X, entonces

(1 T"(Gn)
n=0
es denso en X

Prueba. Fijemosn € N. Observe que por la continuidad d@ey el hecho de qu&, es denso eiX,
tenemos qud (X) = T(Gn) C T(Gn), de donde se sigue qe=TX = T(Gy), es decirT(Gp) es
denso enX. El mismo argumento sirve para deducir que los conjuii®(s,), T3(Gp), ..., T"(Gy)
son densos eK para cadar € N. Si tuviéramos la certeza de qUi&(G,,) también es abierto eX,
entonces invocariamos el Teorema de Categoria de Bairdipaliaar la prueba, pero como no lo
sabemos, debemos tomar otro camino. Pues bien, para damqlmﬂff:OT”(Gn) es denso erX,
procederemos del modo siguiente. §eaX y seae > 0. SiendoGg denso erX, existexg € G tal
que

ly—Xoll < €/2.

ComoGq es un abierto conteniendag podemos hallar una bola abieda con centro erxg y radio
ro < €/4 totalmente incluida efsy. Notese que cualquiera srac T*l(Uo) se tiene qud x; € Ug
y, por lo tanto,|| Tx —Xo|| < €/2. Lo que tenemos que hacer es garantizarxguambién esté en
G;. Para ello, observe que corﬁ'dl(Uo) es abierto erX, entonces la densidad @& nos dice que
G1N T 1(Up) # . Escojamos ahorg € G;NT1(Up) tal que

ro

[Tx—Xo|| < —.
1Tl
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SeaU; una bola abierta contenida en el abie@pN T~%(Ug) con centro erx; y radior; < g/42.
Continuando inductivamente con este proceso, se conaing/eucesion de vector(a&) E:o enXy
una sucesion de bolas abiertak), , satisfaciendo las siguientes propiedades:

(@) % € GxNT 1(Uyx_1) paratodk=1,2,3,...
(b) cada boldJy esta contenida e@ N T~1(Ux_1) teniendo su centro e y radior < g/4<1 y,
(©) || TX—Xc1| <r/| T|para todck > 1.

Por ultimo, observe quéx € T (Gx) NUk_1 para toddk € N. En efecto, comd (Gy) es denso eiX,
entoncesl (Gx) NUk_1 # @y, en consecuencia, para tokle N,

Tx €T C T(GNT *(Uk1)) € T(G)NUke1 € Ui

En patrticular,
T%un €Uk, Yy  TKx €Uy, paratoddk,neN.

Sean ahord&, n € N. Entonces

Mktn

| T™cin =T Xepna || < IT 1™ T Xern = Xepnoa || < T Y

de donde se sigue, fijanddkaque la sucesiélﬁT”karn)::O es de Cauchy eK, la cual, por la com-
pletitud deX, converge a un puntg € Uy N Gy. En efecto, ya hemos visto que, para cadaN,
T™n € Uk para toda € N, por lo queyi € UcN Gk. Mas aun, para todk> 2 y todon < k

Ty = T”(jl'l_fj;loTijﬂ) = j|'lj;loTj+”X(kfn)+j+n = Yk-n.

En particularyp = Ty; = T2y, = --- = TXy, = - - .. Puesto que, por construccidhy — Yo || < €y como
yk € Gy para toddk > 0, resulta quep € TK(Gy) para toddk > 0. Esto termina la prueba. |

Nétese que cuandb = |, el operador identidad sobXe obtenemos el Teorema de Categoria de Baire
para espacios de Banach.

Comentario Adicional 2.2.10 Sea(X, ||-||) un espacio de Banach y para cada subconjunto acétaloX

sea .
a(A) = ’mf{r >0:AC UMi, con dian{M;) <r paracada Xi < n}.
i=1

A a(-) se le llama lanedida de no-compacidad de Kuratowskivéase, por ejemplo, [188]). No es
dificil ver queA es compacto si, y solo si(A) = 0. También se cumple queAiy B son subconjuntos
acotados d& conA C B, entoncesi(A) < a(B). Similarmente, para cualquierc R se cumple que
a(sA) = |sla(A).
Suponga ahora qu€ C X es un conjunto convexo, cerrado y acotado. Fijemos un nireatk > 0.
Una funciénf : K — K se dice que e& — a - contractiva si para cualquier subconjunfodeK,

a(f(A) < ka(A).

Denotemos pofZ;(K),d) el espacio métrico completo de todas las funciohel — K que sork—a

- contractivas, dondé(f,g) = sup{|| f(x) —g(x) || : x € K}. La aplicacionf se llamao-condensante
si ella es continua y satisfaoe(f(A)) < a(A) para cualquier subconjunfedeK que no sea relativa-
mente compacto. En [136] demuestra el siguiente resultado.
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Teorema 2.2.9 (Dominguez BenavidesEl conjuntoCond, (K) formado por todas las aplicaciones
a-condensantes ey (K) es residual erfZ;(K),d).

Prueba. SeaD el conjunto de todas lds— a - contraccionesk< 1) enX;(K), esto es,
D= U 2k (K).
k<1

Observe qu® es denso e (K). En efecto, sif € 21(K) y si definimosf, = (n/n+ 1) f para todo
n € N, entonces la sucesid,);;_; verifica quef, € € para todone N y || f,— f| — 0. Para cada
f €D, seak; = inf{k>0: f e 5(K)} ydefina

G = () UU(fa—k)/2n).

n=1 feD

Claramentdd C Gy, por consiguienteG es unGs-denso erk; (K). Afirmamos ques esta contenido
enCond, (K). En efecto, seage G y AC K cona(A) > 0. Escojamos un entero positing tal que
1/no < a(A). Puesto que € G, existef € D tal queg € U (f,(1—k¢)/2ng) lo cual implica, usando
las propiedades d#(-), que

a(g(A) < a(f(A)+(1—ks)/no < kia(A)+ (1—kf)a(A) = a(A).
Esto demuestra quee Cond, (K) y termina la prueba. |
Dada cualquier funcior : K — K, denotemos por RF,K) el conjunto de todos los puntos fijos fle

enkK, esto es,
PRf,K) = {xeK: f(x)=x}.
Como una aplicacion del teorema anterior, Dominguez Bdrawbbtiene, entre otros resultados, el
siguiente;para cada fe Cond, (K),
(1) PH f,K) es no vacio y compacty
(2) Orb(f,x) es relativamente compacto
El Teorema del Punto Fijo de Schauder [188] demostrado et i83Julius Schauder establece que:
Teorema del Punto Fijo de SchauderSea(X,|-||) un espacio de Banach y suponga que K es

un subconjunto convexo y norma-compacto de X. EntoR&€E K) # @ para cualquier funcion
continua f: K — K.

Un maravilloso resultado de Tudor Zamfirescu [453] afirmamam@ “casi todas” las funciondsen
C(K), el conjunto PFf,K) es no numerable. Especificamente,

Teorema 2.2.10 (Zamfirescu).Sean(X, ||-||) un espacio de Banach y K un subconjunto convexo y
norma-compacto de X. Entonces existe un conjunto residuah &(K), ||-||,) tal que, para cada
f € G, el conjuntoPH f,K) es homeomorfo al conjunto ternario de Canfor

El Teorema del Punto Fijo de Schauder generaliza el TeorehiRuato Fijo de Brouwer el cual afirma
que:

Teorema del Punto Fijo de Brouwer Sea KC R" un conjunto convexo, compacto con interior no
vacio. Para cualquier £ C(K), el conjuntoPH f,K) es no vacio.

De nuevo, Zamfirescu en el articulo ya citado demuestra que:
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Teorema 2.2.11 (Zamfirescu).Sea KC R" un conjunto convexo, compacto con interior no vacio.
Entonces existe un conjunto residual G(&K), ||-||,,) tal que, para cada £ G, el conjuntdPH f,K)
tiene medida de Lebesgue n-dimensional igual a cero.

Finalizamos esta seccion mencionando el siguiente resutta Tomas Dominguez Benavides [135].
Sean(X,||-||) un espacio de Banach, un subconjunto abierto del espacio produkte X y C(U, X)

el conjunto de todas las aplicaciones continuat) den X provisto de la topologia metrizable de la
convergencia uniforme. x X usaremos la norma

1EX) | = max]t], || x|}
y enU x C(U,X) la métrica

do (U, f), (v.9)) = max{[u—v|.d(f.g)},

donded es una métrica sobf@U, X) que define la topologia considerada. Considere el problema d
Cauchy

X = f(t,x), X(ty) = Xy (1)
dondef € C(U,X) y u= (ty,xy) €U.

Teorema de Dominguez Benavide€xiste un conjunto residual G U x C(U,X) tal que, para
todo (u, f) € G, el problema(1) tiene solucién Gnica en un entorna¥, f) de {, la cual depende
continuamente de los valores iniciales

2.2.2. || » Diferenciabilidad en espacios de Banach

Las propiedades de diferenciabilidad de las funcionesiramag y convexas a valores reales definidas
sobre un subconjunto abierto y convexoRle han resultado ser de una importancia fundamental engierta
areas de las matematicas. Un estudio en profundidad desalgumopiedades similares de diferenciabilidad
pero ahora para funciones convexas continuas a valoressrdafinidas sobre un subconjunto abierto y
convexo de algun espacio de Banach de dimension infinitadedlsvada a cabo desde hace un poco mas
de 70 afos. En efecto, el primer resultado de este tipo fueninlat por S. Mazur quien, en 1933, demostrd
gue cualquier funcién continua convexa a valores reales dediridbre un espacio de Banach separable
de dimension infinita, es Gateaux-diferenciable en un sujboto residual de dicho espaci@é partir de
ese momento el estudio de estas nociones generalizadasedendibilidad dieron origen a la creacion
de los espacios de Asplund y los espacios débilmente de Wdsphs decir, aquellos espacios de Banach
los cuales tienen la propiedad de que cualquier funcibnes@ny continua definida sobre ellos es Fréchet
(respectivamente, Gateaux) diferenciable en los puntemadeibconjuntdss-denso de su dominio. En esta
seccién no intentaremos abordar dicho estudio, ni tanesigudibujar algunas de sus consecuencias mas
importantes sino, tan s6lo, mostrar algunos resultadodafuentales en los que el Teorema de Categoria
de Baire aparece como un ingrediente importante en su deroidgst. Los libros de Fabian [157], Giles
[181], Phelps [351], Deville-Godefroy-Zizler [128], etabordan muchos aspectos en profundidad de esos
espacios. Debemos sefialar, finalmente, que estas dos danidalide diferenciabilidad son, en términos
generales, muy diferentes. Por ejemplo, existen exgsigitzariadas formas equivalentes de caracterizar a
los espacios de Asplund, pero no ocurre lo mismo con los espdébilmente de Asplund; de hecho, no
existen, hasta el momento, condiciones equivalentes gaetedcen a dichos espacios y tan sélo un nimero
modesto de condiciones necesarias son conocidas.
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|| » Funciones multivaluadas

SeanX y Y espacios topoldgicos de Hausdorff y $eaX — 2" una funcién multivaluada, es decir, una
funcidn tal que, para cadec X, F(X) es un subconjunto dé Puesto qué& (x) puede ser vacio para algunos
X € X, entonces es necesario definieiminio de F como Don{F) = {x € X : F(x) # @}. ParaA C X,
definimosF (A) = U{F (x) : x € A}, mientras que $ C Y, entonces

FIB)={xeX:FxNB£2} y F*B)={xeX: F(x)CB}.

Observemos quE#(B) contiene cada puntoc X para el cuaF (x) = @. Mas aunfF ~1(Y) = Dom(F) y
F#(Y) = X. Finalmente, el conjunto

GraF) ={(xy) eXxY:yeF(x)} = J{x} xF(x)
XeX
se llama efrafo deF. Algunas referencias donde estos objetos son estudiadosm@rofundidad son las
siguientes [157], [351], [448].

Definicion 2.2.1. Sean X y Y espacios topolégicos de Hausdorff. Una funcidtivauiada F: X — 2Y
se llamasuperiormente semicontinugrespectivamentdanferiormente semicontinug en » € X si, para
cualquier conjunto abierto \LY con Kxg) CV (respectivamente, (%) NV # @), existe un entorno abierto
U de » en X tal que Fx) CV (respectivamente, (X) NV # &) para todo xc U.

F es superiormente semicontinuaXsi ella es superiormente semicontinua en cada puni. tote-
mos que la semicontinuidad superior se puede caracteetanatlo siguiente:

||» F es superiormente semicontinua en X
(B1) si, y s6lo si, el conjunto HV) es abierto en X, para cualquier abierto¥'Y.

(B2) si, y solo si, para cada subconjunto cerrado C de Y, el conjuift!(C) es
cerrado en X
Escribiremod= esusc (respectivamentdsc) cuando dicha funcién es superiormente semicontinuadeesp
tivamente, inferiormente semicontinua).

En el caso particular en qu€es un espacio de Banach, tenemos la siguiente formulacion:

Reformulacion (1). Sean(X, ||-||) un espacio de Banach y:FX — 2%" una aplicacion multivaluada.
Son equivalentes:

(1) F es norma w" (respectivamente, norma - norma) superiormente semiuagan x< X.

(2) Para cada conjunta* - abierto (respectivamente, norma-abierto) W conteniemédx) y cual-
quier sucesior(x),_, en X con||x, —X|| — 0, se tiene que Fx,) C W para todo n suficiente-
mente grande

En lo que sigue solo consideraremos aplicaciones multidaisi : X — 2 cuyo dominio, DonfF ),
sea denso eX. La razdn es la siguiente: %) ¢ Dom(F), entonces para algun conjunto abietade X
conteniendo &g tendriamos qué& (x) = & para cualquiek € U; lo cual implica que- es automéaticamente
usc y Isc en tales puntos. Por lo tanto, si OBmes denso eX y si F es usc en algury € X, entonces
necesariamenté(xp) # &. Por consiguiente, convenimos que cuando decimos-cegea valores no-vacios
lo que estamos asumiendo es que D= X.

Una de las definiciones importantes de aplicaciones miutdas es cuando la imagen de cualquier
punto es un conjunto compacto no vacio.
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Definicion 2.2.2. Sea F: X — 2 una funcion multivaluada superiormente semicontinuaai pada punto

x € X, el conjunto KX) es compacto y no vacio, entonces diremos que F es una aphcaS8CQ Si,
ademds, Y es un espacio vectorial topoldgica(¥)Fes un conjunto no vacio, convexo y compacto, entonces
se dice que F es una aplicaci@iJSCQ

El siguiente lema es clave para lo que sigue.

Lema 2.2.3. Sea F: X — 2¥ una aplicacionUSCOy sea xc X. Si(Xy)aep €S una red tal quex— X, y
Ya € F(Xq) para cadaa € D, entoncegyq )acp POSee una subred que converge a alginfy(x).

Prueba. Supongamos que la conclusion es falsa. Esto significa qaéegaaiaz < F(x), existe un entorno
abiertoV, deztal queyy ¢V, para todoa > a,, dondea, € D depende de. Puesto qué& (x) es compacto,
existe un nimero finito de puntos, diganzes .., z, € F(x) tales qué=(x) C Up_; V4 :=V. De lo anterior se
sigue queyy ¢V siempre quex > max{ay,,...,0z }, lo que entra en contradiccién con la semicontinuidad
superior dé- enx. |

Una consecuencia inmediata del lema anterior es el siguient

Corolario 2.2.11. Si F: X — 2" es una aplicaciérdSCQ, entonces su grafGra(F) es cerrado en X Y.
Prueba. Suponga quéxq, Ya)acp €S una red en GF) la cual converge &x,y) € X xY, es decir,

Xa =X  Ya€F(Xa) Y  Ya—V

Por el Lema 2.2.3\yq)acp pPOSee una subred que converge a algin punt®(ge Se sigue que € F(x),
con lo cual hemos demostrado quey) € GraF). [ |

SiF : X — 2¥ es una aplicacion multivaluada con grafo cerradoXenY, entonces diremos que
tiene grafo cerrado. Algunas veces, el reciproco del resultado anterior esieanderto: por ejemplo, si
F : X — 2" tiene grafo cerrado y si el espadices compacto, entonc€ses USCO. SeaR, G : X — 2 dos
aplicaciones multivaluadas. Diremos da@sta contenideenG si F (x) C G(x) para cada € X.

Teorema 2.2.12.Si F : X — 2¥ es una aplicacion multivaluada con grafo cerrado a valoresvacios la
cual esta contenida en una aplicacion: & — 2" la cual esUSCQ, entonces F e§SCQ

Prueba. Conviene observar, en primer lugar, que com¢@Gres cerrado, entoncégx) también es cerrado
enY para cadx € X. Ademas, com@(x) es compacto ¥ (x) C G(x), resulta qud=(x) es compacto para
cadax € X. Supongamos ahora g&eno es superiormente semicontinua . Entonces existeX tal queF

no es superiormente semicontinuaxgnEsto significa que en alguna parte\dese encuentran un abierto

V conteniendo & (xg) Yy una red(Xq)dep €n X convergiendo &g tal que para cadd € D existe algun

ya € F(Xd) \V. Ya queG es USCO yy, € G(xq), el Lema 2.2.3 nos ofrece la existencia de una subred de
(Ya)aeD, que seguiremos denotando del mismo modo, que convergérayedgG(Xp). Por otro lado, como
Gra(F) es cerrado, resulta qye= F(xo) lo cual constituye una contradiccion pugs— y € F(xp), mientras
queyy ¢V D F(xg) para todax € D. |

La mas importante subclase de las aplicaciones USCO's sdlataadas USCO minimales, las cuales
poseen poderosas y sorprendentes propiedades. Su dggisigrdara garantizada por una aplicacion del
Lema de Zorn.

Definicién 2.2.3. Una aplicacionUSCOF : X — 2" se llamaUSCO minimal si, para cada cualquier otra
aplicacionUSCOG : X — 2" tal que G@x) C F(x) para todo xc X, entonces G=F.
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Teorema 2.2.13.Si F: X — 2" es una aplicaciérdSCQ, entonces existe una aplicacion:& — 2¥ que es
USCOminimal contenida en F.

Prueba. Sea
H = {H X —2Y ‘ H esUSCOy H(x) C F(x) para todo xe X}.
Observe qué) # @ puesF € §). Introduzcamos un orden parcial solsyeleclarando que

Hi < Hz siempre que Hi,H, €9 y Hi(x) € Hx(x) paratodox € X.

Suponga ahora qugy = {Hy € $ : a € D} es un conjunto totalmente ordenado pet’‘y considere la
funcionH : X — 2 definida por

H(X) = (] Ha(X) paratodaxe X.

aeb

Veamos queH es USCO. En primer lugar observe que, para cadaX, {Hq(X) : o € D} es una familia
encajada de compactos no vacios, de donde resultd Qyes un subconjunto compacto no vacio/d®ara
ver queH es superiormente semicontinua , €aualquier subconjunto cerrado ¥e Vamos a demostrar
queH}(C) = {xe X : H(X)NC # o} es cerrado eX. En efecto, nétese que

xcHC) si,ysolosi, H(x)NC+# @,

si,ysolosi, [ (Ha(x)NC) # &,

aeD

si,ysoélosi, Hy(x)NC# @ paratoda € D,

si,ysolosi, xe () {ze X:Hq(2NC # o}.

aeD

Pero cada conjunt@ze X :Hq(z)NC # @} es, por la semicontinuidad superior Hg, cerrado ernX, de
donde se sigue que¢—1(C) es cerrado eX. Hemos demostrado qitec $ y comoH =< Hq para todax € D,
podemos invocar el Lema de Zorn para obtener una aplicacRBdQJminimalG en (), <) tal queG < F.
Esto termina la prueba. |

El siguiente resultado muestra varias propiedades Utilegsantes de las aplicaciones USCQO’s mini-
males.

Teorema 2.2.14.Sean(X,tx) y (Y, Ty) espacios topoldgicos de Hausdorff y: X — 2¥ una aplicacién
USCQ Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) F esUSCOminimal.
(2) SiUC X esabiertoy G Y es cerrado tal que i) NC # @ para todo xe U, entonces FU) C C.

(3) SiUy V son subconjuntos abiertos de X y Y respectivameredae UNF ~1(V) # @, entonces existe
un subconjunto abierto no vacio'de X talque UCUy F(U') CV.
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Prueba. (1) = (2). SearlJ C X abierto yC C Y cerrado tales qué(x) NC # & para todox € U. Definamos
ahoraH : X — 2" por

Entonces, para cualquigre X, el conjuntoH (x) es no vacio W C F. SiendoF USCO, el Corolario 2.2.11
nos dice que Gi&) es cerrado y, por consiguiente, @i también es cerrado. Puesto gdeC F, el
Teorema 2.2.12 nos garantiza ddees USCO vy, gracias a la minimalidad Betenemos quéd = F. Por
esto,F (x) C C para cualquiek € U; es decirF(U) C C.

(2) = (3). Suponga qu& y V son subconjuntos abiertos Hey Y respectivamente tales qUeﬂ FL(V) #
@, lo cual significa que para algip € U tenemos quéd=(xg) NV # @. Si ahora definimo€ :=Y \V,
podemos distinguir dos casos:

(1) F(xp) C V. En este caso, la semicontinuidad superioFden X, nos proporciona la existencia de un
conjunto abierto no vacid’ C U conxy € U’ tal queF (U’) C V.

(2°) F(x0) Z V. Esto quiere decir quE(xp) NC # @. Afirmamos que existg; € U tal queF (x;) N\C = &.
En efecto, si ocurriera que(x) NC # @ para todox € U, entonces tendriamos, en virtud @, que
F(U) C Clo que evidentemente contradice la suposididrg) N'C # . Finalmente, usando de nuevo
la la semicontinuidad superior deenx;, podemos determinar un entorno abidstodex;, U’ C U,
tal queF(U’) C V.

(3) = (1). Supongamos quE no es minimal. Por el Teorema 2.2.13 existe una aplicacioB@ &inimal
Fo: X — 2' conFy C F y tal que, para algliry € X, se cumple qué&p(Xo) S F(xo). Por la compacidad de
Fo(X0), podemos encontrar un conjunto abiaNaC Y tal que

Fxo)\W#2 y  Fox)NW=g2.

La semicontinuidad superior dg nos dice quér(U)NW = & para alguin conjunto abiertd C X conte-
niendo axo. Por otro lado, com& (xg) "W # @ tenemos que) NF~1(W) # &, y se sigue ahora d&) que
F(U’) CW para algun conjunto abierto no vatié C U conteniendo a. En particularfo(U’) CW lo que
resulta en una clara contradiccién con el hecho deFg(e) "W = &. [

Uno de los problemas centrales de las aplicaciones muitidals es el siguiente:

Un Problema de las Aplicaciones MultivaluadasDada una aplicacion multivaluada FX — 2,
donde X es un espacio de Baire y Y es un espacio topologiceene condiciones que garanticen
la existencia de un subconjuntg;@enso X de X y de una funcién univaluada (= a un sélo-valor)
continua f: X; — Y tal que {x) € F(x) para todo xc X;.

Esto dltimo significa quef es una seleccién dé sobre el conjuntoX;. En general, unaelecciénpara
la funcion multivaluadeF : X — 2" es una funcion univaluadé: X — Y tal que f(x) € F(x) para cada
x € X. Observe que, gracias al Axioma de Eleccion, siempre eniséeseleccion para cualquier funcion
multivaluada.
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|| » Funciones convexas y los teoremas de diferenciabilidad deddur y Asplund-Lindenstrauss.

SeaX un espacio lineal sobiR. Recordemos que un subconjunto no vag¢ide X se llamaconvexosi
AX+ (1—=A)yeU siempre quex,y € U y A € [0,1]. Una funcionf : U — R se llamaconvexasi

FAX+(1=N)y) < A+ (1-A)f(y)

para todax,y € U y todo O< A < 1.

Un resultado clasico e importante sobre la diferenciadudide funciones a valores reales definidas sobre
intervalo abierto deR es el siguiente, cuya prueba puede ser consultada, porlejeamp[351], Theorem
1.16.

Teorema de diferenciabilidad real Sea f: (a,b) — R una funcién convexa continua. Entonces f
es diferenciable en todo punto (& b) excepto sobre un subconjunto a lo sumo numerable.

Nuestro objetivo es esta seccidn es demostrar dos ressiftaddamentales sobre diferenciabilidad de fun-
ciones convexas continuas definidas sobre espacios delBesales, donde se hace uso del Teorema de
Categoria de Baire, siendo el primero de ellos el siguietieetna publicado por Mazur en 1933 ([303]).

Teorema 2.2.15 (Teorema de diferenciabilidad de Mazur)Sean(X,||-||) un espacio de Banach separa-
ble, U un subconjunto abierto convexo de X yJf— R una funcién convexa continua. Entonces el conjunto
de puntos donde f es Gateaux diferenciable es gdéhso de U.

La demostracion de este resultado requiere de algunasaitefies y resultados adicionales.

Definicion 2.2.4. Sean(X, ||-||) un espacio de Banach y:fX — R funcion. Se dice que f &Sateaux
diferenciableen xe X si existe un unico funcional lineal continuo de XRyndenotado por dfx) € X*, tal
que

(df(x),h) = t@gw

para cada he X. El funcional d {x) es entonces llamado kerivada de Gateauge f en x.
Si, ademas, el limite anterior es uniforme e I8¢, diremos que f e&réchet diferenciableen x.
Equivalentemente, f es Fréchet diferenciable en x si exigtg € X*, tal que

i XY — FOO—(F'(0.y) 0.
y—0 Iyl

El funcional f'(x) se le llama laderivada de Fréchetle f en x.

La subdiferencial de una funcién convexé, se define como la aplicacién multivaluagiei: X — 2X°
dada por
of(x) = {x* e X*: (x",y—x) < f(y)— f(x) paratodoye X}, xeX.

Notemos quef (x) consiste de todos los funcionales lineales continuos queasibles candidatos para la
derivada de Géateaux deenx. Es facil ver que s9f(x) # &, entonces dicho conjunto es convexo. En efecto,
searx;,x; € 0f(x) y seaA € (0,1). Para cualquiey € X, tenemos que

Mxy—x) <Af(y)=Af(x) y  (1-A)xy—x) < (1-A)f(y)—(1-A)f(x).

Sumando ambas desigualdades obtenefhgs+ (1—A)x5,y—Xx) < f(y) — f(x) para todoy € X, por lo
queArx; + (1—-A)x; € 0f(x).



248 Cap. 2 Aplicaciones del Teorema de Categoria de Baire

Mas aun, se cumple la siguiente desigualdad (monotonicidadperadop f):

<X*—Yk,X—y> > 0

siempre quecy € X y x* € 0f(x), y* € 0f(y). En efecto, sk* € af (x), y* € 0f(y), entonces sumando las
siguientes dos desigualdades se obtiene el resultado:

XLy=x < fiy)=f(x) 'y  —({y,y=—x =y, x=y) < f(x)-f(y).

De aqui en adelante consideraremos solo funciones conwertisuasf : U — R, donde(X, ||-||) es un
espacio de Banach realy/un subconjunto abierto convexo He

Lema 2.2.4. Sea f:U — R una funcién convexa continua. Entonces
(1) of(x) # @ paratodoxc U,y
(2) si f es Gateaux diferenciable ereJ, entonce® f (x) consta de un Unico punto, a saber (of.

Prueba. (1) Fijlemosx € U y pongamo<C : {(x,t) : f(x) <t}. El conjuntoC, que se denomina el epigrafo
de f, resulta ser convexo pudsy U lo son. Trasladand@ al punto(X, f (X)) produce el conjunto

Co == C — (%0, f(x0)) = {(x1) € (U—{xo}) xR : 9(x) = f(x+X0) — f(x0) <t}.

Observe qud0,0) € Cy y queCy es el epigrafo dé sobreU \ {Xp}. Por el Teorema de Separaciéon de
Hahn-Banach, existe un hiperplano cerrbtienX x R que soporta & en(0,0), lo que a su vez implica la
existencia de un funcional lineal no cetoc X* tal que

(X, x) < ¢(x) = f(Xx+x) — f(x), para todax € U \ {xo}

0 bien
(X', x—x0) < f(x) — f(Xo), para todax € U

lo cual quiere decir qug* € 0(f).

(2) Supongamos quetf(xg) existe y sex* € d(f). Veamos que* = d f(xg). Comox* € d(f), tenemos que
(X, x—x0) < f(x) — f(xo), para todox € U.

Seah € X arbitrario y escojamos> 0 lo suficientemente pequefio de modo gue xg +th € U. Entonces

f(xo+th) — f(xo)
t

de donde se obtiene qug*,h) < (df(xp),h). Similarmente, como tambié¢x*,—h) < (d f(xg),—h), se
concluye que* =d f(xo). |

(xX*,h) <

Recordemos una funciéon conveta U — R eslocalmente acotadaen xg € U si existen constantes
M >0 y &> 0 tal que|f(x)| <M para todox € U (xp,8). Similarmente,f eslocalmente Lipschitzen
Xo Si existen constantdg > 0 y & > 0 tal que|f(x) — f(y)| < M| x—y|| siempre quey € U(xo,d). f
es localmente acotada (resp. localmente Lipschitz) sdbse f es localmente acotada (resp. localmente
Lipschitz) en todo punto dg. Méas aun, diremos que la aplicacign- 0f(x) es localmente acotada &
si existe una constantd > 0 y un entorno abiertt) dexg tal que||x* || < M para todox* € 0f(x) y todo
xeu.

Un hecho que es importante resaltar es el siguiente.
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Lema 2.2.5. Sea f: U — R una funcién convexa localmente acotada. Entonces

(1) f eslocalmente Lipschitz.

(2) of eslocalmente acotada, y para cad&XJ, df (X) esw*-compacto.

(3) La aplicacién subdiferencial x> df(x) es normae* superiormente semicontinua sobre U.
Prueba. (1) Fijemosxg € X. Puesto qud es localmente acotada &g existen constantdd >0 yd >0

tal que|f(x)| <M siempre que € U (xo,20). Para cualesquieray € U (xo,0), seana = || x—y|| y z=
y+ (y—x)d/a. Entoncez € U (Xo, 28). Puesto que

a o)
y = P 6z+ 0(+6X € U(Xo,20)
resulta que
a o)
< N
() < g5 @+ g™
y asi,
a M
— < — — < —|x—vy].
()~ 0 < 5 (FD— 1) < 5 lx-yl

Intercambiandx cony, vemos que
() — (Y| <Mllx=y|| paratodo xyeU(x,d).

Esto nos dice qué es localmente Lipschitz.

(2) Para ver quéf es localmente acotada, seaa U (X,8) y X* € 0f(X). Entonces, para todpe U (Xo,9),

Xy—x) < )~ F0 < X y—x]|

lo cual implica que||x* || < 2"—5. Finalmente, com@f(Xp) es norma-acotado, solo nos resta demostrar que
0f(xp) esw*-cerrado. En efecto, s¢&;);>_; una sucesion edif (Xp) tal quex;, — x* € X* en law*-topologia.
Entonces, para todoc N y todoy € X se tiene que

(.Y —xa) < f(y) — f(x).
Tomando limite cuandno — o, se obtiene que
Xy =x0) = lim (.Y — o) < F(y) — f(%0)

y asi,x* € af(Xp). Se sigue del Teorema de Banach-Alaoglu gtiew) esw*-compacto.

(3). Para demostrar esta ultima parte, haremos uso de la Ra&mign(1), pagina 243. En efecto, sean
x € U, W cualquier subconjunto*-abierto deX* conteniendo @f(x) y (Xn)nq cualquier sucesion en
U tal quex, — x en la norma. Vamos a demostrar que existe N tal quedf(x,) C W para todon > N.
Supongamos que este no es el caso, entonces existe unaesidsae x,)r_4, que la seguiremos denotando
del mismo modo, tal quéf(x,) Z W para todon = 1,2,... Para cada € N, escojamosg, € 0f (xn) ~W.
Puesto quéf(-) es localmente acotada, podemos suponer que existe unaobwia-nerrad®(0,K) enX*,
conteniendo a todos los conjunt®s(x).
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Seax* € {x;:n=12,.. .}w* C B(0,K). Esto significa qua* es elw-limite de una subred de;)>_, v,
por supuestox* ¢ W. Fijemos ury € U y consideremos la expresion

(Y = 00 x) = (LY) = 06, ¥) 4 00, Y) = (s Xn) £ O, Xn) = 00, %) + (0, ) — (). (D)

Comox* es un punto dey*-clausura de la sucesidm;, : n=1,2,...}, resulta que las sucesiongs;, X)),
y ((X,¥))m_1 POSeen subsucesiones, a las que seguiremos nombrandoste modo, que convergen a
(X*,X) y a(x*,y) respectivamente, esto es,

mpgx) = ¢y mpy) = (¢.y). 2

|
Nn—oo Nn—oo

Ademas, puesto que, € B(0,K) para todon € N, obtenemos que
|06 %n) = (06, %) | < K|[¥0—x|| — 0. 3

Por otro lado, teniendo en cuenta que la desigualdad

OqY) = 06, %) < F(y) = F0xn)
= fy) = O+ () = (x0),

la cual es valida por estaf, € 9f (x,), y comof(x) — f(x,) — O por la continuidad dé enx, resulta de la
desigualdad anterior que

—f
—f

fimsup( (x;.y) — 0. %)) < F(Y) (3 (4)

n—oo

Finalmente, tomando el limite €i) cuandon — o, y usandq2), (3) y (4) se concluye que
(X,y) — (X', x) < f(y)—f(x)  paratodoyeU.

Esto prueba queg* € af (x) ~ W, lo cual es una contradiccion por el hecho de\gueontiene @f(x). W

Un resultado importante que caracteriza la diferencizdulide funciones convexas continuas en términos
de ciertas selecciones es el siguiente:

Teorema 2.2.16.Sean(X,||-||) un espacio de Banach, U un subconjunto abierto convexo nio \aecX y
f : U — R una funcion convexa continua. f es Fréchet (respectivaenéteaux) diferenciable enexU
si, y sélo, existe una seleccignparadf la cual es norma - norma (respectivamente, normaat} continua
en x.

Prueba. La demostracién sera llevada a cabo sélo para el caso eh emé&réchet diferenciable. Suponga-
mos que existe una selecciprpara la subdiferenciaf de f. Puesto qué(x) € af (x) para todax € U, te-
nemos quéd(x),y—x) < f(y) — f(x) paratodoy € U. Para taley € U también se cumple qugy) € 0f(y),

y asi,($(y),x—y) < f(x) — f(y). Combinando estas dos desigualdades resulta que parg4ddo

0< fly) — (%) —(0(x),y—x) < (d(y) —d(x),y—x). (2.2.1)

Si ¢ es norma-norma continua gnentonces el hecho de que el Gltimo término en la desigudkiadl) esta
acotada poff ¢ (y) — ¢ (x) || ||y — x|| implica quef es Fréchet diferenciable en

Reciprocamente, supongamos dues Fréchet diferenciable enc U. En primer lugar vamos a de-
mostrar quéf es norma-norma superiormente semicontinua, &3 decir, queremos probar que para cual-
quier entorno norma-abierd dex* := f’(x), existe un entorno norma-abied de x tal quedf (W) C V.
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Supongamos quéf no es horma-norma superiormente semicontinua. éintonces es posible elegir un
€ > 0, una sucesiofx,);_, enU y x; € 0f(x,) para cada € N tal que

% —Xx|| — O, pero 15— X" || > 2e.

La ultima desigualdad implica la existencia, para caddN, de unz, € S tal que(x;, — x*,z,) > 2¢. Ahora
bien, comof es Fréchet diferenciable enexiste und > 0 tal quex+yeU vy

fix+y) = 00— ¢y) < ellyl
siempre que|y|| < d. Por otro lado, puesto qué € 0f(x,), tenemos que

O (X+Y) =Xn) < F(x+y) = f (%)

y, asi,
06 Y) < Fx+y) = F00 + 0% —x) + F() — f(x))
siempre qué|y|| < 8. Seay, = 6z,,n=1,2,... Entonced|y,|| =0 y

268 < (X, — X", ¥n) < [F(X+Yn) — F(X) — (X, yn)] + (G, %0 — %) + F(X) — f(Xn)
<€+ (X, Xn—X) + F(X) — f(Xn). (2.2.2)

Finalmente, com@f es localmente acotada|{;, x, — X)| < || % || || X — X||, se sigue de la continuidad de
f enx que f(x) — f(x,) — 0y, en consecuencia, las desigualdades en (2.2.2) nosaadia desigual-
dad z0 < €0 que resulta, a todas luces, contradictoria. Esto prueba fjes norma-norma superiormente
semicontinua em.

Para cada € U, pongamosp(x) = f’(x). Resulta quep es una seleccion paid la cual es norma-
norma continua ei. En efecto, los siguientes tres hech@$(x) consta de un Unico punto (Lema 2.2.4),
d(y) € 0f(y) para caday € U y df es superiormente semicontinua xnimplican inmediatamente que
d(y) — ¢(x) = f’/(x) siempre que/ — x en norma, es decif) es norma-norma continua &n |

Observemos que si la funcion convekal — R es continua erxg € U, entonces ella es localmente
acotada en dicho punto y, en consecuer@i@xp) es localmente acotada. Ademas,

Corolario 2.2.12. Sea f:U — R una funcién continua y convexa. Entonces, para caddJx tenemos que
d f(x) existe si, y solo sgf(x) consiste exactamente de un Unico elemento.

Prueba. Ya sabemos, por el Lema 2.2.4, queddix) existe, entonce8f(x) consiste exactamente de un
anico elemento.

Supongamos ahora gqadé (x) consiste de un Unico punto. El Lema 2.23 nos dice qu@f es norma-
w* superiormente semicontinua erSimilar a la parte final de la prueba del teorema anteri@ypsicion
de qued f(x) consta de un Unico punto, conduce a que cualquier sele¢pqgidmad f es normaw* continua
enx. Entonces, por el Teorema 2.2.16,(X) existe. [ |

Puesto que en espacios de Banach de dimension finita la ¢gd@ojoy la topologia de la norma coinci-
den, la conclusion del siguiente corolario se deriva inatadnente del Teorema 2.2.16.

Corolario 2.2.13. Si(X, ||-||) es un espacio de Banach de dimension finita, entonces palguieiafuncion
continua y convexa definida sobre él, las derivadas de Gatgdéchet coinciden.
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Prueba del Teorema de diferenciabilidad de Mazur En primer lugar vamos a demostrar que el conjunto
F={xeU :df(x) no existg

es unk; deU. En efecto, comX es separable podemos elegir una sucesiqlf,_; densa en la esfera
unitariaSy de X. Para cada par de entemasn > 1, definamos los conjuntds, , como

Fam= {X€U : existen &,y* € 0f(x) satisfaciendax" —y*,x,) > 1/m }.

Notemos quel f(x) no existe si, y sélo sgf(x) contiene méas de un punto. De esto se sigue que

df(x) no existe si,ysolosixe | J Fym esdecir, F= ] Fum
nm=1 nm=1

Por esto, s6lo debemos demostrar que ¢agaes relativamente cerrado En Para demostrar esto ultimo,
sea(z)y_, cualquier sucesion e, m tal quez, — z< U. Para cad& € N, escojamos; y y; endf(z) tal
que(X; — Y, %) > 1/m. Puesto qu& es separable, los subconjuntos norma acotad®s den metrizables
en law*-topologia y, en consecuencia, por el acotamiento locad @plicaciorf enzy la w*-compacidad
de cada bhola cerrada &, no se pierde generalidad en asumir, y asi lo haremos, gaemexi,y* ¢ X*

tales quex; O Y Yk -, y*. Usando estos hechos tenemos que, para cualggiél,
(< y—2) = Jim (. y—2) < [Im[f(y) - f(z)] = f(y) - f(2),
de modo que* (y similarmentey*) esta erd f(z). Ademas, puesto que
(¢ =Y Xa) = [im (= Y %) > 1/m.

se concluye que e Fnm.

Finalmente, para hacer uso del Teorema de Categoria de aeenos que demostrar que cada Fnm
es denso ebl. Veamos esto. Fijemas,n € Ny seanxg € U y € > 0 arbitrarios. Consideremos la funcion
g: |1 — R dada por

o(r) = f(xo+ %) (rel),

dondel = {r e R: xg+rx, € U}. Comog es convexa sobre el intervalo abiettentonces, por el Teorema
de diferenciabilidad real, tenemos qgér) existe para todos los puntos= | excepto, posiblemente, en
un conjunto a lo sumo numerable. €& < ¢ tal queg es diferenciable en y pongamos<’ := Xg + r'xp.
Observemos quixp — X' || < €. Afirmamos quex’ ¢ F,m. En efecto, sk’ € F, m, entonces existex',y* €
af(x’) tal que(x* —y*,x,) > 1/m. De esto se sigue qu&*,x,) # (y*,X,) son las direcciones de dos lineas
tangentes distintas al grafo de la funcigen (r’,g(r’)) lo cual es una contradiccion por el hecho de que
g es diferenciable ern’. Por consiguientex’ € U \ F,m param=1,2,... y, en consecuencia, toda bola
abiertal (xo,r) intersecta & . F,m; es decirJ \ F, m €s un abierto denso &h Un llamado al Teorema de
Categoria de Baire nos revela que

) (U~ Fam)

nm=1

es unGg-denso deJ. |

Un resultado similar al Teorema de diferenciabilidad de bgero cambiando Gateaux diferenciabili-

por Asplund y generalizada por Lindenstrauss en los sitgsei@rminos.
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Teorema 2.2.17 (Teorema de diferenciabilidad de Asplund-bdenstrauss). Sea(X,|-||) un espacio de
Banach tal que X es separable y sea: X — R cualquier funcion convexa continua. Entonces f es Fréchet
diferenciable sobre un subconjuntg-@enso de X.

Prueba. Definamos el conjunto
F ={xeX: fno es Fréchet diferenciable er} x

Vamos a demostrar que es de primera categoria #n Para ello consideremos el epigrafofdes decir, el
subconjunto d& x R definido por epif) = {(x,t) € X xR : f(x) <t}. Siendo egif) un conjunto convexo
cerrado con interior no vacio efix R, el Teorema de separacién de Hahn-BanacK erR nos garantiza
la existencia, para cadee X, de un funcionapy € X* tal que f (x+h) — f(x) > px(h) para cualquieh € X.
Puesto quef no es Fréchet diferenciable en los puntosFdgpodemos seleccionar, para cada F, un
my € N tal que

Iimsupf(x+h) —f-py 1
h—0 [hl] my
Fijemosm € N y definamosq, = {x € F : my = m}. Usemos ahora el hecho de g es separable, para
seleccionar una sucesion densaXen digamos(x;)y_; Y pongamodmy := U (X, ﬁn) para todok € N.
Resulta claro entonces g€ = (Ji_;Umk. Para cad& € N, defina

Fmk = {X € Fm: Px € Umk}.

Es una tarea facil probar que= Jyx_1Fmk. Por esto, sélo tenemos que demostrar que el confeio

es nunca-denso para caaiek € N. Filemosm, k € N y supongamos, para arribar a una contradiccion, que
Fmk tiene interior no vacio. Entonces existenxia Fnx Yy un entorno abiertd) de x tal queU C Fk.
Para obtener nuestra contradiccion es suficiente demagsieagxiste un puntg € U poseyendo un entorno
abiertoV tal queV NFyk = @. Siendof localmente Lipschitz, podemos suponer, sin perder gedacdl
que el entorndJ dex € Fyni es de la form& = U (x,r), donder se elige de modo tal quiees Lipschitz con
constanteK > 1/msobreU (x,r). Observemos que esto implica qupy || < K. En efecto, tenemos que

px(h) < fix+h) —f(x),  —px(h) = p(=h) < f(x—h)—f(x) siempre quelh|| <r,
y, por lo tanto,
Ipx(h)| < max| f(x+h)—f(x)|,|f(x—h)—f(x)| < K| h|| siemprequdhl| <r.
Ahora bien, coma € Fyy, existeh € X, || h|| <r/2 tal que

[h]

f(x+h)—f(x) > Werx(h)' (2.2.3)
Afirmamos que
[[h]] _
U <X+ h, m) ﬂ Fm7k = Q

Supongamos que existes U (x+h, || h|| /12mK) N Fynk. Notemos que € U (x,r), ya que|| h|| <r/2. Como
z€ Fmx Yy X € Fng, por la definicion dée,k tenemos qué px— p,|| < 1/(12m). Por la eleccion de, se
tiene que

f(x)— f(2) > p(x—2). (2.2.4)
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Sumando las desigualdades (2.2.3) y (2.2.4) nos da

{OcHR) — 1(2) > polx—2) + L1 4 ()
:px(x+h—z)+(pz—px)(x—z)+@. (2.2.5)

Puesto quéx+h—z| < | h||/12mK y | px|| < K, tenemos que

1Al

IP(x+h—2)| < 720

Maés aun,

[[hl

x|l <
lz=X|| < l]z— (x+h)+h]| < 120

1
+ < p_ < —

de donde se sigue que

I[hil

< < =
(P P)(X=2)| < [|Px— Pell [ X~ 2l| = 75— - 2] hl] =

Reemplazando estas desigualdades en (2.2.2) obtenemosefitmque

hi |Ih], |h hi |h] |k h
[T S el el ) [y 1

f()H_h)_f(z)>_12m 6m = m M 3m  m  2m’

lo cual contradice el hecho de que

[£) (v L)y (L)

_ < —z|| < - '
[Fx+h) = F@)] < Kllx+h-z[ <50 < K30k = 12m

Hemos probado quE es de primera categoria ehy, gracias al Teorema de Categoria de Baire, el
conjunto de puntos dondk es Fréchet diferenciabl& := X \\ F, es denso eiX. De inmediato vamos a
demostrar que, en realida@,es unG;. En efecto, para cadac N, definamos

Gn:{xex - supf(x+6y)+f(x—6y)—2f(x) <}}.
6>0y68( 6 n

Observemos que, por la convexidadfdéenemos que para caday € X y cada 0< & <

f(x—dy) — f(x) < f(x—03'y) — f(x) < f(x+9d'y) — f(x) < f(x+dy) — f(x)
) - -0/ - o/ - 0 '

Se sigue de esto quees Fréchet diferenciable si, y sélo si,

inf sup f(x+0y) — f(x—9dy) — 2f(x)
3l0yes, e

=0,

lo cual significa qués = N,_; Gn. En particular, cad&, es denso eiX. La prueba terminara una vez que
logremos demostrar qu&, es un conjunto abierto exipara cada € N. Para este fin, seac N y tomemos
cualquierx € G,. Siendof continua erx, ella es localmente acotada en dicho punto y, por lo tanéajas al
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Lema 2.2.5, localmente Lipschitz &nlo cual significa que existe alguna bola abi&fte,r) sobre la cuaf
esL-Lipschitz. Ademés, comr e Gy, existenumd <r/2 y C < 1/ntal que

sup f(x+0y) + f(x—9dy) — 2f(x) -C

yeSy 0

Escojamos &< € < min{3, 2 (2 —C)}. Afirmamos queJ (x,€) C Gn. En efecto, dada € U(x,€), tenemos
que para cualquier € S,

f(z+dy) + f(z— dy) — 2f(2)

o)
_ [f(z+dy) — f(x+dy)] + f(x+y) + [f(z—dy) — f(x—8y)| + f(x—dy) —2[f(2) — f(x)] — 2 (X)
- 0
< L||z—x]|+ f(x+dy)+L||z— x|+ f(x—3y) + 2L || z—x|| — 2f(X)
- o)
_ F(x+3y) + f(x—dy) — 2f(x) N 4L||Z_XH
0 o)

41 ¢ 1 1

< C+T < C+<H_C> =<
Esto termina la prueba. |

Es importante destacar que la conclusién del Teorema deeddi@bilidad de Asplund-Lindenstrauss
sigue siendo valido si la funciéh es convexa y continua sobre cualquier subconjunto abiertmyexoU
de X (véase, por ejemplo, [181], Theorem 8, p. 153-154). La d&maén que acabamos de dar se debe,
fundamentalmente, a Preiss y Zajk.

Los espacios de Banach que tienen la propiedad de que arafgocion convexa continua definida
sobre un subconjunto abierto convexo de él es Fréchet @&paux) diferenciable sobre un subconjunto
Gs-denso reciben, por su importancia, nombres especiales.

Definicion 2.2.5. Un espacio de BanacfX, ||-||) se dice que es uespacio de Asplundrespectivamente,
débilmente de Asplundsi cualquier funcién convexa continua: U — R, definida sobre un subconjunto
abierto convexo U de X, es Fréchet diferenciable (respactente, Gateaux diferenciable) en cada punto de
algun subconjunto &denso de U.

Comentario Adicional 2.2.11 1) Notemos que, con esta nueva terminologia, el Teorema deuliia-
bilidad de Mazur puede ser expresado en la forma:
(i) Todo espacio de Banach separable es débilmente de Asplund
Mientras que el Teorema de diferenciabilidad de Asplunienstrauss nos dice que:
(i) Todo espacio de Banach con dual separable es de Asplund
Por otro lado/;, siendo separable, es, por el Teorema de diferenciabiligatMazur, un es-
pacio débilmente de Asplund aunqoe es un espacio de Asplunin efecto, es un ejercicio
aleccionador demostrar que el conjunto de los puntog donde la normd-||; es Gateaux
diferenciable, es

G = {(q)k_1: & #0, paratoddk € N}.

Es claro queés = _; Gn, donde cad&,, = {(Ck)ﬁll (G F 0} es abierto y denso eh. Un poco
mas de trabajo se requiere para demostrat|gyeno es Fréchet diferenciable en ninguin punto de
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5)

¢1. En el otro extremo de los espacigs resulta qué., no es un espacio débilmente de Asplund
(véase, por ejemplo, [351], Example 1.21). Sin embacgopor ser un espacio separable con
dual separable es, por el Teorema de diferenciabilidad gluAgd-Lindenstrauss, un espacio de
Asplund. También es claro que:

(i) Todo espacio de Asplund es débilmente de Asplund

Es bueno advertir que la nocién de espacios débilmente demspo esta relacionado con la

topologia débil del espacio de Banach. Los conceptos deiespde Asplund y débilmente de

Asplund fueron introducidos por E. Asplund pero con nomblissentes; de hecho él los llamé

espacios de diferenciabilidad fuerte y débil, respectema Fueron, sin embargo, Namioka
y Phelps [332] los primeros en llamar a los espacios de diféabilidad fuerte espacios de

Asplund, mientras que Larman y Phelps [279] usaron el térdébilmente de Asplund para la

diferenciabilidad débil. Todos estos hechos y mas, perchmutas, pueden ser consultados y
ampliados, por ejemplo, en [71], [181] y [351].

En 1990, Dominikus Noll demuestra en [341] un resultadoagmhbl Teorema de diferenciabi-
lidad de Asplund-Lindenstrauss pero sobre conjuntos msgims.

Teorema 2.2.18 (Noll). Sea X un espacio de Asplund space y sea C un subconjygitodavexo

de X que no esta contenido en ningun hiperplano cerrado deeX$S C — R una funcion
inferiormente semi-continua tal g@ees localmente Lipschitz sobre un subconjunto denso de C.
Entonces existe un subconjuntg-@enso G de C tal qu es Fréchet diferenciable en cualquier
punto xe G.

La parte final de la demostracion del Teorema de diferedidati de Asplund-Lindenstrauss
dice que:Si cada funcién convexa continua: K — R es Fréchet diferenciable en cada punto
de algun subconjunto denso de X, entonces ella es Frécleeenlifable en cada punto de al-
gun subconjunto g&denso de XEn consecuenci& es un espacio de Asplund si cada funcién
convexa continua sobre X es Fréchet diferenciable sobrénafybconjunto denso de X (que
depende de la funciénlPor otro lado, hasta hace muy poco tiempo se desconociaesiutiado
anterior era valido para espacios débilmente de Asplundeeis, si cada funcién convexa con-
tinua sobre X es Gateaux diferenciable sobre algin subotmjdenso de Xesto es lo que se
llamaEspacio de Gateaux Diferenciabilidpd;, es cierto que dicho espacio es débilmente de As-
plund? La respuesta, obtenida recientemente, es NO. Bo &fédB. Moors y S. Somasundaram
en [321], exhiben un espacio de Gateaux diferenciabilidsrep es débilmente de Asplund.

Otro resultado interesante y, si se quiere, impresionams pu exigencia es minima aunque a
veces dificil de verificar es el siguiente ([71],Theorem3,.6. 150):

Teorema de Ekeland-Lelourg Si existe una funcion diferenciable; K — R abollada sobre
un espacio de Banach X, entonces X es un espacio de Asplund

Unafuncion diferenciable abolladébump) es una funcié : X — R la cual es Fréchet diferen-
ciable en cada € X y cuyo soporte es un subconjunto no vacio y acotad$,d®mnde el soporte
de f es la clausura (en la norma) del conjufitoc X : f(x) # 0}.

Entre los espacios de Banach que son débilmente de Aspltard es

a) Los espacios de Banach X cuyo dudlamite una norma dual estrictamente convedaa
normal|-|| sobreX bajo la cuall| 3(x. +X2) || < 1 siempre quey, X, € Sx conx; # X, se
dice que esstrictamente convex&n general, los espacios de Banacltuya norma es
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b)

d)

Gateaux suavees decir, una norma sobkeque es Gateaux diferenciable en cada punto de
X, son débilmente de Asplund. Ver, por ejemplo, [374].

Losdébilmente compacto generaddn espacio de Banachse llamadébilmente compacto
generado(WCG) si existe un subconjunto débilmente compattde X tal queX = m
donde[K] denota el subespacio lineal generadokoofales espacios incluyen a los espacios
de Banach separables, a los reflexivos, d.ldg) si i eso-finita, a loscy(I") para cualquier
conjuntol’, aC(Q) si Q es Eberlein compacto, etc. Véase, por ejemplo, ([74], p2g.5)
para una demostracion de que estos espacios son WCG y,, (p139] Theorem 1.3.4) para
la demostracién de que todo espacio WCG es débilmente derdspl

Los débilmenteX-analiticos Un espacio de Banack se llamadébilmenteX-analitico si
(X, w) esX-analiticg lo cual significa que existe una aplicacion superiormeetaisontin-
uaF : NN — X(X) tal que

U K(f)=X,

feNN

dondeX(X) denota la coleccion de todos los subconjuntos débilmentgactos dex.
Véase, por ejemplo, [157], p. 69, Corollary 4.1.3, para waastracion de este hecho.

La clase de Stegall (para espacios de Bana¢lip7], p. 56), etc.

6) Un hecho importante que se deriva de los espacios débilrdersplund es el siguiente:

Teorema Si X es un espacio débilmente de Asplund, entonces todorgubttonorma-acotado
K de X* es relativamente secuencialmenie-compacto; es decir, cualquier sucesion en K ad-
mite una subsucesidn*-convergente en X (Véase, [157], Theorem 2.1.2, p. 38).

Existen varias caracterizaciones de los espacios de Aspglnriérminos de ciertas propiedades estruc-
turales de los espacios de Banach las cuales pueden noiesttardente relacionadas a la diferenciabilidad.
En este sentido, una de las caracterizaciones de maydeadt#is la siguiente.

Teorema 2.2.19.Para cualquier espacio de BanacK, ||-||), las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X esun espacio de Asplund.

(2) Cada subespacio norma separable Y de X, su di&synorma separable.

En [181], [351], [448] se puede ver la demostracion de estdtaro y, ademas, otras caracterizaciones
geomeétricas de los espacios de Asplund que no abordarenessasmotas.

2.2.3. || » Norma LUR, compacidad débil y puntos mas lejanos

Sea(X,||||) un espacio de Banach. La normid| se llamalocalmente uniformemente rotundaen
Xo € X si, siempre quéx,),_; €S una sucesion efital que

(1) lim

n—oo

X0 + Xn
2

= [[%l, vy

(2) lim %]l = [I%oll
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entonces lim..« || X — Xo|| = 0. Si la norma|-|| es localmente uniformemente rotunda en cada puni, de
diremos que ella decalmente uniformemente rotundao, brevemente LUR).

Notemos que la normi|| es LUR enxo € Sx si, y sélo si, siempre que € S y lim [|xo+X || = 2,
entonces lim|xp— Xy || = 0.
n—oo

La siguiente caracterizacion nos sera de utilidad en la d#awdn del Teorema 2.2.21.

Teorema 2.2.20.Sea(X, ||-||) un espacio de Banach. Las siguientes condiciones son éepiies:
(a) X esLUR.
(b) Dadoe >0 y xe S, existe urd := &(g,x) > Otal que

Ix—y|l <€ siempre quexe Bx vy H%(ery)H >1-30.

Prueba. Suponga qu& es LUR pero québ) no se cumple. Entonces existe &ip- 0 y unx € S tal que
para cada® > 0 se cumple quéx—y|| > ¢, peroH %(x+y) \ > 1— 4. De aqui se sigue la existencia de una
sucesionyn)p_; enSx tal que||x—yn || > € para todan € N, perol| 3 (X+Yn) | — 1, lo que, evidentemente,
contradice(a).

La otra implicacion se deja como ejercicio al lector. |

Recordemos, pagina 230, que una nofifiasobre un espacio de Banaxtiene la propiedad de Kadec-
Klee si la topologia de la norma y la topologia débil coinnidebre la esfera unitar. Un hecho impor-
tante en la geometria de los espacio de Banach lo constitsjgu@nte resultado.

Teorema 2.2.21.Sea(X,||-||) un espacio de Banach. %i|| es una normd.UR, entonceg)|-| tiene la pro-
piedad de Kadec-Klee.

Prueba. Supongamos qui || es una norma LUR y qu& € Sx. Entonces, para cada> 0 podemos elegir

und> 0, tal quef| o — X|| < € siempre que € B y || 3(Xo+X) || > 1—&. Seleccionemos, por el Teorema de
Hahn-Banach, ur* € Sx- tal quex*(xg) =1 y que para cadac Bx se cumpla qu&*(x) > 1— d. Entonces

1
> zx*(xo+x) >1-9

500+

y, por lo tanto,

Xo — X|| < €. Esto nos dice que el conjunto
U = {xeBx:x'(x) > 1-3}
constituye un entorno basico ggen la norma topologia dgy. |
El resultado anterior combinado con el Ejem@sX(6), pagina 230, nos dice que:

Corolario 2.2.14. Sea(X,|-||) un espacio de Banach. Si la nornfjid| es LUR, entonces(Bx,w) es un
espacio de Baire.

Fijemos de nuevo un espacio de Ban&#l||-||) y seaK un subconjunto débilmente compacto Xie
Para cada € X, definimos la funcion

r(x) = sup{|[x—z||:ze K},
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a la que llamaremos listancia mas larga dex a K. Es facil ver que la funcién es convexa y 1-Lipschitz
sobreX. Diremos que un puntp€ K es elpunto mas lejano axenK sir(x) = || x—z||.

Para cadx € X, la subdiferencial de enx, d;(X), vive en la bola unitaria d&*; es decird;(x) C Bx-.
En efecto, sik* € 0,(x), entonces<*(y —x) < r(y) —r(x) < ||[y—x|| para cualquiey € X y, por lo tanto,
X < 1.

Teorema 2.2.22 (Lau).Sean(X, ||-||) un espacio de Banach y K un subconjunto débilmente compacto d
Entonces el conjunto

G = {xeX: sup{X"(x—2) :ze K} =r(x) para algin X ear(x)}

es un G-denso en X. Més aln, sixG, entonces K posee un punto mas lejano a x.

Prueba. Para cada € N, definamos

F = {xex ylgz X' (y—X) > —r(x)+%, para algun X ear(x)}.

Afirmamos queF, es cerrado para cadn En efecto, seéxj)‘j"’:l una sucesion e, tal que linx; =x y
para cadg € N, escojamox € 0,(x;) de acuerdo a la definicion d&. Usando el hecho de qugx- es
w*-compacto y teniendo en cuenta oi¢xj) C Bx- para todoj € N, podemos asegurar que la sucesion
(x]-‘)‘f:l posee urw*-punto de acumulacion, al que llamarenxbsConsideremos las desigualdades

Sl

Xj(y—%j) > —r(xj) + -, yekK y Xj(z—xj) < r(z) —r(xp), zc X.

Puesto que; — XY || Xj |I< 1 para todoj € N, resulta claro que los miembros izquierdos de las dos de-
sigualdades anteriores poseen, respectivamentgya X) y a x*(z— x) como puntos de acumulacion. Se
sigue de esto que

X'(y—X) > —r(xX) + =, yeK y X' (z—Xx) < r(z) —r(x), ze X.

Sl

Esto prueba que € F, y asi,F, es cerrado.

Puesto qu& = _, G, donde cad&, = X \ F, es abierto, entonces solo nos resta demostratgue
es denso eiX, o equivalentementds, es nunca-denso eX. Supongamos que para algan int(F,) # @
y elijamos unA > O tal que la bola abiertd :=U (yo,2)\r(yo)) C int(F,), para alguny, € F,. Pongamos
€= m min{1,r(yo)}. Escojamos ahora up € K tal que||yo—zo|| > r(yo) — € > r(yo)/2. N6tese que
si definimosxg = Yo + A (Yo — 20), entonced|xo—Yo|| = A||Yo—2o|| > Ar(yo)/2 > €. Tomemos un punto
x, en el segmento de lin€3o, yo] tal que || o —x. || = €. Puesto que|Xo— Yol = Allyo— 20| < Ar(yo),
resulta que tantep, asi comox;, estan ertd C F,. Por la definicion dé=,, existe unx; € d;(x;) tal que
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inf{x;(y—x1) :y € K} > —r(xq) + £. Usando la desigualdad anterior, se sigue que

r(yo) —r(x1) < [Yo—2l[+e—r(x1) = %0 =20 +&—r(x1)

1+)\
1
e — - < - —
< l+)\r(xo)+s r(xy) < l+)\r(x1)+2:-: r(xy)
A 1 A 1
< 1+)\(X1(Zo X1) — >+2€ < 1+7\<X1(Z° xo)——>+3s
- = (X (Azo— AXo)—l)+3€ X*((1+)\)y0—(1+)\)xo)—L+3s
14\t 1+t (1+M)n
i A \ A
= Xl(YO—XO)—m-F?’S < Xl(YO—Xl)—m+4€
< X1 (Yo — Xa).-

Por estor(yo) < r(x1) +X; (Yo — x1), lo cual es contrario al hecho de guee d;(x;). Esta contradiccion
establece que cad@ es nunca-denso ef. Por el Teorema de Categoria de BalBegs unGs-denso erX.
Con esto queda probada la primera parte del teorema.

Para probar la segunda parte, sea G y escojamos ux* € d,(x) segun la definicion d&. Como
x* es un funcional débilmente continuo, la compacidad débiKd®os permite hallar uz € K tal que
X*(X—2zp) = sup{X*(x—2) : ze K}. Entonces
rX) = X'(x=2) < [[X'[|-[x=2[ < [[x=2] < r(x).

De alli que||x— z9|| = r(x) y termina la demostracion. [ |

2.2.4. || » Dentabilidad, la PRN y densidad de funcionales

En esta seccién mostraremos una condicién geométricadaled la seccion anterior, conocida como
dentabilidad, que esta estrechamente relacionada conitanrde diferenciabilidad. Sed¥, ||-||) un espacio
normado YA un subconjunto no vacio acotadoXleComo siempre, la notaci@o(A), denota la clausura de
la capsula, o envoltura, convexa del conjuAto

Definicién 2.2.6. Sean(X, ||-||) u espacio normado y D un subconjunto no vacio acotado de p&.d2ala
f e X*, f £0, escribamodv(D, f) = sup{ f(x) : xe D}. Dadoa > 0, el subconjunto de D,

S(D, f,a) = {xeD: f(x) >M(D,f)—a}

se llama unaebanadade D. Diremos que D edentablesi para cadas > 0, existe un puntogxe D tal que
Xe ¢ €0(D \ U (X, €)). Suponga ahora que D X, pudiendo ser D no acotado. Diremos que hegeditari-
amente dentablsi cada subconjunto no vacio y acotado de D es dentable.

Las nociones de dentabilidad y rebanadas estan relacepadanedio del siguiente resultado.

Teorema 2.2.23.Sean(X, ||-||) un espacio normado y D un subconjunto no vacio norma-acaiad$. Son
equivalentes:

(1) D esdentable.
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(2) D contiene rebanadas de didmetros arbitrariamente pegsiefio

Prueba. Suponga, en primer lugar, gz es dentable y sea> 0. Por hipotesis, existe une D tal que
x¢Zco(D\U(x,€)). Por el Teorema de Hahn-Banach, existerf uhBx- y unA € R tal que

sup{f(x):xeco(D~U(xeg))} < A < f(x).

Figura 2.1:

Si ahora definimost = M(D, f) — A, entonces claramente
S(D, f,a) = {yeD: f(y)>M(D,f)—a} C U(x,e)ND (%)

tiene diametro menor que2
Reciprocamente, sea> 0 y supongamos que dif®(D, f,a)) < €. DefinamosA = M(D,f) —ay
seleccionemos € S(D, f,a). Como dian{S(D, f,a)) < ¢, resulta que

S(D, f,a) CU(x,e)NnD
y, en consecuencia,
co(D\U(x€)) C co(D\S(D,f,a)) C f*((—c,A]).
Es claro quex ¢ ﬁ)(D N U (%, s)) , pues sk estuviera et \ U (x,€) tendriamos, por la desigualdad anterior,
que f(x) <A lo cual es imposible pue§(x) > A por estax en SD, f,a). Esto prueba quB es dentablel
Es importante resaltar, para referencia futura, lo que (Gkeen el teorema anterior.

Si D es un subconjunto dentable de Xey> 0, entonces existe un conjuni@abierto U C X tal
que
UnD#@ vy ||—diamUnND)<e. (X

Corolario 2.2.15. Sea D un subconjunto acotado de un espacio de Bati#ch:-||). Si K=to(D) es
dentable, entonces también lo es D.

Prueba. Observemos que, para cafla X* . {0}, se cumple que

M(D, f) = supx®(x) = supx’(x) = M(K, f).

xeD xeK

Por lo tanto, sb >0y f € X* \ {0}, entonces @, f,a) C S(K, f,a) y asi, siK contiene rebanadas de
diametro arbitrariamente pequefio, también las pbBsee |
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SiK es un subconjunto no vacio acotadaXde se define lav*-rebanadadeK, como
S(K,x,a) = {feK: f(x) >M(K,x)—a}

dondex € X y a > 0. Un subconjuntdK de X* se llamaw*-dentable si éste contienev*-rebanadas de
norma-didmetros arbitrariamente pequefios. Un subcaniunie X* (K puede no estar acotado) se dice que
w*-hereditariamente dentablesi cada subconjunto no vacio y acotadd<desw*-dentable.

En la teoria de los espacios de Banach, la nocién conocida Esopiedad de Radon-Nikodym, de-
sarrollada intensamente en las décadas de los 70 y los 8@yltepasado, constituye uno de los pilares
fundamentales de esa teoria. De las variadas y sorpreadentgas equivalentes que existen en la literatura
en relacion a dicha propiedad (véase, por ejemplo, las nmafiag de J. Diestel and J. Uhl [129] y R. D.
Bourgin [71]), la siguiente nos sera de gran utilidad a mosshtereses.

Definicion 2.2.7. Sea(X, ||-||) un espacio de Banach. Se dice que X tieneriagpiedad de Radon-Nikodym
(abreviadoPRN) si cada subconjunto no vacio acotado D de X es dentable oissl&X es hereditariamente
dentable.

Observe que, en virtud del Corolario 2.2.¥5tiene la PRN si cada subconjunto convexo y cerrado es
dentable. En general, podemos definir la PRN para subcasjuleX del modo siguiente.

Definicion 2.2.8. Sea(X, ||-||) un espacio de Ba