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PRÓLOGO

Una trivialidad profunda. Así califica T. W. Körner [270] al Teorema de Categoría de Baire. Uno está
inclinado a pensar que la razón fundamental para tal declaración es que, aparte de su simple y elegante
demostración, pocos resultados comparten, como lo hace el Teorema de Categoría de Baire, el privilegio de
intervenir, directa o indirectamente, en la demostración de una cantidad elevadísima de resultados muchos
de los cuales son no triviales, algunos son un verdadero retoa la propia imaginación y muchos otros son,
simplemente, espléndidos, hermosos. El contenido de estasnotas muestran algunas de las formidables y, a
veces, inimaginables aplicaciones que se apoyan en dicho teorema.

Como se puede entrever, el título de este libro indica una declaración de intenciones. A pesar de la in-
mensa gama de aplicaciones que se sustentan sobre el Teoremade Categoría de Baire, existe un sorprendente
vacío de un texto que se dedique exclusivamente a recoger gran parte de esas aplicaciones. Ese vacío no se
llena con esta modesta contribución, pero es un paso hacia adelante. Por consiguiente, el primer objetivo de
estas notas es presentar, con un tratamiento absolutamenteinformal, algunas de esas aplicaciones. Es impor-
tante observar que en casi todos los textos de Análisis Funcional, del Análisis Real o la Topología cuando
desarrollan algunas de las aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire muestran, por su interés particu-
lar, casi siempre los mismos resultados entre los que se encuentran, en el caso del Análisis Funcional, de
los Teoremas de Acotación Uniforme, de la Aplicación Abierta o del Gráfico Cerrado y, en algunos casos,
demostrar la existencia de un conjunto “abundante” de funciones continuas que poseen una serie de Fourier
que diverge en un punto. Cuando se trata de la Topología o el Análisis, el ejemplo más emblemático es la
demostración de la abundancia de las funciones continuas a valores reales definidas, digamos, sobre[0,1]
que no poseen derivada finita en ningún punto de su dominio, mientras que en otros casos se dedican a
demostrar la imposibilidad de expresar aQ, el conjunto de números racionales, como unGδ-denso, o una
demostración de que el conjunto ternario de Cantor es no numerable, etc. Esos ejemplos son enteramente
comprensibles y justificables, pero pueden sustentar la idea de que el ámbito de aplicaciones del menciona-
do teorema se reduce a los ejemplos ya descritos y, tal vez, a otras pocas aplicaciones. Estas notas intenta
convencer al lector de lo contrario al ofrecer un abanico muchísimo más amplio de aplicaciones que, por
lo general, no son fáciles de encontrar en casi ningún otro texto donde se aplica el Teorema de Categoría
de Baire. Por supuesto, muchas otras aplicaciones, además de los “resultados clásicos”, son incorporadas en
estas notas mostrándose, por supuesto, otras de data más reciente pero dejando, aun por fuera, muchísimas
otras aplicaciones.

En su tesis doctoral“Sur les fonctions des variables réelles”[28], escrita en 1899, René Baire, después
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de introducir los conceptos de primera y segunda categoría al final del capítulo 2 escribe:el continuum cons-
tituye un conjunto de segunda categoría, resultado que más tarde se conocerá como el Teorema de Categoría
de Baire y por el cual Baire es famoso en la comunidad matemática. Poco tiempo antes, George Cantor había
demostrado queningún conjunto numerable podía llenar totalmente un intervalo abierto; es decir,la totali-
dad de los puntos de cualquier intervalo abierto es no numerable. Baire extiende este principio al demostrar
queningún conjunto de primera categoría enR (de los cuales, los subconjuntos numerables deR constituyen
un caso particular)puede cubrir totalmente un intervalo abierto, es decir, el Teorema de Categoría de Baire
es una generalización de mayor alcance que la no numerabilidad del conjunto de los números reales. El obje-
tivo fundamental en la tesis de Baire era caracterizar aquellas funciones de dos variables que eran continuas
en cada variable separadamente pero que podían ser o no continuas simultáneamente en ambas variables.
Cauchy había afirmado en su famoso libro “Cours d’Analyse” (una afirmación falsa) que “si una función
de dos variables es continua respecto a cada una de ellas, entonces dicha función es continua como función
de ambas variables”. Casi al final de las primeras 27 páginas de su tesis, Baire había demostrado que esas
funciones (las funciones de dos variables que eran continuas en cada variable separadamente pero no con-
tinuas simultáneamente en ambas variables) eran puntualmente discontinuas sobre cada conjunto perfecto.
(Una función f espuntualmente discontinuacon respecto a un conjunto cerradoF, si el conjunto de puntos
de continuidad def |F es denso enF). De hecho, Baire mostró que dichas funciones se pueden representar
como límites puntuales de sucesiones convergentes de funciones continuas. Tales funciones serán conocidas
posteriormente comofunciones de la primera clase de Baire, término acuñado por Ch. J. de la Vallée Poussin
(1866-1962) y denotadas porB1. Seguidamente Baire prueba que el conjunto de puntos de discontinuidad
de cualquier funciónf ∈ B1 es de primera categoría y extiende dicho resultado mostrando que las familias
de las funciones derivadas, las semicontinuas y las de variación acotada están contenidas enB1. De esta
manera, para todas esas clases de funciones, el conjunto de sus puntos de discontinuidad es “pequeño”. Una
elegante y agradable exposición histórica del trabajo de R.Baire la desarrolla Gilles Godefroy en [184].

Existen varias maneras de describir o determinar eltamañode los conjuntos. Por ejemplo, en la Teoría
de Conjuntos ellos se miden en términos de sucardinalidady, por consiguiente, tanto los conjuntos finitos
así como los infinitos numerables son considerados pequeños, mientras que los conjuntos no numerables
son pensados como muy grandes. Esa manera de clasificar a tales conjuntos fue usado por primera vez por
Cantor para demostrar la existencia de los números trascendentes. En efecto, en primer lugar Cantor de-
mostró queR, el conjunto de los números reales, era no numerable y, posteriormente, que el conjunto de
los números algebraicos era numerable. Esos dos ingredientes le permitieron, finalmente, concluir que los
números trascendente existen (sin mostrar ninguno de ellos) y que tales números, en comparación con los
números algebraicos, son más numerosos. Similarmente, en la Teoría de la Medida e Integración, se usa
la noción delongitud o medidapara describir el tamaño de los conjuntos. Los conjuntos de medida cero,
así como uniones numerables de tales conjuntos, se piensan como conjuntos pequeños, mientras que los de
medida positiva se consideran grandes. Observe que siλ es la medida de Lebesgue sobre[0,1], entonces
cualquier subconjunto finito o infinito numerable de[0,1] tiene medida cero por lo que la noción de “con-
junto pequeño” coincide en ambas teorías para los conjuntosfinitos y los infinitos numerables. Sin embargo,
existen en[0,1] conjuntos no numerables que poseen medida de Lebesgue cero como es el caso del conjunto
ternario de Cantor. Esta distinción establece que la manerade cómo se mide el tamaño de los conjuntos
en ambas teorías, al menos desde el punto de vista de los conjuntos no numerables, son distintos. Por otro
lado, la noción decategoríade Baire ofrece otra perspectiva de medición de conjuntos pero desde la óptica
topológica. En este ambiente, los conjuntosnunca densosson considerados conjuntos pequeños. Cualquier
conjunto que es unión numerable de estos conjuntos pequeñoses llamado un conjunto deprimera categoría
o magroy, en consecuencia, también se le considera pequeño. Un conjunto que no es de primera categoría
se le suele llamar desegunda categoríao no-magro. Intuitivamente, los conjuntos de segunda categoría son
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conjuntosgrandeso muy abundantes. Similar a la observación anterior existen conjuntos que son grandes
desde el punto de vista de la categoría de Baire pero que resultan ser pequeños en la Teoría de la Medida e
Integración y viceversa. Como veremos más adelante, el Teorema de Categoría de Baire resulta ser, en conse-
cuencia, un resultado acerca deltamañode los subconjuntos de un espacio métrico completo u otro espacio
apropiado pero siempre sustentado sobre la noción de densidad. Existen en la literatura otras variedades de
conjuntos pequeños que han sido estudiados con cierta profundidad como son, por ejemplo, los conjuntos
σ-porosos o los conjuntos Gamma-nulos, también están los conjuntos de Gauss nulo y los Haar nulo, que
son de especial interés, particularmente, en la Teoría de Probabilidades, etc.

El Teorema de Categoría de Baire constituye, sin lugar a dudas, una herramienta poderosa. Dicho teorema
ofrece un método no constructivo para demostrar la existencia, pero sin exhibir ningún ejemplo concreto,
de ciertos objetos que por lo general son muy difíciles de visualizar y, por supuesto, de construir. Una
formulación equivalente de dicho teorema en espacios topológicos es la siguiente: Un espacio topológico
X es llamado unespacio de Bairesi cualquier colección numerable de subconjuntos abiertosdensos enX
posee intersección densa. ¿Cómo se aplica el método de categoría de Baire? Pues bien, supongamos que
queremos demostrar la existencia de un objeto matemáticox satisfaciendo alguna propiedadP(x). El método
de categoríaconsiste, esencialmente, en encontrar un espacio métrico completo adecuadoX (o algún otro
espacio de Baire “suficientemente bueno”) y mostrar que el conjunto {x ∈ X : P(x)} es abundante enX; o
de modo equivalente, que el conjunto{x ∈ X : P(x) no se cumple} es de primera categoría enX. Esto no
sólamente muestra que existe unx tal queP(x) se cumple, sino que en el espacioX “casi todos” los elementos
x tienen, desde el punto de vista topológico, la propiedadP(x).

Ahora explicaremos cómo hemos organizado la presentación de estas notas. En el capítulo 1 se intro-
ducen algunos pre-requisitos necesarios, pero insuficientes, para darle cierta coherencia, armonía e indepen-
dencia a los resultados objeto de estudios. Posteriormentese introducen las nociones de conjuntos de primera
y segunda categoría y se prueban algunos resultados relacionados con esas nociones, entre los cuales se en-
cuentra, por supuesto, el trivialmente profundo Teorema deCategoría de Baire para varios clases importantes
de espacios de Baire tales como los espacios métricos completos, los localmente compactos y, en general,
para una categoría más amplia conocida como los espaciosČech-completos. Similarmente, se prueba que el
método de categoría de Baire también es aplicable a los espacios Oxtoby-completos, etc. Ya en éste capítulo
se comienzan a dibujar algunas de las extraordinarias consecuencias que se obtienen por medio el Teore-
ma de Categoría de Baire al mostrarnos algunos hechos aparentemente excepcionales e insospechados. El
capítulo 2 es, por su amplitud y variedad, el más interesante. Las aplicaciones del Teorema de Categoría de
Baire comienzan, en primer lugar, con una galería de monstruos, es decir, examinando ciertos objetos que en
principio se consideran como excepcionalmente raros y, a veces, extravagantes pero que tales objetos consti-
tuyen, de hecho, la regla y no la excepción. Algunos de esos resultados generaron, en sus comienzos, ciertas
reacciones adversas que les permitieron a algunos matemáticos “alejarse con horror y temor de esas plagas
lamentables”, pero a otros les causó una especie de alegría contagiosa en busca de otros monstruos ocul-
tos. En todo caso, lo que esos resultados muestran es el triunfo del método de categoría de Baire en revelar
abundantes objetos ocultos con apariencia insólita y, a veces, inimaginables. La mayoría de esas aplicaciones
abarcan áreas fundamentalmente del Análisis Real y Complejo incluyendo Teoría de la Medida, así como
en la Teoría de los Espacios de Banach y de los Operadores Lineales Acotados entre ellos. Por ejemplo, en
el transcurso de estas notas tratamos de mostrar cómo el Teorema de Categoría de Baire aparece como una
herramienta importante en la demostración de resultados vinculados con: Principios Variacionales, Análisis
Diferencial en Espacios de Banach, Dentabilidad, Fragmentabilidad, Juegos Topológicos, Funciones Analíti-
cas, Series Trigonométricas y de Fourier, etc. El último capítulo es una breve incursión al hermoso, sutil y
delicado resultado conocido con el nombre deEl Teorema Grande de Baire. En dicho capítulo se tratan
ciertos aspectos de las funciones de la primera clase de Baire, la caracterización clásica de tales funciones,
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así como algunas (muy pocas) aplicaciones en el ámbito de losespacios de Banach. Tangencialmente nos
involucramos con ciertos índices y sus relaciones con las funciones de la primera clase de Baire.

Finalmente queremos hacer notar, en primer lugar, que lo extenso de estas notas se debe fundamental-
mente al esfuerzo que se ha hecho para que dicha exposición sea lo más autocontenida posible tratando, en
lo posible, de demostrar gran parte de los resultados enunciados y utilizados, aunque en algunos casos, muy
pocos, se provee sólo un bosquejo de la demostración y, en consecuencia, se hace imprescindible pedirle
al lector que en la bibliografía recomendada al final del libro consulte los resultados no demostrados en
estas notas. Por otro lado, existe una sección marcada con dos asteriscos, la última del Capítulo 2, que no
presenta ninguna demostración. El único interés en incluirlas es el de informar brevemente al lector sobre
ciertos resultados actuales e importantes vinculados en, cierta medida, con el Teorema de Categoría de Baire
y que tratan sobre ciertos conjuntos que sin poseer una estructura lineal, contienen subespacios lineales que
a veces resultan ser muy grandes. En segundo lugar, muchos otros aspectos que tienen que ver, directa o
indirectamente, con el Teorema de Categoría de Baire no han sido incluidos por diversas razones. Por ejem-
plo, los relacionados con las versiones computables del Teorema de Categoría de Baire, así como la noción
de porosidad en la Teoría de los Espacios Métricos, la nociónde prevalencia en espacios de Banach y su
relación con otras nociones en la Teoría de la Medida e Integración y otros campos del quehacer matemático
no aparecen en estas notas. Los libros de John C. Oxtoby [345](el clásico por excelencia en este tema), R.
P. Boas [56], N. L. Carothers [84], A. B. Kharazishvili [253], A. M. Bruckner [76], B. S. Thomson, J. B.
Bruckner y A. M. Bruckner [426], así como la tesis de Sara H. Jones [241], el artículo de Haworth-McCoy
[208], y algunos otros que no mencionamos, tratan temas que no hemos incluidos en estas notas. Las tesis de
Ivan Bergman [49] y fundamentalmente la de Johan Thim [424] también son ampliamente recomendadas.

Quiero expresar mis más profundas gracias al profesor y amigo Diómedes Bárcenas quien se nos fue
así, de improviso, dejándonos con una tristeza que uno no sabe dónde ubicarla y un profundo dolor. En la
primera versión de estas notas, el Dr. Bárcenas las leyó completamente haciéndome llegar sus observaciones
que me parecieron muy pertinentes y que, por supuesto, incorporé con sumo entusiasmo. La versión casi
final de las mismas, la que ahora tenemos a mano, fueron sometidas a un riguroso y meticuloso escrutinio
por parte del Dr. Dick van Dulst convirtiendo su lectura en algo más comprensible y agradable. Tenemos
la firme convicción que su intervención ha sido determinanteen la fase final de la misma y de un enorme
beneficio en su presentación. Muchos resultados fueron corregidos, otros desincorporados y algunos vueltos
a rehacer. A ellos unℵα de gratitud. Eso no significa que no puedan seguir existiendoposibles errores u
omisiones que, dicho sea de paso, son de mi entera responsabilidad, pero de ninguna manera imputables ni
al Dr. van Dulst ni al Dr. Bárcenas. Aunque tenemos que ceder ala tentación de las siempre necesarias y,
a veces, inagotables ampliaciones y correcciones cuando seescribe unas notas tan extensas, debemos, sin
embargo, agradecer a quien, por algún medio, me haga saber sobre omisiones o errores encontrados en el
mismo para, en un futuro (si tal cosa es posible), mejorar lasmismas. Gracias por adelantado.

Como comentario final debemos decir que lo único que aspiramos con la publicación de estas notas es
que algún lector encuentre algo de interés en ellas y pueda divertirse disfrutando de la trivialidad profunda
del Teorema de Categoría de Baire paseándose por sus, a vecessimples, y en ocasiones profundas, pero
siempre hermosas y poderosas, aplicaciones.

W.B.
E-mail: wbrito@ula.ve
Universidad de Los Andes
Mérida - Venezuela
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CAPÍTULO 1

EL TEOREMA DE CATEGORÍA DE BAIRE

Introducción

Las aplicaciones clásicas del Teorema de Categoría de Bairesustentan la idea de que dicho teorema
es uno de los tantos resultados importantes en matemáticas.Que ello sea verdad no añade nada nuevo, sin
embargo, dicho resultado va más allá del simple hecho de considerarlo como un teorema importante. Aunque
su demostración es simple, su amplio abanico de aplicaciones, como intentaremos probarlo en estas notas, es
inmenso. Tal vez por esa razón Körner [270] lo califica como una trivialidad profunda. Por ejemplo, su área
de influencia en la demostración de un número significativo deresultados importantes e interesantes se hace
sentir en el análisis clásico, en topología, en ecuaciones diferenciales, en la teoría de números, en el análisis
convexo, en el análisis funcional, en probabilidades, en análisis armónico, etc. Constituye, de hecho, un
método poderoso para probar, no sólo la existencia de ciertos objetos cuyas construcciones son, en muchas
casos, tremendamente difíciles, sino la abundancia de tales objetos. Sin embargo, y este es uno de los retos
que hay que sortear con éxito, existe un cierto grado de dificultad en relación con el método de Categoría de
Baire el cual consiste en “encontrar” el espacio métrico completo adecuado o, en su defecto, algún espacio
de Baire apropiado donde dicho método es aplicable. Ocasiones tendremos de exhibir numerosos ejemplos
donde tal método es aplicado tales como la existencia de funciones continuas que no son diferenciables en
ningún punto de su dominio, así como funciones diferenciables que siempre oscilan en cualquier subintervalo
de su dominio, etc.

Antes de entrar de lleno en los pormenores del Teorema de Categoría de Baire y algunas de sus aplica-
ciones, será necesario revisar de manera sucinta algunas nociones básicas de Teoría de Conjuntos, Funciones
y Espacios Topológicos que asumiremos, corriendo el riesgode equivocarnos, que el lector conoce. Sin
embargo, parte de la teoría de los Espacios de Banach y, en particular, de los Espacios de Hilbert que se
necesitan en estas notas no se desarrollan en esta sección aunque se discuten brevemente en ciertas porciones
del mismo. En todo caso, la bibliografía al final de estas notas pueden servir al lector de ayuda para conocer
(y ver su demostración) de algunos de los resultados en las que no se provee ninguna prueba.
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1.1. Conjuntos y funciones

‖ ◮ Conjuntos

En esta sección revisaremos brevemente algunas propiedades básicas de conjuntos y funciones que son
de interés para el desarrollo de estas notas. Comúnmente, unconjunto se describe como una colección (o
reunión) de objetos de cualquier naturaleza llamados loselementoso miembros del conjunto pero evitando
definir lo que es una colección o lo que es un objeto con el sólo propósito de eludir la aparición de las
denominadas paradojas de la Teoría de Conjuntos. Por tal motivo, en estas notas, los términos “conjunto” y
“elemento” permanecerán sin ser definidos y serán aceptadoscomo entidades fundamentales confiando en
que el lector posee una noción, o sentimiento intuitivo, de lo que es un “conjunto” y lo que es “elemento de
un conjunto”. Los elementos que forman parte de un conjunto particular, digamosX, serán denotados por
el símbolo “x ∈ X” que se lee: “x es unelemento o miembro deX”, o también se dirá que “x pertenece
a X.” Análogamente, el enunciado “x 6∈ X” significa que “x no pertenecea X”, o “x no es un miembro o
elementodeX”.

En general, usaremos letras minúsculas tales comoa,b,c, . . . ,x,y,z,α,β,γ, . . . para indicar los miembros
o elementos de un conjunto, y letras mayúsculasA,B,C, . . . ,X,Y,Z,A,B,C, . . . ,A,B,C, etc., para designar
conjuntos. Si los elementos de un conjunto son a su vez conjuntos (los cuales serán representados por letras
mayúsculas), entonces dicho conjunto será llamado unafamilia , o unacolecciónde conjuntos e indicado
con una letra tipo góticaA,B,C, etc., o una letra de tipo caligrafíaA,B,C, etc.

Si A y B son conjuntos, el enunciado “A⊆ B”, que se lee:A es unsubconjunto deB, o tambiénA está
contenidoo A es unaparte deB, significa que todo elemento deA pertenece al conjuntoB aunque pueden
existir elementos deB que no estén enA. Por otro lado, decir queA no es un subconjuntodeB, en notación
A* B, significa que existe al menos un elemento deA que no es miembro deB. Como suele suceder en
muchas partes de las matemáticas, existen convenciones queresultan ser muy adecuadas. Por ejemplo, en
la Teoría de Conjuntos, postular la existencia de un conjunto que no posee elementos es una de ellas. A tal
conjunto se le llama elconjunto vacíoy denotado por/0. El conjunto vacío está caracterizado por la siguiente
propiedad: “x∈ /0” nunca se satisface, cualquiera que sea x. Es importante destacar que, una vez admitido la
existencia del conjunto vacío, siempre se cumple que/0 ⊆ X, para cualquier conjuntoX. En efecto, suponer
que /0* X significa que existe algúnx∈∅ tal quex 6∈ X, pero comox∈∅ nunca se satisface, entonces ello
obliga a sentenciar que/0 ⊆ X. De esto último se deduce que el conjunto vacío es único. Un método usual
de obtener subconjuntos de un conjunto dado es el siguiente:se parte de un conjuntoX y se considera una
propiedadP referente a los elementos deX la cual puede o no ser cierta para algunos o todos los miembros
deX. En este sentido, cualquier conjunto de la formaA = {x∈ X : P(x) es cierta} define un subconjunto de
X. Dado un conjuntoX, indicaremos porP(X) el conjunto de las partes deX, es decir,

P(X) =
{

A : A⊆ X
}
.

Observe queA ∈ P(X) si, y sólo si,A ⊆ X. Diremos queA es igual a B, en notación, “A = B”, si ocurre
queA ⊆ B y B ⊆ A. Si la relaciónA = B no se cumple, entonces diremos queA y B sondistintos y lo
denotaremos porA 6= B. La notación “A$ B” significa queA⊆ B peroA 6= B, que se expresa diciendo que
A es unsubconjunto propio deB. La diferencia A\B es el conjunto formado por todos los elementos deA
que no son miembros deB, esto es,

A\B =
{

x : x∈ A y x 6∈ B
}
.

En el caso particular en queX es un conjunto fijo yA⊆ X, entonces aX \A se le llama elcomplementode
A (relativo aX) y también denotado porAc.
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Dados los conjuntosA y B, la unión e intersecciónde ambos conjuntos denotados porA∪B y A∩B,
respectivamente, se definen como:

A∪B =
{

x : x∈ A ó x∈ B
}

y A∩B =
{

x : x∈ A y x∈ B
}
.

En el caso particular en queA∩B = ∅, entonces se dice queA y B son conjuntosdisjuntos. Similarmente,
el producto cartesianoA×B se define por

A×B =
{
(a,b) : a∈ A, b∈ B

}
.

Puesto que no existe ninguna limitación para restringirnosa dos conjuntos en las definiciones de unión
e intersección, podemos considerar uniones e intersecciones arbitrarias de conjuntos. Sea entoncesA una
familia de conjuntos, definimos launión e intersección, respectivamente, de dicha familia como

⋃

A∈A

A =
{

x : x∈ A para algúnA∈ A
}

y
⋂

A∈A

A =
{

x : x∈ A para todoA∈ A
}
,

Con frecuencia, escribiremos
⋃

A y
⋂

A como sinónimos para la unión e intersección de la familiaA,
respectivamente. SiA es una familia numerable, digamosA = {A1,A2, . . .}, entonces, en lugar de escribir⋃

A∈AA, usaremos la notación
⋃∞

n=1An. Lo mismo se hace con la intersección, es decir, escribiremos
⋂∞

n=1An

en lugar de
⋂

A∈AA. Como antes, si ocurre queA∩B = ∅ para cada par de conjuntosA,B enA, entonces
diremos queA es unafamilia disjunta o que los conjuntos deA sondisjuntos dos a dos.

Suponga ahora queX es un conjunto no vacío y queA es una familia de subconjuntos deX. Si ocurre
queX =

⋃
A∈AA, entonces diremos queA es uncubrimiento deX. Si la familiaA es disjunta y, además, es

un cubrimiento deX, entonces se dice queA es unapartición deX.
Algunas propiedades importantes sobre familias de conjuntos y que se usan frecuentemente son las si-

guientes. SeanA,B familias de conjuntos. Entonces se verifica que:
( ⋃

A∈A

A
)
∩
( ⋃

B∈B

B
)

=
⋃

(A,B)∈A×B

(
A∩B

)

y

( ⋂

A∈A

A
)
∪
( ⋂

B∈B

B
)

=
⋂

(A,B)∈A×B

(
A∪B

)
.

También se cumplen lasLeyes de Morgan: si X es un conjunto no vacío yA ⊆ P(X), entonces

X \
⋃

A∈A

A =
⋂

A∈A

(
X \A

)
y X \

⋂

A∈A

A =
⋃

A∈A

(
X \A

)
.

Algunas de las definiciones formuladas anteriormente constituyen una parte de los denominados Axio-
mas de la Teoría de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel, formulados por Ernst Zermelo y Adolf Fraenkel, ha-
bitualmente referidos comoZF y que evitan la famosa paradoja de Bertrand Russell. Los demás axiomas o
propiedades enZF no formuladas explícitamente en estas notas se pueden consultar, por ejemplo, en [240],
o [230].

Confiamos en que el lector ha tenido, o posee, cierta experiencia con el sistema de los números reales
R así como también con el sistema de los números complejosC por lo que no le dedicaremos tiempo a su
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construcción. En particular, asumiremos familiaridad conZ, el conjunto de todos los números enteros, con
N, el conjunto de todos los números enteros positivos, conQ, el conjunto de todos los números racionales
y su complemento,I = R \Q, el conjunto de todos los números irracionales. El símboloK denotará indis-
tintamenteR o bienC, mientras queN0 = N∪{0}. Recordemos que un conjuntoA deR se diceacotado
superiormente(respectivamente,inferiormente) si existe una constanteM tal quex≤ M (respectivamente,
M ≤ x) para todox∈ A. Diremos queA esacotadosi él es acotado tanto superiormente así como inferior-
mente. También se dice queA tiene o posee unsupremofinito a0 ∈ R, que escribiremos como,a0 = supA,
si las siguientes dos condiciones se cumplen:

(1) x≤ a0 para todox∈ A, y

(2) si a∈ R es tal quex≤ a para todox∈ A, entoncesa0 ≤ a.

La condición(2) puede ser reemplazada por

(2′) Dadoε > 0, existex∈ A tal quea0− ε < x.

El ínfimo, ı́nfA, se define de manera similar. La siguiente propiedad fundamental, conocida con el nombre
de Axioma del Supremo, se cumple:cualquier conjunto A deR acotado superiormente (inferiormente)
posee un supremo (ínfimo). Si A no está acotado superiormente (inferiormente), escribiremos supA = +∞
(ı́nfA = −∞).

‖ ◮ Funciones

.SeanX,Y conjuntos no vacíos. Unarelación deX enY es un subconjuntoRdeX×Y. Cualquier elemento
(x,y) deRse indicará por el símboloxRy. Si X = Y, entonces a la relaciónRse le llamarelación binaria.

Recordemos que unarelación de equivalenciasobre un conjuntoX es una relación binariaR sobre
dicho conjunto que esreflexiva, simétrica

(
(x,y) ∈R⇒ (y,x) ∈R, para todox,y∈X

)
y transitiva . Cuando

(x,y) ∈ R, escribiremos(x∼ y) modR y diremos quex y y sonR-equivalenteso equivalentes móduloR.
Cuando no exista ninguna posibilidad de un mal entendido, escribiremosx∼ y en lugar de(x∼ y) modR.
La clase de equivalencia dex móduloR es el conjuntoCx = {y ∈ X : (x ∼ y) modR}. Puesto quex ∈ Cx

para todox∈ X, resulta que las clases de equivalencias forman una partición deX, es decir,X =
⋃

x∈X Cx y,
cualesquiera seanx,y∈ X, se verifica queCx = Cy o bienCx∩Cy =∅. Al conjunto

X/R =
{

Cx : x∈ X
}
,

se le llama elconjunto cocientedeX por la relaciónR. Observe que six,y∈Cz, entoncesCx =Cy =Cz, esto
es,todos los elementos de una misma clase dan origen a clases idénticas. La funciónQ : X → X/R definida
porQ(x) =Cx para cadax∈ X, se le llama laaplicación cocienteo canónica. Q es claramente sobreyectiva.

Una función, o aplicación, deX enY es una relaciónf deX enY con la propiedad adicional de que si
(x,y) y (x,z) están en la relación, entoncesy= z, es decir, para cadax∈X existe exactamente uno, y sólo un
elementoy∈Y, al que denotaremos porf (x), tal que(x, f (x)) ∈ f . Siguiendo la tradición, a la funciónf la
expresaremos, en lo sucesivo, con el símbolof : X →Y. Al conjuntoX se le llama eldominio de la función
f , mientras que aY se le llama elcontradominio de f . Dos funcionesf : X →Y y g : X′ →Y′ soniguales
si X = X′, Y = Y′ y f (x) = g(x) para todox∈ X. El conjunto

Gra( f ) =
{
(x, f (x)) ∈ X×Y : x∈ X

}

es llamado elgráfico de la aplicaciónf : X →Y. Si f : X →Y es una función yA⊆ X, entonces laimagen
deA por f , es el conjunto

f (A) =
{

f (x) ∈Y : x∈ A
}
.
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Por otro lado, siB⊆Y, la imagen inversadeB por f , es el conjunto

f−1(B) =
{

x∈ X : f (x) ∈ B
}
.

Es fácil ver que siA ⊆ P(X), entonces

f
( ⋃

A∈A

A
)

=
⋃

A∈A

f (A), f
( ⋂

A∈A

A
)

⊆
⋂

A∈A

f (A).

Observe que la inclusión anterior puede ser propia. En efecto, si existen elementosx,y ∈ X conx 6= y pero
satisfaciendof (x) 6= f (y), entonces tomandoA= {x} y B= {y}, se tiene queA∩B=∅, de dondef (A∩B) =
∅, mientras quef (A)∩ f (B) = { f (x)}.

Para la imagen inversa se cumple que siB ⊆ P(Y), entonces

f−1
( ⋃

B∈B

B
)

=
⋃

B∈B

f−1(B) y f−1
( ⋂

B∈B

B
)

=
⋂

B∈B

f−1(B).

Si B⊆Y, también es válida la siguiente igualdad:

f−1(Y \B
)

= X \ f−1(B).

Más aun, dadoA⊆ X, se tiene queA⊆ f−1( f (A)), mientras que siB⊆Y, entoncesf ( f−1(B)) ⊆ B.
Una función f : X →Y se llamainyectiva si dadosx,y∈ X arbitrarios, f (x) = f (y) implica quex = y.

Otros sinónimos de la palabra inyectiva que comúnmente se usan sonbiunívoca y uno a uno. La función f
se dice que essobreyectiva, o simplementesobre, siY = f (X), es decir, si para caday∈Y existe unx∈ X
tal quey = f (x). Si f es tanto inyectiva así como también sobreyectiva, entoncesla llamaremosbiyectiva.

Observe que, para que ocurra la igualdadf−1( f (A)) = A cualquiera que seaA ⊆ X, es necesario y
suficiente quef sea inyectiva. Similarmente,f es sobreyectiva si, y sólo si,f ( f−1(B)) = B para todoB⊆Y.

Si f : X →Y y g : Y → Z son funciones, entonces podemos definir lafunción compuestag◦ f : X → Z
como(g◦ f )(x) = g( f (x)) para todox∈ X. SeaA un subconjunto deX. La aplicacióni : A→ X, definida por
i(x) = x para todox∈ A, se llama laaplicación inclusióndeA enX. En el caso particular cuandoA = X, la
aplicación inclusión deX enX, se llama lafunción identidad y será indicada por Id :X → X. Cada función
biyectiva f : A→ B da origen a otra función biyectiva, llamada lainversa de f y denotada porf−1 : B→ A
tal que f ◦ f−1 = f−1◦ f = Id.

Seanf : X → Y una función yA un subconjunto no vacío deX. La restricción de f al subconjuntoA
es la aplicaciónf |A : A → Y definida por( f |A)(x) = f (x) para todox ∈ A. Nótese quef |A = f ◦ i, donde
i : A→ X es la inclusión deA enX. Por otro lado, dada una funcióng : A→Y, toda aplicaciónf : X →Y tal
queg = f |A se llama unaextensióndeg al conjuntoX. La funciónχA : X → R definida por

χA(x) =

{
1 six∈ A,

0 six 6∈ A

se le denomina la funcióncaracterísticadeA.

‖ ◮ Familias indexadas, productos cartesianos

.SeaJ un conjunto no vacío cuyos elementos llamaremosíndices. Dado un conjunto arbitrarioX, cual-
quier funciónx(·) : J → X es llamada unafamilia de elementos deX (con índices enJ si es necesario
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enfatizar el conjunto de índices). La imagen de cada elemento α ∈ J por medio dex(·) se denotará porxα y
la funciónx(·) se indicará por el símbolo(xα)α∈J. CuandoJ = N, entonces cualquier familia de elementos
deX con índices enN se llamará unasucesiónenX y se denotará por(xn)

∞
n=1,(yn)

∞
n=1,(zn)

∞
n=1, etc.

Suponga ahora que∅ 6= A ⊆ P(X) y quex(·) : J → A es una aplicación sobreyectiva. Por definición,
para cada conjuntoA∈ A existe un índiceα ∈ J tal quex(α) = A al que denotaremos porAα. En este caso,
la colecciónA se identifica con lafamilia de conjuntos {Aα : α ∈ J}, lo que frecuentemente escribiremos
comoA= (Aα)α∈J. En este caso escribiremos

⋃
α∈J Aα en lugar de

⋃
A∈AAy lo mismo para la intersección. Si

J =N, usaremos la notaciónA = (An)
∞
n=1 a la que llamaremos unasucesión de conjuntos. Una sucesión de

conjuntos(An)
∞
n=1 se dice que escreciente (respectivamente,decreciente) si An ⊆ An+1 (respectivamente,

An ⊇ An+1) para todon ∈ N. Si las inclusiones son todas estrictas, entonces diremos que la sucesión es
estrictamente creciente(respectivamente,estrictamente decreciente).

Sea(Aα)α∈J una familia cualquier de conjuntos. Se define elproducto cartesianode esta familia como
el conjunto de todas las funcionesx que tienen dominioJ tal quex(α) = xα ∈ Aα para cadaα ∈ J, es to es,

∏
α∈J

Aα =

{
x(·) : J →

⋃

α∈J

Aα

∣∣∣ x(α) = xα ∈ Aα para cadaα ∈ J

}
.

Cada funciónx∈ ∏α∈J Aα es llamada unafunción de elecciónpara la familia(Aα)α∈J. Si ocurre que todos
los Aα son iguales, digamos,Aα = A para todoα ∈ J, entonces el producto cartesiano∏α∈J Aα se denotará
brevemente porAJ. En el caso particular en queJ = {1, . . . ,n} para algúnn∈N, escribiremosAn en lugar de
AJ. Similarmente, siJ =N, pondremosAN como un sinónimo deAJ. En general, escribiremos∏∞

n=1An como
sinónimo de∏n∈N An. El conjuntoKn es llamado elespacio Euclideano de dimensiónn (o n-dimensional)
y si X es un conjunto arbitrario, entoncesKX denota el conjunto de todas las funcionesf : X →R. De interés
es el producto cartesiano∏α∈J Aα dondeAα = {0,1} para todoα ∈ J. A éste producto lo denotaremos por
2N, el cual consiste de todas las sucesiones de 0’s y 1′s.

1.2. El Axioma de Elección, el Lema de Zorn, el Principio del Buen-Orden,
Ordinales, Cardinales y la Hipótesis del Continuo

‖ ◮ El Axioma de Elección

.El Axioma de Elección es un axioma de la teoría de conjuntos que postula la existencia de ciertos ob-
jetos sin dar ninguna indicación de cómo obtenerlos. Desde su aparición ha resultado ser un axioma muy
controversial. Su aceptación, en términos generales, se sustenta sobre la creencia de que nuestra percepción
sobre los conjuntos finitos se puede ampliar a los conjuntos infinitos, pero más allá de eso, el principal ar-
gumento para su aceptación es que dicho axioma es tremendamente útil. Muchos resultados importantes
y fundamentales en Análisis Real, Topología, Análisis Funcional, Algebra, etc. se pueden demostrar si se
acepta, sin limitaciones, el Axioma de Elección. Una muestra de ello se puede ver, por ejemplo, en el libro
de H. Herrlich: Axiom of Choice [215]. Entre las numerosas formas equivalentes del Axioma de Elección
que existen, tal vez una de las más populares sea el siguiente:

Axioma de Elección (AC). Si (Xα)α∈J es una familia de conjuntos tal que Xα es no vacío para
todoα ∈ J, entonces existe al menos una función de elección para la familia (Xα)α∈J.

Lo anterior se puede expresar diciendo que:dada cualquier colección(Xα)α∈J de conjuntos no vacíos, el
producto cartesiano∏α∈J Aα es no vacío, lo que cotidianamente se traduce en afirmar que,dada cualquier
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colección(Xα)α∈J de conjuntos no vacíos uno puede elegir, de cada Xα, un único punto xα para formar un
nuevo conjunto. Es un hecho ya establecido que el Axioma de Elección es independiente de los axiomas de
la Teoría de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF) en el sentido de que ni la verdad, ni la falsedad de dicho
axioma puede ser demostrado enZF. Añadiéndole a la Teoría de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel el Axioma
de Elección se obtiene una Teoría de Conjuntos mucho más amplia y poderosa denominada brevemente
ZFC. El uso del Axioma de Elección muchas veces se oculta y, aunque sea obvio para el experto, puede
no ser percibido por el principiante. De hecho, grandes matemáticos tales como Borel y Lebesgue que eran
acérrimos detractores de tal axioma, lo usaron inconscientemente en la prueba de algunos teoremas. Por
ejemplo, Lebesgue lo utilizó para demostrar que uniones numerables de conjuntos medibles son medibles,
mientras que Borel se valió de él para demostrar la existencia de funciones continuasf : R→ R las cuales
no pueden ser representadas como series dobles de polinomios.

‖ ◮ El Lema de Zorn

.Entre las numerosas y variadas formas equivalentes del Axioma de Elección, se encuentra el así llamado
Lema de Zorn, un resultado formulado por M. Zorn en 1935 [456]y que resulta ser extremadamente útil
en varias ramas del quehacer matemático. Por ejemplo, el Lema de Zorn es fundamental para demostrar
resultados importantes tales como: el Teorema de Hahn-Banach, el Teorema de Krein-Milman, el Teorema
del Ultrafiltro, la prueba de la existencia de una base de Hamel en cualquier espacio vectorial no trivial, etc.
Recordemos que una relación binaria sobre un conjuntoX no es otra cosa que cualquier subconjuntoR de
X×X. La relación binariaR se dice que es unorden parcial si ella es

(a) reflexiva: (x,x) ∈ R para todo x∈ X,

(b) antisimétrica: si (x,y) y (y,x) están enR, entonces x= y,

(c) transitiva : si (x,y) y (y,z) están enR, entonces(x,z) ∈ R.

Escribiremos� para denotar un orden parcial sobreX. Un conjuntoX equipado con un orden parcial� es
llamado unconjunto parcialmente ordenadoy denotado por(X,�). Dos elementosx,y en un conjunto
parcialmente ordenado se dicen que soncomparablessi x� y o y� x. Un conjunto parcialmente ordenado
en el cual cualquier par de elementos son comparables es llamado unconjunto totalmente (o linealmente)
ordenadoy a dicho orden se le denomina unorden total o lineal. Unacadenaen un conjunto parcialmente
ordenado es un subconjunto que está totalmente ordenado. Enun conjunto parcialmente ordenado(X,�) la
relaciónx≺ y significa quex� y perox 6= y. Con frecuencia escribiremosy� x como sinónimo dex� y.

Sea(X,�) un conjunto parcialmente ordenado y seaA⊆ X. Un elementox∈ X es unacota superiorde
A si a� x para todoa∈ A. Si x0 es una cota superior deA y si cualquier otra cota superiorx deA satisface
x0 � x, entonces se dice quex0 es elsupremo de A. Un elementox0 ∈ X se dice que es elmáximo o el
elementomás grandeen X si x � x0 para todox ∈ X. Por otro lado, un elementox0 ∈ X se dice que es
un elementomaximal enX si no existey∈ X para el cualx0 ≺ y, es decir, si el único elementox∈ X que
satisfacex0 � x es el propiox0. Observe que un elemento maximal no tiene porque ser más el grande de
todos: más aun, lo que no le está permitido a un elemento maximal es ser menor que cualquier otro elemento
del conjunto. Por ejemplo, seaX = {x∈ R2 : ‖x‖2 ≤ 1}, es decir,X es la bola cerrada unitaria con la norma
euclideana. SobreX defina el siguiente orden parcial�: si x,y ∈ X, x � y si, y sólo si,x ∈ Iy, donde
Iy es el segmento radial que va desde el origen al puntoy. Es claro que cualquier par de vectoresx,y ∈ X
no son comparables si ellos están sobre segmentos radiales distintos. De esto se sigue que cualquier vector
v∈ {x∈ R2 : ‖x‖2 = 1} es maximal pero no es un máximo. Las definiciones de ínfimo, mínimo y minimal
se definen de modo enteramente similar. La demostración del próximo resultado se puede ver, por ejemplo,
en [215].
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Lema 1.2.1 (Lema de Zorn).Sea(X,�) un espacio parcialmente ordenado. Si cualquier cadena en X
posee una cota superior, entonces X posee un elemento maximal.

Con mucha frecuencia, el Lema de Zorn se utiliza cuandoF es una familia de subconjuntos de un con-
junto dadoX ordenados por la relación de inclusión⊆ con la propiedad de que cualquier cadenaC ⊆ F, su
unión

⋃
C, también esté enF. (Observe que

⋃
C es una cota superior paraC con respecto a⊆). En este caso

particular, el Lema de Zorn se expresa del modo siguiente:

Corolario 1.2.1 (Principio Maximal de Hausdorff). SeaF una familia de subconjuntos no vacíos de un
conjunto no vacío X. Suponga que los elementos deF están ordenados por la relación de inclusión⊆ y que
para cualquier cadenaC⊆ F, se cumpla que su unión

⋃
C también está enF. EntoncesF posee un elemento

maximal.

‖ ◮ Principio del Buen-Orden

.Entre los conjuntos infinitos, el conjunto de los números naturales con su orden natural(N,≤) es un con-
junto que disfruta del denominadoprincipio del buen-orden, el cual establece quecualquier subconjunto
no vacío deN contiene un primer elemento, es decir, el elemento más pequeño (o mínimo) del subconjunto.
Si pudiéramos extender dicho principio a cualquier conjunto no vacío con un orden establecido abrigaríamos
la esperanza de poder trabajar con cualquier conjunto bien ordenado del mismo modo conque trabajamos
conN y, por supuesto, eso nos conduciría a extender nuestra manera tradicional de contar más allá de los
naturales y, por supuesto, dispondríamos de una extensión del proceso de inducción matemática. Por tales
motivos, el principio del buen orden es una propiedad que pudiéramos pensar como altamente deseada.

Sea(X,�) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que� es unbuen-orden en X o queX está
bien-ordenado por � si cualquier subconjunto no vacíoA de X posee un primer elemento, es decir, un
elementox∈ A es elprimer elemento o el elemento mínimoenA si x� a para todoa∈ A. Observe que
un buen-orden� sobre un conjuntoX automáticamente lo convierte en un conjunto totalmente ordenado.
En efecto, six,y ∈ X, entonces el conjuntoA = {x,y} posee, por ser� un buen orden sobreX, un primer
elemento, es decir, o bienx� y, o bieny� x. Por esta razón uno puede suponer que un conjunto bien ordenado
es un par(X,�), dondeX un conjunto totalmente ordenado y� es un buen-orden enX. Si (X,�) y (X′,�′)
son conjuntos bien-ordenados, entonces una funciónf : X → X′ se dice que es unorden-isomorfismosi
f es biyectiva yf (x) ≺ f (y) siempre quex≺′ y. En este caso diremos queX y Y son orden-isomorfos o,
simplemente, isomorfos.

El orden lexicográfico es un ejemplo de un buen-orden en el producto cartesiano de dos conjuntos bien-
ordenados. Recordemos su definición. Sean(A,4A) y (B,4B) dos conjuntos parcialmente ordenados. El
orden lexicográfico, también conocido como elorden del diccionario, es una relación de orden� definida
sobre el producto cartesianoA×B del modo siguiente: para todo(a,b),(a′,b′) ∈ A×B,

(a,b) � (a′,b′) ⇐⇒ a 4A a′ o bien (a = a′ ∧ b 4B b′)

Nótese que la regla que define a� es la misma regla que se utiliza para ordenar las palabras en cualquier
diccionario. De allí su nombre.

Suponga ahora que(A,4A) y (B,4B) son dos conjuntos bien-ordenados y que el producto cartesianoA×
B está provisto del orden lexicográfico�. SeaX un subconjunto no vacío deA×B. Observe que el conjunto
X1 = {a ∈ A : (a,b) ∈ X} por ser no vacío enA, posee un primer elemento, llamémosloa0 (recuerde que
estamos asumiendo que(A,4A) es un conjunto bien-ordenado). De modo enteramente similar, el conjunto
X2 = {b∈ B : (a0,b) ∈ X} posee, enB, un primer elemento, digamosb0. Resulta claro, por la definición del
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orden lexicográfico, que(a0,b0) es el primer elemento deX y, por lo tanto,A×B con el orden lexicográfico
� es un conjunto bien-ordenado. Es fácil ver que sin∈ N y si (Ai ,4i) es un conjunto bien-ordenado para
i = 1, . . . ,n, entonces uno puede, recursivamente, definir el orden lexicográfico� en el producto cartesiano
∏i=1 Ai y entonces hacer de éste un conjunto bien-ordenado.

Sea(X,�) un conjunto parcialmente ordenado. Para cadax∈ X, defina

S(x) = {y∈ X : y≺ x}.

Al conjunto S(x) se le llama unsegmento inicialdeterminado porx.

Teorema 1.2.1 (Principio del Buen-Orden).Cualquier conjunto no vacío puede ser bien-ordenado.

Prueba.SeaX un conjunto no vacío y sea

F =
{

(A,4A) : A ⊆ X y 4A es un buen-orden sobreA
}
.

Puesto que cualquier conjunto finito está bien ordenado por cualquier orden lineal o total, resulta queF 6=∅.
SobreF se define el orden parcial- declarando que:(A,4A) - (B,4B) si

(1) A⊆ B,

(2) 4A y 4B coinciden sobreA y,

(3) si x∈ B\A, entoncesa 4B x para todoa∈ A.

Sea ahoraC una cadena enF y definamosC =
⋃{A : (A,4A) ∈ C}. SobreC se define el orden4C del modo

siguiente:x 4C y si, y sólo, si existe un(A,4A) ∈ C tal quex,y ∈ A, en cuyo caso,x 4A y. Es fácil ver
que el ordenamiento4C está bien definido y es un buen orden sobreC. Por esto,(C,4C) ∈ F y es claro
que (C,4C) es una cota superior paraC. Por consiguiente, por el Lema de Zorn, el conjuntoF posee un
elemento maximal, digamos,(A0,4). Afirmamos queA0 = X. En efecto, suponga por un momento que
A0 6= X y seax cualquier elemento enX \A0. Ordene el conjuntoB0 = A0∪{x} con el mismo orden que
poseeA0 estipulando, además, quea 4 x para todoa ∈ A0. Entonces(B0,4) es un elemento deF tal que
(A0,4) - (B0,4), lo que evidentemente contradice la maximalidad de(A0,4). Por estoA0 = X y 4 es un
buen-orden sobreX. �

Se puede demostrar que el Axioma de Elección, el Lema de Zorn yel Principio del Buen-Orden son
todos equivalente (véase, por ejemplo, [240]).

‖ ◮ Números ordinales

.Mientras que el cardinal de un conjunto mide la cantidad de elementos que él posee, el ordinal de un
conjunto bien-ordenado mide su “longitud”. Siguiendo a John von Neumann diremos que:

Definición 1.2.1. Un número ordinal es un conjunto bien-ordenadoα con la propiedad de queS(ξ) = ξ,
para todoξ ∈ α.

Esta definición es equivalente a afirmar queX es transitivo , es decir, sia ∈ x ∈ X, entoncesa ∈ X y,
además, queX está totalmente ordenado por la relación∈. Con esta definición podemos escribir, con el
orden usual, 0= ∅, 1 = {0}, 2 = {0,1}, . . . , n+ 1 = {0,1,2, . . . ,n}, . . . , es decir, cada número natural
es un número ordinal finito. De conformidad con la notación estándar denotaremos porω0 el conjunto bien-
ordenado de los números naturalesN0. En general, siα es un ordinal, entoncesα+1 := α∪{α} también es
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un ordinal llamado elsucesor inmediatodeα. En lo que sigue escribiremosα+ = α+1. Similarmente, se
puede demostrar de que siA es un conjunto de ordinales, entonces

⋃
A es igualmente un ordinal. Un ordinal

sin un sucesor inmediato es llamado unordinal límite , es decir,α es un ordinal límite siα =
⋃

β≺α β.
Usando la definición de sucesor inmediato, podemos continuar generando ordinales numerables del modo
siguiente:

ω+
0 = ω0 +1, (ω0 +1)+ = ω0 +2, · · ·

En esta escala, después deω0,ω0+1,ω0+2, . . ., vieneω0+ω0 = ω02. Similarmente, después deω02,ω02+
1,ω02+2, . . . vieneω02+ω0 = ω03. Si se continúa con este mecanismo indefinidamente se lograconstruir
una gigantesca cantidad de ordinales cada uno de los cuales es, por definición, un ordinal numerable:

ω0, . . . ,ω02, . . .ω03. . . ,ω2
0, . . . ,ω

2
0 +1, . . .ω2

0 +2, . . . ,ω2
0 + ω0, . . . ,ω2

0 + ω0 +1, . . . ,

ω2
0 + ω0 +2, . . . ,ω2

0 + ω02, . . . ,ω3
0, . . . ,ω

ω0
0 , . . . ,ωωω0

0
0 , . . .

Es importante destacar que ninguno de los ordinales:ω0,ω02, . . . ,ω2
0, . . . ,ω

ω0
0 , . . . posee un predecesor in-

mediato. Cada uno de ellos es, por supuesto, un ordinal límite.
Se puede demostrar que todos los números ordinales isomórficos entre sí, son iguales. Esto permite que

cualquier par de números ordinales puedan ser comparados, esto es, siα y β son números ordinales y si
definimos

α ≤ β si, y sólo si, α ∈ β ó α = β,

resulta que para cualesquiera dos números ordinalesα y β, se cumplirá una, y sólo una, de las siguiente tres
posibilidades: α < β, α = β ó β < α. A la relación de orden≤ la llamaremos elorden canónicode los
números ordinales. Es un hecho ya establecido que:

(a) Si A es cualquier conjunto de números ordinales, entonces(A,≤) está bien-ordenado.

(b) Cualquier conjunto bien-ordenado es isomórfico a único número ordinal.

Seaβ un número ordinal tal queω0 < β y seaX un conjunto arbitrario. Similar a la definición de sucesión
en X, por unasucesión transfinita de tipoβ en X entenderemos cualquier aplicaciónϕ : S(β) → X. El
elemento deX asignado al número ordinalα < β es denotado porxα en lugar deϕ(α), y la sucesión transfinita
en sí misma es denotada porx1,x2, . . . ,xα, . . . ,α < β, o brevemente por(xα)α<β. Si en lugar de puntos
se consideran subconjuntos deX, entonces estaremos hablando de una sucesión transfinita deconjuntos
que denotaremos por

(
Fα
)

α<β. La sucesión transfinita de conjuntos
(
Fα
)

α<β es llamadano decrecientesi

F ′
α ⊆ Fα paraα′ < α < β y no crecientesi F ′

α ⊇ Fα paraα′ < α < β.

Los conjuntos bien-ordenados son útiles, entre otras cosas, porque ellos poseen una estructura inductiva
la cual permite pensarlo como “inductivamente construido”. ¿Qué significa esto? Pues bien, suponga que
(X,4) es un conjunto infinito bien-ordenado y seax1 su primer elemento. Considere ahora el primer elemento
deX \{x1}, digamosx2, después el primer elemento deX \{x1,x2}, llamémoslox3, etc. Por supuesto, siX
es no-numerable, tal procedimiento no agota la totalidad delos elementos deX pero, aun en este caso,
después de obtener una sucesión(xn)

∞
n=1 en X con x1 ≺ x2 ≺ ·· · , podemos continuar con nuestro proceso

inductivo eligiendo el primer elemento deX\{x1,x2, . . .} y se continúa. Tal procedimiento es conocido como
el Principio de Inducción Transfinita.

Teorema 1.2.2 (Principio de Inducción Transfinita). Sea(X,�) un conjunto bien ordenado y sea A⊆ X.
Si ocurre que para cada x∈ X, la condición: “S(x) ⊆ X implica que x∈ A”, entonces A= X.
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Prueba.Suponga queA 6= X. El subconjuntoB := X \A deX es no vacío y, gracias al hecho deX está bien
ordenado,B posee un primer elemento, llamémoslox0. Sin embargo, como S(x0) ⊆ X, nuestra hipótesis nos
revela quex0 ∈ A, lo cual contradice el hecho de quex0 6∈ A. Por esto,A = X. �

Existe una forma alternativa de expresar el resultado anterior que guarda una estrecha similitud con el
Principio de Inducción clásico. Puesto que S(β) es un conjunto bien ordenado para cada ordinalβ, enton-
ces existe un principio de inducción por cada ordinal. Seaβ un ordinal y seaA un subconjunto de S(β)
satisfaciendo las siguientes propiedades:

(1) 1∈ A,

(2) α+1∈ A, siempre queα ∈ A y, finalmente,

(3) α ∈ A siempre que S(α) ⊆ A, para cualquier ordinal limiteα < β.

Entonces A= S(β).

Otro hecho que con frecuencia usaremos es el siguiente:Suponga que X es cualquier conjunto no vacío.
Por el Principio del Buen-Orden existe un conjunto bien ordenado (D,4) que sirve como un conjunto de
índices para los elementos de X, es decir, a X lo podemos representar como X=

{
xα : α ∈ D

}
.

‖ ◮ Cardinalidad

.La noción anterior de números ordinales se introdujo como conjuntos estándar para comparar conjuntos
bien-ordenados por medio de isomorfismos. Si la relación de orden no es nuestra prioridad, entonces la
herramienta principal para comparar conjuntos es la nociónde equipotencia. Dos conjuntosX y Y se dice
que sonequipotentes, o que ellos poseen el mismo números de elementos, si existe una función biyectiva
f : X → Y. EscribiremosX ∼Y para denotar queX y Y son equipotentes. Un extraordinario resultado de
Cantor establece que:

Teorema 1.2.3 (Cantor). Cualquier conjunto arbitrario X es equipotente a un subconjunto propio deP(X),
pero no es equipotente aP(X).

Prueba.Decir queX no es equipotente aP(X) significa queninguna función f: X → P(X) puede ser
sobreyectiva. Para ver esto, seax ∈ X. Entoncesf (x) es un subconjunto deX que puede o no contener a
x. Considere ahora el conjuntoF = {x ∈ X : x 6∈ f (x)}. Afirmamos que no existex ∈ X tal queF = f (x).
Suponga por un momento que existe algúnx0 ∈ X para el cualF = f (x0) y observe que:x0 ∈ F si, y sólo si,
x0 6∈ f (x0) = F. Esta contradicción establece quef no puede ser sobreyectiva y, en consecuencia,X y P(X)
no son equipotentes. Más aun, si definimosf (x) = {x} para todox∈ X, resulta quef es inyectiva y, así,X
es equipotente a un subconjunto propio deP(X) y concluye la prueba. �

Sea ahoraα un número ordinal. Por el Teorema de Cantor el conjunto potenciaP(α) posee las siguientes
dos propiedades:

(a) α es equipotente a un subconjunto propio deP(α), y

(b) α no es equipotente aP(α).

Por el Principio del Buen-Orden, el conjuntoP(α) admite un buen-orden. Seaω∗ el número ordinal del
conjunto bien-ordenadoP(α) y considere el conjuntoFα = {β ∈ ω∗ : β ∼ α}. Si ς es cualquier número
ordinal tal queς ∼ α, entoncesς < ω∗ pues, en caso contrario, tendríamos queς = ω∗ lo que nos indicaría
queP(α) es equipotente a un subconjunto deα, lo cual es imposible. Se sigue ahora del carácter transitivo de
ω∗ queς ∈ ω∗. De allí que el conjuntoFα es el conjunto de todos los números ordinales que son equipotentes
a α. Lo anterior justifica la siguiente definición.
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Definición 1.2.2. Un número cardinales un número ordinalα tal queα ≤ β para todoβ ∈ Fα, donde Fα es
el conjunto de todos los números ordinales que son equipotentes aα.

Claramente cualquier número natural es un número cardinal finito. Es interesante observar, por lo visto
anteriormente, queN0, el conjunto de los números naturales, admite dos representaciones: una comoω0,
el primer ordinal infinito y la otra comoℵ0, el primer cardinal infinito. Como cualquier conjunto bien-
ordenado es isomórfico a único número ordinal, resulta quecualquier conjunto X es equipotente a único
número cardinalque denotaremos por card(X). Por otro lado, del Teorema de Cantor se sigue que

ℵ0 < card(P(N)) = 2ℵ0 = c,

donde 2ℵ0 = c denota el cardinal deR.

‖ ◮ La Hipótesis del Continuo

.Un aleph, ℵ, es el número cardinal de un conjunto infinito bien-ordenado. Puesto que todo subconjunto
de un conjunto bien-ordenado hereda esa propiedad, es decir, sigue siendo bien-ordenado, resulta que:

Cualquier cardinal infinito menor que unℵ es unℵ.

Teniendo en cuenta que, en presencia del Axioma de Elección,todos los conjuntos están bien-ordenados,
entoncestodos los cardinales infinitos son alephs. En particular, el conjunto(A,≤) de todos los alephs está
bien-ordenado. Consideremos ahora el conjuntoZ0 formado por todos los ordinales cuya cardinalidad es
ℵ0. No es difícil ver queZ0 es no-numerable. Definimos entoncesℵ1 como el cardinal deZ0. En general,
si para cadan∈ N, el cardinalℵn ha sido definido, entoncesℵn+1 es el cardinal del conjuntoZn de todos
los ordinales de cardinalidadℵn. El cardinalℵω0 es el cardinal de

⋃∞
n=1Zn y se continúa la construcción de

cadaℵα para cada ordinalα > ω0.
Se sigue de la definición deℵ1 queℵ1 ≤ 2ℵ0. En suContinuum Hypothesis, G. Cantor estableció su

famosa conjetura:

Hipótesis del Continuo(CH). 2ℵ0 = ℵ1

Es decir, en la sucesión infinita de cardinales transfinitosℵ0,ℵ1,ℵ2 . . ., la Hipótesis del Continuo afirma
que 2ℵ0 = ℵ1. Esta hipótesis también se puede formular en los siguientestérminos: teniendo en cuenta que
ℵ0 < 2ℵ0 = c, ¿existirá algún conjunto infinito A⊆R tal queℵ0 < card(A) < c? La Hipótesis del Continuo
es la que afirma que un tal conjuntoA no existe, en otras palabras:si A es un subconjunto infinito deR,
entoncescard(A) = ℵ0, o bien card(A) = c.

Muchos resultados interesantes e importantes son posiblessi se acepta dicha hipótesis. En 1938 Kurt
Gödel demostró la consistencia del sistemaZFC + CH. Paul Cohen, en 1964, demostró la consistencia del
sistemaZFC + ¬CH.

‖ ◮ Construcción deω1, el primer ordinal no numerable.

Sea X un conjunto no numerable y suponga que X está bien-ordenado por la relación≤. Entonces existe
un conjuntoΩ ⊆ X tal que:

(1) Ω es no numerable, y

(2) para cadaα ∈ Ω, el conjuntoS(α) = {β ∈ Ω : β < α} es numerable.
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Para demostrar esto, considere el conjunto

S =
{

α ∈ X : S(α) es no numerable
}
,

donde S(α) = {β ∈ X : β < α}. Nuestro conjuntoS puede, o no, ser vacío. SiS 6= ∅, entonces el Principio
del Buen-Orden nos garantiza queS posee un primer elemento, llamémosloω1 y la prueba termina una vez
que hallamos definidoΩ = S(ω1). En efecto, comoω1 ∈ S, tenemos que:

(a) S(ω1) es no numerable, y además,

(b) por serω1 es el ordinal más pequeño para el cual(a) se cumple, se sigue que siα ∈ Ω = S(ω1), es decir,
α < ω1, entonces S(α) es numerable .

If S =∅, definaW = X∪{X} y extienda el orden≤ deX al nuevo conjuntoW declarando queα < X para
cualquierα ∈X. Si ahora hacemosω1 = X y Ω = S(ω1), vemos que las conclusiones(a) y (b) dadas arriba
son inmediatas.

A ω1 se le conoce con el nombre deel primer ordinal no numerable, mientras que a los elementos del
conjuntoΩ0 = Ω\{ω1} se les llamanordinales numerables. Observe que card(ω1) = ℵ1. El hecho de que
Ω posee un primer elemento nos permite pensar aN0 como un subconjunto deΩ identificando al número 0
con el primer elemento deΩ y, recursivamente, identificando cadan∈ N, n > 0, con el primer elemento de
Ω\{0,1,2, . . . ,n−1} de modo que se preserve el orden de los naturales.

‖ ◮ Conjunto de Bernstein

.El Principio del Buen-Orden permite construir ciertos conjuntos extraños enR. Por ejemplo,existe un
subconjunto no vacíoB deR tal que él y su complemento intersectan cualquier conjunto cerrado no nume-
rable deR. Tal conjunto se conoce con el nombre deMonstruo de Bernsteino, simplemente,conjunto de
Bernstein. Veamos su construcción. Considere la familiaF de todos los subconjuntos cerrados no numera-
bles deR. Por el Principio del Buen-Orden podemos indexar a dicho conjunto con los números ordinales
menores queω1, esto es,F = {Fα : α < ω1}. Usaremos inducción transfinita para construir aB. Para ello
es necesario, invocando de nuevo el Principio del Buen-Orden, que asumamos queR está bien-ordenado
y, por consiguiente, que cadaFα también lo está. Seanp1,q1 los primeros dos elementos deF1. Para cada
1 < α < ω1, suponga quepβ,qβ han sido definidos para todoβ < α. Puesto que

⋃
β<α{pβ,qβ} es numerable

y Fα es no numerable, entonces el conjuntoKα := Fα \
⋃

β<α{pβ,qβ} es no vacío y, por consiguiente, bien-
ordenado. Seleccionemos ahora los dos primeros elementos de Kα, digamospα,qα. Esto termina nuestro
proceso por inducción transfinita. SeaB = {pα : α < ω1}. Puesto quepα ∈ B∩Fα y qα ∈ (R\B)∩Fα para
cualquierα < ω1 y como cualquier conjunto cerrado no-numerable es algúnFα, resulta que el conjuntoB
tiene las propiedades deseadas.

Observe que siB es conjunto de Bernstein también lo esR\B. Más aun, siB es conjunto de Bernstein,
entonces cualquier conjunto cerradoF ⊆B es, necesariamente, numerable pues, en caso contrario,F debería
contener puntos deR\B lo que resulta imposible. En particular,B no contiene a ningún conjunto perfecto,
un subconjunto deR el cual es cerrado y no posee puntos aislados. En efecto, es unhecho bien conocido que
todo subconjunto perfecto deR es no numerable (véase el Teorema 1.8.8, página 52) y entonces el resultado
sigue de la observación anterior.

1.3. Espacios métricos

SeaX un conjunto no vacío. Unamétrica sobreX es una aplicaciónd : X×X → R que cumple con las
siguientes propiedades:
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(1) d(x,y) ≥ 0 para todox,y∈ X,

(2) d(x,y) = 0 si, y sólo si, x = y,

(3) d(x,y) = d(y,x) para todox,y∈ X,

(4) d(x,z) ≤ d(x,y)+d(y,z) para todox,y∈ X.

El par(X,d), dondeX es un conjunto yd es una métrica sobreX, es llamado unespacio métrico. Si la
condiciónd(x,y) = 0 no siempre implica quex = y y todas las demás se cumplen, entonces diremos qued
es unapseudo-métricay, en consecuencia, diremos que(X,d) es unespacio pseudo-métrico. Si (X,d) es
un espacio métrico yY es un subconjunto no vacío deX, entonces la restricción ded aY×Y es una métrica
sobreY que seguiremos denotando pord. El espacio métrico(Y,d) se le denominasubespacio métricode
(X,d). Aquí están algunos ejemplos de espacios métricos.

(a) Una de las métricas más simples que se puede definir sobre cualquier conjunto no vacíoX es lamétrica
discreta d definida, para todox,y∈ X, por

d(x,y) =

{
1, si x 6= y

0, si x = y.

El espacio métrico(X,d) se le conoce con el nombre deespacio métrico discreto.

(b) Si 1≤ p < ∞, la funcióndn
p :Kn×Kn → R definida por

dn
p

(
(xi)

n
i=1,(yi)

n
i=1

)
=

(
n

∑
i=1

∣∣xi −yi

∣∣p
)1/p

para todo(xi)
n
i=1,(yi)

n
i=1 ∈Kn es una métrica sobreKn. A tales espacios lo denotaremos porℓn

p. Si p= ∞,
la métricadn

∞ :Kn×Kn → R se define por

dn
∞
(
(xi)

n
i=1,(yi)

n
i=1

)
= máx

1≤ i≤n

∣∣xi −yi

∣∣

para todo(xi)
n
i=1,(yi)

n
i=1 ∈Kn. Como antes, escribiremosℓn

∞ en lugar de(Kn,‖·‖∞).

En general, si 1≤ p < ∞, indicaremos porℓp el espacio vectorial de todas las sucesiones(xn)
∞
n=1 de

números reales o complejos que sonp-sumables, es decir, que satisfacen
∞

∑
n=1

∣∣xn

∣∣p < ∞,

dotado de la métrica

dp
(
(xn)

∞
n=1,(yn)

∞
n=1

)
=

(
∞

∑
n=1

∣∣xn−yn
∣∣p
)1/p

,

mientras que sip = ∞, entoncesℓ∞ denota el espacio vectorial de todas lassucesiones acotadasde
escalares (reales o complejos), es decir,(xn)

∞
n=1 ∈ ℓ∞ si, y sólo si, existe una constante no negativaK tal

que|xn| ≤ K para todon∈N, provisto de la métrica del supremo

d∞
(
(xn)

∞
n=1,(yn)

∞
n=1

)
= sup

n∈N

∣∣xn−yn

∣∣.

Dos subespacios realmente importantes deℓ∞ son

c =
{
(xn)

∞
n=1 ∈ ℓ∞ : ĺım

n→∞
xn existe

}
y c0 =

{
(xn)

∞
n=1 ∈ ℓ∞ : ĺım

n→∞
xn = 0

}
.
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(c) Si X es un conjunto no vacío, denotaremos por(B∞(X),d∞) el espacio métrico de todas las funciones
f : X →R que son acotadas, es decir, existe una constanteK f ∈R+ tal que| f (x)| ≤ K f para todox∈ X,
donded∞ : X×X → R se define por

d∞( f ,g) = sup
x∈X

∣∣ f (x)−g(x)
∣∣

para todof ,g ∈ B∞(X). En el caso particular en queX = N ó X = {1,2, . . . ,n} para cualquiern ∈ N,
entoncesB∞(N) = ℓ∞ y B∞({1,2, . . . ,n}) = ℓn

∞.

(d) Para cadan∈N, sea(Xn,dn) un espacio métrico y considere el producto cartesianoX = ∏∞
n=1Xn. Enton-

ces las aplicacionesd,ρ : X×X → R definidas para cada parx = (xn)
∞
n=1 y y = (yn)

∞
n=1 de elementos

deX por

d(x,y) =
∞

∑
n=1

mı́n{dn(xn,yn),1}
2n y ρ(x,y) =

∞

∑
n=1

1
2n ·

dn(xn,yn)

1+dn(xn,yn)
, (P)

representan, cada una, una métrica sobreX.

Fijemos un espacio métrico(X,d). Los conjuntos

U(x, r) =
{

y∈ X : d(x,y) < r
}
, B(x, r) =

{
y∈ X : d(x,y) ≤ r

}

y
S(x, r) =

{
y∈ X : d(x,y) = r

}
.

los llamaremos, respectivamente, labola abierta, la bola cerrada y la esferacon centrox y radio r > 0.
Un subconjuntoG ⊆ X se dice que esabierto si para cadax ∈ G, existe unr > 0 tal queU(x, r) ⊆ G. Un
subconjuntoF deX se dice que escerrado si X \F es abierto. No es difícil demostrar que tantoc, así como
c0 son cerrados enℓ∞.

SeaA un subconjunto deX. Un puntox ∈ A es unpunto interior de A si existe unr > 0 tal que
U(x, r) ⊆ A. El conjunto de todos los puntos interiores deA será denotado por int(A) y llamado elinterior
de A. Es fácil ver que int(A) es un conjunto abierto y que siU es un subconjunto abierto deA, entonces
U ⊆ int(A)⊆ A, es decir, int(A) es el conjunto abierto más grande contenido enA. En particular,A es abierto
si, y sólo si,A = int(A). La clausura deA, que indicaremos con el símboloA, es el conjunto cerrado más
pequeño conteniendo aA, esto es, siF es un subconjunto cerrado deX con A ⊆ F, entoncesA ⊆ A ⊆ F.
Se sigue queA es cerrado si, y sólo si,A = A. Un subconjuntoA deX esdensoen X si A = X. Un punto
x∈ X es un llamado unpunto frontera deA si para cualquierr > 0, la bola abiertaU(x, r) contiene puntos
tanto deA así como deX \A. El conjunto de todos los puntos frontera deA lo escribiremos por Fr(A) y lo
nombraremos lafrontera o elborde deA.

Si x∈ X y A es un subconjunto no vacío deX, la distancia entrex y A se define como

dist(x,A) := ı́nf
{

d(x,a) : a∈ A
}
.

Se puede comprobar, sin mucha dificultad, que

(a) dist(x,A) = dist(x,A),

(b) dist(x,A) = 0 si, y sólo si, x∈ A, y

(c)
∣∣dist(x,A)−dist(y,A)

∣∣≤ d(x,y) cualesquiera seanx,y∈ X.
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Diremos queA esacotadoenX, si existe una constanteM ≥ 0 tal qued(x,y) ≤ M para todox,y∈ A. Si A
es acotado enX, el diámetro deA se define mediante el número

diam(A) := sup
{

d(a,b) : a,b∈ A
}
.

Pondremos diam(A) = ∞ si el conjuntoA no sea acotado enX.
Si (xn)

∞
n=1 es una sucesión enX y x0 ∈X, diremos que(xn)

∞
n=1 convergeax0, en notación ĺımn→∞ xn = x0

o, brevemente,xn → x0, si para cadaε > 0, existe unN ∈ N tal qued(xn,x0) < ε para todon≥ N. Es fácil
ver que siF es un subconjunto deX, x∈ F si, y sólo si, existe una sucesión(xn)

∞
n=1 enF tal quexn → x0. En

particular,F es cerrado si, y sólo si, siempre que(xn)
∞
n=1 es una sucesión enF que converge a algúnx0 ∈ X,

entoncesx0 ∈ F.
Una sucesión(xn)

∞
n=1 en X se llamasucesión de Cauchysi, para cadaε > 0, existe unN ∈ N tal que

d(xn,xm) < ε para todom,n≥ N. Un hecho importante que hay que destacar referente a las sucesiones de
Cauchy es que si(xn)

∞
n=1 es de Cauchy enX, entonces se puede determinar la existencia una subsucesión

(nk)
∞
k=1 de enteros positivos tal qued(xnk,xnk+1) < 2−k para todok ∈ N. Toda sucesión convergente es de

Cauchy, sin embargo, el recíproco no es, en general, válido.Si una sucesión de Cauchy enX, digamos(xn)
∞
n=1,

posee alguna subsucesión convergente a algún puntox ∈ X, entonces la sucesión(xn)
∞
n=1 es en sí misma

convergente y converge, además, al puntox. Un espacio métrico en donde toda sucesión de Cauchy converge
a un elemento de dicho espacio, es llamado unespacio métrico completo.

Cualquier espacio métrico discreto es completo, de hecho, todos los espacios métricos definidos en
los ejemplos anteriores son completos, salvo, por supuesto, el del producto cartesiano. En este caso, si
(Xn,dn)

∞
n=1 es una familia numerable de espacios métricos, entonces el producto cartesiano

(
∏∞

n=1Xn,d
)

es completo si, y sólo si, cada(Xn,dn) es completo.
Un espacio métrico(X,d) se llamaseparablesi contiene un subconjunto denso numerable. Es fácil

ver que un espacio métrico(X,d) es separable si, y sólo si,X es2˚ numerable, lo cual significa queX
posee unabase numerable, es decir, existe una colección numerableC de subconjuntos abiertos deX tal
que todo abierto no vacíoU de X se puede expresar como una unión de elementos deC. Más aun, siX
es un espacio métrico separable, entoncesX es deLindelöf . Esto último significa que, siC es cualquier
cubrimiento abierto deX, es decir, una familia de subconjuntos abiertos no vacíos deX tal X =

⋃
V∈CV,

entonces existe una subcolección numerable deC, digamos,C0 =
{
Vn ∈ C : n∈ N

}
que también cubre aX,

esto es,X =
⋃∞

n=1Vn.
Sea(X,d) un espacio métrico. Una sucesión( fn)∞

n=1 de funciones a valores reales definidas sobreX se
dice queconverge uniformementesobreX a una funciónf si para cadaε > 0, existe un enteroN ∈ N con
la propiedad de que sin≥ N, entonces se cumple que

∣∣ fn(x)− f (x)
∣∣ < ε

para todox∈ X.
El siguiente test para la convergencia uniforme de una seriedada debido a K. Weierstrass, es muy con-

veniente (véase, por ejemplo, [386], Theorem 7.10, p. 148).

M-Test de Weierstrass. Sea( fn)∞
n=1 una sucesión de funciones a valores reales definidas sobre un

espacio métrico(X,d). Suponga que, para cada n∈ N, existe una constante no negativa Mn tal que

∣∣ fn(x)
∣∣ ≤ Mn para todox∈ X.

Si ∑∞
n=1Mn < ∞, entonces la serie∑∞

n=1 fn converge uniformemente sobre X.
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Si (X,d) es un espacio métrico, denotaremos por(C(X),d∞) el subespacio vectorial de(B∞(X),d∞)
formado por todas las funciones continuas y acotadasf : X →R. En este caso,(C(X),d∞) resulta ser cerrado
en(B∞(X),d∞) y, en consecuencia, un espacio métrico completo, pues(B∞(X),d∞) es completo.

Dado un espacio métrico arbitrario(X,d), si dicho espacio no es completo, entonces siempre se puede
construir un espacio métrico completo

(
X̂, d̂

)
y una aplicaciónϕ con las siguientes propiedades:

(a) la aplicaciónϕ : X → X̂ es una isometría deX sobreϕ(X) y ϕ(X) es denso en̂X,

(b) el espacio métrico completo
(
X̂, d̂

)
es, salvo isometría, único; es decir, si

((
X̃, d̃

)
,ψ
)

es otra com-
pletación de(X,d), entonces existe una única isometríaf : X̂ → X̃ tal que f ◦ϕ = ψ.

Al par
((

X̂, d̂
)
,ϕ
)

lo llamaremos lacompletación de (X,d). En la práctica, casi siempre ocultamos la

isometríaϕ, identificamos aX con su imagenϕ(X) y simplemente decimos que
(
X̂, d̂

)
es la completación

de(X,d). En este caso,̂d coincide cond sobreX×X.

1.4. Espacios topológicos

Los conjuntos abiertos son las piezas fundamentales en la teoría de los espacios métricos. La abstrac-
ción de las propiedades básicas de tales conjuntos conduce ala construcción de una nueva área de estudio
denominada “los espacios topológicos”.

Definición 1.4.1. Sea X un conjunto no vacío y suponga queτ es una colección no vacía de subconjuntos
de X. Diremos queτ es unatopologíasobre X siempre que se cumplan las siguientes propiedades:

(a) ∅,X ∈ τ,

(b) si {Uα : α ∈ J} es cualquier colección de elementos deτ, entonces
⋃

α∈JUα ∈ τ, y

(c) si para cualquier k∈N, U1, . . . ,Uk ∈ τ, entonces
⋂k

i=1Ui ∈ τ.

Los elementos de cualquier topologíaτ son llamadosconjuntos abiertos o simplementeτ-abiertos. Un
espacio topológicoes un par(X,τ), dondeX es un conjunto no vacío yτ es una topología sobreX. Con
frecuencia hablaremos de un espacio topológicoX sin mencionar la topologíaτ cuando sobre dicho conjunto
no se ha definido explícitamente ninguna otra topología.

Cualquier subconjunto no vacíoY de un espacio topológico(X,τ) puede ser considerado en sí mismo
como un espacio topológico definiendo la topologíaτY sobreY del modo siguiente:τY :=

{
U ∩Y : U ∈ τ

}
,

esto es,
G∈ τY si, y sólo si, existeU ∈ τ tal que G = U ∩Y.

En este caso se dice que(Y,τY) es unsubespaciode (X,τ) y a τY se le llama la topología inducida porτ.
En un espacio topológico(X,τ), un subconjuntoG deX se llama unentorno de un puntox∈ X si existe un
conjunto abiertoU tal quex∈U ⊆ G. El conjuntoG se dice que es unentorno abierto de un puntox∈ X
si G, además de ser un entorno dex, es un conjunto abierto. Se puede demostrar que un conjuntoG⊆ X es
abierto si, y sólo si, para cadax ∈ G, existe un entorno abiertoVx de x tal queVx ⊆ G. Un subconjuntoF
de un espacio topológico(X,τ) se llamaconjunto cerrado si X \F es un conjunto abierto. Se sigue de las
propiedades de los conjuntos abiertos que:

(a) ∅ y X son conjuntos cerrados,

(b) si {Fα : α ∈ J} es cualquier colección de subconjuntos cerrados deX, entonces
⋂

α∈J Fα es cerrado, y
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(c) si para cualquierk∈N, F1, . . . ,Fk son conjuntos cerrados, entonces
⋃k

i=1 Fi también es cerrado.

Sea(X,τ) un espacio topológico y suponga queE es un subconjunto deX. La unión de todos los con-
juntos abiertos contenidos enE es llamado elinterior deE y denotado por intτ(E) o τ− int(E). Observe
que siE no contiene ningún subconjunto abierto, entonces intτ(E) = ∅. En cualquier caso, intτ(E) es el
conjunto abierto más grande contenido enE. Escribiremos int(E) cuando no exista ninguna otra topología
explícitamente definida sobreX. Similarmente, la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen
a E es llamado laclausura deE y denotado porE

τ
. Observe queE

τ
siempre existe. En efecto, la familia

F :
{

F ⊆ X : E ⊆ F, F cerrado
}

es no vacía puesX pertenece aF y gracias a que la intersección arbitraria
de conjuntos cerrados es cerrado, resulta queE

τ
=
⋂

F∈FF. Como antes, si el contexto es claro, es decir,
si no existe otra topología definida sobreX, escribiremos simplementeE en lugar deE

τ
. Se tiene entonces

queE es el conjunto cerrado más pequeño que contiene aE. Cualquier puntox∈ E es llamado unpunto de
clausura deE.

Teorema 1.4.1.Sea(X,τ) un espacio topológico y suponga que E es un subconjunto de X.

(1) x∈ E si, y sólo si, V∩E 6=∅ para cualquier conjunto abierto V conteniendo a x.

(2) Si E⊆Y ⊆ X, entoncesE
τY = E

τ ∩Y.

Prueba.Ejercicio.

Para cadax ∈ X, denote porNx la familia de todos los conjuntos abiertos que contienen ax. Según el
resultado anterior vemos que

E =
{

x∈ X : V ∩E 6=∅ para todoV ∈ Nx
}
.

Un resultado que es particularmente útil es el siguiente:

Lema 1.4.1. Sean(X,τ) un espacio topológico y U un subconjunto abierto no vacío de X. Si A⊆ X es tal
que U∩A = ∅, entonces U∩A = ∅. En particular, si U y V son abiertos no vacíos y disjuntos, entonces
U ∩V =∅= U ∩V.

Prueba.Suponga queA es un subconjunto deX para el cualU ∩A=∅, pero queU ∩A 6=∅. Seax∈U ∩A.
Entoncesx∈U y x∈ A. Ahora bien, comox∈ A, del Teorema 1.4.1 se sigue que cualquier entorno abierto
dex intersecta aA; en particular, siendoU un entorno abierto dex (puesx∈U ), tenemos queU ∩A 6=∅, lo
que constituye una flagrante violación a nuestra hipótesis. �

Observe que el Lema 1.4.1 también se puede reescribir en la forma:

U ∩A 6=∅ si, y sólo si, U ∩A 6=∅.

Definición 1.4.2. Sea(X,τ) un espacio topológico y sea D un subconjunto de X. Diremos queD esdenso
en X siD = X.

Notemos queD = X significa que el conjunto cerrado más pequeño que contiene aD esX. En general,
si A y B son subconjuntos deX se dice queA esdenso enB si B⊆ A. Esto último también se puede expresar
diciendo que siV es un abierto no vacío deX tal queV ∩B 6= ∅, entoncesV ∩A 6= ∅. En efecto, si fuera
V∩A=∅, entonces el Lema 1.4.1 nos diría queV ∩A=∅ y, en consecuencia, comoB⊆ A, tendríamos que
V ∩B =∅, lo cual es contradictorio.

Una condición equivalente a la definición de densidad que no hace referencia a ningún punto del espacio
y que usaremos frecuentemente es la siguiente:
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Teorema 1.4.2.Sean(X,τ) un espacio topológico Hausdorff y D un subconjunto de X. Entonces, D esdenso
en X si, y sólo si, para cada subconjunto abierto no vacío U de X, U ∩D 6=∅.

Prueba.Supongamos, en primer lugar, queD es denso enX y seaU un subconjunto abierto no vacío de
X. Si fueraU ∩D =∅, entoncesF := X \U sería un conjunto cerrado conteniendo aD y, en consecuencia,
D ⊆ F, lo que contradice la densidad deD, ya queF = X \U $ X.

Recíprocamente, suponga queU∩D 6=∅ para cada subconjunto abierto no vacíoU deX. Si fueraD 6= X,
entoncesU := X\D sería un conjunto abierto no vacío que satisfaceU ∩D =∅. Esta contradicción establece
queD = X. �

Una primera consecuencia del resultado anterior es el siguiente.

Corolario 1.4.1. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Si D es denso en X y U es un subconjunto
abierto no vacío de X, entoncesU = U ∩D.

Prueba.Puesto queU ∩D ⊆U , resulta queU ∩D ⊆U . Para verificar la otra inclusión tomemos unx∈U
arbitrario y suponga queV es un entorno abierto dex. En este caso,U ∩V 6= ∅ y comoD es denso enX,
vemos queV ∩ (U ∩D) = (U ∩V)∩D 6=∅. Esto prueba quex∈U ∩D y, en consecuencia,U ⊆U ∩D. �

Definición 1.4.3. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Una familiaB⊆ τ es llamada unabase de
τ, si cada conjunto abierto no vacío es la unión de miembros deB.

La familia B también es llamada unabase paraX. Las familiasB ⊆ τ que pueden servir como bases
paraX se caracterizan del modo siguiente:

Teorema 1.4.3.Sean(X,τ) un espacio topológico yB ⊆ τ. Son equivalentes:

(1) B es una base para X.

(2) Para cada conjunto abierto no vacío G de X y cada x∈ G, existe un V∈ B tal que x∈V ⊆ G.

Prueba. (1) ⇒ (2) Seax∈ G. Puesto queB es una base paraX, existe una subfamilia{Vα ∈ B : α ∈ J} de
B tal queG =

⋃
α∈JVα. Entonces existe al menos unVα ∈ B tal quex∈Vα ⊆ G.

(2) ⇒ (1) SeaG∈ τ. Para cadax ∈ G, encuentre unVx ∈ B con x∈ Vx ⊆ G. EntoncesG =
⋃

x∈GVx es un
abierto, lo cual prueba queB es una base paraX. �

Además del resultado anterior, existe un modo más práctico de describir los conjuntos abiertos de un
espacio topológico.

Corolario 1.4.2. Sean(X,τ) un espacio topológico yB ⊆ τ una base para X. Un subconjunto G de X es
abierto si, y sólo si, para cada x∈ G, existe un V∈ B tal que x∈V ⊆ G.

Prueba.Si G es abierto, entonces la condición sigue del Teorema 1.4.3. Recíprocamente, si la condición se
cumple, entonces (como en la prueba del Teorema 1.4.3) encontramos queG =

⋃
x∈GVx donde cadaVx ∈ B

y, por consiguiente,G es abierto. �

Sobre cualquier conjunto no vacío siempre existen dos topologías “extremas”: latopología discreta
TD := P(X), y la topología trivial o indiscreta TT := {∅,X}. Todo conjunto no vacíoX provisto de la
topología discreta (respectivamente, de la topología trivial) será llamado unespacio topológico discreto
(respectivamente, unespacio topológico trivial). Cualquier otra topología sobreX, digamosτ, se encuen-
tra entre ellas dos, es decir,TT ⊆ τ ⊆ TD. En general, siG es una familia arbitraria de topologías sobre un
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conjunto no vacíoX, entonces
⋂

J∈GJ también es una topología sobreX. De esto se sigue que, para cual-
quier colección de subconjuntosA de un conjuntoX, siempre existe una topologíaτA, llamada latopología
generada porA, con las siguientes propiedades:(1) A ⊆ τA, y (2) τA es la topología más pequeña sobre
X que contiene aA, es decir, siτ′ es cualquier topología sobreX con A ⊆ τ′, entoncesτ ⊆ τ′. En efecto,
la familia GA formada por todas las topologías sobreX que contienen aA es no vacía puesTD ∈ GA. La
topologíaτA =

⋂
J∈GA

J cumple con los dos requerimientos anteriores. Seanτ1 y τ2 dos topologías sobre
un mismo conjuntoX. Diremos queτ2 esmás finaqueτ1 si τ1 ⊆ τ2, es decir, siτ2 contiene más abiertos que
τ1. En este caso también se dice queτ1 esmenos finaqueτ2.

Si (X,d) es un espacio métrico, entonces la colecciónτd formada por todas las bolas abiertasU(x, r) con
x∈ X y r > 0 constituye una topología sobreX denominada latopología métrica. Un espacio topológico
(X,τ) se dice que esmetrizable si existe una métricad sobreX tal que la topología métricaτd coincide con
la topología originalτ.

Definición 1.4.4. Un espacio topológico(X,τ) se llama unespacio de Hausdorffsi cualesquiera dos puntos
distintos en X poseen entornos abiertos disjuntos, es decir, si x 6= y, entonces existen entornos abiertos Vx y
Vy de x e y respectivamente tal que Vx∩Vy =∅.

La propiedad de ser Hausdorff implica que para cadax en un espacio de Hausdorff, el conjunto{x} es
cerrado. En efecto, seay ∈ X \ {x}. Entoncesy 6= x de donde existen entornos abiertosVy y Vx de y y x
respectivamente tal queVy∩Vx =∅. Esto prueba que caday∈ X \{x} posee un entorno abiertoVy contenido
enX \{x}, es decir,X \{x} =

⋃
y∈X\{x}Vy es abierto y, por lo tanto,{x} es cerrado.

Definición 1.4.5. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff(X,τ). Diremos que X esregular si, dado
cualquier conjunto cerrado F⊆ X y cualquier punto x6∈ F, existen conjuntos abiertos disjuntos G1 y G2

tales que x∈ G1 y F ⊆ G2. Similarmente, diremos que X esnormal si, para cualesquiera par de subcon-
juntos cerrados y disjuntos F1 y F2, existen subconjuntos abiertos y disjuntos G1 y G2 tales que F1 ⊆ G1 y
F2 ⊆ G2.

Es claro que todo espacio topológico normal es regular. También es fácil establecer que todos los espacios
métricos son espacios de Hausdorff. De hecho, cualquier espacio métrico es normal y, por consiguiente,
regular.

Una de las nociones topológicas importantes y que se usa frecuentemente es la de compacidad. Sean
(X,τ) un espacio topológico yK un subconjunto deX. Una colecciónV =

{
Vα : α ∈ I

}
de subconjuntos

de X se dice que es uncubrimiento abierto de K si cadaVα es un conjunto abierto yK ⊆ ⋃
α∈I Vα. Si J

es un subconjunto deI y si la subcolecciónV0 =
{
Vα : α ∈ J

}
cubre aK, entonces decimos queV0 es un

subcubrimiento deK. Diremos queV posee unsubcubrimiento finito deK si existenVα1, . . . ,Vαn enV tal
queK ⊆⋃n

k=1Vαk.

Definición 1.4.6. Un subconjunto K de un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) se dice que escompacto
si cualquier cubrimiento abiertoV =

{
Vα : α ∈ I

}
de K se puede reducir a un subcubrimiento finito, es decir,

existen Vα1, . . . ,Vαn enV tal que K⊆⋃n
k=1Vαk.

Por ejemplo, todo subconjunto cerrado y acotado deKn es compacto para cualquiern∈N. En general, en
cualquier espacio normado de dimensión finita(X,‖·‖) se cumple que:un subconjunto K de X es compacto
si, y sólo si, K es cerrado y acotado. Este resultado se conoce como elTeorema de Heine-Borel. Observe
queningún espacio discreto infinito numerable puede ser compacto. En efecto, suponga que(X,τ) es un
espacio topológico con la topología discreta cuya cardinalidad es igual aℵ0. Escribiendo aX como una
sucesión, digamosX =

{
x1,x2, . . .

}
, resulta queV =

{
{xn} : n∈N

}
es un cubrimiento abierto deX del cual
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no se puede extraer un subcubrimiento finito. También es fácil demostrar que siK1, . . . ,Kn son espacios de
Hausdorff compactos, entonces:

(a) K1∪ ·· ·∪Kn es compacto.

(b) K1∩ ·· ·∩Kn es compacto.

(c) ∏n
i=1Ki es compacto.

Se demuestra, igualmente con facilidad, quetodo espacio métrico compacto(X,d) es acotado. En efecto,
fijemos cualquierx0 ∈ X y considere el cubrimiento abiertoU =

{
U(x0,n) : n = 1,2, . . .

}
de X. Entonces,

por compacidad, existen1, . . . ,nk enN tal queX =
⋃k

i=1U(x0,ni). Si ahora definimosN = máx{n1, . . . ,nk},
vemos queX = U(x0,N) y, por lo tanto,X es acotado.

Teorema 1.4.4.Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y suponga que K⊆ X.

(1) Si K es compacto, entonces es cerrado.

(2) Si X es compacto y K es cerrado, entonces K es compacto.

Prueba. (1). Suponga queK es compacto y fijemos unx0 ∈ X \K. Para cadax∈ K, usemos el hecho de que
X es Hausdorff, para hallar entornos abiertos y disjuntosVx y Vx(x0) dex y x0 respectivamente. Puesto que
V :=

{
Vx : x ∈ K

}
es un cubrimiento abierto deK, la compacidad deK permite reducirlo a un subcubrim-

iento finito, digamos,
{
Vx1, . . . ,Vxn

}
. ClaramenteU :=

⋃n
i=1Vxi y V :=

⋂n
i=1Vxi (x0) son conjuntos abiertos

disjuntos conx0 ∈V ⊆ X \K. Esto prueba queX \K es abierto, es decir,K es cerrado.

(2). Suponga queX es compacto y queK es un subconjunto cerrado deX. SeaV un cubrimiento abierto de
K. ComoK es cerrado, entoncesX \K es abierto y, en consecuencia,V∪ (X \K) es un cubrimiento abierto
deX. Por compacidad, existenV1, . . . ,Vn enV tal queX = V1∪ ·· · ∪Vn∪ (X \K). Claramente

{
V1, . . . ,Vn

}

es un cubrimiento deK. �

Como una consecuencia del resultado anterior tenemos que

Corolario 1.4.3. Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff compacto. Entonces X es normal y, porconsiguiente,
regular.

Prueba.SeanK1 y K2 dos subconjuntos cerrados y disjuntos deX. Por el Teorema 1.4.4 sabemos que
ambos conjuntos son compactos. Fijemos unx∈ K1 y, para caday∈ K2, seleccionemos conjuntos abiertos y
disjuntosVx

y y Vy tales quex∈Vx
y y y∈Vy. Del cubrimiento abiertoV2 =

{
Vy : y∈K2

}
deK2 seleccionemos,

por compacidad, un subcubrimiento finito, digamos
{
Vy1, . . . ,Vn(x)

}
. Sean

Ux =

n(x)⋂

i=1

Vx
yi

y Hx =

n(x)⋃

i=1

Vyi .

Puesto que este procedimiento se puede llevar a cabo para cada x ∈ K1, la colecciónV1 =
{
Ux : x ∈ K1

}

resulta ser un cubrimiento abierto deK1 que, gracias a la compacidad de dicho conjunto, se puede reducir a
un subcubrimiento finito, digamos

{
Ux1, . . . ,Uxm

}
. Definamos ahora

G1 :=
m⋃

i=1

Uxi y G2 :=
m⋃

i=1

Hxi .

Entonces, por construcción,K1 ⊆ G1, K2 ⊆ G2 y G1∩G2 = ∅. Como tantoG1 así comoG2 son abiertos,
concluimos queX es normal. �
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Propiedades más agradables se obtienen en espacios métricos compactos. Antes es preciso recordar al-
gunos resultados fundamentales en la teoría de los espaciosmétricos. El primero establece que en espacios
métricos completos los conjuntos cerrados son los únicos que heredan la completitud.

Teorema 1.4.5.Sean(X,d) un espacio métrico completo y F un subconjunto de X. Entonces(F,d) es
completo si, y sólo si, F cerrado.

Prueba.Suponga queF es cerrado y sea(xn)
∞
n=1 una sucesión de Cauchy enF . Entonces(xn)

∞
n=1 es de

Cauchy enX y, por la completitud deX, ella converge a algúnx∈ X. Esto prueba quex es punto de acumu-
lación deF el cual pertenece aF por ser dicho conjunto cerrado.

Recíprocamente, suponga queF es completo y seax∈ F. Entonces existe una sucesión(xn)
∞
n=1 enF que

converge ax. Puesto que toda sucesión convergente es de Cauchy, resultaque(xn)
∞
n=1 es de Cauchy en el

espacio métrico completo(F,d) y, por consiguiente, converge al mismo puntox. Por esto,x∈ F y termina la
prueba. �

El siguiente resultado es la pieza fundamental para la demostración del Teorema de Categoría de Baire
en espacios métricos completos.

Teorema 1.4.6 (Encaje de Cantor).Sea(X,d) un espacio métrico completo. Si(Fn)
∞
n=1 es una sucesión

decreciente de subconjuntos cerrados no vacíos de X tal queĺımn→∞ diam(Fn) = 0, entonces
⋂∞

n=1 Fn = {x0}
para algún x0 ∈ X.

Prueba.Apliquemos el Axioma de Elección para escoger, por cadan ∈ N, un xn ∈ Fn. Afirmamos que
la sucesión(xn)

∞
n=1 es de Cauchy enX. En efecto, seaε > 0 y usemos el hecho de ĺımn→∞ diam(Fn) = 0

para elegir un enteroN > 0 tal que diam(FN) < ε. Como la sucesión(Fn)
∞
n=1 es decreciente, se sigue que

si m,n ≥ N, entoncesd(xn,xm) < ε. En efecto, comoxn ∈ Fn ⊆ FN y tambiénxm ∈ Fm ⊆ FN, resulta que
d(xn,xm) ≤ diam(FN) < ε. Por esto(xn)

∞
n=1 es de Cauchy y, gracias a la completitud deX, ella converge

a un x0 ∈ X. Puesto que todos los términos de la sucesión(xn)
∞
n=1, salvo un número finito, están enFn

para todon ∈ N, result quex0 ∈ Fn = Fn para todon ∈ N. Por esto,x0 ∈ ⋂∞
n=1 Fn. Para demostrar la otra

inclusión, observe que como
⋂∞

n=1Fn ⊆ Fm para todom∈N, entonces la existencia de cualquiery∈⋂∞
n=1Fn

nos indicaría quex0,y∈ Fm y, por consiguiente,d(x0,y) ≤ diam(Fm) → 0 cuandom→ ∞. Esto prueba que
y = x0 y termina la demostración. �

Definición 1.4.7. Sea(X,d) un espacio métrico. Decimos que X estotalmente acotadoo precompactosi,
para cadaε > 0, del cubrimiento abiertoU =

{
U(x,ε) : x∈ X

}
de X se puede extraer un subcubrimiento

finito, es decir, existen x1, . . . ,xn en X tal que X=
⋃n

i=1U(xi ,ε).

Es claro que cualquier espacio métrico compacto es totalmente acotado. También es cierto que cual-
quier subconjunto de un espacio totalmente acotado es totalmente acotado. Más aun, siK es un subconjunto
totalmente acotado deX, entoncesK también es totalmente acotado. En efecto, seaε > 0 y suponga que{
U(x1,ε/2), . . . ,U(xn,ε/2)

}
es un cubrimiento abierto finito deK. Como

K ⊆ U(x1,ε/2)∪ ·· ·∪U(xn,ε/2) =
n⋃

i=1

U(xi ,ε/2) ⊆
n⋃

i=1

U(xi ,ε),

resulta que
{
U(x1,ε)∩K, . . . ,U(xn,ε)∩K

}
es un cubrimiento abierto finito deK, lo que demuestra queK

es totalmente acotado.

Totalmente acotado es una propiedad que revela muchas cosas, entre ellas el siguiente resultado.
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Teorema 1.4.7.Si un espacio métrico(X,d) es totalmente acotado, entonces X es separable.

Prueba.Para cadan ∈ N, seaεn = 1/n. Usemos el hecho de queX es totalmente acotado para obtener,
para cadan ∈ N, un subconjunto finitoDn =

{
xn

1, . . . ,x
n
kn

}
de X tal queX =

⋃kn
i=1U(xi ,1/n). Pongamos

D =
⋃∞

n=1Dn. ClaramenteD es numerable. Veamos queD = X. En efecto, seax∈ X. Para cadan∈N, existe
algúnyn ∈ Dn y, por consiguiente,x∈U(yn,1/n). Lo anterior permite construir una sucesión(yn)

∞
n=1 enX

tal qued(yn,x) < 1/n. Esto, por supuesto, indica que ĺımn→∞ yn = x, lo que a su vez nos dice quex∈ D. Fin
de la prueba. �

Una de las caracterizaciones clásicas de compacidad en espacios métricos, pero de suprema importancia,
es la siguiente:

Teorema 1.4.8.Sea(X,d) un espacio métrico. Son equivalentes:

(1) X es compacto.

(2) X es completo y totalmente acotado.

Prueba. (1) ⇒ (2). Suponga queX es compacto y sea(X̂, d̂) la completación de(X,d). Como X̂ es un
espacio de Hausdorff yX es un subconjunto compacto deX̂, el Teorema 1.4.4 nos dice queX es cerrado en
X̂, pero además, siendoX también denso en̂X, entonces se tiene queX = X̂. Por esto,X es completo. Que
X es también totalmente acotado sigue del hecho de queX es compacto.

(2) ⇒ (1). Suponga queX es completo y totalmente acotado. Para obtener una contradicción, suponga que
X no es compacto. Esto significa que existe algún cubrimiento abiertoV deX del que no es posible extraer
ningún subcubrimiento finito. Ahora bien, comoX es totalmente acotado, podemos seleccionar un cubri-
miento abierto y finito deX, digamos{U1

1 , . . . ,U1
k1
}, tal que el diámetro de todos ellos sean iguales pero

menor que 1. Observe{U1, . . . ,Uk} también es un cubrimiento finito deX por lo que al menos uno de esos
conjuntos cerrados, llamémosloF1, no se puede cubrir por una subcolección finita deV. Puesto queF1 tam-
bién es totalmente acotado, podemos cubrirlo por una colección finita {U2

1 , . . . ,U2
k2
} de conjuntos abiertos

todos de igual diámetro pero menor que 1/2. Como antes,{U2
1, . . . ,U

2
k2
} es un cubrimiento finito deF1 y, por

consiguiente, al menos uno de esos conjuntos cerrados, digamosF2, no se puede cubrir por una subcolec-
ción finita deV. Continuando indefinidamente con este proceso, se obtiene una sucesión decreciente(Fn)

∞
n=1

de subconjuntos cerrados deX tal que ĺımn→∞ diam
(
Fn)
)

= 0. ComoX es completo, el Teorema 1.4.6 nos
revela que

⋂∞
n=1Fn = {x0} para algúnx0 ∈ X =

⋃
V∈VV. De aquí se sigue quex0 ∈V0 para un ciertoV0 ∈ V

y, en consecuencia, por serV0 abierto,U(x0,1/n) ⊆ V0 para algúnn ∈ N. Finalmente, puesto quex0 ∈ Fn

y diam
(
Fn
)

< 1/n, concluimos queFn ⊆U(x0,1/n), de donde se obtiene queFn ⊆V0, lo cual es una con-
tradicción pues, según nuestra construcción, ningúnFk podía ser cubierto por una subcolección finita deV,
sin embargo,V0 = {V0} es una subcolección finita deV que cubre aFn. Esto termina la prueba. �

Observe que en la prueba de la primera parte del teorema anterior se demostró que:si (X,d) es un espacio
métrico compacto, entonces su completación también es compacto. De hecho, uno puede pedir menos para
obtener la misma conclusión como lo demuestra el siguiente corolario.

Corolario 1.4.4. Un espacio métrico(X,d) es totalmente acotado si, y sólo si, su completación(X̂, d̂ ) es
compacto.

Prueba.Suponga queX es totalmente acotado y sea(X̂, d̂ ) su completación. ComoX es totalmente acotado
su clausuraX, por lo visto anteriormente, también es totalmente acotadoy puesto queX = X̂, se concluye
queX̂ es totalmente acotado (y completo). Se sigue del Teorema 1.4.8, queX̂ es compacto. El recíproco es
inmediato. �
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Un subconjuntoK de un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) se dice que esrelativamente compacto
si K es compacto. EnKn, todo subconjunto acotado es relativamente compacto. En general, vale el siguiente
resultado.

Teorema 1.4.9.Sea(X,d) un espacio métrico completo. Un subconjunto K de X es relativamente compacto
si, y sólo si, él es totalmente acotado.

Prueba.Suponga queK es un subconjunto relativamente deX. EntoncesK es compacto y se sigue queK y,
por consiguienteK, es totalmente acotado.

Recíprocamente, suponga queK es totalmente acotado. EntoncesK es totalmente acotado. Más aun,
puesto queX es completo yK es cerrado, entoncesK también es completo. Uno invoca de nuevo al
Teorema 1.4.8 para concluir queK es compacto. �

Otro de los resultados importantes de los conjuntos compactos es el siguiente.

Teorema 1.4.10 (Tychonoff).Sea(Kα)α∈Γ una familia de espacios topológicos compactos. Entonces el
producto∏α∈I Kα es compacto.

Prueba.Véase, por ejemplo, [141], XI, Theorem 1.4, p. 224.

Del Teorema 1.4.4 también se deduce que si(Kα)α∈I es una familia arbitraria de subconjuntos compactos
en algún espacio topológico de Hausdorff(X,τ), entonces

⋂
α∈I Kα es compacto, aunque dicha intersección

puede ser vacía. Sin embargo, si la familia(Kα)α∈I es numerable, digamos(Kn)
∞
n=1, y además decreciente,

entonces
⋂∞

n=1 Kn 6=∅. Lo anterior permite justificar la siguiente definición.

Definición 1.4.8. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Una familia de subconjuntos (Kα)α∈Γ
de X se dice que tiene lapropiedad de intersección finita(PIF ) si, para cada subconjunto finito F⊆ Γ,⋂

α∈F Kα 6=∅.

Una de las tantas caracterizaciones hermosas que poseen losespacios compactos de Hausdorff es la
siguiente:

Teorema 1.4.11.Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) es compacto si, y sólo si, cualquier familia
(Kα)α∈Γ de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de intersección finita, se cumple que

⋂
α∈Γ Kα 6=∅.

Prueba.Supongamos queX es compacto y sea(Kα)α∈Γ una familia de subconjuntos cerrados deX con la
propiedad de intersección finita. Si ocurriera que

⋂
α∈Γ Kα = ∅, entonces, haciendoUα = XrKα para cada

α ∈ Γ, resultaría que la familia(Uα)α∈Γ sería un cubrimiento abierto deX, del que, por la compacidad deX,
se podría extraer un subcubrimiento finito, digamosUα1, . . . ,Uαn. De esto se seguiría que

⋂n
k=1Kαk = ∅ lo

cual es una contradicción. La otra implicación es más sencilla de probar. �

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es el siguiente.

Corolario 1.4.5. Si (Kα)α<β es una familia transfinita no-creciente de subconjuntos compactos no vacíos
de un espacio topológico de Hausdorff(X,τ), entonces

⋂
α<β Kα es compacto y no vacío.

Prueba.Para demostrar este hecho podemos suponer queX es compacto pues, en caso contrario, traba-
jaríamos conK1. Puesto que cualquier intersección finita de losKα es no vacía, se sigue del Teorema 1.4.11
queK :=

⋂
α<β Kα es no vacío y, además, comoK es cerrado (por ser intersección de conjuntos cerrados

Teorema 1.4.4) y contenido en el compactoX tenemos, por una nueva aplicación del Teorema 1.4.4, queK
es compacto. �
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Sean(X,τX) y (Y,τY) espacios topológicos de Hausdorff. Recordemos que una función f : (X,τX) →
(Y,τY) escontinua en un puntox∈X si, para cualquier entorno abiertoV de f (x), existe un entorno abierto
U dex tal quef (U)⊆V. La función se dicecontinua enX si f es continua en todos los puntos deX. Si(X,d)
es un espacio métrico, una funciónf : X → R se dice que esuniformemente continuasi dadoε > 0, existe
unδ > 0 dependiendo sólo deε tal que| f (x)− f (y)|< ε para cualesquierax,y∈X que satisfagand(x,y) < δ.
Es claro que toda función uniformemente continua es continua. Aunque el recíproco no siempre es cierto, en
algunos casos, por ejemplocuando X es un espacio métrico compacto, cualquier función continua f : X →R
es uniformemente continua.

Teorema 1.4.12.Sea f: (X,τX) → (Y,τY) una función, donde(X,τX) y (Y,τY) espacios topológicos de
Hausdorff. Son equivalentes:

(1) f es continua en X.

(2) Para cualquier conjunto abierto V en Y , f−1(V) es abierto en X.

(3) Para cualquier conjunto cerrado F en Y, f−1(F) es cerrado en X.

(4) Para cualquier conjunto E en X, f
(
E
)
⊆ f (E).

Prueba.Ejercicio.

El siguiente resultado establece que compacidad se preserva por imágenes continuas, es decir:

Teorema 1.4.13.Sean(X,τX) y (Y,τY) espacios topológicos de Hausdorff y f: (X,τX) → (Y,τY) una fun-
ción continua. Si K es un subconjunto compacto de X, entoncesf (K) es compacto en Y.

Prueba.SeaV =
{
Vα : α ∈ I

}
un cubrimiento abierto def (K). Puesto quef es continua, la colecciónU ={

f−1
(
Vα
)

: α ∈ I
}

es un cubrimiento abierto deK el cual, por compacidad, se reduce a un subcubrimiento
finito, digamos

{
f−1(Vα1), . . . , f−1(Vαn)

}
, es decir,K ⊆⋃n

i=1 f−1(Vαi ). De esto se sigue quef (K)⊆⋃n
i=1Vαi

y termina la prueba. �

Cualquier espacio métrico compacto es separable y todo subconjunto compacto de un espacio métrico
es acotado. Observe que si(X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff y siK ⊆ Y ⊆ X, entoncesK es
compacto enY si, y sólo si,K es compacto enX.

Sabemos que toda función continuaf : X →Y transforma sucesiones convergentes en sucesiones conver-
gentes; sin embargo, no ocurre lo mismo para sucesiones de Cauchy, es decir,f no necesariamente transforma
sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy. Por otro lado,cualquier función uniformemente continua
transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy. Unde los resultados fundamentales sobre fun-
ciones uniformemente continuas es el siguiente:

Teorema de Extensión Continua. Sean(X,d) y (Y,ρ) espacios métricos. Suponga que(Y,ρ) es
completo, D es un subconjunto denso en X y f: D → Y es un función uniformemente continua.
Entonces existe una única extensión a todo X que preserva la continuidad uniforme, es decir, existe
una única función F: X →Y tal que F es uniformemente continua sobre Xy F(x) = f (x) para todo
x∈ D.

Sean(X,τX) y (Y,τY) espacios topológicos de Hausdorff. Una función continuaf : (X,τX)→ (Y,τY) se
dice que es unhomeomorfismosi ella es biyectiva y su inversaf−1 es continua. En este caso se dice que los
espacios topológicosX eY son homeomorfos . Si(X,d) y (Y,ρ) son espacios métricos yf : X →Y es un
aplicación biyectiva y continua tal qued(x,y) = ρ( f (x), f (y)) para todox,y∈ X, entonces diremos queX y
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Y son isométricosy a la función f se le llama unaisometría sobreyectiva. Dos espacios isométricos son,
desde el punto de vista métrico, indistinguibles. Es importante destacar que una función continua y biyectiva
no es necesariamente un homeomorfismo. Por ejemplo, siX = R con la topología discreta yY = R con la
topología estándar, entonces la función identidad id :(R,P(R)) → (R, | · |) es continua y biyectiva, pero no
es un homeomorfismo pues id−1 no es continua. Sin embargo, si(X,τ) es compacto, se obtiene el siguiente
resultado:

Teorema 1.4.14.Sean(X,τ) y (Y,ς) espacios topológicos de Hausdorff y suponga que(X,τ) es compacto.
Entonces toda biyección continua f: X →Y es un homeomorfismo.

Prueba.Sólo tenemos que demostrar que la función inversaf−1 : Y → X es continua enY, es decir, siF ⊆ X
es cerrado, entonces

(
f−1
)−1

(F) = f (F) es cerrado enY. Suponga queF es un subconjunto cerrado enX.
ComoX es compacto, el Teorema 1.4.4 nos garantiza queF es compacto y la continuidad def nos revela,
gracias al Teorema 1.4.13, quef (F) es compacto enY. Por una nueva aplicación del Teorema 1.4.4 tenemos
que f (F) es cerrado enY. �

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es el siguiente:

Corolario 1.4.6. Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff compacto. Siς es otra topología sobre X que es menos
fina queτ, entoncesς = τ.

Prueba.El hecho de queς sea menos fina queτ significa que la función identidad id :(X,τ)→ (X,ς) es una
biyección continua y, entonces, por el Teorema 1.4.14, id esun homeomorfismo. �

Sea(K,τ) un espacio de Hausdorff compacto. Denotemos porC(K) el conjunto de todas las funciones
continuas f : K → K y dotemos a dicho espacio de la topología de la convergencia uniforme, esto es, la
topología generada por la métrica del supremod∞( f ,g) = sup{| f (x)−g(x)| : x∈ K} para todof ,g∈C(K).
(C(K),d∞) resulta ser un espacio métrico completo. ¿Cómo se caracterizan los subconjuntos compactos de
C(K)? La respuesta viene dada por un formidable resultado atribuido a G. Ascoli y C. Arzelá y conocido
como el Teorema de Arzelá-Ascoli.

Teorema 1.4.15 (Arzelá-Ascoli).Sea(K,τ) un espacio de Hausdorff compacto. Un subconjunto S de C(K)
es relativamente compacto si, y sólo si,

(a) S es puntualmente acotado, esto es,sup{| f (x)| : f ∈ S} < ∞ para cada x∈ K, y

(b) S esequicontinuo, lo cual significa que: dadoε > 0, cualquier punto x∈ K posee un entorno abierto Vx

tal que| f (x)− f (y)| < ε para todo y∈Vx y cualquier f∈ S. .

Prueba.Suponga queS es relativamente compacto. EntoncesS es compacto en(C(K),d∞) y puesto que
todo conjunto compacto es acotado se sigue, en particular, que S es acotado, esto es, existe una constante
M > 0 tal qued∞( f ,g) ≤ M para todof ,g ∈ S. De aquí se sigue queS es puntualmente acotado ya que
si tomamosg ≡ 0, entonces para cadax ∈ K se verifica que sup{| f (x)| : f ∈ S} ≤ M. Para demostrar la
equicontinuidad fijemos unε > 0 y seax0 un punto cualquiera enK. Observe que, gracias al Teorema 1.4.8,
S, y entoncesS, es totalmente acotado. Escojamos ahora un subconjunto finito G= { f1, . . . , fn} enSde modo
queS⊆ ⋃n

i=1 B( fi,ε/3). Como cada aplicaciónfi ∈ G es continua, podemos escoger un entorno abiertoVx0

dex0 tal que
| fi(x)− fi(x0)| < ε/3

para cualquierx∈Vx0 y cualquieri ∈ {1, . . . ,n}. Seaf un elemento arbitrario deS. Entoncesf ∈ B( fi,ε/3)
para algúni ∈ {1, . . . ,n}, de donde se sigue que para esei y para todox∈Vx0 se cumple que

| f (x)− f (x0)| ≤ | f (x)− fi(x)| + | fi(x)− fi(x0)| + | fi(x0)− f (x0)| < ε



Sec. 1.4Espacios topológicos 27

Esto prueba la equicontinuidad deS.
Para demostrar la otra implicación, suponga queS⊆ C(K) es puntualmente acotado y equicontinuo y

fijemos unε > 0. Para cadax∈ K, uno invoca la equicontinuidad deSpara hallar un entorno abiertoVx dex
tal que| f (x)− f (y)| < ε/3 para cualquiery∈Vx y cualquier f ∈ S. Puesto que la colección{Vx : x∈ K} es
un cubrimiento abierto deK, la compacidad deK nos revela la existencia de una colección finita, digamos
{x1, . . . ,xm} ⊆ K, tal queK ⊆⋃m

i=1Vxi , en particular, para cadai = 1, . . . ,m,

| f (x)− f (xi)| < ε/3 para todox∈Vxi y todo f ∈ S. (1)

Por otro lado, comoSes puntualmente acotado, el conjuntoF :=
{
( f (x1), . . . , f (xm)) ∈Km : f ∈ K

}
es aco-

tado en(Km,ρ), dondeρ(u,v) = sup{|ui −vi| : i = 1,2, . . . ,m} para cadau = (u1, . . . ,um) y v = (v1, . . . ,vm)
enKm. Se sigue del Teorema de Heine-Borel queF es compacto y entonces, por el Teorema 1.4.9 resulta que
F es totalmente acotado lo cual implica la existencia de una colección finitaG :=

{
f1, . . . , fn

}
de funciones

enS tal que para cadaf ∈ S, existe unj ∈ {1, . . . ,n} para el cual

ρ
(
( f (x1), . . . , f (xm)), ( f j(x1), . . . , f j(xm))

)
< ε/3. (2)

Tomemos ahora cualquierf ∈ Sy fijemos uno de losf j ∈ G. Si x∈ K, entonces existe uni ∈ {1, . . . ,m} tal
quex∈Vxi y, por consiguiente, de(1) y (2) se deduce que

∣∣ f (x)− f j(x)
∣∣ ≤

∣∣ f (x)− f (xi)
∣∣ +

∣∣ f (xi)− f j(xi)
∣∣ +

∣∣ f j(xi)− f (x)
∣∣ < ε.

Esto prueba qued∞( f , f j) ≤ ε lo cual significa queS⊆ ⋃n
j=1B( f j ,ε), esto es,Ses totalmente acotado y, de

nuevo, por el Teorema 1.4.9 tenemos queSes relativamente compacto.

Definición 1.4.9. Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) es llamadolocalmente compactosi cualquier
punto x∈ X posee un entorno abierto Vx que es relativamente compacto.

No es difícil ver que un subconjuntoA de un espacio localmente compacto(X,τ) es localmente compacto
si, y sólo si,A es de la formaA = V ∩F, dondeV es abierto yF es cerrado.

Lema 1.4.2. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y suponga que G es un subconjunto de X el cual
es localmente compacto. Si G es denso en X, entonces G es abierto en X.

Prueba.Seax∈ G. Por la compacidad local deG, existe un entorno abiertoU dex contenido enG tal que
U ∩G es compacto y, por consiguiente, cerrado enX. Por otro lado, puesto queG es denso enX y U es
abierto, resulta del Corolario 1.4.1 queU =U ∩G. Más aun, comoU ∩G es un cerrado conteniendo aU ∩G,
se obtiene queU = U ∩G⊆ U ∩G, es decir,U ⊆ G. Finalmente, puesto queU es un subconjunto abierto
deG, existe un conjunto abiertoV ⊆ X tal queU = V ∩G, de donde se sigue, por una nueva aplicación del
Corolario 1.4.1, quex ∈V ⊆V = V ∩G = U ⊆ G, lo que confirma queG es abierto enX. �

Un resultado bien conocido que usaremos en el transcurso de estas notas es el siguiente:

Teorema 1.4.16.Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff localmente compacto. Para cualquier conjunto com-
pacto K⊆ X y cualquier conjunto abierto V conteniendo a K, existe un conjunto abierto no vacío U en X
tal que U es compacto y K⊆U ⊆U ⊆V.

Prueba.Para cadax ∈ K, tomemos un entorno abiertoVx de x tal queVx ⊆ V y un entorno abiertoWx de
x tal queWx es compacto enX. PongamosUx = Vx∩Wx. EntoncesUx es compacto por ser un subconjunto
cerrado del compactoWx. Por la compacidad deK, existe un conjunto finito{x1, . . . ,xn} ⊆ K tal que

K ⊆ Ux1 ∪ ·· ·∪Uxn := U.
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EntoncesU es abierto, el conjuntoU = Wx1 ∪ ·· ·∪Wxn es compacto y se cumple queK ⊆U ⊆U ⊆V. �

Un subconjuntoA de un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) se dice que es unσ-compactosi existe
una sucesión(Kn)

∞
n=1 de subconjuntos compacto deX tal queA =

⋃∞
n=1 Kn.

Definición 1.4.10. Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) es llamadoKσ-localmente compactosi X es
σ-compacto y localmente compacto.

Observe queQ es una unión numerable de conjuntos compactos, es decir, es un σ-compacto pero no es
localmente compacto, por lo tantoQ no esKσ-localmente compacto. Más adelante volveremos a considerar
espaciosσ-compactos que no son, en general, localmente compactos.

Definición 1.4.11. Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) es unespacio de Lindelöfsi cada cubrimiento
abierto de X contiene un subcubrimiento numerable.

Es fácil ver que sif : (X,τX)→ (Y,τY) es una función continua y sobreyectiva y si el espacio de Hausdorff
X es de Lindelöf, entoncesY también es de Lindelöf. En general, un subespacio de un espacio de Lindelöf no
necesita ser de Lindelöf. Sin embargo, subespacios cerrados viviendo en espacios de Lindelöf permanecen
Lindelöf. La siguiente caracterización de los espaciosKσ-localmente compactos resulta ser muy útil.

Teorema 1.4.17.Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Son equivalentes:

(1) X esKσ-localmente compacto.

(2) X se puede representar en la forma X=
⋃∞

n=1Un, donde cada Un es un conjunto abierto relativamente
compacto yUn ⊆Un+1 para cada n∈ N.

(3) X es un espacio de Lindelöf localmente compacto.

Prueba. (1) ⇒ (2). Suponga queX esKσ-localmente compacto. EntoncesX se puede escribir en la for-
ma X =

⋃∞
n=1Kn, donde cadaKn es algún compacto deX. Puesto queX es localmente compacto, por el

Teorema 1.4.16 existe un conjunto abierto no vacíoU1 tal queU1 es compacto yK ⊆U1 ⊆U1. Proceda in-
ductivamente con la misma receta para escoger, por cadan > 1, un conjunto abierto relativamente compacto
Un conteniendo al compactoUn−1∪Kn. Es claro que la colección

{
Un : n∈ N

}
satisface los requerimientos

de(2).

(2) ⇒ (3). Suponga que(2) se cumple y seaC =
{
Vα : α ∈ I

}
cualquier cubrimiento abierto deX. Para cada

n∈N, use la compacidad deUn para extraer deC un subcubrimiento finito, digamos{Vi, j ∈ C : 1≤ j ≤ n(i)}.
Entonces, la familiaU :=

{
Vi, j ∈ C : 1≤ j ≤ n(i), i ∈ N

}
es un subcubrimiento numerable deX.

(3) ⇒ (1). Usemos la compacidad local deX para construir un cubrimiento deX por entornos abiertos
relativamente compactos, digamos

{
V(x) : x ∈ X

}
. Ahora, comoX es Lindelöf, podemos extraer un sub-

cubrimiento numerable y la prueba termina. �

Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Un puntox0 ∈ X se llama unpunto límite o punto de
acumulaciónde un subconjuntoF deX si, cualquier conjunto abiertoG conteniendo ax0 contiene puntos
deF distinto dex0. Si se denota porF ′ el conjunto de todos los puntos de acumulación deF, se tiene que
F = F ∪F ′. A F ′ se le llama el conjuntoderivado deF .

Teorema 1.4.18.Sea(X,d) un espacio métrico. Son equivalentes:

(1) X es compacto.

(2) X esnumerablemente compacto, es decir, cualquier sucesión en X posee un punto de acumulación.
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(3) X essecuencialmente compacto, esto es, cualquier sucesión en X posee una subsucesión convergente.

Prueba. (1) ⇒ (2). Suponga queX es compacto pero que existe una(xn)
∞
n=1 enX que no posee puntos de

acumulación. EntoncesM = {x1,x2, . . .} es infinito yM ′ =∅. Se sigue queM = M∪M ′ = M, por lo queM
resulta ser un conjunto cerrado viviendo en el compactoX. Por el Teorema 1.4.4,M es compacto, lo cual es
imposible puesM es discreto.

(2) ⇒ (3). Es inmediato.

(3) ⇒ (1). Sea(xn)
∞
n=1 una sucesión de Cauchy enX. Por hipótesis, dicha sucesión posee una subsucesión

convergente, de donde se sigue que la sucesión de Cauchy converge. Esto prueba queX es completo. Veamos
queX también es totalmente acotado. Para ver esto último, seaε > 0 y escojamos un puntox1 ∈ X. Si ocurre
queX = U(x1,ε) nos detenemos pues el resultado ha sido demostrado. En caso contrario, existe unx2 ∈ X
tal qued(x2,x1) ≥ ε. Si X = U(x1,ε)∪U(x2,ε) paramos el proceso pues la demostración ha concluido. En
caso contrario, existe unx3 ∈ X tal qued(x3,x2) ≥ ε y d(x3,x1) ≥ ε. Continuando con este proceso, o se
construye un conjunto finito de puntosx1, . . .xn enX para el cual

X = U(x1,ε) ∪ U(x2,ε) ∪ ·· ·∪ U(xn,ε),

o en caso contrario se obtiene una sucesión(xn)
∞
n=1 enX tal qued(xm,xn)≥ ε para todom 6= n. Claramente de

tal extravagante sucesión no se puede extraer ninguna subsucesión convergente contradiciendo de este modo
nuestra hipótesis. Con esto hemos demostrado queX totalmente acotado. Un llamado al Teorema 1.4.8 nos
permite concluir queX es compacto. �

Uno puede, con la ayuda del resultado anterior, derivar el siguiente resultado.

Corolario 1.4.7. Si (X,d) es un espacio métrico compacto, entonces cualquier funcióncontinua f: X → R
es uniformemente continua.

Prueba.Suponga quef no es uniformemente continua. Esto significa que existe algún ε > 0 con la propiedad
de que cualquiera que seaδ > 0, podemos determinar un par de puntosx,y∈ X cond(x,y) < δ pero tal que
| f (x)− f (y)| ≥ ε. Si para cadan ∈ N, tomamosδ = 1/n, lo anterior permite la construcción de un par de
sucesiones(xn)

∞
n=1 y (yn)

∞
n=1 enX tales que, para todon∈N,

d(xn,yn) < 1/n pero | f (xn)− f (yn)| ≥ ε

ComoX es compacto, el Teorema 1.4.18 nos dice que podemos extraer una subsucesión(xnk)
∞
k=1 de(xn)

∞
n=1

que converge a algún puntoz∈ X. Puesto que

d(z,ynk) ≤ d
(
z,xnk

)
+d
(
xnk,ynk

)
< d

(
z,xnk

)
+

1
nk

, ∀k≥ 1

se concluye que la subsucesión(ynk)
∞
k=1 de (yn)

∞
n=1 también converge az. Veamos que esto conduce a un

imposible. En efecto, por un lado, comof es continua, resulta que

ĺım
k→∞

∣∣ f (xnk)− f (z)
∣∣ = 0 y ĺım

k→∞

∣∣ f (ynk)− f (z)
∣∣ = 0. (1)

Mientras que, por el otro lado, para todok≥ 1 se cumple que

0 < ε ≤
∣∣ f (xnk)− f (ynk)

∣∣ ≤
∣∣ f (xnk)− f (z)

∣∣+
∣∣ f (ynk)− f (z)

∣∣.
Esto último conduce a que uno de los límites ĺımk→∞

∣∣ f (xnk)− f (z)
∣∣ o ĺımk→∞

∣∣ f (ynk)− f (z)
∣∣ debe ser

estrictamente positivo, lográndose de este modo un disparate en relación a(1). Por estof es uniformemente
continua y finaliza la prueba. �

Otro hermoso, pero clásico, resultado que resulta ser muchautilidad es el siguiente.
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Teorema 1.4.19.Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff compacto. Son equivalentes:

(1) X es metrizable.

(2) (C(X),d∞) es separable.

Prueba. (1) ⇒ (2). Suponga queX es metrizable y sead una métrica sobreX que genera la topologíaτ.
Tenemos que(X,d) es un espacio métrico compacto y, por consiguiente, separable, gracias al Teorema 1.4.7.
Por serX separable, podemos seleccionar una sucesión(xn)

∞
n=1 densa enX. Ahora bien, para cadan∈ N,

la colección de bolas abiertasUn =
{
U(xi ,1/n) : i = 1,2, . . .

}
es un cubrimiento abierto deX y, por serX

compacto, dicha colección se puede reducir a un subcubrimiento finito, digamos,X =
⋃kn

i=1U(xi ,1/n). Para
cadan∈ N y cada uno de losi ∈ {1,2, . . . ,kn} considere los conjuntos

F i
n =

{
x∈ X : d(xi ,x) ≤ 1/n

}
y Gi

n =
{

x∈ X : d(xi ,x) ≥ 2/n
}
.

Puesto que la aplicaciónx→ d(x,A) es continua deX enR cualquiera que sea el subconjuntoA deX, resulta
que cada funciónfni : X → [0,+∞) definida por

fni(x) =
d(x,Gi

n)

d(x,Gi
n)+d(x,F i

n)

es continua y verifica que

fni(x) =

{
1, si x∈ F i

n,

0, si x∈ Gi
n.

Finalmente, definiendoϕni : X → [0,+∞) por

ϕni(x) =
fni(x)

fn1(x)+ · · ·+ fni(x)+ · · ·+ fnkn(x)
,

vemos que:

(a) cadaϕni es continua,

(b) ϕni(x) = 0 para todox∈ Gi
n, y

(c) ϕn1(x)+ · · ·+ ϕnkn(x) = 1 para cualquierx∈ X.

Si consideramos, para cadan∈ N, el conjuntoDn =
{

ϕni : i = 1,2, . . . ,kn
}

, tendremos queD =
⋃∞

n=1 Dn es
numerable y denso en(C(X),d∞). Veamos esto último. Seaε > 0 y seaf ∈C(X). Como f es uniformemente
continua, existe unn ∈ N tal que| f (x)− f (y)| < ε cualesquiera seanx,y ∈ X satisfaciendod(x,y) < 2/n.
Seag : X → R definida por

g(x) = a1ϕn1(x)+ · · ·+anϕnkn(x)

dondeai = f (xi) parai = 1, . . . ,kn. Claramenteg es continua y comoϕn1 + · · ·+ ϕnkn = 1, tenemos que

| f (x)−g(x)| =
∣∣∣
( kn

∑
i=1

ϕni(x)
)

f (x) −
kn

∑
i=1

ϕni(x) f (xi)
∣∣∣

≤
kn

∑
i=1

ϕni(x)
∣∣ f (x)− f (xi)

∣∣

< ε
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Esto demuestra queD0, el conjunto de todas las combinaciones lineales de la formaa1ϕn1 + · · ·+ anϕnkn

donde losai = f (xi) y los ϕni están enD es denso en(C(X),d∞) y, por consiguiente, también lo esD (esto
último no requiere gran esfuerzo demostrarlo). Por esto,(C(X),d∞) es separable.

(2) ⇒ (1). Se deja como ejercicio al lector. �

Finalizamos esta sección con el siguiente resultado.

Teorema 1.4.20.Sea(X,d) un espacio métrico separable.

(1) Si G es un subconjunto abierto de X, entonces G es separable.

(2) Si (Y,ρ) es otro espacio métrico y f: X →Y es una función continua sobreyectiva, entonces Y también
es separable.

Prueba. (1) es consecuencia inmediata del Corolario 1.4.1. Para demostrar (2), seaD un subconjunto nu-
merable y denso deX. Veamos quef (D) es numerable y denso enY. En efecto, la numerabilidad def (D)
sigue del hecho de quef es sobreyectiva. Para ver la densidad, seaV ⊆Y cualquier abierto no vacío y sea
y∈V. Como f es sobreyectiva, existex∈ X tal quey = f (x). Por la continuidad def enx, existe un abierto
U ⊆ X conteniendo ax tal que f (U) ⊆V. La densidad deD conduce a queU ∩D 6= ∅ y, en consecuencia,
∅ 6= f (U ∩D)⊆ f (U)∩ f (D) ⊆V ∩ f (D). Esto termina la prueba. �

1.5. Espacios normados y de Hilbert

Si X es un espacio vectorial sobreK, unanorma sobreX es una aplicación‖·‖ : X → R tal que

(1) ‖x‖ ≥ 0 para todox∈ X,

(2) ‖x‖ = 0 si, y sólo si,x = 0,

(3) ‖αx‖ = |α|‖x‖ para todoα ∈K y todox∈ X,

(4) ‖x+y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖ para todox,y∈ X.

Al par (X,‖·‖) se le llama unespacio normado. En ocasiones diremos queX es un espacio normado sin
mencionar de manera explícita la norma‖·‖. Si (X,‖·‖) es un espacio normado, entonces la norma‖·‖
genera una métrica sobreX, llamada lamétrica norma, definida pord(x,y) = ‖x−y‖ para todox,y ∈ X.
Por consiguiente, todo espacio normado resulta ser un espacio métrico con la métrica norma. A todo espacio
normado completo se le conoce con el nombre deespacio de Banach.

Si sobre el espacioB∞(X) se define‖ f ‖∞ = supx∈X | f (x)|, para cadaf ∈B∞(X), entonces(B∞(X),‖·‖∞)
es un espacio de Banach. De particular interés en estas notases cuandoX = [0,1]. En este caso,(C[0,1],‖·‖∞)
es cerrado en(B∞(X),‖·‖∞) y, por consiguiente, es un espacio de Banach. Igualmente, si1≤ p< ∞, entonces

‖(xn)
∞
n=1‖p =

(
∑∞

n=1 |xn|p
)1/p

es una norma sobreℓp que hace que dicho espacio sea completo. Parap = ∞,
‖(xn)

∞
n=1‖∞ = supn∈N |xn| define una norma sobreℓ∞ que lo convierte en un espacio de Banach. Para cada

n∈ N definimos el espacio de Banach de dimensión finitaℓn
p como

ℓn
p =

{
(a1, . . . ,an) : ai ∈K, i = 1, . . . ,n

}

con la norma‖x‖p =
(

∑n
i=1 |xi |p

)1/p
si 1≤ p < ∞, o ‖x‖∞ = sup1≤i≤n |xi | si p = ∞, para cualquier

x = (a1, . . . ,an) ∈Kn.

Si (X,‖·‖X) y (Y,‖·‖Y) son espacios normados, toda aplicaciónT : X → Y que satisfaga la igualdad
T(ax+ by) = aT(x) + bT(y) cualesquiera seanx,y ∈ X y a,b ∈ R, se llama unatransformación lineal.
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Si T es transformación lineal y si existe una constanteM ≥ 0 tal que‖Tx‖Y ≤ M ‖x‖X para todox ∈
X, entonces diremos queT es unoperador lineal continuo o acotado. Si se define, para cada operador
lineal acotadoT : X → Y, el número‖T ‖ = sup‖x‖X≤1‖Tx‖Y, entonces‖T ‖ define una norma sobre el
espacio vectorialL(X,Y) de todos los operadores lineales acotados deX enY. Más aun,(L(X,Y),‖·‖) es
un espacio de Banach si, y sólo si,(Y,‖·‖Y) es de Banach. CuandoY = R, escribiremosX∗ en lugar de
L(X,R). A X∗ se le llama eldual (topológico) deX, sus elementos los llamaremosfuncionales lineales
continuos o acotadosy escribiremosx∗,y∗, . . . para denotar, en general, a los elementos deX∗, aunque
en algunas ocasiones escribiremosf ,g, . . . para denotar elementos deX∗. Observe que, por el resultado
anterior,X∗ con la norma‖x∗ ‖ = sup{|x∗(x)| : ‖x‖ ≤ 1} para todox∗ ∈ X∗, siempre es un espacio de
Banach independientemente siX es o no de Banach. Es fácil establecer que siX es un espacio normado
sobreR, entonces

‖x∗ ‖ = sup{|x∗(x)| : ‖x‖ ≤ 1} = sup{x∗(x) : ‖x‖ ≤ 1}.

Dadox∗ ∈ X∗ y x ∈ X, en ocasiones, en lugar de usar la notaciónx∗(x) para denotar el valor dex∗ en x,
escribiremos〈x,x∗〉.

Recordemos que un subconjuntoK de un espacio lineal normado(X,‖·‖) se dice que esconvexo, si
tx+(1− t)y∈ K siemprex,y∈ K y 0 < t < 1, es decir, si cualquier segmento lineal[x,y] := {tx+(1− t)y :
0≤ t ≤ 1} está contenido enK, cualesquiera seanx,y∈ K. Si K ⊆ X es convexo, entonces un puntox∈ K
se dice que es unpunto extremal deK si x no es el centro de ningún segmento lineal (no trivial) contenido
enK. Denotaremos por ext(K) el conjunto de todos los puntos extremales deK.

Cuando(X,‖·‖) es un espacio normado sobre el cuerpoK, el diámetro deA ⊆ X será denotado por
‖·‖−diam(A), diam‖·‖(A), norma-diam(A), o simplemente diam(A) cuando no exista peligro de confusión
en la notación. También, siA es un subconjunto de un espacio topológico de Hausdorff(X,τ), el interior de
A lo denotaremos porτ− int (A), intτ (A) o int(A) si el contexto es claro, mientras que su clausura será

denotada porA
τ
, A

X
, o A si no existe posibilidad alguna de confusión. Similarmente, XrA, o bienAc,

denotará el complemento deA enX.

Un producto interno sobre un espacio vectorial realX es una aplicación〈,〉 : X×X → R satisfaciendo
las siguientes propiedades: para todox,y,z∈ X y todoα ∈ R,

(1) 〈x,y〉 ≥ 0 y 〈x,x〉 = 0 si, y sólo si,x = 0,

(2) 〈x,y〉 = 〈y,x〉,

(3) 〈αx,y〉 = α〈x,y〉,

(4) 〈x,z〉 ≤ 〈x,y〉+ 〈y,z〉.

Al par (X,〈,〉) se le llamaespacio producto interno. Con frecuencia diremos queX es un espacio pro-
ducto interno sin especificar explícitamente el producto interno 〈,〉. CuandoX es un espacio vectorial so-
breC, entonces la definición de producto interno exige, además, que 〈x,y〉 = 〈y,x〉 para todox,y ∈ X. Si
(X,〈,〉) es un espacio producto interno, entonces el producto interno 〈,〉 genera la norma‖x‖ =

√
〈x,x〉

para todox∈ X y, en consecuencia, todo espacio producto interno puede serpensado como un espacio nor-
mado con la norma antes definida. Si dicho espacio normado resulta ser completo, entonces diremos que
(X,〈,〉) es unespacio de Hilbert. Por ejemplo,Kn con el producto interno natural〈x,y〉 = ∑n

i=1 xiyi , donde
x = (x1, . . . ,xn), y = (y1, . . . ,yn) ∈ Kn es un espacio de Hilbert. Similarmente,ℓ2 con el producto interno
〈x,y〉 = ∑∞

i=1xiyi dondex = (xn)
∞
n=1 y y = (yn)

∞
n=1 son elementos deℓ2, también constituye un espacio de

Hilbert. Sin embargo,C[0,1] con el producto interno〈 f ,g〉 =
∫ 1

0 f (t)g(t)dt no es un espacio de Hilbert.
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Una desigualdad importante, conocida con el nombre dedesigualdad de Cauchy-Schwarzestablece que en
cualquier espacio producto interno(X,〈,〉) se cumple que

|〈x,y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ para todox,y∈ X.

1.6. Conjuntos de primera y segunda categoría

¿Cuángrande, en un sentido que debemos precisar, es el conjunto de los puntos de discontinuidad de
una función a valores reales definida sobre un espacio métrico? Pensemos, por un momento, sobre la fun-
ción característica de los números racionales.Medir el tamaño de estos conjuntos nos conduce a la noción,
definida por Baire, conocida como conjunto deprimera categoría. La pequeñezde estos conjuntos quedará
evidenciada al demostrarse, hecho conocido como el Teoremade Categoría de Baire, que ningún espacio
métrico completo puede ser cubierto con uniones numerablesde conjuntos de primera categoría.

Definición 1.6.1. Sean(X,τ) un espacio topológico Hausdorff y E un subconjunto de X. Diremos que E es
nunca densoen X si int

(
E
)

= ∅. Si ocurre queint
(
E
)
6= ∅, entonces se dice que E esdenso en alguna

partede X.

El términoconjunto raro se usa, con cierta frecuencia, como un sinónimo de conjunto nunca-denso.
Observe que un conjunto nunca-denso no puede ser entorno de ninguno de sus puntos, es decir,E ⊆ X es
nunca-denso en X si cada subconjunto abierto no vacío U de X contiene un conjunto abierto no vacío V tal
que V∩E = ∅. En efecto, suponga que existe un subconjunto abierto no vacío U deX con la propiedad de
que cualquier subconjunto abierto no vacío deU intersecta aE. Esto, por supuesto, significa queE contiene
aU lo que es imposible por serE nunca-denso. Por otro lado, decir queE no es nunca-denso significa queE
contiene a algún abierto no vacío U⊆ X, es decir, E es denso en alguna parte de X, o de modo equivalente,
E es denso en algún abierto no vacío U de X. Notemos también queE es nunca-denso enX si, y sólo si,E
es nunca-denso enX y que cualquier subconjunto de un conjunto nunca-denso sigue siendo nunca-denso. La
frontera de cualquier conjunto cerradoE ⊆ X es nunca-denso enX. En efecto, suponga queU es un abierto
no vacío incluido en Fr(E) = E \ int(E). EntoncesU ⊆ E, de donde se sigue queU está contenido en el
interior deE lo cual es imposible.

Lema 1.6.1. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y suponga queD = {D1, . . . ,Dn} es una colec-
ción finita de subconjuntos no vacíos de X tal que D1∪ . . .∪Dn es denso en X. Entonces existe algún k en
{1,2, . . . ,n} tal que Dk es denso en alguna parte de X.

Prueba.Sin perder generalidad, podemos asumir y, así lo haremos, que la colección finitaD = {D1, . . . ,Dn}
cuya unión es densa enX esminimal en el siguiente sentido: si removemos algúnDi de dicha colección,
la unión de lo que queda no es denso enX. Supongamos entonces que hemos removido, por ejemplo, aDn

de la colección minimalD. ComoD1∪ . . .∪Dn−1 = D1∪ . . .∪Dn−1 6= X, resulta que en alguna parte deX
habita algún conjunto abierto no vacío, digamosU , que no intersecta a esa clausura. Por supuesto, teniendo
en cuenta queD1∪ . . .∪Dn es denso enX, es decir,D1∪ . . .∪Dn−1∪Dn = X, el conjunto abiertoU debe
estar contenido enDn, lo cual significa que int

(
Dn
)
6= ∅ y, por lo tanto, el conjuntoDn es denso en alguna

parte deX. �

La siguiente simple observación permitirá deducir algunasde las formas equivalentes que posee la noción
de conjunto nunca-denso.
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Teorema 1.6.1.Para cualquier subconjunto B de un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) se cumple que

Xr int(B) = XrB. (1.6.1)

En particular, int (B) =∅ si, y sólo si, XrB es denso en X.

Prueba.En efecto, como int(B) ⊆ B, entoncesXrB⊆ Xr int (B) y ya queXr int (B) es cerrado enX,
se concluye queXrB⊆ Xr int (B). Por otro lado, supongamos quex∈ X perox /∈ XrB. Entonces existe
una bola abiertaU(x, r) en X con centrox y radio r > 0 tal queU(x, r)∩ (XrB) = ∅. Esto significa que
x∈U(x, r) ⊆ B, lo cual quiere decir quex∈ int (B) y, en consecuencia,x /∈ Xr int (B). Esto nos dice que
Xr int (B) ⊆ XrB y termina la prueba. �

Observemos que, como consecuencia del teorema anterior, tenemos la siguiente caracterización de los
conjuntos nunca-densos.

Teorema 1.6.2.Sea(X,τ) un espacio topológico Hausdorff y sea B un subconjunto de X. Son equivalentes
las siguientes condiciones:

(a) B es nunca-denso en X.

(b) XrB es denso en X.

Prueba.Esto es consecuencia inmediata de (1.6.1). �

Conviene, en este punto, reforzar el resultado anterior conalgunas observaciones importantes.

Comentario Adicional 1.6.1 (1) En relación al apartado(b) del Teorema 1.6.2, debemos hacer notar que
si un subconjunto deX, digamosA, es denso enX, entonces no es necesariamente cierto que
su complemento,XrA, es un subconjunto nunca-denso deX. En efecto, basta tomarX = R y
A =Q para probar nuestra aseveración. Sin embargo, tenemos que

Si A es denso y, además, abierto en X, entonces XrA es nunca-denso en X.

Prueba.Supongamos queA es abierto y denso enX. Por el Teorema 1.6.2, basta probar que
Xr (XrA) es denso enX. Por serA abierto tenemos queXrA = XrA y así, de la igualdad

Xr (XrA) = Xr (XrA) = A

se obtiene el resultado gracias a la densidad deA enX. �

(2) Observemos que la intersección de dos conjuntos densos en unespacio topológico Hausdorff
(X,τ) no es necesariamente denso. Basta considerar, por ejemplo,A1 = Q y A2 = I = RrQ
como subconjuntos deR, para darnos cuenta de ello. Sin embargo, si además de densosnuestros
conjuntos son abiertos, entonces su intersección es densa.De hecho tenemos:

Si G1,G2, . . . ,Gn es una colección finita de subconjuntos no vacíos, abiertos ydensos en X,
entonces

⋂n
i=1Gi es, además de abierto, denso en X.

Prueba.La prueba es suficiente hacerla para dos conjuntos. Supongamos entonces queG1 y G2

son abiertos y densos enX. SeaU un abierto no vacío deX. ComoG1 es abierto y denso enX,
resulta queU ∩G1 es un abierto no vacío. Ahora bien, puesto queG2 es denso enX, entonces
(U ∩G1)∩G2 = U ∩ (G1∩G2) 6=∅. Esto prueba queG1∩G2 es denso y, por supuesto, abierto
enX. �
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Es interesante observar que si(X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff, entonces la colección
τad formada por el conjunto vacío más todos los subconjuntosτ−abiertos yτ−densos deX
constituye una nueva topología paraX la que, por supuesto, es más pequeña queτ. En efecto,
claramente el conjunto vacío yX están enτad. Similarmente, la unión de cualquier colección
de elementos deτad sigue viviendo enτad y, finalmente, por(2), la intersección de cualquier
colección finita de elementos deτad se queda dentro deτad.

Uno de los resultados importantes en análisis y cuyo estudioes el objetivo principal de estas no-
tas, es el Teorema de Categoría de Baire, el cual establece que en ciertos espacios topológicos la
intersección de cualquier colección numerable de subconjuntos abiertos densos de dicho espacio
también es densa.

(3) Toda unión finita de conjuntos nunca-densos es nunca-denso. En efecto, siA1, . . . ,An es una
colección finita de conjuntos nunca-densos enX, entonces por el Teorema 1.6.2,XrAk es denso
(y abierto) enX parak = 1, . . . ,n. Por el resultado anterior se sigue que

n⋂

k=1

(XrAk)

es denso enX y, en consecuencia, como

n⋂

k=1

(XrAk) = Xr
n⋃

k=1

Ak = Xr
n⋃

k=1

Ak

se concluye, usando de nuevo el Teorema 1.6.2, que
⋃n

k=1Ak es nunca-denso enX.

(4) Si bien es cierto que la unión finita de conjuntos nunca-densos es nunca-denso, ella no se preser-
va por uniones numerables, es decir, si

(
An
)∞

n=1 es una sucesión infinita de subconjuntos nunca-
densos deX, entonces no es necesariamente cierto que su unión,

⋃∞
n=1An, sea nunca-denso en

X. Basta considerar aR con la métrica usual como nuestro espacio ambiente y elegir una enu-
meración cualquiera de los racionales, digamos(rn)

∞
n=1. Cada conjuntoAn = {rn} es nunca-denso

enR, pero su unión esQ el cual es denso enR. Así, int
(⋃∞

n=1An
)

= int
(
Q
)

= int(R) = R.

Aunque la noción de conjunto nunca-denso se transmite por inclusión, dicho concepto sigue siendo muy
restrictivo debido esencialmente a su incapacidad para preservarse por uniones numerables. Sin embargo,
la definición de conjunto de primera categoría subsana esa deficiencia. En el Capítulo 2 de su tesis, Baire
introduce los conceptos de primera y segunda categoría, mientras que Denjoy es el responsable del término
conjunto residual o genérico.

Definición 1.6.2. Sean(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y M un subconjunto de X. Diremos que

a) M es deprimera categoríaen X si existe una sucesión
(
An
)∞

n=1 de subconjuntos de X, cada uno de los
cuales es nunca-denso en X tal que M=

⋃∞
n=1An.

b) M es desegunda categoríaen X si no es de primera categoría en X.

CuandoX es de segunda categoría, entonces frecuentemente se dice que X es unespacio de segunda
categoría en sí mismo. Observe que otro modo equivalente de formular la noción de espacio de segunda
categoría es:
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Observación (ESC). Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) es de segunda categoría si, y sólo si,
cualquier intersección numerable de subconjuntos abiertos densos en X es no vacía.

A los conjuntos de primera categoría también se les conoce con el nombre de conjuntosmagroso disemi-
nadosy a los conjuntos de segunda categoría como conjuntosno magroso co-magros.

Conviene destacar que estas nociones de categoría son relativas, es decir, dependen del espacio ambiente.
Por ejemplo,R, visto como subconjunto deC, es cerrado con interior vacío, por lo que resulta ser de primera
categoría enC, pero como veremos más adelante,R es de segunda categoría en sí mismo. Es claro que
los conjuntos de primera categoría se conservan por unionesnumerables. Si estos conjuntos, los de primera
categoría, vivieran, por ejemplo, en un espacio métrico completo, esa condición nos indicaría que ellos son
conjuntos topológicamentepequeñosen el siguiente sentido: ninguno ellos y, más aun, ni siquiera alguna
unión numerable de tales conjuntos, logran cubrir la totalidad de los puntos del espacio métrico completo.
Esto es, en esencia, lo que probó Baire y que hoy en día se conoce como elTeorema de Categoría de Baire.
Por otro lado, un conjunto de segunda categoría es, desde el punto de vista topológico y por ser opuesto a los
conjuntos de primera categoría, un conjuntogrande, tal vez demasiado grande. Una noción intermedia más
adecuada, conocida como residualidad, será formulada un poco más abajo.

Antes de continuar recordaremos algunos conceptos y resultados conocidos que serán fundamentales
en nuestro estudio. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y seaF un subconjunto no vacío deX.
Decimos queF es unFσ si existe una sucesión(Fn)

∞
n=1 de subconjuntos cerrados enX tal que

F =
∞⋃

n=1

Fn.

El complemento de un conjuntoFσ se llama un conjuntoGδ; es decir, un conjuntoG es unGδ si existe una
sucesión(Gn)

∞
n=1 de subconjuntos abiertos enX tal que

G =
∞⋂

n=1

Gn.

Un conjunto que simultáneamente se puede representar tantocomo unFσ así como unGδ será llamado
ambiguo.

Ejemplo 1.6.1. (1) Q es un Fσ, mientras que el conjunto de los números irracionalesRrQ, es un Gδ-
denso.

¿EsQ un conjunto ambiguo? Más adelante veremos, como consecuencia del Teorema de Categoría de
Baire, que aQ le está negada la posibilidad de poder expresarse como unGδ.

(2) Si (X,d) es un espacio métrico y F⊆ X es cerrado, entonces F es un Gδ. En particular, F es ambiguo.

Prueba.Para cadan∈N, sea
Gn =

⋃

x∈F

U(x,1/n)

donde, como siempre,U(x,1/n) es la bola abierta con centrox y radio 1/n. Como cadaGn es abierto y
teniendo en cuenta queF ⊆ Gn para todon, resulta queF ⊆⋂∞

n=1Gn.

Para demostrar la otra inclusión, tomemosy∈⋂∞
n=1 Gn. Entoncesy∈ Gn para todon∈ N. Fijado unn,

existe unx∈ F tal quey∈U(x,1/n) lo cual dice quey∈ F y comoF es cerrado, entoncesy∈ F = F.
Esto prueba que

⋂∞
n=1 Gn ⊆ F y termina la demostración de(2). �
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(3) Cualquier conjunto abierto G en un espacio métrico(X,d) es un Fσ. En particular, G es ambiguo pues
trivialmente es un Gδ.

Existen varias formas equivalentes de definir lo que es un espacio de Baire. La siguiente es una de la
más útiles y convenientes que existen. El término espacio deBaire fue introducido por N. Bourbaki [67]
para describir aquellos espacios topológicos en los cualescualquier conjunto abierto no vacío es de segunda
categoría.

Definición 1.6.3. Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) se llamaespacio de Bairesi, para cualquier
sucesión(Gn)

∞
n=1 de subconjuntos abiertos densos de X, su intersección,

⋂∞
n=1 Gn, es denso en X.

Lo primero que debemos destacar es que, por la Observación (ESC),todo espacio de Baire es de segunda
categoría. Sin embargo, existen espacios de segunda categoría que no son espacios de Baire (véase la obser-
vación(1) del Comentario Adicional 1.7.3, página 42). Por otro lado, existen ciertas categorías de espacios
topológicos en donde ambas nociones coinciden. Por ejemplo, todo espacio homogéneo de segunda catego-
ría es un espacio de Baire (véase, por ejemplo, [208], Prop. 1.27). Recordemos que un espacio topológico
de Hausdorff(X,τ) se dice que eshomogéneosi para cualquier parx,y de puntos distintos deX, existe un
homeomorfismoϕ : X → X tal queϕ(x) = y.

Otra de las definiciones importantes que usaremos con mucha frecuencia en estas notas es la siguiente:

Definición 1.6.4. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Un subconjunto M de X se llamaresidual
en X si XrM es de primera categoría en X.

Una primera observación respecto a los conjuntos residuales es la siguiente:M es un subconjunto residual
de X si, y sólo si, M contiene la intersección de una familia numerable, digamos(Gn)

∞
n=1, de subconjuntos

abiertos densos en X. En efecto, supongamos queM es residual enX. Entonces existe una sucesión(An)
∞
n=1

de subconjuntos nunca-densos deX tal queX \M =
⋃∞

n=1 An. Por el Teorema 1.6.2, cada conjunto abierto
Gn = X \An es denso enX y, en consecuencia,

M = X \
∞⋃

n=1

An =
∞⋂

n=1

(X \An) ⊇
∞⋂

n=1

(
X \An

)
=

∞⋂

n=1

Gn.

La otra implicación se deja como ejercicio al lector. Cuando(X,τ) es un espacio de Baire, se puede afirmar
algo más contundente: todo subconjunto residual deX es denso enX, en particular, no vacío. Eso forma
parte del contenido del próximo teorema.

Históricamente, los espacios métricos completos fueron los primeros espacios (como generalizaciones de
la recta realR) en donde se demostró que ellos satisfacen las condiciones equivalentes dadas en el próximo
resultado.

Teorema 1.6.3 (Categoría de Baire).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) X es un espacio de Baire.

(b) Cada conjunto de primera categoría en X tiene interior vacío.

(c) Cada subconjunto abierto no vacío G de X es de segunda categoría en X.

(d) Todo subconjunto residual de X es denso en X; es decir, si E es de primera categoría en X, entonces
XrE es denso en X.
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Prueba. (b) ⇒ (a). Sea(Gn) una sucesión de subconjuntos abiertos densos deX. Entonces, por la obser-
vación(1) del Comentario Adicional 1.6.1, página 34, cadaXrGn es un subconjunto nunca-denso deX.
Por(b),

⋃∞
n=1(XrGn) = Xr

⋂∞
n=1Gn tiene interior vacío y así, gracias a (1.6.1),

Xr

(
Xr

∞⋂

n=1

Gn

)
=

∞⋂

n=1

Gn

es denso enX.

(a) ⇒ (c). SeaG un subconjunto no vacío y abierto deX y supongamos queG es de primera categoría enX.
Entonces existe una sucesión(En) de subconjuntos nunca-densos deX tal queG =

⋃∞
n=1 En ⊆

⋃∞
n=1En. De

aquí se sigue que
∞⋂

n=1

(XrEn) ⊆ XrG. (1.6.2)

Por otro lado, como cadaEn es nunca-denso enX, entonces por el Teorema 1.6.2 resulta que cada subconjunto
XrEn es abierto y denso enX y, así, de(a) obtenemos que

⋂∞
n=1(XrEn) es denso enX. En particular,

por (1.6.2),XrG es denso enX. Pero siendoXrG cerrado y denso enX, tenemos queXrG = X y, por
consiguiente,G =∅. Esta contradicción establece queG es de segunda categoría enX.

(c) ⇒ (d). SeaE un subconjunto que es de primera categoría enX. Entonces int(E ) también es de primera
categoría enX. Por(c), int(E ) =∅ y por (1.6.1) concluimos queXrE es denso enX.

(d) ⇒ (b). SeaE un subconjunto de primera categoría enX. Por(d) tenemos queXrE es denso enX y
gracias a (1.6.1), se concluye que int(E ) =∅. �

1.7. El Teorema de Categoría de Baire

Estamos interesados en conocer qué tipos particulares de espacios topológicos satisfacen las condiciones
equivalentes dadas en el Teorema 1.6.3. En esta sección vamos a demostrar que los espacios métricos com-
pletos así como los espacios topológicos de Hausdorff localmente compactos las satisfacen. En general,
veremos que todo espaciǒCech-completo así como todo espacio Oxtoby-completo (más generales que los
Čech-completos, véase la Sección 1.11) son también espacios de Baire.

Estamos ahora en posición de formular y probar el Teorema de Categoría de Baire para los espacios
métricos completos y los espacios de Hausdorff localmente compactos. En 1897, William Fogg Osgood
prueba que la intersección de una sucesión de subconjuntos abiertos densos deR es densa enR. Dos años
después, R. Baire observa que el mismo resultado sigue siendo verdadero enRn y lo aprovecha en su estudio
de las funciones que se obtienen como límites puntuales de sucesiones de funciones continuas (llamadas
funciones de la primera clase de Baire). En 1914, F. Hausdorff extendió el resultado a los espacios comple-
tamente metrizables. Un poco más tarde, Stefan Banach observó que el mencionado resultado de Osgood y
Baire no sólo es cierto enRn sino también, con la misma demostración de Baire, en cualquier espacio métri-
co completo y en cualquier espacio topológico localmente compacto, dando así forma definitiva a lo que
hoy día conocemos como El Teorema de Categoría de Baire para Espacios Métricos Completos y Espacios
Topológicos Localmente Compactos.

Teorema 1.7.1 (Teorema de Categoría de Baire para espacios métricos completos).Si (X,d) es un es-
pacio métricocompleto, entonces X es un espacio de Baire.
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Prueba.Sea{Gn}∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos y densos deX y seaU un subconjunto abierto

no vacío deX. Nuestra tarea es demostrar queU ∩⋂∞
n=1Gn 6=∅. ComoG1 es denso enX, entoncesU ∩G1 6=

∅. Seax ∈ U ∩G1 y determinemos una bola abiertaU1 con centro enx y radio < 1 contenida enU ∩G1

tal queU1 ⊆ U ∩G1. ComoU1 es un abierto no vacío deX y G2 es denso enX, entoncesU1 ∩G2 6= ∅.
De nuevo, existe una bola abiertaU2 de radio< 1/2 contenida enU1∩G2 tal queU2 ⊆U1∩G2. Notemos
una vez más queU2∩G3 6= ∅ por la densidad deG3. Podemos, sin duda alguna, continuar con esta receta
indefinidamente para obtener una sucesión de bolas abiertas(Un)

∞
n=1 satisfaciendo:

1. U1 ⊇U2 ⊇ ·· · ⊇Un ⊇ ·· · y

2. ĺım
n→∞

diam(Un) = 0.

Todo está preparado para invocar el Teorema de Encaje de Cantor y concluir que
⋂∞

n=1Un 6=∅. Observemos
ahora que si definimosU0 = U , obtenemos

∅ 6=
∞⋂

n=1

Un ⊆
∞⋂

n=1

(
Un−1∩Gn

)
⊆U ∩

∞⋂

n=1

Gn

que era lo que queríamos demostrar. �

Otras variantes del Teorema de Categoría de Baire se pueden obtener modificando el concepto de com-
pletitud. Algunas de ellas las discutiremos en la Sección 1.11, donde se estudian conceptos de completitud
más complicados tales como: completitud deČech, pseudo-completitud o completitud de Oxtoby, etc.

Comentario Adicional 1.7.2 Habíamos afirmado un poco más arriba que todo espacio métricocompleto
es de segunda categoría en sí mismo. Esto, por supuesto, es consecuencia inmediata del Teorema de
Categoría de Baire más el hecho de que todo espacio de Baire esde segunda categoría en sí mismo.
También es claro que cualquier conjunto residual viviendo en un espacio métrico completo es de
segunda categoría.

El Teorema de Categoría de Baire para espacios métricos completos posee, en principio, dos limita-
ciones importantes que debemos destacar.

(1) La primera tiene que ver con lacompletituddel espacio métrico(X,d). No existe ninguna garan-
tía de un Teorema de Categoría de Baire para espacios métricos no completos, es decir, la inter-
sección de una familia numerable de subconjuntos abiertos ydensos en un espacio métrico no
completo puede ser vacía. Veamos un ejemplo.

Ejemplo. SeaX = R[t] el espacio vectorial de dimensión infinita de todos los polinomios con
coeficientes reales. Para cadap∈ X, dondep(t) = antn + · · ·+a1t +a0, definimos su norma por

‖ p‖ = |an|+ · · ·+ |a1|+ |a0|.

Es fácil ver que‖·‖ define una norma sobreX la que a su vez genera la métricad(x,y) = ‖x−y‖
bajo la cual(X,d) no es un espacio completo. En efecto, la sucesión(pn)

∞
n=1 definida por

pn(t) = 1+
t
1!

+
t2

2!
+ · · ·+ tn

n!

es de Cauchy enX, pues sin < m, entonces

d(pm, pn) = ‖ pm− pn‖ =
m

∑
k=n+1

1
k!
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el cual se puede hacer tan pequeña como se quiera sin se escoge lo suficientemente grande. Por
otro lado, la sucesión(pn)

∞
n=1 no converge a ningún polinomiop(x) = a0 +a1x+ · · ·+anxn con

n∈ N fijo, pero arbitrario, ya que sim> n, entonces

d(pm, p) = ‖ pm− p‖ = |a0−1|+ |a1−1|+
∣∣∣a2−

1
2

∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣∣an−

1
n!

∣∣∣∣+
m

∑
k=n+1

1
k!

≥
m

∑
k=n+1

1
k!

,

de donde se deduce que

ĺım
m→∞

d(pm, p) ≥ e−
n

∑
k=0

1
k!

,

para cualquiern∈ N que se prefije. Pero como, e− ∑n
k=0

1
k!

> 0 para cualquier entero positivo

n, resulta que la sucesión(pm)∞
m=1 no converge a ningún polinomio enX.

Veamos ahora queX es de primera categoría. En primer lugar observemos queX =
⋃∞

n=1Fn,
donde, para cadan∈ N, Fn es el subespacio vectorial deX formado por todos los polinomios de
grado menor o igual an. Puesto que la dimensión de cadaFn es finita, entoncesFn es cerrado
enX y, en consecuencia, tiene interior vacío (véase el Ejemplo (B-2), página 212). Esto prueba
queX es de primera categoría en sí mismo. Finalmente, por el Teorema 1.6.2, cada uno de los
conjuntosGn = XrFn es abierto y denso enX, pero claramente su intersección no es densa, pues⋂∞

n=1Gn =∅.

(2) La segunda observación es la exigencia de lanumerabilidaden la colección de los conjuntos
abiertos que son densos en el espacioX. Si se elige una colección no numerable de tales abiertos
densos en dicho espacio es posible que la conclusión del Teorema de Categoría de Baire no se
cumpla. Por ejemplo, trabajando conX = R y si, para cadax ∈ R, definimosGx = Rr {x},
resulta que cadaGx es abierto y denso enX, pero sin embargo, su intersección es vacía:

⋂

x∈R

Gx =∅.

(3) Ya hemos observado quelas nociones de categoría son relativas, es decir, dependendel espacio
ambiente. Considere, por ejemplo, aZ dotado de la métrica inducida por la métrica estándar de
R. Entonces(Z, | · |) es un espacio métrico completo y, por el Teorema de Categoríade Baire,
es de segunda categoría en sí mismo lo que, en principio, pudiera ser contradictorio al hecho de
queZ es la unión de una colección numerable de puntos. Sin embargo, en este espacio, cada
punto es un conjunto abierto y, por consiguiente, no es nunca-denso, es decir,Z no es de primera
categoría. Por otro lado, siZ es visto como un subconjunto deR y no como un espacio en sí
mismo, entoncesZ, efectivamente, es un conjunto de primera categoría enR.

(4) La demostración de Cantor dela no numerabilidad deR es consecuencia inmediata del Teorema
de Categoría de Bairedado anteriormente. En efecto, siR fuese numerable, entonces existiría una
sucesión(xn)

∞
n=1 tal queR=

⋃∞
n=1{xn}. Definiendo, para cadan∈N, el conjuntoGn =Rr{xn},

resulta que ellos son abiertos y densos enR, por lo que el Teorema de Categoría de Baire nos
garantiza que

⋂∞
n=1Gn es denso enR, lo cual es imposible ya que

⋂∞
n=1 Gn =Rr

⋃∞
n=1{xn}=∅.

(5) Ser un espacio de Baire es unapropiedad topológica; es decir, se preserva bajo homeomorfismos,
por lo tanto,todo espacio topológico homeomorfo a un espacio métrico completo es un espacio
de Baire.
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Otra clase importante de espacios topológicos que pertenecen a la familia de los espacios de Baire son los
espacios de Hausdorff localmente compactos. Recordemos que un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) es
localmente compactosi cada x∈ X posee un entorno abierto Ux cuya clausura es compacta.

La demostración del próximo resultado, el cual es la versióndel Teorema de Categoría de Baire para
espacios localmente compactos, es muy similar a la del Teorema 1.7.1.

Teorema 1.7.2 (Teorema de Categoría de Baire para espacios localmente compactos).Si(X,τ) es un es-
pacio de Hausdorfflocalmente compacto, entonces X es un espacio de Baire.

Prueba.Sea(Gn)
∞
n=1 es una sucesión de subconjuntos abiertos densos deX. Para demostrar que

⋂∞
n=1Gn

es denso enX, seaG un subconjunto abierto no vacío deX y veamos queG intersecta a
⋂∞

n=1 Gn. Puesto
queG1 es denso enX, tenemos queG∩G1 6= ∅. Seax∈ G∩G1. ComoK = {x} es compacto yG∩G1 es
abierto conteniendo aK, existe, por el Teorema 1.4.16, un abierto no vacíoO1 ⊆ X tal queO1 es compacto y
O1 ⊆O1 ⊆G∩G1. De nuevo, comoG2 es denso enX, el conjunto abiertoO1∩G2 es no vacío, y por lo tanto,
usando de nuevo el Teorema 1.4.16, podemos obtener un abierto no vacíoO2 enX tal queO2 es compacto
y O2 ⊆ O2 ⊆ O1∩G2. Continuando inductivamente con este proceso podemos encontrar una sucesión de
conjuntos abiertos no vacíos(On)

∞
n=1 enX tal que, para cadan∈N, On es compacto yOn ⊆ On ⊆On−1∩Gn.

Puesto que, para cadan∈N,
n⋂

k=1

Ok = On

resulta que la sucesión(On)
∞
n=1 tiene la propiedad de intersección finita y así, por el Teorema 1.4.11 aplicado

al compactoO1, se tiene que

∅ 6=
∞⋂

n=1

On ⊆ G∩
∞⋂

n=1

Gn.

Esto termina la prueba. �

En particular, cualquier espacio de Hausdorff compacto, por ser un espacio localmente compacto, es
un espacio de Baire. Ya hemos visto, échele una miradita al Teorema 1.6.3, que cualquier conjunto abierto
viviendo en un espacio de Baire es de segunda categoría. El siguiente resultado dice algo más: los subcon-
juntos abiertos no vacíos de un espacio de Baire retienen esapropiedad.

Teorema 1.7.3.Todo subconjuntoabierto no vacío de un espacio de Baire es, en su topología relativa, un
espacio de Baire.

Prueba.SeaO un subconjunto abierto no vacío de un espacio de Baire(X,τ) y sea(Gn)
∞
n=1 una sucesión

de conjuntos abiertos densos enO. Entonces cadaGn es abierto enX y, en consecuencia, los conjuntos
Hn = Gn∪(XrO), n= 1,2, . . . son abiertos y densos enX. En efecto, cadaHn es abierto por ser unión de dos
conjuntos abiertos, mientras que la densidad es consecuencia de las siguientes dos observaciones: primero,

siendoGn es denso enO, resulta entonces queO⊆Gn, y segundo,Hn = Gn∪
(

XrO
)
⊇O∪(XrO) = X.

Puesto queX es un espacio de Baire, el conjunto
⋂∞

n=1 Hn es denso enX, en particular, no vacío. Finalmente,
como

∅ 6=
∞⋂

n=1

Hn =
∞⋂

n=1

(
Gn∪ (XrO)

)
=
( ∞⋂

n=1

Gn

)
∪ (XrO),

se sigue que
⋂∞

n=1Gn es denso enO. �

El resultado anterior nos garantiza que todo subconjunto abierto no vacío de un espacio de Baire es, en
su topología relativa, un espacio de Baire. ¿Qué ocurre con los subconjuntos cerrados? Sabemos que siX
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es un espacio métrico completo o un espacio topológico de Hausdorff localmente compacto, entonces todo
subconjunto cerrado deX preserva esa propiedad y, por consiguiente, resulta ser, ensu topología relativa, un
espacio de Baire; sin embargo, siX es un espacio de Baire arbitrario yF es un subconjunto cerrado deX,
entonces no siempre es cierto queF, en su topología relativa, sea un espacio de Baire. Veamos unejemplo.

Ejemplo 1.7.1. Un subconjunto cerrado de un espacio de Baireque no es un espacio de Baire. Consi-
deremos el espacio

X0 = R2r
{
(x,0) : x∈ RrQ

}
.

Veamos queX0 es un espacio de Baire. Para probar esto, considere el conjuntoY = {(x,y)∈X0 : y 6= 0}.
EntoncesY es claramente abierto y denso enX0 y, además, es un espacio de Baire por ser localmente
compacto. Sea ahora(Gn)

∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos y densos enX0 y observe que

Gn∩Y es, para cadan∈ N, un abierto denso enY y, gracias al hecho de queY es un espacio de Baire,
se tiene que

⋂∞
n=1(Gn∩Y) = (

⋂∞
n=1Gn)∩Y es denso enY, de donde se sigue que

⋂∞
n=1 Gn es denso en

X0. Esto prueba queX0 es un espacio de Baire. Finalmente, el subconjuntoF = {(x,0) ∈ R2 : x∈ Q}
es claramente cerrado enX0 pero, obviamente, de primera categoría.

El ejemplo anterior permite la justificación de la siguientedefinición:

Definición 1.7.1. Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) se dice que eshereditariamente de Bairesi
cada subconjunto cerrado de X es un espacio de Baire con respecto a la topología relativa.

Observe que todo espacio hereditariamente de Baire es un espacio de Baire. En virtud de lo expresado
anteriormente se puede afirmar, con toda propiedad, que los espacios completamente metrizables y los es-
pacios localmente compactos son hereditariamente de Baire. Nótese que nuestro espacioX0, en el ejemplo
anterior, no es ni localmente compacto ni completamente metrizable.

Una manera sencilla de caracterizar los espacios hereditariamente de Baire es por medio del siguien-
te teorema, el cual es muy similar a las equivalencias(a) y (c) del Teorema 1.6.3 cambiando Baire por
hereditariamente de Baire y abierto por cerrado.

Teorema 1.7.4.Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X es hereditariamente de Baire.

(2) Todo subconjunto cerrado de X es de segunda categoría en sí mismo.

Prueba. (1) ⇒ (2) es inmediata por el hecho de que todo espacio de Baire es de segunda categoría en sí
mismo. Para demostrar la otra implicación suponga, para llegar a una contradicción, que(2) se cumple pero
no (1). Entonces existe un subconjunto cerradoF deX que no es de Baire. Esto implica la existencia de un
abierto relativoV deF que es de primera categoría. Escribamos aV en la formaV =

⋃∞
n=1 Fn, donde cadaFn

es un cerrado deF que es nunca-denso enV. Como cadaFn sigue siendo nunca-denso enV y ya que

V =
(
V \V

)
∪

∞⋃

n=1

Fn,

tenemos que el conjunto cerradoV es de primera categoría en sí mismo. Esta contradicción da por terminada
la prueba. �

Comentario Adicional 1.7.3 (1) No todo espacio de segunda categoría es un espacio de Baire. Aunque
ya hemos visto que todo espacio métrico completo es de segunda categoría en sí mismo, existen
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espacios métricos de segunda categoría en sí mismo que no sonespacios de Baire. Por ejemplo,
si

A =
{
(x,0) ∈R2 : x∈ R

}
y B =

{
(0,y) ∈ R2 : y∈Q,y 6= 0

}
,

entonces el espacioX = A∪B, con la topología inducida porR2, es de segunda categoría en sí
mismo. En efecto, sea(Gn)

∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos y densos enX. Para ver

que
⋂∞

n=1Gn 6=∅, podemos proceder del modo siguiente: teniendo en cuenta que Gn∩ (0,∞) es
abierto y denso en(0,∞) por ser(0,∞) abierto enX, resulta que(

⋂∞
n=1Gn)∩ (0,∞) es denso en

(0,∞) pues(0,∞) es un espacio de Baire (él es localmente compacto), de donde se concluye que⋂∞
n=1Gn 6= ∅. Esto prueba queX es de segunda categoría en sí mismo. Por otro lado,X no es

un espacio de Baire ya queB es un conjunto abierto deX que es unión numerable de conjuntos
nunca-densos.

Es fácil ver que la patología anterior desaparece siX es un espacio vectorial topológico:Un
espacio vectorial topológico es de Baire si, y sólo si, es de segunda categoría en sí mismo.
En efecto, siX es un espacio vectorial topológico de segunda categoría en sí mismo, entonces
todo entorno abiertoV de 0 es de segunda categoría enX, puesX =

⋃∞
n=1nV. Por la invariancia

de las traslaciones, cualquier entorno de cualquier punto es de segunda categoría enX y, en
consecuencia, todo abierto es de segunda categoría enX. Se sigue ahora del Teorema 1.6.3(c)
queX es un espacio de Baire.

(2) No todo espacio normado es un espacio de Baire. La observación(1) del Comentario Adicional
1.7.2 es un ejemplo de un espacio normado que es de primera categoría en sí mismo. Otro ejemplo
es el siguiente: seaX = C([0,1]) el espacio normado formado por todas las funciones continuas
f : [0,1] → R provisto de la norma‖·‖1 definida por

‖ f ‖ =

∫ 1

0
f (x)dx

para todaf ∈C([0,1]). Es un hecho ya establecido que(X,‖·‖1) es un espacio normado no com-
pleto. Consideremos el conjuntoB = { f ∈ X : ‖ f ‖∞ ≤ 1}, donde la norma‖·‖∞ viene dada por
‖ f ‖∞ = sup{| f (x)| : x∈ [0,1]}, para cadaf ∈ X. ComoB es equilibrado, convexo y absorbente,
resulta que

X =
∞⋃

n=1

nB.

Nos proponemos demostrar queB es un conjunto‖·‖1-cerrado enX con interior vacío. Veamos
esto. SiB tuviera interior no vacío, entoncesB−B = B+ B = 2B sería un entorno del cero en
X y, en consecuencia, las normas‖·‖1 y ‖·‖∞ serían equivalentes, lo cual es imposible. Para ver
queB es‖·‖1-cerrado enX, tomemos una sucesión( fn)∞

n=1 en B tal que‖ fn− f ‖1 → 0 para
alguna f ∈ X. Veamos quef ∈ B. Supongamos que ello no es cierto. Entonces‖ f ‖∞ > 1 y, por
consiguiente, existen un intervaloJ ⊆ [0,1] y un δ > 0 tal que| f (x)| > 1+ δ para todox ∈ J.
Pero entonces

‖ fn− f ‖1 =

∫ 1

0
| fn(x)− f (x)|dx≥

∫

J
| fn(x)− f (x)|dx> δ long(J)

para todon ∈ N, contradiciendo de esta forma el hecho de que‖ fn− f ‖1 → 0. Esto prueba
entonces queB es nunca-denso en(X,‖·‖1) y, por lo tanto, queX es de primera categoría en sí
mismo.
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(3) La recta de Sorgenfrey es un espacio de Baire. Recordemos que la recta de Sorgenfrey,S, no
es otra cosa queR pero con la topologíaτs, la cual es generada por la baseB =

{
[a,b) : a,b∈

R, a < b
}

. Observe queτs es más fina que la topología usual deR.

Prueba de queS es de Baire. Sea(Gn)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos y densos en

S. Vamos a demostrar queG =
⋂

n≥1Gn es denso enS. Para ello será suficiente tomar cualquier
elemento enB, digamos[a,b) ∈ B, y demostrar que[a,b)∩G 6= ∅. Puesto queB es una base
paraτs, cadaGn es unión de elementos deB, es decir, para cadan ∈ N, existe un conjunto de
índicesJn tal que

Gn =
⋃

α∈Jn

[
an

α,bn
α
)
.

La topología estándar deR (generada por los intervalos abiertos) la denotaremos porτ. Conside-
remos ahora, para cadan∈ N, el τ-abiertoUn deR definido por

Un =
⋃

α∈Jn

(
an

α,bn
α
)
.

Afirmamos que cadaUn esτ-denso enR. En efecto, sea(u,v) un intervaloτ-abierto enR con
u < v. Puesto queGn esτs-denso enS, tenemos que[u,v)∩Gn 6=∅. Por consiguiente, existe un
α ∈ Jn para el cual[u,v)∩ [an

α,bn
α) 6=∅. De esto se sigue que(u,v)∩ (an

α,bn
α) 6=∅ y, por lo tanto,

(u,v)∩Un 6=∅. Así,Un es un abierto denso en(R,τ) para cadan∈N. ComoR, con la topología
usual, es un espacio espacio métrico completo, el Teorema deCategoría de Baire nos dice que⋂∞

n=1Un esτ-denso enR. Ahora bien, ya que
⋂∞

n=1Un ⊆
⋂∞

n=1Gn, resulta que
⋂∞

n=1 Gn también
esτ-denso enR, de donde obtenemos que

(a,b) ∩
( ∞⋂

n=1

Gn

)
6=∅

cualesquiera seana,b∈R cona < b. Finalmente, en virtud de que

(a,b) ∩
( ∞⋂

n=1

Gn

)
⊆ [a,b) ∩

( ∞⋂

n=1

Gn

)

se concluye que

[a,b) ∩
( ∞⋂

n=1

Gn

)
6=∅.

Esto termina la prueba de queS es un espacio de Baire. �

(4) Otra forma de demostrar que un espacio topológico es un espacio de Baire, debido a G. Choquet,
y similar en espíritu al Teorema de Encaje de Cantor, dependede la capacidad que poseen ciertos
espacios en admitir una cierta relación de orden entre sus subconjuntos abiertos no vacíos de
modo que se mantenga un fuerte lazo de contención entre ellos, y que además, las sucesiones
“decrecientes”, en el “orden” establecido, aún produzcan intersecciones no vacías. En el siguiente
resultado usaremosτ∗ = τr{∅}, donde(X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff.
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Teorema de Choquet. Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) es un espacio de Baire si
existe una relación< entre los elementos deτ∗ tal que,

(a) si A< B, entonces A⊆ B, cualesquiera sean A,B∈ τ∗,

(b) para cualquier subconjunto abierto no vacío B, existe un A∈ τ∗ tal que A< B,

(c) si A⊆ B < C⊆ D, entonces A< D, donde A,B,C,D ∈ τ∗ y

(d) si An > An+1 para cada n∈ N, entonces
⋂∞

n=1 An 6=∅, donde An ∈ τ∗ para todo n∈N.

Prueba.Vale la pena añadir que, por(a) y (c), la relación< es transitiva, es decir, un orden
parcial. Supongamos queX no es un espacio de Baire. Por el Teorema 1.6.3, existe un conjunto
abierto no vacíoG que es de primera categoría enX. Escojamos ahora una sucesión(Fn)

∞
n=1

de conjuntos cerrados nunca-densos enX tal queG =
⋃∞

n=1 Fn. Vamos ahora a construir una
sucesión(On)

∞
n=1 de conjuntos abiertos no vacíos enX conOn ⊆ G para todon∈N tales que

On > On+1 y On∩
n⋃

k=1

Fk =∅

para cadan∈N. Puesto que int(Fn) =∅, entoncesG* F1, y así,G∩(XrF1) es un subconjunto
abierto no vacío deG que no intersecta aF1. Por(b), existe un subconjunto abierto no vacíoO1

tal queO1 < G∩ (XrF1). Por(a), O1 ⊆ G∩ (XrF1), es decir,O1 ⊆ G y O1∩F1 =∅. Por(c),
O1 < G, lo cual finaliza la construcción deO1.

Para construirO2, notemos de nuevo que la condición int(F1 ∪F2) = ∅, garantiza queO1 *
(F1∪F2) y, como antes, esto determina que el conjuntoO1∩(Xr(F1∪F2)) es un abierto no vacío
que no intersecta aF1∪F2. La condición(b) nos provee de la existencia de un conjunto abierto
no vacíoO2 tal queO2 < O1∩ (Xr (F1∪F2)). Un llamado a(c) nos dice queO2 < O1, mientras
que de(a) se sigue queO2 ⊆ O1 ∩ (X r (F1 ∪ F2)) y, en consecuencia,O2 ∩ (F1 ∪ F2) = ∅.
Continuando de este modo obtenemos la sucesión buscada(On)

∞
n=1. Una vez en posesión de la

sucesión(On)
∞
n=1, tenemos que

( ∞⋂

n=1

On

)
∩
( ∞⋃

n=1

Fn

)
=∅

y, así,

∅=
( ∞⋂

n=1

On

)
∩
( ∞⋃

n=1

Fn

)
=
( ∞⋂

n=1

On

)
∩G =

∞⋂

n=1

On,

mientras que por(d),
∞⋂

n=1

On 6=∅.

Esta contradicción establece queX es un espacio de Baire. �

Por ejemplo, si(X,τ) es un espacio de Hausdorff localmente compacto, entonces uno define
la relación< sobreτ∗, la familia de todos los subconjuntos abiertos no vacíos deX, del modo
siguiente:

A < B si A es relativamente compacto yA⊆ B

para todoA,B∈ τ∗. No es difícil ver que ésta relación cumple con las condiciones impuestas en
el teorema anterior y, por consiguiente,X es un espacio de Baire.
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Similarmente, si(X,d) es un espacio métrico completo, entonces podemos definir la relación<,
entre los subconjuntos abiertos no vacíos deX, como sigue:

A < B si A⊆ B y d(A) ≤ d(B)

2
,

donded(E) = mı́n{1,diam(E)}, para cualquierE ⊆ X, y diam(E) es eld-diámetro deE. Es-
ta relación satisface las condiciones impuestas en el teorema anterior y, entonces,(X,d) es un
espacio de Baire (véase, por ejemplo, [336], p. 263-265).

(5) Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Diremos queX tiene lapropiedad de Mooresi
ningún conjunto cerrado F⊆ X es la unión de una sucesión de conjuntos cerrados(Fn)

∞
n=1 tal

que, para todo n∈N, cualquier punto de Fn es un punto límite de X\Fn.

No es difícil ver que cualquier espacio métrico completo, así como cualquier espacio compacto
posee la propiedad de Moore. La primera aparición de este resultado, demostrado para el caso en
queX = R, proviene de [318], Theorem 53, p. 21. El hecho interesante es el siguiente debido a
J. T. Astin [22]:

Teorema de Astin. Si (X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff con la propiedad de Moore,
entonces X es un espacio de Baire.

Prueba.Sea(Gn)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos densos enX. Para cadan∈ N, de-

finamosFn = X \Gn. Puesto que cadaFn es cerrado y todo punto deFn es un punto límite de
X \Fn = Gn, se sigue de nuestra hipótesis que

⋃∞
n=1Fn no es un conjunto cerrado y, por consi-

guiente,

∅ 6= X \
∞⋃

n=1

Fn =
∞⋂

n=1

Gn.

Veamos que
⋂∞

n=1Gn es denso enX. Suponga, para obtener una contradicción, que
⋂∞

n=1Gn no
es denso enX. Esto significa que existe un conjunto abiertoU de X tal queU ∩⋂∞

n=1 Gn = ∅,
de donde se sigue que todo punto deU está enHn = U \Gn para algúnn ∈ N y, por lo tanto,
U =

⋃∞
n=1 Hn. Sin mucha dificultad se prueba que

U =
⋃

n≥1

Hn =
∞⋃

n=1

Hn ∪
(
U \U

)
,

lo que nos dice que el conjunto cerradoU es una unión numerable de conjuntos cerrados. Nuestra
tarea ahora a demostrar, para obtener una contradicción connuestra hipótesis, que cada punto de
esos conjuntos cerrados es un punto límite de su complementoenU . En efecto, es claro que
cualquier punto del conjunto cerradoH0 = U \U es un punto límite deU \

(
U \U

)
= U . Sea

n∈ N. Veamos que cada punto deHn es un punto límite deU \Hn. Notemos, en primer lugar,
que six∈ Hn, entoncesx∈U y, por consiguiente, es un punto límite deU \Hn, y así, un punto
límite deU \Hn. Finalmente, seay∈ Hn. Si y∈ Hn, entonces por lo acabado de probar,x es un
punto límite deU \Hn. Suponga quex∈ Hn \Hn y seaV un conjunto abierto conteniendo ay.
EntoncesV contiene un puntoz∈Hn y, por lo visto anteriormente,zes un punto límite deU \Hn.
Esto prueba queV contiene puntos deU \Hn y, por lo tanto,y es un punto límite deU \Hn. Esta
contradicción establece que

⋂∞
n=1 Gn es denso enX y termina la prueba. �

El recíproco del resultado de Astin es, en general, falso.
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Finalizamos estas observaciones con el siguiente interesante resultado.

Teorema ([146], pág. 76). Si K es un subconjunto convexo compacto de un espacio vectorial to-
pológico de Hausdorff localmente convexo X, entonces(ext K,ω) es un espacio de Baire, donde
ext K es el conjunto de los puntos extremales de K yω es la topología débil de X restringida a
ext K.

1.8. Algunas formas equivalentes de los espacios de Baire

Esta sección está dedicada fundamentalmente a presentar algunos resultados que son equivalentes a un
espacio de Baire y otros que se obtienen como consecuencia directa del Teorema de Categoría de Baire.

El Teorema de Categoría de Baire se puede generalizar a familias numerables de conjuntosGδ-densos
tal como se muestra a continuación.

Teorema 1.8.1.Sea(Gn)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos de un espacio de Baire(X,τ). Si cada Gn es un

Gδ-denso en X, entonces
⋂∞

n=1Gn es un Gδ-denso en X.

Prueba.Como cadaGn es unGδ, existe una sucesión(Gnk)
∞
k=1 de conjuntos abiertos deX tal queGn =⋂∞

k=1Gnk. Teniendo en cuenta queGn ⊆ Gnk para todok∈N, la densidad de cadaGn nos garantiza la de cada
Gnk, n,k = 1,2, . . .. Puesto que la colección{Gnk : n,k = 1,2, . . .} es numerable, el Teorema de Categoría de
Baire nos revela que

⋂∞
n=1 Gn =

⋂∞
n=1

⋂∞
k=1 Gnk es unGδ-denso enX. �

Del resultado anterior se concluye queQ no puede ser unGδ. En efecto, si fueseQ unGδ, entoncesR\Q
y Q ambos seríanGδ-densos y por el resultado anterior tendríamos queQ∩ (R\Q) =∅ es unGδ-denso. El
siguiente resultado nos proporciona una caracterización de los conjuntos residuales en espacios de Baire.

Teorema 1.8.2.Sea(X,τ) un espacio de Baire y sea M un subconjunto no vacío de X. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) M es residual en X.

(b) M contiene un subconjunto Gδ-denso en X.

Prueba. (a)⇒ (b). Supongamos queM es residual. Entonces su complementoXrM es de primera categoría
enX; es decir,XrM =

⋃∞
n=1En ⊆

⋃∞
n=1En, donde, para cadan∈ N, el conjuntoEn es nunca-denso enX.

Tomando complementos a ambos lados de la inclusión anteriorobtenemosM ⊇ ⋂∞
n=1

(
XrEn

)
= G. Por el

Teorema 1.6.2, el conjuntoXrEn es, para cadan∈ N, abierto y denso enX, de donde resulta queG es un
Gδ, y además, denso enX, por nuestra hipótesis.

(b) ⇒ (a). Supongamos queM contiene un subconjuntoGδ-denso enX. Esto quiere decir que existe una
sucesión(Gn)

∞
n=1 de subconjuntos abiertos deX tal G :=

⋂∞
n=1Gn ⊆ M es denso enX. Puesto queG⊆ Gn

para todon ∈ N, tenemos que cadaGn es denso enX. Por estoXrM ⊆ ⋃∞
n=1

(
XrGn

)
, y ya que cada

XrGn es, por el Teorema 1.6.2 nunca-denso enX, resulta queXrM está incluido en un conjunto de
primera categoría enX y en consecuencia él mismo es de primera categoría enX. Esto termina la prueba.�

De los dos resultados anteriores se sigue que:

Si(X,τ) es un espacio de Baire, entonces la familiaRRES(X), formada por todos los subconjuntos
residuales en X, es estable bajo intersecciones numerables, vale decir, intersecciones numerables
de conjuntos residuales preservan la residualidad.
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Este es el argumento fundamental por el cual los conjuntosGδ-densos que viven en un espacio de Baire son
considerados, desde el punto de vista topológico, “más numerosos” que los conjuntos que son sólamente
densos en dicho espacio: en efecto, en cualquier espacio de Baire, como sabemos, la intersección de una
cantidad finita de conjuntos densos puede ser vacía (por supuesto, no todos pueden serGδ-densos), pero
la intersección de cualquier cantidad numerable de conjuntos residuales no sólo se intersectan, sino que,
además, dicha intersección siempre es densa. Por consiguiente, los conjuntos residuales viviendo en un
espacio de Baire abarcan casi todo el espacio, es decir, se les puede pensar como “muy grandes” o “muy
abundantes”. Es por esta razón que unapropiedadP(x) la cual se cumple para todos los puntosx de un
conjunto residual residenciado en algún espacio de Baire sellamaabundante, genérica, o típica y a tales
conjuntos residuales se les dice que sonabundantes, típicos o genéricos.

El siguiente hecho lo usaremos más adelante.

Lema 1.8.1. Sean(X,τ) un espacio de Baire y(On) una sucesión de subconjuntos abiertos en X tal que⋃∞
n=1On es denso en X. Si G es un subconjunto de X tal que G∩On es residual en On para cada n∈ N,

entonces G es residual en X.

Prueba.Definamos la sucesión de conjuntos(Wn)
∞
n=1 del modo siguiente:

W1 = O1, y Wn = Onr
n−1⋃

j=1

Oj paran = 2,3, . . .

Claramente esos conjuntos son abiertos y disjuntos dos a dos. SeaW =
⋃∞

n=1Wn y observemos queW es
denso enX. En efecto, seaU un subconjunto abierto no vacío deX. Por hipótesis,

⋃∞
n=1On es denso enX

de modo que
⋃∞

n=1

(
U ∩On

)
= U ∩⋃∞

n=1 On 6=∅. Sean0 el primer entero positivo para el cualU ∩On0 6=∅.

Esa elección den0 significa, por supuesto, queU ∩⋃n0−1
k=1 Ok =∅ y, por consiguiente,U ∩Wn0 6=∅. Por esto,

U ∩W 6= ∅ con lo cual queda demostrada la densidad deW. Por otro lado, comoG∩On es, por hipótesis,
residual en el espacio de BaireOn (en su topología relativa), el Teorema 1.8.2 nos dice queG∩On contiene
un subconjuntoGδ-denso enOn, es decir, para cadan ∈ N, existe una sucesión(Unj)

∞
j=1 de subconjuntos

abiertos y densos enOn tales que

Unj ⊆ On ⊆Unj y
∞⋂

j=1

Unj ⊆ G∩On, n, j = 1,2, . . .

Es claro que cadaUnj ∩Wn es abierto y denso enWn y, por lo tanto,
⋂∞

j=1

(
Unj ∩Wn

)
⊆ G∩Wn. Definiendo

Gj =
⋃∞

n=1

(
Unj ∩Wn

)
para cadaj ∈ N, vemos que losGj son abiertos y densos enX. Además, teniendo en

cuenta queWn∩Wm =∅ siempre quen 6= m, resulta entonces que

∞⋂

j=1

Gj =
∞⋃

n=1

(
Wn∩

∞⋂

j=1

Unj

)
=

∞⋃

n=1

( ∞⋂

j=1

Unj ∩Wn

)
⊆

∞⋃

n=1

(
G∩Wn

)
⊆ G.

Un llamado al Teorema 1.6.3 nos revela que el conjuntoG es residual enX. �

Es un hecho interesante tener en cuenta el siguiente resultado.

Teorema 1.8.3.Sean(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y G un subespacio denso enX. Si(G,τ) es
un espacio de Baire, entonces X es un espacio de Baire.
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Prueba.Sea(Gn)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos densos deX. Entonces, para cadan∈N, Gn∩G

es un abierto denso enG y comoG es un espacio de Baire,
⋂∞

n=1(Gn ∩G) = (
⋂∞

n=1 Gn)∩G es denso en
G. De esto se sigue que

⋂∞
n=1Gn es denso enX. En efecto, seaV un subconjunto abierto no vacío deX.

ComoG es denso enX, V ∩G es un abierto no vacío enG. Usemos ahora el hecho de que(
⋂∞

n=1Gn)∩G es
denso enG para verificar que(V ∩G)∩ (

⋂∞
n=1Gn)∩G = (V ∩ (

⋂∞
n=1 Gn))∩G es no vacío. Esto prueba que

V ∩ (
⋂∞

n=1Gn) es no vacío, es decir,
⋂∞

n=1Gn es denso enX. �

Observe quetodo espacio métrico de Baire es residual en su completación. Contrario a la conclusión
del teorema anterior,un subespacio denso de un espacio de Baire no necesita ser de Baire. En efecto, basta
tomar aR como nuestro espacio de Baire y mirar aQ como el subespacio denso que, como hemos visto, no
es de Baire. Sin embargo, si a la densidad de un subespacio viviendo en un espacio de Baire se le impone la
condición de que dicho conjunto también sea unGδ, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.8.4.Sea(X,τ) un espacio de Baire. Si G es un subconjunto Gδ-denso de X, entonces(G,τ) es
un espacio de Baire.

Prueba.Sea(On)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos y densos deG. Para ver que

⋂∞
n=1On es denso

enG, notemos en primer lugar que por serG unGδ-denso deX, existe una sucesión(Gn)
∞
n=1 de subconjuntos

abiertos y denso deX tal queG =
⋂∞

n=1Gn. Sea(Un)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos deX tal que

On = G∩Un, n = 1,2, . . .. Claramente cadaUn es denso enG y, más aun, ellos también son densos enX. En
efecto, seaV un subconjunto abierto no vacío deX. EntoncesV ∩G es un abierto no vacío deG y comoUn

es denso enG, resulta que(V ∩G)∩Un = (V ∩Un)∩G 6=∅. Esto prueba queV ∩Un 6=∅ y, por lo tanto,Un

es denso enX. Puesto queX es un espacio de Baire,
⋂∞

n=1Un es denso enX y así,
⋂∞

n=1On = G∩⋂∞
n=1Un

es denso enG. �

Resulta interesante observar, como consecuencia del resultado anterior, que los conjuntosGδ que no son
densos pero tienen su residencia en un espacio hereditariamente de Baire también heredan la propiedad de
Baire, vale decir:

Corolario 1.8.1. Sea(X,τ) un espacio hereditariamente de Baire. Si G es un subconjuntoGδ de X, entonces
G, en su topología relativa, es un espacio de Baire.

Prueba.Si G es unGδ deX, entonces se tiene, en particular, queG es residual enG el cual, por hipótesis,
es un espacio de Baire. Se sigue del Teorema 1.8.4 queG es un espacio de Baire. �

Ya hemos visto que todo espacio métrico completo es un espacio de Baire, sin embargo,existen espacios
métricos de Baire que no son completos. Para ver esto último, notemos que el conjunto de los números
irracionalesI, por ser unGδ-denso deR es, por el resultado anterior, un espacio métrico de Baire que, como
sabemos, no es completo.

Si bien es cierto que los conjuntos de primera categoría en unespacio de Baire poseen, gracias al
Teorema 1.6.3, interior vacío, ellos no tienen porque ser nunca-densos, es decir, una unión numerable de
conjuntos nunca-densos no es, en general, nunca-denso comose puede ver, por ejemplo, tomando aQ que,
como sabemos, es de primera categoría enR pero no es nunca-denso en dicho espacio. Que ello ocurra así
se debe fundamentalmente a queQ es unFσ pero no unGδ como veremos más abajo. Una pregunta natural
que se sustenta sobre la observación anterior es la siguiente: ¿cuál es el estatus de los conjuntos de primera
categoría que pueden ser representados como conjuntosGδ en un espacio de Baire? Una respuesta un poco
sorprendente fue establecida por Kuratowski en su libro [274], Theorem 2, p. 417, del modo siguiente:si X
es un espacio métrico completo y A es un subconjunto de X que esun Gδ de primera categoría, entonces
A es nunca-denso. El resultado anterior de Kuratowski fue generalizado paraespacios de Baire por Dragan
Jankovic, Maximillian Ganster e Ivan Reilly [231] del modo siguiente.
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Teorema 1.8.5 (Kuratowski). Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Son equivalentes:

(1) X es un espacio de Baire.

(2) Cada subconjunto Gδ de X que es de primera categoría en X es nunca-denso en X.

Prueba. (1) ⇒ (2). Suponga queX es un espacio de Baire y seaA un subconjuntoGδ de primera categoría
enX. ComoA es unGδ, entoncesX \A es unFσ y, por lo tanto,A∩ (X \A) = A\A también es unFσ por
ser la intersección de un cerrado con unFσ. SeaA\A =

⋃∞
n=1 Fn una representación deA\A por medio de

una unión numerable de conjuntos cerrados deX. Puesto que la frontera deA, Fr(A) = A\ int(A), es nunca-
denso, resulta queA\A⊆ Fr(A) también tiene interior vacío. Por esto, cadaFn tiene interior vacío, de donde
se sigue queA\A es de primera categoría. Por consiguiente,A = A∪ (A\A) es de primera categoría por ser
la unión de dos conjuntos de primera categoría. Finalmente,comoX es un espacio de Baire, el Teorema 1.6.3
nos garantiza queA tiene interior vacío, es decir,A es nunca-denso.

(2) ⇒ (1). Suponga ahora que cada conjuntoGδ de primera categoría enX es nunca-denso, pero queX no
es un espacio de Baire. Por el Teorema 1.6.3 esto significa queexiste un conjunto abiertoU de X que es
de primera categoría. Puesto que cualquier conjunto abierto es claramente unGδ, resulta queU es unGδ de
primera categoría con interior no vacío y, en consecuencia,no puede ser nunca-denso. Esta contradicción
establece queX es un espacio de Baire. �

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es queQ no puede ser unGδ. Este resultado también
se puede deducir del Teorema 1.8.8 dado más abajo.

Teorema 1.8.6.Sean(X,τ) un espacio de Baire y(Fn)n∈N una sucesión de subconjuntos cerrados de X tal
que X=

⋃∞
n=1Fn. Entonces

H =
∞⋃

n=1

int(Fn)

es abierto y denso en X.

Prueba.Observemos queH es abierto por ser unión de conjuntos abiertos. Para cadan∈N, seaHn = int(Fn)
y definamosGn = Hn∪ (XrFn). Nuestro objetivo es probar que cadaGn es abierto y denso enX. En efecto,
cadaGn es abierto por ser unión de dos conjuntos abiertos. Para ver queGn es denso enX para cadan∈ N,
fijemosn∈N y tomemos cualquier subconjunto abierto no vacíoU deX. Ocurre entonces que o bienU ⊆Fn,
en cuyo caso

U ⊆ Hn ⊆ Gn, es decir, U ∩Gn 6=∅,

o bienU *Fn, de donde se obtiene queU∩(XrFn) 6=∅, y por consiguienteU∩Gn 6=∅. Esto prueba nuestra
afirmación. Puesto queX es un espacio de Baire,E =

⋂∞
n=1Gn es denso enX. Afirmamos queE ⊆ H. En

efecto, suponga quex∈E ⊆X =
⋃∞

n=1Fn. Entonces existe algúnn0 ∈N tal quex∈ Fn0. Por otro lado,x∈Gn0

puesx∈ E =
⋂∞

n=1 Gn, y así,x∈ Hn0 ⊆ H; es decir,x∈ H y por lo tantoE ⊆ H. De aquí se sigue queH es
denso enX y concluye la prueba. �

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es el siguiente:

Corolario 1.8.2. Sea(X,τ) un espacio de Baire y sea(Fn)n∈N una sucesión de subconjuntos cerrados de X
cuya unión cubre a X, es decir, X=

⋃∞
n=1Fn. Entonces existe algún n0 ∈ N tal queint(Fn0) 6=∅.

Prueba.Si ocurriera que int(Fn) = ∅ para todon ∈ N, entonces por el Teorema 1.8.6 tendríamos que el
conjunto vacío

⋃∞
n=1 int(Fn) =∅ sería denso enX. Esta contradicción establece que int(Fn0) 6=∅ para algún

n0 ∈N. �
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Recordemos que un espacio topológico de Hausdorff ha sido definido comoKσ-localmente compacto
si él es localmente compacto yσ-compacto. Si uno suprime la condición de compacidad local,entonces se
obtiene el siguiente resultado.

Corolario 1.8.3. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff que es unσ-compacto. Son equivalentes:

(1) X es de Baire.

(2) X posee un subconjunto denso localmente compacto.

Prueba. (1) ⇒ (2) Sea(Kn)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos compactos deX tal queX =

⋃∞
n=1Kn. Como

cadaKn es cerrado, se sigue del Teorema 1.8.6 queG =
⋃∞

n=1 int(Kn) es denso enX. Es claro queG es
localmente compacto.

(2) ⇒ (1) Suponga queG es un subconjunto denso y localmente compacto enX. SiendoG un subespacio
localmente compacto, el Teorema de Categoría de Baire nos revela que él es un subespacio de Baire y
entonces el resultado sigue del Teorema 1.8.3. �

Recordemos que una funciónf : X → R, dondeX es un espacio topológico de Hausdorff, se dice que es
inferiormente semicontinuasi, para cadak ∈ R, el conjuntoFk = {x ∈ X : f (x) ≤ k} es cerrado enX. El
siguiente resultado sigue del corolario anterior.

Corolario 1.8.4. Sea(X,τ) un espacio de Baire y sea f: X → R una función inferiormente semicontin-
ua. Entonces, cada abierto no vacío U de X contiene un abiertono vacío V sobre el cual f está acotada
superiormente.

Prueba.SeaU un abierto no vacío deX. Por el Teorema 1.7.3,U es un espacio de Baire. Para cadan∈ N,
sea

Fn =
{

x∈U : f (x) ≤ n
}
.

Por ser f inferiormente semicontinua el conjuntoFn es cerrado enX, en particular, cerrado enU en la
topología relativa y, además,

⋃∞
n=1Fn = U . Se sigue del Corolario 1.8.2 que existe algúnn0 ∈ N tal que

int
(
Fn0

)
6=∅. DefiniendoV = int

(
Fn0

)
se termina la prueba. �

Teorema 1.8.7.Sea(X,τ) un espacio de Baire. Si(Gn)
∞
n=1 es una sucesión de subconjuntos abiertos de X

con
⋂∞

n=1Gn =∅, entonces
⋂∞

n=1Gn es nunca-denso en X.

Prueba.Para cadan ∈ N, definamosHn = Gn ∪ (XrGn). Entonces cadaHn es abierto y denso enX. En
efecto,Gn es abierto por ser unión de (dos) abiertos, mientras que su densidad se sustenta por el hecho
siguiente:

Hn = Gn ∪
(

XrGn

)
⊇ Gn ∪ (XrGn) = X.

Por serX un espacio de Baire,
⋂∞

n=1Hn es denso enX.
Supongamos que

⋂∞
n=1Gn no es nunca-denso enX. Entonces existe un subconjunto abiertoU de X

tal queU ⊆ ⋂∞
n=1Gn. Observemos también queU ∩⋂∞

n=1Hn 6= ∅ gracias a la densidad de
⋂∞

n=1Hn en
X. Seax ∈ U ∩⋂∞

n=1Hn. Puesto que
⋂∞

n=1Gn = ∅, existe al menos unn0 ∈ N tal quex /∈ Gn0, y como
x∈ Hn0 = Gn0 ∪ (XrGn0), resulta quex ∈ XrGn0. Esta conclusión, sin embargo, contradice el hecho de
que al estarx∈U ⊆⋂∞

n=1 Gn, entoncesx∈ Gn0. Por esto,
⋂∞

n=1Gn es nunca-denso enX. �

Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Recordemos que un puntox∈ X es unpunto aisladosi
{x} es un subconjunto abierto deX. Observe que si(X,d) es un espacio métrico, entoncesx es un punto
aislado si exister > 0 tal queU(x, r) = {x}.
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Teorema 1.8.8.Sea(X,τ) un espacio de Baire sin puntos aislados. Si G⊆ X es un Gδ-denso en X, entonces
G es no numerable. En particular, X es no numerable.

Prueba.Daremos dos demostraciones de este resultado. La primera, usando el Teorema 1.8.5. Suponga que
G = {x1,x2, . . .} es numerable. Puesto queX no posee puntos aislados, cada conjunto{xn} es cerrado y
nunca-denso, por lo queG resulta ser unGδ de primera categoría y, así, por el Teorema 1.8.5,G es nunca-
denso. Esto, por supuesto, contradice el hecho de queG es denso enX.

Segunda prueba. SeaG un subconjunto deX que es unGδ-denso enX. EntoncesG =
⋂∞

n=1 Gn, donde cada
Gn es abierto enX. Puesto queG es denso enX y G⊆ Gn para cadan∈ N, resulta que cadaGn también es
denso enX. Supongamos queG fuese numerable, digamos,G = {xn}∞

n=1. Consideremos los complementos
Un = Xr {xn} de cada conjunto{xn}. CadaUn es abierto, pues{xn} es cerrado y, además, denso enX ya
que ningún{xn} es aislado. ComoX es un espacio de Baire, el conjunto

⋂∞
n=1Un es denso enX y teniendo

en cuenta que la intersección de dos conjuntosGδ-denso es no vacío se llega a la siguiente contradicción:

∅ = G∩ (XrG) =
( ∞⋂

n=1

Gn

)
∩
( ∞⋂

n=1

Un

)
6= ∅

Por esto,G no puede ser numerable. �

El resultado que sigue nos muestra otra manera de verificar queQ nunca es unGδ.

Corolario 1.8.5. Si (X,d) es un espacio métrico completo sin puntos aislados, entonces ningún subconjunto
denso numerable de X se puede expresar como un Gδ. En particular, el conjuntoQ de los números racionales
es un Fσ que nunca se puede expresar como un Gδ enR.

Prueba.Esto es consecuencia inmediata del Teorema 1.8.8. �

Algunas otras consecuencias interesantes también se derivan inmediatamente del Teorema 1.8.8. En
efecto:

1) Si (X,τ) es un espacio de Baireinfinito numerable, entonces X contiene infinitos puntos aislados. En
efecto, comoX es un espacio de Baire numerable, el Teorema 1.8.8 no aseguraqueX posee al menos
un punto aislado. ¿Puede el conjuntoX contener sólo un número finito de puntos aislados? La respuesta
es ¡No! y he aquí el por qué ello es así. Supongamos quex1, . . . ,xn son todos los puntos aislados deX
y seaG = X \ {x1, . . . ,xn}. SiendoG un subconjunto abierto no vacío deX, el Teorema 1.7.3 nos dice
queG, en su topología relativa, es un espacio de Baire y, por supuesto, infinito numerable. Ahora, el
Teorema 1.8.8 nos revela queG contiene al menos un punto aislado que, por supuesto, también es aislado
enX y no es ninguno de losxi ’s. Esta contradicción establece queX contiene infinitos puntos aislados.
Como consecuencia de lo anterior tenemos que:todo subconjunto cerrado infinito numerable del espacio
euclidianoRn posee una infinidad de puntos aislados. Lo que acabamos de probar también implica que
Q, como subconjunto deR, no puede, nunca, ser un espacio de Bairepues dicho conjunto es infinito
numerable sin puntos aislados. En particular,la topología natural deQ no puede ser definida por una
métrica bajo la cualQ sea un espacio métrico completo.

2) El bien conocido método de diagonalización de Cantor se usa con frecuencia para demostrar queR es
no numerable; sin embargo, puesto que(R, | · |) es un espacio métrico completo sin puntos aislados, el
Teorema 1.8.8 nos provee de otra vía para probar queR es no numerable.
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3) Recuerde que si(X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff, un subconjuntoF deX se llamaperfecto
si él es cerrado y no contiene puntos aislados. Observe que:si (X,d) es un espacio métrico completo, o
si (X,τ) es un espacio hereditariamente de Baire, entonces cualquier subconjunto perfecto F de X es no
numerable. En efecto, en este casoF es un espacio de Baire sin puntos aislados y el resultado sigue del
Teorema 1.8.8. Este resultado nos facilita otra demostración de que el conjunto ternario de CantorΓ es
no numerable, puesΓ es un subconjunto perfecto de[0,1] el cual es un espacio métrico completo (véase
la próxima sección para recordar la definición deΓ).

4) Entre los espacios metrizables los espacios hereditariamente de Baire se pueden caracterizar por medio
del siguiente resultado de W. Hurewicz [225].

Teorema de Hurewicz. Un espacio topológico metrizable X es hereditariamente de Baire si, y sólo si,
cualquier subconjunto perfecto no vacío F de X es no numerable.

Finalizamos esta sección con el siguiente resultado que también es de utilidad.

Lema 1.8.2. Sean(X,d) y (Y,ρ) espacios métricos completos y suponga que f: X → Y es una función
continua y abierta. Si D es un subconjunto Gδ-denso de Y, entonces f−1(D) es un Gδ-denso en X.

Prueba.SeaV un subconjunto abierto y denso enY. Vamos a demostrar en primer lugar quef−1(V) es
abierto y denso enX. En efecto, por continuidad,f−1(V) es abierto enX. Para ver que dicho conjunto es
denso enX, seaU es un subconjunto abierto no vacío deX. Supongamos, por un momento, queU∩ f−1(V) =
∅. Puesto quef

(
U ∩ f−1(V)

)
= f (U)∩V, resulta quef (U)∩V =∅ lo cual es imposible pues, al serf una

aplicación abierta,f (U) es un abierto no vacío y, gracias a la densidad deV, f (U)∩V 6= ∅. Esto muestra
que f−1(V) abierto y denso enX. Supongamos ahora queD es unGδ-denso deY. EntoncesD =

⋂∞
n=1Vn,

donde cadaVn es abierto y denso enY y, por consiguiente,

f−1(D) =
∞⋂

n=1

f−1(Vn)

es, por la primera parte y el Teorema de Categoría de Baire, unGδ-denso enX. �

1.9. Primeras consecuencias del Teorema de Categoría de Baire

Es un hecho conocido que todo subconjunto abierto no vacíoG deR se puede escribir como una unión
numerable de intervalos abiertos dos a dos disjuntos. Como una consecuencia del Teorema de Categoría de
Baire, obtenemos:

Teorema 1.9.1.Ningún intervalo cerrado y acotado J deR se puede escribir como una unión numerable de
intervalos cerrados y disjuntos dos a dos.

Prueba.Supongamos que existe una sucesión(Fn)
∞
n=1 de intervalos cerrados y disjuntos dos a dos enR tal

queJ =
⋃∞

n=1Fn. Puesto que cadaFn = int (Fn)∪Fr(Fn), resulta que

J =
∞⋃

n=1

int (Fn) ∪
∞⋃

n=1

Fr(Fn),

y, en consecuencia,

Jr
∞⋃

n=1

int (Fn) =
∞⋃

n=1

Fr(Fn)
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es un subconjunto cerrado en el espacio métrico completoR y, por consiguiente, también es completo. Un
llamado al Teorema de Categoría de Baire nos revela que al menos un Fr(Fn) debe tener interior no vacío, lo
cual es imposible pues ya sabemos que la frontera de cualquier intervalo cerrado es nunca-denso enR. �

Teorema 1.9.2.Sea f: [0,∞) → R una función continua tal queĺımn→∞ f (nx) = 0 para cada x∈ [0,∞).
Entoncesĺımx→∞ f (x) = 0.

Prueba.Nuestro primer paso es demostrar que ĺımx→∞ f (x) existe. Fijemosε > 0 arbitrario y para cada
n∈ N, definamos

Fn =
∞⋂

m=n

{
x∈ [0,∞) : | f (mx)| ≤ ε

}
.

Como f es continua, cadaFn es cerrado en el espacio métrico completo[0,∞). Por otro lado, dadox∈ [0,∞),
se sigue de nuestra hipótesis que ĺımn→∞ f (nx) = 0 y, en consecuencia, existen0 ∈N tal que| f (nx)| ≤ ε para
todon≥ n0. Esto prueba que[0,∞) =

⋂∞
n=1Fn y entonces el Teorema de Categoría de Baire nos dice que

int(Fn0) 6= ∅ para algúnn0 ∈ N. Seleccionemos un intervalo abierto, digamos(a,b), dentro de int(Fn0). Por
nuestra definición deFn0, tenemos que

f (mx) ≤ ε para todom≥ n0 y todox∈ (a,b).

Observemos que simes suficientemente grande, entonces

(m·a, m·b) ∩
(
(m+1)a, (m+1)b

)
6=∅,(

(m+1)a, (m+1)b
)
∩
(
(m+2)a, (m+2)b

)
6=∅,

...

En efecto, por el principio de Arquímedes, seleccionemos unm∈N tal quea< m(b−a). Si ahora tomamos
cualquierm≥ máx{n0,a/(b−a)}, tendremos que

(m·a,∞) =
∞⋃

k=m

(
ka, kb

)
∩
(
(k+1)a, (k+1)b

)
.

y, en consecuencia,
f (x) ≤ ε para todox∈ (m·a,∞).

De esto se concluye que ĺım
x→∞

f (x) existe y es 0. �

El siguiente ejemplo está relacionado con el proceso de integración repetida. Vamos a precisar. Supon-
gamos quef ∈C[0,1] y definamos

f1(x) =
∫ x

0
f (t)dt, f2(x) =

∫ x

0
f1(t)dt, · · · , fn(x) =

∫ x

0
fn−1(t)dt.

Si alguna de lasfk es idénticamente nula, entoncesf ≡ 0. Esto se prueba de manera inmediata haciendo uso
del Teorema Fundamental del Cálculo, es decir, diferenciado a fk repetidamentek-veces, se tiene quef ≡ 0.
El siguiente resultado, que es una generalización de lo anterior, se obtiene como una aplicación del Teorema
de Categoría de Baire.
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Teorema 1.9.3.Sea f∈C[0,1] y defina, como antes,

fk(x) =

∫ x

0
fk−1(t)dt, x∈ [0,1],

para cada k≥ 1, donde f0 = f . Si para cada x∈ [0,1], existe un entero k= k(x) tal que fk(x) = 0, entonces
f ≡ 0.

Prueba.Supongamos quef 6= 0 sobre[0,1]. Entonces existe unx0 ∈ [0,1] tal que f (x0) 6= 0. Por la con-
tinuidad def existe un intervalo abiertoU ⊆ [0,1] conteniendo ax0 tal que f (x) 6= 0 para todox∈U . SeaJ
un intervalo cerrado contenido enU . Para cadak∈ N, sea

Ek =
{

x∈ [0,1] : fk(x) = 0
}
.

El Teorema Fundamental del Cálculo nos garantiza que, de nuevo por continuidad def , que cadafk también
es continua y, en consecuencia, cadaEk es cerrado. Además, como por hipótesis, cualquierx∈ [0,1] está en
algúnEk, tenemos que,

[0,1] =
∞⋃

k=1

Ek.

En particular,

J =
∞⋃

k=1

(J∩Ek)

Por el Teorema de Categoría de Baire, existe algúnk tal queJ∩Ek contiene un intervalo abierto, digamos
Ik, sobre el cualfk ≡ 0. Derivando se llega a quef (x) = 0 para todox∈ Ik lo cual está en contradicción con
nuestra suposición. Por esto,f ≡ 0 y termina la prueba. �

Es un hecho bien conocido que sif : [0,1] →R es una función de claseC∞, esto es, sun-ésima derivada
f (n) existe para todon∈N, entonces laFórmula de Taylor establece que sia∈ [0,1], entonces para cualquier
x∈ [0,1] se cumple que

f (x) =
n−1

∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x−a)k +

f (n)(x1)

n!
(x−a)n, (FT)

dondex1 es un cierto punto comprendido entrex y a. Por consiguiente, una condición necesaria y suficiente

para que la serie de Taylor∑∞
k=0

f (k)(a)
n! (x−a)n converja haciaf (x) es que

ĺım
n→∞

f (n)(x1)

n!
(x−a)n = 0.

Observe que si lan-ésima derivada def es 0, entonces (FT) nos revela quef coincide sobre[0,1] con un
polinomio de grado a lo sumon−1. Una generalización de éste resultado, que se resuelve poruna aplicación
del Teorema de Categoría de Baire, fue formulado por E. Landis en la revistaMathematical Eeducationen
1960 del modo siguiente:

Teorema 1.9.4.Sea f∈ C∞[0,1]. Si para cada x∈ [0,1], existe un entero n(x) ∈ N tal que f(n(x))(x) = 0,
entonces f coincide con un polinomio.
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Prueba.Para cadan∈ N, sea
En =

{
x∈ [0,1] : f (n)(x) = 0

}
.

Como cadaf (n) es continua, el conjunto correspondienteEn es cerrado. Por otro lado, dado cualquier punto
x∈ [0,1] vemos, usando nuestra hipótesis, que existe algúnn∈ N tal que f (n)(x) = 0, lo cual nos dice que
x∈ En y, en consecuencia,

[0,1] =
∞⋃

n=1

En.

Se sigue del Teorema de Categoría de Baire, Teorema 1.8.6, que G :=
⋃∞

n=1 int(En) es abierto y denso en
[0,1]. Seaσ = {n ∈ N : int(En) 6= ∅}. Ahora bien, como todo subconjunto abierto no vacío deR es unión
numerable de intervalos abiertos y disjuntos dos a dos, resulta que para cadan ∈ σ, existe una colección
numerable(I n

k )∞
k=1 de intervalos abiertos y disjuntos dos a dos tal que

int(En) =
∞⋃

k=1

I n
k .

PongamosJ =
{

I n
k : k,n∈ N

}
. Entonces

G =
⋃

I n
k ∈J

I n
k =

∞⋃

n=1

∞⋃

k=1

I n
k .

Sean0 = mı́nσ. Nos proponemos demostrar que int(En0) = [0,1]. Suponga, para obtener una contradicción,
que

int(En0) 6= [0,1]. (1)

Tal contradicción la lograremos en tres actos:

(1o). G 6= [0,1]. En efecto, consideremos cualquier intervaloI n0
k de los que cubren a int(En0). Por (1),

tenemos queI n0
k 6= [0,1]. Esto garantiza que uno de los dos puntos extremos deI n0

k , llamémosloα, satisface
0 < α < 1. Suponga queα ∈ G. ComoG =

⋃∞
n=1

⋃∞
k=1 I n

k , entonces para algúnn1 > n0 y algún j, debe
ocurrir queα ∈ I n1

j . Tenemos así queα está en el interior deα ∈ I n1
j y en la clausura deα ∈ I n0

k . SeaJ1

cualquier intervalo abierto tal queα ∈ J1 ⊆ I n1
j . Comoα está en la clausura deI n0

k , entonces se cumple que
J1∩ I n0

k 6=∅. En particular,
I n1

j ∩ I n0
k 6= ∅. (2)

SeaJ un intervalo abierto no vacío contenido enI n1
j ∩ I n0

k . Sabemos quef (n1) = 0 sobreI n1
j y también que

f (n0) = 0 sobreJ. Se sigue de la Fórmula de Taylor quef coincide con un polinomio de grado menor quen0

sobreI n1
j , y en consecuencia,

I n1
j ⊆ int(En0).

Por otro lado, como cualesquiera dos intervalos de los que cubren a int(En0) son iguales o disjuntos, se sigue
de(2) que

I n1
j = I n0

k .

Esta igualdad es la que genera la contradicción puesα es un punto interior deI n1
j y a la vez un extremo del

mismo conjuntoI n0
k = I n1

j . Por estoα 6∈ G y, así,G 6= [0,1].

(2o). DefinamosH = [0,1]\G. Queremos demostrar queH es un conjunto perfecto. Puesto queG es abierto,
denso y distinto de[0,1], tenemos queH es no vacío, cerrado y nunca-denso en[0,1]. Suponga queH no es
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perfecto. EntoncesH contiene algún punto aislado, digamosy. Comoy 6∈ G, resulta que dicho punto es un
extremo común a dos de los intervalos disjuntos que cubren aG, digamosI n

i y I m
j . Suponga quem> n. Se

sigue de la continuidad def (n) que f (n)(y) = 0 y como f coincide con un polinomio de grado menor quen
sobreI m

j , entoncesf (n) = 0 sobre el intervalo abiertoI n
i ∪{y}∪ I m

j . Esto nos dice quey∈ int(En0) ⊆ G y,
por consiguiente,y 6∈ H. Esta contradicción establece queH es perfecto.

(3o). Veamos finalmente que(1) no puede ocurrir. En efecto, por el acto anterior sabemos queH es no vacío
y cerrado en[0,1] y, por consiguiente, él es completo. Además, como

H =
∞⋃

n=1

(En∩H),

el Teorema de Categoría de Baire es el responsable de garantizarnos la existencia de unn1, que mantendremos
fijo, tal que int(En1 ∩H) es no vacío. SeaU un conjunto abierto no vacío contenido enEn1 ∩H. EntoncesU
es de la formaU = H ∩V, para algún abierto no vacíoV ⊆ [0,1]. Ahora bien, puesto queU ⊆ En1, tenemos
que f (n1) = 0 sobreU y se sigue de la definición de derivada que, para cualquierx∈U ,

f (n1+1)(x) = ĺım
y→x
y∈U

f (n1)(y)− f (n1)(x)
y−x

= 0.

Observe que dicho límite existe para cualquierx∈U ⊆ H gracias a queH es perfecto. Lo anterior permite
concluir quef (m)(x) = 0 para todox∈U y todom≥ n1.

Puesto queG es denso en[0,1] y V es un abierto no vacío de[0,1], entoncesG∩V 6=∅. De esto se sigue
que alguno de los intervalos abiertos que cubren aG intersecta aV. Designemos a un tal intervalo porK.
EntoncesK ⊆ Em1 para algúnm1 y así, f (m1)(x) = 0 para cualquierx ∈ K. En particular,f (m1) = 0 sobre
K∩V. Comparemos ahora am1 conn1.

(a) Si m1 ≤ n1, entonces derivando af (m1), n1−m1 veces, conseguimos quef (n1) = 0 sobreK ∩V.
(b) Si m1 > n1, entonces cualquiera de los puntos extremos deK pertenece aH y, por lo tanto, cualquier

punto en la frontera deK ∩V está enH ∩V = U . Si α es un tal punto, entonces

f (n1)(α) = f (n1+1)(α) = · · · = f (m1−1)(α) = f (m1)(α) = 0.

Puesto quef (m1) = 0 sobreK∩V, podemos calcular la integral desdeα a cualquier punto arbitrariox∈K∩V
para obtener

0 =
∫ x

α
f (m1)(t) = f (m1−1)(x) − f (m1−1)(α) = f (m1−1)(x).

Esto prueba quef (m1−1) = 0 sobreK ∩V. Si el argumento anterior se repitem1− n1 veces, se llega a que
f (n1) = 0 sobreK∩V. PongamosJ0 =

{
I n
k ∈ J : I n

k ∩V 6=∅
}

y sea

G0 =
⋃

I n
k ∈J0

I n
k .

Lo que acabamos de demostrar nos dice quef (n1) = 0 sobreI n
k ∩V para cualquier intervaloI n

k ∈ J0. Pero
además, como todo intervaloI n

k ∈ J\J0 cumple queI n
k ∩V =∅, se sigue del Corolario 1.4.1, queG0∩V =

G∩V = V. De esto y, la continuidad def (n1), se concluye quef (n1) = 0 sobreV. En particular,f (n1) = 0
sobreV. Esto último nos indica que ningún punto deH puede pertenecer aV lo que contradice el hecho de
queH ∩V = U 6=∅.
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Se concluye de esta forma que la suposición(1) no es viable por lo que int(En0) = [0,1]. Sin embargo,
como la familia de intervalos abiertos{I n0

k : k = 1,2, . . .} que cubre a int(En0) es disjunta, entonces ella debe
reducirse a un único intervalo, es decir, existe unk0 tal queI n0

k0
= [0,1] y, en consecuencia,f (n0) = 0 sobre

[0,1]. Se sigue de la Fórmula de Taylor(FT) que f es un polinomio de grado a lo sumon0−1. �

Finalizamos esta sección con otro resultado interesante elcual también hace uso del Teorema de Cate-
goría de Baire. Si bien es cierto que tantoR así comoR2 tienen la misma cardinalidad, es decir, existe una
biyección entre ellos, resulta que ninguna biyección entretales espacios puede ser continua.

Teorema 1.9.5.Ninguna función biyectiva f: R→ R2 puede ser continua.

Prueba.En primer lugar vamos a demostrar que:

Si g: [a,b] → R2 es una función continua e inyectiva, entonces g([a,b]) es un subconjunto cerrado
nunca-denso deR2.

En efecto, para comenzar, observemos que comog es continua y[a,b] es compacto, el conjuntog([a,b]) es
compacto, en particular, cerrado enR2. Además, comog es inyectiva resulta queg : [a,b] → g([a,b]) es un
homeomorfismo. Esto implica, en particular, queg([a,b]) es conexo. Afirmamos queg([a,b]) es nunca-denso
enR2. Supongamos queg([a,b]) tiene algún punto interior, digamosx. Entoncesg([a,b]) contiene alguna
bola abierta, digamosU(x,ε), para algúnε > 0. Trasladando y reduciendo un poco (si fuera necesario) la
bolaU(x,ε), podemos suponer quex 6= g(a),g(b). Afirmamos queg([a,b])r {x} es conexo. Para ver esto
último supongamos, por contradicción, que existen abiertos O1 y O2 no vacíos y disjuntos eng([a,b])r{x}
tal queg([a,b])r {x} = O1∪O2. Puesto queU(x,ε)r {x} es conexo dicho conjunto debe estar contenido
enO1 o bien enO2. Supongamos queU(x,ε)r{x} ⊆ O1 y pongamosO1

1 := O1∪{x} = O1∪U(x,ε). Es un
ejercicio sencillo verificar queO1

1 y O2 son abiertos eng([a,b]) y, además se cumple que

g([a,b]) = O1
1∪O2 y O1

1∩O1 =∅.

Esto, evidentemente, contradice el hecho de queg([a,b]) es conexo.
Una vez establecido queg([a,b])r{x} es conexo, la continuidad deg−1 : g([a,b]) → [a,b] implica que

el conjuntog−1
(
g([a,b])r {x}

)
también es conexo en[a,b], lo cual es imposible pues, al serx un punto

interior deg([a,b]) (recuerde que estamos suponiendo quex 6= g(a),g(b)), resulta quec := g−1(x) ∈ (a,b)
es un punto interior de[a,b] y, por lo tanto,

g−1(g([a,b])r{x}
)

= [a,b]r{c}

sería conexo. Esta contradicción establece queg([a,b]) es nunca-denso enR2.
Supongamos ahora quef : R→ R2 es biyectiva y continua. Escribamos aR comoR =

⋃∞
n=1[−n,n].

Puesto quef es biyectiva tenemos que

R2 = f (R) =
∞⋃

n=1

f ([−n,n]).

Por lo probado anteriormente, resulta que cada conjunto cerrado f ([−n,n]) tiene interior vacío y comoR2 es
un espacio métrico completo, el Teorema de Categoría de Baire nos garantiza que

∞⋃

n=1

f ([−n,n]) 6= R2.

Esta contradicción prueba quef no puede ser una biyección continua. �
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1.10. Conjuntos tipo-Cantor que sólo poseen números irracionales

El conjunto ternario de CantorΓ es un subconjunto de[0,1] que desde su descubrimiento se ha con-
vertido en una caja de sorpresas: aparte de poseer una propiedades sorprendentes y extraordinarias, lo que
le confiere un estatus de privilegio y una fuente casi inagotable de contraejemplos, también es de mucha
utilidad en Topología, Teoría de la Medida, Sistemas Dinámicos, etc. Dicho conjunto se construye recursiva-
mente del modo siguiente: el primer paso consiste en dividerel intervalo[0,1] en tres subintervalos todos de
igual longitud y luego eliminar el subintervalo abiertoJ que se encuentra ubicado en el centro, es decir, se
elimina el intervaloJ = (1

3, 2
3), conservándose los otros dos intervalos cerradosF0 = [0, 1

3] y F1 = [2
3,1]. En

el segundo paso se divide cada uno de los dos intervalos cerrados anteriores en tres partes iguales eliminán-
dose, como antes, los intervalos abiertos centralesJ0 = (1

9, 2
9) y J1 = (7

9, 8
9), respectivamente, reteniéndose

los 22 intervalos cerrados restantesF00 = [0, 1
9], F01 = [2

9, 1
3], F10 = [2

3, 7
9] y F11 = [8

9,1]. Si se continúa
de este modo indefinidamente, se obtiene, para cadan ∈ N, 2n intervalos cerradosFi1···in donde, para cada
k= 1, . . . ,n, ik es 0 ó 1 y cada uno de los 2n intervalos cerrados anteriores se subdivide en tres partesiguales,
conservándose los dos intervalos cerradosFi1···in0 y Fi1···in1 que se encuentran a ambos extremos de cada
subdivisión y removiendo cada intervalo abierto centralJi1···in. El conjunto que sobrevive después de todas
estas remociones es lo que se llama elconjunto ternario de Cantor, esto es, si para cadan∈N, el conjunto
Γn se toma como la unión de los 2n intervalos cerradosFi1···in y si definimos

Γ =
∞⋂

n=1

Γn.

entoncesΓ es el conjunto ternario de Cantor.

0 1

0 1
3

2
3 1

Γ1

0 1
9

2
9

1
3

2
3

7
9

8
9 1

Γ2
...

...
...

...

El conjunto ternario de CantorΓ posee, entre otras, las siguientes propiedades (véase, porejemplo,
[412], pág. 57-58): es compacto, perfecto, nunca-denso, nonumerable, totalmente disconexo, posee medida
de Lebesgue nula, es simétrico, esto es,Γ = 1−Γ, cada puntox∈ Γ posee una representación ternaria única
expresada en la formax= ∑∞

n=1 an3−n = (0.a1a2a3 · · · )3, dondean ∈{0,2} para todon∈N, cualquier espacio
métrico compacto, perfecto y totalmente disconexo es homeomorfo aΓ, etc.

En Γ existen dos categorías de puntos: los visibles y los ocultos. Los visibles son los extremos de los
intervalos retenidos en cada paso de su construcción, es decir,

0,1,
1
3
,
2
3
,
1
9
,
2
9
,
7
9
,
8
9
,

1
27

,
2
27

,
7
27

,
8
27

,
19
27

,
20
27

,
25
27

,
26
27

,
1
81

,
2
81

, . . . .

Los ocultos, como su nombre lo indica, no están a la vista y, por consiguiente, no son fáciles de detectar.
Por ejemplo, en esta categoría están todas las fracciones del tipo 1

3n+1, para todon ∈ N (véase [312]). En
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efecto, teniendo en cuenta que todo puntox ∈ Γ posee una representación ternaria única expresada en la
formax = (0.a1a2a3 · · · )3, dondean ∈ {0,2} para todon∈ N, entonces

(0.0. . .0︸ ︷︷ ︸
n

2. . .2︸ ︷︷ ︸
n

0. . .0︸ ︷︷ ︸
n

2. . .2︸ ︷︷ ︸
n

. . .)3 =

(
2

3n+1 +
2

3n+2 + · · ·+ 2
32n

)
+

(
2

33n+1 +
2

33n+2 + · · ·+ 2
34n

)
+ · · ·

=

(
2

3n+1 +
2

3n+2 + · · ·+ 2
32n

)(
1+

1
32n

+
1

34n
+

1
36n

· · ·
)

=
3n−1

32n · 1

1− 1
32n

=
3n−1
32n−1

=
3n−1

(3n +1)(3n−1)

=
1

3n +1
∈ Γ.

Además, comoΓ es simétrico, los siguientes números también forman parte deΓ: 1− 1
3n+1 = 3n

3n+1 para todo
n∈ N. En particular, paran = 1 uno obtiene que14 y su numerosa familia

1
4
,
3
4
,

1
3·4,

11
3·4,

1
32 ·4,

11
32 ·4,

25
32 ·4,

35
32 ·4,

1
33 ·4,

11
33 ·4,

25
33 ·4,

35
33 ·4,

73
33 ·4,

83
33 ·4,

97
33 ·4,

107
33 ·4, . . .

todos están enΓ. En realidad, existen muchos otros racionales ocultos enΓ que no son fáciles de visualizar,
como por ejemplo, todas las fracciones del tipo23n−1, para todon∈ N, ya que

(0.0. . .02︸ ︷︷ ︸
n

0. . .02︸ ︷︷ ︸
n

· · ·)3 =
2
3n +

2
32n +

2
33n + · · ·

=
2
3n

[
1+

1
3n +

(
1
3n

)2

+

(
1
3n

)3

+ · · ·
]

=
2
3n ·

1

1− 1
3n

=
2

3n−1
∈ Γ,

y por simetría, 1− 2
3n−1 ∈ Γ para todon∈ N. Pero además, por el hecho de poseerΓ la misma cardinalidad

queR, hay una cantidad infinita no numerable de números irracionales ocultos. Determinar los números
irracionales de[0,1] que habitan enΓ es una tarea harto difícil. Sin embargo, el número de Liouville ∑∞

n=0
2

3n!

y su simétrico 1−∑∞
n=0

2
3n! , (véase la página 199 para la definición de número de Liouville), son de los pocos

irracionales que se conocen pertenecen aΓ. Ahora bien, si consideramos todos los trasladados deΓ, es decir,
conjuntos de la formax+Γ parax∈R, resulta claro, por el hecho de que 0∈ Γ, queR=

⋃
x∈R(x+Γ) y que

una cantidad no numerable de tales trasladados son distintos (observe que gracias al Teorema de Categoría de
Baire no es posible que exista sólo una cantidad numerable detales traslados distintos dos a dos). Más aun,
una cantidad no numerable de tales trasladados son, necesariamente, disjuntos dos a dos. De esto se deduce
que al menos uno de esos trasladados no contiene ningún número irracional (de hecho, existen muchos de
ellos). El siguiente resultado (véase, [449], Theorem 18, p. 52-53) establece que el conjunto de todos los
x ∈ R tal que el trasladadox+ Γ consta únicamente de números irracionales es, por una aplicación del
Teorema de Categoría de Baire, residual enR.
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Teorema 1.10.1 (Scheeffer).SeaΓ el conjunto ternario de Cantor. Entonces existe un x∈ R tal que x+ Γ
consta sólo de números irracionales, es decir,

x+ Γ :=
{

x+ γ : γ ∈ Γ
}

⊆ R\Q.

Más aun, el conjunto GΓ :=
{

x∈ R : x+ Γ ⊆ R\Q} es residual enR.

Prueba.Sea(qn)
∞
n=1 una enumeración de los números racionales y, para cadan∈ N, definamos el conjunto

Γn = qn−Γ. Observe que como 0∈ Γ, entoncesqn ∈ Γn por lo queQ ⊆ ⋃∞
n=1Γn. Por otro lado, comoΓ es

un subconjunto cerrado nunca-denso de[0,1], resulta queΓn también es un cerrado nunca-denso deR y se
sigue del Teorema de Categoría de Baire que

∞⋃

n=1

Γn 6=R.

Nos proponemos demostrar quex+Γ⊆R\Q para cualquierx∈R\⋃∞
n=1Γn. En efecto, seax∈R\⋃∞

n=1Γn.
Entoncesx 6∈ ⋃∞

n=1Γn ⊇ Q, de donde se sigue quex 6∈ Q. Suponga por un momento que
(
x+ Γ

)
∩Q 6= ∅.

Entonces se pueden elegir unγ ∈ Γ y algúnqn0 ∈Q de modo tal quex+ γ = qn0 y, en consecuencia, nuestrox
se puede escribir en la formax = qn0 − γ ∈ qn0 −Γ = Γn0 lo que contradice el hecho de quex 6∈⋃∞

n=1Γn. Por
otro lado, como cadaΓn es un conjunto cerrado nunca-denso deR, resulta queR\Γn es un abierto denso de
R por lo que, una nueva aplicación del Teorema de Categoría de Baire, nos garantiza que

G := R\
∞⋃

n=1

Γn =
∞⋂

n=1

(
R\Γn

)
,

es unGδ-denso enR. Finalmente, comoG⊆
{

x∈ R : x+Γ ⊆R\Q} resulta que
{

x∈R : x+Γ ⊆R\Q}
es residual enR. �

En general, el resultado de Scheeffer es válido, no sólo parael conjunto de CantorΓ, sino para cualquier
conjunto perfecto y nunca-denso deR. Un poco más tarde, F. Bagemihl [27] debilita la hipótesis del resultado
anterior demostrando que:

Teorema 1.10.2 (Bagemihl).. Si F ⊆ R es de primera categoría y N es un subconjunto deR a lo más
numerable, entonces existe un conjunto residual G⊆ R tal que

(
x+N

)
∩F =∅ para todo x∈ G.

Prueba.Suponga queN = {x1,x2, . . .} y, para cadan∈N, definaGn =
{

x∈R : xn +x 6∈ F
}

. Observe que,
por el Teorema 1.6.3,R\F es residual ya queF es de primera categoría y, así,

Gn = −xn +
(
R\F

)

también es un conjunto residual enR. Si ahora definimosG =
⋂∞

n=1 Gn, entoncesG es residual enR y, para
todox∈ G, se cumple que

(
x+N

)
∩F =∅. �

Otros conjuntos tipo Cantor que constan sólo de números irracionales fueron obtenidos por Boes, Darst
y Erdös en [57] al demostrar que

Teorema de Boes-Darst-Erdös. Existe un conjunto residual G⊆ [0,1] tal que, para cadaα ∈ G, el
conjunto(0,1)∩Γα consta sólo de números irracionales.

En el resultado anterior, para cadaα ∈ (0,1], Γα es el conjunto tipo-Cantor que se construye sobre[0,1]
del modo siguiente: remueva del centro de[0,1] un intervalo abierto de longitudα/3. De los dos intervalos
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cerrados que quedaron remueva del centro de cada uno de ellosun intervalo abierto de longitudα/32. Ahora
quedan 22 subintervalos cerrados y se repite la operación anterior removiendo del centro de cada uno de
ellos un intervalo abierto de longitudα/33, reteniéndose los 23 intervalos cerrados restantes. Continuando
indefinidamente con este procedimiento se construye, con los intervalos cerrados que se retienen en cada
etapa del mismo, el conjunto tipo-CantorΓα, es decir,Γα =

⋂∞
n=1Γn, donde cadaΓn es la reunión de los

2n intervalos cerrados retenidos en cada paso. PongamosΓ0 = [0,1] y observe queΓ := Γ1 es nuestro usual
conjunto ternario de Cantor.

1.11. Espacios completamente metrizables y̌Cech-completos

La familia Ba, formada por todos los espacios de Baire, constituye, sin duda alguna, una clase muy
interesante de espacios topológicos con amplias e importantes aplicaciones en Análisis Real, Análisis Fun-
cional, Topología y muchas otras ramas de las matemáticas. Sin embargo, una de las grandes deficiencias
que se le atribuye a los espacios de Baire es su incapacidad para preservarse por productos, ni aun por pro-
ductos finitos. En efecto, Oxtoby [347] fue el primero en construir un espacio de Baire cuyo cuadrado no es
un espacio de Baire. Similarmente, un subespacio (cerrado ono) de un espacio de Baire no necesita ser un
espacio de Baire. Estas carencias obliga a intentar la búsqueda de ciertas subclases deBa que se preserven
tanto por productos así como por subespacios cerrados. En esta sección mostraremos algunas subclases de
Ba que poseen propiedades especiales que no son compartidas, en general, por los miembros deBa. Por
ejemplo, la colección de los espacios métricos completos forman una subclase deBa que, además de ser
numerablemente productiva (el producto de cualquier familia numerable de espacios métricos completos es
completo), sus subespacios cerrados heredan la completitud de la métrica. Propiedades un tanto similares la
tiene la subfamilia deBa formada por los espacios localmente compactos.

Como hemos mencionado anteriormente, existen otras variantes del Teorema de Categoría de Baire que
se obtienen modificando el concepto de completitud. Algunasde esas variantes son la completitud deČech,
la completitud numerable děCech, la completitud de Oxtoby, etc. Tales categorías de espacios fueron inven-
tadas a partir de 1950 con el propósito de preservar el producto de espacios de Baire. El estudio de algunos de
estos tipos de espacios serán analizados en esta sección, evitando penetrar en sus propiedades más relevantes
por lo que sólo se abordan ciertos resultados que nos son de utilidad en esta notas. Fundamentalmente se
demuestra que cada uno de esos espacios forman parte del exclusivo clan de los espacios de Baire.

1.11.1. ‖ ◮ Espacios completamente metrizables

Recordemos que un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) se llamacompletamente metrizablesi existe
una métrica completad sobreX tal que la topologíaτd, generada pord, coincide conτ. En este caso también
se dice que la topología generada pord escompatiblecon τ. El hecho de que(X,τ) sea completamente
metrizable es equivalente a la existencia de un espacio métrico completo(Y,ρ) y un homeomorfismo de
(X,τ) sobre(Y,ρ).

Fijemos ahora un espacio métrico completo(X,d). Sabemos que los únicos subespacios completos de
X son los subespacios cerrados. Sin embargo, si nos preguntáramos por los subespacios deX que soncom-
pletamente metrizables, entonces la respuesta sería muy diferente; por ejemplo, elconjunto de los números
irracionales no es un subespacio cerrado deR y, por consiguiente, no puede ser completo, sin embargo, es
un subespacio completamente metrizable como se puede ver usando el Teorema de Alexandroff-Hausdorff,
Teorema 1.11.3, demostrado un poco más abajo. Lo mismo es cierto para cualquier conjunto abierto no vacío
que resida en un espacio métrico completo. De inmediato veremos que la familia de los espacios topológicos
completamente metrizables es una subclase deBa.
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Teorema 1.11.1.Si (X,τ) es un espacio topológico completamente metrizable, entonces X es un espacio de
Baire.

Prueba.Este resultado es inmediato si se tiene en cuenta que todo espacio métrico completo es un espacio
de Baire y que los espacio de Baire se preservan bajo homeomorfismos. He aquí otra prueba menos directa.
Seaρ una métrica con respecto a la cualX es completo. Vamos a demostrar que siA es un subconjunto de
primera categoría deX, entoncesXrA es denso enX e invocar el Teorema 1.6.3, para concluir queX es un
espacio de Baire.

Supongamos entonces queA es un subconjunto de primera categoría deX y seaU un subconjunto
abierto no vacío deX. Escojamos una sucesión de subconjuntos cerrados nunca-densos(Fn)

∞
n=1 enX tal que

A =
⋃∞

n=1Fn y notemos que para cadan ∈ N, el conjuntoUn−1rFn 6= ∅, dondeUn es cualquier conjunto
ρ-abierto enX. PongamosU0 :=U y seleccionemos cualquier sucesión encajada(Un)

∞
n=0 de bolasρ-abiertas

enX con centro enxn ∈Un−1rFn y de radio< 1/2n tal que

Un ⊆ Un−1rFn n = 1,2, . . .

Afirmamos que la sucesión(xn)
∞
n=1 esρ-Cauchy. En efecto, para todoi, j ≥ n

ρ(xi ,x j) ≤ ρ(xi ,xn) + ρ(xn,x j) <
2
2n =

1
2n−1 .

Puesto que(X,ρ) es un espacio métrico completo, existe unz0 ∈ X tal queρ(xn,z0)→ 0. Por otro lado, como
xi ∈Un para todoi ≥ n, se sigue

z0 ∈
∞⋂

n=1

Un ⊆ U0rA = U rA.

Esto prueba queU ∩(XrA) 6=∅ y, por lo tanto,XrA es denso enX. Un llamado al Teorema 1.6.3 concluye
la prueba. �

Los conjuntos abiertos, viviendo en un espacio métrico completo, que no son al mismo tiempo cerrados,
nunca son completoscon la métrica heredada, sin embargo, ellos son completamente metrizables.

Teorema 1.11.2.Sea(X,d) un espacio métrico completo. Si U es un subconjunto abierto no vacío de X,
entonces U es completamente metrizable.

Prueba.Definamos la métricaρ sobreU por

ρ(x,y) = d(x,y)+

∣∣∣∣
1

d(x,XrU)
− 1

d(y,XrU)

∣∣∣∣

para cadax,y ∈ U . Es realmente un ejercicio sencillo establecer queρ es una métrica y que la condición
d(xn,xm) → 0 si, sólo si,ρ(xn,xm) → 0 para todoxn,xm ∈ U es equivalente a que la aplicación identidad
Id : (U,ρ) → (U,d) es un homeomorfismo. Puesto que para todox,y ∈U se cumple qued(x,y) ≤ ρ(x,y),
se sigue de lo anterior que cualquier sucesiónρ-Cauchy(xn)

∞
n=1 enU será automáticamented-Cauchy en

U y, así, por lad-completitud deX tendrá und-límite, digamosx0 ∈ X. Notemos ahora quex0 no puede
estar enXrU . En efecto, si ese fuera el caso tendríamos que ĺımn→d(xn,XrU) = 0 y, en consecuencia,
ĺımn→∞ ρ(xn,xm) = ∞ para cadam∈ N, lo cual implicaría que(xn)

∞
n=1 no esρ-Cauchy. Esta contradicción

obliga a quex0 quede fuera deX rU , es decir,x0 ∈ U . Finalmente, la continuidad de las aplicaciones
d(x,XrU) y λ → 1/λ nos garantizan que ĺımn→∞ ρ(xn,x0) = 0 y, por lo tanto,(U,ρ) es completo. �
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Un resultado mucho más general que el anterior y una de las tantas razones que justifican el por qué los
conjuntosGδ son importantes lo constituye el siguiente resultado de Alexandroff y Hausdorff. La implicación
(1) ⇒ (2) fue demostrada por P. Alexandroff para el caso de un espacio métrico completo separable y
generalizada a espacios metrizables arbitrarios por F. Hausdorff (véase, por ejemplo, [155], p. 345). Es
interesante observar que J. Dugundji le atribuye a S. Mazurkievicz la autoría de ese resultado (véase, [141],
Theorem 8.3, p.308).

Teorema 1.11.3 (Alexandroff-Hausdorff). Sean(X,d) un espacio métrico completo y G un subconjunto
no vacío de X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) G es un Gδ en X.

(2) G es completamente metrizable.

Prueba. (1)⇒ (2). Supongamos queG es un subconjuntoGδ deX. Entonces existe una sucesión de subcon-
juntos abiertos no vacíos(Uk)

∞
k=1 deX tal queG =

⋂∞
n=1Un. Sin perder generalidad, podemos suponer que

U1 ⊇U2 ⊇ ·· · . Por el Teorema 1.11.2, para cadan∈N, existe una métrica completadn sobreUn compatible
con la topología relativa deUn. Definamos ahoraρ : G×G→ R por

ρ(x,y) =
∞

∑
n=1

1
2n mı́n{1,dn(x,y)}

para todox,y∈ G. Es rutina verificar que, en realidad,ρ es una métrica sobreG y que la aplicación identidad
id : (G,d) → (G,ρ) es un homeomorfismo. Si(x j)

∞
j=1 es una sucesiónρ-Cauchy enG, entonces ella esdn-

Cauchy enUn para cadan∈ N y así, por completitud, posee und-límite enG =
⋂∞

n=1Un. Por supuesto, ese
d-límite es elρ-límite de la sucesión(xn)

∞
n=1 y, en consecuencia,(G,ρ) es completo.

(2) ⇒ (1). Supongamos queG es completamente metrizable. EntoncesG es homeomorfo a un espacio
métrico completo(Y,ρ). Seaf un homeomorfismo deG sobreY. Por la continuidad def , para cadax∈ G y
cadan∈ N, existe un número positivoδ(x,n) tal que

ρ
(

f (x), f (x′)
)

<
1
n

siempre que d(x,x′) < δ(x,n) y x′ ∈ G. (1.11.1)

Podemos suponer, sin perder generalidad, queδ(x,n) < 1/n. Fijemosn∈N y definamos el conjunto

Gn =
⋃

x∈G

U(x, rn(x)), (1.11.2)

dondern(x) = δ(x,n)/2. Como cadaGn es abierto enG, entonces todo lo que tenemos que probar es que
G=

⋂∞
n=1 Gn. En primer lugar es claro queG⊆⋂∞

n=1 Gn. Seaz∈⋂∞
n=1 Gn. Entonces, por (1.11.2), para cada

n∈ N, existe unxn ∈ G tal qued(z,xn) < rn(xn) = δ(x,n)/2. Puesto queδ(x,n) < 1/n se sigue quexn → z.
También, para cualesquieram,n∈N conm> n, tenemos que

d(xn,xm) ≤ d(z,xn) + d(z,xm) <
δ(xn,n)

2
+

δ(xm,m)

2
≤ δ(xn,n) + δ(xm,m). (1.11.3)

Podemos distinguir dos casos:(1 )̊ Si δ(xn,n) ≤ δ(xm,m), se sigue de (1.11.1) qued(xn,xm) < δ(xm,m) y
por consiguiente,

ρ
(

f (xm), f (xn)
)

<
1
m

. (1.11.4)
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(2 )̊ Si δ(xm,m) ≤ δ(xn,n), se sigue de (1.11.3) qued(xn,xm) < δ(xn,n) y gracias a (1.11.1) se concluye que

ρ
(

f (xn), f (xm)
)

<
1
n
. (1.11.5)

Observe que (1.11.4) y (1.11.5) implican, en ambos casos, que ρ
(

f (xn,xm)
)

< 1/n para todom> n y, enton-
ces, la sucesión(yn)

∞
n=1 definida poryn = f (xn) para todon∈N es de Cauchy en el espacio métrico completo

(Y,ρ). Así, existe uny∈Y tal queρ(yn,y) → 0. Pongamosx = f−1(y). Entoncesx∈ G y por la continuidad
de f−1 resulta qued(xn,x) → 0, pero como tambiénd(xn,z) → 0 concluimos quez= x. Por estoz∈ G, con
lo cual hemos demostrado queG =

⋂∞
n=1Gn. Esto prueba queG es unGδ enX. �

Corolario 1.11.1. El conjunto de los números irracionales,I = RrQ, con la métrica heredada deR, es
completamente metrizable. En particular,Q no es completamente metrizable.

Prueba.Sabemos queI no es un espacio métrico completo, sin embargo, como dicho conjunto es unGδ, el
Teorema 1.11.3 nos dice queI es completamente metrizable. �

El Teorema 1.11.2 o, en su defecto, el Teorema de Alexandroff-Hausdorff, combinado con el Lema 1.4.2
permite demostrar el siguiente corolario.

Corolario 1.11.2. Sea(X,τ) un espacio metrizable localmente compacto. Entonces X es completamente
metrizable.

Prueba.Sead una métrica compatible conτ y suponga que(X̂, d̂) es la completación deX. ComoX es
denso en̂X, se sigue del Lema 1.4.2 queX es un subconjunto abierto dêX. El Teorema 1.11.2 completa la
prueba. Otra manera es ver esto es observar que comoX es abierto en̂X, entoncesX es unGδ enX̂. Se sigue
ahora del Teorema de Alexandroff-Hausdorff queX es completamente metrizable. �

1.11.2. ‖ ◮ EspaciosČech-completos

Existen familias interesantes de espacios topológicos de Hausdorff que incluyen a todos los espacios que
son localmente compactos así como a todos los espacios métricos completos y donde, además, cada miembro
de la familia es un espacio de Baire. Por ejemplo, la familia formada por todos los espacios numerablemente
Čech-completos es una de ellas. Antes de describir tales espacios será conveniente recordar la definición de
algunas nociones de espacios topológicos que usaremos en estas notas.

Definición 1.11.1. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff.

(a) X se llamaregular si para cada x∈ X y cada subconjunto cerrado F de X con x6∈ F, existen conjuntos
abiertos disjuntos U y V tales que x∈U y F ⊆V.

(b) X se llamanormal si para cada par F y G de conjuntos cerrados y disjuntos de X, existen conjuntos
abiertos disjuntos U y V tales que F⊆U y G⊆V.

(c) X se llamacompletamente regularsi para cada x∈ X y cada subconjunto cerrado F de X con x6∈ F,
existe una función continua f: X → [0,1] tal que f(x) = 1 y f(F) = 0.

Recordemos que todo espacio métrico, así como todo espacio de Hausdorff compacto, son normales.
Similarmente, todo espacio localmente compacto es completamente regular.

Uno de los resultados interesante en análisis es el irrenunciable y hermoso Lema de Urysohn el cual
garantiza la existencia de ciertas funciones continuas a valores reales definidas sobre un espacio normal. A
través de él se pueden probar otros resultados importantes como son: el Teorema de Metrización de Urysohn,
el Teorema de Extensión de Tietze y muchos otros (véase, por ejemplo, [141]).
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Teorema 1.11.4 (Lema de Urysohn).Sea(X,τ) un espacio normal y sean F y K subconjuntos cerrados y
disjuntos de X. Entonces existe una función continua f: X → [0,1] tal que f(F) = {1} y f(K) = {0}.

Es claro, por el Lema de Urysohn, que todo espacio normal es completamente regular y que todo espa-
cio completamente regular es regular. Una de las ventajas que poseen los espacios completamente regulares
es que ellos tienen un buen comportamiento con respecto a subespacios y productos, es decir,cualquier
subespacio de un espacio completamente regular es completamente regular y cualquier producto de espa-
cios completamente regulares es completamente regular. Otra buena propiedad encontrada en los espacios
regulares es la siguiente:

Teorema 1.11.5.(X,τ) es un espacio regular si, y sólo si, para todo x∈ X y cualquier entorno abierto U de
x, existe un entorno abierto V de x tal que x∈V ⊆V ⊆U.

Prueba.En efecto, seax ∈ X y seaU un entorno abierto dex. DefinamosF = XrU . EntoncesF es un
conjunto cerrado deX que no contiene ax. ComoX es regular, existen conjuntos abiertos disjuntosV y W
que contienen ax y a F respectivamente. Observemos ahora queV es disjunto deF, ya que siy ∈ F ∩V,
el conjuntoW sería un entorno dey intersectando aV. Esta contradicción establece quex∈V ⊆V ⊆U . El
recíproco se deja como ejercicio al lector. �

Definición 1.11.2. Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) se llamacuasi-regularsi para cada conjunto
abierto no vacío U de X, existe un conjunto abierto no vacío V de X tal queV ⊆U.

Por lo probado anteriormente tenemos que:todo espacio regular es cuasi-regular. En particular,todos
los espacios métricos, así como todos los espacios localmente compactos, son cuasi-regulares.

Teorema 1.11.6.Si (X,τ) es un espacio de Hausdorff cuasi-regular y si G es un subconjunto denso de X,
entonces G también es cuasi-regular.

Prueba.Miremos aG como un subespacio topológico deX con su topología inducidaτG y seaU cualquier
subconjunto abierto no vacío deG. Entonces existe un conjunto abierto no vacíoW deX tal queU = W∩G.
ComoX es cuasi-regular, existe un abierto no vacíoV deX tal queV

τ ⊆W. Notemos queV∩G es un abierto
no vacío deG y que

V ∩G
τG ⊆

(
V

τ
)
∩ G ⊆ W∩X = U.

Esto termina la prueba. �

Definición 1.11.3. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Unacompactificaciónde X es un par
(αX,α) dondeαX es un espacio de Hausdorff compacto yα es un homeomorfismo de X sobre un subespacio
denso deαX.

En la práctica siempre identificaremos aX con su imagenα(X) ⊆ αX y diremos simplemente queαX
es una compactificación deX. Al conjuntoαXrX se le llama elrestodeαX. Puesto que cualquier subes-
pacio de un espacio de Hausdorff compacto es completamente regular, resulta que los únicos espacios que
pueden ser compactificados son los completamente regulares. El teorema clásico fundamental que garan-
tiza la existencia de compactificaciones para espacios completamente regulares es el siguiente (véase, por
ejemplo, [141]).

Teorema 1.11.7 (Stone-̌Cech). Sea(X,τ) un espacio completamente regular. Entonces existe una compac-
tificaciónβX de X con la siguiente propiedad: toda función continua y acotada f : X →R se puede extender
a una única función continua y acotadâf : βX → R.
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La compactificación obtenida en el teorema anterior, que será denotada siempre porβX, se le llama la
compactificación de Stone-̌Cech. Tal compactificación posee algunas propiedades especiales:

(1) La compactificación de Stone-Čech esúnicaen el sentido de que cualquier otra compactificación satis-
faciendo la propiedad dada en el Teorema de Stone-Čech es homeomorfa aβX.

(2) βX es la compactificación “más larga” de X en el sentido de que cualquier otra compactificación deX,
digamosαX, existe una aplicación continuaf : βX → αX tal que f (x) = x para todox∈ X.

Entre los espacios completamente regulares, los localmente compactos se caracterizan por el siguiente
resultado.

Teorema 1.11.8 (Alexandroff). Cualquier espacio de Hausdorff(X,τ) localmente compacto (no compacto)
admite una compactificaciónαX tal queαXrX consta de un único punto.

Prueba. (Bosquejo). Seax∞ un objeto que está fuera deX y definaαX = X ∪ {x∞}. Considere ahora la
familia τω definida del modo siguiente:

τ∞ = τ ∪
{
(X \K)∪{x∞} : K ⊆ X es compacto

}
.

No es difícil, aunque bastante tedioso, verificar queτω es una topología paraαX (los detalles se pueden ver,
por ejemplo, en Munkres [324]) que además es Hausdorff. Veamos que(αX,τ∞) es compacto. En efecto,
seaU =

{
Ui : i ∈ I

}
un cubrimiento abierto deαX. Puesto quex∞ ∈ αX, debe existir algúnUi0 que contenga

a x∞ y, en consecuencia,Ui0 debe ser de la formaUi0 = (X \K0)∪ {x∞} para algún compactoK0 ⊆ X.
Construyamos la familiaV =

{
Vi : i ∈ I

}
declarando que

Vi = Ui, si Ui ∈ τ,
Vi = X \K, si Ui = (X \K)∪{x∞},

para algún compactoK ⊆ X. Observe que como cadaK es compacto, entonces él es cerrado enX (véase el
Teorema 1.4.4) y, en consecuencia,X \K es abierto enX. Esto nos dice que cadaVi es abierto enX. Más
aun, la familia

{
Vi : i ∈ I \ {i0}

}
es un cubrimiento abierto del compactoK0 del que se puede extraer su

subcubrimiento finito, digamos
{
V1, . . . ,Vn

}
. Es claro que

{
U0,U1, . . . ,Un

}
es un subcubrimiento finito de

αX.
Resta por ver queX es τ∞-denso enαX. En efecto, comoX no es compacto, cualquier subconjunto

compacto no vacíoK de X cumple queX \K es un abierto no vacío y, entonces, para cualquier abierto
U = (X \K)∪{x∞} conteniendo ax∞, se tiene queU ∩X 6=∅. Esto muestra quex∞ ∈ X

τ∞ = αX. �

La compactificación obtenida en el teorema anterior se le llama lacompactificación de Alexandroffo
compactificación por un puntoy será denotada siempre porαX. Nótese quex∞ es el único punto enαXrX
para el cualαX \X = {x∞}.

SeaU un cubrimiento abierto de un espacio topológico de Hausdorff (X,τ). Un subconjuntoF deX se
dice que esU-pequeñosi F está contenido en algún miembro deU. En general, una familiaF de subconjun-
tos deX se dice que esU-pequeñasi existenF ∈ F y U ∈ U tal queF ⊆U .

Definición 1.11.4. Un espacio completamente regular(X,τ) se llamanumerablementeČech-completosi
existe una colección numerable(Un)

∞
n=1 de cubrimientos abiertos de X satisfaciendo la siguiente propiedad:

para cualquier familia numerable y decrecienteF = (Fk)
∞
k=1 de subconjuntos cerrados de X que esUn-

pequeña para cada n∈ N, se cumple que
∞⋂

k=1

Fk 6=∅.
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Es un ejercicio sencillo establecer, por ejemplo, quetodo espacio métrico completo(X,d) es numerable-
menteČech-completo. En efecto, para cadan∈N, considere el cubrimiento abiertoUn = {U(x,1/n) : x∈X}
formado por todas las bolas abiertas de radio 1/n y observar que si(Fk)

∞
k=1 es una familia numerable y decre-

ciente de subconjuntos cerrados deX tal que(Fk)
∞
k=1 esUn-pequeña para cadan∈ N, entonces el Teorema

de Encaje de Cantor nos garantiza que
⋂∞

k=1Fk 6= ∅. Similarmente,todo espacio localmente compacto es
numerablementěCech-completo. Para demostrar esa afirmación es suficiente elegir, para cada n∈ N, el cu-
brimiento abiertoUn formado por todos los conjuntos abiertos que son relativamente compactos en dicho
espacio y proceder como en el ejemplo anterior. Lo que nos interesa aquí es demostrar que los espacios
numerablementěCech-completos también son espacios de Baire.

Teorema 1.11.9 (Teorema de Categoría de Baire para espaciosČech-completos).Si (X,τ) es un espa-
cio topológico de Hausdorff que es numerablementeČech-completo, entonces X es un espacio de Baire.

Prueba.Suponga queX es un espacio numerablementeČech-completo. Sea(Gn)
∞
n=1 una sucesión de sub-

conjuntos abiertos densos enX y consideremosG =
⋂∞

n=1 Gn. Probemos queG es denso enX; es decir,
G∩V 6=∅ para cualquier subconjunto abierto no vacíoV deX.

Sean entoncesV subconjunto abierto no vacío deX y (Un)
∞
n=1 una colección numerable de cubrimientos

abiertos deX con las propiedades establecidas en la definición de numerablementeČech-completo. Ahora se
procede como en la demostración del Teorema de Categoría de Baire para espacios métricos completos con
una pequeña variación: hacer uso del hecho de queX es cuasi-regular. En efecto, comoU1 es un cubrimiento
abierto deX, podemos encontrar unU1 ∈ U1 tal queV ∩U1 6=∅. Por serG1 denso enX y el conjuntoV ∩U1

abierto, se sigue que
(
V∩U1

)
∩G1 6=∅ y ahora, por la cuasi regularidad deX, podemos encontrar un abierto

V1 deX tal queV1 ⊆V ∩U1∩G1. De esto se sigue que

V1 ⊆V ∩G1 y V1 ⊆U1 para algún U1 ∈ U1.

Repitamos el proceso anterior al conjunto abierto no vacíoV1∩G2 pero trabajando ahora conU2, es decir,
teniendo en cuenta queU2 es un cubrimiento abierto deX se obtiene, usando de nuevo el hecho de queX es
cuasi-regular, un conjunto abiertoV2 deX tal que

V2 ⊆V1∩G2 y V2 ⊆U2 para algún U2 ∈ U2.

Continuando indefinidamente con este proceso se obtienen una sucesión(Vn)
∞
n=1 de subconjuntos abiertos

deX y una sucesión(Un)
∞
n=1 de subconjuntos deX que cumplen

V ⊇V1 ⊇V2 ⊇ ·· · , Vn ⊆ Gn y Vn ⊆Un para algún Un ∈ Un.

TomandoF = {Vn : n∈ N}, vemos que dicha colección es una sucesión decreciente de conjuntos cerrados
donde cadaVn esUn-pequeña,n = 1,2, . . .. ComoX es numerablementěCech-completo, resulta que

∞⋂

n=1

Vn 6=∅,

de donde se deduce queG∩V 6=∅. �

Una noción más restrictiva que la de espacio numerablementeČech-completo es la siguiente:

Definición 1.11.5. Sea(X,τ) un espacio completamente regular. Diremos que X esČech-completosi existe
una colección numerable(Un)

∞
n=1 de cubrimientos abiertos de X con la propiedad de que cualquier familia

F de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de intersección finita yUn-pequeña para cada n∈ N, se
cumple que

⋂
F∈FF 6=∅.
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Es claro que todo espaciǒCech-completo es numerablementeČech-completo y, por consiguiente, es un
espacio de Baire. Igualmente, todo subespacio cerrado de unespacioČech-completo sigue siendǒCech-
completo. En algunos casos es conveniente disponer de la siguiente condición equivalente para los espacios
Čech-completos (véase, por ejemplo, [155], p. 251-252).

Teorema 1.11.10.Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff completamente regular. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) X esČech-completo.

(2) X es un Gδ enβX.

(3) X es un Gδ en cualquier compactificaciónαX de X.

Si, además, X es un espacio métrico, las condiciones precedentes son equivalentes a

(4) X es completamente metrizable.

Prueba. (1) ⇒ (2). Supongamos queX esČech-completo y sea(Un)
∞
n=1 una colección numerable de cubri-

mientos abiertos deX tal que para cualquier familiaF de subconjuntos cerrados deX con la propiedad de
intersección finita yUn-pequeña para cadan∈N, se cumple que

⋂
F∈FF 6=∅.

Para cadan∈N, pongamosUn = {Us,n}s∈Sn, dondeSn es un conjunto de índices con la misma cardinali-
dad que la deUn. Puesto queX ⊆ βX, existen conjuntos abiertosVs,n enβX tal queUs,n = X∩Vs,n para cada
s∈ Sn y n = 1,2, . . . Claramente

X ⊆
∞⋂

n=1

⋃

s∈Sn

Vs,n.

Para demostrar queX es unGδ enβX es suficiente demostrar la otra inclusión.
Tomemos un puntox∈ ⋂∞

n=1
⋃

s∈Sn
Vs,n y seaB(x) la familia de todos los entornos abiertos dex enβX.

Entonces la familiaF = {X∩V :V ∈B(x)}, dondeV denota la clausura deV enβX, consiste de subconjuntos
cerrados del espacioX con la propiedad de intersección finita. Por otro lado, para cadan∈N, existe uns∈Sn

tal quex∈Vs,n y se sigue de la regularidad deβX ( βX es un espacio de Hausdorff compacto) que existe un
V ∈ B(x) tal queV ⊆Vs,n, por lo queX∩V ⊆ X∩Vs,n = Us,n. Esto prueba que la familiaF esUn-pequeña.
Por esto,

X ∩
⋂

V∈B(x)

V 6=∅,

y comoβX es un espacio de Hausdorff, ⋂

V∈B(x)

V = {x},

de donde resulta quex∈ X. Esto prueba queX es unGδ enβX.

(1) ⇒ (3) es idéntica a la implicación anterior cambiando sóloβX por αX.

(2) ⇒ (1). Supongamos queX es unGδ enβX y sea(Gn)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos deβX

tal queX =
⋂∞

n=1Gn. Por la regularidad deβX podemos escoger, para cualquierx∈ X y cualquiern∈N, un
conjunto abierto no vacíoVx,n ⊆ βX tal quex∈Vx,n ⊆Vx,n ⊆ Gn. Sea

Un =
{

X∩Vx,n : x∈ X
}
, n = 1,2, . . .

Es claro que la familia(Un)
∞
n=1 es una colección numerable de cubrimientos abiertos deX. Considere ahora

F = {Fs : s∈ S} una familia de subconjuntos cerrados deX con la propiedad de intersección finita yUn-
pequeña para cadan ∈ N. ComoβX es compacto y la familiaF = {Fs : s∈ S} (clausura tomada enβX)
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consiste de subconjuntos cerrados enβX con la propiedad de intersección finita, resulta que
⋂

s∈SFs 6= ∅.
Seax∈ ⋂s∈SFs. Para ver quex∈ ⋂s∈SFs será suficiente demostrar quex∈ X. Veamos esto último. Puesto
que para todon∈ N, F esUn-pequeña, escojamos, para cadan∈ N, un sn ∈ S tal queFsn ⊆Un para algún
Un ∈ Un y, además, unxn ∈ X para el cual se cumpla queUn = X∩Vxn,n. Entonces

Fsn ⊆ X ∩ Vxn,n.

Como
x ∈ Fsn ⊆ X∩Vxn,n ⊆ Vxn,n ⊆ Gn

para todon∈N, tenemos que

x ∈
∞⋂

n=1

Gn = X.

La prueba de(3) ⇒ (1) también vale, como en la implicación(2) ⇒ (1), paraαX en lugar deβX.
Hemos demostrado hasta ahora que:(1) ⇔ (2) y (1) ⇔ (3), de donde se sigue que(2) ⇔ (3). Veamos

ahora que(1) ⇔ (4), si X es un espacio métrico.

(1) ⇒ (4). SeaX un espacio métrico que esČech-completo y suponga que(X̂, d̂) es una completación de
X. La prueba de la implicación(1) ⇒ (2) sigue siendo válida si reemplazamosβX por X̂, por lo queX
resulta ser unGδ en X̂. Se sigue ahora del Teorema de Alexandroff-Hausdorff, Teorema 1.11.3, queX es
completamente metrizable.

(4) ⇒ (1). Suponga queX es completamente metrizable y seaρ una métrica completa sobreX que genera
su topología. Para demostrar queX esČech-completo, considere, para cadan ∈ N, el cubrimiento abierto
Un deX formado por todas las bolas abiertas deρ-radio < 1/n y seaF cualquier familia de subconjuntos
ρ-cerrados deX con la propiedad de intersección finita yUn-pequeña para cadan∈N. Entonces existeFn ∈F

tales queρ−diam(Fn) < 2/n, (n = 1,2, . . .). Escojamosxn ∈ Fn. Afirmamos que la sucesión(xn)
∞
n=1 es de

Cauchy en(X,ρ). La propiedad de intersección finita deF garantiza queFn∩Fm 6= ∅ para cadan,m∈ N.
Fijemos unz∈ Fn∩Fm. Se sigue entonces que

ρ(xn,xm) ≤ ρ(xn,z) + ρ(z,xm) <
2
n

+
2
m

el cual puede hacerse tan pequeño como se quiera sin y m se eligen lo suficientemente grande. Esto prueba
que la sucesión(xn)

∞
n=1 es de Cauchy en el espacio métrico completo(X,ρ) y, en consecuencia, existex∈ X

tal que ĺımn→∞ ρ(xn,x) = 0. Observe, en particular, que para todon∈N,

ρ(x,xn) = ĺım
m→∞

ρ(xn,xm) ≤ 2
n
.

Queda por demostrar quex∈ ⋂F∈FF. FijemosF ∈ F. Para cualquiern∈ N y cualquiery∈ F ∩Fn (el cual
es no vacío ya queF posee la PIF), se tiene que

ρ(x,y) ≤ ρ(x,xn) + ρ(xn,y) ≤ 2
n

+
2
n

=
4
n
,

de donde se concluye queρ(x,y) = 0, puesn∈ N es arbitrario. Por esto,ρ(x,F) = 0 lo cual es equivalente a
decir quex∈ F. �
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Los espaciošCech-completos poseen el especial encanto de ser numerablemente productivos, vale decir,
si (Xn)

∞
n=1 es una familia numerable de espaciosČech-completos, entonces∏∞

n=1Xn es un espaciǒCech-
completo ([155], Theorem 3.9.8, p. 255). La hipótesis sobrela numerabilidad de la familia(Xn)

∞
n=1 de es-

paciosČech-completos es esencial en el resultado anterior. En efecto, en 1961, Oxtoby demuestra que si
(Xα)α∈D es una familia de espaciosČech-completos, entonces∏α∈D Xα es un espacio de Baire que no es ne-
cesariamentěCech-completo. Por ejemplo, el espacio productoNℵ1 es, por el resultado anterior, un espacio
de Baire que no ešCech-completo (véase, [155], Exercise 3.9.C, p. 256). Lo extraordinario del resultado de
Oxtoby es que no hay restricción sobre la cardinalidad del conjunto de índicesD. En particular, si cadaXα
es localmente compacto o completamente metrizable, entonces∏α∈D Xα es un espacio de Baire.

1.11.3. ‖ ◮ Espacios Oxtoby-completos

La siguiente categoría de espacios topológicos originalmente creada por Frolík [165] bajo el nombre
de espacios casi-completosy llamadosespacios casǐCech-completospor Aarts y Lutzer en [1] también
pertenecen a la clase de los espacios de Baire con propiedades muy interesantes.

Definición 1.11.6. Un espacio completamente regular(X,τ) se llamacasi Čech-completosi existe un sub-
conjunto Gδ-denso G de X que ešCech-completo.

Más adelante veremos, Corolario 1.11.3, que todo espacio casi Čech-completo es un espacio de Baire.
En la búsqueda de espacios topológicos más generales que losespaciošCech-completos, J. M. Aarts y D. J.
Lutzer [2] se preguntan:

¿Existe una clase “natural” de espacios topológicos que contenga a los espacios completamente
metrizables y a los espacios localmente compactos pero que,además, cada uno de sus miembros
satisfaga la conclusión del Teorema de Categoría de Baire?

En [427], Aaron R. Todd usando la noción de espacio pseudo-completo introducida por Oxtoby en [347]
(a los que llamaremos espacio de Oxtoby), profundiza los resultados de Oxtoby y demuestra que esa clase
de espacios es una apropiada e interesante respuesta a la pregunta formulada por Aarts y Luster.

Definición 1.11.7. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Una colecciónB de subconjuntos abier-
tos no vacíos de X se llama unapseudo-basedeτ si para cualquier conjunto abierto no vacío U de X, existe
V ∈ B tal que V⊆U. El espacio X se llamaOxtoby-completosi X es cuasi-regular y posee una sucesión de
pseudo-bases(Bn)

∞
n=1 con la siguiente propiedad:

siempre que Vn ∈ Bn y Vn+1 ⊆ Vn para cada n∈ N, entonces
∞⋂

n=1

Vn 6= ∅.

Los espacios Oxtoby-completos son los comúnmente llamadosespacios pseudo-completosdefinidos
por Oxtoby en [347]. Esta noción difiere ligeramente de la definida en [212]. En la literatura sobre el tema,
a una pseudo-base también se le llamaπ-base. Cualquier espacio métrico completo es un espacio Oxtoby-
completo. En efecto, basta tomar la sucesión de pseudo-bases(Bn)

∞
n=1, donde cadaBn consiste de todas

las bolas abiertas de radio< 1/n. Similarmente,cada espacio localmente compacto es un espacio Oxtoby-
completo. En general, vale el siguiente resultado:

Teorema 1.11.11.Si (X,τ) es un espaciǒCech-completo, entonces X es un espacio Oxtoby-completo.

Prueba.SeaX un espaciǒCech-completo. Por el Teorema 1.11.10,X es unGδ enβX. Puesto queβX es un
espacio cuasi-regular, entoncesX, siendo denso enβX, también es cuasi-regular. Sea(Gn)

∞
n=1 una sucesión

de subconjuntos abiertos deβX tal queX =
⋂∞

n=1Gn. Para cadan∈ N, definamos

Bn =
{

H ∩X : H es abierto enβX y H ⊆ Gn
}
.
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Afirmamos que cadaBn es una pseudo-base deX. En efecto, seaU un subconjunto abierto no vacío deX.
SeaG un subconjunto abierto no vacío deβX tal queU = G∩X. EntoncesG∩Gn, es un abierto no vacío en
βX y comoβX es cuasi-regular, existe un abierto no vacíoH ⊆ βX tal queH ⊆ G∩Gn. Por estoH∩X ∈Bn

y H ∩X ⊆ G∩X = U . Esto prueba nuestra afirmación.
Supongamos ahora queUn ∈ Bn y queUn ⊇ Un+1∩X (= la clausura deUn+1 relativo aX), para cada

n ∈ N. Por definición,Un = Hn ∩X, dondeHn es un abierto no vacío deβX y Hn ⊆ Gn. Puesto que
Un ⊇Un+1, la sucesión decreciente de cerrados(Un)

∞
n=1 en el compactoβX cumple con

⋂∞
n=1Un 6= ∅. Por

otro lado, comoHn ⊆ Gn, entoncesUn ⊆ Gn y, en consecuencia,

∞⋂

n=1

Un ⊆
∞⋂

n=1

Gn = X.

Por esto,
∞⋂

n=1

Un ⊇
∞⋂

n=1

(
Un+1∩X

)
=
( ∞⋂

n=1

Un+1

)
∩X =

∞⋂

n=1

Un 6= ∅,

y, así,X es un espacio Oxtoby-completo. �

En la búsqueda de familias de espacios de Baire con propiedades agradables tenemos el siguiente re-
sultado demostrado por Oxtoby en [347]. Más adelante abordaremos otra demostración de dicho resultado
usando juegos topológicos (Teorema 2.2.77, página 339).

Teorema 1.11.12 (Oxtoby).Si (X,τ) es un espacio Oxtoby-completo, entonces X es un espacio de Baire.

Prueba.SeaX un espacio Oxtoby-completo y sea(Bn)
∞
n=1 una sucesión de pseudo-bases satisfaciendo la

condición impuesta por la definición. Sea ahora(Gn)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos densos de

X y pongamosG =
⋂∞

n=1Gn. Para demostrar queG es denso enX, tomemos un abierto no vacío arbitrario
U de X. HagamosU0 := U . ComoG1 es denso,U ∩G1 es un conjunto abierto no vacío y por serB1 una
pseudo-base podemos elegirV1 ∈ B1 tal queV1 ⊆ U ∩G1. Usemos ahora la cuasi-regularidad deX para
obtener un conjuntoU1 enB1 tal que

U1 ⊆V1 ⊆U ∩G1.

La densidad deG2 nos dice queU1∩G2 es un conjunto abierto no vacío y argumentando como antes, existe
un abierto no vacíoU2 ∈ B2 tal que

U2 ⊆U1∩G2.

Continuando de este modo se logra producir una sucesión(Un)
∞
n=1 de subconjuntos abiertos no vacíos tal

queUn ∈ Bn y
Un ⊆Un−1∩Gn

para todon ∈ N. Es claro queUn+1 ⊆ Un y, entonces, por hipótesis
⋂∞

n=1Un 6= ∅. De esto se sigue que
G∩U 6=∅ y termina la prueba. �

Los siguientes resultados nos serán de utilidad en lo que sigue.

Teorema 1.11.13.Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff cuasi-regular.

(1) Si X posee una pseudo-baseB tal que la clausura de cada uno de sus miembros es numerablemente
compacto, entonces cualquier subespacio Gδ-denso Y de X es Oxtoby-completo.

(2) Si Y es un subespacio denso Oxtoby-completo de X, entonces X es Oxtoby-completo.
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Prueba. (1). En primer lugar, por el Teorema 1.11.6,Y es cuasi-regular por ser un subespacio denso de un
espacio cuasi-regular. Sea(Gn)

∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos deX tal queY =

⋂∞
n=1Gn. Para

cadan∈ N, definamos
Bn =

{
H ∩Y : H ∈ B y H ⊆ Gn

}
.

EvidentementeBn es una clase de conjuntos relativamente abiertos no vacíos de Y. Cualquier conjunto
relativamente abierto no vacío deY es de la formaG∩Y, dondeG, y entoncesG∩Gn, es no vacío y abierto
enX. Puesto queX es cuasi-regular, existe un conjuntoH ∈ B tal queH ⊆ G∩Gn. Por esto,H ∩Y ∈ Bn y
H ∩Y ⊆ G∩Y. Esto prueba queBn es una pseudo-base enY para cadan∈N.

Supongamos ahora que para cadan∈ N, tenemos unUn ∈ Bn tal queUn ⊇Un+1∩Y (= la clausura de
Un+1 en la topología relativa deY). Por definición, existeHn ∈ B tal queUn = Hn∩Y y Hn ⊆ Gn. Puesto
queUn ⊇Un+1, resulta que(Un)

∞
n=1 es una sucesión decreciente de subconjuntos cerrados no vacíos todos

incluidos en el conjunto numerablemente compactoH1. Por consiguiente,
⋂∞

n=1Un 6= ∅. Ya queHn ⊆ Gn,
tenemos queUn ⊆ Gn, y de allí que

∞⋂

n=1

Un ⊆
∞⋂

n=1

Gn = Y.

Finalmente se obtiene que

∞⋂

n=1

Un ⊇
∞⋂

n=1

(
Un+1∩Y

)
=

( ∞⋂

n=1

Un+1

)
∩Y =

∞⋂

n=1

Un 6=∅

lo cual prueba queX es Oxtoby-completo.

(2). Para demostrar queX es Oxtoby-completo, sea(Bn)
∞
n=1 una sucesión de pseudo-bases deX tal que para

cadaUn ∈ Bn se cumpla queUn ⊇Un+1, n = 1,2, . . . Queremos demostrar que
⋂∞

n=1Un 6=∅. Notemos que,
por la densidad deY, cada abierto no vacíoU deX intersecta aY. Por esto, la familia(B′

n)
∞
n=1, donde cada

B′
n viene dada por

B′
n =

{
U ∩Y : U ∈ Bn

}

es una sucesión de pseudo-bases deY con la propiedad de que para cadaU ′
n ∈ B′

n, U ′
n ⊇U ′

n+1. ComoY es
Oxtoby-completo,

⋂∞
n=1U ′

n 6=∅ y, por lo tanto,

∞⋂

n=1

Un ⊇
( ∞⋂

n=1

Un

)
∩Y =

∞⋂

n=1

(
Un∩Y

)
=

∞⋂

n=1

U ′
n 6=∅.

La prueba es completa. �

Como una consecuencia del resultado anterior tenemos que laclase de los espacios Oxtoby-completos
contiene a la de los espacios casiČech-completos.

Corolario 1.11.3. Si (X,τ) es un espacio casǐCech-completo, entonces X es Oxtoby-completo. En particu-
lar, X es un espacio de Baire.

Prueba.Supongamos queX es un espacio casiČech-completo y seaY un subespacio densǒCech-completo
deX. Por el Teorema 1.11.11,Y es Oxtoby-completo y gracias al Teorema 1.11.13 resulta queX es Oxtoby-
completo. �

En [2], Aarts y Lutzer construyen un espacio Oxtoby-completo que no es casǐCech-completo demostran-
do, de este modo, que la noción de espacio Oxtoby-completo esmás general que la de ser casiČech-
completo.
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Comentario Adicional 1.11.4 Recordemos que es a R. Baire a quien se le atribuye la demostración del Teo-
rema de Categoría de Baire paraRn 1899. En 1914, F. Hausdorff extendió el resultado a los espacios
completamente metrizables. Veintitrés años después, E.Čech estableció que un espacio es completa-
mente metrizable si, y sólo si, es metrizable y unGδ en alguna de sus compactificaciones. Los espa-
cios que sonGδ en alguna de sus compactificaciones son conocidos como espacios Čech-completos
(Teorema 1.11.10); en tales espacios (losČech-completos) se satisface el Teorema de Categoría de
Baire (Teorema 1.11.9). Oxtoby extiende, en [347], algunosresultados válidos para espaciosČech-
completos creando los espacio Oxtoby-completos y demostrando que ellos también pertenecen a la
clase de los espacios de Baire. Además, cualquier espacioČech-completo está incluido en la clase de
los espacios Oxtoby-completos.

1.11.4. ‖ ◮ Espacios topológicos con un subespacio denso completamente metrizable

Los espacios topológicos de Hausdorff conteniendo un subespacio denso completamente metrizable
poseen propiedades tan interesantes como las estudiadas anteriormente en esta sección. Tales espacios son
de Baire (véase el Teorema 2.2.112, página 389) y cuando ellos son metrizables coinciden con los espacios
Oxtoby-completos.

SeaU = (Us)s∈S una familia de subconjuntos de un espacio topológicoX. U se llamalocalmente finita
si, para cualquier puntox∈ X, existe un entorno abiertoU dex tal que el conjunto{s∈ S: U ∩Us 6= ∅} es
finito. Si U =

⋃∞
n=1Un, donde cadaUn es una familia localmente finita, entonces se dice que la familia U

esσ-localmente finita. Recordemos que una familiaU se dice que es un cubrimiento deX si X =
⋃

s∈SUs.
Si todos losUs son abiertos (respectivamente, cerrados), entonces se dice queU es uncubrimiento abierto
(respectivamente,cerrado). Un cubrimientoU de X se llamaexhaustivo si cualquier conjunto no vacío
S⊆ X posee un subconjunto relativamente abierto de la formaU ∩SconU ∈ U. La familiaU es uncuasi-
cubrimiento abierto de X si cada elemento deU es abierto y su unión,

⋃
U∈UU , es denso enX. Observe

que cualquier pseudo-base deX es un cuasi-cubrimiento abierto deX.
SeanU y V dos colecciones de subconjuntos deX. Diremos queV es unrefinamiento deU si, para

cadaV ∈ V, existe unU ∈ U tal queV ⊆U . Si los elementos deV son conjuntos abiertos (respectivamen-
te, cerrados) deX llamamos aV un refinamiento abierto (respectivamente,refinamiento cerrado) deU.
Similarmente, diremos queV es unrefinamiento fuerte deU si V es un refinamiento deU y para cada ele-
mentoV ∈ V existe un elementoU ∈ U tal queV ⊆U . La colecciónV se dice que es unafamilia disjunta
si cualesquiera dos elementos deV tienen intersección vacía. Finalmente, decimos queV es unafamilia
σ-disjunta si V =

⋃∞
n=1Vn, donde cadaVn es una familia disjunta.

Comencemos por recordar el siguiente resultado (véase, porejemplo, [324], Lema 39.2, p. 280) cuya
prueba daremos sólo para entender la técnica para construirfamilias disjuntas con ciertas propiedades a
partir de una familia dada.

Teorema 1.11.14.Sea(X,d) un espacio métrico. SiU es un cubrimiento abierto de X, entonces existe un
cubrimiento abiertoV de X tal que:

(1) V es una familiaσ-disjunta,

(2) V refina aU, y

(3) V esσ-localmente finita.

Prueba.Sin perder generalidad, podemos suponer queU = (Us)s∈S, dondeSes un conjunto bien ordenado
(de índices) por la relación<. Fijemos ahora unn∈ N y para cadaUs ∈ U definamos

Sn(Us) =
{

x∈ X : U(x,1/n) ⊆Us
}
,
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dondeU(x, r) es la bola abierta enX con centrox y radio r. Usemos ahora el buen ordenamiento deSpara
definir el conjunto

Tn(Us) = Sn(Us)r
⋃

t<s

Ut .

Afirmamos que(Tn(Us))s∈S es una familia disjunta. En efecto, seanUs,Ut elementos distintos deU cons< t
y seanx∈ Tn(Us) y y∈ Tn(Ut). Dado quex∈ Tn(Us), entoncesx∈ Sn(Us) y, por lo tanto,U(x,1/n) ⊆Us.
Por otro lado, comos< t y y ∈ Tn(Ut) = Sn(Ut)r

⋃
r<t Ur , resulta quey 6∈ Us y así,y 6∈ U(x,1/n). Esto

prueba que

d(x,y) ≥ 1
n

para todox∈ Tn(Us) y todoy∈ Tn(Ut).

De lo anterior se sigue nuestra afirmación. Los conjuntosTn(Us) no son todavía los que realmente andamos
buscando; sin embargo, dilatando a cada uno de ellos ligeramente podemos lograr lo que queremos. Sea
entonces

En(Us) =
⋃

x∈Tn(Us)

U(x,1/3n).

Notemos que los conjuntos(En(Us))s∈S son abiertos, disjuntos dos a dos yEn(Us) ⊆Us para todos∈ S. Si
ahora definimos

Vn =
{

En(Us) : s∈ S
}

resulta que la familiaVn es disjunta y refina aU ya queEn(Us) ⊆ Us para todos∈ S. Para ver queVn es
localmente finita, seax∈ X. Entonces la bola abiertaU(x,1/6n) intersecta a lo sumo un elemento deVn.

Finalmente, definiendo

V =
∞⋃

n=1

Vn

tenemos que dicha familia esσ-disjunta, refina aU y es σ-localmente finita. Falta por verificar que ella
también cubre aX. En efecto, seax∈ X. Puesto queX =

⋃
s∈SUs, existe uns∈ S tal quex∈Us. Por serS

un conjunto bien ordenado, podemos elegir as como el primer elemento enSpara el cualx∈Us. ComoUs

es un conjunto abierto, podemos escoger unn∈ N tal que bola abiertaU(x,1/n) esté contenida enUs. Por
definición,x∈ Sn(Us) y comoses el primer elemento deStal quex∈Us, resulta quex∈ Tn(Us). Esto prueba
quex∈ En(Us) ∈ Vn ⊆ V. �

Ya hemos visto que en todo espacio métrico(X,d), cada subconjunto cerrado es unGδ. En espacios
topológicos no métricos el resultado anterior no es, en general, cierto. Sin embargo, si nuestro espacio topo-
lógicoX es regular con una baseσ-localmente finita, entonces dicho resultado se cumple puesto que, gracias
al Teorema de Metrización de Nagata-Smirnov,X resulta ser metrizable (véase, [324], Lema 40.3, p. 285).

Recordemos la siguiente definición.

Definición 1.11.8. SeaF una familia no vacía de subconjuntos de un espacio topológico de Hausdorff X:

(1) Diremos queF es unfiltro basesobre X si

(a) F 6=∅ para todo F∈ F, y

(b) si F1,F2 ∈ F, entonces existe F∈ F tal que F⊆ F1∩F2.

(2) F se dicecontroladopor una sucesión(Un)
∞
n=1 de subconjuntos de X si, para cada n∈N, existe F∈ F

tal que F⊆Un.
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Observemos que, por definición, todo filtro base sobreX tiene la propiedad de intersección finita y que
si F es un filtro base sobreX controlado por una sucesión(Un)

∞
n=1 de subconjuntos deX, entonces dicha

sucesión también posee la propiedad de intersección finita.

Definición 1.11.9. Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff completamente regular. Una sucesión (Un)
∞
n=1 de

subconjuntos de X se dicecompletasi, para cualquier filtro baseF sobre X controlado por(Un)
∞
n=1, se

cumple que ⋂

F∈F

F 6=∅.

Si en la definición anterior la familiaF se toma numerable, entonces se dice que la sucesión(Un)
∞
n=1

esnumerablemente completa. Una sucesión(Un)
∞
n=1 de familias de subconjuntos deX se dicecomple-

ta (respectivamente,numerablemente completa) si (Un)
∞
n=1 es una sucesión completa (respectivamente,

numerablemente completa) siempre queUn ∈ Un para todon∈ N.

En lo que sigue, asumiremos que todos nuestros espacios topológicos son espacios de Hausdorff com-
pletamente regulares. Los espacios casiČech-completos se pueden caracterizar por medio de sucesiones
completas del modo siguiente (véase, [311], Proposition 4.2, p. 118):

Teorema (X). Un espacio topológico de Hausdorff completamente regular(X,τ) es casiČech-
completo si, y sólo si, X posee una sucesión completa(Un)

∞
n=1 de cuasi-cubrimientos abiertos tal

que cadaUn es una familia disjunta, n≥ 1.

Lema 1.11.1. Sea(X,τ) un espacio topológico.

(1) Si (Un)
∞
n=1 es una sucesión completa de subconjuntos de X y si para cada n∈ N, existe un conjunto

Vn ⊆Un, entonces(Vn)
∞
n=1 también es una sucesión completa.

(2) Si (Us)s∈S es una colección de subconjuntos abiertos de X, entonces para cada s∈ S, existe un abierto
Vs ⊆Us tal que la familia(Vs)s∈S es disjunta y

⋃
s∈SVs es denso en

⋃
s∈SUs.

Prueba. (1) es inmediata. Para demostrar(2), suponga que< es un buen-orden paraS, y para cadas∈ S
definaVs = Usr

⋃
t<sUt . Entonces la familia(Vs)s∈S satisface las condiciones establecidas. �

Lema 1.11.2. Si el espacio topológico(X,τ) posee una sucesión completa(Un)
∞
n=1 de cuasi-cubrimientos

abiertos, entonces existe una una sucesión completa(Vn)
∞
n=1 de cuasi-cubrimientos abiertos tal que, para

cada n∈N,

(1) Vn es una familia disjunta, y

(2) Vn+1 es refinamiento fuerte deVn.

Prueba.Sea(Un)
∞
n=1 una sucesión completa de cuasi-cubrimientos abiertos. Para cadan ∈ N, podemos

suponer queUn = (Uns)s∈Sn, donde el conjunto de índicesSn está bien-ordenado. Sea

V1 = (V1s)s∈S1, donde V1s = U1sr
⋃

t<s

U1t .

Supongamos que hemos construidoV1,V2, . . . ,Vn satisfaciendo las propiedades(1) y (2). Sea

W =
{
W : W es abierto enX y W ⊆Un+1∩Vn para algúnUn+1 ∈ Un+1 y Vn ∈ Vn

}
.



Sec. 1.11Espacios completamente metrizables yČech-completos 77

Puesto queX es regular y ya que tantoUn+1, así comoVn, son cuasi-cubrimientos abiertos deX, resulta que
W también es un cuasi-cubrimiento abierto deX. Por el Lema 1.11.1(2), existe un un cuasi-cubrimiento
abierto disjuntoVn+1 deX tal que cadaVn+1 ∈ Vn+1 es un subconjunto de algúnW ∈ W. De esto se sigue
queVn+1 es un refinamiento fuerte deVn, (n = 1,2, . . .) y termina la prueba. �

La siguiente caracterización de los espacios completamente regulares que contienen un subespacio denso
completamente metrizable se debe fundamental a Michael [311] y Nagamizu [327].

Teorema 1.11.15.Sea(X,τ) un espacio topológico. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X contiene un subespacio Gδ-denso completamente metrizable.

(2) X contiene un subespacio denso completamente metrizable.

(3) X posee una sucesión completa(Un)
∞
n=1 de cuasi-cubrimientos abiertos con la siguiente propiedad:

para cada sucesión(Un)
∞
n=1 con la propiedad de intersección finita, donde Un ∈ Un para todo n∈N, se

cumple que ∞⋂

n=1

Un = {x0}, para algún x0 ∈ X.

(4) X posee una sucesión completa(Un)
∞
n=1 de cuasi-cubrimientos abiertos tal que:

(a) Un es disjunta para todo n∈N,

(b) Un+1 es un refinamiento fuerte deUn para cada n∈ N, y

(c) para cada sucesión decreciente{Un : Un ∈ Un, n∈ N}, se cumple que

∞⋂

n=1

Un = {x0}, para algún x0 ∈ X.

Prueba.Claramente(1) ⇒ (2).

(2) ⇒ (3). Supongamos queX tiene un subespacio denso completamente metrizableY y seaρ una métrica
completa generando la topología relativa deY. Siendo(Y,ρ) un espaciǒCech-completo y puesto queβX es
una compactificación deY, el Teorema 1.11.10 nos garantiza queY es unGδ enβX. Sea(Gn)

∞
n=1 una sucesión

de subconjuntos abiertos deβX tal queY =
⋂∞

n=1 Gn. Observe que comoX es denso enβX,U ∩βX 6=∅ para
cada abierto no vacíoU ⊆ βX, lo cual permite, para cadan∈ N, definir la familia

Un :=
{

U ∩X : U ⊆ βX es abierto, U
βX ⊆ Gn, diam(U ∩Y) < 1/n

}
.

Se sigue de la regularidad deβX queUn es un cuasi-cubrimiento deX.
Observemos en primer lugar que la sucesión(Un)

∞
n=1 satisface la conclusión de(3). En efecto, sea

(Un)
∞
n=1 una sucesión con la PIF, dondeUn ∈ Un para todon ∈ N. Para cadan ∈ N, usando la definición

deUn, elijamos un abiertoVn enβX tal queUn =Vn∩X, Vn
βX ⊆Gn, y diam(Vn∩Y) < 1/n. Seaxn ∈Vn∩Y,

(n = 1,2. . .). Puesto que(Un)
∞
n=1 tiene la PIF, resulta que la sucesión(xn)

∞
n=1 es de Cauchy enY y entonces

xn → x0 ∈Y. Por esto,
⋂∞

n=1Vn∩Y
Y

= {x0} ya que diam(Vn∩Y
Y
) < 1/n. Además,

∞⋂

n=1

U
X
n =

∞⋂

n=1

Vn∩X
X ⊆

∞⋂

n=1

V
βX
n ⊆

∞⋂

n=1

Gn = Y,
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de donde se obtiene que
∞⋂

n=1

U
X
n =

∞⋂

n=1

Vn∩Y
Y

= {x0}. (1.11.6)

Veamos finalmente que la sucesión(Un)
∞
n=1 es completa. De nuevo, sea(Un)

∞
n=1 una sucesión conUn ∈ Un

para todon∈N y seaF un filtro base sobreX controlado por(Un)
∞
n=1. Para cadan∈N, escojamos unFn ∈ F

tal queFn ⊆Un. Como antes, seaxn ∈Vn∩Y, (n = 1,2. . .). Por serF un filtro base sobreX controlado por
(Un)

∞
n=1, tenemos que la sucesión(Un)

∞
n=1 posee la PIF y, entonces, por lo demostrado anteriormente vemos

que (1.11.6) se cumple.
Notemos a continuación que

⋂

F∈F

F
X ⊆

∞⋂

n=1

F
X
n ⊆

∞⋂

n=1

U
X
n = {x0} y

∞⋂

n=1

F
βX
n ⊆

∞⋂

n=1

Gn = Y,

de modo que
⋂∞

n=1F
βX
n =

⋂∞
n=1F

X
n , y comoβX es compacto,

⋂
F∈FF

βX 6=∅. Por esto,

∅ 6=
⋂

F∈F

F
βX ⊆

∞⋂

n=1

F
βX
n =

∞⋂

n=1

F
X
n ⊆

∞⋂

n=1

U
X
n = {x0},

de donde se sigue que ⋂

F∈F

F
βX

= {x0}

y puesto quex0 ∈Y ⊆ X, concluimos que
⋂

F∈FF
X

= {x0}. Esto prueba que(Un)
∞
n=1 es completa.

(3) ⇒ (4). Sea(Un)
∞
n=1 una sucesión completa de cuasi-cubrimientos abiertos deX satisfaciendo(3). Por el

Lema 1.11.2, existe una sucesión completa(Vn)
∞
n=1 de cuasi-cubrimientos abiertos deX tal queVn es una

familia disjunta yVn+1 es un refinamiento fuerte deVn, para todon∈ N.
Sea(Vn)

∞
n=1 una sucesión decreciente, dondeVn ∈ Vn para cadan ∈ N. Por la construcción de losVn,

para cadan ∈ N, existe unUn+1 ∈ Un+1 tal queVn+1 ⊆ Vn ∩Un+1. Puesto que(Vn)
∞
n=1 es una sucesión

decreciente, entonces ella resulta ser un filtro base controlado por la sucesión(Un)
∞
n=1, de donde se sigue que⋂∞

n=1Vn 6= ∅. Por otro lado, como
⋂∞

n=1Vn ⊆
⋂∞

n=1Un y ya que, por hipótesis,
⋂∞

n=1Un = {x0} para algún
x0 ∈ X, se concluye que

⋂∞
n=1Vn = {x0}.

(4) ⇒ (1). Supongamos que(4) se cumple. Entonces, por el Teorema(X), X es casiČech-completo, y
gracias al Corolario 1.11.3, un espacio de Baire. Para cadan ∈ N, seaGn =

⋃
U∈Un

U . EntoncesGn es un
subconjunto abierto denso enX y, en consecuencia, por el Teorema de Categoría de Baire,Y =

⋂∞
n=1 Gn es

unGδ-denso enX.
Notemos que por la condición(c), si x,y∈Y, conx 6= y, existe unn∈N tal queUn separa a tales puntos;

es decir, existen diferentes elementosUx y Uy enUn tales quex∈Ux y y∈Uy. Esto nos permite definir la
siguiente métricaρ sobreY del modo siguiente:

ρ(x,y) =

{
0, si x = y(
mı́n

{
n : Un separa ax y a y

})−1
, si x 6= y.

Usando las condiciones(b) y (c) se puede demostrar, sin mucha dificultad, queρ es una métrica completa
sobreY. Más aun, para cadaUn ∈ Un y x∈Un∩Y, el conjuntoUn∩Y es una bola abierta con centro enx y
radio 1/n de modo que la topología original deY, τ|Y, es más fuerte que laρ-topología. Para demostrar que
la ρ-topología es más fuerte queτ|Y, necesitaremos probar el siguiente hecho:
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Afirmación : Sean F un subconjunto cerrado de Y y suponga que x∈YrF. Entonces existe un
n∈ N y un Un ∈ Un tal que x∈Un y Un∩F =∅.

Prueba de la Afirmación. Suponga que, para cadan∈N, x∈Un pero queUn∩F 6=∅. El Axioma
de Elección nos permite escoger en cadaUn∩F, un punto, digamosxn. Pongamos

Fn =
{

xm : m≥ n+1
}

para cadan∈N. Por la condición(b), la sucesión(Un)
∞
n=1 es decreciente, y por(c),

⋂∞
n=1Un = {x}.

De aquí se sigue

∅ 6=
∞⋂

n=1

Fn ⊆
∞⋂

n=1

Un = {x}

y, en consecuencia,x∈ F. Esta contradicción establece nuestra afirmación.�

Por lo acabado de probar, resulta que laρ-topología es más fuerte que la topología originalτ|Y de Y, y
entoncesY es un subespacioGδ-denso completamente metrizable deX. �

El siguiente lema es más fuerte que la equivalencia(1) ⇔ (2) del Teorema 1.11.15.

Lema 1.11.3. Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff completamente regular y sea Y un subespacio denso com-
pletamente metrizable de X. Entonces Y es un Gδ en X.

Prueba.Según el Teorema 1.11.10,Y esČech-completo, de modo que, por el mismo teorema,Y es unGδ
en cualquier compactificaciónυY. En particular, si tomamosυY = βX, se sigue queY es unGδ enβX, y en
consecuencia, también enX. �

Una de las caracterizaciones interesantes de los espacios métricos que contienen un subespacio denso
completamente metrizable es la siguiente (véase, por ejemplo, [2]).

Teorema 1.11.16.Sea(X,d) un espacio métrico. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X es casiČech-completo.

(2) X es Oxtoby-completo.

(3) X contiene un subespacio denso completamente metrizable.

Prueba. (1) ⇒ (2) es el Corolario 1.11.3.

(2) ⇒ (3). Suponga que(2) se cumple y sea(Bn)
∞
n=1 una sucesión de pseudo-bases deX con respecto a la

cualX es Oxtoby-completo. Nuestro objetivo inmediato es construir, inductivamente, una sucesión(Vn)
∞
n=1

de familias de subconjuntos abiertos deX satisfaciendo, para cadan∈ N, las siguientes condiciones:

(a) Vn ⊆ Bn,

(b) Vn es un cuasi-cubrimiento abierto deX, sus miembros son disjuntos dos a dos y cada elemento deVn

tiene diámetro< 1/n.

(c) Vn+1 refina aVn, y

(d) Vn+1 ⊆Vn siempre queVn+1 ∈ Vn+1 y Vn ∈ Vn.

Fijemosn∈ N. Para construirVn, consideremos todas las familiasV de subconjuntos abiertos deX tales
que
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(1) V es disjunta,

(2) V ⊆ Bn, V es un cuasi-cubrimiento abierto deX y

(3) diam(V) < 1/n, para todoV ∈ V.

La relación
V′ � V′′ si, y sólo si, V′ ⊆ V′′

es un orden parcial. Es un ejercicio sencillo verificar que todo conjunto totalmente ordenado (= a una cadena)
admite una cota superior y, en consecuencia, el Lema de Zorn nos provee de una familia, denotada porVn,
que es maximal, es decir, que no puede ser extendida. Observeahora que la maximalidad deVn garantiza
que ⋃

V∈Vn

V ⊇
⋃

U∈Bn

U. (1.11.7)

En efecto, siW :=
⋃

U∈Bn
U \⋃V∈Vn

V 6=∅, entonces comoW es abierto enX, existe una bola abiertaUn en
W con diámetro menor que 1/n. Ahora, por serBn una pseudo-base, existeV ∈Bn, V 6=∅, conV ⊂Un ⊆W.
Por esto, diam(V) < 1/n y, por lo tanto,V′ := Vn∪{V}, es una nueva familia contiendo estrictamente aVn lo
que, evidentemente, viola la maximalidad deVn. Esto prueba (1.11.7). Puesto queBn es un cuasi-cubrimiento
abierto deX se sigue de (1.11.7) que ⋃

V∈Vn

V = X,

de modo queVn también es un cuasi-cubrimiento deX. Uno puede, con un poco de cuidado, arreglar las
cosas para queVn+1 sea un refinamiento (fuerte) deVn (véase la prueba del Lema 1.11.2). Si ahoraVn ∈ Vn

y la sucesión(Vn)
∞
n=1 es decreciente, entoncesVn+1 ⊆Vn (n = 1,2, . . .), de modo que

⋂∞
n=1Vn 6=∅ por serX

Oxtoby-completo. Además, como diam(Vn) < 1/n, resulta que
⋂∞

n=1Vn = {x0}, para algúnx0 ∈ X. Notemos
también que, evidentemente,(Vn)

∞
n=1 es una sucesión completa. La conclusión deseada sigue ahorade la

implicación(4) ⇒ (1) del Teorema 1.11.15.

(3) ⇒ (1). SeaY un subespacio denso completamente metrizable deX. Seaρ una métrica completa sobre
Y compatible con su topología relativa. Entonces(Y,ρ) es un espacio métrico completo y, por consiguiente,
un espaciǒCech-completo denso enX. Se sigue del Lema 1.11.3 queY es un espaciǒCech-completo que es
Gδ-denso enX, es decir,X es casiČech-completo. �

Comentario Adicional 1.11.5 Los espacios completamente metrizables juegan un papel importante en mu-
chas ramas del quehacer matemático y por esa razón han sido objeto de un estudio amplio y profundo
de sus propiedades. Además del Teorema de Alexandroff-Hausdorff, las siguientes caracterizaciones
de tales espacios constituyen una muestra de algunas de las investigaciones en esa área (véase, por
ejemplo, [310]).

Teorema 1.11.17.Sea(X,τ) un espacio metrizable. Son equivalentes:

(1) X es completamente metrizable.

(2) X es un Gδ de algún espacio métrico completo.

(3) X tiene una sucesión completa(Un)
∞
n=1 de cubrimientos abiertos.

(4) X tiene una sucesión completa(Un)
∞
n=1 de cubrimientos exhaustivos.

(5) X tiene una criba abierta completa({Uα : α ∈ An},πn)
∞
n=1.
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(6) X tiene una criba exhaustiva completa({Uα : α ∈ An},πn)
∞
n=1.

(7) X tiene una criba estrictamente exhaustiva pseudo-completa ({Uα : α ∈ An},πn)
∞
n=1.

(8) El jugador II posee una estrategia estacionaria ganadora para G(X).

(9) El jugador II posee una estrategia ganadora para G(X).

(10) El jugador II posee una estrategia estacionaria ganadora para G∗(X).

(11) El jugador II posee una estrategia ganadora para G∗(X).

Todas las nociones no definidas que aparecen en el teorema anterior se pueden leer, por ejemplo, en
el artículo de E. Michael [310]. En el mismo artículo, Michael obtiene, para los espacios casiČech-
completos, las siguientes caracterizaciones.

Teorema 1.11.18.Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff completamente regular. Son equivalentes:

(1) X es casiČech-completo.

(2) X tiene una sucesión completa(Un)
∞
n=1 de cuasi-cubrimientos abiertos, donde cadaUn es dis-

junta, n≥ 1.

(3) X tiene una cuasi-criba abierta completa disjunta({Uα : α ∈ An},πn)
∞
n=1.

(4) X tiene una sucesión completa(Un)
∞
n=1 de cuasi-cubrimientos abiertos.

(5) X tiene una cuasi-criba abierta completa({Uα : α ∈ An},πn)
∞
n=1.

(6) El conjunto GT= { f ∈C(X) : (X, f ) es Tykhonov bien-formulado generalizado} es residual en
C(X).

Una demostración de la última caracterización del resultado anterior se puede ver en el artículo de
Čoban, Kenderov y Revalski ([100], Theorem 6.2, p. 546).

Recordemos que un espacio topológico de HausdorffX es detipo numerablesi cualquier compacto
K deX está contenido en un subconjunto compactoF ⊆ X que tiene una base numerable de entornos
abiertos enX. Todos los espacios métricos y así como todos los espacios localmente compactos son
de tipo numerable. En [14], Arhangel’skiĭ se formula la siguiente pregunta:

¿Cuándo, un espacio completamente regular X, admite una compactificación bX tal que bXr X
pertenece a una clase dada de espacios topológicos?

Un resultado clásico, pero no trivial es esta dirección, es el siguiente teorema de M. Henriksen y J.
Isbell [211]:

Teorema de Henriksen-Isbell. Un espacio de Hausdorff completamente regular(X,τ) es de tipo
numerable si, y sólo si, el resto en cualquier (o alguna) compactificación de X es de Lindelöf.

Se sigue del Teorema de Henriksen-Isbell que cualquier resto de un espacio metrizable es un espacio
de Lindelöf y, en consecuencia, paracompacto.

Es Arhangel’skĭi, en [14], quien introduce la siguiente definición con el objetivo de estudiar propie-
dades generalizadas de metrizabilidad de restos de compactificaciones, poniendo especial atención en
los grupos topológicos:
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Definición 1.11.10.Un espacio de Hausdorff completamente regular(X,τ) se llamaOhio-completo
si en cualquier compactificación bX de X, existe un subconjunto Z⊆ bX que es un Gδ tal que X⊆ Z
y para cualquier x∈ ZrX existe un subconjunto S⊆ bX, que también es un Gδ, tal que x∈ S y
S∩X =∅.

En dicho artículo, Arhangel’skiĭ demuestra que siX es un espaciǒCech-completo, Lindelöf,p-espacio,
o posee unaGδ-diagonal, entoncesX es Ohio-completo.

Una de las grandes deficiencias que posee la claseBa de los espacios de Baire, es que ella no es
productiva; es decir, el producto de espacios de Baire no es necesariamente un espacio de Baire. El
problema de unificación de Baireconsiste en encontrar subclases deBaque sean productiva y tengan
algunas otras “buenas” propiedades.

Clase perfecta de compactos. Una familia E de subconjuntos compactos se llamaperfectasi ella
es estable bajo imágenes continuas, productos numerables ysubconjuntos cerrados. (Mercourakis-
Negrepontis [307], p. 529)

Ejemplos de clases perfectas son: la clase de los compactos de Eberlein, la clase de los compactos
de Talagrand, la clase de los compactos de Gul’ko, la clase delos compactos de Corson, la clase de
los compactos fragmentables, la clase de los compactos de Stegall, etc. Detalles y propiedades de los
espacios antes mencionados se pueden ver en el artículo de Negrepontis [337], en el de Mercourakis-
Negrepontis [307] y en el libro de Fabian [157].

Para otros ejemplos y caracterizaciones interesantes de espacios de Baire el lector puede consultar la
excelente monografía de Haworth-Mccoy [208].

1.12. Puntos de continuidad

Uno de los aspectos importantes cuando se trabaja con funciones a valores reales o complejos definidas
sobre un espacio topológico arbitrario es determinar el conjunto de puntos donde ella es, o bien continua, o
bien discontinua. En esta sección abordaremos brevemente el estudio de funciones a valores reales definidas
sobre un espacio métrico completoX. El resultado central es el teorema de Baire-Kuratowski el cual establece
que cualquier funciónf : X → R que es el límite puntual de una sucesión de funciones continuas a valores
reales definidas sobreX, el conjunto de sus puntos de continuidad constituye unGδ-denso.

Definición 1.12.1. Sean(X,τ) y (Y,ς) espacios topológicos de Hausdorff y f: X → R una función. El
conjunto

PC( f ) = {x∈ X : f es continua enx}

se llama el conjunto de lospuntos de continuidadde f , mientras queDisc( f ) = Xr PC( f ) denota el
conjunto de lospuntos de discontinuidadde f .

Una de las características fundamentales del conjunto PC( f ), para cualquier funciónf : X → R donde
(X,d) es un espacio métrico, viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 1.12.1.Sean(X,d) un espacio métrico y f: X → R una función cualquiera. EntoncesPC( f ) es
un Gδ en X.
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Prueba.Para cadak∈N, definamos

Gk =
⋃{

U ⊆ X : U es abierto, | f (x)− f (y)| < 1/k para todox,y∈ H
}

y pongamosG =
⋂∞

k=1 Gk. Puesto que cadaGk es un conjunto abierto,G es unGδ. Vamos a demostrar que
G = PC( f ).

(1) PC( f ) ⊆ G. Seax0 ∈ PC( f ). Entoncesf es continua enx0 y, en consecuencia, para cada enterok≥ 1,
existe unδ > 0 tal que| f (x)− f (x0)|< 1

2k siempre qued(x,x0) < δ. HagamosU := U(x0,δ), dondeU(x0,δ)
es la bola abierta de centrox0 y radioδ. Entonces, para cualquier par de elementosx,y∈U , se cumple que

| f (x)− f (y)| ≤ | f (x)− f (x0)|+ | f (y)− f (x0)| <
1
2k

+
1
2k

=
1
k
,

con lo cual se establece quex0 ∈ G.

(2) G⊆ PC( f ). Seax0 ∈ G y seaε > 0. Elijamos unk∈N tal que1
k < ε. Comox0 ∈ G, resulta quex0 ∈ Gk

y, en consecuencia, existe un subconjunto abiertoU de X tal quex0 ∈ U y | f (x)− f (y)| < 1
k para todo

x,y∈U . Pero siendoU abierto, existe unδ > 0 tal que la bola abiertaU(x0,δ) ⊆U . De aquí se sigue que si
x∈U(x0,δ); es decir, sid(x,x0) < δ, entoncesx,x0 ∈U y, por lo tanto,| f (x)− f (x0)| < 1

k < ε. Esto prueba
que f es continua enx0 y termina la prueba. �

El siguiente teorema puede ser pensado como una especie de opuesto al resultado anterior para el caso
en que(X,d) = (R, | · |).

Teorema 1.12.2.Si G es un conjunto Gδ no vacío deR, entonces existe una función f: R→ R tal que
PC( f ) = G.

Prueba.Sea(Vn)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos deR tal queG =

⋂∞
n=1Vn. Sin perder generali-

dad, podemos suponer que la sucesión(Vn)
∞
n=1 es decreciente conV1 =R, pues en caso contrario la sucesión

(Un)
∞
n=1, dondeU1 = R, y paran≥ 2,Un =

⋂n
i=1Vi , es decreciente y su intersección es igual aG.

Definamos ahora la funciónf : R→ R por

f (x) =





0 si x∈ G

1/n si x∈VnrVn+1, x∈Q
−1/n si x∈VnrVn+1, x 6∈Q

Veamos queG= PC( f ). Seanε > 0 y x∈G. Escojamosn0 ∈N tal que 1/n0 < ε. Puesto quex∈Vn0 y como
Vn0 es abierto, existe unδ > 0 tal que(x−δ,x+ δ) ⊆Vn0 y, en consecuencia,

|x−y| < δ ⇒ | f (x)− f (y)| = | f (y)| ≤ 1
n0

< ε,

lo cual prueba quef es continua enx, es decir,x∈ PC( f ).
Para demostrar la otra inclusión, supongamos quex∈ PC( f ) pero quex 6∈ G. Entonces existe al menos

un n tal quex∈Vn (por ejemplo,x∈V1). Sean el único entero positivo tal quex∈Vn \Vn+1. En este caso
f (x) = ±1/n dependiendo six es racional o irracional. Existen dos casos a considerar:
• x 6∈Vn+1. Puesto quex∈Vn\Vn+1, existe unδ > 0 tal que(x−δ,x+δ) ⊆Vn\Vn+1. Si y∈ (x−δ,x+δ)
es irracional, entonces

| f (x)− f (y)| = 2
n

>
1
n

> ε.
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Esto dice quef no es continua enx, lo cual es contrario a nuestra hipótesis.
• x∈Vn+1. En este caso, existe una sucesión(xk)

∞
k=1 enVn+1 tal quexk → x. Puesto que| f (xk)| ≤ 1/(n+1)

para todok∈ N y | f (x)| = 1/n tenemos quef (xk) 6→ f (x) y, por consiguiente,x 6∈ PC( f ).
Por lo tanto, la suposición de quex está en PC( f ) pero no enG, conduce a una contradicción. Esto

termina la prueba. �

En general, el conjunto de los puntos de continuidad de una función f : X → R, donde(X,d) es un
espacio métrico, no necesita ser denso en dicho espacio. Esto justifica la siguiente definición (véase también
la página 474.

Definición 1.12.2. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Una función f: X → R se dice que es
puntualmente discontinuasi PC( f ) es denso en X.

En vista del Teorema 1.12.1 tenemos que:

Corolario 1.12.1. Si (X,d) es un espacio métrico y f: X → R es una función puntualmente discontinua,
entoncesPC( f ) es un Gδ-denso en X.

Denotemos por pDC(X) el conjunto de las funcionesf : X → R que son puntualmente discontinuas,
donde(X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff. En la Sección 1.12.4 veremos que si(X,d) es un espacio
métrico completo, entonces cualquier función inferiormente semicontinua (respectivamente, superiormente
semicontinua)f : X →R es puntualmente discontinua. Del siguiente resultado se deduce que pDC(X) es, en
realidad, un espacio vectorial sobreR.

Teorema 1.12.3.Sea(X,d) un espacio métrico completo y sean f,g : X → R funciones puntualmente dis-
continuas. Entonces f+g es una función puntualmente discontinua.

Prueba.Notemos que, por hipótesis, los conjuntos PC( f ) y PC(g) son Gδ-densos enX. Se sigue ahora
del Teorema 1.8.1 que PC( f )∩PC(g) es denso enX y como PC( f )∩PC(g) ⊆ PC( f + g), obtenemos el
resultado. �

Una pregunta que podemos formularnos con interés es la siguiente: Si(X,τ) es un espacio topológico
de Hausdorff, ¿qué tan complicado es el conjunto de los puntos de continuidad de una funciónf : X → R?
¿Cuándo PC( f ) es unGδ-denso? ¿Qué papel juega la completitud si nos restringimosa un espacio métrico?

Como se sabe, uno puede, dado un subconjunto infinito numerable F de puntos deR, construir una
función f : R→ R tal que Disc( f ) = F. En efecto, siF = {xn ∈ R : n∈ N}, entonces definimosf : R→ R
por la fórmula

f (x) = ∑
n∈Nx

1
2n

donde, para cadax ∈ R, Nx = {n ∈ N : xn < x}. No es difícil establecer quef es monótona creciente y
discontinua únicamente en los puntos deF. En general, en la definición def , uno puede tomar cualquier
sucesión(cn)

∞
n=1 de números reales positivos con∑n∈N cn < ∞, en lugar de la sucesión(1/2n)∞

n=1.
Aunque, como muestra el ejemplo que sigue a continuación, existen funciones a valores reales que son

continuas en los irracionales y discontinuas en los racionales, lo sorprendente es que lo contrario es imposible
que ocurra; es decir, no existe función algunaf : R→ R que sea continua únicamente en los racionales, es
decir, tal que PC( f ) =Q. Vito Volterra demostró tal afirmación sin apelar al Teoremade Categoría de Baire,
pues la hace dos décadas antes de la aparición del teorema de Baire en su tesis de 1899. Sin embargo, con
ésta herramienta, es decir, con el Teorema de Categoría de Baire, la prueba es muy sencilla.
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Respondiendo a la pregunta: ¿cuándo PC( f ) es unGδ-denso en su dominio?, un resultado parcial se
obtiene siX es un espacio métrico completo yf es el límite puntual de una sucesión de funciones continuas
a valores reales definidas sobreX. Antes de probar esto, veamos el siguiente ejemplo construido por K. J.
Thomae en 1875.

Teorema 1.12.4 (Función de Thomae).. Sea g: [0,1] → R la función definida por

g(x) =





1 si x = 0,

1
q

si x =
p
q
∈Q∩ [0,1], con m.c.d(p,q) = 1 ,

0 si x /∈Q∩ [0,1],

y extienda a g a todoR declarando que g(x) = g(x+ n) para cada n∈ Z y todo x∈ [0,1]. Entonces g es
continua en los irracionales y discontinua en los racionales. En particular, g es puntualmente discontinua.

Prueba.Veamos, en primer lugar, queg es discontinua sobreQ. Seax = p/q un número racional con
m.c.d(p,q) = 1. Como el conjunto de los números irracionales es denso enR, podemos elegir una suce-
sión de números irracionales(xn)

∞
n=1 tal quexn → x cuandon → ∞. Por definición,g(xn) = 0 para todo

n∈ N, mientras queg(x) = 1/q 6= 0, es decir, ĺımn→∞ g(xn) 6= g(x). Esto prueba la discontinuidad deg en
x∈Q y comox es arbitrario, concluimos queg es discontinua sobreQ.
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Para probar queg es continua sobre los irracionales, será suficiente, por la periodicidad deg, demostrarla
en lo irracionales del intervalo(0,1). Tomemos cualquierx0 ∈ (0,1)\Q y sea 0< ε < 1. Elijamos unN ∈N
tal que 1

N < ε. Nuestro objetivo es determinar un intervalo abierto con centro enx0, digamosJ, que no
contenga ningún racional en forma reducida de la siguiente lista

1
2
,

1
3
,

2
3
,

1
4
,

3
4
,

1
5
,

2
5
,

3
5
,

4
5
, · · · , N−1

N
· (1.12.1)

¿Por qué la elección deJ es la adecuada? Pues bien, supongamos que hemos obtenido el intervaloJ y
tomemos cualquierx∈ J. Notemos ahora que:

si x es irracional, entoncesg(x) = g(x0) = 0 y, en consecuencia,

|g(x)−g(x0)| = 0 < ε.

si x es racional, entonces dicho número no es ninguno de los que aparecen en (1.12.1) y, por con-

siguiente, su denominador debe ser mayor queN, es decir,x es de la forma
p
q

con q > N y, por lo

tanto,

|g(x)−g(x0)| = |g(x)| = 1
q

<
1
N

< ε.
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Esto demuestra la continuidad deg enx0 y la prueba finalizará una vez hallamos construido el intervalo J.
El procedimiento para obtener el intervalo abiertoJ es muy sencillo: en efecto, sea

SN =
{

p/q∈ (0,1) : p,q son primos relativos conq≤ N
}

Es claro queSN es un conjunto finito y sus elementos son los puntos que aparecen en la lista (1.12.1). Ahora
bien, comoSN es finito, podemos hallar unδ > 0 tal queJ := (x0−δ,x0+δ)⊆ (0,1) y SN∩(x0−δ,x0+δ) =
∅. Esto termina la prueba. �

Si bien es cierto que la funcióng : R→ R definida anteriormente es continua únicamente en los irracio-
nales, el siguiente resultado nos muestra que es imposible construir una funciónf : R→ R que sea continua
sólamente en los racionales.

Teorema 1.12.5 (Volterra). No existe función f: R→ R tal quePC( f ) =Q.

Prueba.Supongamos que una talf existe. Por el Teorema 1.12.1 sabemos que PC( f ) es unGδ, mientras
que, por hipótesis, PC( f ) = Q. La combinación de estos hechos nos dice queQ es unGδ-denso lo cual
contradice el Corolario 1.8.5. �

Como ya habíamos mencionado, la primera demostración del resultado anterior, sin usar el trivialmente
profundo Teorema de Categoría de Baire, fue dada por la mentebrillante del matemático italiano Vito Volter-
ra cuando aún era un estudiante (a penas contaba con 19 años) ydos décadas antes de la aparición del
resultado de Baire. Volterra usó la función de Thomaeg para tal propósito. ¿Quieres ver cómo lo hizo?.

Prueba del Teorema 1.12.5 al estilo Volterra. Supongamos que una existe una funciónf : R→ R que
es continua únicamente en los racionales y seag la función de Thomae ya definida. Tomemos un número
racional cualquierax0 en(0,1). Como f es continua enx0, existe unδ > 0 tal que(x0−δ,x0 + δ)⊆ (0,1) y

| f (x)− f (x0)| < 1/2 siempre que|x−x0| < δ.

Escojamos ahoraa1 y b1 de modo que[a1,b1]⊆ (x0−δ,x0+δ). Entonces, para todox,y∈ [a1,b1] se cumple
que

| f (x)− f (y)| ≤ | f (x)− f (x0)|+ | f (y)− f (x0)| <
1
2

+
1
2

= 1.

El siguiente paso es elegir arbitrariamente un número irracional y0 ∈ (a1,b1) y usar la continuidad deg eny0

para obtener, como en el paso anterior, puntosa2 y b2 tales que[a2,b2] ⊆ (a1,b1) y |g(x)−g(y)| < 1 para
todox,y∈ [a2,b2]. En particular,

| f (x)− f (y)| < 1 y |g(x)−g(y)| < 1

para todox,y∈ [a2,b2]. Repitiendo el argumento anterior pero ahora trabajando con el intervalo(a2,b2) en
lugar de(0,1), podemos construir un intervalo[a3,b3] ⊆ (a2,b2) tal que las desigualdades

| f (x)− f (y)| < 1
2

y |g(x)−g(y)| < 1
2
.

se cumplan para todox,y∈ [a3,b3]. Continuando con este proceso indefinidamente, se construye una sucesión
([an,bn])

∞
n=1 de intervalos cerrados tal que

(1) (0,1) ⊇ [a1,b1] ⊇ [a2,b2] ⊇ ·· · ⊇ [an,bn] ⊇ ·· · ,
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(2) [an+1,bn+1] ⊆ (an,bn), para todon∈ N,

(3) ĺım
n→∞

longitud([an,bn]) = 0, y

(4) | f (x)− f (y)| < 1/2n y |g(x)−g(y)| < 1/2n para todox,y∈ [an,bn].

Observe que las condiciones(1) y (3) permiten invocar el Teorema de Encaje de Cantor para obtenerun
único puntoz0 tal que

⋂∞
n=1[an,bn] = {z0}. Por otro lado, usando(2), vemos quean < z0 < bn para todo

n ∈ N y se sigue de(4) que f y g son ambas continuas en ese punto. Pues bien, esto último es loque no
está bien: hemos construido un puntoz0 que a todas luces resulta ser un monstruo: dicho punto es, al mismo
tiempo, un número racional por serf continua enz0, pero también es un número irracional por serg continua
en ese punto. Esta contradicción revela que la susodicha función f no puede existir. �

Como consecuencia del anterior resultado de Volterra en combinación con la función de Thomae, Volter-
ra de nuevo nos sorprende cuando deduce que:

Corolario 1.12.2 (Volterra). No existe función continua f:R→R tal que f(x) es irracional para cualquier
número racional x y f(y) es racional para cualquier número irracional y.

Prueba.Suponga que una tal función continuaf existe y defina la funciónG : R→ R por

G(x) = g( f (x)) para todox∈R,

dondeg es la función de Thomae. Bajo esta suposición, una contradicción con el Teorema 1.12.5 se obtendrá
al demostrarse queG es continua en los racionales. En efecto, suponga quex es un número racional. Entonces
f (x) es irracional y comog es continua en los irracionales resulta de la continuidad def en x queG es
continua enx. Para terminar la prueba debemos mostrar queG es discontinua en los irracionales. Para ver
esto, seay un número irracional. Usando la densidad deQ enR, escojamos una sucesión(xn)

∞
n=1 enQ

convergiendo ay. Por la continuidad def tenemos que ĺımn→∞ f (xn) = f (y). Como f (xn) es irracional
para todon ∈ N, resulta, de la definición deg, que G(xn) = 0 para todon ∈ N, de donde se sigue que
0 = ĺımn→∞ G(xn) 6= G(y) = g( f (y)) ya quef (y), por ser racional, implica queg( f (y)) 6= 0. �

Un resultado más general que el corolario anterior fue obtenido de nuevo por Volterra en 1881 quien aun
no cumplía los 20 años (véase el artículo de W. Dunham [143]) al demostrar que

Teorema 1.12.6 (Volterra). Sea(X,τ) un espacio de Baire. No existen funciones puntualmente discontinuas
f ,g : X → R para las cuales los puntos de continuidad de una de ellas seanlos puntos de discontinuidad de
la otra y viceversa.

La prueba de esto último se obtendrá como consecuencia de un resultado de Gauld y Piotrowski [195]
que generaliza considerablemente el Teorema de Volterra. Para formular y demostrar lo expresado por Gauld
y Piotrowski es preciso revisar algunos hechos simples de topología.

Recordemos que si(X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff,A es un subconjunto deX y G es una
colección de subconjuntos deX, entonces

st(A,G) :=
⋃{

U ∈ G : U ∩A 6=∅
}
.

Si A = {x}, escribiremos st(x,G) en lugar de st({x},G). En este caso, st(x,G) =
⋃{

U ∈ G : x∈U
}

.
Una sucesión(Gn)

∞
n=1 de cubrimientos abiertos deX se llama undesarrollo de X si, para cadax ∈ X,

el conjuntoBx := {st(x,Gn) : n∈ N} es una base enx, lo cual significa que, para cada conjunto abiertoU
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conteniendo ax, existe unn∈N tal que st(x,Gn)⊆U . Un espacio topológico que posee un desarrollo se llama
espacio desarrollable. Es fácil ver que cualquier espacio métrico(X,d) posee un desarrollo. En efecto, para
cadan∈N, considere el cubrimiento abiertoGn =

{
U(x,1/n) : x∈ X

}
de todas las bolas abiertas con centro

en x y radio 1/n y ahora observe que(Gn)
∞
n=1 es un desarrollo deX. La clase de espacios desarrollables

constituyen una de los más naturales y útiles generalizaciones de los espacios metrizables.

SeanX,Y espacios topológicos de Hausdorff,f : X →Y una función y seaG un cubrimiento abierto de
Y. Considere el conjunto

Ω( f ,G) =
{

x∈ X : existe un abiertoU conteniendo ax y existe un abiertoV ∈ G tal que f (U) ⊆V
}
.

Observe queΩ( f ,G) es un conjunto abierto por ser unión de conjuntos abiertos. Además, es claro que,
PC( f ) ⊆ Ω( f ,G). Más aun, si(Gn)

∞
n=1 una sucesión de cubrimientos abiertos deX y si se define

Ω( f ,(Gn)
∞
n=1) =

∞⋂

n=1

Ω( f ,Gn),

entoncesΩ( f ,(Gn)
∞
n=1) es unGδ enX.

Teorema 1.12.7.Sean X un espacio topológico de Hausdorff, Y un espacio desarrollable con desarrollo
(Gn)

∞
n=1 y f : X →Y una función. EntoncesPC( f ) es un Gδ de la forma

PC( f ) =
∞⋂

n=1

Ω( f ,Gn).

Prueba.Puesto que PC( f ) ⊆ Ω( f ,Gn) para todon ∈ N, es suficiente demostrar la otra inclusión. Seax ∈⋂∞
n=1Ω( f ,Gn). Entonces, para cadan∈N, existe un entorno abiertoUn dex y unVn ∈ Gn tal que f (Un)⊆Vn.

Puesto que(Gn)
∞
n=1 es un desarrollo, resulta que la colección(Vn)

∞
n=1 es una base enf (x). Suponga ahora

queW ⊆Y es un conjunto abierto conteniendo af (x). Entonces existe un conjuntoVn conVn ⊆W, de donde
se sigue quef (Un) ⊆Vn ⊆W. Esto prueba quef es continua enx y, así,x∈ PC( f ). �

Definición 1.12.3. Sean(X,τ) y (Y,ς) espacios topológicos de Hausdorff. Una función f: X → Y tal que
PC( f ) y Disc( f ) son ambos densos en X es llamada unafunción de Volterra. Una función de Volterra
f : X →Y se dice que esexclusivamente discontinuasi no existe función alguna g: X →Y tal que

PC( f ) = Disc(g) y PC(g) = Disc( f ).

La función de Thomae es un ejemplo de una función de Volterra que es exclusivamente discontinua.
Observe que la condición de densidad de los conjuntos PC( f ) y Disc( f ) no se puede omitir en la definición
de función exclusivamente discontinua. En efecto, seaf : R→ R definida por

f (x) =

{
x si x∈Q,

−x si x∈ R\Q.

Entonces PC( f ) = {0}, y Disc( f ) = R\{0}. Ahora, seag : R→ R definida por

g(x) =

{
1 si x≥ 0,

0 si x < 0.

Claramente, PC( f ) = Disc(g) y PC(g) = Disc( f ).
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Teorema 1.12.8 (Gauld-Piotrowski).Sean X un espacio de Baire y Y un espacio desarrollable. Entonces
cualquier cualquier función de Volterra f: X →Y es exclusivamente discontinua.

Prueba.Suponga que existe una función de Volterraf : X →Y que no es exclusivamente discontinua. Esto
significa que existe una funcióng : X →Y tal que

PC( f ) = Disc(g) y PC(g) = Disc( f ).

Puesto que, por definición, PC( f )∩Disc( f ) =∅, usando el hecho de que PC(g) = Disc( f ), tenemos que

PC( f )∩PC(g) = ∅.

Veamos ahora que lo anterior no puede ocurrir. En efecto, siendo f una función de Volterra se cumple
que PC( f ) y Disc( f ) son densos enX, y como PC(g) = Disc( f ), resulta que PC( f ) y PC(g) son densos
en X. Por el Teorema 1.12.7, ambos conjuntos sonGδ-densos, y puesto queX es un espacio de Baire, el
Teorema 1.8.1 nos garantiza que PC( f )∩PC(g) es unGδ-denso enX y, en consecuencia, no vacío. Esta
contradicción establece que cualquier función de Volterraes exclusivamente discontinua. �

Prueba del Teorema de Volterra. Suponga que existen funciones puntualmente discontinuasf ,g : X → R
tales que los puntos de continuidad de una de ellas sean los puntos de discontinuidad de la otra y viceversa.
Entonces PC( f ) y Disc( f ) son ambos densos enX puesto que PC( f ) y PC(g) = Disc( f ) lo son por hipótesis.
Esto prueba, en particular, quef es una función de Volterra y, en consecuencia, por el Teorema1.12.8, f es
exclusivamente discontinua, lo cual significa que una talg no puede existir. De modo enteramente similar se
prueba que una talf tampoco puede existir. �

Comentario Adicional 1.12.6 Los resultados de Volterra le permitieron a D. B. Gauld y Z. Piotrowski [195]
formular las siguientes definiciones, pero reformuladas unpoco más tarde por Gauld, Greenwood y
Piotrowski en [173].

Definición 1.12.4. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff(X,τ).

(a) X se dice que es unespacio débil de Volterrasi, para cada par de funciones puntualmente
discontinuas f,g : X → R, se cumple quePC( f )∩PC(g) 6=∅.

(b) X se dice que es unespacio de Volterrasi, para cada par de funciones puntualmente discontinuas
f ,g : X → R, se cumple quePC( f )∩PC(g) es denso en X.

Es claro que todo espacio de Volterra es un espacio débil de Volterra, pero ¿cuál es la relación de éstos
espacios con los de Baire? Aunque la definición de espacios deVolterra están formulados en términos
de funciones, la siguiente equivalencia “interna” permitehacer transparente la relación entre ellos. En
efecto, Gauld, Greenwood y Piotrowski en [173] prueban que:

Teorema 1.12.9 (Gauld-Greenwood-Piotrowski).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff.
Son equivalentes:

(1) X es un espacio de Volterra (respectivamente, un espacio débil de Volterra).

(2) La intersección de cualesquiera par de conjuntos Gδ-densos en X, es densa en X (respectiva-
mente, es no vacía).
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Resulta entonces claro que todo espacio de Baire (respectivamente, todo espacio de segunda catego-
ría) es un espacio de Volterra (respectivamente, es un espacio débil de Volterra). Estas cuatro categoría
de espacios son todas distintas (véase [174] para algunos ejemplos). En [81] se pueden ver las de-
mostraciones de las siguientes caracterizaciones. Recuerde que un espacio topológico de Hausdorff
X se dice que es un espaciohomogéneosi para cualquier parx,y de puntos distintos deX, existe un
homeomorfismoϕ : X → X tal queϕ(x) = y.

Teorema 1.12.10 (Cao-Gauld).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff.

(1) Si X contiene un subespacio denso metrizable, entonces X es un espacio de Baire (respectivamen-
te, un espacio de segunda categoría) si, y sólo si, X es un espacio de Volterra (respectivamente,
un espacio débil de Volterra).

(2) Si X es un espacio homogéneo, entonces X es un espacio de Volterra si, y sólo si, X es un espacio
débil de Volterra.

1.12.1. ‖ ◮ El Teorema genérico de Baire-Kuratowski

Un siguiente teorema es un resultado excepcionalmente importante por sus muchas aplicaciones y que se
debe fundamentalmente a René Baire en el caso real, pero generalizado a espacios métricos completos por K.
Kuratowski. Algunos autores se lo atribuyen a Baire y a Osgood (véase, [84], p. 183). Este resultado establece
que ciertas funciones definidas sobre un espacio métrico completo y a valores reales poseen abundantes
puntos de continuidad. Como siempre,C(X) denotará el espacio métrico completo formado por todas las
funciones continuas acotadasf : X → R con la métrica del supremo, es decir,d∞( f ,g) = sup{| f (x)−g(x)| :
x∈ X} con f ,g∈C(X).

Teorema 1.12.11 (Teorema Genérico de Baire-Kuratowski).Sea(X,d) un espacio métrico completo y
sea f : X → R una función arbitraria. Suponga que existe una sucesión de funciones en C(X), digamos
( fn)n∈N, tal que f(x) = ĺımn→∞ fn(x) existe para cada x∈ X. Entonces el conjunto de los puntos de con-
tinuidad de f ,PC( f ), es un Gδ-denso en X. En particular, si X no posee puntos aislados, entoncesPC( f ) es
no numerable.

Prueba.PC( f ) es unGδ gracias al Teorema 1.12.1. Veamos que él es denso enX. Parak,m,n∈N, definamos

Fkmn=

{
x∈ X :

∣∣ fm(x)− fn(x)
∣∣≤ 1

k

}
.

Siendo fm, fn funciones continuas, también lo es| fm− fn| y, en consecuencia, cadaFkmn es cerrado enX.
Fijandok,m∈ N y definiendo

Fkm =
∞⋂

n=m

Fkmn,

resulta que cadaFkm también es cerrado enX. Afirmamos queX =
⋃∞

m=1Fkm para cadak∈N. En efecto, sea
k ∈ N y seax∈ X. Puesto que ĺımn→∞ fn(x) = f (x), existe unm∈ N tal que

∣∣ fn(x)− f (x)
∣∣ ≤ 1/(2k) para

todon≥ m. Ahora bien, sin≥ m, entonces

∣∣ fm(x)− fn(x)
∣∣≤
∣∣ fm(x)− f (x)

∣∣+
∣∣ fn(x)− f (x)

∣∣ ≤ 1
2k

+
1
2k

=
1
k

lo que prueba quex∈ Fkmn para todon≥ my, por lo tanto,

x∈
∞⋂

n=m

Fkmn= Fkm⊆
∞⋃

i=1

Fki
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Esto prueba nuestra afirmación. Por el Teorema 1.8.6, cadaGk =
⋃∞

m=1 int(Fkm) es abierto y denso enX. Se
sigue del Teorema de Categoría de Baire queE =

⋂∞
k=1 Gk es denso enX.

Nos proponemos demostrar queE ⊆ PC( f ). En efecto, seanx0 ∈ E y ε > 0. Elijamos unk ∈ N de
modo tal que1

k < ε
3. Comox0 ∈ Gk =

⋃∞
m=1 int(Fkm), existe unm∈ N tal quex0 ∈ int(Fkm). Siendo int(Fkm)

abierto, podemos elegir unδ0 > 0 de modo que la bola abiertaU(x0,δ0) ⊆ int(Fkm). Observemos ahora que
si d(x,x0) < δ0, entoncesx ∈ int(Fkm) ⊆ Fkm y así,

∣∣ fm(x)− fn(x)
∣∣ ≤ 1/k para cualquiern≥ m. Usando la

continuidad del valor absoluto, se obtiene que

∣∣ fm(x)− f (x)
∣∣ =
∣∣ fm(x)− ĺım

n→∞
fn(x)

∣∣ = ĺım
n→∞

∣∣ fm(x)− fn(x)
∣∣≤ 1

k
.

En particular,
∣∣ fm(x0)− f (x0)

∣∣ ≤ 1/k. Por otro lado, comofm continua enx0, podemos hallar unδ1 tal que∣∣∣ fm(x)− fm(x0)
∣∣∣≤ ε/3 siempre quex∈U(x0,δ1). Seaδ = min{δ0,δ1}. Si d(x,x0) < δ, entonces

∣∣ f (x)− f (x0)
∣∣≤
∣∣ f (x)− fm(x)

∣∣+
∣∣ fm(x)− fm(x0)

∣∣+
∣∣ fm(x0)− f (x0)

∣∣

≤ 1
k

+
ε
3

+
1
k
≤ ε

3
+

ε
3

+
ε
3

= ε

Esto prueba quef es continua enx0 y, en consecuencia,E ⊆ PC( f ). De aquí se sigue que PC( f ) es un
Gδ-denso enX. Finalmente, siX no posee puntos aislados, entonces el Teorema 1.8.8 es el responsable de
que PC( f ) sea no numerable. �

Existen dos aspectos importantes referentes al Teorema Genérico de Baire-Kuratowski que debemos
destacar. El primero es que dicho teorema sigue siendo válido si reemplazamos aR, el rango de las fun-
cionesfn, por cualquier otro espacio métrico(Y,d) (que, por comodidad, pudiéramos pensar como completo
y separable, aunque es importante resaltar que tales condiciones no son necesarias). El otro aspecto está
relacionado con el hecho de que la sucesión( fn)∞

n=1 esequicontinuasobreE y que, además, gracias al Teo-
rema de Arzela-Ascoli, ella converge uniformemente sobre cualquier subconjunto compacto deE (véase,
por ejemplo, [397], Theorem 20.8, p. 545).

El siguiente resultado puede ser pensado como un “casi recíproco” del Teorema Genérico de Baire-
Kuratowski [439].

Teorema 1.12.12 (Wayment).Sea(X,d) un espacio métrico completo. Si G⊆ X es un Gδ-denso, entonces
existe una función f: X → R tal que f es continua sobre G y discontinua sobre X\G.

Prueba.Sea(Gn)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos no vacíos deX tal queG =

⋂∞
n=1Gn. Para cada

n ∈ N, considere la funciónfn : X → R definida por fn(x) = 0 si x ∈ Gn y fn(x) = 1/2n si x ∈ X \Gn.
Entonces la funciónf = ∑∞

n=1 fn cumple con lo establecido. En efecto, six∈ G, entoncesf (x) = 0, mientras
que six 6∈ G, entoncesf (x) > 0. Para ver quef es discontinua sobreX \G, tome unx ∈ X \G y suponga
que por algún milagro ocultof es continua enx. Entonces, comoG = X, existe una sucesión(xn)

∞
n=1 enG

tal quexn → x y, por consiguiente, ĺımn→∞ f (xn) = f (x), lo que produce el fatídico, 0= 1. Por otro lado, si
x0 ∈ G y ε > 0, entonces podemos seleccionar unN ∈ N de modo tal que∑∞

n=N 1/2n < ε. Escojamos ahora
un conjunto abiertoU ⊆⋂N−1

n=1 Gn conx0 ∈U . Entonces, six∈U se tiene que

0 < f (x)− f (x0) = f (x) <
∞

∑
n=N

1/2n < ε

y así, f es continua enx0. Comox0 era arbitrario se concluye quef es continua sobreG. �
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Como una aplicación curiosa del Teorema Genérico de Baire-Kuratowski vamos a demostrar un resultado
sobre sumabilidad debido a H. Steinhaus el cual establece que “una matriz regular no puede sumar todas las
sucesiones de0’s y 1’s. La demostración de esto requiere ciertas definiciones y un resultado de Silverman-
Toeplitz que se enuncia un poco más abajo.

En lo que sigue supondremos ques= CN denota el espacio vectorial, con las operaciones usuales, de
todas las sucesionesx = (xn)

∞
n=1 de números complejos. Seanℓ∞ y c los subespacios vectoriales des for-

mados por todas las sucesiones acotadas y todas las sucesiones convergentes, respectivamente. Notemos que
c⊆ ℓ∞ ⊆ s.

Es bien conocido que toda matriz compleja infinita, digamosA = (ank)
∞
n,k=1, define una transformación

lineal ΦA : ℓ∞ → sdada por

ΦA(x1,x2, . . .) =

(
∞

∑
k=1

a1k xk,
∞

∑
k=1

a2k xk, . . . ,
∞

∑
k=1

ankxk, . . .

)
,

para todox = (xn)
∞
n=1 enℓ∞. Si la aplicaciónΦA transforma sucesiones convergentes en sucesiones conver-

gentes y, además, preserva límites; es decir, ĺımn→∞ xn = L implica que ĺımn→∞(ΦAx)n = L, donde(ΦAx)n =

∑∞
k=1 ankxk, entonces diremos queΦA es unmétodo de sumabilidad regulary a la matrizA la llamaremos

unamatriz regular
Las matrices regulares están caracterizadas por el siguiente resultado, cuya prueba puede verse, por

ejemplo, en [106] o [360].

Teorema de Silverman-Toeplitz. Una matriz A= (ank)
∞
n,k=1 es regular si, y sólo si,

(1) ∑∞
k=1 ank converge para cadan∈ N y ĺım

n→∞

∞

∑
k=1

ank = 1,

(2) ĺım
n→∞

ank = 0 para todo k∈ N, y

(3) existe una constante M> 0 tal que∑∞
k=1

∣∣ank
∣∣< M para todo n∈ N.

Notemos que(3) implica queΦAx ∈ ℓ∞ para cadax ∈ ℓ∞, o sea, queΦA(ℓ∞) ⊆ ℓ∞. SeaA una matriz
regular. Se dice que una sucesiónx = (xn)

∞
n=1 ∈ ℓ∞ esA-sumableo queA suma ax si ΦA transforma ax en

una sucesión convergente; es decir, siΦAx∈ c. Un problema interesante en la teoría de sumabilidad es ver si
una matriz regular puede sumar sucesiones deℓ∞ \c0. El próximo resultado da una respuesta parcial a dicha
pregunta.

Denotemos porΩ = {0,1}N el espacio de todas las sucesiones de 0’s y 1’s dotado de la métrica d dada
por

d(x,y) =
∞

∑
n=1

|xn−yn|
2n

para todox = (xn)
∞
n=1 y todo y = (yn)

∞
n=1 en Ω. Es un hecho fácil de comprobar que(Ω,d) es un espacio

métrico completo. Estamos ahora en posesión de las herramientas necesarias para demostrar el resultado ya
mencionado de Steinhaus, cuya prueba es tomada de [103].

Teorema 1.12.13 (Steinhaus).Una matriz regular no puede sumar todas las sucesiones deΩ.

Prueba.SeaA = (ank)
∞
n,k=1 una matriz regular. Por la condición(3) del Teorema de Silverman-Toeplitz,

tenemos que la serie∑∞
k=1

∣∣ank

∣∣ es convergente para cadan∈ N, lo cual permite definir, sin ambigüedad, la
función fn dada porfn(x) = ∑∞

k=1 ankxk para todox∈ Ω y todon∈N. Veamos que cadafn es continua sobre
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Ω. En efecto, seaε > 0. Si elegimosj ∈N lo suficientemente grande de modo que∑∞
k= j

∣∣ank
∣∣< ε, tendremos

que para todox,y∈ Ω:

d(x,y) < 2− j ⇒ xk = yk siempre que k < j ⇒
∣∣ fn(x)− fn(y)

∣∣ ≤
∞

∑
k= j

|ank| < ε.

Supongamos ahora queA suma todas las sucesiones deΩ. Esto, lo que quiere decir, es que la función
f (x) = ĺımn→∞ fn(x) está definida para todox∈ Ω. De inmediato vamos a demostrar quef es discontinua en
cualquier punto deΩ. Seax∈ Ω arbitrario y considere cualquier bola abiertaU(x, r) con centro enx y radio
r > 0. Entonces existen dos puntos, digamosz= (zn)

∞
n=1 y w= (wn)

∞
n=1 enU(x, r), tal que a partir de un cierto

n, todos loszn son igual a 1 y a partir de otron, todos loswn son iguales a cero. En efecto, puesto que la serie
∑∞

n=1 |xn − 1| ·2−n converge, existe unk lo suficientemente grande de modo que∑∞
n=k+1 |xn − 1| ·2−n < r.

Defina ahoraz,w∈ Ω por

zn =

{
xn si n≤ k

1 sin > k
y wn =

{
xn si n≤ k

0 sin > k.

Ahora bien, comoA es regular yz,w∈ c, resulta que

f (z) = ĺım
n→∞

fn(z) = ĺım
n→∞

zn = 1 y f (w) = ĺım
n→∞

fn(w) = ĺım
n→∞

wn = 0,

de donde se sigue que| f (z)− f (w)| = 1. Esto prueba la discontinuidad def en cualquier punto deΩ. Por
otro lado, comof es el límite puntual de una sucesión de funciones continuas,el Teorema Genérico de
Baire-Kuratowski nos garantiza que el conjuntos de los puntos de continuidad def es unGδ-denso. Esta
contradicción establece el resultado. �

1.12.2. ‖ ◮ Funciones cuyos puntos de continuidad es nunca-denso

Nos ocuparemos ahora de recordar la definición de la oscilación de una funciónf : X →R, donde(X,d)
es un espacio métrico. Baire introduce este concepto en su tesis para “medir”cuánto saltauna función en
una discontinuidad. Recordemos que si(X,d) es un espacio métrico:

Un punto x0 ∈ X es un punto de discontinuidad de f si, y sólo si, existe unε > 0 tal que, dado
cualquierδ > 0, se tiene que| f (x)− f (x0)| ≥ ε para algún x∈ X con d(x,x0) < δ.
Lo anterior se puede expresar en la forma:Una función f es discontinua en x0 ∈ X si, para cualquier
intervalo abierto y acotado I conteniendo a x0, siempre se tiene que

diam
(

f (I)
)

= sup
{
| f (x)− f (y)| : x,y∈ I

}
≥ ε.

La siguiente definición permitirá describir a Disc( f ) en términos de estos supremos

Definición 1.12.5. Sea(X,d) un espacio métrico y sea f: X → R una función arbitraria. Para cada sub-
conjunto F de X, definimos laoscilación def en F como

osc( f ,F) = sup
{
| f (x)− f (y)| : x,y∈ F

}

= diam
(

f (F)
)
.



94 Cap. 1El Teorema de Categoría de Baire

Observe que sif es acotada sobreF, entonces 0≤ osc( f ,F) ≤ 2sup{| f (x)| : x∈ F} < ∞. Por supuesto, si
f no es acotada sobreF, pondremos osc( f ,F) = ∞. En general, six∈ X la oscilación de f en x se define
como

osc( f ,x) = ı́nf
δ>0

osc
(

f ,U(x,δ)
)

= ı́nf
δ>0

diam
(

f (U(x,δ))
)

= ı́nf
δ>0

sup
{
| f (y)− f (z)| : y,z∈U(x,δ)

}
.

Notemos que siδ < δ′, entonces osc( f ,U(x,δ)) ≤ osc( f ,U(x,δ′)), por lo que

osc( f ,x) = ĺım
δ→0+

osc
(

f ,U(x,δ)
)

siempre que osc( f ,U(x,δ)) < ∞ para algúnδ > 0.

Queremos, finalmente, hacer la observación de que la definición de oscilación en un punto se puede llevar a
cabo, en términos generales, si(X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff,(Y,d) es un espacio métrico y
f : X →Y es una función. En efecto, en este caso, la oscilación def enx0 ∈ X se define como

osc( f ,x0) = ı́nf
U∈N(x0)

sup
{

d( f (x), f (y)) : x,y∈U
}
,

dondeN(x0) representa a la familia de todos los entornos abiertos dex0 enX.

El siguiente resultado caracteriza la continuidad de una función en términos de su oscilación en un punto.

Teorema 1.12.14.Sea(X,d) un espacio métrico y sea f: X → R una función. Entonces

(1) PC( f ) = {x∈ X : osc( f ,x) = 0}.

(2) Para cadaε > 0, el conjunto Of (ε) =
{

x∈ X : osc( f ,x) < ε
}

es abierto en X.

Prueba. (1) Seax ∈ PC( f ). Dado ε > 0 existe, por la continuidad def en x, un δ > 0 para el cual se
cumple quef (U(x,δ))⊆

(
f (x)−ε/2, f (x)+ε/2

)
. De aquí se sigue osc( f ,x) ≤ ε y comoε > 0 es arbitrario,

concluimos que osc( f ,x) = 0. Esto prueba que PC( f ) ⊆ {x∈ X : osc( f ,x) = 0}.
Para demostrar la otra inclusión, seax∈ X tal que osc( f ,x) = 0. Entonces, dadoε > 0, existe unδ > 0

tal que| f (y)− f (z)| < ε para todoy,z∈U(x,δ). En particular,| f (x)− f (y)| < ε para todoy∈U(x,δ). Con
esto hemos demostrado quex∈ PC( f ) y con ello la primera parte del teorema.

(2) Seanε > 0 y x∈Of (ε). Entonces osc( f ,x) = ı́nfδ>0 osc( f ,U(x,δ)) < ε y, por lo tanto, existe unδ0 > 0
tal que osc( f ,U(x,δ0)) < ε. Seaδ = δ0/2 y veamos que

U(x,δ) ⊆ Of (ε).

En efecto, seay∈U(x,δ). Sid(z,y) < δ, entoncesd(z,x) ≤ d(z,y)+d(y,x) < δ+δ = δ0 y, por consiguiente,
se cumple queU(y,δ) ⊆U(x,δ0). Por esto,

| f (z)− f (z′)| < ε para todo z,z′ ∈U(y,δ),

es decir, osc( f ,B(y,δ)) < ε y así, osc( f ,y) < ε. Comoy ∈ U(x,δ) es arbitrario, resulta entonces que
U(x,δ) ⊆ Of (ε). Esto termina la prueba. �
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Observemos que el Teorema 1.12.14 nos dice que siF es un subconjunto cerrado deX y f : X → R
no posee puntos de continuidad enF, entonces osc( f ,x) > 0 para todox∈ F. Por otro lado, puesto que el
conjunto

Dε( f ) =
{

x∈ X : osc( f ,x) ≥ ε
}

= X \Of (ε)

es cerrado enX para cadaε ∈ R, entonces Disc( f ), el conjunto de todos los puntos deX donde f es discon-
tinua, se puede representar en la forma

Disc( f ) = X \PC( f ) =
∞⋃

n=1

{
x∈ X : osc( f ,x) ≥ 1

n

}
=

∞⋃

n=1

D1/n( f ), (D f )

de donde se obtiene que Disc( f ) es siempre unFσ.

Queremos hacer resaltar que el Teorema 1.12.14 sigue siendoválido para cualquier funciónf : X →Y,
donde(X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff y(Y,d) es un espacio métrico.

Kostyrko and Šalát [272] demostraron que si un espacio lineal de funciones acotadas posee un elemento
que es discontinuo casi-siempre, entonces en dicho espacioexiste un conjunto residual de funciones con la
misma propiedad. Más específicamente,

Teorema de Kostyrko-Šalát. Si F es un subespacio lineal del espacio de Banach
(
B∞[0,1],‖·‖∞

)

tal que
ı́nf
{

λ
(
PC( f )

)
: f ∈ F

}
= 0,

entonces el conjunto
R =

{
f ∈ F : λ

(
PC( f )

)
= 0
}

es residual enF, dondeλ es la medida de Lebesgue sobre[0,1].

Observe que la hipótesis del teorema claramente se satisface si existe unaf ∈ F para la cualλ
(
PC( f )

)
= 0.

También debemos notar que si el subespacio linealF deB∞[0,1] no es norma-cerrado, entonces el conjunto
residualR en la conclusión del teorema anterior puede ser vacío.

En [393], S. Saito obtiene la siguiente versión topológica del Teorema de Kostyrko-Šalát.

Teorema 1.12.15 (Saito).SeaF un subespacio lineal del espacio de Banach
(
B∞[0,1],‖·‖∞

)
tal que, para

cada subconjunto abierto no vacío U de[0,1], existe f∈ F tal quePC( f ) no es residual en U. Entonces el
conjunto

R =
{

f ∈ F : PC( f ) es nunca-denso
}

es un Gδ-denso enF.

Prueba.Para cada subintervalo cerrado no degenerado y con extremosracionalesI de [0,1], pongamos

F(I) =
{

f ∈ F : PC( f ) no es residual enI
}

=
{

f ∈ F : Disc( f ) es de segunda categoría enI
}

Afirmamos que cadaF(I) es un abierto denso deF. Antes de abordar la demostración nuestra afirmación
vamos a probar el siguiente resultado auxiliar:

(1) Si f ,g∈ F y t ∈ R, entonces
Dt( f ) ⊆ Dt−2‖ f−g‖∞

(g).
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Seax∈ Dt( f ). Para cadaε > 0 y cada bola abiertaU con centro enx, tenemos que

diam
(

f (U)
)
≥ osc( f ,x) ≥ t > t − ε,

lo cual implica que existenx1,x2 ∈U tal que| f (x1)− f (x2)| > t − ε. Se sigue de esto que

diam
(
g(U)

)
≥ |g(x1)−g(x2)| ≥ | f (x1)− f (x2)|−2‖ f −g‖∞ > t −2‖ f −g‖∞ − ε.

Tomando el ínfimo sobre todas las bolas abiertasU con centro enx, obtenemos que

osc(g,x) ≥ t −2‖ f −g‖∞ − ε.

Comoε era arbitrario, concluimos que osc(g,x) ≥ t −2‖ f −g‖∞, es decir,x∈ Dt−2‖ f−g‖∞
(g).

(2) F(I) es abierto. En efecto, seaf ∈ F(I). Puesto que

Disc( f ) =
∞⋃

n=1

{
x∈ X : osc( f ,x) ≥ 1

n

}
=

∞⋃

n=1

D1/n( f )

es de segunda categoría enI , existe algúnn∈N y un subintervalo abiertoJ⊆ I tal queJ⊆ D1/n( f ). Sig∈ F

satisface‖ f −g‖∞ < 1/2n, entonces por la primera parte tenemos que

J ⊆ Dt( f ) ⊆ Dt−2‖ f−g‖∞
(g) ⊆ Dt(g)

lo cual prueba queg∈ FI .

(3) F(I) es denso. Dadoε > 0 considere cualquier bola abiertaU :=U( f ,ε) enF. Veamos queU ∩F(I) 6=∅,
lo que es equivalente a encontrar unh∈ F(I) tal que‖ f −h‖ < ε. Sin perder generalidad, podemos suponer
que f 6∈ F(I), es decir, que PC( f ) es residual enI . Por nuestra hipótesis sobreF, existe unag ∈ F tal
que PC(g) no es residual en int(I). Escojamos un escalarc > 0 lo suficientemente pequeño de modo tal
que c‖g‖∞ < ε, y definamosh = f + cg. Resulta queh ∈ F puesF es un espacio lineal y puesto que
PC( f )∩PC(h) ⊆ PC(g), el conjunto PC(h) no puede ser residual enI . Como‖ f −h‖ < ε tenemos que
h∈ F(I) y termina la prueba de la densidad deF(I).

Para terminar la prueba observe que
R =

⋂

I∈I(Q)

F(I),

dondeI(Q) es la colección numerable de todos los subintervalos cerrados no degenerados con extremos
racionales de[0,1]. En efecto, sif ∈ R, entonces PC( f ) es nunca-denso y, por consiguiente, en ningún
subintervaloI ∈ I(Q) dicho conjunto es denso, lo cual significa que PC( f ) no es residual enI . Esto prueba
que f ∈ ⋂I∈I(Q) F(I). Recíprocamente, suponga quef ∈ ⋂I∈I(Q) F(I). Entonces PC( f ) no es residual enI
para cualquierI ∈ I ∈ I(Q). Si PC( f ) no es nunca-denso en[0,1], entonces en algún subintervaloI ∈ I(Q)
el conjunto PC( f ) (que es unGδ) sería denso enI y, en consecuencia, residual enI . Esta contradicción
establece quef ∈ R. �

Corolario 1.12.3. Si A es un subconjunto Gδ-nunca-denso de[0,1], entonces la familia

F =
{

f ∈ B∞[0,1] : A⊆ PC( f )
}

satisface la hipótesis del Teorema 1.12.15.
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Prueba.Por el Teorema 1.12.2,A = PC( f ) para algunaf ∈ B∞[0,1]. Observe queF es un subespacio
norma-cerrado pues si( fn)∞

n=1 es una sucesión enF convergiendo uniformemente af , entonces

PC( f ) ⊇
∞⋂

n=1

PC( fn) ⊇ A.

Como comentario final, nótese que siF = B1[0,1], entonces por el Teorema de Baire-Kuratowski, PC( f )
es unGδ-denso (en particular, residual en[0,1]) para cualquierf ∈ F, de modo que la hipótesis del Teorema
de Saito no se satisface. Si ahora se consideraF = B2[0,1] y tomamos la función característica deQ∩ [0,1],
f = χQ∩[0,1], entoncesf es una función nunca continua perteneciente a la claseB2[0,1]. El Teorema de Saito
nos dice entonces queB2[0,1] posee un conjunto residualR con la propiedad de que para cualquierf ∈ R,
el conjunto PC( f ) es nunca-denso.

1.12.3. ‖ ◮ Espacios de Baire y funciones exclusivas

Sean(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y(Y,d) un espacio métrico. Una funciónf : X →Y se
dice que esexclusiva (en inglés,cliquish) en un puntox0 ∈ X si, para cadaε > 0 y cada entorno abierto
U(x0) de x0, existe un conjunto abierto no vacíoU ⊆ U(x0) (U no necesariamente contiene ax0) tal que,
para todox,y∈U ,

d
(

f (x), f (y)
)

< ε.

Denotemos por Exc( f ) el conjunto de todos los puntos de exclusividad def , es decir,

Exc( f ) =
{

x∈ X : f es exclusiva enx
}
.

Si ocurre que Exc( f ) = X, entonces af se le llama unafunción exclusiva.
Es claro que toda función que es continua en un punto es exclusiva en dicho punto, pero el recíproco no

siempre se cumple. Por ejemplo, la funciónf : R→ R dada por

f (x) =

{
sen
(
1/x
)

si x 6= 0,

2 six = 0

es exclusiva enx = 0, pero claramente no es continua en dicho punto. Una funciónexclusiva puede tener
“muchos puntos de continuidad”. En efecto, la función de Thomaeg : (0,1) → R definida por

g(x) =

{
1/q si x = p/q, dondep y q son primos relativos,

0 si x es irracional

como sabemos, es continua en todos los irracionales de(0,1), pero es exclusiva en todo punto de(0,1).
Es consecuencia de la definición de función exclusiva que la suma de dos funciones exclusivas es de nuevo
exclusiva. Similarmente, el límite uniforme de una sucesión de funciones exclusivas retiene la exclusividad.
También es claro que:

Observación FCE. Si (X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y A es un subconjunto nunca-
denso de X, entonces la función característica de A,χA : X → R, es exclusiva en todo punto de
X.
En efecto, tomemos cualquierx0 ∈ X. Seanε > 0 y U(x0) un entorno abierto dex0. ComoA es nunca-

denso enX, existe un conjunto abierto no vacíoV ⊆ U(x0) tal queV ∩A = ∅. Es claro que, cualesquiera
seanx,y∈V, 0= | f (x)− f (y)| < ε, lo cual nos dice queχA es exclusiva enx0.
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Observe que

PC( f ) ⊆ Exc( f ) o, de modo equivalente, X \Exc( f ) ⊆ Disc( f ).

En el siguiente resultado,(1) fue demostrado por J. S. Lipiński y T. Šalát [294], mientras que(2) y (3)
se debe a A. Neubrunnová [339]

Teorema 1.12.16 (Lipínski-Šalát-Neubrunnová). Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y supon-
ga que f: X → R una función arbitraria. Entonces se cumple que:

(1) Exc( f ) es cerrado en X.

(2) Exc( f )\PC( f ) es de primera categoría en X.

(3) SiExc( f ) es denso en X, entonces f es exclusiva. En particular,Disc( f ) es de primera categoría en X.

Prueba. (1) Seay0 ∈ Exc( f ) y seaU(y0) un entorno abierto dey0. Como Exc( f )∩U(x0) 6= ∅, podemos
elegir unx0 ∈ Exc( f )∩U(x0). SiendoU(y0) un entorno abierto dex0 y ya quex0 ∈ Exc( f ), se sigue de la
exclusividad def enx0 que existe, para cadaε > 0, un conjunto abierto no vacíoU ⊆U(x0) tal que, para
todox,y∈U , ∣∣ f (x)− f (y)

∣∣ < ε.

Esto prueba quef es exclusiva eny0, por lo quey0 ∈ Exc( f ). Hemos demostrado queExc( f ) = Exc( f ) por
lo que Exc( f ) es cerrado enX.

(2) Observe que

Exc( f )\PC( f ) = Exc( f )∩Disc( f )

= Exc( f )∩
∞⋃

n=1

{
x∈ X : osc( f ,x) ≥ 1/n

}

=
∞⋃

n=1

Exc( f )∩
{

x∈ X : osc( f ,x) ≥ 1/n
}

=
∞⋃

n=1

Fn,

dondeFn = Exc( f )∩
{

x ∈ X : osc( f ,x) ≥ 1/n
}

para cadan ∈ N. Afirmamos que cadaFn es nunca-denso
enX. En efecto, fijemosn∈ N y seax∈ X. SeaU cualquier entorno abierto dex. Si x 6∈ Exc( f ), entonces(
X\Exc( f )

)
∩U ⊆U y claramenteV :=

(
X\Exc( f )

)
∩U es, por la primera parte, un abierto no vacío que no

intersecta aFn, esto es,V ∩Fn =∅, por lo queFn es nunca-denso enX. Por otro lado, six∈ Exc( f ), se sigue
de la exclusividad def enx que existe, para eln fijado y el entorno abierto dadoU dex, un conjunto abierto
no vacíoV ⊆U tal que, para todoy1,y2 ∈V, se cumple que| f (y1)− f (y2)| < 1/2n. Esta última desigualdad
implica que osc( f ,y) ≤ 1/2n < 1/n para todoy ∈ V. Esto prueba queV ∩Fn = ∅ y, en consecuencia,Fn

es, también en este caso, nunca-denso enX. Lo acabado de demostrar confirma que Exc( f ) \PC( f ) es de
primera categoría enX.

(3) Suponga que Exc( f ) es denso enX. Se sigue de(1) que Exc( f ) = Exc( f ) = X, lo cual prueba quef es
exclusiva. Ahora, usando(2), vemos que

Disc( f ) = X \PC( f ) = Exc( f )\PC( f )
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es de primera categoría enX. �

Del resultado anterior se sigue que:si (X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff arbitrario y la función
f : X → R es exclusiva, entoncesDisc( f ) es de primera categoría en X. En efecto, comof es exclusiva,
resulta que Exc( f ) = X y como, obviamente, Exc( f ) es denso enX, se deduce del resultado anterior que
Disc( f ) es de primera categoría enX.

Denotemos por Exc(X) el conjunto de todas las funcionesf : X → R que son exclusivas.

Corolario 1.12.4. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. EntoncespDC(X) ⊆ Exc(X), es decir,
toda función f: X → R puntualmente discontinua es exclusiva.

Prueba.En efecto, sif es puntualmente discontinua, entonces PC( f ) es denso enX y como PC( f )⊆Exc( f ),
resulta que Exc( f ) es denso enX y la conclusión sigue del Teorema 1.12.16. �

Aunque el recíproco de este último resultado no siempre es válido, ocurre que si al espacioX se le impone
el requerimiento de que sea un espacio de Baire se obtiene la siguiente caracterización de las funciones
exclusivas, véase [133].

Teorema 1.12.17 (Doboš-Šalát).Sean(X,τ) un espacio de Baire y f: X → R una función arbitraria. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es exclusiva.

(2) f es puntualmente discontinua.

(3) PC( f ) es un Gδ-denso en X o, equivalentemente,Disc( f ) es de primera categoría en X.

Prueba. (1)⇒ (2). Si f es exclusiva sobreX, entonces Disc( f ) es de primera categoría enX y comoX es un
espacio de Baire, PC( f ) = X\Disc( f ) es unGδ-denso enX. Esto prueba quef es puntualmente discontinua.

(2) ⇒ (3). Es inmediato.

(3) ⇒ (1). Suponga que Disc( f ) es de primera categoría enX, pero queX 6= Exc( f ). Puesto que∅ 6=
X \Exc( f ) ⊆ Disc( f ), el conjuntoX \Exc( f ) también es de primera categoría enX. Por el Teorema de
Lipi ński-Šalát-Neubrunnová, Exc( f ) es cerrado y, en consecuencia,X \Exc( f ) es un abierto no vacío deX.
Pero como todo conjunto abierto viviendo en un espacio de Baire es, según el Teorema 1.7.3, un espacio
de Baire en su topología relativa y, en particular, de segunda categoría, resulta que el conjunto no vacío
X \Exc( f ) es, al mismo tiempo, de primera y de segunda categoría enX. Esta contradicción establece que
X = Exc( f ) y así, f es exclusiva. �

Finalizamos esta sección con la siguiente caracterizaciónde los espacios de Baire, (véase [375], Propo-
sition 5.3, p. 55).

Teorema 1.12.18 (Neubrunnová-Richter).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) X es un espacio de Baire.

(2) PC( f ) es denso en X para cualquier función exclusiva f: X → R.

Prueba. (1) ⇒ (2) sigue del Teorema 1.12.17.
(2)⇒ (1). Es suficiente demostrar, por una aplicación del Teorema 1.6.3, que siA⊆ X es de primera catego-
ría, entoncesX \A es denso enX. SeaA un subconjunto de primera categoría enX. EntoncesA =

⋃∞
n=1An,
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donde cadaAn es un subconjunto nunca-denso deX. Para cadan ∈ N, la función fn = χAn es, por laOb-
servación FCE, una función exclusiva y, en consecuencia, la funciónf = ∑∞

n=13−n fn también es exclusiva
gracias al M-test para la convergencia uniforme de Weierstrass. Por hipótesis, PC( f ) = X \Disc( f ) es denso
enX, por lo que será suficiente demostrar que:

A ⊆ Disc( f ).

Seax0 ∈A. Entoncesx0 ∈An0 para algúnn0 ∈N y, por consiguiente,f (x0)≥ 3−n0. Fijemos ahora un entorno
abierto arbitrarioU de x0. Como

⋃n0
n=1An es nunca-denso yU es abierto, resulta queU \⋃n0

n=1An 6= ∅
de modo que podemos elegir uny0 ∈ U \⋃n0

n=1An. De esto se sigue quefn(y0) = 0 para cualquiern ∈
{1,2, . . . ,n0} y, en consecuencia,

f (y0) =
∞

∑
n=n0+1

3−n fn(y0) ≤
∞

∑
n=n0+1

3−n =
1
2
·3−n0.

Usando el hecho de quef (x0) ≥ 3−n0 y la desigualdad anterior, se obtiene que

f (x0)− f (y0) ≥ 3−n0 − 1
2
·3−n0 =

1
2
·3−n0,

lo cual demuestra, por la arbitrariedad deU , que f es discontinua enx0 y, por lo tanto,A ⊆ Disc( f ). Fi-
nalmente, puesto que PC( f ) = X \Disc( f ) es denso enX, entonces PC( f ) ⊆ X \A lo que hace que dicho
conjunto también sea denso enX y termina la prueba. �

1.12.4. ‖ ◮ Funciones que son continuas sobre un conjuntoGδ-denso

En vista de los resultados de la sección anterior, estamos obligados a preguntarnos: ¿Qué clase, o familia,
de funcionesf : X →R tienen la propiedad de que el conjunto de sus puntos de continuidad, PC( f ), es denso
enX? El objetivo central de esta sección es mostrar algunas familias especiales de funciones cuyos puntos
de continuidad son muy abundantes, es decir, constituyen unconjuntoGδ-denso de su dominio. Primero
recordaremos la siguiente definición.

Definición 1.12.6. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Una función f: X → R se llamasupe-
riormente semicontinua(resp.inferiormente semicontinua) si para cada a∈ R, el conjunto

Ga = {x∈ X : f (x) < a} (resp. Ga = {x∈ X : f (x) > a})

es abierto en X.

Puesto que el complemento de un conjunto abierto es cerrado,tenemos quef es superiormente semicon-
tinua si, y sólo si, para cualquier a∈R, el conjunto Fa = {x∈ X : f (x) ≥ a} es cerrado en X. Similarmente,
f es inferiormente semicontinua si, y sólo si, para cualquier a ∈ R, el conjunto Fa = {x∈ X : f (x) ≤ a} es
cerrado en X.

Comenzaremos de inmediato con los ejemplos.

Ejemplo 1. Sea(X,d) un espacio métrico completo. Si f: X → R es superiormente semicontinua (resp.
inferiormente semicontinua ), entoncesPC( f ) es un Gδ-denso en X.
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Prueba.Sólo haremos la prueba para el caso en quef es superiormente semicontinua . Sea{rn}∞
n=1 una

enumeración deQ. Para cadan∈ N, definamos

Hn = Gn∪ (XrGn),

dondeGn = {x∈ X : f (x) < rn} es, por hipótesis, abierto enX. Observemos en primer lugar que cadaHn es
abierto enX y, además, denso enX ya que

Hn = Gn∪ (XrGn) ⊇ Gn∪ (XrGn) = X.

Por el Teorema de Categoría de Baire,G =
⋂∞

n=1 Hn es unGδ-denso enX.

Afirmamos queG ⊆ PC( f ). En efecto, seanx ∈ G y ε > 0. Como f (x)− ε < f (x), podemos elegir
un número racionalrn tal que f (x)− ε < rn < f (x). Puesto quex ∈ Hn y x /∈ Gn = {x ∈ X : f (x) < rn},
entoncesx∈ XrGn y, en consecuencia, existe unδ1 > 0 tal queU(x,δ1)∩Gn =∅; es decir, para cualquier
y∈U(x,δ1), se cumple quef (x)− ε < rn < f (y).

Por otro lado, siendoGf (x)+ε un conjunto abierto conteniendo ax, existe un número realδ2 > 0 tal que
U(x,δ2)⊆Gf (x)+ε. Por esto,f (y) < f (x)+ε para cualquiery∈U(x,δ2). Si ahora definimosδ = min{δ1,δ2},
tendremos que siy ∈ U(x,δ), entoncesd(x,y) < δ y, en consecuencia,f (x)− ε < f (y) < f (x)+ ε lo cual
nos asegura quef es continua enx, esto es,x∈ PC( f ). Siendox∈ G arbitrario, concluimos queG⊆ PC( f ).
Esto prueba que PC( f ) es unGδ-denso enX. �

Ejemplo 2. Si f : R→ R es derivable en todo punto deR, entoncesPC( f ′) es un Gδ-denso enR.

Prueba.Para cadan∈ N, definamosfn : R→ R por

fn(x) = n
(

f
(

x+
1
n

)
− f (x)

)
x∈R.

Como cadafn es continua sobre el espacio métrico completoR y ĺımn→∞ fn(x) = f ′(x) para cadax∈ R, la
conclusión de que PC( f ′) es unGδ-denso enR sigue del Teorema 1.12.11. �

El resultado anterior también es válido sif está definida en cualquier subconjunto cerrado (o abierto) de
R.

Ejemplo 3. Sea F un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo(X,d). EntoncesPC(χF ) es un
Gδ-denso en X.

Prueba.Para cadan∈ N, definamosfn : X → R por

fn(x) =
1

1+nd(x,F)

para cadax ∈ X. Puesto que la aplicaciónx 7→ d(x,F) es continua, cadafn también lo es. Observe que si
x∈ F, entoncesd(x,F) = 0 y, en consecuencia,fn(x) = 1 para todon∈ N; mientras que six /∈ F, entonces
d(x,F) > 0 y así, ĺımn→∞ fn(x) = 0. Esto prueba que, para cadax∈ X, ĺımn→∞ fn(x) = χF (x) y, por lo tanto,
gracias al Teorema 1.12.11, PC(χF ) es unGδ-denso enX. �

Un resultado más general que el anterior se cumple, pero se requiere que recordemos el siguiente caso
particular del lema de Uryshon:
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Lema de Urysohn. Sea(X,d) un espacio métrico. Si E y F son subconjuntos cerrados y disjuntos
de X, entonces existe una función continua f: X → R tal que:

(1) 0≤ f (x) ≤ 1 para todo x∈ X,

(2) f (x) = 0 para todo x∈ E, y

(3) f (x) = 1 para todo x∈ F.

En efecto, la función

f (x) =
d(x,E)

d(x,E)+d(x,F)
(x∈ X)

donded(x,A) = ı́nf{d(x,a) : a∈ A} para cualquierA⊆ X, cumple(1),(2) y (3). �

Ejemplo 4. Sea(X,d) un espacio métrico completo. Si F⊆ X es ambiguo; es decir, F es tanto un Gδ así
como un Fσ, entoncesPC(χF ) es un Gδ-denso en X.

Prueba.ComoF es tanto unGδ como unFσ, podemos escribir

F =
∞⋃

n=1

Fn y XrF =
∞⋃

n=1

Bn,

donde tanto losFn así como losBn son subconjuntos cerrados deX y ambas sucesiones son crecientes. Por el
Lema de Urysohn, para cadan∈N, existe una función continuafn : X → R tal que fn = 1 sobreFn y fn = 0
sobreBn. De esto se sigue que ĺım

n→∞
fn = χF y así, por el Teorema 1.12.11, PC(χF ) es unGδ-denso enX. �

Otra consecuencia inmediata que se deriva del Teorema 1.12.11 es el siguiente:

Ejemplo 5. No existe ninguna sucesión de funciones continuas( fn)∞
n=1, donde fn : R→ R, n = 1,2, . . . tal

que, para cada x∈R,
ĺım
n→∞

fn(x) = χ
Q
(x)

Este ejemplo expresa, en la terminología del Capítulo 3, queχ
Q
6∈ B1(R), es decir,χ

Q
no es una función de

la primera clase de Baire.

El próximo resultado, que se obtiene como consecuencia del ejemplo anterior, establece que sobre
B∞[0,1], el espacio vectorial de todas las funciones acotadasf : [0,1] → R, la convergencia puntual no
es generada por ninguna métrica definida sobre dicho espacio.

Ejemplo 6. No existe ninguna métrica d sobre el conjuntoB∞[0,1] tal que

ĺım
n→∞

d( fn, f ) = 0 si, y sólo si, ĺım
n→∞

fn(x) = f (x), para cada x∈ [0,1].

Prueba.Sea(rn)
∞
n=1 una enumeración de los números racionales en[0,1]. Para cadan∈N, consideremos la

función fn : [0,1] → R definida por

fn(x) =

{
1 si x = r j , j = 1, . . . ,n

0 en otro caso.
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Claramente
ĺım
n→∞

fn(x) = χ
Q∩[0,1](x) para cadax∈ [0,1].

Por otro lado, para cadan∈N, podemos construir una sucesión(gnk)
∞
k=1 de funciones continuas convergien-

do puntualmente afn en [0,1]. En efecto, basta considerar funciones cuyos gráficos estánformados por
triángulos isósceles tales que sus vértices sean los puntos(r1,1), . . . ,(rn,1) y cuyas bases, cada vez menores,
estén en el eje de las abscisas. Supongamos ahora que existe una métricad sobreB∞[0,1] bajo la cual lad -
convergencia sea la misma que la convergencia puntual. Tendríamos entonces que

ĺım
n→∞

d( fn,χQ∩[0,1]) = 0.

Por construcción, sabemos que, para cadan∈ N, ĺımk→∞ d(gnk, fn) = 0. Fijemosn∈ N, y escojamos ahora
unkn ∈ N de modo tal qued(gnkn, fn) < 1/n. Entonces

d(gnkn,χQ∩[0,1]) ≤ d(gnkn, fn) + d( fn,χQ∩[0,1]) <
1
n

+ d( fn,χQ∩[0,1]),

de donde se deduce que ĺımn→∞ d(gnkn,χQ∩[0,1]) = 0, lo cual significa que la sucesión de funciones continuas
(gnkn)

∞
k=1 converge puntualmente aχ

Q∩[0,1], lo que resulta imposible por elEjemplo 5. �

1.13. El Teorema de Categoría de Baire y el Axioma de Elección

Recordemos que en la demostración del Teorema de Categoría de Baire para Espacios Métricos Com-
pletos uno elige, para cada naturaln, una bola abiertaUn := U(xn, rn) conrn < 1/2n−1 tal que

U(xn, rn) ⊆U(xn−1, rn−1)∩Gn,

obteniéndose de este modo una sucesión(xn)
∞
n=1 que resulta ser de Cauchy enX y, en consecuencia, converge

a unx∈ X. Este puntox pertenece, por supuesto, a todos losU(xn, rn) y, por lo tanto, a todos losGn como
se deseaba. El hecho fundamental que hay que destacar en dicha demostración es que, cada par(xn, rn) se
escoge de un conjunto de pares posibles los cuales dependen del par anterior(xn−1, rn−1), es decir, que en
dicha prueba se hace uso de una forma muy especial del Axioma de Elección (AC) denominada el Axioma
de Elecciones Multiples. Formas más débiles del Axioma de Elección han sido propuestos para excluir
resultados tales como la paradoja de Banach-Tarski. Uno de ellos es el siguiente:

Axioma de Elección Numerable(ACω). Si (Xn)
∞
n=1 es una sucesión de conjuntos tal que Xn

es no vacío para todo n∈ N, entonces existe al menos una función f: N→ ⋃∞
n=1Xn tal que

f (n) ∈ Xn para todo n∈ N.

El modeloZF + ACω, es decir, la Teoría de Conjuntos derivada de los Axiomas de Zermelo-Frankel
(sin el Axioma de Elección) al que se le ha añadido el Axioma deElección Numerable, es particularmente
útil para el desarrollo del análisis. Por ejemplo,ACω es suficiente para demostrar que la unión numerable
de conjuntos numerables es numerable. Similarmente, es suficiente para demostrar el Teorema de Encaje de
Cantor, probar que cualquier punto de acumulación de un conjuntoA⊆ R es el límite de alguna sucesión de
A\ {x} y muchos otros resultados importantes en matemáticas. Varios formas equivalentes del Axioma de
Elección Numerable se pueden ver, por ejemplo, en [215].

El Axioma de Elección con frecuencia se usa para demostrar laexistencia de conjuntos enR que son
no medibles según Lebesgue, la existencia de un conjunto de números reales sin la propiedad de Baire, o
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la paradoja de Banach-Tarski, etc. A diferencia del Axioma de Elección, el siguiente axioma, intermedio
entre el Axioma de Elección y el Axioma de Elección Numerable, aunque no es suficiente para demostrar
los resultados que acabamos de mencionar, sin embargo su usoes mucha utilidad.

SeaX un conjunto no vacío. Recordemos que una relación binaria sobreX es un subconjunto R⊆ X×X.
EscribiremosxRy en lugar de(x,y) ∈R. El Axioma de Elecciones Múltiples puede ser establecido del modo
siguiente:

Axioma de Elecciones Múltiples (DC). Sean X un conjunto no vacío, a∈ X y R una relación
binaria sobre X tal que:

para cada x∈ X, existe y∈ X satisfaciendo xRy. (DC-1)

Entonces existe una función f: N0 → X, es decir, una sucesión(xn)
∞
n=0 en X tal que

x0 = a y xn Rxn+1 para todo n∈N.

Teorema 1.13.1. AC⇒ DC ⇒ ACω.

Prueba. AC ⇒ DC. Sea R una relación binaria sobre un conjunto no vacíoX verificando(DC-1) y sea
a∈ X. Si para cadax∈ X, definimos

Yx =
{

y∈ X : xRy
}

,

entonces por(DC−1), cadaYx es no vacío y, en consecuencia, por el Axioma de Elección existe una función
f : X → ⋃

x∈X Yx ⊆ X tal que f (x) ∈ Yx para todox ∈ X, es decir,xR f (x) para todox ∈ X. Definiendo
inductivamente losxn, n = 0,1,2, . . . por

x0 = a, x1 = f (x0), x2 = f (x1), · · · xn+1 = f (xn), · · ·

entoncesx0 = a y xn Rxn+1 para todon∈ N, estableciéndose de este modoDC.

DC ⇒ ACω. Sea(Xn)
∞
n=1 una sucesión de conjuntos no vacíos. Para cadan∈N, defina

Yn =
n

∏
m=1

Xm y Y =
∞⋃

n=1

Yn.

SobreY considere la relación binaria R dada por
(
x1, . . . ,xn

)
R
(
z1, . . . ,zm

)
⇔ m= n+1 y xi = zi , i = 1, . . . ,n.

Observe queY claramente satisface(DC-1) y, así, por hipótesis, existe una sucesión(yn)
∞
n=1 enY tal que

ynRyn+1 para todon∈ N. Sin perder generalidad, podemos suponer quey1 =
(
x1
)
. Entonces, cadayn tiene

la forma
(
xn

1, . . . ,x
n
n

)
∈ ∏n

m=1Xm y, por consiguiente,

(
xn

n

)∞
n=1 ∈

∞

∏
n=1

Xn.

Esto termina la prueba. �

Observe que el Axioma de Elecciones Multiples justifica sólamente una sucesión de elecciones, donde,
por supuesto, cada una de ellas depende de la anterior. Dichoaxioma no implica el Axioma de Elección
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aunque, matemáticamente, es un axioma muy útil. El modelo o sistemaZF + DC es importante, funda-
mentalmente, por el hecho de que casi todos los resultados deinterés en la Teoría de la Medida clásica, así
como muchos de los resultados importantes del Análisis Funcional elemental, con la excepción del Teorema
de Hahn-Banach y algunos otros que son consecuencias del Axioma de Elección, son demostrables enZF
+ DC. Por ejemplo, como veremos de inmediato, el Teorema de Categoría de Baire para espacios métricos
completos es demostrable enZF + DC.

El resultado principal de esta sección es el siguiente.

Teorema 1.13.2.Son equivalentes:

(1) DC.

(2) Cualquier espacio métrico completo es de Baire.

(3) Si para cada n∈N, Xn es un espacio discreto, entonces∏∞
n=1Xn es un espacio de Baire.

(4) Si X es un espacio discreto, entonces XN es un espacio de Baire.

Prueba. (1) ⇒ (2). Sea(X,d) un espacio métrico completo y sea(Gn)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos

abiertos y densos enX. Para demostrar que
⋂∞

n=1Gn es denso enX, tomemos un subconjunto abierto no
vacío arbitrarioV deX y veamos queV ∩⋂∞

n=1Gn 6= ∅. Ya hemos visto que para cualquier enterom≥ 1,⋂m
n=1Gn es abierto y denso enX (observación (2) del Comentario Adicional 1.6.1, página 34) por lo que el

conjuntoV ∩⋂m
n=1Gn es un abierto no vacío. Esto permite definir el conjunto

Y =

{
(n,x, r) ∈ N×X×R : 0 < r < 2−n y B(x, r) ⊆V ∩

m⋂

n=1

Gn

}
.

Sobre el conjuntoY definamos la siguiente relación binaria R declarando que

(n,x, r) R (n′,x′, r ′) ⇔ B(x′, r ′) ⊆ U(x, r).

Se sigue fácilmente de la definición deY que, para caday∈Y, existey′ para el cualyRy′. Usando ahora el
hecho de queDC se cumple, se garantiza la existencia de una sucesión(yn)

∞
n=1 enY tal queyn Ryn+1 para todo

n∈ N. Si hacemosyn = (mn,xn, rn) para todon∈ N, resultará que la sucesión(xn)
∞
n=1 es de Cauchy enX la

cual converge, gracias a la completitud deX, a unx∈X. Por construcción,x∈⋂∞
n=1B(xn, rn)⊆V∩⋂∞

n=1Gn.

(2) ⇒ (3). Si sobre el conjuntoX := ∏∞
n=1Xn definimos la métricad por

d
(
(xn)

∞
n=1,(yn)

∞
n=1

)
=

{
0, si xn = yn para todon∈ N,

2−mı́n{n∈N: xn 6=yn}, en otro caso.

Entonces(X,d) es un espacio métrico completo el cual resulta ser de Baire por la hipótesis.

(3) ⇒ (4). Es inmediata.

(4)⇒ (1). SeaX un conjunto no vacío y suponga que R es una relación binaria sobreX que cumple(DC-1).
Seaa∈ X. Considere aX con la topología discreta. Por(4), el espacio productoY := XN es un espacio de
Baire. Para cadam∈ N, defina

Gm =
{

(xn)
∞
n=1 ∈Y : existen∈ N conxmRxn

}
.
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Sabiendo que R satisface(DC-1), tenemos queGm es no vacío. Además, comoX es un espacio discreto,
cualquier conjunto de la forma{xm}×∏n6=mXn, dondeXn = X para todon 6= m, es un abierto en la topología
producto, por lo que cadaGm resulta ser abierto y, además, denso enY. Por serY un espacio de Baire, se
tiene que

∞⋂

m=1

Gm 6=∅.

Sea(xn)
∞
n=1 ∈

⋂∞
m=1Gm. Por construcción, para cadan∈ N, existe unm∈ N tal quexn Rxm. Definamos, vía

recursión, la sucesión(xn)
∞
n=0 por

x0 = a, xn+1 = xmı́n{m∈N: xn Rxm}.

Entoncesxn Rxn+1 para cadan∈ N. La prueba es completa. �

En el teorema anterior muchas otras equivalencias se puedenagregar, véase [215]. Más aun, en el ámbito
de nuestro interés, se puede agregar la siguiente:DC es equivalente a: cualquier espacioČech-completo es
un espacio de Baire(véase la Sección 1.10.2 para la definición de espaciosČech-completos y [189] para esa
y otras equivalencias aDC).

Hubiese sido altamente deseable contar con una demostración del Teorema de Categoría de Baire para
espacios métricos completos sin apelar al Axioma de Elecciones Dependientes, pero como vimos en el
teorema anterior, ello no es posible. Sin embargo, en el sistemaZF, sin ningún axioma adicional, se puede
obtener el siguiente resultado:

Teorema 1.13.3.En el sistemaZF, todo espacio métrico completo separable es un espacio de Baire.

Prueba.Sea(X,d) un espacio métrico completo separable y seaD = {xn : n ∈ N} una sucesión densa en
X. Tomemos cualquier sucesión de subconjuntos abiertos y densos enX, digamos(Gn)

∞
n=1, y veamos que⋂∞

n=1Gn es denso enX. En efecto, seaV un subconjunto abierto no vacío deX. ComoG1 es denso enX, el
conjuntoV ∩G1 es un abierto no vacío y ya queD es denso enX, resulta queD∩

(
V ∩G1

)
es no vacío. Sea

entonces
n1 = mı́n

{
n∈N : xn ∈V ∩G1

}

y definay1 = xn1. Hagamos ahoram1 = mı́n
{

m∈N : U(y1,m)⊆V ∩G1
}

y pongamosr1 = 1/m1. Como
U(y1, r1) es una bola abierta abierta contenida enV ∩G1, entoncesU(y1, r1)∩G2 es un abierto no vacío y
por la densidad deD, el conjuntoD∩

(
U(y1, r1)∩G2

)
es no vacío. Como antes definay2 y r2. En general,

para todo enteron≥ 1, haciendo

yn+1 = x
mı́n
{

m∈N: xm∈U(xn,rn)∩Gn+1

}

rn+1 = mı́n

{
1

n+1
,

1

mı́n
{

m∈ N : B(yn+1,m) ⊆U(xn, rn)∩Gn+1
}
}

,

resultará entonces que la sucesión(yn)
∞
n=1 es de Cauchy enX y, por lo tanto, converge a uny∈V ∩⋂∞

n=1Gn.
Esto termina la prueba. �

Del resultado anterior se traduce que enZF pueden existir espacios métricos completos (por supuesto,
no separables) que no son espacios de Baire. De igual forma existen espacios de Hausdorff compacto que no
son espacios de Baire. Esto no ocurre enZF + DC.

Teorema 1.13.4.EnZF + DC cualquier espacio de Hausdorff compacto es un espacio de Baire.
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Prueba.Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff compacto y sea(Gn)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos y

densos enX. Para demostrar que
⋂∞

n=1Gn es denso enX, tomemos un subconjunto abierto no vacío arbitrario
V de X y veamos queV ∩⋂∞

n=1Gn 6= ∅. Sabemos que para cualquier enterom≥ 1,
⋂m

n=1 Gn es abierto y
denso enX, por lo queV ∩⋂m

n=1Gn es un conjunto abierto no vacío. Sea

Y =

{
(n,U) ∈ N× τ∗ : U ⊆V ∩

m⋂

n=1

Gn

}
,

dondeτ∗ = τ\{∅}. SobreY defina la siguiente relación binaria R:

(n,U) R (m,W) ⇔ n < m y W ⊆U.

Se sigue que R cumple(DC-1) y, por lo tanto, existe una sucesión(yn)
∞
n=1 enY tal queyn Ryn+1 para todo

n∈ N. Esto implica que, parayn = (mn,Un), tengamos la siguiente relación de inclusión decreciente:

Un+1 ⊇ Un ⊇ ·· · ⊇ U2 ⊇ U1.

Puesto que la familia de compactos(Un)
∞
n=1 posee la propiedad de intersección finita, se sigue que existe al

menos unx∈⋂∞
n=1Un ⊆V ∩⋂∞

n=1 Gn. �

ACω es estrictamente más débil queDC y éste último es estrictamente más débil queAC. Ya hemos
visto que la afirmación: todo espacio métrico completo es un espacio de Baire, es equivalente al Axioma
de Elecciones Múltiples, sin embargo, la afirmación: todo espacio de Hausdorff compacto es un espacio de
Baire no se sabe si implica el Axioma de Elecciones Múltiples. Lo que si se conoce es que si a la afirmación
anterior se le añade que todo producto numerable de espaciosde Hausdorff compactos es compacto, entonces
se cumpleDC (véase, [215], p. 105).

1.14. El Teorema de Categoría de Baire y el Axioma de Martin

Si se asume la Hipótesis del Continuo, entonces se puede construir una colecciónC de subconjuntos
abiertos y densos deR cuya cardinalidad es 2ℵ0 y tal que

⋂
C∈CC no es denso enR. En efecto, basta con

tomarC = {Gx : x ∈ G} para comprobar que
⋂

x∈R Gx = ∅, donde cadaGx = R \ {x} es abierto y denso
enR. Es decir, bajo el imperio de la Hipótesis del Continuo sólo es posible tomar colecciones a lo sumo
numerables de subconjuntos abiertos y densos enR para que su intersección sea densa. Esto conduce a la
pregunta: si la Hipótesis de Continuo no es verdadera, es decir, si se acepta que existen cardinales entreℵ0 y
2ℵ0, ¿se puede obtener un Teorema de Categoría de Baire paraR para cualquier colección de subconjuntos
abiertos y densos de cardinalidadκ, dondeℵ0 < κ < 2ℵ0? La respuesta es sí si al sistemaZFC se le añade
un nuevo axioma denominado el Axioma de Martin. El llamado Axioma de Martin (AM) es un enunciado
de tipo combinatorio que afirma que para cualquier cardinalκ con ℵ0 ≤ κ < 2ℵ0 y para cualquier familia
teniendo a lo sumoκ subconjuntos “densos” en un conjuntoX con un orden parcial que posee una propiedad
llamada ccc, existe un subconjunto del conjuntoX que es genérico en el sentido de intersectar a todos esos
subconjuntos densos. Para abordar la presentación del Axioma de Martin debemos definir lo que es: ccc,
subconjunto denso en un conjunto parcialmente ordenado y filtro genérico.

Sea(X,4) un conjunto parcialmente ordenado.

(1) UnaanticadenaenX es un subconjuntoA⊆ X tal que cualesquiera que seanp,q∈ A con p 6= q, ellos
son incompatibles, es decir, no exister ∈ X para el cualr 4 p y r 4 q. El orden parcial(X,4) cumple
la condición de cadena numerable, abreviadoccc, si toda anticadena enX es numerable.
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(2) Un subconjuntoD deX esdenso enX si, para cadap∈ X, existe unq∈ D tal queq 4 p.

(3) Un filtro sobre X es un conjuntoG⊆ X tal que:

a) Para cualesquierap,q ∈ G, exister ∈ G tal quer 4 p y r 4 q (todo par de elementos enG son
compatibles enG).

b) Para todop ∈ G y para todoq ∈ X (p 4 q ⇒ q ∈ G) (G se “traga” todo lo que está arriba de
cualquier elemento suyo).

Seaκ un número cardinal. ElAxioma de Martin MA (κ) es el enunciado:Si (X,4) es un conjunto
(no vacío) parcialmente ordenado que satisface laccc y si D es una colección conteniendo a lo sumoκ
subconjuntos densos en X, entonces existe un filtroD-genéricoG sobre X, esto es, G es un filtro sobre X tal
que G∩D 6=∅ para todo D∈ D.

El siguiente teorema, el cual generaliza el Teorema de Categoría de Baire paraR, es el resultado principal
de esta sección (véase, T. Jech [240], p. 277).

Teorema 1.14.1 (κ-Teorema de Categoría de Baire).Seaκ un numero cardinal. SiMA (κ) es verdadero,
entonces la intersección de cualquier colecciónC = {Uα : α < κ} de subconjuntos abiertos y densos enR
es denso enR.

Prueba.Seaκ un cardinal y suponga queMA (κ) es verdadero. Para cadaα < κ, seaUα un subconjunto
abierto y denso enR. Vamos a demostrar que

(⋂
α<κUα

)
∩ I 6=∅ para cualquier intervalo abierto y acotado

I ⊆R. Consideremos el conjunto (no vacío)

X =
{

p⊆ R : p es no vacío, abierto y conp ⊆ I
}
,

y dotémoslo del siguiente orden parcial: para cadap,q∈ X

p 4 q si, y sólo si, p ⊆ q.

Veamos que(X,4) satisface la ccc. En efecto, seaC una anticadena enX y observe que cualquier par de
elementos enC son disjuntos. En efecto, seanp,q ∈ C y suponga quep∩ q 6= ∅. Definiendor = p∩ q
tendríamos quer ∈ X y se cumpliría quer 4 p y r 4 q lo que violaría la definición de anticadena. Por otro
lado, como cada intervalo abierto deC contiene un racional y como dicha familia es disjunta, resulta que ella
es numerable. Por esto,X satisface la ccc. Definamos ahora la colecciónD = {Dα : α < κ}, donde

Dα =
{

p∈ X : p ⊆ Uα
}

para cadaα < κ. Afirmamos que cadaDα es denso enX. En efecto, seap ∈ X. ComoUα es denso enR,
resulta quep∩Uα 6=∅ y comop⊆ I , entonces del hecho de queUα también es abierto, nos permite escoger
un abierto no vacíop1 ⊆ p tal quep1 ⊆Uα. Esto finaliza la prueba de queDα es denso enX. SeaG el filtro
D-genéricoobtenido usando el Axioma de Martin. Puesto queG es un filtro, tenemos que

⋂{p : p∈ G} es
no vacío, y está contenido en cadaUα puesto queG∩Dα 6=∅. Esto termina la prueba del teorema. �

¿Cuán grande debe ser el cardinalκ para el cualMA (κ) sea verdadero? El resultado anterior permite
concluir queκ no puede sobrepasar a 2ℵ0 tal como lo muestra el siguiente corolario.

Corolario 1.14.1. Si κ es un cardinal par el cualMA (κ) es verdadero, entoncesκ < 2ℵ0. En particular,
MA (ℵ1) implica que2ℵ0 > ℵ1, la negación de la Hipótesis del Continuo.
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Prueba.Para cadax ∈ R, el conjuntoGx = R \ {x} es abierto y denso enR. Si ocurriera que 2ℵ0 ≤ κ,
entoncesO = {Gx : x∈R} sería una colección de subconjuntos abiertos y densos enR con card(O)≤ κ cuya
intersección es vacía, lo que, por supuesto, contradice el Teorema 1.14.1. �

El corolario anterior justifica plenamente la siguiente definición.

Definición 1.14.1. El Axioma de Martin(MA ) es el enunciado:MA (κ) es verdadero para todoκ < 2ℵ0.

Seaκ < 2ℵ0. El κ-Teorema de Categoría de Baire paraR es la afirmación:la intersección de cualquier
colecciónC = {Uα : α < κ} de subconjuntos abiertos y densos enR es denso enR. El Teorema 1.14.1 nos
dice entonces que:

Corolario 1.14.2. MA implica elκ-Teorema de Categoría de Baire paraR, para cualquierκ < 2ℵ0.

Teorema 1.14.2.La Hipótesis del Continuo implica el Axioma de MartinMA .

Prueba.Seaℵ0 ≤ κ < 2ℵ0. Asumiendo que la Hipótesis del Continuo es verdadera, resulta queκ = ℵ0.
Suponga entonces que(X,4) es un conjunto parcialmente ordenado y seaD = {Dn : n ∈ N} una familia
numerable de subconjuntos densos enX. Mostraremos ahora la existencia de un filtroD-genéricoG sobre
X. En efecto, seap0 ∈ X. ComoD1 es denso enX, existe unq∈ D1 tal quep 4 p0. DefinaG1 = {q∈ X :
q 4 p0 y q ∈ D1}. ComoG1 6= ∅, seleccionep1 ∈ G1 y use la densidad deD2 para hallar unq ∈ D2 tal
queq 4 p1. Defina, como antes,G2 = {q∈ X : q 4 p1 y q∈ D2}. De nuevo, comoG2 es no vacío, escoja
p2 ∈ G2. Continuando con esta receta, se obtiene una sucesión(pn)

∞
n=0 enX tal quep0 < p1 < p2 < · · · . Sea

G el filtro generado por(pn)
∞
n=0, es decir,

G =
{

q∈ X : pn 4 q para algúnn∈N0
}
.

Es fácil verificar queG es un filtro y como, por construcción,G∩Dn 6= ∅ para todon∈ N, resulta queG es
D-genéricoG sobreX y termina la prueba. �

Hay que hacer notar que la demostración del resultado anterior no utiliza la hipótesis de que el conjunto
parcialmente ordenado(X,4) cumpla la ccc. Esta hipótesis, aunque no es necesaria en el caso numerable, si
lo es para cualquier otro caso dondeℵ0 ≤ κ < 2ℵ0.

Corolario 1.14.3 (Rasiowa-Sikorski). MA(ℵ0) es verdadero.

Algunos hechos importantes que nos interesa destacar referente al Axioma de Martin son los siguientes:

(a) El Axioma de Martin es consistente con la negación de la Hipótesis del Continuo, es decir, siZFC
es consistente, entonces también lo esZFC + MA + 2ℵ0 > ℵ1. Esto fue demostrado por Solovay y
Tennenbaum en 1971 (véase, [240]). Por este motivo,MA puede ser pensado como una generalización
de la Hipótesis del Continuo.

(b) Otra de las versiones conocidas del Axioma de Martin es la siguiente.MA es equivalente a la afirmación:
“ningún espacio de Hausdorff compacto con lacccpuede ser cubierto por una colección de conjuntos
nunca-densos cuya cardinalidad sea menor que2ℵ0”.

Si uno se pregunta por qué en la definición del Axioma de Martinno se incluye a 2ℵ0, la respuesta es
queMA (2ℵ0) es falsa. En efecto, siMA (2ℵ0) fuese verdadera, entonces podemos considerar al espacio
de Hausdorff compactoX = [0,1], el cual es separable y, por consiguiente, satisface la ccc.ComoX no
posee puntos aislados, todos sus puntos son nunca-densos y así, X es la unión de 2ℵ0 puntos, lo que es
imposible por(b). La demostración de(b) se puede ver, por ejemplo, en [179].
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Para finalizar, debemos decir que el Axioma de Martin posee importantes e interesantes consecuencias,
véase [240]. Por ejemplo:

Para cadaκ < 2ℵ0, MA (κ) implica que laσ-álgebraΣ de los subconjuntos medibles-Lebesgue deR esκ-
completa y la medida de Lebesgueλ esκ-aditiva, es decir, si{Eα ∈ Σ : α < κ} es una familia disjunta dos a
dos, entonces

λ
( ⋃

α<κ
Eα

)
= ∑

α<κ
λ(Eα).

1.15. El Teorema de Categoría de Baire y conjuntos de Luzin

Los conjuntos de Luzin al igual que los conjuntos de Bernstein son, en efecto, conjuntos muy raros. Se
trata de conjuntos que son ambos no numerables pero los de Luzin tienen la propiedad que al ser intersectado
con cualquier conjunto de primera categoría se obtiene un conjunto a lo más numerable. Su existencia fue
establecida por primera vez por P. Mahlo en 1913. Un año después, N. Luzin obtiene el mismo resultado pero
con un desarrollo mucho más amplio siendo esa, tal vez, la razón por la cual a tales conjuntos se le llama
conjuntos de Luzin. Su existencia se prueba añadiéndole la Hipótesis del Continuo (CH) a la usual Teoría de
Conjuntos de Zermelo-Fraenkel aderezada con el Axioma de Elección,ZFC más el Teorema de Categoría
de Baire.

Recordemos queω1 denota el primer ordinal no numerable cuya cardinalidad esℵ1 (= el primer cardinal
no numerable). Como se sabe, Cantor había demostrado quec = 2ℵ0, dondec es la cardinalidad deR y que
c > ℵ0. El contenido de la Hipótesis del Continuo, proclamada por Cantor, consiste en afirmar que 2ℵ0 = ℵ1.

Definición 1.15.1. Un subconjunto X⊆ R se llamaconjunto de Luzinsi

(a) X es no numerable, y

(b) para cualquier conjunto de primera categoría A⊆ R, card(X∩A)≤ ℵ0.

Veamos ahora por qué la existencia de conjuntos de Luzin se sustenta sobre la Hipótesis del Continuo en
combinación con el Teorema de Categoría de Baire.

Teorema 1.15.1 (Mahlo-Luzin). La Hipótesis del Continuo implica la existencia de un conjunto de Luzin.

Prueba.SeaNd la familia de todos los conjuntos no vacíos, cerrados y nunca-densos enR. Observe que, si
denotamos porF y O las familias de todos los subconjuntos cerrados y todos los subconjuntos abiertos deR,
respectivamente, entonces

card(F) = card(O) = card(U∞) ≤ ℵℵ0
0 = c

dondeU∞ consiste de todas las uniones numerables de intervalos abiertos con extremos racionales. De esto se
sigue que card(Nd)≤ c. Por otro lado, puesto que para cadax∈R, el conjunto{x} pertenece aNd, entonces
card(Nd) > ℵ0 y, así, la Hipótesis del Continuo nos garantiza que card(Nd) = c = ℵ1. Esto permite escribir
aNd en la formaNd = {Fα : α < ω1}.

Puesto queFα 6=R para todoα < ω1, uno comienza eligiendo, arbitrariamente, unF1 ∈ Nd y unx1 6∈ F1.
Vamos usar inducción transfinita para construir nuestro conjunto. En efecto, seaξ < ω1 y supongamos que
hemos elegidoxβ paraβ < ξ de tal manera que para cualesquieraβ < α < ξ se tenga quexβ 6∈ Fα. Veamos
cómo obtenemosxξ. Consideremos el conjunto

Xξ =
(⋃

α<ξ
Fα

)
∪
{

xα : α < ξ
}
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y observemos que por serXξ de primera categoría enR, el Teorema de Categoría de Baire no garantiza
queXξ 6= R y, entonces, lo que hacemos es elegir unxξ ∈ R \Xξ. Esto finaliza la construcción de(xξ)ξ<ω1

.
Definamos ahora

X =
{

xξ : ξ < ω1
}
.

Afirmamos queX es un conjunto de Luzin. En efecto:

(a) X es no numerable, pues siα < ξ < ω1, entoncesxα 6= xξ y, en consecuencia, card(X) = c.

(b) SeaA=
⋃∞

n=1An un conjunto de primera categoría enR, donde cadaAn es cerrado y nunca-denso. Puesto
queNd es la familia de todos los conjuntos cerrados nunca-densos deR, resulta que para cadan∈ N,
existe unFα ∈ Nd tal queAn = Fα. Por construcción, sabemos que

X∩An = X∩Fα ⊆
{

xβ : β ≤ α
}

y como éste último conjunto es numerable, entonces tenemos queX∩A =
⋃∞

n=1X∩An es numerable.

Esto termina la prueba. �

Comentario Adicional 1.15.7 (1) La existencia de un conjunto de Luzin implica la existencia de un con-
junto de Luzin denso enR. En efecto, siX es un conjunto de Luzin enR, entoncesX ∪Q
también es un conjunto de Luzin enR el cual es denso enR. Esta observación combinada con
el Teorema 2.2.38 permite concluir quela Hipótesis del Continuo combinada con el Teorema de
Categoría de Baire implican la existencia de un conjunto de Luzin denso enR.

(2) Un conjuntoX ⊆ R se llamaconjunto de Sierpiński si X es no numerable y su intersección
con cualquier conjunto de medida de Lebesgue cero es a lo más numerable. Similar al caso de la
existencia de conjuntos de Luzin, la existencia de conjuntos de Sierpínski también se demuestra
asumiendo la Hipótesis del Continuo. Como un caso particularmente interesante se demuestra
que tales conjuntos son no-medibles según Lebesgue. De hecho, ningún subconjunto no nume-
rable de un conjunto de Sierpiński puede ser medible Lebesgue. ([253], Theorem 5, p. 169).

(3) Es imposible probar la existencia de conjuntos de Luzin en lateoríaZFC, (véase, por ejemplo,
[253], p. 159-160). Más aun, aceptar el Axioma de Martin más la negación de la Hipótesis del
Continuo (MA + ∼ CH) implica la no existencia de conjuntos de Luzin (así como la no existencia
de conjuntos de Sierpiński) enR. Esto se debe fundamentalmente al hecho de que bajo el Axioma
de Martin cualquier subconjunto deR cuya cardinalidad es menor quec es tanto de primera
categoría así como de medida de Lebesgue cero (véase, [313],p. 205).

(4) Si pensamos aR como un espacio vectorial sobre el cuerpo de los racionalesQ, que denotaremos
porRQ, resulta que en este casoRQ es de dimensión infinita. Veamos esto. Si la dimensión de
RQ fuese finita, digamosn, entoncesRQ sería isomorfo aQn: en efecto, si{r1, r2, ..., rn} es una
base deRQ, entonces asociando a cadax ∈ RQ la únican-upla (q1, . . . ,qn) ∈ Qn bajo la cual
x = q1r1 + · · ·+ qnrn se establece el isomorfismo deRQ sobreQn, de donde se sigue que la
cardinalidad deRQ es la misma que la deQn, lo cual no es posible porque el cardinal deQn es
el mismo que el deQ (igual aℵ0) que es estrictamente inferior al deR. Otra forma de ver que la
dimensión deRQ es infinita es considerar las raíces de los enteros primos

√
2,
√

3,
√

5,
√

7, . . . que
constituyen un conjunto linealmente independiente sobreRQ. Un hecho curioso e interesante,
demostrado por R. B. Darst en [109], es la existencia de una base de Hamel enR (como un
espacio vectorial sobreQ) que es un conjunto de Luzin.
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CAPÍTULO 2

APLICACIONES DEL TEOREMA DE
CATEGORÍA DE BAIRE

Hemos dividido las aplicaciones del Teorema de Categoría deBaire en dos grandes bloques: el primer
bloque abarca sólo la existencia de ciertas clases de funciones en un espacio de Baire específico y de otros
objetos que pudiéramos pensar como muy raros por el hecho de que ellos son difíciles de visualizar y, por
lo general, también muy difíciles de construir pero que, a pesar de esa naturaleza un tanto exótica, ellos
constituyen “casi todos” los elementos en el espacio de Baire bajo consideración. En el segundo bloque nos
deleitaremos al presentar ciertas aplicaciones en el ámbito de los espacios de Banach incluyendo algunas
de las aplicaciones que son consideradas clásicas tales como los Teoremas de Acotación Uniforme, de la
Aplicación Abierta, el de Vitali-Hahn-Saks, etc., así comootras de data más recientes como son el Teorema
Grande de Namioka, los juegos de Banach-Mazur y de Choquet, operadores hipercíclicos, etc.

2.1. Galería de monstruos: funciones y otros objetos raros pero abundantes

Puede acontecer que en algún momento, en el transcurso de unainvestigación, uno se encuentra con un
problema que, a primera vista, parece no tener solución y sinembargo, suele existir un conjunto increíble-
mente abundante de soluciones a dicho problema. En algunos casos, esos conjuntos que podemos llamarlos
conjuntos extraños, pueden o no tener una estructura lineale interesa saber si es posible que dentro de ellos
exista algún subespacio vectorial (de alguna dimensión). En la penúltima sección de este capítulo expon-
dremos algunos fantásticos resultados (sin demostración)que han sido obtenidos en esa dirección. Artículos
recientes tales como [17, 18, 196, 32] y las referencias allícitadas, exhiben, además de los ejemplos que
aquí presentamos, otros tipos de conjuntos de funciones extrañas que poseen subespacios vectoriales. Por lo
pronto, en esta sección mostraremos algunos ejemplos de, nosólo de la existencia de ciertos monstruos que
se exhiben en nuestra galería, sino de una propliferación increíble de ellos. Algunos tipos de conjuntos de
funciones con propiedades muy particulares, y que son muy difíciles de visualizar, constituirán fundamen-
talmente los elementos de nuestra galería.

En lo que sigue,C[a,b] denotará el espacio métrico completo de todas las funcionesf : [a,b] → R que
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son continuas en el intervalo[a,b], dotado de la métrica del supremod∞, esto es,

d∞( f ,g) = sup
x∈[a,b]

∣∣ f (x)−g(x)
∣∣, para todof ,g∈C[a,b].

C[a,b] resulta ser un espacio vectorial sobreR con las operaciones usuales de suma y producto por un escalar.
Con mucha frecuenciaC[a,b] también será pensado como un espacio Banach con la norma del supremo‖·‖∞
definida por

‖ f ‖∞ = sup
x∈[a,b]

∣∣ f (x)
∣∣, f ∈C[a,b].

El espacio(C[a,b],d∞) posee una estructura tan rica que con ella es posible producir resultados tan
impresionantes que han asombrado a propios y a extraños. Comencemos por recordar dos maravillosos e
importantes teoremas obtenidos por K. Weierstrass sobre ladensidad de los polinomios algebraicos y los
polinomios trigonométricos enC[a,b] y C̃[0,2π] respectivamente, quien, para ese momento contaba con 70
años de edad. En lo que sigueP[a,b] denotará el conjunto (de hecho, un subespacio vectorial) detodos los
polinomios algebraicosenC[a,b], es decir,

P[a,b] =
∞⋃

n=1

Pn[a,b],

dondePn[a,b] es el subespacio lineal (de dimensión finita) generado por
{

1,x, . . . ,xn
}

. Observemos que
p∈P[a,b] si, y sólo si, existen unn∈N y escalaresa0,a1, . . . ,an tal quep(x) = a0+a1x+ · · ·+anxn. Decimos
que elgrado de p, grado(p), esn si an 6= 0 en la representación anterior. Una consecuencia inmediata del
siguiente resultado es queP[a,b], siendo un subespacio lineal de dimensión infinita de(C[a,b],‖·‖∞), nunca
es norma-cerrado enC[a,b].

Teorema 2.1.1 (Teorema de Aproximación de Weierstrass(A)). Sea f∈ C[a,b]. Para cadaε > 0, existe
un polinomio algebraico p en P[a,b] tal que

∣∣ f (x) − p(x)
∣∣ < ε

para todo x∈ [a,b], esto es,‖ f − p‖∞ < ε.

Casi cualquier libro sobre “Análisis Real” en una variable contiene una demostración del resultado de
Weierstrass. Sin embargo, una detallada y agradable exposición del Teorema de Aproximación de Weierstrass
y algunas de sus variantes se puede leer, por ejemplo, en el artículo [353] escrito por A. Pinkus.

Consideremos el subespacio deC[0,2π] definido por

C̃[0,2π] =
{

f ∈C[0,2π] : f (0) = f (2π)
}
.

Este espacio puede ser pensado, y de hecho así lo consideraremos, como la restricción al intervalo[0,2π] de
todas las funciones 2π-periódicas enC(R). Denotemos porTn[0,2π] el subespacio vectorial de dimensión
finita de todos lospolinomios trigonométricosgenerado por{1,sen(x),cos(x), . . . ,sen(nx),cos(nx)}. Como
antes,

PT [0,2π] =
∞⋃

n=1

Tn[0,2π]

designa el subespacio vectorial deC̃[0,2π] formado por todos los polinomios trigonométricos enC̃[0,2π].
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Teorema 2.1.2 (Teorema de Aproximación de Weierstrass(T)). Sea f∈ C̃[0,2π]. Para cadaε > 0, existe
un polinomio trigonométrico t enPT [0,2π] tal que

∣∣ f (x) − t(x)
∣∣ < ε

para todo x∈ [0,2π], o lo que es lo mismo,‖ f − t ‖∞ < ε.

Estos dos resultados resultan ser equivalentes tal como se demuestra en Pinkus [353], pág. 14-16.

2.1.1. ‖ ◮ Funciones continuas nunca diferenciables

El Teorema de Aproximación de Weierstrass establece que el conjuntoP[0,1], de todos los polinomios
algebraicos en[0,1], es norma-denso enC[0,1]. Esto nos dice que cualquier funciónf ∈ C[0,1] se puede
aproximar, en la norma, por un polinomio algebraicop∈ P[0,1] tanto como se desee, es decir, dadoε > 0
y cualquier f ∈C[0,1], existep∈ P[0,1] tal que‖ f − p‖∞ < ε. Consideremos ahoraC∞[0,1], el espacio de
todas las funciones continuas infinitamente diferenciables en[0,1]. Puesto queP[0,1] $C∞[0,1] $C[0,1],
resulta queC∞[0,1] también es norma-denso enC[0,1] y, por lo tanto, cualquier función enC[0,1] se puede
aproximar, en la norma, por una función enC∞[0,1]. Por supuesto,C∞[0,1], al igual queP[0,1], son sub-
espacios lineales deC[0,1] que nunca son cerrados en(C[0,1],‖·‖∞). Siguiendo en la misma dirección de
aproximación en la norma, vamos a demostrar un poco más abajouna afirmación que es casi opuesta a la an-
terior, es decir, demostraremos que cualquier función enC[0,1] también se puede aproximar, en la norma, por
una función continua que no posee derivada en ningún punto de[0,1]. Recordemos que una función continua
f : [0,1] → R esnunca diferenciableen[0,1] si en ningún punto de[0,1] ella posee derivada finita. ¿Qué tan
grande, en el sentido de categoría, es el conjunto de todas las funciones continuas nunca diferenciables en
[0,1]?

En esta sección abordaremos, por medio del Teorema de Categoría de Baire, una solución al problema
de laexistencia de abundantes funciones continuas nunca diferenciables: los primeros monstruos en nuestra
Galería. Debemos recordar que en los cursos de Cálculo elemental, la mayoría de las funciones continuas
que usualmente se utilizan son, por lo general, diferenciables en casi todos los puntos de su dominio, salvo
algunas excepciones donde los puntos en los cuales la función no lo es constituye un conjunto a lo más nu-
merable. Cabe entonces concebir la idea, lo que es enteramente razonable, de quesi una función es continua,
entonces el conjunto de puntos donde ella no es diferenciable es insignificante en algún sentido. Si tal idea
tuviera alguna posibilidad de ser cierta, podríamos intentar caracterizar el conjunto de los puntos donde una
función continua es diferenciable. Con Bolzano, Weierstrass y otros matemáticos se sepultó definitivamente
todas las esperanzas que había de caracterizar tales conjuntos. La primera demostración de la existencia de
una función continua nunca diferenciable parece provenir del matemático checo Bernard Placidus Tohann
Nepomuk Bolzano (1781-1848), un sacerdote contestatario que a pesar de haber enseñado por pocos años
en la Universidad de Praga, le prohibieron seguir con sus enseñanzas por expresar puntos de vistas que no
eran aceptables por las autoridades de ese momento. Su trabajo matemático pasó casi desapercibido y nunca
recibió el reconocimiento que merecía salvo mucho tiempo después de su muerte. Bolzano era contemporá-
neo de Weierstrass. Además de dar definiciones similares de límite, derivada, continuidad y convergencia,
también hizo valiosas contribuciones a la lógica y la teoríade conjuntos (véase, por ejemplo, [60]). Bolzano
inventó, alrededor del año 1830, un procedimiento para la construcción de funciones continuas nunca dife-
renciables. De hecho, él solamente afirmaba la no existenciade la derivada en un conjunto denso de puntos.
La historia detrás de ese ejemplo está acompañada de circunstancias desafortunadas. En efecto, el manuscrito
de Bolzano con el nombre “Functionenlehre”, escrito alrededor del año 1830 y que contenía la susodicha
función, no fue publicado sino un siglo después, en 1930. La construcción de Bolzano es muy distinta a otras
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construcciones de funciones nunca diferenciables en el sentido que ella se hace a través de un procedimiento
geométrico en lugar de usar series convergentes. La tesis deJohan Thim [424] contiene detalladamente la
construcción de Bolzano así como el estudio de otras 17 funciones nunca diferenciables.

Es un hecho establecido que, dado cualquier conjunto numerable D deR, se puede construir una función
continua sobreR de modo tal que ella deja de ser diferenciable precisamente sobre dicho conjunto. En efecto,
seaD = {d1,d2, . . .} un subconjunto numerable deR y sea(xn)

∞
n=1 una sucesión de números reales positivos

tal que
∞

∑
n=1

xn < ∞.

Podemos tomar, por ejemplo,xn = 1/2n paran= 1,2, . . . Para cadax∈R, consideremos la funciónhx :R→R
definida por

hx(t) =

{
1 si t < x,

0 en otro caso.

Ahora, la funcióng : R→ R definida por

g(x) =
∞

∑
n=1

xnhx(dn)

es continua excepto en los puntos deD y entonces la funciónf : [0,1] → R dada por

f (x) =

∫ x

0
g(t)dt

es continua, acotada y, gracias al Teorema Fundamental del Cálculo, deja de ser diferenciable exactamente
en los puntos deD.

Imaginarse la gráfica una función continua que no sea diferenciable en ningún punto de su dominio es
una tarea extremadamente difícil. Lagrange, en 1777, era uno de los que creían que toda función continua era
diferenciable excepto para ciertos valores particulares.Compartiendo la misma opinión de Lagrange sobre
este punto de vista se encontraba, el también matemático, Ampere y algunos otros. Bernard Riemann, sin
embargo, sostenía puntos de vista diferente para ciertas funciones continuas representadas por series. De
hecho, en una conferencia en 1861, él afirmó, como conjetura,que la funciónRdefinida por

R(x) =
∞

∑
n=1

sen(n2x)
n2

era continua pero nunca diferenciable. La continuidad es, por supuesto, una consecuencia fácil delM-test
de Weierstrass, pero la no-diferenciabilidad, si tal cosa es posible, no es trivial. Riemann jamás presentó
una prueba de su conjetura. Sin embargo, la afirmación de Riemann accionó la curiosidad y la duda de
K. Weierstrass quien, en un intento por demostrarla, se encontró con su primer ejemplo de una función
continua nunca diferenciable. Pero Weierstrass no era el único que dudaba de la afirmación de Riemann.
En 1916 Hardy [206] demostró queR no era diferenciable en todos los múltiplos irracionales deπ, pero
que era diferenciable en algunos números racionales. Después de un poco más de cincuenta años, J. Gerver
([177], [178]) resolvió completamente el problema demostrando, en primer lugar, queR es efectivamente
diferenciable en todos los múltiplos racionales deπ de la forma(2p+1)π/(2q+1), dondep y q son enteros
y luego probando queRno es diferenciable en ningún punto de la forma 2pπ/(2q+1) o (2p+1)π/2q.
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Es un hecho aceptado hoy en día por la comunidad matemática que la función continua, pero nunca
diferenciable, creada por K. Weierstrass, fue el primer ejemplo contundente de una tal función que apareció
por primera vez publicada en una revista arbitrada de matemáticas (en el año de 1875), aunque algunos ya
conocían de su existencia pues ella fue dada a conocer por el propio Weierstrass el 18 de Julio de 1872 en
una conferencia impartida en la Academia Real de Ciencias enBerlin. Sin embargo, Allan Pinkus nos cuenta
que Weierstrass dio a conocer su función en un salón de clasesen 1861 (ver, Allan Pinkus,Weierstrass and
Approximation Theory). En el Volumen 2 de suMathematische Werke, publicado en 1895, aparece el artículo
de Weierstrass donde demuestra que la función

W(x) =
∞

∑
n=0

ancos(bnπx)

es continua pero nunca diferenciable, siempre que 0< a < 1, ab> 1+(3π/2) y b es un entero impar> 1.
Cincuenta y cinco años más tarde, en 1916, G. H. Hardy prueba que la función de WeierstrassW sigue siendo
continua y nunca diferenciable si además de la condición 0< a < 1 se exige queab≥ 1, conb > 1, pero sin
pedirle que sea un entero impar.

El descubrimiento de funciones continuas nunca diferenciables conmocionó a la comunidad matemática
de la época que incluso, matemático de la talla de Charles Hermite (1822-1901), en una carta dirigida a
Stieltjes fechada el 20 de Mayo de 1893, le decía:

“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable des functions continue qui n’ont
pas de dérivé”.

(“Me alejo con horror y temor de esta plaga lamentable de las funciones continuas que no poseen derivadas”).

Aunque hoy en día existen variados ejemplos de funciones continuas nunca diferenciables, (véase, por
ejemplo, Johan Thim [424]), encontrar una de ellas es casi una proeza y, por supuesto, una curiosidad.
Sin embargo, a primera vista pudiera pensarse que este tipo de funciones son excepcionales, que es algo
patológico y, de hecho, hasta hace un poco más de cien años esaera la opinión expresada por la mayoría
de los matemáticos de la época; pero resulta, y este es lo que fundamentalmente debemos resaltar, que la
existencia de tales funciones constituye, desde el punto devista topológico, la regla y no la excepción. En
efecto, el conjunto de tales funciones es tan asombrosamente cuantioso que él constituye un conjunto de
segunda categoría, pero, además, su conocimiento es crucial para entender la teoría de los movimientos
Brownianos, la teoría de los fractales, la teoría del caos o la teoría de las ondas pequeñas (wavelets), sólo por
mencionar algunas de las teorías que hacen uso de ese resultado.

En un artículo de 1929, Hugo Steinhauss [417] propuso el siguiente problema:

¿De qué categoría es el conjunto de todas las funciones continuas nunca diferenciables en el espacio
de todas las funciones continuas?

La respuesta fue dada a conocer en dos artículos diferentes.El primero por Stefan Banach en 1931 [30] y el
segundo por S. Mazurkiewicz en 1932 [304]. La prueba que aquípresentamos se debe a J. C. Oxtoby [345].

Denotaremos porND[0,1] el conjunto formado por todas las funcionesf ∈C[0,1] que sonnunca dife-
renciables, es decir, que no poseen derivada finita en ningún punto de[0,1]. Por el resultado de Weierstrass,
ND[0,1] es no vacío. Lo que resultó ser devastador a las pretensionesde Hermite y los que pensaban como
él sobre este punto, fue el siguiente resultado de Banach y Mazurkiewicz.

Teorema 2.1.3 (Banach-Mazurkiewicz).En el espacio de Banach
(
C[0,1],‖·‖∞

)
, el conjuntoND[0,1] es

residual.
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La demostración del Teorema de Banach-Mazurkiewicz se facilita un poco si tenemos presente el si-
guiente lema el cual fue observado por primera vez por Lebesgue quien lo usó para dar una demostración
más sencilla al primer teorema de aproximación de Weierstrass. Antes necesitaremos recordar la siguiente
definición.

Definición 2.1.1. Una función continua f: [0,1] → R es lineal a trozo si existe una partición de[0,1],
digamos P= {t0, t1, . . . , tn}, donde0= t0 < t1 < · · ·< tn = 1, tal que f es lineal en cada subintervalo[ti−1, ti ]
para i = 1,2, . . . ,n.

Lema 2.1.1 (Lebesgue).El conjuntoCLT [0,1] de todas las funciones continuas lineales a trozos en[0,1] es
denso en(C[0,1],‖·‖∞).

Prueba.Seaf ∈C[0,1]. Para cadan∈N y cada particiónPn = {t0, t1, . . . , tn} de[0,1], donde siempre supon-
dremos que 0< t1 < · · · < tn = 1, definamos la funciónhn : [0,1] → R, asociada aPn, por

hn(x) = f (ti) +
x− ti

ti+1− ti

(
f (ti+1) − f (ti)

)
, x∈ [ti , ti+1], i = 0,1, . . . ,n−1.

Claramentehn ∈ CL[0,1]. Seaε > 0. Lo que queremos demostrar es la existencia de alguna partición Pn, tal
que la funciónhn, asociada aPn, satisfaga‖ f −hn‖∞ < ε. En efecto, comof es uniformemente continua
sobre[0,1], existe unδ > 0 tal que, para todox,y∈ [0,1],

|x−y| < δ ⇒ | f (x)− f (y)| < ε/4.

Escojamos una particiónPn = {t0, t1, . . . , tn} de[0,1] de modo que máxi∈{0,...,n−1} (ti+1− ti) < δ. Seax∈ [0,1]
y fijemosi ∈ {1,2, . . . ,n} tal quex∈ [ti , ti+1]. Entonces

| f (x)−hn(x)| = | f (x)− f (ti)| + | f (ti) − hn(ti)| + |hn(ti)−hn(x)|
= | f (x)− f (ti)| + 0 + | f (ti)−hn(x)|
≤ | f (x)− f (ti)| + 0 + | f (ti)− f (ti+1)|
< ε/2

Por esto,

‖ f −hn‖∞ ≤ máx
i=0,...,n−1

(
sup

x∈[ti−ti+1]

| f (x)−hn(x)|
)

≤ ε
2

< ε

y termina la prueba. �

Estamos ahora preparado para dar la demostración del Teorema de Banach-Mazurkiewicz.

Prueba del Teorema de Banach-Mazurkiewicz. En primer lugar nótese que para cadan ∈ N con n ≥ 2,
si x∈ [0,1−1/n], entoncesx≤ 1/2. Si tomamos cualquierh∈ (0,1− x) para el cualh≤ 1/2, entonces el
incrementox+h∈ [0,1] y, por lo tanto, el cociente

∣∣∣∣
f (x+h)− f (x)

h

∣∣∣∣

siempre está bien definido. Consideremos ahora, para cada enteron≥ 2, el conjunto

En =
{

f ∈C[0,1] : existex∈ [0,1−1/n] tal que, para todoh∈ (0,1−x), | f (x+h)− f (x)| ≤ nh
}

.
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Observe que cualquier funciónf ∈ C[0,1] teniendo una derivada lateral a la derecha finita en algún punto
de [0,1) pertenece aEn para algúnn∈ N. En consecuencia, la unión

⋃∞
n=2En contiene a todas las funciones

f ∈ C[0,1] que poseen una derivada lateral a la derecha finita en algún punto de[0,1). Nuestro objetivo
inmediato es demostrar que cadaEn es cerrado y nunca-denso enC[0,1]. Fijemos unn≥ 2.

(1) En es cerrado. Seaf ∈ En. Entonces existe una sucesión( fk)∞
k=1 enEn tal que fk → f uniformemente,

es decir,‖ fk− f ‖∞ → 0 cuandok→ ∞. Como cadafk ∈ En,

existe un xk ∈ [0,1−1/n] tal que | fk(xk +h)− fk(xk)| ≤ nh, para todo h∈ (0,1−xk). (⋆)

Puesto que la sucesión(xk)
∞
k=1 vive en el compacto[0,1− 1/n], el Teorema de Bolzano-Weierstrass nos

garantiza la existencia de una subsucesión(xkj )
∞
j=1 de (xk)

∞
k=1 convergiendo a algúnx ∈ [0,1− 1/n]. Uno

puede suponer quexkj ≤ x para todoj ∈ N. Sea( fkj )
∞
j=1 la correspondiente subsucesión de( fk)∞

k=1 satisfa-
ciendo(⋆). Entonces, para todoh∈ (0,1−x), h fijo, se tiene queh∈ (0,1−xkj ) para todoj, y así,

| f (x+h)− f (x)| ≤ | f (x+h)− f (xkj +h)| + | f (xkj +h)− fkj (xkj +h)| +
+ | fkj (xkj +h)− fkj (xkj )| + | fkj (xkj )− f (xkj )| + | f (xkj )− f (x)|
≤ | f (x+h)− f (xkj +h)| +

∥∥ f − fkj

∥∥
∞ + nh +

∥∥ fkj − f
∥∥

∞ +

+ | f (xkj )− f (x)|.

Observemos ahora que comof es continua tanto enx como enx+h y ya que ĺımj→∞ xkj = x, resulta que

ĺım
j→∞

| f (x+h)− f (xkj +h)| = 0 y ĺım
j→∞

| f (xkj )− f (x)| = 0.

Similarmente, como ĺımj→∞
∥∥ fkj − f

∥∥
∞ → 0, se sigue de la desigualdad anterior que cuandoj → ∞, uno

obtiene que| f (x+h)− f (x)| ≤ nh. Esto prueba quef ∈ En y así,En es cerrado.

(2) En es nunca-denso en C[0,1] o, de manera equivalente,

C[0,1]rEn =
{

f ∈C[0,1] : para todox∈ [0,1−1/n], existeh∈ (0,1−x) tal que| f (x+h)− f (x)| > nh
}

es denso enC[0,1]. Fijemos unε > 0 y seag∈C[0,1]rEn. Queremos demostrar que cualquier bola abierta
U(g,ε) con centro eng y radioε intersecta aC[0,1]rEn. Por el Teorema de Aproximación de Weierstrass,
existe un polinomio algebraicop∈ P[0,1] tal que‖g− p‖∞ < ε

2. Construyamos ahora la función continua
lineal a trozosq ∈ CLT[0,1] del modo siguiente: seam un entero positivo suficientemente grande de modo
que 1/2m < ε/2 y 2·5m > n+‖ p′ ‖∞ y definamos

q(x) =





2·5mx, si 0≤ x≤ 1
2·10m

2
2m −2·5mx, si

1
2·10m < x≤ 1

10m

q

(
x− k

10m

)
, si

k
10m < x≤ k+1

10m , parak = 1,2, . . . ,10m−1.
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0 1
10m

1

–1
2m

Entonces‖q‖∞ = 1
2m < ε

2 y para cadax∈ [0,1], existeh suficientemente pequeño (dependiendo dex) tal que
∣∣∣∣
q(x+h)−q(x)

h

∣∣∣∣= 2·5m > n+
∥∥ p′∥∥

∞ .

Finalmente, definiendo la funciónf = p+q, vemos quef ∈C[0,1] y

‖g− f ‖∞ ≤ ‖g− p‖∞ +‖q‖∞ < ε.

De lo anterior podemos concluir que, para todox∈ [0,1], existeh∈ (0,1−x] tal que
∣∣∣∣

f (x+h)− f (x)
h

∣∣∣∣≥
∣∣∣∣
q(x+h)−q(x)

h

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
p(x+h)− p(x)

h

∣∣∣∣> n

lo cual significa quef ∈C[0,1]rEn y, por lo tanto,f ∈U(g,ε)∩
(
C[0,1]rEn

)
. Esto prueba que el conjunto

C[0,1]rEn es denso enC[0,1].
De modo enteramente análogo se prueba que

Hn =
{

f ∈C[0,1] : existex∈ [1/n,1] tal que, para todoh∈ (0,x), | f (x−h)− f (x)| ≤ nh
}

es cerrado y queC[0,1]rHn es denso enC[0,1] para todon≥ 2.

DefinamosFn = En∪Hn, y notemos que paran∈N conn≥ 2, el conjuntoC[0,1]rFn es abierto y denso
enC[0,1]. Por el Teorema de Categoría de Baire, el conjunto

G = C[0,1]r
∞⋃

n=2

Fn =
∞⋂

n=2

(
C[0,1]rFn

)

es unGδ-denso enC[0,1]. Más aún,
G ⊆ ND[0,1].

En efecto, una funciónf ∈C[0,1] con derivada finita en algún punto de[0,1] pertenece o bien a algúnEn o
algúnHn, es decir,f ∈ ⋃∞

n=2Fn. En consecuencia, sif ∈ G, entoncesf 6∈ ⋃∞
n=2 Fn por lo que dicha función

no puede tener derivada finita en ningún punto de[0,1], es decir,f ∈ ND[0,1]. Por esto,ND[0,1] resulta ser
un conjunto residual enC[0,1] y termina la prueba. �

¿Qué es lo que realmente hay que destacar, en este caso específico, del Método de Categoría de Baire?
Pues bien, uno de los aspectos más importantes y, por supuesto, altamente ilustrativo de lo contundente que
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resulta el Teorema de Categoría de Baire, es el hecho de que laaplicación de dicho método nos asegura
la abundancia de funciones continuas nunca-diferenciables, a pesar de que no se muestra ningún ejemplo
concreto de una función de ese tipo, tarea que puede resultar, con frecuencia, un poco arduo y a veces de muy
difícil construcción. Sospecho que el lector podrá apreciar, una vez más, lo mágico que resulta dicho método
y convencerse de la gran fortaleza del Teorema de Categoría de Baire. Otra prueba del Teorema de Banach-
Mazurkiewicz, que posteriormente presentaremos, puede ser llevada a cabo usando un juego topológico muy
especial conocido como el juego de Banach-Mazur-Oxtoby, véase el Teorema 2.2.83, página 351.

Recordemos que sif ∈C[0,1] y a∈ [0,1), entonces

D+ f (a) = ĺımsup
x↓a

f (x)− f (a)

x−a
y D+ f (a) = ĺım inf

x↓a

f (x)− f (a)

x−a
.

Si D+ f (a) = D+ f (a), dicho valor común será denotado porf ′+(a). De forma similar se definenD− f (a),
D− f (a) y f ′−(a). Llamaremos aD± f (a) y D± f (a) lasderivadas de Dinide f ena.

Es importante destacar que los conjuntosEn y Hn, definidos en la demostración del Teorema de Banach-
Mazurkiewicz, cumplen:

∞⋃

n=1

En =
{

f ∈C[0,1] : existex∈ [0,1) tal que−∞ < D+ f (x) ≤ D+ f (x) < +∞
}

∞⋃

n=1

Hn =
{

f ∈C[0,1] : existex∈ (0,1] tal que−∞ < D− f (x) ≤ D− f (x) < +∞
}
.

Banach y Mazurkiewicz no probaron exactamente el mismo resultado. Lo que fundamentalmente de-
muestra Mazurkiewicz es queel conjunto de las funciones continuas que poseen al menos una derivada
lateral acotada en algún punto es de primera categoría, mientras que Banach va más allá al demostrar un
resultado más fuerte:Las funciones continuas que tienen una derivada de Dini acotada en algún punto de
su dominio es de primera categoría.

Uno puede considerar las funciones enC[0,1] que poseen, en algún punto de[0,1], derivada infinita y
seguir obteniendo residualidad en dicho espacio.

Teorema 2.1.4 (Banach).Para cada a∈ [0,1), el conjunto

G(a)+ =
{

f ∈C[0,1] : D+ f (a) = ∞
}
,

es un Gδ-denso en
(
C[0,1],‖·‖∞

)
.

Prueba.Para cadan∈ N, sea

Vn =
{

f ∈C[0,1] : f (x)− f (a) > n(x−a) para algúnx∈ (a,a+1/n)∩ [0,1]
}
,

y notemos queG(a)+ =
⋂∞

n=1Vn. Veamos que cadaVn es un abierto denso enC[0,1].

• Vn es abierto. Fijemos cualquierf ∈ Vn. Por definición, podemos encontrar un puntox en el intervalo
(a,a+ 1/n) ∩ [0,1] tal que f (x)− f (a) > n(x− a), y entonces hallar unε > 0 de modo que también se
satisfaga la desigualdadf (x)− f (a) > n(x−a)+2ε. Si ahorag∈U( f ,ε), tendremos que

g(x)−g(a) ≥ f (x)− f (a)−2ε > n(x−a),
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lo cual prueba queg∈Vn. Esto demuestra queVn es abierto.

• Vn es denso. Seag∈C[0,1] \Vn de modo queD+g(a) < ∞ y seaε > 0. Elijamos una funciónh∈ P[0,1]
satisfaciendo

‖h‖ < ε y h′(a) > n−D+(g)(a).

EntoncesD+(g+ h)(a) = D+(g)(a)+ h′+(a) > n, por lo queg+ h∈ Vn∩U(g,ε). Siendoε > 0 arbitrario,
resulta queVn es denso enC[0,1]. Por el Teorema de Categoría de Baire, tenemos queG(a)+ es unGδ-denso
en(C[0,1],‖·‖∞). Esto termina la prueba. �

Similarmente se demuestra que el conjunto

G(a)+ =
{

f ∈C[0,1] : D+ f (a) = ∞
}
,

es unGδ-denso en(C[0,1],‖·‖∞).

Comentario Adicional 2.1.1 (1) Un método diferente para obtener funciones enC[0,1] que no poseen
derivadas en ningún punto es utilizar el siguiente resultado:

Teorema. Una función f: [0,1] → R es continua si, y sólo si, su gráfico

Graf( f ) =
{
(x, f (x)) : x∈ [0,1]

}

es un subconjunto compacto deR×R.

Los detalles de la construcción de unaf ∈ ND[0,1] se pueden ver, por ejemplo, en [163], p.
45-47.

(2) Puesto que(C[0,1],‖·‖∞) es un espacio métrico completo sin puntos aislados, resultaque, por
el Teorema 1.8.8, el conjuntoND[0,1] es no numerable. Observe, por otro lado, queND[0,1]
no es un espacio vectorial por lo que la suma y el producto de dos funciones continuas nunca
diferenciables puede que no sean funciones nunca diferenciables. Sin embargo, A. Wachowicz
demuestra, en [436], el siguiente resultado:

Teorema de Wachowicz. En C[0,1]×C[0,1] los siguientes conjuntos son residuales:

(1) ND[0,1]+π =
{
( f ,g) ∈C[0,1]×C[0,1] : f +g es nunca diferenciable

}
.

(2) ND[0,1]∗π =
{
( f ,g) ∈C[0,1]×C[0,1] : f ·g es nunca diferenciable

}
.

A pesar de no ser un espacio vectorial, ¿puedeND[0,1]∪{0} contener dentro de sí un subespa-
cio vectorial de alguna dimensión? La pregunta surge a propósito del conocimiento que se tenía
de los siguientes hechos: en 1940 B. Levine y D. Milman [293] habían demostrado quecualquier
subespacio norma-cerrado de C[0,1] compuesto únicamente de funciones de variación acotada
es de dimensión finita. Similarmente, V. I. Gurariy [197] había demostrado en el año 1967 que
si X es un subespacio de C[0,1] de dimensión infinita y cualquier función en X es diferenciable
en cualquier punto de(0,1], entonces X contiene una copia isomórfica de c0. Posteriormente,
en 1991, el mismo Gurariy [199]construyó, en C[0,1], un subespacio de dimensión infinita con-
teniendo sólo funciones nunca diferenciables (excepto, por supuesto, la función idénticamente
cero). Más aun, un resultado de Banach-Mazur (ver, [29]) establece que(C[0,1],‖·‖∞) esuniver-
sal para la clase de todos los espacios de Banach separables de dimensión infinita; es decir,
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Teorema Universal de Banach-Mazur. Dado cualquier espacio de Banach(X,‖·‖) separable
y de dimensión infinita X, existe un subespacio norma-cerrado Y de(C[0,1],‖·‖∞) que es lineal-
mente isométrico a X.

Uno de los resultados más fascinante en esta dirección producto de la combinación de los trabajos
de Gurariy y el Teorema Universal de Banach-Mazur se obtuvo en 1995, cuando Luis Rodríguez
Piazza [377] demuestra que el subespacioY de C[0,1], en el Teorema Universal de Banach-
Mazur, se puede elegir de modo que cadaf ∈Y, f 6= 0, sea nunca diferenciable.

Teorema de Rodríguez Piazza. Cualquier espacio de Banachseparable(X,‖·‖) es linealmente
isométrico a un subespacio norma-cerrado Y de(C[0,1],‖·‖∞) tal que cualquier función distinta
de cero en Y es nunca diferenciable.

(3) Recordemos que una funciónf : [a,b] → R se llama devariación acotadasi

sup

{
n

∑
i=1

| f (ti)− f (ti−1)| : P∈ P

}
< ∞,

dondeP es el conjunto de todas las particionesP=
{

a= t0, t1, . . . , tn = b
}

de[a,b]. FijemosR∈R
y denotemos porBV(R) el conjunto de todas las funciones enC[0,1] con variación acotada a lo
sumoR. Resulta queBV(R) es‖·‖∞-cerrado enC[0,1] y, por consiguiente, un espacio métrico
completo. En [454] Tudor Zamfirescu demuestra el siguiente resultado.

Teorema de Zamfirescu. El conjunto

G =
{

f ∈ BV(R) | f ′ = 0 λ-c.s
}

es residual en(BV(R),‖·‖∞).

Sin embargo, si en lugar deBV(R) consideramos aBV[0,1], el conjunto de todas las funciones
en C[0,1] que son de variación acotada, entonces no se puede afirmar queel conjunto de las
funcionesf ∈ BV[0,1] tales quef ′ = 0 λ-casi siempre sea un conjunto residual enBV[0,1] ya
que, en este caso,(BV[0,1],‖·‖∞) resulta ser un espacio de primera categoría en sí mismo pues

BV[0,1] =
∞⋃

n=1

BV(n)

y cadaBV(n) es nunca-denso enBV[0,1].

(4) Sabemos, gracias al Teorema de Banach-Mazurkiewicz, queND[0,1] es un conjuntoabundante
en el espacio de Baire(C[0,1],‖·‖∞). En particular,ND[0,1] también esdensoen(C[0,1],‖·‖∞).
Esto nos dice que dada cualquierf ∈ C[0,1] siempre existe una funcióng ∈ ND[0,1] y una
funciónh∈C∞[0,1] que están tan próxima af (en el sentido de la norma‖·‖∞ deC[0,1]) como
se desee. Esto es lo que, en principio, parece paradójico. Lointeresante de ese resultado es que
de él se desprende que lonormal o típico es que cuando metemos la mano en el saco de las
funciones continuas en[0,1] y elegimos arbitrariamente una función, resulta que dicha función
es, casi con toda seguridad, una función nunca diferenciable. Pudiéramos, finalmente, intentar
concluir lo siguiente: “Desde el punto de vista de la categoría de Baire, abundan más funciones
nunca diferenciables que las que son derivables en algún punto de[0,1]” .
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(5) Johan Thim, en su Tesis publicada en 2003 y titulada: “Continuous Nowhere Differentiable
Functions” da ejemplos explícitos de 18 funciones nunca diferenciables, comenzando con la
de Bolzano (1830), siguiendo con la Callérier (1860), la de Riemann (1861), la de Weierstrass
(1872), etc. y culminado con la de Wen (2002). Similarmente,el artículo de A. N. Sing de 1953
publicado en [217] contiene un desarrollo interesante sobre “The theory and construction of
non-differentiable functions”. La tesis de Ivan Bergman [49] también se ocupa de algunas delas
aplicaciones clásicas del Teorema de Categoría de Baire.

(6) Si bien es cierto queND[0,1] es un conjuntoabundantedesde la perspectiva de la categoría
de Baire, dicho conjunto no es un boreliano; es decir, no pertenece a laσ-álgebra generada por
los conjuntos abiertos de(C[0,1],‖·‖∞). Este hecho fue probado por Mazurkiewicz enÜber die
menge der differenzierbaren Funktionen, Fun. Math. 27 (1936), 244-249.

(7) Finalmente queremos hacer mención del siguiente resultadodemostrado por Bruckner, Ceder y
Weiss [79] el cual establece, en términos generales, que cualquier función continuaf : [0,1]→R
es diferenciable cuando se restringe a cierto subconjunto de [0,1]:

Teorema de Bruckner, Ceder y Weiss. Sea f∈C[0,1]. Dado cualquier subconjunto perfecto P
en[0,1], existe un conjunto perfecto Q⊆ P tal que f|Q es infinitamente diferenciable.

2.1.2. ‖ ◮ Funciones continuas nunca rectificables

Otro conjunto de funciones deC[0,1] que contiene aND[0,1] lo constituye la familia de todas las fun-
ciones f ∈ C[0,1] que nunca son rectificables. Recordemos su definición. Seaf ∈ C[0,1] y sea[a,b] un
subintervalo arbitrario no degenerado de[0,1], es decir,a < b. Para cada partición finitaP = {t0, t1, . . . , tk}
de[a,b] defina

l( f ,P) =
k

∑
i=1

√(
ti − ti−1

)2
+
(

f (ti)− f (ti−1)
)2

y L( f , [a,b]) = sup
P∈Pf [a,b]

l( f ,P),

dondePf [a,b] denota el conjunto de todas las particiones finitas de[a,b]. Si L( f , [0,1]) es finito, entonces
decimos que elgrafo de f es rectificable. SiL( f , [a,b]) = ∞ para todo intervalo no degenerado[a,b]⊆ [0,1],
entonces diremos que elgrafo de f es nunca rectificable.

Denotemos porNR[0,1] el subconjunto deC[0,1] formado por todas las funciones que poseen grafos
nunca rectificables.

Corolario 2.1.1. ND[0,1] ⊆ NR[0,1]. En particular,NR[0,1] es residual en(C[0,1],‖·‖∞).

Prueba.Suponga, por un momento, que hemos encontrado una funciónf ∈ ND[0,1] tal que f 6∈ NR[0,1].
Esto significa que existe algún subintervalo[a,b] de [0,1] tal queL( f , [a,b]) < ∞. Es bien conocido que
toda función con grafo rectificable es de variación acotada ([13], Teorema 6.17, p. 162) y que toda función
de variación acotada puede ser expresada como diferencia dedos funciones monótonas crecientes ([13],
Teorema 6.13, p. 159). Por último, como toda función monótona creciente resulta ser derivable casi siem-
pre (Teorema de Diferenciabilidad de Lebesgue, Teorema 2.1.4, página 130), se deduce entonces quef es
diferenciable en algunos puntos de[0,1] lo que constituye una contradicción pues habíamos supuestoque
f ∈ ND[0,1]. Esto prueba queND[0,1] ⊆ NR[0,1] y una aplicación del Teorema de Banach-Mazurkiewicz
concluye la prueba de la segunda parte. �
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2.1.3. ‖ ◮ Convolución de funciones continuas nunca diferenciables

Recordemos quẽC[0,2π] =
{

f ∈C[0,2π] : f (0) = f (2π)
}

es un subespacio cerrado del espacio de Ba-

nach(C[0,1],‖·‖∞) y, por consiguiente,(C̃[0,2π],‖·‖∞) también es un espacio de Banach. Sif ,g∈ C̃[0,2π],
entonces, como ya hemos mencionado, tales funciones se identifican con sus extensiones periódicas (módulo
2π) enR. La convoluciónde dos funcionesf ,g∈ C̃[0,2π] se define por

( f ∗g)(t) =

∫ 2π

0
f (t −s)g(s)ds.

Observemos quef ∗g∈ C̃[0,2π] y se cumple, además, que

(1) f ∗g = g∗ f , para todaf ,g∈ C̃[0,2π],

(2) ( f ∗g)∗h = f ∗ (g∗h), para todaf ,g,h∈ C̃[0,2π],

(3) f ∗ (αg+ βh) = α f ∗g+ β f ∗h, para todaf ,g,h∈ C̃[0,2π] y todoα,β ∈R,

(4) ‖ f ∗g‖∞ ≤ 2π‖ f ‖∞ ‖g‖∞, para todaf ,g∈ C̃[0,2π]. Usando inducción vemos que

|| f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n veces)

||∞ ≤ (2π)n−1‖ f ‖n
∞ (Θ)

para cualquierf ∈ C̃[0,2π] y todon∈ N.

La condiciones anteriores nos dice, en particular, que la funciónΨ : C̃[0,2π]×C̃[0,2π]→ C̃[0,2π] defini-
da por

Ψ( f ,g) = f ∗g, f ,g ∈ C̃[0,2π]

es bilineal (=lineal en cada variable) y continua.
Si f ∈ C̃[0,2π] es una función de Lipschitz, es decir,| f (x)− f (y)| ≤M|x−y| para todox,y∈ [0,2π], para

alguna constanteM ≥ 0, entoncesL( f ) denotará la menor de las constantesM que satisfacen la desigualdad
anterior y que llamaremos la constante de Lipschitz def . Recordemos que sif es continuamente diferencia-
ble, entoncesf es de Lipschitz y, en este caso,L( f ) = ‖ f ′ ‖∞. Además, sif es continuamente diferenciable,
también lo esf ∗g para todog∈ C̃[0,2π] y se cumple que

(
f ∗g

)′
= f ′ ∗g.

En consecuencia,f ∗g es de Lipschitz y

L( f ∗g) =
∥∥ f ′ ∗g

∥∥
∞ ≤ 2π

∥∥ f ′∥∥
∞ ‖g‖∞ = 2πL( f )‖g‖∞ .

En general, usando inducción, vemos quef ∗g∗ n−1
⌣. . . ∗g es de Lipschitz y

L( f ∗
(n−1 veces)︷ ︸︸ ︷
g∗ · · · ∗g) =

∥∥∥
(

f ∗g∗ n−1
⌣. . . ∗g

) ′∥∥∥
∞

=
∥∥∥ f ′ ∗g∗ n−1

⌣. . . ∗g
∥∥∥

∞

≤ 2π
∥∥ f ′∥∥

∞

∥∥∥g∗ n−1
⌣. . . ∗g

∥∥∥
∞

≤ 2πL( f )(2π)n−2‖g‖n−1
∞

= L( f )
(
2π‖g‖∞

)n−1
.

En la búsqueda de funciones extrañas pero abundantes, el próximo objeto que visualizaremos en nuestra
Galería de Monstruos es la existencia de funciones continuas nunca diferenciables que son convoluciones.
El siguiente resultado fue demostrado por Witold M. Bogdanowicz en [59].
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Teorema 2.1.5 (Bogdanowicz).El conjuntoCND[0,2π] de todas las funciones f eñC[0,2π] que satisfacen
que cada una de las funciones

f , f ∗ f , f ∗ f ∗ f , f ∗ f ∗ f ∗ f , . . .

es nunca diferenciable, es residual en
(
C̃[0,2π],‖·‖∞

)
.

La demostración del Teorema de Bogdanowicz se basa en ciertas propiedades que posee la función
Φ : C̃[0,2π] → [0,+∞] definida por

Φ( f ) = ı́nf
s∈[0,2π]

sup

{ | f (t)− f (s)|
|t −s| : t ∈ [0,2π], t 6= s

}
, f ∈ C̃[0,2π].

Notemos que, para cualquierf ∈ C̃[0,2π], 0≤ Φ( f ) ≤ +∞ y Φ(a f) = |a|Φ( f ) para todoa∈ R.

Lema 2.1.2. La funciónΦ satisface las siguientes propiedades:

(a) Φ es inferiormente semicontinua .

(b) Si f es diferenciable en algún punto s∈ [0,2π], entoncesΦ( f ) < +∞.

(c) Si g∈ C̃[0,2π] satisface una condición de Lipschitz con constante de Lipschitz L(g) ≥ 0, es decir, si

|g(t)−g(s)| ≤ L(g)|t −s|, para todo t,s∈ [0,2π],

entonces se cumple queΦ( f +g) ≤ Φ( f )+L(g) para toda f∈ C̃[0,2π].

(d) Sean P=
{

0 = s0 < s1 < · · · < sm = 2π
}

una partición de[0,2π] y f una función eñC[0,2π] que es
diferenciable en[0,2π]. Si

M = ı́nf

{ | f (sn)− f (sn−1)|
|sn−sn−1|

: n = 1,2, . . . ,m

}
,

entoncesΦ( f ) ≥ M.

Prueba. (a). Seaa∈ R. Vamos a demostrar que el conjuntoEa(Φ) =
{

f ∈ C̃[0,2π] : Φ( f ) ≤ a
}

es cerrado

enC̃[0,2π]. Sea( fn)∞
n=1 una sucesión enEa(Φ) tal que ĺımn→∞ fn = f uniformemente. Entoncesf ∈ C̃[0,2π]

y lo que queremos ver es queΦ( f ) ≤ a. Para cadan ∈ N, seaεn > 0 de modo queεn < 1/n. Puesto que
Φ( fn) ≤ a, podemos hallar unsn ∈ [0,2π] tal que

sup

{ | fn(t)− fn(sn)|
|t −sn|

: t ∈ [0,2π], t 6= sn

}
≤ a+ εn.

De esto se sigue que

| fn(t)− fn(sn)| ≤ (a+ εn)|t −sn|, para todo t ∈ [0,2π], y todo n = 1,2, . . ..

Siendo(sn)
∞
n01 una sucesión en el compacto[0,2π], existe una subsucesión de ella (que seguiremos denotando

del mismo modo) convergiendo a un puntos0 ∈ [0,2π]. De la convergencia uniforme de la sucesión( fn)∞
n=1

hacia f sobre[0,2π] tenemos que

| f (t)− f (s0)| ≤ a|t −s0|, para todo t ∈ [0,2π], y todo n = 1,2, . . ..
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Esto prueba quef ∈ Ea(Φ).

(b). Si f es diferenciable ens∈ (0,2π), entonces la función

g(t) =
f (t)− f (s)

t −s
, parat ∈ [0,2π], t 6= s

es acotada lo cual implica queΦ( f ) es finita.

(c). Supongamos queg ∈ C̃[0,2π] satisface una condición de Lipschitz con constante de Lipschitz L(g).
Entonces ∣∣( f (t)+g(t))− ( f (s)+g(s))

∣∣
∣∣t −s

∣∣ ≤
∣∣ f (t)− f (s)

∣∣
|t −s| + L(g)

y de esta desigualdad se deduce queΦ( f +g) ≤ Φ( f )+L(g).

(d). Para demostrar esta última desigualdad debemos probar, antes, el siguiente:

Lema. Suponga que g∈ C̃[0,2π] es una función diferenciable satisfaciendo g(s0) = · · ·= g(sm) =
0. Fijemos n∈ {1,2, . . . ,m}. Entonces, para cada s∈ [sn−1,sn], o existe un t∈ [sn−1,sn] diferente
de s tal que g(s) = g(t), o bien g′(s) = 0.

Prueba.Puesto queg continua en[sn−1,sn], ella alcanza su máximo en un puntot1 y su mínimo
en un puntot2. Seas cualquier punto en[sn−1,sn] y suponga queg′(s) 6= 0. Podemos asumir que
g(s) 6= 0 (y en consecuencias 6= sn−1, s 6= sn), pues en caso contrario la conclusión de la afirmación
se cumple. Se sigue deg′(s) 6= 0 queg(s) < g(t1) y g(s) > g(t2). Ahora bien, comog(s) 6= 0,
entoncesg(s) > 0 o g(s) < 0. Sólamente consideraremos el primer caso pues el segundo caso
trabaja de modo enteramente similar. Tenemos entonces que

0 = g(sn) = g(sn−1) < g(s) < g(t1).

Existen sólo dos posibilidades paras: o biens pertenece al intervalo(sn−1, t1) o bien al intervalo
(t1,sn). Sispertenece al intervalo(sn−1, t1), entonces podemos encontrar un puntot en el intervalo
(t1,sn) tal queg(s) = g(t). Un razonamiento similar permite la misma conclusión sispertenece al
intervalo(t1,sn). Esto termina la prueba de nuestra lema.�

Consideremos ahora la funcióng : [0,2π] → R definida por

g(t) = f (sn−1) − t −sn−1

sn−sn−1

(
f (sn) − f (sn−1)

)

para todot ∈ [sn−1,sn], n = 1,2, . . . ,m. Esta función satisface las condiciones de nuestro lema. Deallí que,
para cadan = 1,2, . . . ,m y cadas∈ [sn−1,sn], existe otro puntot, distinto des, tal queg(s) = g(t) o
g′(s) = 0. En el primer caso tenemos que

f (t)− f (s)
t −s

=
f (sn)− f (sn−1)

sn−sn−1
,

mientras que para el segundo se obtiene

f ′(s) =
f (sn)− f (sn−1)

sn−sn−1
.
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Cualquiera de los dos casos que ocurra permite concluir que

sup

{∣∣∣∣
f (t)− f (s)

t −s

∣∣∣∣ : t ∈ [0,2π], t 6= s

}
≥
∣∣∣∣

f (sn)− f (sn−1)

sn−sn−1

∣∣∣∣

para todos∈ [sn,sn−1] y todon∈ {1,2, . . . ,m}. Tomando ínfimo a ambos lados de esta desigualdad sobre el
conjunto{1,2, . . . ,m} obtenemos lo que queríamos demostrar. �

Estamos ahora en condiciones de demostrar el Teorema de Bogdanowicz

Prueba del Teorema de Bogdanowicz. SeaF = C̃[0,2π] \CND[0,2π]. Nos proponemos demostrar queF
es de primera categoría en

(
C̃[0,2π],‖·‖∞

)
. Para cada par de enteros no negativosm,n definamos

Fmn =
{

f ∈ C̃[0,2π] : Φ( f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n veces)

) ≤ m
}
.

Notemos que sif ∈ F, entonces para algúnn∈ N, f∗ n
⌣. . . ∗ f es diferenciable en algún punto de[0,2π] y por

(b) del Lema 2.1.2 tenemos queΦ( f∗ n
⌣. . . ∗ f ) es finito. Esto nos dice quef debe estar en algúnFmn para

ciertosm,n∈ N, es decir,

F ⊆
∞⋃

m,n=1

Fmn.

Nos proponemos demostrar que cada conjuntoFmn es cerrado y nunca-denso enC̃[0,2π]. Fijemosm,n enN.
Puesto que la aplicaciónϕ : C̃[0,2π] → C̃[0,2π] dada por

ϕ( f ) = f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n veces)

, para todaf ∈ C̃[0,2π]

es continua (esto sigue de la desigualdad(Θ)), entonces la semicontinuidad inferior de la funciónΦ nos
garantiza queFmn es cerrado eñC[0,2π]. Nos queda por ver queFmn es nunca-denso eñC[0,2π]. Esto lo
haremos demostrando que la suposición contraria conlleva auna contradicción.

Lema. Si Fmn tiene interior no vacío, entonces existe una constante M≥ 0 tal que

Φ( f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n veces)

) ≤ M ‖ f ‖n
∞ para todaf ∈ C̃[0,2π]. (Θ)1

Prueba.Decir queFmn tiene interior no vacío significa que existe una bola abierta, digamosU(g, r), incluida
enFmn para algunag∈ C̃[0,2π] y algúnr > 0, donde como siempreU(g, r) =

{
f ∈ C̃[0,2π] : ‖ f −g‖∞ < r

}
.

Puesto que el conjunto de las funciones enC̃[0,2π] con derivada continua es denso en dicho espacio, podemos
suponer (y así lo haremos) queg posee una derivada continua y, en consecuencia, satisface una condición
de Lipschitz con constante de LipschitzL(g) = ‖g′ ‖∞. Observemos que cualquiera que seaf ∈U(g, r), se
cumple que

(1) Φ( f∗ n
⌣. . . ∗ f ) ≤ m,

(2) ‖ f ‖∞ ≤ ‖g‖∞ +‖ f −g‖∞ < ‖g‖∞ + r := d, y
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(3) como hemos visto antes, el hecho de queg tiene una derivada continua, y por consiguiente satisface

una condición de Lipschitz conL(g) = ‖g′ ‖∞, ello implica queg∗ f∗ n−1
⌣. . . ∗ f también es una función de

Lipschitz con constante de Lipschitz≤ L(g)(2πd)n−1.

Fijemos f ∈U(g, r) y pongamosh = f −g. Entoncesh∈U(0, r) y gracias a(c) del Lema 2.1.2, tenemos la
desigualdad

Φ(h∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n−1 veces)

) ≤ Φ( f ∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n veces)

) + L(−g∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n−1 veces)

) ≤ m + L(g)(2π)n−1.

Lo acabado de probar nos revela que:para cualquier h∈U(0, r), con f = g+h, se tiene que

Φ(h∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n−1 veces)

) ≤ m + L(g)(2πd)n−1.

De la conmutatividad de la convolución, la desigualdad anterior e inducción, se deduce la existencia de un
númeroK > 0 tal que

Φ(h∗h∗ · · · ∗h︸ ︷︷ ︸
(n veces)

) ≤ K, para todoh∈U(0, r).

Seaf ∈ C̃[0,2π] tal que f 6= 0. Entoncesh= (r/2‖ f ‖∞) f ∈U(0, r) y usando el hecho de que la convolución
es lineal en cada variable y que la aplicaciónΦ es homogénea obtenemos que

(
r

2‖ f ‖∞

)n

Φ( f ∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n veces)

) = Φ



(

r
2‖ f ‖∞

)n

f ∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n veces)




= Φ
(

r
2‖ f ‖∞

f ∗ r
2‖ f ‖∞

f ∗ · · · ∗ r
2‖ f ‖∞

f

)

︸ ︷︷ ︸
(n veces)

= Φ(h∗h∗ · · · ∗h︸ ︷︷ ︸
(n veces)

) ≤ K.

Finalmente, definiendoM = (2/r)nK resulta la desigualdad

Φ( f ∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n veces)

) ≤ M ‖ f ‖n
∞ .

la cual se cumple para todof ∈ C̃[0,2π]. Esto termina la demostración de nuestro lema.�

Para cualquierk∈N, consideremos ahora la funciónf ∈ C̃[0,2π] definida porf (t) = cos(kt). Puesto que
f (t) = 1

2eikt + 1
2e−ikt se deduce fácilmente quef ∗ f = π f , y por consiguiente,

f ∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n veces)

= πn−1 f .

De la propiedad(d) del Lema 2.1.2 vemos que si tomamos la partición{0,π/k, . . . ,2kπ/k} se consigue la
desigualdad

Φ( f ) ≥ 2k
π

.
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Por otro lado, usando la desigualdad(Θ)1 del lema anterior tendremos que

2πn−2k ≤ Φ( f ∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
(n veces)

) ≤ M ‖ f ‖n
∞ = M

para cualquierk ∈ N. Esta última desigualdad es, por supuesto, imposible para todo k ∈ N, de donde se
concluye queFmn no puede tener interior no vacío y asíF es de primera categoría. Por el Teorema de
Categoría de Baire, el conjuntoCND[0,2π] es residual eñC[0,2π]. �

Comentario Adicional 2.1.2 En el mismo artículo, Bogdanowicz (Witold M. Bogdanowicz posteriormente
se cambió de nombre haciéndose llamar Victor M. Bogdan) considera el espacio de Fréchet (= espacio
vectorial topológico completamente metrizable)C[0,+∞) de todas las funcionesf : [0,+∞) → R que
son continuas cuya topología es generada por la familia de semi-normas

‖ f ‖n = sup
{
| f (t)| : t ∈ [0,n]

}
, n = 1,2, . . .

Como antes, la convolución de dos funcionesf ,g enC[0,+∞) viene dada por

( f ∗g)(t) =

∫ t

0
f (t −s)g(s)ds.

Teorema (Bodganowicz). El conjunto E, formado por todas las funciones f∈ C[0,+∞) tal
que las funciones

f , f ∗ f , f ∗ f ∗ f , . . .

son nunca diferenciables en el intervalo(0,+∞), es residual en C[0,+∞).

2.1.4. ‖ ◮ Funciones diferenciables nunca monótonas

Como ya hemos visto, el Teorema de Categoría de Baire ha servido como un vehículo importante en la
prueba de existencia de funciones que eran muy difíciles de construir y, por supuesto, también difíciles de
visualizar. Tal es el caso, por ejemplo, de las funciones continuas nunca diferenciables. Nuestro objetivo es
esta sección es probar, como en el caso anterior, la abundancia de funciones diferenciables nunca monótonas.
Una función f : [0,1] → R que no es monótona en ningún subintervalo no degenerado de[0,1] se llama
nunca monótonao siempre oscilante. Que toda función continua nunca diferenciable es nunca monótona
es consecuencia del siguiente resultado clásico, cuya prueba puede verse, por ejemplo, en [364], Theorem 3,
p. 418, o también, [384], p. 96.

Teorema de Diferenciabilidad de Lebesgue. Si F : [a,b]→R es una función monótona, entonces
F ′ existeλ-casi siempre.

Por consiguiente, siNM[0,1] representa el subconjunto deC[0,1] formado por todas las funciones continuas
que son nunca monótonas, entoncesNM[0,1] es residual en(C[0,1],‖·‖∞). Este resultado lo volveremos a
demostrar más adelante sin apelar al Teorema de Banach-Mazurkiewicz.

En el transcurso del siglo XVIII a los matemáticos les era totalmente imposible determinar si existían
funciones que fueran siempre diferenciables pero nunca monótonas. Es importante destacar que para que
exista una función diferenciable nunca monótonaf debe ocurrir que los conjuntos

{x : f ′(x) > 0} y {x : f ′(x) < 0}
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sean ambos densos enR. Dini era uno de los que creían que tales funciones podían existir, mientras que P. du
Bois-Reymond tenía la presunción de que las funciones nuncamonótonas no podían ser diferenciables. En
1887, Köpcke a fuerza de coraje y perseverancia dio a conocerexplícitamente, a través de una construcción
increíblemente complicada, una función diferenciable nunca monótona. Esa construcción permitió que se
unieran al clan con nuevas funciones de este tipo matemáticos como Denjoy, Pereno, Hobson, etc. Todas
esas construcciones seguían siendo difíciles y largas (la más corta constaba de 10 páginas). Casi 100 años
después, en 1974, Y. Katznelson y K. Stromberg [254] revivenla investigación al construir otra función
diferenciable nunca monótona pero mucho más simple que la dada por Köpcke. Fundamentalmente lo que
Katznelson y Stromberg probaron fue el siguiente resultado:

Teorema de Katznelson-Stromberg. Existe una función f: R→ R tal que:

(1) f es siempre diferenciable sobreR;

(2) f ′ es acotada sobreR y

(3) f no es monótona en ningún subintervalo deR.

Una exposición detallada del resultado anterior se puede leer en su fuente original o en el libro de A. B.
Kharazishvili [253], pág. 69-77. La funciónf , construida por Katznelson y Stromberg, disfruta de algunas
propiedades interesantes: por ejemplo,f ′, por ser acotada, implica quef es una función Lipschitziana. En
particular, f es absolutamente continua, lo cual implica quef ′ es Lebesgue-integrable en cada subintervalo
[a,b] deR; en segundo lugar,f ′ no es Riemann-integrable en ningún subintervalo[a,b] deR. Más aún,
f ′ es una función de la primera clase de Baire; es decir, se puederepresentar como límite puntual de una
sucesión de funciones continuas y, por consiguiente, el conjunto de puntos donde ella es continua es un
Gδ-denso (Teorema Genérico de Baire-Kuratowski, página 90).Por último, los conjuntos{x : f ′(x) > 0}
y {x : f ′(x) < 0}, además de ser disjuntos, son medibles Lebesgue y, para cadasubintervalo[a,b] deR,
(a < b), se cumple que

λ
((

{x : f ′(x) > 0}
)
∩ [a,b]

)
> 0 y λ

((
{x : f ′(x) < 0}

)
∩ [a,b]

)
> 0.

Dos años más tarde de la aparición del resultado de Y. Katznelson y K. Stromberg, Clifford E. Weil
[440], usando el Teorema de Categoría de Baire, prueba la existencia de abundantes funciones de ese tipo
en apenas 2 páginas. Veamos ahora el procedimiento que Weil siguió para demostrar la abundancia de las
funciones diferenciables nunca monótonas usando el Teorema de Categoría de Baire. Para probar lo que hizo
Weil necesitaremos las siguientes nociones y herramientas:

Como siempre,B∞[0,1] denota el conjunto de todas las funcionesf : [0,1] →R que son acotadas dotado
de la métrica uniforme

d∞( f ,g) = sup
x∈[0,1]

| f (x)−g(x)|,

para todo f ,g ∈ B∞[0,1]. Como ya hemos afirmado, es bien conocido que(B∞[0,1],d∞) es un espacio
métrico completo. Recordemos que una funciónf : [0,1] → R es unaderivada, si existe al menos una
función diferenciableF : [0,1] → R tal queF ′(x) = f (x) para todox ∈ [0,1] (por supuesto, en los puntos
extremos 0 y 1, se requiere que las derivadas laterales a la derecha y a la izquierda, respectivamente, existan).

Consideremos ahora el conjuntoD[0,1] formado por los elementos deB∞[0,1] que son derivadas, es
decir,

D[0,1] =
{

f ∈ B∞[0,1] : existe F∈C[0,1] tal que F′ = f
}
.
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Observemos queC[0,1] ⊆ D[0,1] pues, sif ∈C[0,1], entonces la funciónF : [0,1] → R definida por

F(x) =
∫ x

0
f (t)dt, para todox∈ [0,1]

es, gracias al Teorema Fundamental del Cálculo, una funcióndiferenciable satisfaciendoF ′ = f . Además,
(D[0,1],d∞) es cerrado enB∞[0,1] y, en consecuencia, un espacio métrico completo. Para ver esto último,
sea( fn)∞

n=1 una sucesión enD[0,1] tal que ĺımn→∞ d∞( fn, f ) = 0 y seaFn : [0,1] → R tal queF ′
n = fn para

todo n ∈ N. Haciendo uso del siguiente resultado conocido, (véase, por ejemplo, [386] Theorem 7.17, p.
152):

TeoremaC1. Si (Gn)
∞
n=1 es una sucesión de funciones enD[0,1] convergiendo uniformemente

a una función G, entonces la sucesión(G′
n(x))

∞
n=1 converge uniformemente a una función g(x)

y, además, G′(x) = g(x).

se sigue que la sucesión(Fn)
∞
n=1 converge uniformemente a una función diferenciableF y F ′ es el límite

uniforme de( fn)∞
n=1; es decir,F ′ = f ∈ D[0,1]. Esto prueba que(D[0,1],d∞) es cerrado enB∞[0,1].

Para cadaf ∈ D[0,1] pongamos, como antes,Z( f ) = {x∈ [0,1] : f (x) = 0} y definamos

D0[0,1] =
{

f ∈ D[0,1] : Z( f ) es denso en[0,1]
}
.

Notemos que sif ∈ D0[0,1], entoncesZ( f ) es, por elEjemplo 2, página 101, un subconjuntoGδ-denso de
[0,1]. Similar al argumento de la prueba del Teorema 2.1.8, vamos ademostrar queD0[0,1] es cerrado en
D[0,1]. En efecto, sea( fn)∞

n=1 una sucesión enD0[0,1] tal que fn → f uniformemente, dondef ∈ D[0,1].
Como cadaZ( fn) es unGδ-denso de[0,1], el Teorema de Categoría de Baire nos revela que

Z =
∞⋂

n=1

Z( fn)

es denso en[0,1] y ya que fn → f uniformemente, entoncesZ ⊆ Z( f ), de donde se sigue quef ∈ D0[0,1].
Esto prueba que(D0[0,1],d∞) es cerrado en(D[0,1],d∞) y, en consecuencia, un espacio métrico completo.
Exactamente como en la demostración del Teorema 2.1.8 se verifica queD0[0,1] es, en realidad, un espacio
vectorial sobreR. Es sobre éste espacio que Clifford Weil, usando el Teorema de Categoría de Baire, prueba
la abundancia de funciones diferenciables nunca monótonas. El espacioD0[0,1] será interesante en la medida
en que podamos demostrar que él, como espacio vectorial, es no trivial. Ese es el contenido de la siguiente:

Afirmación 1. D0[0,1] 6= {0}.

Prueba de la Afirmación 1.El Teorema de Katznelson-Stromberg nos garantiza la existencia de una función
0 6= f ∈D0[0,1]. He aquí otra tal función obtenida explícitamente a la que llamaremosfunción de Pompeiu.
Observemos, en primer lugar, que sid es cualquier número real, entonces la funcióngd(x) = (x−d)1/3 tiene
derivada finita excepto enx = d, donde su derivada es infinita.

Sea(dn)
∞
n=1 una sucesión densa en[0,1] y para cadax∈ [0,1], definamos

F(x) =
∞

∑
n=1

(x−dn)
1
3

2n =
∞

∑
n=1

gn(x)
2n ,

donde hemos puestogn(x) = (x−dn)
1/3. Por elM-Test de Weierstrass, la serie converge uniformemente y,

por lo tanto,F es una función continua sobre[0,1]. Pero además, como cadagn es monótona creciente,F
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es monótona creciente y entonces el Teorema de Diferenciabilidad de Lebesgue nos dice que su derivada
F ′ existeλ-c.s., dondeλ es la medida de Lebesgue sobreR restringida a[0,1]. Observe que de la igualdad
a−b =

(
a1/3−b1/3

)(
a2/3 +a1/3b1/3 +b2/3

)
, válida para todoa,b∈ R, se sigue que

F(t)−F(x)
t −x

=
∞

∑
n=1

1[
(t −dn)

2
3 +(t −dn)

1
3 (x−dn)

1
3 +(x−dn)

2
3

]
2n

.

Definamos

K =

{
x∈ [0,1] :

∞

∑
n=1

1

3(x−dn)
2
3 2n

converge

}
,

y notemos que comoK ∩{dn : n∈ N} = ∅, entonces[0,1] \K es denso. Si usamos las siguientes desigual-

dades
1
2

(a2 +b2) ≤ a2 +ab+b2 ≤ 3
2

(a2 +b2), dondea,b∈ R, tendremos que

• si x∈ K, entoncesF ′(x) existe yF ′(x) =
∞

∑
n=1

1

3(x−dn)
2
3 2n

> 0, y

• si x 6∈ K, entoncesF ′(x) = ĺım
t→x

F(t)−F(x)
t −x

= ∞.

SiendoF una función estrictamente creciente,F[0,1] = [F(0),F(1)]. SeaG : [F(0),F(1)] → [0,1] la inversa
de la funciónF. EntoncesG es monótona creciente y, gracias al Teorema de Diferenciabilidad de Lebesgue,
G′ es diferenciableλ-casi siempre. sobre[F(0),F(1)], además se cumple queG′(F(x)) = 1/F ′(x) para casi
todo x. Notemos queG′ es acotada y queG′(F(x)) = 0 si, y sólo si,x 6∈ K. De esto se sigue queG′ = 0
sobre un subconjunto denso de[F(0),F(1)]. Finalmente, si sustituimosG por G◦ϕ, dondeϕ es cualquier
aplicación lineal de[0,1] sobre[F(0),F(1)], entonces resultará que 06= G◦ϕ ∈ D0[0,1].

Afirmación 2. El conjunto

E =
{

f ∈ D0[0,1] : existe un intervalo abierto I⊆ [0,1] tal que f(I) ⊆ [0,+∞) o f (I) ⊆ (−∞,0]
}

es de primera categoría enD0[0,1].

Prueba de la Afirmación 2.Sea(In)∞
n=1 una enumeración de todos los subintervalos abiertos no vacíos de

[0,1] con extremos racionales distintos, y para cadan∈N pongamos

En =
{

f ∈ D0[0,1] : f (In) ⊆ [0,+∞)
}

y Fn =
{

f ∈ D0[0,1] : f (In) ⊆ (−∞,0]
}

.

Entonces

E =
∞⋃

n=1

(En∪Fn),

y es suficiente demostrar que tantoEn así comoFn son cerrados y nunca-densos, para cadan∈ N. El argu-
mento será llevado a cabo sólo paraEn ya que un procedimiento similar trabaja paraFn.

QueEn es cerrado es inmediato. Para demostrar queEn tiene interior vacío, supongamos quef ∈ En

y seaε > 0. Puesto quef ∈ D0[0,1], entoncesZ( f ) es denso en[0,1] y por lo tantoZ( f )∩ In 6= ∅. Sea
x0 ∈ Z( f )∩ In. Entoncesx0 ∈ In y f (x0) = 0. Sea 06= h ∈ D0[0,1] y suponga queh(x1) < 0 para algún
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x1 ∈ [0,1]. Defina ahorag = h◦ ϕ, dondeϕ es un difeomorfismo de[0,1] sobre[0,1] tal queϕ(x0) = x1.
Tenemos entonces queg∈ D0[0,1] satisfaceg(x0) < 0. SeaM > 0 tal que

M > sup
{
|g(x)| : x∈ [0,1]

}
.

Entonces
d∞

(
f ,

ε
M

g+ f
)

< ε.

Comog y f están en el espacio vectorialD0[0,1], resulta queε
M g+ f ∈ D0[0,1]. Observemos, sin embargo,

que
(

ε
M g+ f

)
(x0) < 0, lo cual dice queε

M g+ f no es un elemento deEn. Esto prueba queEn no puede

contener ninguna bola abierta y, así,En es nunca-denso. �

Teorema 2.1.6 (Weil). El conjuntoDNM[0,1] =
{

F ′ ∈ D0[0,1] : F es nunca monótona
}

es residual en
(D0[0,1],‖·‖∞).

Prueba.SeaE el conjunto definido en la Afirmación 2 del parágrafo anterior. Es claro queD0[0,1] \E ⊆
DNM[0,1]. Puesto queE es de primera categoría enD0[0,1], el Teorema de Categoría de Baire nos garantiza
queD0[0,1]\E es unGδ-denso y, por consiguiente,DNM[0,1] es residual en(D0[0,1],‖·‖∞). �

Del resultado de Weil se sigue, en particular, la existenciade abundantes funciones satisfaciendo las
condiciones(1),(2) y (3) del Teorema de Katznelson-Stromberg.

Teorema 2.1.7 (Cater, [88]).Sea

D00 =
{

f ∈ D0[0,1] : λ
(
Z( f )

)
= 0
}
.

EntoncesD00 es residual en(D0[0,1],‖·‖∞).

Prueba.Para cadan∈ N, defina

Gn =
{

f ∈ D0[0,1] : λ
(
Z( f )

)
≥ 1/n

}
.

Veamos en primer lugar que cadaGn es cerrado enD0[0,1]. Fijemosn∈ N y tomemos cualquier sucesión
( fk)∞

k=1 enGn tal que ĺımk→∞ ‖ fk− f ‖∞ = 0 para alguna funciónf ∈ D00. Puesto quefk ∈ Gn, tenemos que
λ
(
Z( fk)

)
≥ 1/n para todok∈ N. Sea

Z =
∞⋂

j=1

∞⋃

k= j

Z( fk).

Resulta que para cualquierx∈ Z, f (x) = 0, es decir,Z = Z( f ) y comoλ(Z) ≥ ĺımsupk→∞ λ(Z( fk)) ≥ 1/n,
tenemos quef ∈ Gn. Esto prueba queGn es cerrado.

Nuestro siguiente paso es demostrar queGn es nunca-denso enD0[0,1]. En efecto, fijemos unf ∈ Gn y
seaε > 0. Escojamos ahora una funcióng∈ D00 tal que 0≤ g≤ 1. Teniendo en cuenta quef ∈ Gn, resulta
que

λ
(
{x∈ [0,1] : | f (x)| > 0}

)
= λ

(
[0,1]\Z( f )

)
< 1/n

y, en consecuencia, podemos determinar un 0< c< ε de modo tal queλ
(
{x∈ [0,1] : 0< | f (x)|< c}

)
< 1/n.

De esto se sigue que
λ
(
{x∈ [0,1] : f (x) = −cg(x)}

)
< 1/n,

y, por consiguiente,
λ
(
{x∈ [0,1] : f (x)+cg(x) = 0}

)
< 1/n.
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Esto prueba quef +cg 6∈ Gn y, como,‖ f +cg− f ‖∞ = ‖cg‖∞ ≤ c < ε, tenemos queGn no puede contener
ninguna bola abierta, es decir,Gn es nunca-denso.

Finalmente, puesto queD00 = D0[0,1]\⋃∞
n=1Gn, el Teorema de Categoría de Baire nos revela queD00

es residual en(D0[0,1],‖·‖∞). �

Si se considera el espacioD1[0,1], formado por todas las funcionesf : [0,1] → R que poseen derivadas
acotadas sobre[0,1] con la norma

‖ f ‖1 = sup
x∈[0,1]

| f (x)| + sup
x∈[0,1]

| f ′(x)| = ‖ f ‖∞ +
∥∥ f ′∥∥

∞ ,

entonces(D1[0,1],‖·‖1) resulta ser un espacio de Banach incluido enC[0,1]. Tibor Šalát [395], demuestra
el siguiente:

Teorema 2.1.8 (Šalát).El conjuntoNM1[0,1], formado por todas las funciones enD1[0,1] que son nunca
monótonas en[0,1], es nunca-denso en(D1[0,1],‖·‖1).

Prueba.Si f es cualquier función a valores reales definida sobre[0,1], denotaremos porZ( f ) el conjunto de
los ceros de la funciónf , es decir,Z( f ) = {x∈ [0,1] : f (x) = 0}. Consideremos ahora el conjunto

D0[0,1] =
{

f ∈ D1[0,1] : Z( f ′) es denso en[0,1]
}
.

Notemos en primer lugar que sif ∈ NM1[0,1], entonces se verifica queZ( f ′) es denso en[0,1]. En efecto,
puesto quef ′ cambia de signo en cada subintervalo de[0,1] y como f ′ posee la propiedad de Darboux (esto
significa que sif ′(a) < d < f ′(b) para cualesquieraa,b∈ [0,1] cona < b, entonces existe unc∈ (a,b) tal
que f ′(c) = d), entoncesZ( f ′) es denso en[0,1], de donde se sigue que

NM1[0,1] ⊆ D0[0,1].

De inmediato probaremos queD0[0,1] es cerrado enD1[0,1]. Sea( fn)∞
n=1 una sucesión enD0[0,1] con-

vergiendo a una funciónf ∈ D1[0,1], es decir, ĺımn→∞ ‖ fn− f ‖1 = 0. Se sigue de la definición de la norma
‖·‖1 que( fn)∞

n=1 converge uniformemente af y la sucesión de derivadas,( fn ′)∞
n=1, converge uniformemente

a f ′. Puesto que las derivadasfn ′ (n = 1,2, . . .) pertenecen a la primera clase de Baire,B1[0,1], (véase,
Ejemplo 7, página 493), cada uno de los conjuntosZ( fn ′) (n = 1,2, . . .) es unGδ en [0,1], y como además,
fn ∈ D0[0,1] (n = 1,2, . . .), tales conjuntos resultan también ser densos en[0,1]. Se sigue del Teorema de
Categoría de Baire que

∞⋂

n=1

Z( fn
′)

es unGδ-denso en[0,1] y claramente dicho conjunto es un subconjunto deZ( f ′). Esto prueba queZ( f ′)
es denso en[0,1] y, por lo tanto,f ∈ D0[0,1]. Con lo anterior hemos demostrado queD0[0,1] es cerrado en
D1[0,1]. En realidad,D0[0,1] es un subespacio lineal cerrado propio del espacioD1[0,1]. En efecto, sean
f ,g∈ D0[0,1]. Por el Teorema de Categoría de Baire,Z( f ′)∩Z(g′) es unGδ-denso de[0,1] y claramente
Z( f ′)∩Z(g′)⊆Z(( f +g) ′), por lo quef +g∈D0[0,1]. También es claro que sif ∈D0[0,1] y r ∈R, entonces
r f ∈ D0[0,1]. Por el EjemploB-2, página 212,D0[0,1] es nunca-denso enD1[0,1] y, por consiguiente,
también lo esNM1[0,1]. �

Comentario Adicional 2.1.3 1) Otra demostración de la existencia de funciones diferenciables nunca
monótonas se puede ver en un artículo recientemente publicado por R. Aron, V. I. Gurariy y J.
B. Seoane ([18], Corollary 3.3).
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2) Haciendo uso del siguiente resultado de Petruska y Laczkovich ([76], Theorem 2.1, p. 226)

Teorema de Petruska-Laczkovich. Sea J⊆ [0,1]. Para cualquier f∈ B1[0,1], la restricción
de f sobre J se puede extender a una derivada sobre[0,1] si, y sólo si, µ(J) = 0.

se prueba sin mucha dificultad que la aplicación

f (x) =





0 si x es irracional
1
q si x = p

q es irreducible conq par

−1
q si x = p

q es irreducible conq impar

genera una función diferenciable nunca monótona. En efecto, es fácil verificar quef es continua
en cada punto irracional de[0,1] y, por lo tanto, f ∈ B1[0,1], dondeB1[0,1] es el espacio de
todas las funciones de la primera clase de Baire (el hecho de que f ∈ B1[0,1] se puede deducir
del Teorema Grande de Baire(b), véase el Capítulo 3 para detalles). Puesto que los racionales
en [0,1] forman un conjuntoJ de medida (de Lebesgue) cero, la restricción def a J puede,
por el Teorema de Petruska-Laczkovich, ser extendida a una función derivadâf sobre todo[0,1].
Puesto quêf > 0 sobre el conjunto densoQ1 = {p/q∈Q∩ [0,1] : p/q es irreducible con q par}
y f̂ < 0 sobre el conjunto densoQ2 = {p/q ∈ Q∩ [0,1] : p/q es irreducible con q impar}, se
sigue que siF ′ = f̂ sobre[0,1], entoncesF es una función diferenciable nunca monótona.

3) Sea f : [0,1] → R una función. Recordemos que el gráfico def es el conjunto Gra( f ) definido
por Gra( f ) = {(x, f (x)) : x∈ [0,1]}. Denotemos porL(α,c) = {(x,αx+c) : x∈ R} una recta no
vertical enR2 para algúnα,c∈ R. Un conjunto de nivel de f es un subconjuntoE de [0,1] tal
que{(x, f (x)) : x∈ E} es la intersección de Gra( f ) con alguna línea recta no verticalL(α,c). A
todo conjunto de nivel lo denotaremos porZ( f ,E,α,c) := {(x, f (x)) : x∈ E, f (x) = αx+c}. En
[80], A. M. Bruckner and K. M. Garg demostraron la existenciade un subconjunto residualG
de(C[0,1],‖·‖∞) tal que los conjuntos de nivel de cada miembro deG consisten de un conjunto
perfecto o la unión de un conjunto perfecto con un de tipo I, donde un conjunto es de tipo I si
éste contiene uno o, a lo sumo, dos puntos.

También es interesante mirar el trabajo de U. B. Darji y M. L. Morayne [112]. Un poco más
tarde, F. S. Cater en [87] demuestra que:

Teorema 2.1.9 (Cater, [87]).El conjunto

G =
{

f ∈C[0,1] : Z( f ,E,α,c) posee medida (lineal) cero
}

es residual en(C[0,1],‖·‖∞).

Más aun, (compare con el Teorema 2.1.7),

Teorema 2.1.10 (Cater, [87]).El conjunto

G0 =
{

f ∈ D[0,1] : Z( f ,E,α,c) es nunca-denso y de medida (lineal) cero
}

forma un subconjunto residual de(D[0,1],‖·‖∞).



Sec. 2.1Galería de monstruos: funciones y otros objetos raros pero abundantes 137

2.1.5. ‖ ◮ Funciones continuas nunca Lipschitz

Con la aparición, en la galería de los monstruos, de funciones continuas nunca diferenciables se abrió una
especie de caja de Pandora de funciones raras. Para algunos,la existencia de esos objetos extraños limitaba
el análisis clásico, mientras que para otros, hurgar en sus propiedades constituía un reto fascinante. Pero,
muy a pesar de las “plagas lamentables” y a las críticas adversas, esa disputa dio origen al estudio de nuevas
disciplinas en el campo de las matemáticas y obligó a los matemáticos a mirar ciertos fenómenos con más
detenimiento. Veremos ahora la abundancia de las funcionescontinuas que son nunca Lipschitziana y que,
además, tales funciones son nunca diferenciables.

Definición 2.1.2. Una función f∈ C[0,1] es llamada M-Lipschitz si existe una constante M≥ 0 tal que
| f (x)− f (y)| ≤ M|x− y| para todo x,y ∈ [0,1]. Diremos que f esLipschitz o Lipschitzianasi ella es M-
Lipschitz para algún M≥ 0.

En general, dado x∈ [0,1], diremos que f∈C[0,1] es M-Lipschitz enx si existe una constante M≥ 0
tal que| f (x)− f (y)| ≤ M|x− y| para todo y∈ [0,1]. Se dice que f esLipschitz enx si ella es M-Lipschitz
en x para algún M≥ 0.

Denotemos porNL[0,1] el conjunto de todas las funcionesf ∈C[0,1] tal que f no es Lipschitz en ningún
punto x∈ [0,1]. Cualquier función enNL[0,1] será llamadanunca Lipschitz.

Recordemos que una funciónf : [a,b] → R es de variación acotada si supP∈P∑n
i=1 | f (ti)− f (ti−1)| < ∞,

dondeP es el conjunto de todas las particionesP=
{

a= t0, t1, . . . , tn = b
}

de[a,b]. Es claro que toda función
Lipschitz f : [a,b] → R es de variación acotada y como ésta última es la diferencia dedos funciones monó-
tonas no-decrecientes (Teorema de descomposición de Jordan) resulta, por el Teorema de Diferenciabilidad
de Lebesgue, quef diferenciable casi-siempre. En particular,

Teorema de Diferenciabilidad de Lebesgue II. Cualquier función Lipschitz f: [a,b] → R es
diferenciableλ-casi siempre.

Teorema 2.1.11.NL[0,1] es un Gδ-denso en(C[0,1],‖·‖∞). En particular,NL[0,1] ⊆ ND[0,1].

Prueba.Para cadan∈ N, definamos

Fn =
{

f ∈C[0,1] : f es n-Lipschitz en algún x∈ [0,1]
}
.

Afirmamos queFn es un conjunto cerrado nunca-denso enC[0,1]. Fijemosn∈N y veamos queFn es cerrado
enC[0,1]. En efecto, sea( fk)∞

k=1 una sucesión enFn convergiendo uniformemente a una funciónf ∈C[0,1].
Por definición, para cadak ∈ N, existe unxk ∈ [0,1] tal que| fk(xk)− fk(y)| ≤ n|xk − y| para todoy∈. Por
la compacidad de[0,1], la sucesión(xk)

∞
k=1 posee una subsucesión, que seguiremos denotando del mismo

modo, que converge a algún unx ∈ [0,1]. Entonces la continuidad de cadafk así como la convergencia
uniforme de la sucesión( fk)∞

k=1 hacia f nos garantizan que

| f (x)− f (y)| ≤ | f (x)− fk(x)| + | fk(x)− fk(xk)| + | fk(xk)− fk(y)| + | fk(y)− f (y)|
≤ | f (x)− fk(x)| + n|xk−x)| + n|xk−y| + | fk(y)− f (y)| → n|x−y|

para caday∈ [0,1]. Esto prueba quef ∈ Fn, por lo queFn es cerrado.
Para demostrar queFn es nunca-denso enC[0,1], tomemos cualquier conjunto abierto no vacíoV en

C[0,1] y veamos queV * Fn. Puesto que el conjuntoND[0,1], de todas las funciones continuas nunca dife-
renciables, es denso enC[0,1], resulta queV ∩ND[0,1] 6=∅. Seleccionemos una funcióng∈V ∩ND[0,1].
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Por el Teorema de Diferenciabilidad de Lebesgue II antes mencionado, tenemos queFn∩ND[0,1] =∅, por
lo queg 6∈ Fn, es decir,g∈V \Fn. Esto prueba queV * Fn y comoV era arbitrario, resulta queFn es nunca-
denso. Siendo el conjuntoGn = C[0,1]\Fn un abierto denso enC[0,1] para cadan∈ N, podemos aplicar el
Teorema de Categoría de Baire, para concluir queNL[0,1] =

⋂∞
n=1Gn es unGδ-denso enC[0,1].

Para la última parte, seaf ∈ NL[0,1]. Entonces, para todon∈ N y cualquierax∈ [0,1] se cumple que
| f (x)− f (y)| > n|x−y| para algúny∈ [0,1]; es decir,

sup
y6=x

∣∣∣∣
f (x)− f (y)

x−y

∣∣∣∣= +∞

para todox∈ [0,1]. Esto nos dice quef no tiene derivada en ningún punto de[0,1] y, por lo tanto, la función
f ∈ ND[0,1]. �

Definición 2.1.3. Una función continua f: [0,1] → R se dice que queno satisface una condición de Lip-
schitz uniforme de orden1 en cualquier intervalo de[0,1] si, para cualquier subintervalo J de[0,1], se
cumple que

sup
x,y∈J
x 6=y

| f (x)− f (y)|
|x−y| = +∞.

Para cadaf ∈C[0,1], seaNd( f ) el conjunto de todos los puntosx de [0,1] donde f no es diferenciable.
M. Hata [207] demuestra lo siguiente.

Teorema 2.1.12 (Hata).Sea f∈C[0,1] la cual no satisface una condición de Lipschitz uniforme de orden
1 en cualquier intervalo de[0,1]. Entonces Nd( f ) es residual en[0,1].

Prueba.Para cadan∈ N, definamos

Gn =

{
x∈ (0,1) : sup

x<y≤1

| f (y)− f (x)|
y−x

> n

}
.

Es claro que queGn es abierto para todon∈N. Veamos ahora queGn es denso. Supongamos queJ∩Gn =∅
para algún intervalo abierto no vacíoJ de[0,1]. Ahora bien, para todox,y∈ J, conx < y, tenemos que

| f (y)− f (x)|
y−x

≤ n

ya quex 6∈ Gn, es decir,f satisface una condición de Lipschitz uniforme de orden 1 enJ lo cual viola nuestra
hipótesis. Esto prueba deGn es denso en[0,1]. Uno invoca el Teorema de Categoría de Baire para concluir
queG =

⋂∞
n=1Gn es unGδ-denso en[0,1] y observar finalmente que

G =
{

x∈ (0,1) : |D+ f (x)|+ |D+ f (x)| = +∞
}
⊆ Nd( f ).

Esto termina la prueba. �

2.1.6. ‖ ◮ Funciones continuas nunca monótonas

El próximo ejemplo en nuestra galería tiene que ver con la existencia de funciones continuas nunca
monótonas, es decir, funciones continuas que siempre oscilan en cualquier subintervalo no degenerado que
se piense. Recordemos que:
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Definición 2.1.4. Una función f: [0,1] → R se dicenunca monótonao siempre oscilanteen [0,1] si no
existe subintervalo cerrado[a,b] de [0,1] con a< b, sobre el cual f es monótona.

Construir una función siempre discontinua y nunca monótonaes muy fácil. Por ejemplo, la función
característica deQ en[0,1], f = χ|

Q∩[0,1]
, es una tal función. Observemos que una función nunca monótona en

[0,1] no debe confundirse con una función que no es monótona en[0,1]. ¿Existen funciones continuas nunca
monótona? La respuesta, como ha de esperarse, es afirmativa.En efecto, teniendo en cuenta el Teorema de
Diferenciabilidad de Lebesgue I a la mano, se sigue que toda función continua nunca diferenciable en[0,1] es
una función continua nunca monótona. En particular, la función continua nunca diferenciable de Weierstrass
es nunca monótona. He aquí otro ejemplo tomado de [176], Example 21, p. 29.

Seaf0 : R→ R la función periódica con período 1 definida por

f0(x) = |x| si |x| ≤ 1/2,

y para cualquiern∈ Z,
f0(x+n) = f0(x) si |x| > 1/2.

Si paran≥ 1, definimos
fn(x) = 4−n f0(4

nx),

resulta quefn es una función periódica de período 4−n cuyo valor máximo es124−n. Se sigue del M-Test de
Weierstrass que la funciónf : R→ R, definida por,

f (x) =
∞

∑
n=0

fn(x) =
∞

∑
n=0

f0(4nx)
4n , x∈ R

es continua, y con un poquito de esfuerzo se puede probar que ella es nunca monótona. En efecto, seank∈ Z
y m∈N y defínasea := k4−m y h := 4−2m−1. Entonces

fn(a) = 0, si n≥ m, y fn(a±h) = 0, si n≥ 2m+1,

de donde se sigue quef (a±h)− f (a) ≥ h. Finalmente, aproximando cualquier elemento arbitrariox∈ R,
pero fijo, pork4−m para algúnk∈Z y algúnm∈N y aplicando el razonamiento anterior, podemos garantizar
que f es nunca monótona.

Denotemos porNM[0,1] el conjunto de todas las funcionesf ∈ C[0,1] que son nunca monótonas. Ya
hemos visto, como consecuencia del Teorema de Diferenciabilidad de Lebesgue I, queND[0,1] ⊆ NM[0,1]
de donde resulta, por la residualidad deND[0,1] enC[0,1], queNM[0,1] también es residual enC[0,1].
Vamos a demostrar, como en los casos anteriores, que efectivamenteNM[0,1] es residual enC[0,1] por una
aplicación del Teorema de Categoría de Baire sin apelar al expediente de la residualidad deND[0,1] en
C[0,1].

Teorema 2.1.13.El conjuntoNM[0,1] es residual en(C[0,1],‖·‖∞).

Prueba.Sea(In)∞
n=1 una enumeración de todos los subintervalos cerrados de[0,1] con extremos racionales

distintos. Definamos, para cadan∈N, el conjunto

Cn =
{

f ∈C[0,1] : f es no decreciente enIn
}
.

Afirmamos queCn es cerrado. En efecto, seaf ∈ Cn. Entonces existe una sucesión( fk)∞
k=1 enCn tal que

fk → f uniformemente. Seanx,y∈ [0,1] conx < y. Como fk ∈Cn, entoncesfk(x) ≤ fk(y) para todok ∈ N



140 Cap. 2Aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire

y así, f (x) = ĺımk→∞ fk(x) ≤ ĺımk→∞ fk(y) = f (y), lo cual prueba quef ∈ Cn. Similarmente, definiendo
Dn =

{
f ∈C[0,1] : f es no creciente enIn

}
para cadan∈N, resulta queDn es cerrado. Fijemosn∈N, y sea

Gn = C[0,1]r (Cn∪Dn) =
{

f ∈C[0,1] : f no es monótona sobre In
}
.

Vamos a demostrar queGn es abierto y denso enC[0,1]. QueGn es abierto enC[0,1] sigue inmediatamente
por ser el complemento de un conjunto cerrado. Para ver queGn es denso enC[0,1], es suficiente demostrar
queGn es denso en CL[0,1], el conjunto de todas las funciones continuas lineales a trozos en[0,1] que, como
sabemos, es denso enC[0,1] (Lema 2.1.1).

Seaf ∈ CL[0,1]rGn y seaε > 0. Puesto quef es lineal a trozo así como monótona sobreIn, podemos
elegir un intervalo[a,b] ⊆ In tal queb−a sea lo suficientemente pequeño de modo que| f (b)− f (a)| < ε/2
y donde, además,f sea lineal y no decreciente sobre[a,b]. Definamos ahorah sobre[0,1] por

h(x) =





f (x), si x∈ [0,1]\ (a,b)

f (b)+
ε
2
, si x =

a+b
2

lineal sobre
[
a,

a+b
2

]
y
(a+b

2
,b
]
,

Puesto queh no es monótona sobre[a,b] tenemos queh∈ Gn y

‖h− f ‖∞ = h
(a+b

2

)
− f
(a+b

2

)
≤ f (b)+

ε
2
− f (a) <

ε
2

+
ε
2

= ε.

Siendoε > 0 arbitrario, se sigue queGn es denso en CL[0,1] y, en consecuencia, denso enC[0,1]. Puesto
que cada elemento de la sucesión(Gn)

∞
n=1 es abierto y denso enC[0,1], el Teorema de Categoría de Baire

nos dice queG =
⋂∞

n=1 Gn es unGδ-denso enC[0,1]. Observemos que sif ∈ G, entoncesf ∈ Gn para todo
n∈ N y, por consiguiente,f no es monótona en ningún subintervalo de[0,1] con extremos racionales. Sea
ahoraJ cualquier intervalo en[0,1]. Entonces existe un subintervaloI con extremos racionales tal queI ⊆ J,
pero comoI es uno de la sucesión(In)∞

n=1 concluimos quef no es monótona en ningún subintervalo de[0,1].
Esto termina la prueba. �

2.1.7. ‖ ◮ Funciones nunca monótonas de la 2a especie y de tipo no monótonas

Una clase más pequeña que las funciones continuas nunca monótonas y que también constituye un con-
junto residual enC[0,1] son las funciones continuas nunca monótonas de la 2a especie.

Definición 2.1.5. Una función continua nunca monótona f: [0,1] → R se dicenunca monótona de la2a

especiesi la función f+r(x) := f (x)+ rx es nunca monótona para todo r∈ R.

La clase de todas las funciones continuas nunca monótonasf : [0,1] → R que son de la 2a especie será
denotada porNM2[0,1]. A estas funciones también se les conoce con el nombre defunciones de tipo nunca
monótonas([76], p. 210). Observe que sif es nunca monótona pero no es de la 2a especie, entonces existe
algúnr ∈ R tal que f (x)+ rx es monótona en algún subintervaloI ⊂ [0,1].

Notemos que cualquier funciónf ∈C[0,1] nunca diferenciable es nunca monótona y, por consiguiente,
para cualquierr ∈ R, la función f (x)+ rx también es nunca monótona en[0,1]. En consecuencia, cualquier
función nunca diferenciablef enC[0,1] es una función nunca monótona de la 2a especie; esto es:

‖ ◮ ND[0,1] ⊆ NM2[0,1].
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Por otro lado, ninguna función diferenciable nunca monótona puede ser de la 2a especie, es decir,

‖ ◮ DNM[0,1] ∩ NM2[0,1] =∅.

Prueba.Sea f ∈ NM2[0,1] y supongamos, por un momento, quef ∈ DNM[0,1]. Por el Ejem-
plo 2, página 101,f ′ es continua sobre un subconjuntoGδ-denso de[0,1]; es decir, el con-
junto PC( f ′) = {x ∈ [0,1] : f ′ es continua en x} es unGδ-denso de[0,1]. Además, puesto que
Z( f ′) = {x ∈ [0,1] : f ′(x) = 0} es unGδ en [0,1] y ya que f ∈ NM[0,1], entoncesZ( f ′) es
también denso en[0,1], de donde resulta, por el Teorema de Categoría de Baire, que el conjunto

D = Z( f ′) ∩ PC( f ′) =
{

x∈ [0,1] : f ′(x) = 0 y f ′ es continua en x
}

es unGδ-denso en[0,1]. Fijemos un número arbitrariom > 0 y seax cualquier elemento deD.
Puesto quef ′(x) = 0, existe un entorno abiertoNx dex tal que| f ′(y)| < m/2 para todoy ∈ Nx.
Por otro lado, comof ′ es continua enx resulta quef (y)+myes creciente sobreNx, de donde se
sigue quef no puede ser de la 2a especie. Esta contradicción establece quef 6∈ DNM[0,1]. �

Observe, finalmente, que ninguna función enNM2[0,1] puede estar enDNM[0,1], de donde se deduce
la existencia de funciones enNM[0,1] que no están enNM2[0,1].

Puesto queND[0,1] ⊆ NM2[0,1] y ND[0,1] es residual enC[0,1], resulta queNM2[0,1] también es
residual enC[0,1]. Volveremos a demostrar este hecho, pero sin apelar a la residualidad deND[0,1].

Teorema 2.1.14.El conjuntoNM2[0,1] es residual en(C[0,1],‖·‖∞).

Prueba.Notemos que sif ∈ C[0,1]rNM2[0,1], entonces existe unr ∈ R tal que f+r es monótona sobre
algún subintervalo de[0,1]. Para cada subintervalo arbitrarioI de [0,1], definamos

AI =
{

f ∈C[0,1] : existe r∈ R con f+r no decreciente sobre I
}

=
∞⋃

n=1

An,

donde, para cada enteron≥ 1,

An =
{

f ∈C[0,1] : existe r∈ [−n,n] con f+r no decreciente sobre I
}

.

Vamos a demostrar que cadaAn es cerrado y nunca-denso enC[0,1].

• An es cerrado. Sea( fk)∞
k=1 una sucesión enAn tal que fk → f uniformemente. Entoncesf ∈C[0,1]. Para

probar quef ∈ An, notemos que para cadak≥ 1, existe unrk ∈ [−n,n] tal que

fk(x)+ rk x ≥ fk(y)+ rk y si x≥ y con x,y∈ I .

Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe una subsucesión (rki )
∞
i=1 de(rk)

∞
i=1 tal querki → r ∈ [−n,n].

Por esto,f (x)+ rx ≥ f (y)+ ry siempre quex≥ y con x,y∈ I y, así, f ∈ An.

• An es nunca-denso. Lo que queremos demostrar es queAn no contiene ninguna bola abierta. SeaU( f ,ε)
una bola abierta con centrof y radioε > 0, dondef ∈An y ε > 0. Seag∈ND[0,1] con‖g‖∞ ≤ 1. Afirmamos
que f + εg∈U( f ,ε)rAn. Supongamos quef + εg∈ An. Entonces existe unr1 ∈ [−n,n] tal que

h(x) := f (x)+ εg(x)+ r1x
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es no decreciente sobreI y, en consecuencia, diferenciableλ-casi siempre sobreI gracias al Teorema de
Diferenciabilidad de Lebesgue. Además, comof ∈ An, existe otror2 ∈ [−n,n] tal que f (x) + r2x es no
decreciente sobreI y, como antes, diferenciableλ-casi siempre sobreI . Notemos ahora queh(x)− r1x+ r2x=
( f (x)+ r2x)+ εg(x), de donde se sigue

g(x) =
h(x)− ( f (x)+ r2x)− r1x+ r2x

ε

es diferenciableλ-casi siempre sobreI , lo cual es imposible puesg∈ ND[0,1]. Esta contradicción establece
que f + εg 6∈ An y, entonces,An es nunca-denso.

Por lo anterior, cada conjuntoAI es de primera categoría enC[0,1]. Lo mismo es cierto para el conjunto
BI =

{
f ∈C[0,1] : − f ∈ AI

}
. Sea(Ik)∞

k=1 una enumeración del conjunto de todos los subintervalos de[0,1]
con extremos racionales y definamosA=

⋃∞
k=1AIk y B=

⋃∞
k=1 BIk. EntoncesA y B son conjuntos de primera

categoría y comoC[0,1]rNM2[0,1] = A∪B es de primera categoría, el Teorema de Categoría de Baire nos
asegura queNM2[0,1] = C[0,1]r (A∪B) es residual enC[0,1]. �

Denotemos por Lip1[0,1] el conjunto de todas las funcionesf ∈C[0,1] que son 1-Lipschitz en[0,1] con
la métrica del supremo. Similar al anterior tenemos el siguiente resultado de Borwein y Wang [64].

Teorema 2.1.15 (Borwein-Wang).En (Lip1[0,1],d∞), el conjunto

G =
{

f ∈ Lip1[0,1] : f (x)− rx ∈ NM[0,1], para todo| r| < 1
}

es residual.

Prueba.SeaI un intervalo abierto no vacío de[0,1] y, para cadan∈ N, definamos

En
I =

{
f ∈ Lip1[0,1] : existe r∈

[
−1+

1
n
,1− 1

n

]
con f(x)− rx no decreciente sobre I

}
.

Procediendo como en la demostración del resultado anteriorse prueba que cada conjuntoEn
I es cerrado.

Veamos que también es nunca-denso. SeaU( f ,5ε) una bola abierta en Lip1[0,1] donde f ∈ En
I y ε > 0.

Fijemosx0 ∈ (0,1) tal que(x0− ε,x0+ ε) ⊆ I y definamos la funcióng : [0,1] → R por

g(x) =





−1 si x∈ (x0− ε,x0]

1 si x∈ (x0,x0 + ε)

f ′(x) si x 6∈ (x0− ε,x0 + ε) y siempre quef ′(x) exista.

Si ahora definimosfε : [0,1] → R declarando que

fε(x) = f (0)+

∫ x

0
g(t)dt

para todox∈ [0,1], resulta quefε ∈ Lip1[0,1] y

| f (x)− fε(x)| =
∣∣∣∣
∫ x

0
( f ′(t)−g(t))

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

∣∣ f ′(t)−g(t)
∣∣ dt = 4ε.
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Observemos, sin embargo, que sobreI , la función fε(x)− rx con cualquierr ∈ [−1+1/n,1−1/n] no es no
decreciente, pues sobre el intervalo(x0 − ε,x0) ella tiene derivada−1− r ≤ −1/n. Esto prueba queEn

I es
nunca-denso en Lip1[0,1] y, en consecuencia, el conjuntoEI =

⋃∞
n=1En

I es de primera categoría en Lip1[0,1].
Similarmente, si definimos

Fn
I =

{
f ∈ Lip1[0,1] : existe r∈

[
−1+

1
n
,1− 1

n

]
con f(x)− rx no creciente sobre I

}
,

y FI =
⋃∞

n=1 Fn
I , entoncesFI es de primera categoría en Lip1[0,1]. Como antes, sea(Ik)∞

k=1 el conjunto de
todos los subintervalos de[0,1] con extremos racionales. Entonces, el conjuntoG = Lip1[0,1]r (E∪F) es
residual en Lip1[0,1], dondeE =

⋃∞
k=1 EIk y F =

⋃∞
k=1FIk. �

Continuando con nuestra galería de monstruos demostraremos ahora que la familia de todas las funciones
continuas que son de tipo no monótona (esta colección es, en el sentido de inclusión, más pequeña que las
funciones continuas nunca monótonas de la 2a especie) también es unGδ-denso enC[0,1].

Definición 2.1.6. Sea f∈C[0,1]. Decimos que f esno-decreciente enx∈ [0,1] si existe unδ > 0 tal que

f (t) ≤ f (x) para todo t∈ (x−δ,x)∩ [0,1] y f(t) ≥ f (x) para todo t∈ (x,x+ δ)∩ [0,1].

La función f se diceno-creciente enx∈ [0,1] si − f es no-decreciente en x. Diremos que f esmonótona en
x∈ [0,1] si f es no-decreciente o no-creciente en x. Si existe un s∈ R tal que la función f+s(x) := f (x)+sx
es monótona en x, entonces decimos que f es detipo monótona enx. Si f no es de tipo monótona en ningún
punto de[0,1], entonces se dice que f es detipo no-monótona.

Denotemos porTNM[0,1] el conjunto de todas las funciones enC[0,1] que son de tipo no-monótona. Es
un ejercicio sencillo demostrar que cualquier funciónf enTNM[0,1] pertenece aNM2[0,1] ⊆ NM[0,1]. El
siguiente resultado fue demostrado por A. M. Bruckner y K. M.Garg [80] en 1977.

Teorema 2.1.16 (Bruckner-Garg). El conjuntoTNM[0,1] es residual en(C[0,1],‖·‖∞).

Prueba.SeaA el conjunto de todas las funciones enf ∈C[0,1] para la cual existe uns∈ R tal que f+s es
no-decreciente en algún punto de[0,1] y notemos queA =

⋃∞
n=1An, donde, para cadan∈ N,

An =
{

f ∈C[0,1] : existe s∈ [−n,n], y algún x∈ [0,1], tal que

f+s(t) ≤ f+s(x) si t ∈ (x−1/n,x)∩ [0,1] y f+s(t) ≥ f+s(x) si t ∈ (x,x+1/n)∩ [0,1]
}

.

Vamos a demostrar, en primer lugar, que cada uno de los conjuntosAn es cerrado y, posteriormente, ver que
ellos son nunca-densos enC[0,1]. Fijemosn∈N.
• An es cerrado. Sea( fk)∞

k=1 una sucesión enAn convergiendo uniformemente a una funciónf ∈C[0,1].
Por definición, para cadak ∈ N, existe unsk ∈ [−n,n] y un xk ∈ [0,1] tal que fk(t)+ skt ≤ fk(xk)+ skxk si
t ∈ (xk−1/n,xk)∩ [0,1], mientras quefk(t)+skt ≥ fk(xk)+skxk si t ∈ (xk,xk+1/n)∩ [0,1]. Por compacidad,
existe una sucesión creciente(ki)

∞
i=1 de enteros positivos tal que(ski )

∞
i=1 converge a algúns∈ [−n,n] y

(xki )
∞
i=1 converge a algúnx∈ [0,1]. Se sigue ahora de la convergencia uniforme de la sucesión( fk)∞

k=1 que
fki (xki ) → f (x), de donde se obtiene quef+s(t) = f (t)+ st≤ f+s(x) = f (x)+ sxsi t ∈ (x−1/n,x)∩ [0,1],
mientras quef (t)+ st ≥ f (x)+ sx si t ∈ (x,x+ 1/n)∩ [0,1]. Esto prueba quef ∈ An y, por lo tanto,An es
cerrado.
• An es nunca-denso. SeaV un subconjunto abierto no vacío deC[0,1]. Puesto que, por el Teorema de
Aproximación de Weierstrass, el conjunto de los polinomiosalgebraicosP[0,1] es denso enC[0,1], resulta
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queV ∩P[0,1] 6=∅. Seap∈V ∩P[0,1] y escojamos unε > 0 de modo que la bola abierta con centro enp y
radioε, U(p,ε) esté totalmente incluida enV. Sean 0< α < ε, β = sup

{
|p′(x)| : x∈ [0,1]} y elijamos un

entero imparmde tal quem> máx{2n,3(β+n)/α}. Para la particiónP =
{

0,1/m,2/m, . . . ,(m−1)/m,1},
definamos la funciónh : [0,1] → R por

h

(
2i
m

)
= α, h

(
2i +1

m

)
= 0, i = 0,1,2, . . . ,

m−1
2

y h es lineal en cada intervalo[i/m,(i +1)/m], parai = 0,1,2, . . . ,m−1, es decir,

h(x) = ∓ α
1/m

(
x− 2i +1

m

)

dependiendo six∈ [2i/m,(2i +1)/m] o x∈ [(2i +1)/m,(2i +2)/m], respectivamente. Entoncesh∈C[0,1]
y, además,f = p+h∈U(p,ε).

· · · · · ·

0 1
m

3
m

5
m

· · · · · · 1

–α

Afirmamos quef 6∈ An. Observe quef 6∈ An significa que: para todox ∈ [0,1] y todo s∈ [−n,n] al menos
una de las siguientes dos desigualdades no se cumple

f+s(t) ≤ f+s(x) si t ∈ (x−1/n,x)∩ [0,1]

f+s(t) ≥ f+s(x) si t ∈ (x,x+1/n)∩ [0,1].

Para ver quef 6∈ An, tomemos cualquierx∈ [0,1]. Entonces existe un 0≤ i ≤ (m−1)/2 tal que

2i
m

≤ x <
2i +2

m
.

Existen tres casos a considerar segúnx ∈ [2i/m,(2i + 1)/m), x ∈ [(2i + 1)/m,(2i + 3/2)/m) o x esté en
[(2i +3/2)/m,(2i +2)/m].

• Primer caso: Suponga que 2i/m≤ x < (2i + 1)/m. Entoncesx < (2i + 1)/m < x+ 1/n y se sigue del
Teorema del Valor Medio para derivadas que existenξ1,ξ2 en(2i/m,(2i +1)/m) tal que

f

(
2i +1

m

)
− f (x) = p

(
2i +1

m

)
− p(x) + h

(
2i +1

m

)
− h(x)

= p′(ξ1)

(
2i +1

m
−x

)
+ h′(ξ2)

(
2i +1

m
−x

)

≤ β
(

2i +1
m

−x

)
− α

1/m

(
2i +1

m
−x

)

< −n

(
2i +1

m
−x

)
.
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Esto prueba que

f

(
2i +1

m

)
+ n

(
2i +1

m

)
< f (x) + nx, donde x < (2i +1)/m < x+1/n.

• Segundo caso: Suponga que(2i + 1)/m≤ x < (2i + 3/2)/m. Entoncesx− 1/n < 2i/m < x, y usando el
hecho de queh es creciente en el intervalo[(2i + 1)/m,(2i + 2)/m], resulta queh(x) ≤ h((2i + 3/2)/m) =
α/2. De nuevo, por el Teorema del Valor Medio para derivadas, tenemos que

f

(
2i
m

)
− f (x) = p

(
2i
m

)
− p(x) + h

(
2i
m

)
− h(x)

= p′(ξ)

(
x− 2i

m

)
+ α − h(x) (para algúnξ)

≥ β
(

2i
m
−x

)
+ α − α

2

> β
(

2i
m
−x

)
+

3(β+n)

2m

> −n

(
2i
m
−x

)
,

es decir,

f

(
2i
m

)
+ n

(
2i
m

)
> f (x) + nx, donde x−1/n < 2i/m < x

• Tercer caso: Suponga que(2i + 3/2)/m≤ x < (2i + 2)/m. Entoncesx < (2i + 3)/m < x+ 1/n y, como
antes,

f

(
2i +3

m

)
− f (x) = p

(
2i +3

m

)
− p(x) + h

(
2i +3

m

)
− h(x)

= p′(ξ)

(
2i +3

m
−x

)
− h(x) (para algúnξ)

≤ β
(

2i +3
m

−x

)
− α

2

< β
(

2i +3
m

−x

)
+

3(β+n)

2m

< −n

(
2i +3

m
−x

)
,

de donde se deduce que

f

(
2i +3

m

)
+ n

(
2i +3

m

)
< f (x) + nx, donde x < (2i +3)/m < x+1/n.

Esto prueba quef 6∈ An y, así,An es nunca-denso enC[0,1]. Por esto tenemos queA es unFσ de primera
categoría enC[0,1]. Denotemos, finalmente, porB el conjunto

{
− f : f ∈ A

}
. EntoncesB es igualmente un

Fσ de primera categoría enC[0,1] y se sigue del Teorema de Categoría de Baire que el conjuntoTNM[0,1] =
C[0,1]\ (A∪B) es unGδ-denso enC[0,1]. �
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2.1.8. ‖ ◮ Funciones que no cruzan líneas

Uno puede modificar ligeramente la definición de función monótona en un puntox∈ [0,1] para obtener
una nueva familia de funciones continuas cuyas gráficas no las “cruzan” ninguna línea recta. La idea intui-
tiva de esta noción parte del hecho de que la mayoría de las funciones continuas con las que uno se suele
tropezar en un curso de cálculo diferencial tienen la propiedad de que en algún punto de su gráfica, digamos
(x0, f (x0)), se puede encontrar una línea recta que pasa por dicho punto yque a la izquierda dex0 un trozo
de la recta (pero no toda la recta) está, digamos, por encima del gráfico de la función y a la derecha dex0

otro trozo de la misma línea recta está por debajo de dicho gráfico. Para hacer precisa esta idea tenemos la
siguiente definición.

Definición 2.1.7. Sea f∈ C[a,b] y suponga que L es una línea recta en el planoR2, es decir, L: R→ R
es una función lineal continua. Diremos que Lcruza a f (o que f cruza aL) localmenteen algún punto
x0 ∈ (a,b), si f(x0) = L(x0) y existe unδ > 0 tal que

(1) L(x) ≤ f (x) para todo x∈ [x0−δ,x0]∩ [a,b] y L(x) ≥ f (x) para todo x∈ [x0,x0 + δ]∩ [a,b],

o bien,

(2) L(x) ≥ f (x) para todo x∈ [x0−δ,x0]∩ [a,b] y L(x) ≤ f (x) para todo x∈ [x0,x0 + δ]∩ [a,b].

Diremos queL cruza a f si L cruza af localmente en algún puntox∈ (a,b).

Los siguientes ejemplos pueden servir para aclarar alguna duda si es que la hubiere.

Ejemplo 2.1.2.

(a) Considere la funciónf : [−1,1] →R definida porf (x) = x3−x. En el puntox0 = 0, la rectaL(x) = 0,
es decir, el ejeX, cruza af localmente en ese punto pues, en el intervalo[−1,0], la recta está por
debajo de la gráfica def , mientras que en el intervalo[0,1] la recta está por encima de la gráfica def .
En general, cualquier línea recta no vertical que pase por elpunto(0,0) cruza af localmente en ese
punto. Por otro lado, la línea tangente en el punto(1/

√
3,−2/3

√
3) no cruza af localmente en dicho

punto. Sin embargo, existen líneas tangentes horizontalesque cruzan localmente a una función. Por
ejemplo, la funciónf (x) = x3 posee una recta tangente en(0,0) que la cruza en dicho punto.

(b) En el siguiente ejemplo, la función considerada oscila muy fuertemente alrededor del punto(0,0) y es
razonable pensar que en dicho punto ninguna recta la cruza localmente. En efecto, sif : [−1,1] → R
es definida por

f (x) =
√

|x|sen(1/x), f (0) = 0,

entonces es imposible que por el punto(0,0) pase una línea recta que cruce af .

Observe que en cualquier otro punto del gráfico def existen muchas líneas rectas que cruzan af
localmente. Aunque, como en el caso de las funciones continuas nunca diferenciables, puede ser difícil
imaginar y, peor aun, construir una función que no sea cruzada localmente por ninguna línea recta, el
Teorema de Categoría de Baire nos dice que tales monstruos abundan enC[0,1].

Denotemos porNCL[0,1], el conjunto formado por todas las funcionesf ∈C[0,1] tal que, en cualquier
puntox∈ (0,1), ninguna línea recta cruza af localmente en dicho punto. Es importante destacar que

NCL[0,1] $ ND[0,1] y NCL[0,1] $ NM[0,1]. (1)
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x

y

En efecto, seaf ∈ NCL[0,1] y suponga quef 6∈ ND[0,1]. Esto significa quef es diferenciable en algún
puntox0 ∈ (0,1). Si γ = f ′(x0), entonces cualquier línea rectaL cuya pendiente es distinta deγ y que pasa
por el punto(x0, f (x0)) cruza af localmente en dicho punto y, por la tantof 6∈NCL[0,1]. Esta contradicción
establece nuestra primera inclusión.

Para demostrar la segunda inclusión, observe que sif ∈C[0,1] es monótona sobre un subintervalo[a,b]
de [0,1], entonces es claro que existen muchas líneas rectas que cruzan a f . De hecho, cualquier línea
horizontalL(x) = k, dondek es cualquier número real entref (a) y f (b), cruza a f . Esto significa que
NCL[0,1] $ NM[0,1].

La demostración del siguiente resultado es casi una copia alcarbón a la del Teorema de Bruckner-Garg.

Teorema 2.1.17.El conjuntoNCL[0,1] es residual en(C[0,1],‖·‖∞).

Prueba.Para cadaf ∈C[0,1] y cadaγ∈R nos será de gran utilidad definir, como en el Teorema de Bruckner-
Garg, la funciónf−γ por

f−γ(x) = f (x) − γx, para todox∈ [0,1].

Observe que la funciónf−γ se obtiene def substrayendo la función linealL(x) = γx de f . Además, una
línea recta con pendienteγ cruza el gráfico def si, y sólo si, la correspondiente línea horizontal cruza el
gráfico def−γ.

Para cadan∈N, seaAn el conjunto de todas las funcionesf ∈C[0,1] para las cuales existe unγ ∈ [−n,n]
y unx∈ [0,1] tal que

f−γ(t) ≤ f−γ(x) cuandot ∈ [0,1]∩ (x−1/n,x)

y
f−γ(t) ≥ f−γ(x) cuandot ∈ [0,1]∩ (x,x+1/n).

Nótese queA1 ⊆ A2 ⊆ ·· · ⊆ An ⊆ ·· · y que el númeron en la definición deAn juega dos roles importantes.
En efecto, sif ∈ An, entonces

(a) existeal menos unalínea recta que cruza af cuya pendiente está entre−n y +n, y

(b) la fracción 1/n indica la longitud de un intervalo en el cual la recta debe estar arriba o abajo del gráfico
de la función antes de cruzarla de nuevo.

SeaA =
⋃∞

n=1 An. Veamos queA es de primera categoría enC[0,1]. Fijemosn∈N.

(1) An es cerrado en C[0,1]. La prueba es enteramente idéntica a la demostración del Teorema de Bruckner-
Garg.

(2) An es nunca-denso en C[0,1]. SeaU( f ,ε) una bola abierta con centro enf ∈ An y radioε > 0. Vamos a
demostrar queU( f ,ε)* An. En efecto, comoND[0,1] es denso enC[0,1], entoncesU( f ,ε)∩ND[0,1] 6=∅.
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Escojamosg ∈ U( f ,ε)∩ND[0,1] pero tal queg ∈ NCL[0,1]. Resulta queg ∈ U( f ,ε) \An y termina la
prueba de queA es de primera categoría.

De modo completamente similar, se prueba que el conjuntoB = { f ∈ C[0,1] : − f ∈ A} es de primera
categoría. Finalmente,

NCL[0,1] = C[0,1]\ (A∪B)

es, por el Teorema de Categoría de Baire, residual en(C[0,1],‖·‖∞). �

Comentario Adicional 2.1.4 Del resultado anterior y las inclusiones en(1), tenemos una nueva prueba de
que los conjuntosND[0,1] y NM[0,1] son residuales en(C[0,1],‖·‖∞).

Las funciones continuasf : [0,1] → R nunca monótonas juegan un papel muy importante en la Teoría
de la Subdiferenciabilidad de Funciones. De hecho, ellas constituyen el ingrediente clave para la con-
strucción de funciones continuas, absolutamente continuas y Lipschitz con subdiferenciales grandes
sobre la recta real. Para una breve incursión en este campo, podemos invitar al lector a echarle una
mirada al reciente artículo de Xinafu Wang [438] en donde él demuestra, entre otros, los siguientes
resultados. (Los símbolos∂c f y ∂a f representan la subdiferencial de Clarke y la subdiferencial aprox-
imada def respectivamente. Las definiciones pueden verse en [438], pág. 138-140.)

Wang(1). Si f ∈C[0,1] es nunca monótona, entonces el conjunto de todos los puntos x∈ [0,1] donde f es
oscilante, tanto a la derecha como a la izquierda de x, es residual en[0,1].
Una funciónf : [0,1]→R se diceno-decreciente (no-creciente) a la derecha de t∈ [0,1] si existe
un h > 0 tal que f (t) ≤ f (x) (respectivamente,f (x) ≤ f (t)) para todot < x < t + h. Si f no es
ni no-decreciente ni no-creciente a la derecha det, entonces decimos quef esoscilante a la
derecha de t. De forma similar se defineoscilante a la izquierda de t.
SeaX el conjunto de todas las funcionesf : [0,1] → R que son continuas y no decrecientes en
[0,1], dotado de la métrica uniformed∞. Entonces(X,d∞) es un espacio métrico completo.

Wang(2). En (X,d∞), el conjunto
G =

{
f ∈ X : ∂c f = ∂a f ≡ [0,+∞)

}

es residual.
Si H denota la familia de las funcionesf ∈ C[0,1] que sonestrictamente crecientestales que
f (0) = 0 y f (1) = 1, dotado de la métrica uniforme heredada deC[0,1], entoncesH no es ne-

cesariamente cerrado enC[0,1]. PeroH es unGδ en el espacio métrico completoH
d∞ y, en

consecuencia, por el Teorema 1.11.3, es un espacio completamente metrizable. Sead la métrica
compatible que hace que(H,d) sea un espacio métrico completo.

Wang(3). En (H,d), el conjunto
H1 =

{
f ∈ H : ∂c f = ∂a f ≡ [0,+∞)

}

es residual.

Wang(4). El conjunto
{

f ∈C[0,1] : ∂c f = ∂a f ≡ R y ∂− f existe sólo sobre un conjunto de primera categoría
}

es residual en(C[0,1],‖·‖∞).

Wang(5). En LipM[0,1], el conjunto

L =
{

f ∈ LipM[0,1] : ∂c f = ∂a f ≡ [−M,M]
}

es residual.
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2.1.9. ‖ ◮ Funciones continuas con un conjunto denso de máximos locales propios

Como en el caso de las funciones continuas nunca diferenciables, la existencia de abundante funciones
continuas que poseen un conjunto denso numerable de máximoslocales propios también se puede establecer
por una aplicación del Teorema de Categoría de Baire, un resultado demostrado por Drobot y Morayne en
[140] y que expondremos a continuación.

Definición 2.1.8. Sea f: [0,1] →R una función. Diremos que f posee unmáximo local propioen x∈ [0,1],
si existe un entorno abierto Vx de x tal que f(y) < f (x) para todo y∈Vx \{x}.

Es fácil demostrar quesi f : [0,1] → R es una función cualquiera, entonces el conjunto de todos los
puntos x∈ [0,1] que son máximos locales propios de f es a lo más numerable. En efecto, seaQ la familia
de todos los subintervalos abiertos de[0,1] con extremos racionales distintos. Resulta queQ es numerable
gracias a la numerabilidad deQ. Para cada máximo local propiox de f , escojamos uno y sólo un conjunto
Vx ∈ Q tal quex∈Vx y f (y) < f (x) para todoy∈Vx \{x}. La correspondenciax 7→Vx es claramente uno a
uno con lo que demostrada nuestra afirmación. Lo anterior nosconduce a formularnos la siguiente pregunta:
¿Existe una función continuaf : [0,1]→R poseyendo un máximo local propio en cada punto de un conjunto
denso numerable? Aunque una tal función existe, su gráfico no es, en lo absoluto, fácil de visualizar.

La siguiente función, construida por E. E. Posey y J. E. Vaughan en [359], es un ejemplo de una función
continua poseyendo un máximo local propio en cada punto de unconjunto denso numerable: sea(rn)

∞
n=1 una

enumeración de los racionales enR y definag : R→ R por

g(x) = 1−mı́n{1, |x|}.

La función f : R→ R definida por

f (x) =
∞

∑
n=1

gn(x),

siendogn(x) = Ang((x− rn)/wn), y donde los números reales positivosAn y wn cumplen ciertas condiciones,
posee un máximo local propio en cadarn (véase, [359] para los detalles).

Denotemos por MLP( f ) el subconjunto de[0,1] formado por todos los máximos locales propios def .
El siguiente es el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.1.18 (Drobot-Morayne).El conjunto

MLP[0,1] =
{

f ∈C[0,1] : MLP( f ) es denso en[0,1]
}
,

es residual en(C[0,1],‖·‖∞).

Prueba.Para cada subintervalo cerrado no degeneradoI de [0,1], es decir,I no se reduce a un punto, defi-
namos

G(I) =
{

f ∈C[0,1] : existex∈ int(I) tal que f (x) > f (y) para todo y∈ I \{x}
}

.

SeaJ un intervalo cerrado contenido en int(I) y pongamos

V(I ,J) =
{

f ∈C[0,1] : sup
{

f (x) : x∈ J
}

> sup
{

f (x) : x∈ I \ int(J)}
}

.
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Nuestra primera tarea es demostrar queG(I) es denso enC[0,1]. Para ver esto, tomemos una función arbi-
traria f ∈C[0,1] y seaε > 0. Pongamosz= sup{ f (y) : y∈ I}. Entonces, por la definición dezy la continuidad
de f , existe un intervalo abiertoJ = (a,b) incluido enI tal que

f (x) > z− ε para todox∈ J.

Construyamos la funcióng∈C[0,1] del modo siguiente:

g(x) =





2
(
z+ ε− f (a)

)

b−a
(x−a)+ f (a), si a < x <

a+b
2

z+ ε, si x =
a+b

2
−2
(
z+ ε)− f (b)

)

b−a
(x−b)+ f (b), si

a+b
2

< x < b

f (x), si x∈ I \J.

Es claro que, por construcción,g∈ G(I) y, además,d∞( f ,g) ≤ 2ε. Esto prueba queG(I) es denso enC[0,1].
Veamos ahora queG(I) es unGδ enC[0,1]. En primer lugar notemos que, para cada intervalo cerradoJ
con J ⊆ int(I) ⊆ [0,1], el conjuntoV(I ,J) es abierto enC[0,1]. En efecto, para cadaf ∈ V(I ,J), la bola
abiertaU( f , r) con centrof y radior = 1

3

(
sup

{
f (x) : x∈ J

}
− sup

{
f (x) : x∈ I \ int(J)

})
está enteramente

contenida enV(I ,J). Para cadan∈ N, consideremos el conjunto

Gn(I) =
⋃{

V(I ,J) : J es un intervalo cerrado conJ ⊆ int(I) y long(J) < 1/n
}
.

Entonces cadaGn(I) es abierto y se cumple queG(I) =
⋂∞

n=1Gn(I). En efecto, seaf ∈⋂∞
n=1Gn(I). Entonces

f ∈ Gn(I) para todon∈N, lo cual significa que, para cadan∈N, existe un intervalo cerradoJn ⊆ int(I) con
long(Jn) < 1/n tal que

sup
{

f (x) : x∈ Jn
}

> sup
{

f (x) : x∈ I \ int(Jn)
}
.

De esto se sigue que
⋂∞

n=1Jn contiene todos los puntos dondef alcanza su máximo sobreI , pero como
ĺımn→∞ long(Jn) = 0, el Teorema de Encaje de Cantor nos asegura que

⋂∞
n=1Jn consta de un único punto,

digamosx ∈ int(I). Resulta claro quef alcanza su máximo sobre enx y, sólamente, enx. Esto prueba que
f ∈ G(I) y, en consecuencia,

⋂∞
n=1Gn(I) ⊆ G(I). Para demostrar la otra inclusión, tomemos una función

arbitraria f ∈ G(I) y observemos que para cualquiern ∈ N, existe un intervalo cerradoJ incluido en el
interior deI con longitud menor que 1/n y tal que

sup
{

f (x) : x∈ J
}

> sup
{

f (x) : x∈ I \ int(J)
}
,

de donde obtenemos quef ∈ ⋂∞
n=1Gn. Esto termina la prueba de queG(I) =

⋂∞
n=1Gn(I) es unGδ-denso

enC[0,1]. Finalmente, si denotamos por(Im)∞
m=1 una enumeración de todos los subintervalos cerrados con

extremos racionales distintos de[0,1], tendremos que, gracias al Teorema de Categoría de Baire, elconjunto
G =

⋂∞
m=1G(Im) es unGδ-denso enC[0,1] y, por supuesto,G⊆ MLP[0,1]. �

Es importante observar que si

MLP∗[0,1] =
{

f ∈C[0,1] : MLP∗( f ) es denso en[0,1]
}
,

donde MLP∗( f ) denota el subconjunto de[0,1] formado por todos los mínimos locales propios def , entonces
con un argumento enteramente similar al anterior, se tiene queMLP∗[0,1] también es residual enC[0,1].



Sec. 2.1Galería de monstruos: funciones y otros objetos raros pero abundantes 151

2.1.10. ‖ ◮ Funciones continuas con un conjunto no numerable de ceros

Recordemos que sif ∈ C[0,1], entonces los ceros def se denotan porZ( f ) = {x ∈ [0,1] : f (x) = 0}.
¿Puede una funciónf ∈C[0,1] poseer un conjunto no numerable de ceros y cuya medida de Lebesgue sea
cero? La respuesta, indudablemente, es afirmativa. En efecto, seaΓ el conjunto ternario de Cantor en[0,1] y
construyamos la sucesión( fn)∞

n=1 enC[0,1] del modo siguiente: sea{Jnk : n= 1,2, . . . , k= 1,2, . . . ,2n−1} los
intervalos abiertos centrales extraídos en eln-ésimo paso en la construcción deΓ y sea{ank : n= 1,2, . . . , k=
1,2, . . . ,2n−1} los puntos medios de cada uno de los intervalos en{Jnk : n = 1,2, . . . ,k = 1,2, . . . ,2n−1}.
Puesto queJ11 = (1/3,2/3) es el primer intervalo extraído en la construcción deΓ, definaf1 así: f1(1/2) = 1,
y en el intervaloJ11, f1(x) está formado por las dos líneas que unen los extremos deJ1,1 con el punto
(a11,1) = (1/2,1). Finalmente,f1(x) = 0 si x 6∈ J11 (véase la figura). Una vez quefn−1 ha sido construida,
definamosfn como sigue:fn(x) = fn−1(x) para todox ∈ ⋃2n−1

k=1 J(n−1)k y, como en la construcción anterior,
fn(x) está formado por la unión de todas las dos líneas que unen cadauno de los extremos deJnk con los
puntos(a(n)k,1/2n) y para los puntosx 6∈ ⋃2n−1

k=1 Jnk, fn(x) = 0. Esto termina la construcción de la sucesión
( fn)∞

n=1. Defina f (x) = ĺımn→∞ fn(x) para todox∈ [0,1]. Se puede probar sin mucha dificultad que la con-
vergencia es, en realidad, uniforme por lo quef ∈C[0,1] y, además, se cumple queZ( f ) = Γ. Esto nos dice
que la cardinalidad deZ( f ) esc y, por supuesto,λ(Z( f )) = 0.

0 1

f1

0 1

f2

En vista del ejemplo anterior uno podría preguntarse, ¿qué tan grande, desde el punto de vista de la
categoría de Baire, es el conjunto de todas las funcionesf ∈ C[0,1] con infinitos (no numerable) ceros y
tales que la medida de cada uno de esos conjuntos sea cero? Si nos restringimos a cierto subespacio cerrado
deC[0,1], el tamaño de tales conjuntos fue medido por Tomás DomínguezBenavides en [134]. En dicho
trabajo, Domínguez Benavides considera el siguiente espacio:

C0[0,1] =
{

f ∈C[0,1] : Z( f ) 6=∅
}
,

con la métrica uniforme heredada deC[0,1], el cual resulta ser un subespacio cerrado deC[0,1] y, por consi-
guiente, un espacio métrico completo. El conjunto de todas las funcionesf ∈C0[0,1] tales que card(Z( f ))= c

y λ(Z( f )) = 0, donde, como siempre,λ denota la medida de Lebesgue en[0,1], es residual en dicho espacio.

Teorema 2.1.19 (Domínguez Benavides).El conjunto

Zλ[0,1] =
{

f ∈C0[0,1] : λ(Z( f )) = 0
}
,

es residual en(C0[0,1],‖·‖∞).

Prueba.Para cadan∈ N, consideremos el conjunto

Gn =
{

f ∈C0[0,1] : λ(Z( f )) < 1/n
}
.
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• Gn es abierto en C0[0,1]. Sea f ∈ Gn. Puesto queλ(Z( f )) < 1/n, de las propiedades de la medida de
Lebesgue, podemos determinar un conjunto abiertoG⊆ [0,1] tal queZ( f ) ⊆ G, y λ(G) < 1/n. SiendoG
abierto, el númeror dado por

r := ı́nf
{
| f (x)| : x∈ [0,1]\G

}
,

está bien definido y es no negativo. Afirmamos quer > 0. En efecto, supongamos por un momento quer = 0.
Entonces existe una sucesión(xn)

∞
n=1 en el compacto[0,1]\G tal que 0= ĺımn→∞ | f (xn)|. Por compacidad,

existe una subsucesión de(xn)
∞
n=1, que la seguiremos denotando del mismo modo, que converge a algún

x∈ [0,1]\G. La continuidad def nos garantiza que ĺımn→∞ | f (xn)| = | f (x)| = 0, de donde se desprende que
x∈ Z( f ), lo cual es imposible puesx 6∈ G⊇ Z( f ). Por esto,r > 0.

Afirmamos que la bola abiertaU( f , r) está contenida enGn. En efecto, seag∈ U( f , r) y supongamos
quex∈ Z(g). Puesto qued∞( f ,g) < r, resulta que

| f (x)| = | f (x)−g(x)| ≤ d∞( f ,g) < r

de donde se sigue, gracias a la definición der, quex ∈ G. Esto prueba queZ(g) ⊆ G y, en consecuencia,
λ(Z(g)) ≤ λ(G) < 1/n. Por esto,g∈ Gn, con lo cual hemos demostrado queU( f , r) ⊆ Gn; es decir,Gn es
abierto.

• Gn es denso en C0[0,1]. Para ver que esto, consideremos el conjuntoP0[0,1] formado por todos los poli-
nomios algebraicos que habitan enC0[0,1]. Observemos que sip∈P0[0,1], entoncesλ(Z(p)) = 0< 1/n, por
lo quep∈Gn. Lo anterior nos dice queP0[0,1]⊆Gn y comoP0[0,1] es, gracias al Teorema de Aproximación
de Weierstrass, denso enC0[0,1], resulta que también es denso el conjunto abiertoGn enC0[0,1].

Por ser(C0[0,1],d∞) un espacio métrico completo, el Teorema de Categoría de Baire nos revela que

∞⋂

n=1

Gn = Zλ[0,1]

es unGδ-denso enC0[0,1]. �

Teorema 2.1.20 (Domínguez Benavides).El conjunto

Z1
λ[0,1] =

{
f ∈C0[0,1] : card(Z( f )) = c

}
,

es residual en(C0[0,1],‖·‖∞).

Prueba.SeaA=
{

f ∈C0[0,1] : card(Z( f )) < c
}

. Demostraremos queA es de primera categoría enC0[0,1].
Para lograr tal objetivo, sea(In)∞

n=1 una enumeración de todos los subintervalos cerrados de[0,1] cuyos
extremos son números racionales distintos. Para cadan∈N, consideremos el conjunto

An =
{

f ∈C0[0,1] : f tiene un único cero en In
}
.

Afirmamos queAn es nunca-denso enC0[0,1]. Supongamos, por el contrario, que int(An) 6= ∅. Entonces
existen unaf ∈ An y un ε > 0 tal queU( f ,ε) ⊂ A. Seaxn ∈ In = [an,bn] el único cero def en In. Por
continuidad, existe un 0< δ < ε/2, tal que | f (x)− f (xn)| < ε/2 siempre que 0< |x−xn|< 2δ. Definamos
la función continuag : [0,1] → R, cong∈U( f ,ε), de modo que satisfaga

g(x) =





(x−xn) ·sen
(
1/|x−xn|

)
, si 0< |x−xn| < δ

0, si x = xn

f (x), si |x−xn| ≥ 2δ.

lineal en[xn−2δ,xn−δ], [xn + δ,xn +2δ],
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Suponga quexn 6= an y que, además,an < xn− δ (si xn 6= bn un argumento similar se puede usar). Denote
por z1,z2,z3 los tres primeros ceros de la función cos(1/z) en el intervalo(−δ,0) y sear = |z3|/2. Seah
cualquier función enU(g, r). De la definición deg se tiene que

g(zk +xn) = ±zk, k = 1,2,3

de donde obtenemos que signh(zk +xn) = signg(zk +xn). De esto se sigue que

signh(zk+1 +xn) 6= signh(zk+1 +xn) parak = 1,2

ya que signg(zk +xn) 6= signg(zk+1 +xn). Por consiguiente, en el intervalo(zk +xn,zk+1 +xn), la funciónh
tiene un cero y, en consecuencia, dicha función posee, por lomenos, dos ceros enIn. Esto implica que

U(g, r)∩An =∅,

lo que evidentemente contradice el hecho de queg∈U( f ,ε)⊂An. Con esta contradicción hemos demostrado
queAn es nunca-denso enC0[0,1].

Finalmente, seaf ∈ A. Puesto queZ( f ) es un subconjunto cerrado a lo más numerable de[0,1], se sigue
del Teorema de Categoría de Baire (véase el Teorema 1.8.8, página 52) queZ( f ) posee por lo menos un punto
asilado. Seaξ un cero asilado def . Entonces existe unn∈ N tal queξ es el único cero def en In. Esto nos
dice quef ∈ An y, por lo tanto,A⊆ ⋃∞

n=1An. PongamosGn = C[0,1]\An. EntoncesGn es un abierto denso
y, de nuevo, por el Teorema de Categoría de Baire, tenemos que

⋂∞
n=1 Gn es denso enC0[0,1]. Finalmente,

∞⋂

n=1

Gn ⊆ C[0,1]\A =
{

f ∈C0[0,1] : card
(
Z( f )

)
= c
}

= Z1
λ[0,1],

lo cual prueba queZ1
λ[0,1] es residual enC0[0,1]. �

Combinando los dos resultados anteriores con una nueva aplicación del Teorema de Categoría de Baire
obtenemos el siguiente resultado (compare con el Teorema 2.1.7).

Corolario 2.1.2 (Domínguez Benavides).En (C0[0,1],‖·‖∞), el conjunto

Hc
0 =

{
f ∈C0[0,1] : card(Z( f )) = c y λ(Z( f )) = 0

}
,

es residual.

Consideremos ahora el espacio de Banach(C1[0,1],‖·‖1) formado por todas las funcionesf : [0,1] →R
continuamente diferenciable, es decir, tantof así comof ′ son continuas, provisto de la norma de Sobolev
‖ f ‖1 = ‖ f ‖∞ +‖ f ′ ‖∞ para todaf ∈C1[0,1]. El siguiente resultado demostrado por Sard (véase, por ejem-
plo, [195], p. 205) nos será de utilidad en nuestro próximo teorema.

Teorema de Sard. Para toda función f∈C1[0,1], se cumple queλ
(

f
(
Z( f ′)

))
= 0.

En contraste al Teorema de Domínguez Benavides, Udayan B. Darji y Michal Morayne [112] demuestran
el siguiente resultado

Teorema 2.1.21 (Darji-Morayne). El conjuntoZ1
<∞[0,1] =

{
f ∈ C1[0,1] : Z( f ) es finito} es residual en

(C1[0,1],‖·‖1).
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Prueba.Sea
A = C1[0,1]\Z1

<∞[0,1] =
{

f ∈C1[0,1] : Z( f ) es infinito
}
.

Afirmamos que sif ∈ A, entonces existe algúnx∈ [0,1] tal que f (x) = f ′(x) = 0. En efecto, seax∈ Z( f ).
Por la compacidad deZ( f ) existe una sucesión(xn)

∞
n=1 enZ( f ) convergiendo ax. Finalmente

f ′(x) = ĺım
n→∞

f (xn)− f (x)
xn−x

= ĺım
n→∞

0−0
xn−x

= 0.

Sea ahora(In)∞
n=1 una enumeración de todos los intervalos cerrados de[0,1] con extremos racionales

distintos y observemos que

A =
{

f ∈C1[0,1] : Z( f ) es infinito
}

=
∞⋃

n=1

{
f ∈C1[0,1] : existe x∈ In tal que f(x) = f ′(x) = 0

}
.

Vamos a demostrar que cadaFn =
{

f ∈C1[0,1] : existe x∈ In tal que f(x) = f ′(x) = 0
}

es cerrado y nunca-
denso enC1[0,1]. Fijemosn∈N.

• Fn es cerrado. Sea( fk)∞
k=1 una sucesión enFn convergiendo en la norma‖·‖1 hacia una funciónf . Se sigue

de la definición de‖·‖1 que ĺımk→∞ ‖ fk− f ‖∞ = 0 y también que ĺımk→∞
∥∥ f ′k− f ′

∥∥
∞ = 0. En particular,

f ∈C1[0,1]. Para cadak∈ N seleccionemos unxk ∈ In tal que fk(xk) = fk ′(xk) = 0. Por compacidad, existe
una subsucesión de la sucesión(xk)

∞
k=1, que seguiremos denotando del mismo modo, convergiendo hacia

algúnx∈ [0,1]. Usando la continuidad def y la de f ′, así como la convergencia uniforme de las sucesiones
( fk)∞

k=1 y ( f ′k)
∞
k=1 se obtiene quef (x) = f ′(x) = 0. Esto prueba quef ∈ Fn, por lo queFn es cerrado en

C1[0,1].

• Fn es nunca-denso. Seaf ∈ Fn. Por el Teorema de Sard,λ
(

f
(
Z( f ′)

))
= 0. De esto se sigue que existe un

ε > 0 arbitrariamente pequeño tal quef (x) 6= ε para cualquierx ∈ Z( f ′). Consideremos ahora la función
g = f − ε. Afirmamos queg 6∈ Fn. Si ocurriera queg∈ Fn, entoncesg(z) = g′(z) = 0 para algúnz∈ In, de
donde obtendríamos quef (z) = ε y f ′(z) = 0 y, en consecuencia,ε ∈ f (Z( f ′)) lo que resulta ser imposible.
Es claro queg∈U‖·‖1

( f ,2ε) por lo queFn tiene interior vacío.

Tenemos así queA es de primera categoría y, por consiguiente,Z1
<∞[0,1] es residual en(C1[0,1],‖·‖1)

gracias al Teorema de Categoría de Baire. �

Comentario Adicional 2.1.5 Sean f ∈ B∞[0,1] y α ∈ R con α 6= 0. Para cualquierc ∈ R, considere el
conjunto

Z( f ,α,c) =
{

x∈ [0,1] : f (x) = αx+c
}

Observe que cuandoα = c = 0, Z( f ,0,0) es el conjuntoZ( f ) de los ceros def .

En [112], U. B. Darji y M. Morayne obtienen, entre otros, los siguientes resultados:

Teorema (Darji-Morayne). Para cualquier n≥ 2, el conjunto

Zn
<∞[0,1] =

{
f ∈Cn[0,1] : Z( f ,0,c) es finito, para todo c

}
,

es residual en(Cn[0,1],‖·‖n), donde‖ f ‖n = ‖ f ‖∞ +‖ f ′ ‖∞ + · · ·+
∥∥ f (n)

∥∥
∞, para toda f∈Cn[0,1].
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Teorema (Darji-Morayne). El conjunto

Z∅,P[0,1] =
{

f ∈C1[0,1] : Z( f ′) es vacío o perfecto
}
,

es residual en C1[0,1].

2.1.11. ‖ ◮ Funciones cuyos puntos de discontinuidad sonc-densos

Seaλ la medida de Lebesgue enR. Un resultado bien conocido de Lebesgue referente a la integral de
Riemann establece que:

Teorema de Lebesgue. Una función acotada f: [a,b] → R es Riemann integrable si, y sólo si,
λ(Disc( f )) = 0, dondeDisc( f ) es el conjunto de todos los puntos de discontinuidad de f.

Recordemos queR[a,b], el espacio de todas las funciones medibles y acotadasf : [a,b] → R que son
Riemann integrables provisto de la métrica del supremod∞, es un espacio métrico completo. Para ver esto, es
suficiente demostrar queR[a,b] es cerrado en(B∞[a,b],d∞). En efecto, sea( fn)∞

n=1 una sucesión enR[a,b]
convergiendo uniformemente af ∈B∞[a,b]. Por el Teorema de Lebesgue,λ(Disc( fn)) = 0 para todon∈N.
Afirmamos que Disc( f )⊆⋃∞

n=1Disc( fn). En efecto, seax 6∈⋃∞
n=1 Disc( fn). Entoncesfn es continua enxpara

todon∈N y como fn → f uniformemente, resulta quef es continua enx, es decir,x 6∈ Disc( f ) y termina la
prueba de nuestra afirmación. Finalmente, comoλ(Disc( f )) ≤ ∑∞

n=1 λ(Disc( fn)) = 0, una nueva aplicación
del Teorema de Lebesgue nos revela quef ∈ R[a,b]. Esto termina la demostración de que(R[a,b],d∞) es un
espacio métrico completo.

Observe que estamos usando un cañón (el Teorema de Lebesgue)para matar un mosquito (f ∈ R[a,b]),
pero no deja de ser agradable (sólo en este contexto). En realidad, uno puede demostrar quef ∈ R[a,b]
usando el siguiente archiconocido criterio sobre la integrabilidad de Riemann:

f ∈ R[a,b] ⇐⇒ ∀ ε > 0, ∃ P{x1, . . . ,xn}
∣∣

n

∑
i=1

(Mi −mi)(xi+1−xi) < ε, (R1)

dondeMi = sup{ f (x) : x∈ [xi ,xi+1]} y mi = ı́nf{ f (x) : x∈ [xi ,xi+1]}, i = 1, . . . ,n.

Sea f = χQ : [0,1] → R la función característica deQ en [0,1]. Puesto que esta función es discontinua
en todo punto de[0,1], la cardinalidad de Disc( f ) esc (la cardinalidad deR). Consideremos, sin embargo,
este otro ejemplo. SeaΓ el conjunto ternario de Cantor en[0,1] y definamos la funcióng : [0,1] → R por

g(x) =

{
1, parax∈ Γ

0, en otro caso.

Resulta queg es discontinua en cualquier punto deΓ, el cual, como sabemos, tiene la cardinalidad del
continuo, es decir, card(Disc(g)) = c. Por otro lado, puesto queλ(Disc(g)) = 0, resultag es Riemann inte-
grable, gracias al Teorema de Lebesgue, mientras quef no es Riemann integrable ya queλ(Disc( f )) = 1. El
propósito de esta sección es demostrar la abundancia, en el espacioR[a,b], de las funcionesf que satisfacen
card(Disc( f )) = c.

Definición 2.1.9. Sea(X,d) un espacio métrico. Un subconjunto S de X se dice que esc-denso en un
conjunto abiertoO⊆ X si la intersección de S con cualquier subconjunto abierto no vacío V de O contiene
c puntos.

Sea(X,d) un espacio métrico separable y denotemos porB0
∞(X) cualquier subespacio cerrado deB∞(X).
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Definición 2.1.10. Diremos queB0
∞(X) posee lapropiedad de discontinuidadc-densasi existe una función

h∈ B0
∞(X) tal queDisc(h) esc-denso en X.

El siguiente resultado, probado por Shi [405] en el año 2001,es una generalización de uno demostrado
por Pavel Kostyrko, el cual establece que un espacio de funciones con la propiedad de discontinuidadc-densa
posee, en realidad, abundantes funciones cuyos puntos de discontinuidad tienen cardinalidadc.

Teorema 2.1.22 (Shi).Sea(X,d) un espacio métrico separable y suponga queB0
∞(X) posee la propiedad

de discontinuidadc-densa. Entonces, el conjunto

Gc
0 = { f ∈ B0

∞(X) : Disc( f ) es c-denso},

es un Gδ-denso en(B0
∞(X),‖·‖∞).

Prueba.SeaV un subconjunto abierto no vacío deX y consideremos el conjunto

A(V) =
{

f ∈ B0
∞(X) : Disc( f )∩V tiene cardinalidadc

}
.

Lo que vamos a demostrar de inmediato es queA(V) es abierto enB0
∞(X). En efecto, sea( fn)∞

n=1 una
sucesión enB0

∞(X)rA(V) convergiendo uniformemente a una función acotadaf : X → R. Puesto que cada
fn 6∈ A(V), el conjuntoEn = Disc( fn)∩V es a lo más numerable y, en consecuencia,

⋃∞
n=1 En es a lo más

numerable. Ya quef es continua en cada puntox∈Vr
⋃∞

n=1En, resulta quef ∈ B0
∞(X)rA(V). Por esto,

B0
∞(X)rA(V) es cerrado enB0

∞(X) y, así,A(V) es abierto enB0
∞(X).

Afirmamos queA(V) es también denso enB0
∞(X). Para ver esto, seaU( f ,ε) una bola abierta enB0

∞(X),
dondef ∈ B0

∞(X) y ε > 0. Existen dos opciones paraf : la primera es quef ∈ A(V), en cuyo caso no habría
nada que probar, y la segunda es quef 6∈A(V). En este último casof posee a lo sumo una cantidad numerable
de puntos de discontinuidad enV. Por hipótesis, existe una funciónh∈ B0

∞(X) tal que Disc(h) esc-denso.
SeaM una constante tal que|h(x)| ≤ M para todox∈ X y definamosg : X → R por

g(x) = f (x)+
ε

2M
h(x) para todox∈ X.

Entoncesg∈ B0
∞(X) posee por lo menosc puntos de discontinuidad enV. Además,

d∞(g, f ) :=
∥∥∥( f +

ε
2M

h)− f
∥∥∥

∞
=
∥∥∥ ε

2M
h
∥∥∥

∞
< ε

lo cual nos dice queg∈ A(V)∩U( f ,ε). Esto prueba queA(V) es denso enB0
∞(X).

ComoX es separable, podemos tomar una sucesión densa(xn)
∞
n=1 enX. Para cadam∈ N, considere la

bola abierta con centro enxn y radio 1/m, Vnm := U(xn,1/m). Entonces, por el Teorema de Categoría de
Baire

Gc
0 =

∞⋂

n=1

∞⋂

m=1

A(Vnm),

es unGδ-denso enB0
∞(X). �

Definición 2.1.11. Una función f: R→ R se llamasimétricamente continuasi

ĺım
h→0

(
f (x+h)− f (x−h)

)
= 0

para todo x∈ R.
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Denotemos por BSC[a,b] el conjunto de todas las funcionesf ∈ B∞[a,b] que son simétricamente conti-
nuas dotado de la norma del supremo. Entonces BSC[a,b] es un espacio métrico completo. Es claro que toda
función continua es simétricamente continua, pero el recíproco no es, en general, válido. Sin embargo, se
sabe que que toda funciónf ∈ BSC[a,b] es medible Lebesgue ([350]) y que, además, ella es continua excep-
to sobre un conjunto de medida cero y de primera categoría ([416]). En particular,f es Riemann integrable.
Por un resultado de T. C. Tran [430] el conjunto

TD[a,b] =
{

f ∈ BSC[a,b] : Disc( f ) es c-denso
}

es no vacío. Más aun, Shi [406] demuestra que TD[a,b] es unGδ-denso en BSC[a,b].

Corolario 2.1.3. Sea
Gc

1 =
{

f ∈ R[a,b] : Disc( f ) es c-denso
}
.

EntoncesGc
1 es residual en(R[a,b],d∞).

Prueba.Para poder aplicar el Teorema 2.1.22, todo lo que tenemos quehacer es construir una función
f ∈ R[a,b] tal que la cardinalidad de Disc( f ) seac. Usemos el resultado de Tran para producir una función
simétricamente continuaf : [a,b] → R cuyos puntos de discontinuidad esc-denso. Por lo afirmado anterior-
mente, el conjunto de los puntos de discontinuidad def tiene medida de Lebesgue cero (ver también, [425],
Theorem 2.3, p. 27) y gracias al Teorema de Lebesgue,f es Riemann integrable. Esto prueba queR[a,b]
posee la propiedad de discontinuidadc-densa y gracias al Teorema 2.1.22,Gc

1 es residual en(R[a,b],d∞). �

2.1.12. ‖ ◮ Funciones de claseC∞ nunca analíticas

Recordemos que una funciónf : R → K es declaseC∞ si f posee derivada continua de todos los
ordenes; es decir, sif (n) existe y es continua para todon ∈ N. Por otro lado, una funciónf de claseC∞,
esanalítica en x0 ∈ R si f admite un desarrollo en series de Taylor con radio de convergencia positivo
en x0. Debemos recordar quepara que una función f de clase C∞ en un intervalo deR sea analítica, no
es suficiente que su serie de Taylor posea, en cada punto, un radio de convergencia positivo; es necesario,
además, que la suma de dicha serie sea igual a f .

Lo que resulta ser un tanto sorprendente es la existencia de abundantes funciones de claseC∞ que no
son analítica en ningún punto de su dominio, un resultado demostrado por primera vez por Morgenstern
[322] en 1954 usando, por supuesto, el Teorema de Categoría de Baire. Uno de los ejemplos más sencillo y
relativamente simple de una función de claseC∞ sobreR que no es analítica en ningún punto, fue construido
por Mathias Lerch [291] en 1888:

f (x) =
∞

∑
k=0

cos(anx)
n!

(con a impar y > 1)

Denotemos porC∞[0,1] el conjunto de todas las funciones continuasf : [0,1] → R que tienen derivadas
continuas de todos los ordenes en[0,1], es decir,f (n) ∈C[0,1] para todon∈ N. SobreC∞[0,1] definamos la
siguiente métrica:

d( f ,g) =
∞

∑
n=0

2−n pn( f −g)

1+ pn( f −g)
, f ,g∈C∞[0,1],

dondepn( f ) = sup{
∣∣ f (n)(x)

∣∣ : x∈ [0,1]} para todaf ∈C∞[0,1]. Observe que si( fk)∞
k=1 es una sucesión en

C∞[0,1], entonces

( fk)
∞
k=1 es d- Cauchy ⇐⇒ ( f (n)

k )∞
k=1 es d∞- Cauchy, para cadan∈ N
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y

d( fk, f ) −→ 0 ⇐⇒
∥∥∥ f (n)

k − f (n)
∥∥∥

∞
−→ 0, para cadan∈ N.

De lo anterior y la completitud de(C[0,1],‖·‖∞) se puede probar, sin mucha dificultad, que(C∞[0,1],d) es un
espacio métrico completo; es decir, un espacio de Baire. Lasfunciones enC∞[0,1] son llamadasfunciones
de claseC∞ o tambiénfunciones suaves. Observemos que si para cada enteron ≥ 0 y cualquierε > 0,
definimos el conjunto

Vn(ε) =
n⋂

k=0

{
h∈C∞[0,1] : pk(h) < ε

}
,

resulta que la colección{Vn(ε) : ε > 0, n ≥ 0} es una base de entornos abiertos de la función cero en la
topología métrica. La familia de todas las traslaciones

{
f +Vn(ε) : f ∈C∞[0,1], n≥ 0, ε > 0

}
forman,

entonces, una base de entornos abiertos básicos para cualquier función f en la topología métrica. Observe
que

Vn( f ;ε) := f +Vn(ε) =
{

h∈C∞[0,1] : pk(h− f ) < δ parak = 0,1, . . . ,n
}
,

Definición 2.1.12. Sean f∈C∞[0,1] y x0 ∈ [0,1]. Diremos que f esanalítica en x0 siempre que la serie de
Taylor con centro en x0

T( f ;x0) =
∞

∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n,

asociada a la función f , converge a f(x) para cada x en algún entorno abierto Ux0 de x0.

Si I es un subintervalo en[0,1] y f es analítica en todo punto deI , entonces diremos quef es analítica
en I . En caso de quef ∈C∞[0,1] sea analítica enx0, el radio de convergencia,r f (x0), de la serie de Taylor
T( f ;x0), que se define por la fórmula de Cauchy-Hadamard

r f (x0) =


ĺımsup

n→∞

∣∣∣∣∣
f (n)(x0)

n!

∣∣∣∣∣

1/n



−1

,

es siempre positivo. Como siempre, pondremosr f (x0)= 0 o r f (x0)= +∞ según el denominador del cociente
anterior sea infinito o se anule respectivamente. Notemos que r f (x0) puede ser positivo sin quef sea analítica
enx0 como se puede comprobar, por ejemplo, tomando la función

f (x) =

{
e−x−2

si x∈ Rr{0}
0 six = 0.

la cual no es analítica enx0 = 0, pero cumple, sin embargo, quer f (0) = +∞.

Diremos que un puntox0 ∈ [0,1] es unasingularidad para f ∈C∞[0,1], si f no es analítica enx0. No es
difícil establecer que el conjunto

S( f ) =
{

x∈ [0,1] : x es una singularidad para f
}

es cerrado en[0,1]. Es interesante observar que para cualquier singularidadx0 ∈ S( f ) existen, siempre, dos
posibilidades para la serie de Taylor asociada a la funciónf :
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(1) la serie de TaylorT( f ;x0) no converge, con excepción del puntox0, sobre ningún entorno abierto dex0,
llamadasingularidad de Pringsheim, o

(2) la serie de TaylorT( f ;x0) converge en algún entorno abierto dex0 pero lo hace hacia una función que
no coincide conf en ningún entorno dex0, denominadasingularidad de Cauchy.

Denotando porSP( f ), respectivamente,SC( f ), el conjunto de todas las singularidades de Pringsheim y todas
las singularidades de Cauchy def en [0,1], tenemos queS( f ) = SP( f )∪SC( f ). Como ha de esperarse, una
singularidad de Pringsheim es “peor” que una de Cauchy. De ladefinición de radio de convergencia tenemos
que:x0 ∈ SP( f ) si, y sólo si, rf (x0) = 0.

PorNA[0,1] denotaremos el conjunto de todas las funciones de claseC∞ que sonnunca analítica, esto
es,

NA[0,1] =
{

f ∈C∞[0,1] : S( f ) = [0,1]
}
.

Denotaremos porSP[0,1] el conjunto (más pequeño) de todas las funciones de claseC∞ con una singularidad
de Pringsheim en cualquier punto de[0,1], es decir,

SP[0,1] =
{

f ∈C∞[0,1] : SP( f ) = [0,1]
}

Por un resultado de Zahorsky [450], sabemos queSP[0,1] 6= ∅. Pero, ¿puede ser el conjuntoSP[0,1] re-
sidual enC∞[0,1]? Esta pregunta fue formulada por primera vez por Steinhaussy Marczewski. Un año
después de que D. Morgenstern [322] demostrara, en 1954, queNA[0,1] es residual enC∞[0,1], Salzmann
y Zeller [396] respondían afirmativamente a la interroganteplanteada por Steinhauss y Marczewski, es de-
cir, ellos demostraron queSP[0,1] también es residual enC∞[0,1]. Es importante señalar que el artículo de
Morgenstern contiene dos errores que fueron señalados por Salzmann y Zeller en [396]. Esto permitió que
otros matemáticos publicaran demostraciones diferentes,pero correctas, de la residualidad deNA[0,1] en
C∞[0,1]. Por ejemplo, Christensen [95] estableció, en 1971, que el conjuntoNA0[0,1] formado por todas las
funcionesf ∈C∞[0,1] para las cuales existe un subconjunto residualGf ⊆ [0,1] tal quer f (x) = 0 para todo
x∈ Gf , es residual enC∞[0,1]. Dos años después, Darst [110] también demuestra queNA[0,1] es residual
enC∞[0,1]. En 1984, Cater [86] nos provee, de nuevo, de otra demostración de queNA[0,1] es residual en
C∞[0,1]. Notemos queSP[0,1] ⊆ NA0[0,1] ⊆ NA[0,1], donde la última inclusión sigue del hecho de que
S( f ) es cerrado en[0,1]. Se sigue de lo anterior que el resultado de Christensen implica el de Morgenstern-
Darst pero no el de la residualidad deSP[0,1]. Finalmente, L. Bernal-González [50] (para el caso complejo)
y T. I. Ramsamujh [362] (tanto para el caso real así como para el caso complejo) obtienen queSP[0,1] es
residual enC∞[0,1]. Es importante mencionar que el artículo de Ramsamujh poseeun error que es corregido
por el propio Ramsamujh en [363].

Lo que veremos a continuación es una demostración de este último hecho al estilo de Ramsamujh [362].

Teorema 2.1.23 (Salzmann-Zeller).El conjuntoSP[0,1] es residual en(C∞[0,1],d).

Prueba.Supongamos quef ∈C∞[0,1]\SP[0,1]. Entonces existe unx0 ∈ [0,1] tal queT( f ;x0) converge en
algún entorno abierto dex0. Esto nos dice que el radio de convergencia,r f (x0), deT( f ;x0) es positivo. Pero
como

ĺımsup
n→∞

∣∣∣∣∣
f (n)(x0)

n!

∣∣∣∣∣

1/n

=
1

r f (x0)
,

resulta de la definición del límite superior que existe unn0 ∈ N tal que
∣∣∣∣∣

f (n)(x0)

n!

∣∣∣∣∣

1/n

<
2

r f (x0)
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para todon≥ n0. Sea

M = máx





∣∣∣∣∣
f (n)(x0)

n!

∣∣∣∣∣

1/n

: n = 0,1, . . . ,n0−1



 ,

y seleccionemos cualquier enterok conk≥ máx{M, 2/r f (x0)}. Entonces, para todo enteron≥ 0, se cumple
que ∣∣ f (n)(x0)

∣∣≤ kn ·n!

Consideremos ahora el conjunto

Fk =
{

f ∈C∞ : existex0 ∈ [0,1] tal que
∣∣ f (n)(x0)

∣∣≤ kn ·n! para todon≥ 0
}
.

Con este análisis se deduce que

SP[0,1] = C∞[0,1]\
∞⋃

k=1

Fk.

Nuestro siguiente paso es demostrar que, para cadak ∈ N, Fk es un subconjunto cerrado nunca-denso
deC∞[0,1] y entonces aplicar el Teorema de Categoría de Baire para concluir que SP[0,1] es residual en
C∞[0,1]. Veamos entonces que cadaFk es un subconjunto cerrado nunca-denso deC∞[0,1]. Fijemosk∈ N.

1) Fk es cerrado en C∞[0,1]. Sea( f j)
∞
j=1 una sucesión enFk convergiendo a una funciónf ∈C∞[0,1]. Por

definición, para cadaj ∈ N, existe un número realx j ∈ [0,1] tal que

∣∣ f (n)
j (x j)

∣∣≤ kn ·n!

para todon ≥ 0. Por compacidad podemos extraer, de la sucesión(x j)
∞
j=1 en [0,1], una subsucesión de

(x j)
∞
j=1, que seguiremos denotando del mismo modo, convergiendo a unpunto x0 ∈ [0,1]. Fijemos ahora

n≥ 0. Entonces
∣∣ f (n)(x0)

∣∣≤
∣∣ f (n)(x0)− f (n)(x j)

∣∣ +
∣∣ f (n)(x j)− f (n)

j (x j)
∣∣ +

∣∣ f (n)
j (x j)

∣∣

≤
∣∣ f (n)(x0)− f (n)(x j)

∣∣ + pn( f − f j) + kn ·n!.

Por la continuidad def (n), el primer término de ésta desigualdad tiende a cero, mientras que el segundo
término también converge a cero ya quepn( f − f j) ≤ d( f , f j) y ĺım j→∞ d( f , f j) = 0. Por esto,

∣∣ f (n)(x0)
∣∣≤ kn ·n!

lo cual prueba quef ∈ Fk.

2) Fk es nunca-denso en C∞[0,1]. Supongamos, por un momento, queFk tiene interior no vacío. Entonces
existe un entorno abierto básico, digamosVm(g;δ), contenido enFk, donde

Vm(g;δ) =
{

h∈C∞[0,1] : p j(h−g) < δ para j = 0,1, . . . ,m
}

para algúng ∈ Fk, δ > 0 y m∈ N. Puesto que el conjuntoP[0,1] de todos los polinomios algebraicos es,
por el Teorema de Aproximación de Weierstrass, denso enC∞[0,1] y ya queVm(g;δ) es abierto enC∞[0,1],
resulta queP[0,1]∩Vm(g,δ) 6=∅. Podemos, por lo anterior, escoger un entorno básicoVN(p;ε) incluido en
Vm(g,δ), para un ciertop ∈ P[0,1], un ciertoN ∈ N y algúnε > 0 (que también podemos suponer que es
< 1). Tenemos así que

VN(p;ε) ⊆ Vm(g;δ) ⊆ Fk.
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Nuestro siguiente objetivo es construir una funciónf ∈VN(p;ε) pero que quede fuera deFk lo que, por
supuesto, será contradictorio debido a queVN(p;ε) está incluido enFk. Elijamos unn∈ N de modo tal que
n > máx{N,k,grado(p)} y sea

b =
(
1+nn)n! · 4

ε
.

Observe que como 0< ε < 1, entoncesb > 1. Definamos ahora la funciónf : [0,1] → R por

f (x) = p(x) +
ε ·sen(bx)

2bN .

Esta es la función que producirá la contradicción. En efecto, nótese, en primer lugar, que como lam-ésima
derivada de la funciónϕ(x) = sen(bx) es

∣∣ϕ(m)(x)
∣∣ =
{

bm|sen(bx)|, si mes par

bm|cos(bx)|, si mes impar.

entonces, para cualquierj = 0,1,2, . . . ,N, (aquí es donde usamos el hecho de queb > 1)

p j( f − p) = sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∣
ε ·ϕ( j)(x)

2bN

∣∣∣∣∣ ≤
ε
2

b j−N ≤ ε
2

< ε,

lo cual demuestra quef ∈VN(p;ε). Por otro lado, de la relación sen2(bx)+cos2(bx) = 1, se sigue que

|sen(bx)| ≥ 1
2

o |cos(bx)| ≥ 1
2
.

cualquiera sea elx en [0,1]. Fijemos ahora cualquier elemento arbitrariox en [0,1]. Para nuestro enteron
(recuerde quen > máx{N,k,grado(p)}), se cumple quep(n)(x) = 0 y, por lo anterior, tenemos que

∣∣ϕ(n)(x)
∣∣ ≥ bn

2
o

∣∣ϕ(n+1)(x)
∣∣ ≥ bn+1

2
.

De esto se sigue, en el primer caso, que

∣∣ f (n)(x)
∣∣ =

∣∣∣p(n)(x)+
ε

2bN ϕ(n)(x)
∣∣∣ =

∣∣∣ ε
2bN ϕ(n)(x)

∣∣∣

≥ ε
4

bn−N ≥ ε
4

b =
(
1+nn)n!

> nnn! > knn!

y, en el segundo caso (recuerde queε < 1), se tiene que

∣∣ f (n+1)(x)
∣∣ =

∣∣∣ ε
2bN ϕ(n+1)(x)

∣∣∣

≥ ε
4

bn+1−N ≥ ε
4

b2 =
4
ε

[(
1+nn)n!

]2

> 4
[
knn!

]2
> kn+1(n+1)!

En resumen, hemos encontrado un enteron conn > k tal que
∣∣ f (n)(x)

∣∣ > knn! o
∣∣ f (n+1)(x)

∣∣ > kn+1(n+1)!
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para todox∈ [0,1]. Esto, por supuesto, contradice el hecho de quef ∈VN(p;ε) ⊂ Fk y, en consecuencia,Fk

es nunca-denso enC∞[0,1]. Con esto se termina la prueba. �

En 1954 A. P. Morgenstern [322] demostró, usando el Teorema de Categoría de Baire, que las funciones
de claseC∞ que son nunca analíticas es residual enC∞[0,1]. Por supuesto, éste hecho es un corolario in-
mediato del teorema anterior. Otras demostraciones del resultado de Morgenstern también fueron dadas por
F. S. Cater [86] en 1984 y por H. Shi [405] en 2001.

Corolario 2.1.4 (Morgenstern). NA[0,1] es residual en(C∞[0,1],d).

Prueba.ComoSP[0,1] ⊆ NA[0,1] el resultado sigue del teorema anterior. �

Comentario Adicional 2.1.6 En [50], Bernal González obtiene un resultado más general que el de Salz-
mann y Zeller al demostrar lo siguiente:

Teorema de Bernal González. Sea(cn)
∞
n=1 una sucesión en(0,+∞) y sea M un subconjunto

infinito deN0 := N∪{0}. Entonces el conjunto

M((cn)
∞
n=1,M) =

{
f ∈C∞[0,1] : existe infinitosn∈ M tal que máx

{∣∣ f (n)(x)
∣∣,
∣∣ f (n+1)(x)

∣∣
}

> cn

para todox∈ [0,1]
}

es residual en C∞[0,1].

Haciendocn = (1+ n)! · (1+ n)1+n y M = N0 tenemos queM((cn)
∞
n=1,N0) ⊆ C∞[0,1] \⋃∞

k=1 Fk =
SP[0,1], de modo que la residualidad deSP[0,1] enC∞[0,1] sigue del resultado anterior.

El conjuntoNA[0,1], siendo abundante (= residual) enC∞[0,1] no posee una estructura lineal, sin
embargo, Cater [86] va un poco más allá al demostrar queNA[0,1]∪ {0} contiene un subespacio
vectorial de dimensiónc que es denso enC∞[0,1]. A un resultado más general llega Bernal-González
en [50] al demostrar queSP[0,1]∪ {0} contiene un álgebra de dimensión infinita que es, además,
denso enC∞[0,1].

2.1.13. ‖ ◮ Funciones analíticas nunca prolongables

SeaΩ ⊆CN un conjunto no vacío, abierto y conexo. Recordemos que una sucesión( fn)∞
n=1 de funciones

a valores complejos definidas sobreΩ se dice queconverge af uniformemente sobre subconjuntos com-
pactos deΩ si para cualquier compactoK ⊆ Ω y para cadaε > 0, existe un entero positivoN1 := N1(K,ε)
tal que| fn(z)− f (z)| < ε para todoz∈ K y para todon ≥ N1. Como siempre, el espacio de las funciones
continuas a valores complejos definidas sobreΩ será denotado porCC(Ω). Éste espacio puede ser dotado de
una métrica, distinta a la métrica del supremo, bajo la cual una sucesión converge en dicha métrica si, y sólo
si, ella converge uniformemente sobre subconjuntos compactos deΩ. Para obtener tal métrica sobreCC(Ω)
lo primero que vamos hacer es demostrar el siguiente resultado (véase, [385], Th. 13.3, p.285).

Teorema 2.1.24.Para cualquier conjunto abiertoΩ⊆C, existe una sucesión(Kn)
∞
n=1 de subconjuntos com-

pactos deΩ tal que

(1) Ω =
⋃∞

n=1Kn,

(2) Kn ⊆ int(Kn+1), para cada n= 1,2, . . . y
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(3) si K ⊆ Ω es cualquier conjunto compacto, entonces existe un n∈ N tal que K⊆ Kn.

Prueba.Para cadan∈ N, definamos

Kn =
{

z∈ Ω : dist
(
z,C\Ω

)
≥ 1

n
y |z| ≤ n

}
.

Observe que, en este caso,

C\Kn =
{

ω ∈C : |ω| > n
}
∪

⋃

ω∈C\Ω
D
(
ω,1/n

)

donde, siguiendo la tradición, usaremos el símboloD(ω, r) para denotar la bola abierta con centroω y radio
r enC, en lugar deU(ω, r). Es claro que cadaKn es compacto y que la sucesión(Kn)

∞
n=1 satisface(1). Más

aun, siz∈ Kn, entonces uno verifica, sin mucha dificultad, que

D
(

z,
1
n
− 1

n+1

)
⊆ Kn+1,

lo cual prueba(2). Finalmente, siK ⊆ Ω es cualquier subconjunto compacto, entonces

K ⊆
∞⋃

n=1

Kn ⊆
∞⋃

n=1

int(Kn+1)

y por la compacidad deK, existe un subcubrimiento finito deK por los conjuntos{int(Kn+1) : n ∈ N}, es
decir, existe unN ∈ N tal que

K ⊆
N⋃

n=1

int(Kn+1) = int(KN+1) ⊆ KN+1.

Esto termina la prueba. �

Cualquier sucesión de compactos(Kn)
∞
n=1 satisfaciendo las propiedades(1)− (3) del teorema anterior

será llamada unasucesión exhaustiva de subconjuntos compactos deΩ.
Estamos ahora en condiciones de construir nuestra métrica sobreCC(Ω). Sea(Kn)

∞
n=1 una sucesión ex-

haustiva de subconjuntos compactos deΩ. Para cadan∈ N, definamos

dKn( f ,g) = sup
z∈Kn

| f (z)−g(z)|, f ,g∈CC(Ω),

el cual es finito puesKn es un subconjunto compacto deΩ. Notemos quedKn(·, ·) no es, en general, una
métrica sobreCC(Ω), sino una pseudo-métrica, es decir, satisface todas la propiedades de una métrica con la
excepción de que la condicióndKn( f ,g) = 0 no implica, en términos generales, quef = g.

Definamos ahoraρn : CC(Ω)×CC(Ω) → [0,+∞) por

ρn( f ,g) =
dKn( f ,g)

1+dKn( f ,g)

para todaf ,g∈CC(Ω). Entonces se tiene que

Lema 2.1.3. (a) ρn(·, ·) es una pseudo-métrica,



164 Cap. 2Aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire

(b) 0≤ ρn( f ,g) < 1 para todo f,g∈CC(Ω), y

(c) Si ( f j)
∞
j=1 es una sucesión de funciones en CC(Ω) y f ∈CC(Ω), entonces

ĺım
j→∞

ρn( f j , f ) = 0 si, y sólo si, ĺım
j→∞

dKn( f j , f ) = 0.

Prueba. (a) Es claro queρn( f ,g) ≥ 0 y queρn( f ,g) = ρn(g, f ) para todaf ,g∈CC(Ω). Para demostrar la
desigualdad triangular usemos la funciónϕ : [0,+∞) → [0,+∞) definida porϕ(t) = t/(1+ t). Puesto que
ϕ ′(t) = 1/(1+ t)2 > 0, tenemos queϕ es creciente y así, para todaf ,g,h∈CC(Ω) se cumple que

ρn( f ,g) = ϕ(dKn( f ,g))

≤ ϕ
(
dKn( f ,h) + dKn(h,g)

)

=
dKn( f ,h) + dKn(h,g)

1 + dKn( f ,h) + dKn(h,g)

=
dKn( f ,h)

1 + dKn( f ,h) + dKn(h,g)
+

dKn(h,g)

1 + dKn( f ,h) + dKn(h,g)

≤ dKn( f ,h)

1 + dKn( f ,h)
+

dKn(h,g)

1 + dKn(h,g)

= ρn( f ,h) + ρn(h,g).

(b) es inmediata de la definición deρn.

(c) Supongamos que ĺımj→∞ dKn( f j , f ) = 0. Entonces ĺımj→∞ ρn( f j , f ) = 0 debido al hecho de que la función
ϕ(t) = t/(1+ t) es continua ent = 0 y ρn( f j , f ) = ϕ(dKn( f j , f )). Recíprocamente, si ĺımj→∞ ρn( f j , f ) = 0,
entonces ĺımj→∞ dKn( f j , f ) = 0 ya quedKn( f j , f ) = ρn( f j , f )/

(
1−ρn( f j , f )

)
. La prueba es completa. �

De la convergencia de la serie
∞

∑
n=1

2−n(= 1), resulta que

ρ( f ,g) =
∞

∑
n=1

2−nρn( f ,g) f ,g∈CC(Ω)

está bien definida y es, por lo probado anteriormente, la métrica que nos interesa.

Lema 2.1.4. Fijemos una sucesión exhaustiva(Kn)
∞
n=1 de subconjuntos compactos deΩ y sean( f j)

∞
j=1 una

sucesión de funciones en CC(Ω) y f ∈CC(Ω). Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) ĺım j→∞ f j = f uniformemente sobre subconjuntos compactos deΩ.

(2) ĺım j→∞ ρ( f j , f ) = 0.

En particular, la topología generada porρ es independiente de la selección de los Kn.

Prueba.Si ĺım j→∞ f j = f uniformemente sobre subconjuntos compactos deΩ, entonces puesto que cada
Kn⊆Ω es compacto, se sigue ĺımj→∞ dKn( f j , f ) = 0 y, en consecuencia, ĺımj→∞ ρn( f j , f ) = 0. Para demostrar
que ĺımj→∞ ρ( f j , f ) = 0, tomemos cualquierε > 0 y seleccionemos un entero positivoN suficientemente
grande de modo que

∞

∑
N+1

1
2n <

ε
2
.
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Entonces

ρ( f j , f ) =
∞

∑
n=1

2−nρn( f j , f )

=
N

∑
n=1

2−nρn( f j , f ) +
∞

∑
n=N+1

2−nρn( f j , f g)

<
N

∑
n=1

2−nρn( f j , f ) +
∞

∑
n=N+1

2−n

<
N

∑
n=1

2−nρn( f j , f ) +
ε
2
.

Puesto que∑N
n=12−nρn( f j , f ) → 0 cuando j → ∞, entonces eligiendo unj0 lo suficientemente grande de

modo que∑N
n=12−nρn( f j , f ) < ε/2 para todoj ≥ j0, resultará queρ( f j , f ) < ε siempre quej ≥ j0, es decir,

ĺım j→∞ ρ( f j , f ) = 0.
Recíprocamente, supongamos que ĺımj→∞ ρ( f j , f ) = 0. Para cualquiern∈ N fijo, de la relación

∞

∑
m=1

2−mρm( f j , f ) ≥ 2−nρn( f j , f ),

se sigue que

ρn( f j , f ) ≤ 2n
∞

∑
m=1

2−mρm( f j , f ) = 2nρ( f j , f ) → 0 cuandoj → ∞.

Esto prueba que ĺımj→∞ ρn( f j , f ) = 0 para todon y así, por el Lema 2.1.3, ĺımj→∞ dKn( f j , f ) = 0, lo cual
significa, gracias al Teorema 2.1.24(3), que ĺımj→∞ f j = f uniformemente sobre subconjuntos compactos
deΩ. �

Recordemos que una funciónf : Ω → C esholomorfa o analítica enΩ si el límite

f ′(z0) = ĺım
z→z0

f (z)− f (z0)

z−z0

existe para todoz0 ∈ Ω. Si denotamos porH(Ω) el subespacio vectorial complejo deCC(Ω) formado de
todas las funciones que son holomorfas o analíticas enΩ, entonces(H(Ω),ρ) resulta ser un espacio métrico
completo, en particular, un espacio de Baire.

Se sigue del resultado anterior que si( fn)∞
n=1 es una sucesión en(H(Ω),ρ) tal que ĺımn→∞ fn = f uni-

formemente sobre subconjuntos compactos deΩ, entoncesf ∈ H(Ω). Es natural preguntarse, ¿qué ocurre
si la convergencia es puntual?, es decir, si ĺımn→∞ fn(ω) = f (ω) para cadaω ∈ Ω, ¿es cierto quef ∈ H(Ω)?
Para dar una respuesta a dicha interrogante debemos recordar los siguientes hechos:

Un conjuntoF ⊆ H(Ω) se llama unafamilia normal si cualquier sucesión de miembros deF contiene
una subsucesión la cual converge uniformemente sobre subconjuntos compactos deΩ. En el siguiente teo-
rema haremos uso de un resultado clásico debido a P. Montel ([385], Theorem 14.6, p. 300) que dice lo
siguiente:

Teorema de Montel. SeaF ⊆ H(Ω) y suponga queF es uniformemente acotada sobre cada sub-
conjunto compacto deΩ. EntoncesF es una familia normal.

Estamos ahora en condiciones de responder a nuestra interrogante anterior.
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Teorema 2.1.25 (Osgood).Sea( fn)∞
n=1 una sucesión en(H(Ω),ρ) tal que ĺımn→∞ fn = f puntualmente.

Entonces existe un subconjunto abierto denso G deΩ tal que f|G es holomorfa y la sucesión restricción
( fn|G)∞

n=1 converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de G af |G.

Prueba.Defina, parak = 1,2, . . .

Fk =
∞⋂

n=1

{
z∈ Ω : | fn(z)| ≤ k

}
=
{

z∈ Ω : sup
n∈N

| fn(z)| ≤ k
}

.

De la continuidad de lasfn resulta que cada conjuntoFk es cerrado enΩ y F1 ⊆ F2 ⊆ ·· · . Además,

Ω =
∞⋃

k=1

Fk.

En efecto, es claro que
⋃∞

k=1 Fk ⊆ Ω. Para demostrar la otra inclusión, seaz∈ Ω. Puesto quefn(z) → f (z),
la sucesión( fn(z))∞

n=1 es acotada de donde se sigue quez∈ Fk para algúnk ∈ N. SiendoΩ un espacio de
Baire, el Teorema 1.8.6 nos garantiza queG :=

⋃∞
k=1 Gk es un abierto denso enΩ, dondeGk = int(Fk) para

k = 1,2, . . ..
Una vez que estos hechos han sido establecidos, veamos que lasucesión( fn)∞

n=1 es uniformemente
acotada sobre subconjuntos compactos deG. Sea entoncesK un subconjunto compacto deG =

⋃∞
k=1 Gk.

Puesto que la sucesión(Gk)
∞
k=1 es un cubrimiento abierto deK, existe unm∈ N tal queK ⊆ ⋃m

k=1Gk = Gm

y, por consiguiente, la sucesión es uniformemente acotada sobreK (porm). Por el Teorema de Montel existe
una subsucesión( fnj )

∞
j=1 que converge uniformemente sobre subconjuntos compactos deG a una funcióng.

Por supuesto,g debe coincidir conf y, en consecuenciag y, por lo tantof , debe ser holomorfa sobreG. Más
aun, la sucesión( fn|G)∞

n=1 converge uniformemente sobre subconjuntos compactos deG a f |G. �

Diremos quef ∈H(Ω) admiteprolongación analíticasi existe un dominio (= conjunto abierto conexo)
Ω̃ conteniendo aΩ, de modo quẽΩrΩ tenga interior no vacío, y una funcióñf ∈ H(Ω̃) que es una
extensión de f , es decir, tal quẽf (z) = f (z) para todo z∈ Ω. Nuestro objetivo en esta parte es demostrar que
las funciones analíticas que no admiten prolongación analítica forman un conjunto residual enH(Ω).

Teorema 2.1.26.SeaΩ ⊆ C un conjunto no vacío, abierto y conexo. Si definimos el conjunto SΩ por

SΩ = { f ∈ H(Ω) : f admite prolongación analítica},

entonces: o bien SΩ = H(Ω), o bien SΩ es un subconjunto de primera categoría enH(Ω).

Prueba.Siguiendo la tradición, designemos, como siempre, porD la bola unitaria abierta deC; es decir,
D = {z∈ C : |z| < 1}. Seleccionemos una sucesión densa(zn)

∞
n=1 en la frontera∂Ω de Ω y para enteros

positivos arbitrariosm,n, p definamos

Hnmp=
{

f ∈ H(Ω) : existe f̃ ∈ H
(
Ω∪ (zn +m−1D)

)

tal que f̃
∣∣
Ω = f y

∣∣∣ f̃ (z)
∣∣∣≤ p para todoz∈ zn +m−1D

}
.

Nuestra primera tarea es demostrar que cadaHnmp es cerrado enH(Ω). Sea( fk)∞
k=1 una sucesión enHnmp

convergiendo a una funciónf ∈ H(Ω). Denotemos por̃fk la extensión defk según la definición deHnmp.
Veamos quẽfk está uniformemente acotada en cada compacto deΩ∪ (zn + 1

mD). En efecto, seaK un tal
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compacto. EntoncesK \ (zn + 1
mD) es un compacto deΩ en el cualf̃k está uniformemente acotada, mientras

que, por definición,| f̃k| ≤ p sobrezn + 1
mD, k = 1,2, . . . Gracias al Teorema de Montel, aplicado al espacio

H
(
Ω∪ (zn + 1

mD)
)
, existe una subsucesión( f̃nk)

∞
k=1 de ( f̃n)∞

n=1 tal que f̃nk → f̃ en H
(
Ω∪ (zn + 1

mD)
)
. Es

claro que| f̃ | ≤ p sobrezn + 1
mD y que f̃ extiende af . Esto prueba que la funciónf ∈ Hnmp, por lo queHnmp

resulta ser cerrado enH(Ω).

El siguiente objetivo es probar que siEnm =
∞⋃

p=1

Hnmp, entonces

SΩ =
∞⋃

m=1

∞⋃

n=1

Enm.

Para ver esto último, notemos que cualesquiera seanm,n∈N, se tiene queEnm⊆ SΩ y, por consiguiente,

∞⋃

m=1

∞⋃

n=1

Enm⊆ SΩ.

Por otro lado, seaf ∈ SΩ. Entonces existe un dominiõΩ conteniendo aΩ y una f̃ ∈ H(Ω̃) que es una
extensión def . Por la conexidad dẽΩ resulta claro que∂Ω∩ Ω̃ 6=∅. Seazn ∈ ∂Ω∩ Ω̃, y escojamos unr > 0
de modo que la bola cerrada de centrozn y radio r esté contenida eñΩ. Si ahora elegimosm∈ N tal que
1
m < r, resultará quẽf

∣∣
Dnm

es acotada, dondeDnm = zn + 1
mD. Esto prueba quef ∈ Enm y así,

SΩ =
∞⋃

m=1

∞⋃

n=1

Enm.

Un hecho importante que debemos destacar es que, efectivamente, cadaEnm es un subespacio vectorial de
H(Ω). Lo probado anterior nos conduce a examinar las dos siguientes posibilidades:

a) o bien todos losHnmp tienen interior vacío, en cuyo casoSΩ es de primera categoría,

b) o bien algúnHnmp tiene interior no vacío para alguna ternam,n, p ∈ N. En este caso, el subespacio
vectorialEnm tiene interior no vacío y, en consecuencia, por el EjemploB-2), página 212, forzosamente
coincide conH(Ω).

Esto termina la prueba. �

Notemos que siSΩ = H(Ω), entoncesSΩ = Enm = H(Ω) para algún par de enteros positivosn,m y,
por consiguiente, todaf ∈ H(Ω) se prolonga a una función analítica acotada sobreΩ∪ (zn + 1

mD). Si para
cadazn, existe unafn ∈ H(Ω) tal que ĺımz→zn | fn(z)| = ∞, entoncesSΩ es de primera categoría enH(Ω)
y, por tanto, existe unaf ∈ H(Ω) que no admite prolongación analítica. En efecto, la hipótesis implica que
Enm 6= H(Ω) para todos los valores den y m enN. ComoΩ ⊆ C, entonces siempre ocurre queSΩ es de
primera categoría enH(Ω) ya que, para cadan∈ N, la función fn(z) = 1/(z− zn) está enH(Ω) y cumple
con ĺımz→zn | fn(z)| = ∞. Se sigue del Teorema de Categoría de Baire queH(Ω)rSΩ es residual enH(Ω),
con lo cual hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.1.27 (Kierst-Szpirajn). Si Ω ⊆ C es conjunto no vacío, abierto y conexo, entonces el conjunto
NE(Ω), formado por todas las funciones f∈ H(Ω) que no admiten prolongación analítica sobreΩ, es
residual en(H(Ω),ρ).
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2.1.14. ‖ ◮ Series de Fourier siempre divergentes

En su libro:Théorie Analytique de la Chaleur, el cual fue publicado en 1822, Fourier presentó por
primera vez su teoría de las series trigonométricas, donde audazmente declaraba, basado en algunos ejem-
plos muy particulares, que “cada función periódica de período 2π puede ser representada por una serie
trigonométrica muy particular”, conocida hoy en día por el nombre de serie de Fourier. Al parecer, la comu-
nidad de matemáticos admitió tal afirmación como un desafío y, como muchas otras afirmaciones dadas por
matemáticos de renombre que decretan su veracidad sin demostrarla, los matemáticos se han gastado más
de un siglo tratando de ver cómo probar tal declaración. De hecho, muchos matemáticos de la época solían
pensar que la serie Fourier de cualquier función continua debía converger puntualmente en todo su dominio.
En 1876, Paul du Bois Reymond exhibe el primer ejemplo de una función continua definida sobre[−π,π]
cuya serie de Fourier diverge en un punto. La existencia de una tal función (que probaremos más adelante)
se demuestra sin mucha dificultad usando el Principio de Acotación Uniforme el cual, como ya hemos visto,
se soporta sobre el Teorema de Categoría de Baire. Más aun, usando el Teorema de Categoría de Baire se
demuestra la abundancia (en un conjunto residual) de funciones continuas que poseen un conjuntoGδ-denso
de puntos de no convergencia ([78], pág. 684), aunque dicho conjunto tiene medida de Lebesgue cero. Para
terminar de hacer el panorama más complicado, A. Kolmogorov, en 1922, cuando apenas contaba con 19
años de edad (véase, [268], [432]), produce el primer ejemplo de una funciónf ∈ L1[−π,π] cuya serie de
Fourier diverge casi-siempre (en el sentido de la medida de Lebesgue) en[−π,π], aunque, como comenta
el propio Kolmogorov, a él no le fue posible, para ese momento, construir una serie de Fourier siempre di-
vergente. Tres años más tarde, en 1926, Kolmogorov anuncia (sin prueba), en el artículo [269], la existencia
de una serie de Fourier siempre divergente. Con todo este panorama de resultados “desagradables” todavía,
para ese momento, se desconocía si una función continua podía tener una serie de Fourier que diverge sobre
un conjunto de medida positiva. Luzin conjeturó que eso no podía ocurrir. En 1966, Carleson demostró que
la conjetura de Luzin era cierta, es decir, la serie de Fourier de cualquier función continua sobre[−π,π] con-
verge casi-siempre. Es más, Carleson demuestra que la seriede Fourier de cualquierf ∈ L2[−π,π] converge
casi-siempre ([78], pág. 685). El mismo año de 1966, Jean-Pierre Kahane y Y. Katznelson prueban que dado
cualquier subconjunto del círculo con medida de Lebesgue cero, existe una función continua cuya serie de
Fourier diverge sobre ese conjunto [249]. Una exposición más detallada de todos estos hechos se pueden
encontrar, por ejemplo, en los excelentes artículos de Jean-Pierre Kahane [247], P. L. Ul’yanov [432] y S. H.
Jones [241].

Como siempre, siλ denota la medida de Lebesgue sobreR y 1 ≤ p < ∞, entonces∈ Lp(λ) denota el
espacio de Banach de todas las funciones medibles Lebesgue (clases de equivalencias)f definidas sobreR
con la norma‖·‖p dada por

‖ f ‖p :=

(∫

R
| f (t)|p dt

)1/p

< ∞.

Suponga ahora queT = {z∈ C : |z| = 1} es el círculo unitario enC. Existe un mecanismo sencillo de
identificar las funciones definidas sobreT con las funciones 2π-periódicas definidas sobreR (esto quiere
decir quef (t) = f (t +2π) para todot ∈R). En efecto, siF es cualquier función definida sobreT y si f es la
función sobreR definida por

f (t) = F(eit ) (1)

entoncesf es una función periódica de período 2π. Recíprocamente, sif es una función periódica sobre
R, con período 2π, entonces existe una funciónF sobreT tal que(1) se cumple. Como cada función 2π-
periódicaf sobreR queda completamente determinada por sus valores en, digamos, [−π,π], entonces, con la
identificación en mente antes mencionada, podemos suponer queT es el intervalo[−π,π] donde los extremos
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de ese intervalo se identifican uno con el otro. Por esta razónpodemos describir aLp(T) como el espacio
de todas las funciones (clases de equivalencias)f medibles Lebesgue, 2π-periódicas definidas sobre[−π,π]
para la cual

‖ f ‖p :=

(
1
2π

∫ π

−π
| f (t)|p dt

)1/p

es finita. En otras palabras, estamos considerando aLp(T) como todas las funcionesf ∈ Lp(λ/2π) que son
2π-periódicas.

Un polinomio trigonométrico es una suma finita de la forma

p(t) =
a0

2
+

n

∑
k=1

(ak coskt+bksenkt) (2)

dondet ∈ R, a0,a1, . . . ,an y b1, . . . ,bn son números complejos. Es claro que todo polinomio trigonométrico
es una función 2π-periódica. Teniendo en cuenta que eikt = coskt + isenkt, podemos reescribir(2) en la
forma

p(t) =
n

∑
k=−n

cke
ikt , t ∈ R, (3)

dondeb0 = 0, c0 = a0/2 y, para cadak∈ {1, . . . ,n},

ck =
ak− ibk

2
y c−k =

ak + ibk

2
.

Diremos quep(t) = ∑n
k=−nckeikt tienegrado n si tantocn, así comoc−n, son distintos de cero.

Para cualquierf ∈ L1(T), definimos loscoeficientes de Fourier def por la fórmula

f̂ (n) =
1
2π

∫ π

−π
f (t)e−int dt, n∈ Z. (4)

La serie
+∞

∑
n=−∞

f̂ (n)eint ,

asociada a la funciónf , se llama laserie de Fourier de f y sun-ésimasuma parcial, paran = 0,1,2, . . .,
viene dada por

Sn( f , t) =
n

∑
k=−n

f̂ (k)eikt .

En general, cualquier serie de la forma∑+∞
n=−∞ cneint , es llamada unaserie trigonométrica.

Si ahora definimos el producto interno enL2(T) por

〈 f ,g〉 =
1
2π

∫ π

−π
f (t)g(t)dt f,g∈ L2(T)

y si hacemosek(t) = eikt para todot ∈ [−π,π] y todok∈ Z, tendremos que

〈en,em〉 =
1
2π

∫ π

−π
ei(n−m)t dt =

{
1, si n = m,

0, si n 6= m,
(4)
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lo cual dice que{en : n ∈ Z} es un conjunto ortonormal enL2(T), al que comúnmente se llama sistema
trigonométrico. Observe que sipm(t) = ∑m

k=−mckeikt es cualquier polinomio trigonométrico, entonces la
igualdad(4) implica que

ck =
1
2π

∫ π

−π
pn(t)e

−ikt dt, k = −m, . . . ,m.

Más aun,
Sn(p,x) = p para todon > m= grado depm. (5)

Uno de los problemas importantes que dieron origen al desarrollo de la Teoría de las Series de Fourier,
es el siguiente:

Problema de la convergencia puntual de series de Fourier. ¿Para qué familia de funciones
definidas sobreT, digamosF(T), la serie de Fourier de cualquier f∈ F(T) converge puntualmente
a f(t), es decir,

ĺım
n→∞

Sn( f , t) = f (t), para todo t∈ R?

Es un hecho conocido que sif ∈ F(T) = L2(T), entonces la serie de Fourier def converge af en la
‖·‖2-norma. Esto implica, en particular, la existencia de una subsucesión de(Sn( f , t))∞

n=−∞ que converge
puntualmente af (t) para casi todot (véase, por ejemplo, [385], Theorem 3.12). Sin embargo, lo anterior no
resuelve el problema satisfactoriamente. ¿Qué ocurre, porejemplo, si en lugar de trabajar con(L2(T),‖·‖2)
se considera un espacio (más pequeño) comoC(T)? Al final de un artículo de 1829, Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet comentaba que él estaba casi convencido de que la serie de Fourier de cualquier fun-
ción continua convergía puntualmente a dicha función en cualquier punto. Grandes matemáticos tales como
Riemann, Weierstrass, y Dedekind sostuvieron, por casi 40 años, puntos de vista similares a los de Dirich-
let. Todos ellos estaban equivocados. En 1876, P. du Bois-Reymond da el primer ejemplo de una función
continua cuya serie de Fourier no converge a dicha función y no lo hace precisamente en los puntos de un
subconjunto denso de[−π,π]. Esto, por supuesto, resuelve en forma negativa el problemaplanteado enC(T).
El resultado de du Bois-Reymond usa el Teorema de Acotación Uniforme como un ingrediente fundamental
es su demostración. En lo que sigue abordaremos la demostración de du Bois-Reymond.

Si f ∈ L1(T) es una función cuya serie de Fourier diverge en algúnt ∈ T, entonces la sucesión de
sus sumas parciales(Sn( f , t))∞

n=−∞ puede o no estar acotada. Si ocurre que dicha sucesión no estáacotada,
entonces diremos que la serie de Fourierdiverge no-acotadamentey la escribiremos como

sup
n∈Z

∣∣Sn( f , t)
∣∣ = ∞.

Para cadaf ∈ L1(T), podemos escribir aSn( f ,x) en la forma

Sn( f ,x) =
n

∑
k=−n

f̂ (k)eikt

=
n

∑
k=−n

(
1
2π

∫ π

−π
f (t)e−ikt dt

)
eikx

=
1
2π

∫ π

−π
f (t)

(
n

∑
k=−n

ei(x−t)t

)
dt =

1
2π

∫ π

−π
f (t)Dn(x− t)dt,
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donde

Dn(t) =
n

∑
k=−n

eikt , n = 0,1,2, . . . .

LosDn ∈C(T) son llamados losnúcleos de Dirichlety es fácil demostrar que ellos se pueden reescribir en
la forma

Dn(t) =





sen
(

n+ 1
2

)
t

sen t
2

, si t ∈ [−π,π], t 6= 0

2n+1, si t = 0

De aquí se sigue que cadaDn(t) es una función par, 2π-periódica, y paran ∈ N, toma valores positivos y
negativos. Más aun,

1
2π

∫ π

−π
Dn(t)dt = 1.

Nótese, finalmente, queSn( f , t) = (Dn∗ f )(t) = ( f ∗Dn)(t), esto es

Sn( f ,x) =
1
2π

∫ π

−π
f (x− t)Dn(t)dt =

1
2π

∫ π

−π
f (t)Dn(x− t)dt.

Teorema 2.1.28 (du Bois-Reymond).Sea t∈ T. Existe una función f∈ C(T) cuya serie de Fourier di-
verge, precisamente, en el punto t. Más aun, el conjunto de todas las funciones en C(T) que comparten esa
propiedad es un Gδ-denso en(C(T),‖·‖∞).

Prueba.Haremos la prueba suponiendo quet = 0 ya que no se pierde generalidad en asumir esta restricción.
Definamos, para cadan∈ N, el funcional linealx∗n : (C(T),‖·‖∞) → C por

x∗n( f ) = Sn( f ,0) =
1
2π

∫ π

−π
f (t)Dn(t)dt, para cadaf ∈C(T).

Puesto que

|x∗n( f )| = |Sn( f ,0)| ≤ 1
2π

∫ π

−π
| f (t)||Dn(t)|dt ≤ ‖ f ‖∞

2π
‖Dn‖1 ,

entonces

‖x∗n‖ ≤
1
2π

‖Dn‖1 .

Nuestro primer objetivo será demostrar que ĺımn→∞ ‖Dn‖1 = ∞. En efecto, comoDn es una función par y
0≤ sen(x) ≤ x para todo 0≤ x≤ π, resulta que

‖Dn‖1 =
1
2π

∫ π

−π
|Dn(t)|dt =

1
2π

∫ π

−π

∣∣∣∣
sen
(
n+ 1

2

)
t

sen
(

t
2

)
∣∣∣∣dt

=
1
π

∫ π

0

∣∣∣∣
sen
(
n+ 1

2

)
t

sen
(

t
2

)
∣∣∣∣dt ≥ 2

π

∫ π

0

|sen
(
n+ 1

2

)
t|

t
dt

=
2
π

∫ (n+ 1
2)π

0

|sen(s)|
s

ds >
2
π

∫ nπ

0

|sen(s)|
s

ds, dondes=
(
n+

1
2

)
t,

=
2
π

n

∑
k=1

∫ kπ

(k−1)π

|sen(s)|
s

ds>
2
π

n

∑
k=1

1
kπ

∫ π

0
sen(s)ds

=
4
π2

n

∑
k=1

1
k
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de donde se deduce que ĺım
n→∞

‖Dn‖1 = ∞.

Una vez establecido el resultado anterior, veamos ahora que‖x∗n‖= ‖Dn‖1. En efecto, fijemos unn∈N,
y consideremos la función

g(t) =

{
1, si Dn(t) ≥ 0

−1, si Dn(t) < 0.

De inmediato vamos a probar que, dadoε > 0, existe una funciónfε ∈ C(T), con ‖ fε ‖∞ = 1, tal que
ĺımε→0 fε(t) = g(t). En efecto, puesto queDn posee un número finito de ceros, la función signog posee,
en consecuencia, un número finito de discontinuidades en salto. Sean{t1, . . . , tk} los puntos donde la función
g es discontinua. Para cadati , consideremos un intervalo cerradoJi con centro enti y radioδ ≤ ε/2N, donde
N se elige de modo que los intervalosJi sean lo suficientemente pequeño y disjuntos dos a dos, y entonces
se define la funciónfε por:

fε(t) =

{
g(t), si t[−π,π]\⋃k

i=1 Ji

lineal sobreJi , i = 1, . . . ,k

Es claro que con esta construcciónfε ∈ C(T), ‖ fε ‖∞ = 1, y ĺımε→0 fε(t) = g(t). Por otro lado, como
g(t)Dn(t) = |Dn(t)|, entonces

ĺım
ε→0

fε(t)Dn(t) = |Dn(t)| y | fε(t)Dn(t)| ≤ |Dn(t)|, λ-c.s enT

y se sigue del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue que

ĺım
ε→0

x∗n( fε) = ĺım
ε→0

1
2π

∫ π

−π
fε(t)Dn(t)dt

=
1
2π

∫ π

−π
|Dn(t)|dt

= ‖Dn‖1 .

De esto se deduce que‖x∗n‖ = ‖Dn‖1 y, por consiguiente, ĺımn→∞ ‖x∗n‖ = ∞. Un llamado al Teorema de
Acotación Uniforme 2, página 217, nos revela la existencia de un subconjuntoGδ-densoG de(C(T),‖·‖∞)
tal que la igualdad

sup
n∈N

|x∗n( f )| = sup
n∈N

|Sn( f ,0)| = ∞

se cumple para cadaf ∈ G. �

El Teorema de du Bois-Reymond establece, como hemos visto, la existencia de una funciónf ∈ C(T)
cuya serie de Fourier diverge en un punto. El resultado que sigue a continuación afirma, además, que el
conjunto de puntos donde dicha función diverge es unGδ-denso y que, más aun, la colección de las funciones
enC(T) que comparten esa propiedad también es unGδ-denso. Formalmente,

Teorema 2.1.29 (du Bois-Reymond - genérico).Existe un subconjunto G⊆C(T), el cual es un Gδ-denso
en(C(T),‖·‖∞) tal que, para cada f∈ G, el conjunto

Gf =
{

t ∈ T : sup
n∈N

|Sn( f , t)| = ∞
}

,

es residual enT.
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Prueba.Observemos que en la demostración del Teorema de du Bois-Reymond la elección det = 0 se hizo
sólo por conveniencia en los cálculos, pero debe ser claro que la conclusión es la misma si elegimos un punto
arbitrariot enT. En consecuencia,

Para cada t∈ T, existe un conjunto Gt ⊆C(T), el cual es un Gδ-denso en(C(T),‖·‖∞), tal que

S∗( f , t) := sup
n∈N

|Sn( f , t)| = ∞,

para cada f∈ Gt .

Usemos la separabilidad deT para fijar una sucesión densa(tn)∞
n=1 enT. Por el Teorema de du Bois-

Reymond (véase la observación anterior) existe, para cadan∈N, un conjuntoGδ-densoGn en(C(T),‖·‖∞)
tal que

S∗( f , tn) = ∞, para cadaf ∈ Gn.

Sea

G =
∞⋂

n=1

Gn.

Por el Teorema de Categoría de Baire,G es un conjuntoGδ-denso en(C(T),‖·‖∞) tal que, para cadaf ∈ G,
S∗( f , tn) = ∞ se satisface para todon∈ N.

Para cadaf ∈ C(T), S∗( f , t), por ser el supremo de una colección de funciones continuas,es infe-
riormente semicontinua como una función det y, por consiguiente, para cada número realr, el conjunto
{t ∈ T : S∗( f , t) > r} es abierto enT que, además, es denso en dicho conjunto. Finalmente, sif ∈ G, el
conjunto

Gf =
{

t ∈ T : S∗( f , t) = ∞
}

=
∞⋂

k=1

{
t ∈ T : S∗( f , t) > k

}

es, por el Teorema de Categoría de Baire, unGδ-denso enT. Esto termina la prueba. �

Gracias al resultado anterior podemos afirmar que la convergencia puntual de las series de Fourier es
“atípica” en el sentido de que: la serie de Fourier de lagran mayoríade funciones continuas no converge
puntualmente.

Recordemos que siC(T) denota el espacio de Banach de todas las funciones continuas2π-periódicas
definidas sobre[−π,π], con la norma‖ f ‖∞ = supt∈[−π,π] | f (t)| para todaf ∈ C(T), entonces el Teorema
de Aproximación de Weierstrass, Teorema 2.1.2, establece quePT(T), el conjunto de todos los polinomios
trigonométricos, es denso en(C(T),‖·‖∞). Esto quiere decir que, dadoε > 0 y f ∈C(T), existe p∈ PT(T)
tal que‖ f − p‖∞ < ε. Por otro lado sabemos, (véase, por ejemplo, [385], Theorem3.14), queC(T) es denso
en(L1(T),‖·‖1) y como‖ f ‖1 ≤ ‖ f ‖∞ para todaf ∈C(T), resulta que:

Corolario 2.1.5. Los polinomios trigonométricos son densos en(L1(T),‖·‖1).

Prueba.Seanε > 0 y f ∈ L1(T). ComoC(T) es denso en(L1(T),‖·‖1), escojamos una funcióng∈ C(T)
tal que‖ f −g‖1 < ε/2. Invoquemos ahora el Teorema de Aproximación de Weierstrass para obtener un
polinomio trigonométricop tal que‖g− p‖∞ < ε/2. Finalmente, las desigualdades

‖ f − p‖1 ≤ ‖ f −g‖1 + ‖g− p‖1 ≤ ‖ f − p‖1 + ‖g− p‖∞ < ε

dan fin a la prueba. �
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De hecho, los polinomios trigonométricos son densos en(Lp(T),‖·‖p), para cualquier 1≤ p < ∞.
En una carta escrita a un amigo en 1826, Neils Hendrik Abel escribió: “Las series divergentes son una

invención del diablo”. Cien años después, en 1926, A. N. Kolmogorov [269] exhibe el primer ejemplo de una
función periódica integrable Lebesgue cuya serie de Fourier diverge siempre (una prueba del resultado de
Kolmogorov puede ser leída en el excelente libro de Zygmund [457] quien presenta paso a paso la construc-
ción de Kolmogorov, o en el artículo de P. L. Ul’yanov [432]).Kline, en 1972, arremete de nuevo contra las
series divergentes al afirmar: “. . . usándolas se puede derivar cualquier cosa que se desee y es por esa razón
que ellas han producido muchas falacias y paradojas”. Sin embargo, como se ha podido demostrar, tales
funciones forman, desde el punto de vista de la categoría de Baire, un conjunto increíblemente abundante.

Teorema de Kolmogorov. Existe una función f∈ L1(T) cuya serie de Fourier diverge siempre
sobreT. Más aun,

sup
n∈N

∣∣Sn( f , t)
∣∣ = ∞, para cada t∈ T.

La versión genérica del resultado anterior que demuestra laabundancia de funcionesf ∈ L1(T) cuya
serie de Fourier diverge siempre sobreT, es dada por el siguiente.

Teorema 2.1.30 (Kolmogorov - genérico).El conjunto

Fdiv =
{

f ∈ L1(T) : la serie de Fourier de f diverge siempre sobreT
}

es residual en(L1(T),‖·‖1). Más aun,

F∞
div =

{
f ∈ L1(T) : sup

n∈N

∣∣Sn( f , t)
∣∣ = ∞, para todo t∈ T

}

es residual en(L1(T),‖·‖1).

Prueba.Comencemos escogiendo, por el Teorema de Kolmogorov, una funcióng en la bola unitariaB1 de
L1(T) tal que supn∈N

∣∣Sn(g, t)
∣∣ = ∞ para todot ∈ T. De esto se deduce que: cualesquiera seanM,N ∈ N,

δN(g, t) := sup
n>N

∣∣Sn(g, t) − SN(g, t)
∣∣ > M, para todot ∈ T. (K)1

Nuestro primer objetivo es construir, vía inducción, una sucesión estrictamente creciente(Nk)
∞
k=0 de enteros

no negativos y una sucesión(gk)
∞
k=1 de vectores en la bola cerrada unitaria deL1(T) tal que

sup
Nk−1<n≤Nk

∣∣Sn(gk, t) − SNk−1(gk, t)
∣∣> k, para todot ∈ T. (K)2

Empecemos tomandoN0 = 0 y supongamos queN0, . . . ,Nk−1,g1, . . . ,gk−1 han sido definidos. Para ver cómo
se construyenNk y gk, usemos(K)1, donde hemos elegidoM = k y N = Nk−1 para obtener un vectorgk ∈B1

tal queδN(gk, t) > k para todot ∈ T. Sea

δ∗N(t) := sup
Nk−1<n≤Nk

∣∣Sn(gk, t) − SNk−1(gk, t)
∣∣, t ∈ T.

Para cadat ∈ T escojamos unNt ∈ N tal queδ∗Nt
(t) > k. Por la continuidad deδ∗N(t) sobreT, existe un

entorno abiertoUt de t tal queδ∗Nt
(t ′) > k para todot ′ ∈ Ut . Por compacidad, un número finito de tales

abiertos, digamos,Ut1, . . . ,Ut j cubren aT. TomandoN = máx{Nt1, . . . ,Nt j} resulta queδ∗N(t) > k para todo
t ∈ T. Justo ahora elijaNk = N para obtener(K)2.
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Con las sucesiones(Nk)
∞
k=0 de enteros no negativos y(gk)

∞
k=1 de vectores enB1 satisfaciendo(K)2 pode-

mos definir, para cadaM,k∈ N, el conjunto

A(M,k) =
∞⋃

l=k

{
f ∈ L1(T) : sup

Nl−1<n≤Nl

∣∣Sn( f , t) − SNl−1( f , t)
∣∣ > M para todo t∈ T

}
.

Es claro queA(M,k) es abierto. Veamos que también es denso enL1(T). Para ver esto último, seaV cualquier
subconjunto abierto no vacío deL1(T). Usemos el hecho de que los polinomios trigonométricos son densos
enL1(T) para obtener una bola abiertaU(p,2ε) contenida enV, dondep es un polinomio trigonométrico y
ε > 0. Gracias a(K)2, elijamos unl lo suficientemente grande de modo quel ≥ M/ε, Nl−1 ≥ grado(p) y tal
que

sup
Nl−1<n≤Nl

∣∣Sn(gl , t) − SNl−1(gl , t)
∣∣> M

ε
, para todot ∈ T. (6)

Afirmamos que el vectorp+ εgl ∈V también pertenece aA(M,k). En efecto, puesto queNl−1 ≥ grado(p),
se sigue de(5), de la página 170, que

Sn(p, t) − SNl−1(p, t) = 0

para cadan> Nl−1 y, por consiguiente, gracias a la linealidad deSn(·, t) en la primera variable y la desigual-
dad(6), obtenemos

sup
Nl−1<n≤Nl

∣∣Sn(p+ εgl , t) − SNl−1(p+ εgl , t)
∣∣ = sup

Nl−1<n≤Nl

∣∣Sn(εgl , t) − SNl−1(εgl , t)
∣∣> M

para todot ∈ T. Con esto hemos demostrado queV ∩A(M,k) 6= ∅ y, en consecuencia, la densidad de
A(M,k) ha quedado, de este modo, establecida. Un llamado al Teoremade Categoría de Baire nos dice que
el conjunto

∞⋂

M=1

∞⋂

k=1

A(M,k) ⊆ F∞
div

es unGδ-denso en(L1(T),‖·‖1). �

Comentario Adicional 2.1.7 A pesar de que los problemas de no convergencia de series de Fourier abundan
para funciones enL1(T), en los espaciosLp(T) conp> 1, el panorama es más esperanzador. En efecto,
un resultado profundo, y a su vez difícil, de L. Carleson demostrado en 1966 para funciones continuas
[83] y generalizado por R. A. Hunt en [224] para funciones enLp(T) con p > 1 establece que:

Teorema de Carleson-Hunt. Para cada f∈ Lp(T) con p> 1, si

E =
{

x∈ T : ĺım
n→∞

Sn( f ,x) 6= f (x)
}

entoncesλ(E) = 0.

En el mismo año de 1966, Kahane y Katznelson [249] demuestranel recíproco del resultado de Car-
leson con una prueba que podemos considerar sencilla.

Teorema de Kahane-Katznelson. Dado cualquier subconjunto medible Lebesgue E deT conλ(E)=
0, existe una función f∈C(T) cuya serie de Fourier diverge sobre E.

La abundancia de funciones continuas que satisfacen la conclusión del resultado de Kahane-Katznel-
son es lo que llamamos la versión genérica del fenómeno encontrado por Kahane-Katznelson y se
expresa del modo siguiente.
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Teorema 2.1.31 (Kahane-Katznelson - genérico).Sea E un subconjunto Fσ deT conλ(E) = 0. En-
tonces el conjunto

G =
{

f ∈C(T) : sup
n∈N

∣∣Sn( f , t)
∣∣ = ∞, para todo t∈ E

}

es residual en(C(T),‖·‖∞).

Prueba. (Esbozo). La prueba descansa fundamentalmente sobre el siguiente resultado demostrado por
Kahane-Katznelson en [249].

Lema de Kahane-Katznelson. Sea F una unión finita de intervalos deT con λ(F) = a, donde
0 < a < 1

π . Entonces existe un polinomio trigonométrico p en C(T), con‖ p‖∞ = 1, tal que

S∗(p, t) := sup
n∈N

|Sn(p, t)| ≥ 1
π

log
1
aπ

, cuando t∈ F .

Supongamos, en primer lugar, queE es cerrado conλ(E) = 0 y definamos, para cadan∈ N,

Gn =
{

f ∈C(T) : S∗( f , t) > n, para todo t∈ E
}

.

Puesto queS∗( f , t) es una función inferiormente semicontinua, resulta que cadaGn es abierto. Veamos
que ellos también son densos. Teniendo en cuenta que los polinomios trigonométricos son densos
enC(T), es suficiente demostrar que cada entorno abierto de cualquier polinomio trigonométricof
intersecta aGn. Seaf un polinomio trigonométrico y seaUε una bola abierta con centro enf y radio
2ε > 0. Nótese que existe una constanteM > 0 tal queS∗( f , t) ≤ M para todot ∈ T. A continuación,
usemos el Lema de Kahane-Katznelson para determinar un polinomio trigonométricop, con norma
‖ p‖∞ = 1, tal que

S∗(p, t) >
n+M

ε
para todot ∈ T.

Entonces
S∗( f + εp, t) ≥ S∗(εp, t)−S∗( f , t) > n.

Esto prueba quef + ε
2 p∈ Gn, es decir,Uε∩Gn 6=∅. Por el Teorema de Categoría de Baire el conjunto⋂∞

n=1Gn ⊆ G es unGδ-denso enC(T) .

Finalmente, seaE =
⋃∞

k=1Ek, donde cadaEk es cerrado conλ(Ek) = 0, k = 1,2, . . .. Por la primera
parte existe, para cadak∈ N, unGδ-densoHk deC(T) tal que

S∗( f , t) = ∞, para todof ∈ Hk y todot ∈ Ek.

De nuevo, por el Teorema de Categoría de Baire,
⋂∞

k=1 Hk es unGδ-denso incluido enG. �

2.1.15. ‖ ◮ Series universales

La representación de funciones por series trigonométricas, de Fourier, de Taylor, de Dirichlet, etc., siem-
pre ha sido un tema de interés. Ya hemos visto que el problema de la unicidad de la representación por series
de Fourier posee, en general, una respuesta negativa, dada por Menchoff (o Menšov, o Menshov) en 1916.
El otro problema, el de la existencia:
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Dada una función medible Lebesgue f: R→ C, ¿existe una sucesión(cn)
∞
n=1 enC tal que

f (t) =
∞

∑
n=1

cneint λ-c.s?,

contrario al problema de la unicidad de la representación, posee una respuesta positiva. Menchoff, de nuevo,
es el responsable de tal descubrimiento en el año de 1940 (véase, por ejemplo, [271]).

En esta sección abordaremos muy superficialmente algunas informaciones relacionadas con la respuesta
positiva de Menchoff al problema de existencia ya planteado. Ello condujo a la noción de series universales
que ha tenido un gran impacto en el análisis armónico y un profundo e increíble desarrollo por más de 50
años. . . y aun continúa.

Definición 2.1.13. Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach complejo,(xn)
∞
n=1 una sucesión en X y(cn)

∞
n=0 una

sucesión de números complejos. La serie∑∞
n=0cnxn se llamauniversalsi la sucesión(Sn)

∞
n=0 de sus sumas

parciales es norma-densa en X.

En lo que sigue supondremos queCN∗
, dondeN∗ = {0,1,2, . . .}, está provisto de la topología producto.

Las hipótesis del siguiente teorema son naturales y muy permisivas. Ellas permiten reconfirmar lo que ya
había demostrado Grosse-Erdmann en [193]: “Universalidades, en análisis, un fenómeno genérico”.

Teorema 2.1.32 (Bayart).Sean X un espacio vectorial topológico, metrizable y separable, (xn)
∞
n=1 una

sucesión en X y Y un subconjunto deCN∗
con las siguientes propiedades:

(a) Y es un espacio de Baire,

(b) para cada m∈ N∗, la proyección pm : Y → C dada por pm(c0, . . . ,cm, . . .) = cm es continua, y

(c) si a= (an)
∞
n=0 ∈Y, b= (bn)

∞
n=0 ∈Y y N≥ 0, entonces c(N) = (b0, . . . ,bN ,aN+1,aN+2, . . .) ∈Y, y

ĺım
N→∞

c(N) = b.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Para al menos un a= (an)
∞
n=0 ∈Y, la serie∑∞

n=0anxn es universal.

(2) El conjuntoSU =
{
(an)

∞
n=0 ∈Y : ∑∞

n=0 anxn es universal
}

es un Gδ-denso en Y.

Prueba.Es claro que(2) implica (1). Suponga entonces que(1) se cumple. La separabilidad deX garantiza
la existencia de una base numerable(Uk)

∞
k=1 paraX. Definamos ahora, para cadak∈ N, el conjunto

Gk =

{
(an)

∞
n=0 ∈Y : existeN ≥ 0 para el cual

N

∑
n=0

anxn ∈Uk

}
.

Nuestro objetivo es demostrar que cada conjuntoGk es abierto y denso enY. Fijemosk ∈ N y observemos
que, por ser la proyecciónpm una función continua, también lo es la aplicaciónϕm :Y →X dada porϕm(a) =
amxm para todoa = (an)

∞
n=0 ∈Y. De esto se sigue queGk es abierto enY. Para demostrar la densidad deGk,

tomemos un abierto no vacíoV deY y veamos queGk∩V 6=∅. Seab= (bn)
∞
n=0 ∈V. Por hipótesis, existe un

elementoa= (an)
∞
n=0 ∈Y tal que la serie∑∞

n=0anxn es universal. Por(c) resulta quec(N) ∈Y para cualquier
N ≥ 0 y, además, ĺımN→∞ c(N) = b. De esto se sigue la existencia de un enteroN0 > 0 tal que

c = (b0, . . . ,bN0
,aN0+1,aN0+2, . . .) ∈V.
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Afirmamos quec∈Gk. En efecto, como∑∞
n=0 anxn es una serie universal, el conjuntoS formado por todas sus

sumas parciales es denso enX y, por lo tanto,S intersecta al abierto∑N0
n=0anxn − ∑N0

n=0bnxn +Uk. Elijamos
ahora un enteroN1 > N0 de modo que

N1

∑
n=0

anxn ∈
N0

∑
n=0

anxn −
N0

∑
n=0

bnxn +Uk.

Se sigue que

N1

∑
n=0

cnxn =
N0

∑
n=0

bnxn +
N1

∑
n=N0+1

anxn =
N0

∑
n=0

bnxn +
N1

∑
n=0

anxn −
N0

∑
n=0

anxn

= −
( N0

∑
n=0

anxn −
N0

∑
n=0

bnxn

)
+

N1

∑
n=0

anxn ∈ Uk

Esto prueba quec∈ Gk y, así,Gk∩V 6= ∅. SiendoY un espacio de Baire, se obtiene queSU =
⋂∞

k=1 Gk es
unGδ-denso enY. �

SeaΩ un subconjunto no vacío, abierto y conexo deC. Recordemos que una funciónf : Ω → C es
representable por una serie de potenciaen Ω si para cualquier disco abiertoD(a, r) ⊆ Ω corresponde una
serie∑∞

n=1cn(z−a)n que converge af (z) para todoz∈ D(a, r). El siguiente resultado es conocido.

Teorema 2.1.33 ([385], Th. 10.6, p.215).Una función f: Ω → C es representable por una serie de poten-
cias enΩ si, y sólo si, f∈ H(Ω).

El primer ejemplo del fenómeno deuniversalidadpara series de potencias fue observado por Fekete en
1914 (véase, por ejemplo, [193], p. 346), quien demostró el siguiente resultado:

‖ ◮ Teorema de Fekete. Existe una serie de potencia∑∞
n=1anxn sobre[−1,1], con an ∈ R,

que diverge en cualquier punto x6= 0, y que posee la siguiente propiedad: para cada
función continua f∈C[−1,1] satisfaciendo f(0) = 0, existe una sucesión estrictamente
creciente(nk)

∞
k=1 de enteros positivos tal que

f (x) = ĺım
k→∞

nk

∑
n=1

anxn uniformemente sobre[−1,1].

Si se tiene en cuenta un teorema de Borel (de 1895) el cual establece quecualquier serie de potencia es la
serie de Taylor alrededor del0 de alguna función de clase C∞, entonces podemos valorar lo espectacular que
resulta el resultado de Fekete.

El ejemplo de Fekete de una serie de potencia (o de Taylor) exhibe dos aspectos de universalidad que
están presentes en dicho resultado. El primero es el de la divergencia maximal: sólo enx= 0 la serie converge.
El segundo aspecto, el más interesante, es el de la existencia de un sólo objeto el cual, a través de un proceso
usualmente numerable (tomar límites), permite aproximar una clase maximal de otros objetos. Esto es lo que
sugiere el nombre de universalidad, el cual fue empleado porprimera vez por Marcinkiewicz en 1953 (él la
llamó unaprimitiva universal) y quien también fue el primero en demostrar que tales primitivas universales
formaban un conjunto residual.
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‖ ◮ Teorema de Marcinkiewicz. Sea(hn)
∞
n=1 una sucesión de números reales con hn → 0.

Entonces existe una función continua f∈C[0,1] tal que, para cualquier función medible
g : [0,1] → R, existe una sucesión estrictamente creciente(nk)

∞
k=1 de enteros positivos

con
f (x+hnk)− f (x)

hnk

→ g(x), λ−c.s. en[0,1].

Más aun, el conjunto de tales f es residual en(C[0,1],‖·‖∞).

Antes del resultado de Marcinkiewicz, D. Menchoff (véase [193], p. 362) había demostrado el siguien-
te resultado que resolvía positivamente el problema de la representación de funciones medibles por series
trigonométricas:

‖ ◮ Teorema de Menchoff. Existe una serie trigonométrica∑∞
n=−∞ cn e2πint cuyos coefi-

cientes convergen a cero tal que, para cualquier función medible Lebesgue f: T→ C,
existe una sucesión estrictamente creciente(nk)

∞
k=1 de enteros positivos con

f (t) = ĺım
k→∞

nk

∑
n=−nk

cn e2πint , λ−c.s. sobreT.

Posteriormente, en 1957, A. A. Talayan (véase, [193], p. 363) demostró que uno puede reemplazar el sis-
tema trigonométrico por cualquier sistema ortonormal completo enL2(T) para obtener la misma conclusión
en el Teorema de Menchoff. La siguiente definición fue propuesta después del resultado de Menchoff.

Definición 2.1.14. Una serie trigonométrica∑∞
n=−∞ cn e2πint se diceuniversal en el sentido de Menchoffsi,

para cualquier función medible Lebesgue f: T→C, existe una sucesión estrictamente creciente(nk( f ))∞
k=1

de enteros positivos tal que

ĺım
k→∞

Snk( f )(t) = ĺım
k→∞

nk( f )

∑
n=−nk( f )

cn e2πint = f (t), λ−c.s. sobreT

Veremos ahora algunos resultados genéricos sobre universalidad. Para ello es importante hacer notar
que siST(C) denota el conjunto de todas las series trigonométricas con coeficientes complejos, entonces
a dicho conjunto lo dotaremos de la topología que corresponde a la topología producto deCZ mediante el
isomorfismo

ST(C) ∋
+∞

∑
n=−∞

cn e2πint 7−→ (cn)n∈Z ∈ CZ

Por consiguiente, la topología sobreST(C) no es otra cosa que la topología de la convergencia de los coe-
ficientes; es decir, una sucesión(sn)

∞
n=1 converge as enST(C) si, y sólo si, convergen los coeficientes para

cada índicen:

ĺım
m→∞

+∞

∑
n=−∞

cmne2πint =
+∞

∑
n=−∞

cn e2πint si, y sólo si, ĺım
m→∞

cmn = cn para cadan∈ N.

Con esta topología,ST(C) resulta ser un espacio de Baire. SiS = ∑+∞
n=−∞ cne2πint ∈ ST(C), entonces lan-

ésima suma parcial deS será denotada, como siempre, porSn = ∑n
k=−nck e2πikt .

El siguiente lema, fundamentalmente la parte(b), es una pieza clave en la demostración del próximo
teorema.
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Lema 2.1.5. Sea V un subconjunto abierto no vacío deT y sea N∈ N. Definamos

V(T) =
{

f ∈C(T) : sop( f ) ⊆V
}
, y K = T\V.

Entonces

(a)
{(

f̂ (n)
)N

n=−N : f ∈V(T)
}

= C2N+1, es decir, la aplicación

V(T) ∋ f 7−→
(

f̂ (n)
)N

n=−N ∈ C2N+1

es sobreyectiva.

(b) Para cada f∈C(T) y cadaε > 0, existe un polinomio trigonométrico P de la forma

P(t) = ∑
N<|n|≤M

cne2πint

tal que‖ f −P‖K < ε, donde‖g‖K = sup
{
|g(t)| : t ∈ K

}
para g∈C(T).

Prueba. (a) PongamosY :=
{(

f̂ (n)
)N

n=−N : f ∈ V(T)
}

y suponga queY 6= C2N+1. Entonces, el comple-

mento ortogonal deY, Y⊥ 6= {0} y, por consiguiente, podemos elegir unα = (αn)
N
n=−N ∈ C2N+1, α 6= 0, tal

queα ∈Y⊥, es decir, que cumpla

N

∑
n=−N

αn f̂ (n) = 0, para todaf ∈V(T). (1)

Veremos, en lo inmediato, que esta suposición conduce a una contradicción. Para ello, consideremos la
expresión∑N

n=−N αnzn = z−N ∑N
n=−N αnzn+N. Ya que el polinomio∑N

n=−N αnzn posee a lo sumo 2N+1 ceros
y comoV ⊆ T es abierto, existe unt0 ∈V tal quez0 = e−2πit0 cumple

N

∑
n=−N

αnzn =
N

∑
n=−N

αne−2π int0 6= 0. (2)

Consideremos ahora(δk)
∞
k=1 una identidad aproximada centrada ent0, es decir, para cadak∈ N,

δk ∈C(T), δk ≥ 0 sobreT,

∫ 1

0
δk(t)dt = 0, sop(δk) ⊆ [t0−1/k, t0 +1/k].

Observemos que parak suficientemente grande,δk ∈V(T), de modo tal que
(
δ̂k(n)

)N
n=−N ∈Y. Es fácil ver

que para cadan∈ Z,

δ̂k(n) =

∫ 1

0
δk(t)e

−2π int dt −→ e−2π int0 = zn
0 cuandok→ ∞. (3)

Se sigue ahora de(2) y (3) que

ĺım
k→∞

N

∑
n=−N

αnδ̂k(n) =
N

∑
n=−N

αnzn
0,

y, por lo tanto,∑N
n=−N αnδ̂k(n) 6= 0 parak suficientemente grande, lo que evidentemente contradice a(1). Por

esto,Y = C2N+1.
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(b) Fijemos f ∈ C(T), ε > 0, y pongamosγn = f̂ (n) para cadan ∈ Z. Por lo demostrado en(a), existe
g∈V(T) tal queĝ(n) = γn, paran∈ {−N, . . . ,N}, de modo que la funciónh = f −g cumple

ĥ(n) = 0, para todon∈ {−N, . . . ,N} (4)

Una aplicación del Teorema de Aproximación de Weierstrass nos proporciona un polinomio trigonométrico
∑M

n=−M cne2π int tal que ∥∥∥∥∥h −
M

∑
n=−M

cne2π int

∥∥∥∥∥
∞

<
ε

2N +1
. (5)

Conviene suponer queM > N. Se sigue de(4) y (5) que para cadan∈ {−N, . . . ,N}

∣∣cn

∣∣ =

∣∣∣∣∣

(
h−

M

∑
n=−M

cne2π int

)∧
(n)

∣∣∣∣∣ <
ε

2N+1
,

y por lo tanto, ∥∥∥∥∥
M

∑
n=−M

cne2π int

∥∥∥∥∥
∞

< (2N +1)
ε

2N+1
= ε.

Combinando esto último con(5) se deduce que
∥∥∥∥∥h− ∑

N<|n|≤M

cne2π int

∥∥∥∥∥
∞

< ε+
ε

2N +1
< 2ε.

Finalmente, teniendo en cuenta queh|K = g|K , concluimos que
∥∥∥∥∥h − ∑

N<|n|≤M

cne2π int

∥∥∥∥∥
K

< 2ε.

�

Para cadaa∈ T, los conjuntos compactosK j(a) = [a,a+1−1/ j] para j ∈ {3,4, . . .}, serán usados en el
siguiente teorema.

Teorema 2.1.34 ([247], Th. 2.1).El conjunto de todas las series trigonométricas∑∞
n=−∞ cn e2πint que poseen

la propiedad: para cada función f∈ C(T) existe una sucesión estrictamente creciente(nk)
∞
k=1 de enteros

positivos tal que
ĺım
k→∞

Snk(t) = f (t)

para cada t∈ T y uniformemente sobre cada compacto Kj(a)⊆T con a∈ T y j ∈ {3,4, . . .}, es un Gδ-denso
enST(C).

Prueba.DadosP, un polinomio trigonométrico con coeficientes racionales,ε > 0 un número racional y
j ∈ {3,4, . . .}, consideremos el conjunto

G(P, ε, j) =
{
S ∈ ST(C) : existe N ∈N tal que|P(t)−SN(t)| < ε sobreK j

}

el cual es, claramente abierto, enST(C). Veamos que también dicho conjunto es denso enST(C). Notemos
en primer lugar que cualquier subconjunto abierto deST(C) contiene un cilindro de la forma

C =
{
(cn)n∈Z : cn ∈ In para |n| ≤ M

}
,
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dondeM ∈ N, y los In son intervalos abiertos. Sea ahoraU cualquier intervalo abierto no vacío deST(C).
Fijemos unM ∈ N, e intervalos abiertosIn de modo tal que el cilindroC, como se definió arriba, esté
totalmente contenido enU . Sin perder generalidad podemos suponer, y así lo haremos, que M > grad(P).
Escojamoscn ∈ In con |n| ≤ M y definamos

Q = P − ∑
|n|≤M

cn e2π int .

Por(b) del lema anterior, existe un polinomio trigonométricoRde la forma

R= ∑
M<|n|≤L

cn e2π int

tal que‖Q−R‖K j
< ε, es decir,

∥∥∥∥∥P − ∑
|n|≤M

cn e2π int − ∑
M<|n|≤L

cn e2π int

∥∥∥∥∥
K j

< ε.

Es claro que
S(t) := ∑

|n|≤L

cn e2π int ∈ G(P, ε, j)∩C ⊆ G(P, ε, j)∩U,

de donde se deduce queG(P, ε, j) es un abierto denso enST(C). Por el Teorema de Categoría de Baire, el
conjunto

G =
⋂

P∈PQ

⋂

ε∈Q

∞⋂

j=3

G(P, ε, j)

es unGδ-denso enST(C), dondePQ denota el conjunto de todos los polinomios trigonométricoscon coefi-
cientes racionales. �

Para el siguiente resultado el lector está invitado a echarle una mirada al Capítulo 3, mirar la Defini-
ción 3.1.2, página 476, y revisar algunas de las propiedadesdel espacioB1(X) formado por todas las fun-
ciones f : X → R que son límite puntual de sucesiones de funciones continuas.

Corolario 2.1.6. El conjunto de todas las series trigonométricas∑∞
n=−∞ cn e2πint que poseen la propiedad:

para cada función f∈ B1(T) existe una sucesión estrictamente creciente(nk)
∞
k=1 de enteros positivos tal

que
ĺım
k→∞

Snk(t) = f (t)

para cada t∈ T, es un Gδ-denso enST(C).

Prueba.Seaf ∈ B1(T). Entonces existe una sucesión( fn)∞
n=1 enC(T) tal que

f (t) = ĺım
n→∞

fn(t), para cadat ∈ T. (1)

SeaG el Gδ-denso cuya existencia fue probada en el Teorema 2.1.34 y sea, como antes,Kk = [a,a+1−1/k].
Por el Teorema 2.1.34, para cada serie∑∞

n=−∞ cn e2πint ∈ G y para cadak∈ N existe unnk ∈ N tal que

| fk(t)−Snk(t)| < 1/k sobreKk. (2)
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Se sigue de(1) y (2) que
ĺım
k→∞

Snk(t) = f (t), para cadat ∈ T

ya quet ∈ Kk parak suficientemente grande. �

Teniendo en cuenta que toda función medible Lebesguef : T→ C es de la formaf = g+h, dondeg es
medible Borel yh= 0 c.s. , y del hecho de queBor(T)⊆B1(T), entonces se obtiene, como una consecuencia
del corolario anterior, la versión genérica del resultado de Menchoff (véase, [247], p. 154).

Teorema 2.1.35 (Menchoff - genérico).El conjunto de todas la series trigonométricas que son universales
en el sentido de Menchoff es residual enST(C).

Si ahora consideramos el subespacioST(c0) = {s∈ ST(C) : cuyos coeficientescn tienden a 0}, resul-
ta que dicho conjunto constituye un espacio de Banach isomorfo a c0 y se cumple el siguiente resultado
demostrado por Kahane-Nestoridis [250].

Teorema 2.1.36 (Kahane-Nestoridis).El conjunto de todas la series trigonométricas enST(c0) que son
universales en el sentido de Menchoff es un Gδ-denso.

Dada una funciónf ∈C∞[−1,1] satisfaciendof (0) = 0, diremos quef posee unaserie de Taylor uni-
versal si

∞

∑
n=1

f (n)(0)

n!
xn

es una serie universal. Del ejemplo de Fekete sobre la existencia de una serie de Taylor universal en combi-
nación con el Teorema de Aproximación de Weierstrass se sigue el siguiente resultado:

Corolario 2.1.7. El conjunto de todas las funciones f∈C∞[−1,1] que satisfacen f(0) = 0 y que poseen una
serie de Taylor universal, es residual en C[0,1].

A pesar de este resultado, las series de Taylor universales resultan más interesantes cuando ellas represen-
tan funciones analíticas en un disco dado, digamos,D= {z : |z| < 1}. La siguiente definición fue formulada
por V. Nesterodis [338].

Definición 2.1.15. Una serie de Taylor S:= ∑∞
n=1cnzn convergente enD se llamauniversal en el sentido de

Nestoridissi, dado cualquier compacto K⊆C\D el cual no divide el plano (es decir, cuyo complemento es
conexo), se satisface la siguiente propiedad: para cualquier función f: K →C continua sobre K y analítica
en el interior de K, existe una sucesión de sumas parciales deS que converge a f uniformemente sobre K.

Consideraremos aUT(D), el conjunto de todas las series de Taylor universales en el sentido de Nestoridis,
como un subconjunto del espacio de las funciones holomorfasH(D). Si bien es cierto que hasta el momento
no se conoce, en forma explícita, una serie de Taylor universal en el sentido de Nestoridis, su existencia fue
demostrada por V. Nestoridis en [338], Theorem 2.6, p. 1300.

Abordaremos la prueba del resultado de Nestoridis siguiendo la demostración dada por el propio Nesto-
ridis. Para ello se requieren de algunos lemas previos y el siguiente resultado de Mergelyan.

Teorema de Mergelyan([385], Th. 20.5).Sea K un subconjunto no vacío y compacto deC
cuyo complemento es conexo. Si f: K → C es continua sobre K y analítica en el interior de K
y si ε > 0, entonces existe un polinomio p tal que| f (z)− p(z)| < ε para todo z∈ K.

En los siguientes cuatro lemas vamos a demostrar queUT(D) es un subconjuntoGδ-denso enH(D).
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Lema 2.1.6. Existe una sucesión(Km)∞
m=1 de conjuntos compactos infinitos enC\D, cada uno con comple-

mento conexo, tal que se cumple lo siguiente: para cada compacto K⊆C\D teniendo complemento conexo,
existe un m∈ N tal que K⊆ Km.

Prueba.SeaK ⊆ C \D un conjunto compacto con complemento conexo. SiK es finito, entonces es fácil
determinar un compacto infinitoK′ conteniendo aK tal queK′ ⊆ C \D y su complemento es conexo. Por
esta razón asumiremos queK es infinito. Claramente existe un enteron > 1 tal que

K ⊆ {z∈ C : 1≤ |z| ≤ n}.

Puesto que 0 yn+ 1 pertenecen al complemento deK, el cual es conexo, podemos unirlos por una línea
poligonal Γ incluida enC \K y teniendo vértices con coordenadas racionales. Observemos queΓ es un
conjunto compacto infinito cuyo complemento es conexo. Denotando porLP(K) el conjunto de tales líneas
poligonales resulta que dicho conjunto es numerable. Siendo Γ y K compactos disjuntos, la distancia entre
ellos es estrictamente positiva. De esto se sigue la existencia de un número naturals tal queK ⊆ L(n,Γ,s),
donde

L(n,Γ,s) =

{
z∈ C : 1≤ |z| ≤ n, dist(z,Γ) ≥ 1

s

}
.

  0 n + 1

Γ

K

Observemos ahora que el conjunto

A = {L(n,Γ,s) : n,s∈ N, Γ ∈ LP(K)}

es numerable y que si(Km)∞
m=1 es una enumeración deA, entonces cada compactoK ⊆ C\D con comple-

mento conexo está incluido en algúnKm. �

Fijemos la sucesión(Km)∞
m=1 obtenida en el lema anterior y sea( f j)

∞
j=1 una enumeración de todos los

polinomios cuyos coeficientes poseen coordenadas racionales. Para cadaf ∈ H(D) y n ∈ Z con n ≥ 0,
denotemos, como siempre, porSn( f ,z) la n-ésima suma parcial del desarrollo de Taylor def enz∈ C. Más
aun, para cualesquiera enterosm, j,s,n con m, j,s≥ 1 y n ≥ 0, seaE(m, j,s,n) el subconjunto deH(D)
definido por

E(m, j,s,n) =

{
g∈ H(D) : sup

z∈Km

∣∣Sn(g,z)− f j(z)
∣∣ < 1

s

}
.
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Lema 2.1.7. UT(D) =
∞⋂

m=1

∞⋂

j=1

∞⋂

s=1

∞⋃

n=0

E(m, j,s,n).

Prueba.Por definición,

UT(D) ⊆
∞⋂

m=1

∞⋂

j=1

∞⋂

s=1

∞⋃

n=0

E(m, j,s,n) := G.

Para demostrar la otra inclusión, seaf ∈ G. SeanK ⊆ C\D un conjunto no vacío y compacto con comple-
mento conexo, yh : K → C una función continua sobreK y holomorfa en el interior deK. Fijemos ahora un
ε > 0 y unν ∈ N. Nuestra tarea inmediata es determinar unN > ν tal que

sup
z∈K

∣∣Sn( f ,z)−h(z)
∣∣ < ε.

Por el Teorema de Mergelyan, existe un polinomiof j (para algúnj ∈ N) cuyos coeficientes poseen coorde-
nadas racionales tal que

sup
z∈K

∣∣h(z)− f j(z)
∣∣< ε

2
.

Sin perder generalidad, podemos suponer (y así lo haremos),que f j(0) 6= f (0). Por el Lema 2.1.6 existe un
m∈ N tal queK ⊆ Km. Puesto que, para cualquiers∈ N,

f ∈
∞⋃

n=0

E(m, j,s,n),

se sigue que, para cadas∈ N, existe un enterons ≥ 0 tal que

sup
z∈Km

∣∣Sns( f ,z)− f j(z)
∣∣< 1

s
.

Observemos ahora que la sucesión(ns)
∞
s=1 no puede poseer subsucesiones acotadas. En efecto, supongamos

que ella posee alguna subsucesión acotada. Entonces existeun enteroλ ≥ 0 tal quens = λ para infinitoss.
SobreKm uno obtiene queSλ( f , ·) = f j(·) y puesto queKm es infinito resulta queSλ( f , ·) ≡ f j(·), lo cual
contradice el hecho def j(0) 6= f (0). Por consiguiente, la sucesión(ns)

∞
s=1 converge a+∞ y, en consecuencia,

existe uns∈ N tal que 1/s< ε/2 y ns > ν.
Finalmente, puesto que

sup
z∈K

∣∣h(z)− f j(z)
∣∣ < ε

2
, sup

z∈Km

∣∣Sns( f ,z)− f j(z)
∣∣ < 1

s
<

ε
2

y K ⊆ Km,

la desigualdad triangular nos garantiza que

sup
z∈K

∣∣Sns( f ,z)−h(z)
∣∣ < ε

siempre quens > ν. Esto prueba quef ∈ UT(D) y termina la prueba. �

Lema 2.1.8. E(m, j,s,n) es abierto enH(D) para cualesquiera enteros m, j,s,n con m, j,s≥ 1 y n≥ 0.
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Prueba.Seaf ∈ E(m, j,s,n). Entonces

sup
z∈Km

∣∣Sn( f ,z)− f j(z)
∣∣ < 1

s
.

DefiniendoM = sup{|z| : z∈ Km}, vemos que 1≤ M < +∞. Sea

a :=

1
s
− sup

z∈Km

∣∣Sn( f ,z)− f j(z)
∣∣

n

∑
λ=0

2λ Mλ
> 0.

Supongamos queg∈ H(D) satisface
sup
|z|≤ 1

2

∣∣g(z)− f (z)
∣∣ < a.

Vamos a demostrar que

sup
z∈Km

∣∣Sn(g,z)− f j(z)
∣∣ < 1

s

lo cual nos conducirá, por consiguiente, a queg ∈ E(m, j,s,n) y, en consecuencia a queE(m, j,s,n) es
abierto.

En efecto, paraz∈ Km tenemos que

∣∣Sn(g,z)− f j(z)
∣∣≤
∣∣Sn(g− f ,z)

∣∣ +
∣∣Sn( f ,z)− f j(z)

∣∣.

Escribamos

Sn(g− f ,z) =
n

∑
λ=0

bλ zλ.

Puesto que sup|z|≤ 1
2

∣∣g(z)− f (z)
∣∣ < a, tenemos que|bλ| < a·2λ. Paraz∈ Km,

∣∣∣∣∣
n

∑
λ=0

bλ zλ

∣∣∣∣∣< a·
n

∑
λ=0

2λ Mλ.

De esto se sigue que

sup
z∈Km

∣∣Sn(g,z)− f j(z)
∣∣ < a·

n

∑
λ=0

2λ Mλ + sup
z∈Km

∣∣Sn( f ,z)− f j(z)
∣∣ = 1

s
.

Esto termina la prueba. �

Lema 2.1.9. Para cualesquiera m, j,s∈ N, el conjunto G(m, j,s) =
∞⋃

n=0

E(m, j,s,n) es abierto y denso en

H(D).

Prueba.Por el Lema 2.1.8 los conjuntosE(m, j,s,n), n = 0,1,2, . . . son abiertos y entonces cadaG(m, j,s)
también lo es.
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Seanf ∈ H(D), L ⊆ D un disco compacto no vacío yε > 0. Para demostrar queG(m, j,s) es denso en
H(D) es suficiente encontrar unn≥ 0 y una funcióng∈ E(m, j,s,n), tal que

sup
z∈L

∣∣ f (z)−g(z)
∣∣< ε.

Notemos que los compactosKm y L son disjuntos y queKm∪L es un compacto con complemento conexo.
Por el Teorema de Mergelyan, aplicado a la funciónF : Km∪L → C definida por

F(z) =

{
f j(z) si z∈ Km,

f (z) si z∈ L,

la cual es continua sobreKm∪L y analítica en el interiorKm∪L, existe un polinomiog tal que

∣∣F(z)−g(z)
∣∣ < mı́n{ε,1/s} sobreKm∪L.

Más aun, sin := grado(g), entonces

Sn(g, ·) = g(·), sup
z∈Km

∣∣Sn(g,z)− f j(z)
∣∣ < 1

s
y sup

z∈L

∣∣ f (z)−g(z)
∣∣ < ε.

Esto prueba queG(m, j,s) es denso enH(D) y termina la prueba. �

Finalmente estamos ahora en condiciones demostrar el teorema de Nestoridis.

Teorema 2.1.37 (Nestoridis).UT(D) es un subconjunto Gδ-denso enH(D). En particular,UT(D) 6=∅.

Prueba.Puesto queH(D) es un espacio de Baire, la aplicación de los lemas Lema 2.1.7 yLema 2.1.9
producen el resultado. �

Como una consecuencia del resultado de Nestoridis combinado con el Teorema de Categoría de Baire
tenemos:

Corolario 2.1.8 (Nestoridis). Sea f(z) = ∑∞
n=1cnzn una serie de Taylor con z∈ D, cn ∈ C para todo n∈ N

y cuyo radio de convergencia es mayor o igual a1. Entonces f= s1−s2, donde s1 y s2 son series de Taylor
universales en el sentido de Nestoridis.

Prueba.Puesto quef ∈ H(D), la aplicaciónΦ : H(D) → H(D) definida porΦ(g) = g+ f , para todag∈
H(D) es un homeomorfismo. Por el Teorema 2.1.37, el conjuntoU(D) es unGδ-denso enH(D), y comoΦ es
un homeomorfismo, resulta queΦ(UT(D)) = UT(D)+ f también es unGδ-denso enH(D). SiendoH(D) un
espacio de Baire, el Teorema de Categoría de Baire nos garantiza que el conjuntoUT(D)∩(UT(D)+ f ) 6=∅.
Esto muestra la existencia de dos elementoss1,s2 ∈ UT(D), tal que f = s1−s2. La prueba es completa.�

Recordemos queNE(D) representa el conjunto de todas las funcionesf ∈ H(D) las cuales no se pueden
extender holomorficamente a ningún dominio conteniendo estrictamente aD. Es un hecho ya establecido
(véase, por ejemplo, Teorema 2.1.27, página 167, o [264]) queNE(D) contiene un subconjuntoGδ-denso de
H(D). Por el Teorema de Categoría de Baire tenemos queUT(D)∩NE(D) 6= ∅. Seaf ∈ UT(D)∩NE(D).
Entoncesf es una serie de Taylor universal en el sentido de Nestoridis que no es el desarrollo de Taylor de
ninguna función racional (= cociente de dos polinomios) ya que f no es extendible.
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Comentario Adicional 2.1.8 Recordemos que el Teorema de Marcinkiewicz establece quesi (hn)
∞
n=1 es una

sucesión de números reales con hn → 0, entonces existe una función continuaΦ ∈ C[0,1] (llamada
función de Marcinkiewicz) tal que, para cualquier función medible Lebesgue g: [0,1] → R, existe
una sucesión estrictamente creciente(nk)

∞
k=1 de enteros positivos con

Φ(x+hnk)−Φ(x)
hnk

→ g(x), λ−c.s. en[0,1].

Si definimos, para todok∈ N,

Φk(x) =
Φ(x+hnk)−Φ(x)

hnk

, x∈ [0,1],

entoncesΦk es continua y para cadag medible Lebesgue, ĺımk→∞ Φk(x) = g(x), λ-c.s., para alguna
sucesión(hnk)

∞
k=1 convergiendo a cero. Por otro lado, el teorema de aproximación de Luzin afirma que

toda función medible Lebesgueg : [0,1]→R es el límite puntual de una sucesión de funciones continua
λ-c.s. Lo interesante del Teorema de Marcinkiewicz es que todas las funcionesg : [0,1] → R que son
medibles Lebesgue se dejan aproximar por subsucesiones de una sola sucesión(Φ(·+hn)−Φ(·)

hn
)∞
n=1.

Por otro lado, si consideramos sólamente el caso cuandog es constante, vemos que la funciónΦ tiene
la propiedad de que cualquier número reala es unnúmero derivadodeΦ para casi todo punto de[0,1].

Algunos otros resultados demostrado por Nestoridis en [338], en relación a las series de Taylor uni-
versales, son los siguientes:

Teorema de Nestoridis. Sea f(z) = ∑∞
n=1cnzn una serie de Taylor universal en el sentido de

Nestoridis. Entonces

(1) (cn)
∞
n=1 6∈ c0.

(2) f 6∈ H1(D). En particular, f 6∈ H p(D) para cualquier p≥ 1, donde Hp(D) es el espacio
de Hardy de orden p.

(3) f no es el desarrollo de Taylor de ninguna función racional.

(4) Ninguna subsucesión de las sumas parciales de f converge uniformemente sobreT.

(5) Las series de Taylor universales en el sentido de Nestoridiscuando son consideradas en
el círculo |z| = 1, son series trigonométricas universales en el sentido de Menchoff.

En un artículo aun no publicado, V. Farmaki y V. Nestoridis [160] usando la teoría de Ramsey infinita,
específicamente, el principio de dicotomía de Galvin-Prikry, prueban el siguiente resultado:

Teorema de Farmaki-Nestoridis. Para cualquier sucesión(α j)
∞
j=1 enC, existe una subsuce-

sión(αkj )
∞
j=1 tal que:

(1) cualquier subsucesión de(αkj )
∞
j=1 define una serie de Taylor universal en el sentido de

Nestoridis, o

(2) ninguna subsucesión de(αkj )
∞
j=1 define una serie de Taylor universal en el sentido de

Nestoridis.

Muchos otros resultados interesantes se pueden ver en [193], [248] y las referencias allí citadas. Por
ejemplo, en ([193] Proposition 7), se prueba el siguiente resultado:



Sec. 2.1Galería de monstruos: funciones y otros objetos raros pero abundantes 189

Teorema. Sean X un espacio vectorial topológico metrizable y(xn)
∞
n=1 una sucesión en X. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Existe una serie universal∑∞
n=1anxn en X.

(2) Para cualquier n0 ∈ N, el subespacio lineal generado por{xn : n≥ n0} es denso en X.

2.1.16. ‖ ◮ Series condicionalmente convergentes enR y abundantes reordenamientos

Sea∑∞
n=1an una serie de números reales. La convergencia o divergencia de la serie∑∞

n=1an depende,
como sabemos, delordenen que los elementos de la sucesióna1,a2, . . . están dispuestos, por lo que una
permutación de los términos de la sucesión puede modificar, odejar inalterable, la convergencia o divergencia
de dicha serie. Resulta claro que para alterar el estatus de la convergencia de dicha serie la permutación debe
ser capaz de modificar un número infinito de términos de la sucesión, pues permutando sólo un número
finito de los términos de la sucesión la nueva serie no altera su convergencia o divergencia. Recordemos
que la serie∑∞

n=1bn se dice que es unreordenamiento de la serie∑∞
n=1an si existe una permutaciónπ de

N tal quebn = aπ(n) para todon ∈ N. Existen series que poseen cualidades muy sorprendentes, como por
ejemplo, la serie∑∞

n=1(−1)n+1/n la cual tiene la desconcertante particularidad de que, paracualquier valor
real preasignado, digamosr, existe una permutaciónπ deN tal que∑∞

n=1(−1)π(n)/π(n) = r. Sin embargo,
este tipo de comportamiento no ocurre si nuestra serie es absolutamente convergente. Recordemos que una
serie∑∞

n=1an se dice que esabsolutamente convergentesi

∞

∑
n=1

|an| < ∞.

Es bien conocido que si∑∞
n=1 an es una serie absolutamente convergente, entonces∑∞

n=1an converge y, para
cualquier permutaciónπ deN, la serie∑∞

n=1aπ(n) permanece convergente reteniéndose, además, la suma
de la serie original, es decir,∑∞

n=1aπ(n) = ∑∞
n=1an (véase, por ejemplo, [267], Theorem 6, p. 81, o también

[244], Theorem 1.1.2, p. 3). Por esta razón, a tales series también se les conoce con el nombre deseries
incondicionalmente convergentes, es decir, series que no alteran su suma independientementede como se
cambien sus términos por cualquier permutación. Por otro lado, la serie∑∞

n=1an se dice que escondicional-
mente convergentesi ella es convergente sin ser absolutamente convergente, es decir,∑∞

n=1an < ∞, pero
∑∞

n=1 |an| = +∞.
¿Por qué las series condicionalmente convergentes son interesantes? Tal vez una buena respuesta a dicha

interrogante sea, probablemente, un resultado descubierto por Bernard Riemann el cual establece que las
series condicionalmente convergentes pueden cambiar drásticamente su comportamiento por medio un cierto
reordenamiento, es decir:dada cualquier serie condicionalmente convergente y fijadocualquier número real
extendidoα, es decir,−∞ ≤α ≤ ∞, es posible reordenar dicha serie de tal suerte que la nueva serie obtenida
converja aα, o dicho de otro modo,reordenando adecuadamente una serie condicionalmente convergente
podemos hacer que la nueva serie sea divergente o que converja a un número real prefijado. Este hecho
notable, pero fascinante, se puede formular en los siguientes términos (véase, por ejemplo, [386], Theorem
3.54, p. 76).

Teorema 2.1.38 (Riemann).Sea∑∞
n=1an una serie condicionalmente convergente con an 6= 0 para todo

n∈ N y suponga que−∞ ≤ α ≤ β ≤ +∞. Entonces existe una permutaciónπ deN tal que

ĺım inf
N→∞

N

∑
n=1

aπ(n) = α y ĺımsup
N→∞

N

∑
n=1

aπ(n) = β. (A)
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Prueba.Para cadan∈ N, sean

pn =
|an|+an

2
y qn =

|an|−an

2
.

Observe que, para cualquiern∈ N, pn ≥ 0, qn ≥ 0, pn−qn = an y pn +qn = |an|.
La prueba será efectuada en dos pasos, el primero de los cuales es el siguiente:

(1) Las series∑∞
n=1 pn y ∑∞

n=1qn son ambas divergentes.

En efecto, si ambas fueran convergentes, entonces∑∞
n=1 pn + ∑∞

n=1qn = ∑∞
n=1 |an| sería convergente, lo

que resulta contrario a la definición de serie condicionalmente convergente. Por otro lado, puesto que

N

∑
n=1

an =
N

∑
n=1

(
pn−qn

)
=

N

∑
n=1

pn −
N

∑
n=1

qn, N = 1,2, . . . ,

la divergencia de∑∞
n=1 pn y la convergencia de∑∞

n=1qn (o viceversa) conducen, en ambos casos, a la diver-
gencia de∑∞

n=1an, lo que de nuevo viola nuestra hipótesis.

Particionemos el conjunto de los números naturales en los dos subconjuntos siguientes:

N1 = {in : ain > 0, n = 1,2, . . .} y N2 = {ln : aln < 0, n = 1,2, . . .}

manteniendo el orden en el cual tanto los términos positivos, así como los negativos, aparecen en la serie.
De este modoi1 < i2 < · · · < in < · · · y l1 < l2 < · · · < ln < · · · . Para evitar un poco lo engorroso de
los subíndices, pongamosPn = ain y Qn = |aln| para todon ∈ N. Las series ∑∞

n=1Pn y ∑∞
n=1 Qn difieren

de las series∑∞
n=1 pn y ∑∞

n=1qn sólamente por los términos que son ceros, de allí que ellas también son
divergentes.

El segundo y último paso consistirá en construir la permutación π.

(2) Existen subsucesiones(mn)
∞
n=1 y (kn)

∞
n=1 deN tales que la serie

P1+ · · ·+Pm1 −
(
Q1 + · · ·+Qk1

)
+Pm1+1 + · · ·+Pm2 −

(
Qk1+1+ · · ·+Qk2

)
+Pm2+1+ · · ·+Pm3 −·· · , (B)

satisface(A). Nótese que esta nueva serie es un reordenamiento de∑∞
n=1 an.

Para demostrar(2) comencemos, en primer lugar, escogiendo sucesiones enR, digamos(αn)
∞
n=1 y

(βn)
∞
n=1 tales que

ĺım
n→∞

αn = α, ĺım
n→∞

βn = β, con β1 > 0, y αn < βn, n = 1,2, . . . .

La idea ahora es reordenar convenientemente los términos dela serie para obtener lo deseado. Esto lo hare-
mos haciendo pasar delante ciertos bloques de términos positivos de la serie y retrasando la entrada de otros
bloques de términos negativos. Veamos esto.

Puesto que∑∞
n=1Pn = +∞, podemos elegir un entero positivo, llamémoslom1, el cual será tomado como

el más pequeño, tal que
P1+ · · ·+Pm1 > β1.

Observe que, por la elección dem1, se cumple queP1 + · · ·+Pm1−1 ≤ β1 y, en consecuencia,

β1 < P1 + · · ·+Pm1 = P1+ · · ·+Pm1−1 +Pm1 ≤ β1 +Pm1.
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DefiniendoSp
1 = P1 + · · ·+Pm1, resulta que

∣∣Sp
1 −β1

∣∣ ≤ Pm1.

Vamos a definir los primerosm1 valores de nuestra permutaciónπ declarando que:

π(1) = i1, π(2) = i2, . . . , π(m1) = im1.

Similarmente, siendo divergente la serie∑∞
n=1 Qn, existe unk1 ∈ N, que de nuevo elegiremos como el entero

positivo más pequeño, de modo tal que

Q1+ · · ·+Qk1 > P1+ · · ·+Pm1 −α1,

esto es,
P1+ · · ·+Pm1 −

(
Q1+ · · ·+Qk1

)
< α1.

Una vez más, la escogencia dek1 nos garantiza queP1 + · · ·+ Pm1 −
(
Q1 + · · ·+ Qk1−1

)
≥ α1, de donde se

sigue que
α1−Qk1 ≤ P1+ · · ·+Pm1 −

(
Q1 + · · ·+Qk1−1

)
−Qk1 < α1.

Por esto, ∣∣Sq
1−α1

∣∣ ≤ Qk1,

donde hemos puestoSq
1 = P1+ · · ·+Pm1 −

(
Q1+ · · ·+Qk1

)
. Los siguientes valores deπ, comenzando desde

m1+1 hastak1, se obtienen definiendo

π(m1 +1) = l1, π(m1 +2) = l2, . . . , π(k1) = lk1.

Usando de nuevo el hecho de que las series∑∞
n=1Pn y ∑∞

n=1Qn son divergentes podemos, como antes,
escoger los enteros positivos más pequeños, digamosm2 y k2, conk2 > k1 y m2 > m1, tales que

P1+ · · ·+Pm1 +Pm1+1 + · · ·+Pm2 > Q1+ · · ·+Qk1 + β2,

y
Q1 + · · ·+Qk1 +Qk1+1 + · · ·+Qk2 > P1+ · · ·+Pm1 +Pm1+1 + · · ·+Pm2 −α2.

De esto se desprende, por las elecciones dem2 y k2, que si definimos

Sp
2 = P1 + · · ·+Pm1 −

(
Q1+ · · ·+Qk1

)
+Pm1+1+ · · ·+Pm2 > β2

y
Sq

2 = P1+ · · ·+Pm1 −
(
Q1 + · · ·+Qk1

)
+Pm1+1 + · · ·+Pm2 −

(
Qk1+1+ · · ·+Qk2

)
< α2,

entonces, ∣∣Sp
2 −β2

∣∣ ≤ Pm2 y
∣∣Sq

2−α2
∣∣≤ Qk2.

Hagamos

π(k1 +1) = im1+1, . . . , π(m2) = im2, π(m2 +1) = lk1+1, . . . , π(k2) = lk2.

El procedimiento anterior, que se puede llevar a cabo indefinidamente gracias al hecho(1), culmina con la
obtención de las dos sucesiones(mn)

∞
n=1 y (kn)

∞
n=1 deN tal que la serie(B), que como se puede ver es un
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reordenamiento de∑∞
n=1an, satisface, como veremos de inmediato, las igualdades en(A). En efecto, para

cadan∈ N, sean

Sp
n = P1 + · · ·+Pm1 −

(
Q1+ · · ·+Qk1

)
+Pm1+1+ · · ·+Pm2 −

(
Qk1+1 + · · ·+Qk2

)
+ · · ·+Pmn−1+1 + · · ·+Pmn

Sq
n = P1 + · · ·+Pm1 −

(
Q1+ · · ·+Qk1

)
+Pm1+1+ · · ·+Pm2 −

(
Qk1+1 + · · ·+Qk2

)
+ · · ·+Pmn−1+1 + · · ·+Pmn

−
(
Qkn−1+1+ · · ·+Qkn

)
.

las sumas parciales de la serie(B). Resulta entonces, por el procedimiento antes descrito, que para cada
n∈ N, ∣∣Sp

n −βn
∣∣ ≤ Pmn y

∣∣Sq
n−αn

∣∣ ≤ Qkn.

Hasta ahora no hemos usado el hecho de que la serie∑∞
n=1an es convergente. Ha llegado el momento.

En efecto, como∑∞
n=1 an es convergente, entonces ĺımn→∞ an = 0, de donde se sigue que ĺımn→∞ Pn = 0 =

ĺımn→∞ Qn. Por esto,
ĺım
n→∞

Sp
n = β y ĺım

n→∞
Sq

n = α.

Es claro, por nuestra construcción de la serie(B), que ninguna subsucesión de las sumas parciales de(B)
puede tener como límite a un número menor queα o mayor queβ. Esto finaliza nuestra prueba. �

Observe que, como consecuencia del Teorema de Riemann se sigue que, dada cualquier serie condi-
cionalmente convergente∑∞

n=1an:

(R1) si r ∈ R, entonces se puede construir una permutaciónπ deN tal que∑∞
n=1aπ(n) = r,

(R2) existen permutacionesπ1 y π2 deN tales que
∞

∑
n=1

aπ1(n) = −∞ y
∞

∑
n=1

aπ2(n) = +∞.

Parece razonable, en vista del resultado de Riemann, preguntarse por el “tamaño” de todas aquellas per-
mutaciones de una serie condicionalmente convergente paralas cuales la conclusión(R2) del Teorema de
Riemann se cumple. Para que tal pregunta tenga sentido es importante que ésta pueda ser formulada en un
contexto adecuado, es decir, debemos determinar el espaciode Baire en la que tal pregunta se puede formular.

Denotemos porP(N) el conjunto de todas las permutaciones deN y dotemos a dicho conjunto de la
métrica de Fréchetd, definida por:

d(π1,π2) =
∞

∑
n=1

1
2n

|xn−yn|
1+ |xn−yn|

,

para cualesquieraπ1 = (xn)
∞
n=1,π2 = (yn)

∞
n=1 ∈P(N). Supongamos ahora ques= ∑∞

n=1an es una serie condi-
cionalmente convergente y entonces definamos

A(s) = A(a1,a2, . . .) =
{

π ∈ P(N) :
∞

∑
n=1

aπ(n) converge
}

Observe que, gracias al Teorema de Riemann,A(s) es un subconjunto no vacío y propio deP(N). La pregunta
que anteriormente nos formuláramos referente al tamaño de las permutaciones que verificaban el Teorema
de Riemann ahora puede ser reformulada en los siguientes términos (véase, Ralph P. Agnew, [4], quien le
concede a M. Kac el planteamiento del siguiente problema):
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Problema de Kac. Dada una serie condicionalmente convergente s= ∑∞
n=1an, ¿cuál es la categoría,

en el sentido de Baire, del conjuntoP(N)\A(s)?

Para abordar la solución al Problema de Kac, es imprescindible que podamos verificar que nuestro es-
pacio métrico(P(N),d) sea un espacio de Baire. Antes de demostrar esto último, vamos a destacar dos
propiedades importantes del espacio métrico(P(N),d). En primer lugar:

(a) (P(N),d) no es completo. En efecto, para cadan≥ 2, considere la permutación

πn =
{

2, 3, · · · , n−1, n, 1, n+1, n+2, · · ·
}

y observe qued(πm,πm+1) = 2m/(1+2m) para todom≥ 2, de donde resulta que(πn)
∞
n=1 es una sucesión

de Cauchy enP(N) que no converge a ningún punto deP(N).

(b) Seaε > 0 y fijemos una permutación arbitrariaπ = (xn)
∞
n=1 deN. Suponga que hemos elegido unN ∈N

de modo tal que∑∞
n=N+1 1/2n < ε. Entonces, cualquier permutaciónπ1 = (yn)

∞
n=1 ∈ P(N) para la cual

se cumple queyn = xn, n = 1, . . . ,N, pertenece a la bola abierta con centroπ y radio ε, es decir,
π1 ∈U(π,ε). Esto sigue del hecho de que,

d(π,π1) =
∞

∑
n=1

1
2n

|xn−yn|
1+ |xn−yn|

=
∞

∑
n=N+1

1
2n

|xn−yn|
1+ |xn−yn|

<
∞

∑
n=N+1

1
2n < ε.

De esto se deduce que si

N(x1, . . . ,xN) =
{
(yn)

∞
n=1 ∈ P(N) : yk = xk, k = 1, . . . ,N

}
,

entoncesN(x1, . . . ,xN) ⊆U(π,ε).

Recíprocamente, siN ∈ N es lo suficientemente grande y siπ1 = (yn)
∞
n=1 es cualquier permutación de

N tal queπ1 ∈U(π,2−N−1), entoncesx1 = y1, . . . ,xN = yN. En efecto, como∑∞
n=N+1 1/2n = 2−N y ya

qued(π,π1) < 2−N−1, tenemos, por el hecho de que las coordenadas deπ y π1 son enteras, quexn = yn

paran = 1, . . . ,N.

Denote porX el espacioNN formado por todas las funcionesx : N→ N (= sucesiones enN) y dotemos
a dicho espacio con la métrica de Fréchet. Resulta que(X,d) es un espacio métrico completo yP(N) es un
subespacio propio y, por supuesto, no cerrado deX. Para cadak,m∈ N sea

E(m,k) =
{
(xn)

∞
n=1 ∈ X : xm = k

}

y observe queE(m,k) es un subconjunto abierto deX. En efecto, six∈ E(m,k), entonces, por antes lo visto,
se sigue que cualquiery= (yn)

∞
n=1 ∈U(x,2−m−1) satisface quey1 = x1, . . . ,ym = xm = k, de donde se deduce

que,U(x,2−m−1) ⊆ E(m,k). Definamos ahora

Pπ =
∞⋂

k=1

∞⋃

m=1

E(m,k).
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Resulta quePπ es unGδ en el espacio métrico completoX y, entonces, por el Teorema de Alexandroff-
Hausdorff, página 64,Pπ es completamente metrizable. Nótese quePπ es el conjunto de todas las sucesiones
(xn)

∞
n=1 en X con la propiedad de que cadak ∈ N aparece al menos una vez en dicha sucesión. En efecto,

sea(xn)
∞
n=1 ∈ Pπ. Entonces(xn)

∞
n=1 ∈

⋃∞
m=1E(m,k) para todok≥ 1. De aquí se sigue que, para cadak∈ N,

existe unmk ∈ N tal quexmk = k, de donde se sigue nuestra afirmación. Observe que cualquierpermutación
deN pertenece aPπ, es decir,P(N) ⊆ Pπ.

Lema 2.1.10. (P(N),d) es un espacio de Baire.

Prueba.SeaPθ la clausura deP(N) enX. Puesto queP(N) no es cerrado enX, P(N)$Pθ y, en consecuencia,
P(N) = Pθ∩Pπ. Por otro lado, siendoPθ unGδ enX (por ser completo), tenemos queP(N) también es unGδ
y, por lo tanto, por una nueva aplicación del Teorema de Alexandroff-Hausdorff, completamente metrizable.
Se sigue del Teorema 1.11.1, página 63, que(P(N),d) es un espacio de Baire. �

Fijemos una serie condicionalmente convergente, digamos,∑∞
n=1an, y denotemos porH(a1,a2, . . .) el

conjunto definido por

H(a1,a2, . . .) =

{
π ∈ P(N) : ĺıminf

N→∞

N

∑
n=1

aπ(n) = −∞ y ĺımsup
N→∞

N

∑
n=1

aπ(n) = ∞

}
.

Por el Teorema de Riemann se tiene queH(a1,a2, . . .) es no vacío. Lo que Agnew demuestra es que tal
conjunto es abundante en(P(N),d) y, en consecuencia, comoA(s) ⊆ H(a1,a2, . . .), resulta queP(N)\A(s)
también es residual enP(N), quedando, de esta manera, resuelto el problema de Kac.

Teorema 2.1.39 (Agnew).Si ∑∞
n=1an es una serie condicionalmente convergente, entonces H(a1,a2, . . .) es

residual en(P(N),d).

Prueba.Sea

F+ =

{
π ∈ P(N) : ĺımsup

N→∞

N

∑
n=1

aπ(n) < +∞
}

.

Observe que si, para cadak∈ N, definimos

Fk =

{
π ∈ P(N) : sup

N≥1

N

∑
n=1

aπ(n) ≤ k

}
,

entoncesF+ =
⋃∞

k=1 Fk. Nuestra primera tarea consistirá en demostrar que cada conjunto Fk es nunca-
denso enP(N). Fijemos entoncesk ∈ N y suponga, para arribar a una contradicción, que int(Fk) 6= ∅. Sea
π′ = (x′n)

∞
n=1 una permutación enP(N) tal que

U(π′,ε) ⊆ Fk

para algúnε > 0 y escojamos unm∈N lo suficientemente grande que nos garantice que

∞

∑
n=m+1

1
2n <

ε
2
.

Puesto que∑∞
n=1 |an| = +∞, podemos construir una permutaciónπ′′ = (x′′n)

∞
n=1 deN de modo tal que, para el

mescogido anteriormente, se cumpla:

x′′n = x′n si 1≤ n≤ m,
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y si n > m, entonces
∞

∑
n=m+1

aπ′′(n) =
∞

∑
n=m+1

ax′′n = +∞.

Con esta definición resulta qued(π′,π′′) < ε/2, por lo queπ′′ ∈U(π′,ε). Por otro lado, teniendo en cuenta
que∑∞

n=1 aπ′′(n) = +∞, podemos escoger un subíndiceq∈ N tal que

aπ′′(1) + aπ′′(2) + · · · + aπ′′(q) > k. (1)

Pongamosδ = 2−q−1 y observe ahora que siπ = (xn)
∞
n=1 ∈ U(π′′,δ), entoncesx1 = x′′1, . . . ,xq = x′′q y se

sigue de(1) que
aπ(1) + aπ(2) + · · · + aπ(q) > k.

Esto prueba queπ 6∈ Fk y, por lo tanto,Fk no contiene ningún punto deU(π′′,δ). En particular,Fk no contiene
a π′′ lo que, evidentemente, contradice el hecho de que

π′′ ∈ U(π′,ε) ⊆ Fk.

Por esto,Fk es nunca-denso, y entoncesF+ es de primera categoría.
De modo enteramente similar, se prueba que el conjunto

F− =

{
π ∈ P(N) : ĺıminf

N→∞

N

∑
n=1

aπ(n) > −∞
}

.

es de primera categoría y, así,F = F+ ∪F− es de primera categoría enP(N). Finalmente, siendo(P(N),d)
un espacio de Baire, se sigue del Teorema 1.6.3, página 37, que el conjuntoH(a1,a2, . . .) = P(N) \F es
residual en(P(N),d). �

2.1.17. ‖ ◮ Series con signos alternantes

La serie armónica alternada
∞

∑
n=1

(−1)n+1

n

como sabemos, es un ejemplo de una serie condicionalmente convergente y, en consecuencia, gracias al
Teorema de Agnew, el conjunto

A(a1,a2, . . .) =
{

π ∈ P(N) :
∞

∑
n=1

aπ(n) converge
}
,

es de primera categoría en(P(N),d), dondean = (−1)n+1/n paran= 1,2, . . .. Recuerde que una permutación
π lo que hace es mudar la posición de cada términoan hacia la posiciónaπ(n). Supongamos que no queremos
mudar las posiciones de los términos de la serie armónica alternada por medio de una permutación sino,
sólamente, cambiar la posición de algunos o todos los signos+1 y −1 en dicha serie, es decir, supongamos
que para cada sucesión(εn)

∞
n=1 en{0,1}N, consideramos la serie

∞

∑
n=1

(−1)εn

n
. (1)

Podemos entonces preguntarnos: ¿de qué categoría, en el sentido de Baire, es el conjunto de todos los ele-
mentos(εn)

∞
n=1 de {0,1}N que permiten que la serie(1) siga siendo convergente? De modo más general,
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supongamos que hemos fijado una sucesión(bn)
∞
n=1 de números reales no negativos de modo que la serie

∑∞
n=1 bn = +∞. ¿De que categoría es el conjunto

C =
{
(an)

∞
n=1 ∈ {0,1}N :

∞

∑
n=1

(−1)anbn converge
}

?

o más general aun, ¿cuál es la categoría de

B =
{
(an)

∞
n=1 ∈ {0,1}N : existeM > 0 para el cual sup

k∈N

∣∣∣
k

∑
n=1

(−1)anbn

∣∣∣ ≤ M
}

?

Este es el problema que, en esos términos, queremos investigar. Como antes, es necesario disponer de un
espacio adecuado donde sea posible aplicar el Teorema de Categoría de Baire. Para ello vamos a requerir que
nuestro espacio, en esta parte, sea 2N = {0,1}N con la métrica de Fréchetd que, como sabemos, viene dada
por

d
(
x,y
)

=
∞

∑
n=1

1
2n

|xn−yn|
1+ |xn−yn|

,

dondex = (xn)
∞
n=1,y = (yn)

∞
n=1 ∈ {0,1}N. Es un hecho ya establecido que(2N,d) es un espacio métrico

completo. Observe queC ⊆ B.

En primer lugar vamos a establecer el siguiente resultado auxiliar.

Lema 2.1.11. Sean k∈ N, α1, . . . ,αk números reales y c un número real positivo. Entonces

V+(k,c) =
{
(an)

∞
n=1 ∈ 2N : α1(−1)a1 + α2(−1)a2 + · · ·+ αk(−1)ak > c

}

es abierto en(2N,d).

Prueba.Seaa= (an)
∞
n=1 un elemento deV+(k,c). Lo que queremos demostrar es la existencia de algúnε > 0

tal que cada sucesiónb = (bn)
∞
n=1 cuya distancia a(an)

∞
n=1 sea menor queε esté enV+(k,c). Esto se puede

obtener muy fácilmente con sólo tomarε = 1/2k+1. En efecto, ya hemos visto que sid(a,b) < ε, entonces
ai = bi parai = 1,2, . . . ,k lo cual significa que(bn)

∞
n=1 también está enV+(k,c). �

El siguiente resultado es de M. Dindoš [131].

Teorema 2.1.40 (Dindoš).Considere la serie∑∞
n=1(−1)anbn, donde(bn)

∞
n=1 es una sucesión de números

reales no negativos tal que∑∞
n=1bn = +∞ . Entonces

B =

{
(an)

∞
n=1 ∈ 2N : existe M> 0 para el cual sup

k∈N

∣∣∣∣∣
k

∑
n=1

(−1)anbn

∣∣∣∣∣ ≤ M

}

es de primera categoría en(2N,d).

Prueba.Notemos en primer lugar que

B =
∞⋃

M=1

∞⋂

k=1

{
(an)

∞
n=1 ∈ 2N :

∣∣∣∣
k

∑
n=1

(−1)anbn

∣∣∣∣ ≤ M
}
.
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Para cadaM ∈ N, sea

FM =
∞⋂

k=1

{
(an)

∞
n=1 ∈ 2N :

∣∣∣∣
k

∑
n=1

(−1)anbn

∣∣∣∣ ≤ M

}
.

Es claroB =
⋃∞

M=1FM. FijemosM ∈ N y observe que si(an)
∞
n=1 6∈ FM, entonces existe unk∈ N tal que

(an)
∞
n=1 ∈

{
(an)

∞
n=1 ∈ 2N :

∣∣∣∣
k

∑
n=1

(−1)anbn

∣∣∣∣ > M

}
,

el cual, como sabemos (Lema 2.1.11), es abierto en(2N,d). Esto nos dice que 2N \FM es abierto, y por
consiguiente,FM es cerrado en(2N,d).

Queda por establecer que cadaFM es nunca-denso en(2N,d). Para ver esto, seaa= (an)
∞
n=1 ∈FM. Vamos

a demostrar que en cualquier bola abiertaU(a,ε) existe una sucesión(cn)
∞
n=1 en dicha bola que no está enFM.

En efecto, dadoε > 0, escojamos unk ∈ N lo suficientemente grande de modo que 1/2k+1 < ε y considere
ahora la sucesión(cn)

∞
n=1 definida por

cn =

{
an, paran = 1,2, . . . ,k,

0, paran > k.

Es claro que la sucesión(cn)
∞
n=1 está enU(a,ε) pero no pertenece aFM ya que

∞

∑
n=k+1

(−1)cnbn =
∞

∑
n=k+1

bn = ∞.

Esto termina la prueba del teorema. �

Puesto queC⊆B, resulta queC también es de primera categoría en(2N,d). Por el Teorema de Categoría
de Baire tenemos que

D =

{
(an)

∞
n=1 ∈ 2N : ĺımsup

k→∞

∣∣∣∣∣
k

∑
n=1

(−1)anbn

∣∣∣∣∣ = +∞

}

es residual en(2N,d).

Comentario Adicional 2.1.9 Si ∑∞
n=1 zn es una serie convergente de números complejos tal que∑∞

n=1 |zn| =
+∞, entonces el Teorema de Agnew se puede aplicar a las series∑∞

n=1Rezn y ∑∞
n=1 Imzn para

demostrar que el conjunto

A0 =

{
π ∈ P(N) : sup

N≥1

N

∑
n=1

∣∣zπ(n)

∣∣ < ∞
}

es de primera categoría enP(N).

‖ ◮ Sea∑∞
n=1an una serie condicionalmente convergente y para cadaπ ∈ P(N), defina

SP(π) =

{ N

∑
n=1

aπ(n) : N = 1,2, . . .

}
.
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Si SP(π)′ denota el conjunto de todos los puntos de acumulación o puntos límites deSP(π), entonces
J. Červěnanský [91] demuestra el siguiente resultado:

Teorema deČerveňanský. El conjunto

H ′(a1,a2, . . .) =
{

π ∈ P(N) : SP(π)′ = [−∞,+∞]
}

es residual en(P(N),d).

‖ ◮ Subseries de series en espacios normados.

Considere un espacio de Banach(X,‖·‖) y sea∑∞
n=1xn una serie enX. Recordemos que la serie

∑∞
n=1xn se dice que es incondicionalmente convergente si para cualquier permutaciónπ deN, la serie

∑∞
n=1xπ(n) converge. Denote porN1 el conjunto de todas las sucesiones(kn)

∞
n=1 deN tal quek1 < k2 <

· · · < kn < · · · Si (kn)
∞
n=1 es un elemento deN1, entonces la serie

∞

∑
n=1

xkn = xk1 +xk2 + · · ·+xkn + · · ·

se llama unasubseriede la serie∑∞
n=1xn. La importancia de este concepto se evidencia por el hecho

de que:

Una serie∑∞
n=1xn es incondicionalmente convergente si, y sólo si, cada subserie de la serie∑∞

n=1xn

converge.

Existe una forma interesante de establecer una correspondencia uno a uno entre subseries de una serie
dada y los puntos del intervalo(0,1]. En efecto, dada una serie∑∞

n=1xn en X y fijado un elemento
(kn)

∞
n=1 enN1, considere el puntot ∈ (0,1] definido por

t =
∞

∑
n=1

2−kn.

Otra manera adecuada a nuestro objetivo es reescribir el punto t en la forma

t =
∞

∑
k=1

ck(t)2
−k, dondeck(t) =

{
0, si k 6∈ {k1,k2, . . .},
1, si k∈ {k1,k2, . . .}.

(1)

Podemos ahora definir la correspondencia entre subseries dela serie∑∞
n=1 xn y los númerost ∈ (0,1]

dados por la ecuación(1), poniendo

S(t) =
∞

∑
k=1

ck(t)xk.

El siguiente resultado es de Dindoš, Martišovitš y Šalát [132].

Teorema de Dindoš, Martišovitš y Šalát. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach y∑∞
n=1xn una serie

divergente en X. Entonces el conjunto

C(x1,x2, . . .) =

{
t ∈ (0,1] : S(t) =

∞

∑
k=1

ck(t)xk converge

}

es de primera categoría en(0,1].
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‖ ◮ Función que preserva suma.

Si se considera el espaciosde todas las sucesiones de números reales,s=RN, dotado de la métrica de
Fréchetd, entonces(s,d) es un espacio métrico completo y la función

σ : S→ [−∞,+∞]

definida por

σ
(
(xn)

∞
n=1

)
= ĺımsup

n→∞

n

∑
k=1

xk

resulta ser sobreyectiva pero no inyectiva y siempre discontinua ens. Más aun, para cualquiera∈ s y
r > 0, se cumple queσ

(
U(a, r)

)
= [−∞,∞]. Estos resultados se pueden ver en Lahiri y Das [276]. Si

para cadat ∈ [0,+∞] se define el conjunto

Ht =
{

x∈ s : σ(x) = t
}
,

entonces Lahiri y Das demuestran que

Teorema de Lahiri-Das. H∞ es residual en(s,d).

‖ ◮ Como comentario final, Aizpuru, Pérez Eslava y Seoane Sepúlveda en [6] prueban el siguiente
resultado.

Teorema de Aizpuru, Pérez y Seoane. Sea CS(K) el conjunto formado por todas las series conver-
gentes enK. CS(K) contiene un espacio vectorial D tal que:

(1) Cualquier x∈ D\{0} es una serie condicionalmente convergente.

(2) dim(D) = c.

2.1.18. ‖ ◮ Números de Liouville

Además de la clasificación deR en números racionales e irracionales, existe otra interesante partición de
R constituida ahora por números algebraicos y trascendentes. Recordemos que un número real o complejoz
se dicealgebraicosi satisface alguna ecuación algebraica de la forma

a0 +a1z+a2z
2 + · · ·+anzn = 0

donde los coeficientesa0,a1, . . . ,an están enZ y no todos son ceros. Denotemos porZ[x] el conjunto de todos
los polinomios con coeficientes enteros y porAlg(C) el conjunto de todos los números algebraicos. Observe
que todo número racional es algebraico pues, siz= p/q con p∈ Z y q∈ N, entonceszsatisface la ecuación
qx− p = 0. También ocurre que muchos números irracionales (pero no tantos, pues como veremos más
abajo,Alg(C) es numerable) son algebraicos. Por ejemplo,

√
2 es un irracional algebraico pues él solución

de la ecuaciónx2 − 2 = 0. En general, sip es un entero positivo que no es una potencia, entoncesn
√

p es
un irracional que satisface la ecuaciónxn − p = 0. Cualquier número real que no es algebraico se llama
trascendente, es decir, un número trascendente es aquel que no satisface ninguna ecuación algebraica con
coeficientes enteros. Por definición, cualquier número trascendente es irracional, pero como ya vimos, existen
números irracionales que no son trascendentes. Elgradode un número algebraicozes el entero positivo más
pequeñon tal quez satisface una ecuación algebraica de gradon. La primera prueba de la existencia de
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números trascendentes fue dada por Joseph Liouville quien,en 1844, descubrió una clase muy extensa de
tales números. Por ejemplo, todos lo números de la forma

1+
1
n

+
1
n2 +

1
n6 +

1
n24 + · · ·+ 1

nk! + · · ·

son trascendentes, donden es número entero mayor que 1. Aunque este descubrimiento de Liouville ge-
nera muchísimos números trascendentes, sigue siendo un reto difícil para un matemático demostrar que un
sospechoso particular es o no trascendente. Por tal razón, cuando Charles Hermite demostró, en 1873, que
e es trascendente, los matemáticos no dejaron de asombrarse ante la belleza y sencillez de la prueba. Nueve
años más tarde del descubrimiento de Hermite, en 1882, Ferdinand Lindemann demostró queπ pertenecía al
mismo clan.

Una pequeña observación es pertinente en este momento.Cualquier problema geométrico que es resolu-
ble con la ayuda de la regla y el compás, cuando se lleva a su forma algebraica equivalente, conduce a una
o más ecuaciones algebraicas con coeficientes enteros, que pueden ser resueltas por sucesivas extracciones
de raíces cuadradas.Lo que Lindemann demostró es queπ no satisface ninguna de tales ecuaciones y, por
consiguiente, elcirculo no se puede cuadrarcon dichos instrumentos.

¿Qué otros números extraños de esos que he llamados trascendentes existen? Lo que vamos a demostrar
en esta sección es que tales números constituyen, de hecho, un subconjunto residual deR, por lo que su
existencia confirman la regla y no la excepción. La abundancia de los números trascendentes fue demostrada
por G. Cantor cuando dio a conocer el siguiente resultado:

Teorema 2.1.41 (Cantor).El conjuntoAlg(C) formado por todos los números algebraicos es numerable.

Prueba.Denote porZ[x] el conjunto de todos los polinomios con coeficientes enteros. Para cada polinomio
p∈ Z[x] de gradon, sea

Z(p) =
{

z∈ C : p(z) = 0
}
.

Por el Teorema Fundamental del Álgebra,Z(p) contiene a lo sumon elementos, es decir, es un conjunto
finito, y como

Alg(C) =
⋃

p∈Z[x]

Z(p),

entonces nuestra prueba finalizará una vez que hallamos demostrado queZ[x] es numerable. Veamos esto.
Para cadan ∈ N, considere, en primer lugar, el conjunto de todos los polinomios enZ[x] cada uno de los
cuales tiene gradon, esto es,

P(n) =

{ n

∑
k=1

ak xk ∈ Z[x] : an 6= 0

}
.

Afirmamos que cadaP(n) es numerable. Efecto, el conjunto

En =
{
(a0,a1, . . . ,an) : ak ∈ Z, an 6= 0

}
= Z× n· · · ×Z× (Z\{0}).

es numerable y ya que la aplicaciónϕ : En → P(n) definida por

ϕ(a0,a1, . . . ,an) =
n

∑
k=1

ak xk.

es claramente uno-a-uno y sobreyectiva, resulta queP(n) es numerable. Finalmente, como

Z[x] =
∞⋃

n=1

P(n)



Sec. 2.1Galería de monstruos: funciones y otros objetos raros pero abundantes 201

y cadaP(n) es numerable, tenemos queZ[x] es numerable y, en consecuencia,

Alg(C) =
⋃

p∈Z[x]

Z(p)

es a lo más numerable (unión numerable de conjuntos finitos).Pero ya queQ ⊆ Alg(C), se concluye que
Alg(C) es, efectivamente, numerable. �

El siguiente es el argumento de cardinalidad empleado por G.Cantor para demostrar la existencia de
números trascendentes. En efecto, si denotamos porTras(R) el conjunto de todos los números reales que
son trascendentes, es decir,Tras(R) = R \Alg(R), dondeAlg(R) = Alg(C)∩R, entonces la no numerabili-
dad deR en compañía del resultado anterior, nos revela queTras(R) es no numerable (Observe que como
Q⊆Alg(R)⊆ Alg(C), entoncesAlg(R) también es numerable). El argumento de Cantor, a pesar de sermuy
contundente, no muestra ningún miembro deTras(R) (existen, pero son invisibles). Como se sabe, 30 años
antes de esta demostración de Cantor, Joseph Liouville se había ocupado de mostrarnos algunos extraordinar-
ios números trascendentes llamados, en honor a su nombre, números de Liouville y que, gracias a la magia
del Teorema de Categoría de Baire, se demostró posteriormente que la totalidad de tales números constituye
un conjunto super abundante, es decir, es residual enR.

Lo que ahora sigue es la prueba que dio Liouville sobre la existencia de números trascendentes. Para ello
debemos primero definir lo que se entiende por números de Liouville.

Definición 2.1.16. Un número x∈ R se llamanúmero de Liouvillesi x es irracional y para cada n∈ N,
existen enteros p y q, con q> 1, tal que ∣∣∣∣x−

p
q

∣∣∣∣ <
1
qn

.

Denotaremos porL el conjunto de todos los números de Liouville. De inmediato probaremos que los
números de Liouville existen y son trascendentes. Para ellovamos a requerir del siguiente resultado.

Lema 2.1.12. Para cualquier número algebraico z∈ Alg(R) de grado n> 1, existe un entero positivo M tal
que ∣∣∣∣z−

p
q

∣∣∣∣ >
1

Mqn (2.1.1)

para todos los enteros p y q con q> 0.

Prueba.Puesto quez∈ Alg(R), existe un polinomio de gradon > 1, digamosf (x) = ∑n
j=1a jx j ∈ Z[x],

para el cualf (z) = 0. Consideremos el intervalo cerrado[z− 1,z+ 1]. Como la derivadaf ′ de f es una
función continua, su restricción al intervalo compacto[z−1,z+1] es acotada y, por consiguiente, podemos
determinar un enteroM > 0 tal que| f ′(x)| ≤ M para todox∈ [z−1,z+ 1]. Haciendo uso del Teorema del
Valor Medio para derivadas, arribamos a la desigualdad

| f (x)| = | f (x)− f (z)| ≤ M|x−z| (2.1.2)

siempre quex∈ [z−1,z+1].
Seanz1,z2, . . . ,zm las raíces distintas def (x) que son diferentes az y supongamos que la desigualdad

(2.1.1) no se satisface. Entonces existen enterosp y q, conq > 0 tal que
∣∣∣∣z−

p
q

∣∣∣∣ ≤
1

Mqn < 1.
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Por esto,
p
q
∈ [z−1,z+1],

y, más aún,
p
q
6∈ {z1,z2, . . . ,zm}.

En efecto, recordemos que como el grado dez esn, entonces el polinomiof (x) es irreducible sobreZ y, en
particular, irreducible sobreQ; esto significa quef (x) no tiene ninguna raíz racional. Por consiguiente

0 6= f

(
p
q

)
= a0 + a1

p
q

+ a2

(
p
q

)2

+ · · · + an

(
p
q

)n

y, en consecuencia,

∣∣∣∣ f
(

p
q

)∣∣∣∣ =
|a0q

n + a1q
n−1p + a2q

n−2p2 + · · · + anpn|
qn ≥ 1

qn .

Usando esto y la desigualdad (2.1.2), obtenemos

1
qn ≤ M

∣∣∣∣z−
p
q

∣∣∣∣,

es decir,
1

Mqn ≤
∣∣∣∣z−

p
q

∣∣∣∣.

Esta contradicción establece el fin de la prueba del lema. �

Ahora el resultado de Liouville.

Teorema 2.1.42 (Liouville). L⊆ Tras(R), es decir, cualquier número de Liouville es trascendente.

Prueba.Seaz un número de Liouville y supongamos que él es algebraico, es decir, z∈ Alg(R). Por el
Lema 2.1.12, existen enteros positivosM y n tal que

∣∣∣∣z−
p
q

∣∣∣∣ >
1

Mqn (2.1.3)

para todos los enterosp y q, q > 0. Escojamos un entero positivok tal que 2k ≥ 2nM. Comoz es un número
de Liouville, para estek, existen enterosp y q, conq > 1 tal que

∣∣∣∣z−
p
q

∣∣∣∣ <
1
qk .

De esto y la desigualdad (2.1.3) obtenemos 1/qk > 1/Mqn, y así,

M > qk−n ≥ 2k−n ≥ M.

Esta contradicción nos convence que todo número de Liouville es trascendente. �
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Nuestro próximo objetivo es mostrar, usando el Teorema de Categoría de Baire, la abundancia de los
números de Liouville. Para cadan∈ N y cada número racionalp/q con p y q primos entre sí, construyamos
el intervalo abierto (

p
q
− 1

qn ,
p
q

+
1
qn

)
,

y entonces definamos

Gn =
∞⋃

q=2

∞⋃

p=−∞

(
p
q
− 1

qn
,

p
q

+
1
qn

)
.

Como cadaGn es un conjunto abierto conteniendo aQ, el Teorema de Categoría de Baire nos dice que
G =

⋂∞
n=1Gn es unGδ-denso conteniendo aQ. Además, ya queRrQ= I es también unGδ-denso, resulta

queL= I∩G es unGδ-denso; es decir,

Teorema 2.1.43.L es residual enR y, por lo tanto,

RrL = Q∪
∞⋃

n=1

(RrGn)

es de primera categoría.

Puesto queL⊆ Tras(R), se sigue del resultado anterior queTras(R) también es residual enR. Otra con-
secuencia inmediata del Teorema 2.1.43, observada por PaulErdös [156] en el año de 1962, es la siguiente:
cualquier número real se puede escribir como la suma de dos números de Liouville, esto es,R= L+L. En
efecto, seax ∈ R y definamosLx = x−L. Resulta queLx también es residual enR por lo que dicho con-
junto intersecta, gracias al Teorema de Categoría de Baire,aL. Seag1 ∈ L∩Lx. Entonces existe ung2 ∈ L
tal queg1 = x−g2 y, en consecuencia,x = g1 + g2. Similarmente, existenh1,h2 enL tal quex = h1h2. Es
importante destacar que en el mencionado artículo de Erdös también existe una demostración constructiva
de ambos resultados.

Nótese que, en general, siGes cualquier subconjunto residual en un espacio de Banach(X,‖·‖), entonces
cualquierx∈ X se puede representar en la formax = g1 +g2, dondeg1,g2 ∈ G.

2.1.19. ‖ ◮ Aproximaciones diofánticas

Un resultado de Kronecker establece que:

Teorema 2.1.44 (Kronecker).Para cadaθ ∈ R\Q, el conjunto

Hθ =
{

nθ+m : m,n∈ Z
}

es denso enR.

La prueba del resultado de Kronocker puede ser llevada a cabopor una aplicación del Principio del
Palomar o de Dirichlet, el cual se puede formular del modo siguiente:

Principio del Palomar o de Dirichlet. Si n palomas se distribuyen en m palomares, y si n> m,
entonces al menos uno de los palomares debe contener más de una paloma.

Prueba del Teorema de Kronecker. Seax ∈ R y seaε > 0. Veamos que existenm,n ∈ Z para los cuales
se cumple que|m+ nθ− x| < ε. Por simplicidad, suponga quex = 0. Escojamos un enteron ≥ 1 tal que



204 Cap. 2Aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire

n > 1/ε y considere losn+ 1 números{0 · θ},{1 · θ}, . . . ,{n · θ}, donde{a} denota la parte fraccional
de a, es decir,{a} = a− [a] siendo[a] la parte entera dea. Divida el intervalo[0,1) en n partes iguales:
[0,1/n), [1/n,2/n), . . . , [(n−1)/n,1). Por el Principio del Palomar, al menos dos de los números fraccionales
yacen en alguno de esos intervalos, es decir, existen enteros py q en{0,1, . . . ,n} tales que|{p·θ}−{q·θ}| <
1/n, esto es,|(p−q)θ− ([q·θ]− [p·θ])| = |nθ+m| < ε, donden = p−q y m= [p·θ]− [q·θ]. �

Observe que comoR \Q es residual enR, el resultado de Kronecker puede ser reestablecido en los
siguientes términos:existe un conjunto residual G⊆ R tal que Hθ =

{
nθ + m : m,n∈ Z

}
es denso enR

para cadaθ ∈ G.

Un resultado más general que el de Kronocker fue dado a conocer por Bagemihl y Seidel en [46]
al demostrar que:si (tn)∞

n=1 es una sucesión estrictamente creciente de números reales positivos tal que
ĺımn→∞ tn = +∞, entonces existe un conjunto residual G⊆ R tal que, para cada x∈ G, el conjunto

Hx =
{

tnx+m : n∈ N, m∈ Z
}

es denso enR. También es fácil ver que si la sucesión(tn)∞
n=1 satisface los requerimientos anteriores, entonces

el conjunto

H =
{m

tn
: m∈ Z, n∈N

}

es denso enR. En efecto, seana,b ∈ N cona < b. El principio de Arquímedes nos garantiza la existencia
de unm0 ∈ N tal quem0(b− a) > 1, y puesto que ĺımn→∞ tn = ∞, existe unn ∈ N tal quetn > m0 y, por
consiguiente,tn(b−a) > 1, es decir,tnb− tna > 1. Comotna y tnb difieren en más de una unidad, existe un
m∈ Z tal quetna < m< tnb, de donde se sigue que

a <
m
tn

< b.

Esto demuestra queH ∩ (a,b) 6=∅ y termina la prueba. �

La demostración del resultado de Bagemihl y Seidel depende de una versión muy especial del Teorema
de Categoría de Baire que se utiliza, en particular, para derivar éste y otros resultados interesantes.

Recordemos que el Teorema 1.6.2 nos dice que siF es un subconjunto cerrado de un espacio topológico
de HausdorffX, entoncesF es nunca-denso si, y sólo si,X \F es denso enX. Suponga ahoraF es un
subconjunto arbitrario deX tal queX \F es denso enX. ¿qué condición o condiciones hay que agregarle al
conjuntoF, distinta a la de ser cerrado, para que él sea nunca-denso? Lasiguiente condición fue dada por
Bagemihl y Seidel en [46]:

Lema 2.1.13 (Propiedad BS).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y sea F⊆ X. Suponga que:

(1) cada vez que A sea un subconjunto de F denso en algún abierto V⊆ X, se cumpla que V⊆ F, y

(2) X \F es denso en X.

Entonces F es nunca-denso en X.

Prueba.Suponga queF no es nunca-denso enX. Esto significa que int(F) 6= ∅, de donde se sigue, si
hacemosV = int(F), queF es denso en el abiertoV ⊆ X. PongamosA := F. EntoncesA es denso en el
abiertoV y obviamenteA ⊆ F. Se concluye de(1) queV ⊆ F. Por otro lado,(2) nos dice que cualquier
abierto deX intersecta aX \F, en particular,V ∩ (X \F) 6= ∅ lo que resulta obviamente imposible pues
V ⊆ F. Esta contradicción establece queF es nunca-denso enX. �

La siguiente es una versión del Teorema de Categoría de Baireal estilo de Bagemihl y Seidel [46].
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Teorema 2.1.45 (Bagemihl-Seidel).Sea(X,τ) un espacio de Baire y suponga que(Fn)
∞
n=1 es una sucesión

de subconjuntos de X cada uno de los cuales satisface las condiciones(1) y (2) dadas en elLema 2.1.13.
Entonces X\⋃∞

n=1 Fn es residual en X.

Prueba.Por el Lema 2.1.13, cadaFn es nunca-denso enX y, gracias al Teorema 1.6.3,X\⋃∞
n=1 Fn es residual

enX. �

Teorema 2.1.46 (Bagemihl-Seidel).Sean Y1 un espacio topológico de Hausdorff, Y2 un espacio de Haus-
dorff que es segundo numerable y X un espacio de Baire. Suponga que a cada x∈ X se le ha asociado un
subconjunto no vacío Hx ⊆Y1 tal que

(3) si el conjunto D⊆ X es denso en algún subconjunto abierto no vacío G⊆ X, entonces el conjunto HD
es denso en HG, donde HA :=

⋃
x∈A Hx para cualquier A⊆ X.

Sea f: Y1 →Y2 una función continua tal que

(4) si G es un subconjunto abierto no vacío de X, entonces f(HG) es denso en Y2.

Entonces existe un conjunto residual R⊆ X con la siguiente propiedad: para cada r∈ R, el conjunto f(Hr)
es denso en Y2.

Prueba.ComoY2 es segundo numerable podemos seleccionar una base numerable, digamos(Bn)
∞
n=1, en

dicho espacio. Para cadan∈ N, defina el conjunto

Fn =
{

x∈ X : f (Hx)∩Bn =∅
}
.

Veamos que cadaFn posee las propiedades(1) y (2) del Lema 2.1.13. Fijemosn∈N y seaD un subconjunto
deX que es denso en algún abierto no vacíoG⊆ X y tal queD ⊆ Fn. En primer lugar vamos a demostrar
queG⊆ Fn. En efecto, comoD es denso enG, la condición(3) nos dice que el conjuntoHD es denso enHG,
esto es,HG ⊆HD y, por la continuidad def , tenemos quef (HG)⊆ f (HD)⊆ f (HD). Teniendo en cuenta que
D ⊆ Fn, entoncesf (Hd)∩Bn =∅ para todod ∈ D, y en consecuencia,

f (HD)∩Bn =
⋃

d∈D

(
f (Hd)∩Bn

)
= ∅.

Un llamado al Lema 1.4.1 nos revela quef (HD)∩Bn = ∅. En particular,f (HG)∩Bn = ∅ lo cual significa
que f (Hg)∩Bn = ∅ para todog∈ G, y en consecuencia,G⊆ Fn. Falta demostrar queX \Fn es denso enX.
SeaG un subconjunto abierto no vacío deX. Por(4), f (HG) es denso enY2, y comoBn es abierto enY2, se
tiene quef (HG)∩Bn 6=∅. De esto se sigue que el conjuntoG∩ (X \Fn) = {x∈ G : f (Hx)∩Bn 6=∅} es no
vacío, y por consiguiente,X \Fn es denso enX.

Habiendo demostrado que cadaFn satisface las propiedades(1) y (2) del Lema 2.1.13, el Teorema 2.1.45,
nos garantiza que el conjunto

R := X \
∞⋃

n=1

Fn =
∞⋂

n=1

(X \Fn) =
{

x∈ X : f (Hx)∩Bn 6=∅, para todon∈ N
}

es residual enX. Puesto que(Bn)
∞
n=1 es una base deY2, cualquier abiertoV deY2 se puede expresar en la

formaV =
⋃

k∈K Bk para algún conjuntoK ⊆ N, de donde se sigue quef (Hx) es denso enY2 para cualquier
x∈ R. �
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Teorema 2.1.47 (Bagemihl-Seidel).Sean X un espacio de Baire, Y un espacio de Hausdorff segundo nu-
merable y( fn)∞

n=1 una sucesión de funciones continuas de X en Y . Sea(Bn)
∞
n=1 una base fija de Y y suponga

que la siguiente condición se cumple:

(5) para cualquier conjunto abierto no vacío G⊆ X y cualquier Bn, existe un k∈N tal que fk(G)∩Bn 6=∅.

Entonces existe un conjunto residual R⊆ X tal que, para cualquier x∈ R, el conjunto Hx = { fn(x) : n∈ N}
es denso en Y .

Prueba.DefinamosY1 = Y2 = Y y sea f la función identidad deY en Y. Para cadax ∈ X, considere el
conjunto

Hx =
{

fn(x) : n∈ N
}
.

Observe que siA ⊆ X, entoncesHA =
⋃

a∈AHa =
⋃∞

n=1 fn(A). Queremos demostrar que las hipótesis del
teorema implican las condiciones(3) y (4) del teorema anterior. En efecto, para ver que(3) se cumple,
suponga queD ⊆ X es denso en algún abierto no vacíoG ⊆ X, esto es,G⊆ D. La continuidad de cadafn
nos asegura quefn(G) ⊆ fn(D) para todon∈ N y, en consecuencia,

HG =
⋃

n≥1

fn(G) ⊆
⋃

n≥1

fn(D) ⊆
⋃

n≥1

fn(D) = HD,

es decir,HD es denso enHG y la condición(3) del Teorema 2.1.46 queda establecida. Demostremos ahora
que (4) se cumple. SeaG un subconjunto abierto no vacío deX y veamos quef (HG) = HG es denso en
Y. En efecto, seaU un subconjunto abierto no vacío deY. ComoU =

⋃
n∈J Bn para algúnJ ⊆ N y ya

queHG =
⋃∞

n=1 fn(G), entonces la condición(5) nos revela queHG ∩U =
⋃∞

k=1
⋃

n∈J( fk(G)∩Bn) es no
vacío, quedando así demostrada la condición(4) del Teorema 2.1.46. Una aplicación del Teorema 2.1.46 nos
asegura la existencia de un conjunto residualR⊆X tal que f (Hx) = Hx =

{
fn(x) : n∈N

}
es denso enY para

cadax∈ R. �

Teorema 2.1.48 (Aproximación Diofántica).Sea(tn)∞
n=1 una sucesión estrictamente creciente de números

reales positivos tal queĺımn→∞ tn = ∞. Entonces existe un conjunto residual R⊆R tal que, para cada x∈ R,
el conjunto

Hx =
{

tnx+m : n∈ N, m∈ Z
}

es denso enR.

Prueba.Para poder aplicar el Teorema 2.1.47, hagamosX = Y = R, la base(Bn)
∞
n=1 que vamos a consi-

derar es la que está formada por todos los intervalos abiertos no degenerados deR con extremos raciona-
les, mientras que( fn)∞

n=1 consistirá de una enumeración de todas las funcionesϕm,k : R→ R definidas por
ϕm,k(x) = tmx+ k, dondem∈ N, k ∈ Z y x ∈ R. Veamos ahora que siG es cualquier subconjunto abier-
to no vacío deR, entonces para cualquiern ∈ N, existe unk ∈ N tal que fk(G)∩Bn 6= ∅. En efecto, sea
(a,b) un intervalo abierto contenido enG. El principio de Arquímedes nos garantiza la existencia de un
m0 ∈ N tal quem0(b− a) > 1, y puesto que ĺımn→∞ tn = ∞, podemos hallar unm∈ N tal quetm > m0 y,
así,tm(b−a) > 1. De esto se sigue que existe un enteroj con tma < j < tmb tal que cualquier número real
x (en particular, cualquierx ∈ Bn) se puede escribir en la formatmx0 + j para algúnx0 ∈ (a,b). Si fk es la
función que corresponde aϕm, j(x) = tmx+ j, para algúnk∈N, en nuestra enumeración, entonces tendremos
que fk(G)∩Bn 6= ∅. Por el Teorema 2.1.47 existe un conjunto residualR⊆ R tal que, para todox ∈ R, el
conjuntoHx =

{
tnx+m : n∈ N, m∈ Z

}
es denso enR. �
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2.2. Otras aplicaciones en espacios de Banach

2.2.1. ‖ ◮ Algunas aplicaciones clásicas

Esta sección la dedicaremos a mostrar algunas de las aplicaciones clásicas del Teorema de Categoría de
Baire en el ámbito de los espacios de Banach tales como: el Teorema de Acotación Uniforme, el Teorema
de Banach-Steinhauss, el Teorema de la Aplicación Abierta,y otras aplicaciones viejitas pero que no son tan
conocidas. Algunas herramientas y resultados de la teoría de los espacios de Banach serán presentadas en lo
que sigue y sus pruebas, las que no se dan, se pueden ver, por ejemplo, en [104]. Salvo mención explícita de
lo contrario, todos nuestros espacios de Banach serán sobreel cuerpo de los números reales.

‖ ◮ Espacios de Banach

Si (X,‖·‖) es un espacio normado, entoncesX∗ denota el dual (topológico) deX, es decir, el conjunto
de todos los funcionales lineales continuos definidos sobreX. Los elementos deX∗ serán denotados por
x∗,y∗,z∗, . . . y, en ocasiones, porf ,g, . . .. En algunas ocasiones usaremos el símbolo〈x,x∗〉 para denotar el
valor dex∗ enx, es decir,x∗(x). SobreX∗ se define la norma

‖x∗ ‖ = sup
{
|x∗(x)| : ‖x‖ ≤ 1

}
= sup

{
x∗(x) : ‖x‖ ≤ 1

}

para cadax∗ ∈ X∗. Resulta que con esa norma(X∗,‖·‖) es un espacio de Banach. De ahora en adelante, el
símboloBX denota la bola unitaria cerrada deX; esto es,BX = {x∈ X : ‖x ‖ ≤ 1}, y la esfera unitaria será
escrita porSX = {x∈ X : ‖x ‖ = 1}. En general, cualquier bola cerrada con centro enx∈ X y radio r > 0 se
denotará porB(x, r), mientras que las bolas abiertas serán designadas por el símboloU(x, r). En particular,
escribiremosUX = U(0,1). SeaA un subconjunto deX. Recordemos que:

A esconvexosi tx+(1− t)y∈ A siemprex,y∈ A y 0 < t < 1.

A esabsorbentesi, para cadax∈ X, existe unkx > 0 tal quex∈ tA para todot > kx.

A essimétrico si A = −A.

Usando inducción se demuestra que un subconjuntoA deX es convexo si contiene a todas las combinaciones
convexas deA, es decir, para cualquier colección finita de vectores enA, digamos,x1, . . . ,xn y escalares no
negativosλ1, . . . ,λn conλ1 + · · ·+ λn = 1, se cumple queλ1x1 + · · ·+ λnxn ∈ A. La cápsula convexadeA,
en notación, co(A), es el conjunto convexo más pequeño (con respecto a la inclusión) que contiene aA. Es
fácil establecer que co(A) consiste de todas las combinaciones convexas deA, esto es,

co(A) =

{ n

∑
i=1

λixi : xi ∈ A, λi ≥ 0, λ1 + · · ·+ λn = 1

}
.

Existe una colección de resultados, todos ellos vinculadosentre sí, conocidos con el mismo nombre de
“Teorema de Hahn-Banach” el cual establece la existencia, bajo ciertas condiciones, de funcionales linea-
les acotados sobre cualquier espacio lineal normado no nulo. Los que en esta notas necesitaremos son los
siguientes:



208 Cap. 2Aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire

Teorema de Hahn-Banach. Sean(X,‖·‖) un espacio normado y M un subespacio lineal cerrado
de X con M6= X. Si x∗0 es un funcional lineal acotado definido sobre M, entonces existe un funcional
lineal acotado x∗ definido sobre X que es una extensión de x∗

0 y que preserva la norma, es decir,

x∗(x) = x∗0(x) para todox∈ M, y ‖x∗ ‖ = ‖x∗0‖ .

Más aun, para cadax∈ X, conx 6= 0, existex∗ ∈ X∗ tal que‖x∗ ‖= 1 y ‖x‖ = x∗(x). En particular,

‖x‖ = sup
{

x∗(x) : x∗ ∈ X∗, ‖x∗ ‖ = 1
}

para todox∈ X.

Teorema de Hahn-Banach (Forma Geométrica). Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach y sean K,F
subconjuntos convexos no vacíos de X tales que: K es compacto, F es cerrado y K∩ F = ∅.
Entonces existe un x∗ ∈ X∗ y números realesα y β tales que

x∗(x) < α < β < x∗(y)

para todo x∈ K y todo y∈ F.

La topología débilo laω-topologíasobre un espacio normadoX se define como la topología más pequeña
sobreX bajo la cual las aplicaciones

x 7→ x∗(x), para cadax∗ ∈ X∗

son continuas. Con esta topologíaX es un espacio vectorial topológico localmente convexo. Unabase local
del 0∈ X en esta topología viene dada por los conjuntos

U(x∗1, . . . ,x
∗
n,ε) =

{
x∈ X : |x∗1(x)|, . . . , |x∗n(x)| < ε

}
, parax∗1, . . . ,x

∗
n ∈ X∗, n∈ N.

Si A ⊆ X, su clausura en laω-topología será denotada porA
ω
, mientras queA

‖·‖
es su clausura en la

‖·‖-topología. Si bien laω-topología es más débil que la‖·‖-topología, los conjuntos convexos cerrados en
ambas topologías, coinciden.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Mazur).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Si A⊆ X es cualquier conjunto
convexo, entoncesA

ω
= A

‖·‖
.

Prueba.Es suficiente demostrar queA
ω ⊆ A

‖·‖
ya que claramenteA

‖·‖ ⊆ A
ω
. Seax0 6∈ A

ω
pero suponga que

x0 6∈ A
‖·‖

. Por la forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach, existeunx∗ ∈ X∗ y un α ∈R tal que

x∗(x0) < α < x∗(y)

para todoy∈ A
‖·‖

. Resulta que el conjuntoU = {x∈ X : x∗(x) < α} es unω-entorno dex0 que es disjunto de
A

‖·‖
, por lo quex0 6∈ A

ω
. Esta contradicción establece queA

ω ⊆ A
‖·‖

y termina la prueba. �

Como una consecuencia inmediata del Teorema de Mazur se tiene que: siY es un subespacio lineal del
espacio lineal normado(X,‖·‖), entoncesY

ω
= Y

‖·‖
. Más aun, siA es cualquier subconjunto no vacío deX,

entonces
co ‖·‖(A) = co ω(A),



Sec. 2.2Otras aplicaciones en espacios de Banach 209

lo que escribiremos simplemente porco(A).

La aplicaciónJ : X → X∗∗ dada porJx(x∗) = x∗(x) para todox∗ ∈ X∗ y todo x ∈ X, es una aplicación
lineal continua que tiene el peculiar encanto de satisfacerla igualdad‖Jx‖ = ‖x ‖ para todox ∈ X. Este
hecho nos revela queJ es una aplicación inyectiva y nos permite identificar cada elementox de X con el
elementoJx deX∗∗ y, así, pensar aX como un subespacio norma-cerrado deX∗∗, es decir, cuando estemos
trabajando con el bidualX∗∗ de un espacio de BanachX, convenimos en identificar aBX con J(BX) y, en
general, aX conJ(X)⊆X∗∗. Si ocurre que la aplicaciónJ es sobreyectiva, es decirX = J(X) = X∗∗, entonces
se dice queX es un espacioreflexivo.

Si en lugar deX consideramos su dualX∗, podemos definir una nueva topología sobreX∗, llamada la
ω∗-topología, como la topología más pequeña sobreX∗ bajo la cual las aplicaciones

x∗ 7→ x∗(x), para cadax∈ X

son continuas. Esta topología convierte aX∗ en un espacio vectorial topológico Hausdorff localmente con-
vexo. Una base local del 0∈ X∗ en laω∗-topología la constituye la colección de todos los conjuntos de la
forma

U(0;x1, . . . ,xn,ε) =
n⋂

i=1

{
x∗ ∈ X∗ : |x∗(xi)| ≤ ε

}
, para x1, . . . ,xn ∈ X, n∈N.

Dos resultados importantes acerca de laω∗-topología sobre un espacio de Banach dual que nos serán de
gran ayuda son los siguientes:

Teorema de Banach-Alaoglu. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Entonces BX∗ esω∗-compacto.
Si X es separable, entonces(BX∗ ,ω∗) es, además, metrizable.

Teorema de Goldstine. Si (X,‖·‖) es un espacio de Banach, entonces identificando a BX con J(BX)
tenemos que BX esω∗-denso en BX∗∗; es decir,

B
ω∗

X = BX∗∗.

Corolario 2.2.1 (Caracterización de espacios reflexivos).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. BX es débil-
mente compacto si, y sólo si, X es reflexivo.

Prueba.Suponga queBX es débilmente compacto. Puesto que la aplicación canónicaJ : (X,ω)→ (X∗∗,ω∗)
es continua, entoncesJ(BX) esω∗-compacto, en particular,BX = J(BX) esω∗-cerrado. Se sigue ahora del

Teorema de Goldstine queBX = B
ω∗

X = BX∗∗ , de donde se deduce fácilmente queJ es sobreyectiva y, en
consecuencia,X es reflexivo.

Suponga ahora queX es un espacio reflexivo. Teniendo en cuenta queJ : (X,ω) → (X∗∗,ω∗) es un
homeomorfismo y sabiendo queBX∗∗ es, gracias al Teorema de Banach-Alaoglu,ω∗-compacto, resulta que
BX es débilmente compacto. �

El siguiente es un poderoso y fascinante resultado de R. C. James, que establece cómo caracterizar a los
subconjuntos débilmente compactos en un espacio de Banach.Su demostración, que no es en lo absoluto
trivial, puede ser vista en ([185], [219], p. 157–161, o [323]). Algunas de las aplicaciones recopiladas del
resultado de James se pueden mirar en [74].
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Teorema 2.2.2 (Teorema sup de James).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach y suponga que K es un sub-
conjunto acotado y débilmente cerrado de X. Entonces, K es débilmente compacto si, y sólo si, para cada
x∗ ∈ X∗ existe un x0 ∈ K tal que

x∗(x0) = supx∗(K).

Con éste instrumento en las manos, el siguiente resultado esmuy fácil de demostrar.

Corolario 2.2.2 (Teorema de Krein-Šmulian). Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Si K es un subconjunto
débilmente compacto de X, entoncesco(K) también es débilmente compacto.

Prueba.Seax∗ ∈ X∗. Si K es débilmente compacto, entonces el resultado de James nos provee de unx0 ∈ K
tal quex∗(x0) = supx∗(K). Pero ya que, supx∗(K) = supx∗(co(K)), entoncesx∗(x0) = supx∗(co(K)) y de
nuevo, por el Teorema sup de James,co(K) es débilmente compacto. �

Finalizamos, por ahora, con uno de los resultados clásicos eimportantes en la teoría de los espacios
normados que nos dice, en particular, que en los espacios lineales normados de dimensión infinita la bola
cerrada unitaria nunca puede ser compacta en la topología dela norma.

Lema 2.2.1 (Lema de Riesz).Sean(X,‖·‖) un espacio lineal normado y Y un subespacio lineal cerrado y
propio de X. Para cada0 < θ < 1, existe un xθ ∈ SX tal que‖xθ −y‖ > θ para todo y∈Y.

Prueba.Escojamos uny∈ X \Y, lo cual es posible por serY 6= X. Puesto queY es cerrado, la distancia dey
aY es positiva, es decir,

0 < d := ı́nf
{
‖x−z‖ : z∈Y

}
<

d
θ
,

de allí que existe unz∈Y tal que

‖x−z‖ <
d
θ
.

Definamos ahora

xθ =
x−z

‖x−z‖ .

Es claro quexθ ∈ SX. Más aun, siy∈Y, entonces

‖xθ −y‖ =

∥∥∥∥
x−z

‖x−z‖ −y

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
x

‖x−z‖ −
z

‖x−z‖ −
x−z

‖x−z‖y

∥∥∥∥

=
1

‖x−z‖

∥∥∥∥x− (z+‖x−z‖y)
un elemento de Y

∥∥∥∥

>
θ
d

d = θ.

�

Teorema 2.2.3 (Riesz).Sean(X1,‖·‖1) y (X2,‖·‖2) dos espacios de Banach sobre el mismo cuerpoK y
suponga quedim(X1) = dim(X2) < +∞. Entonces X1 y X2 son topológicamente isomorfos.
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Prueba.Es suficiente demostrar que si(X,‖·‖) es un espacio de Banach de dimensión finita, digamos
dim(X) = n para algúnn∈ N, entoncesX es topológicamente isomorfo a

(
ℓn

1,‖·‖1

)
, donde

‖(a1, . . . ,an)‖1 = |a1|+ · · ·+ |an|

para cualquier vector(a1, . . . ,an) ∈ ℓn
1. Sea

{
x1, . . . ,xn

}
una base de Hamel paraX y defina la aplicación

lineal T : ℓn
1 → X por

T
(
(a1, . . . ,an)

)
= a1x1 + · · ·+anxn.

ClaramenteT es un isomorfismo deℓn
1 sobreX. Más aun, para todox = (a1, . . . ,an) ∈ ℓn

1 resulta que

‖T(x)‖ = ‖a1x1 + · · ·+anxn‖ ≤ máx
1≤i≤n

‖xi ‖‖x‖1

lo cual prueba queT es un operador lineal continuo. Un llamado al Teorema de la Aplicación Inversa (véase
el Corolario 2.2.8, página 223) nos revela queT−1 también es continuo y termina la prueba. �

Una consecuencia inmediata del Lema de Riesz y del resultadoanterior es el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4 (Teorema de Riesz).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. La bola unitaria BX es compacta
en la topología de la norma si, y sólo si, dim(X) < +∞.

Prueba.Suponga que dim(X) = n < +∞. Entonces, por el Teorema 2.2.3,X es isomorfo aℓn
2 y, en conse-

cuencia, la compacidad deBX sigue del Teorema de Heine-Borel.
Suponga ahora que algún espacio de Banach(X,‖·‖) de dimensión infinita posee su bola unitariaBX

compacta. Nuestra tarea, para generar una contradicción, será construir una sucesión(xn)
∞
n=1 enBX de modo

tal que ninguna subsucesión de ella sea convergente en la norma. Para ver esto, comencemos escogiendo un
x1 ∈SX y seaY1 el subespacio lineal generado porx1. Por serY1 un subespacio cerrado y propio deX, el Lema
de Riesz nos dice que existe unx2 ∈SX tal que‖x2−αx1‖≥ 3/4 para todoα∈R. En particular,‖x2−x1‖≥
1/2. Como los vectoresx1 y x2 son linealmente independientes y la dimensión deX es infinita, el subespacio
lineal generado porx1 y x2, llamémosloY2, es cerrado y propio. Por el Lema de Riesz, existe unx3 ∈ SX tal
que‖x3−αx1−βx2‖ ≥ 3/4 para todoα,β ∈ R. En particular,‖x3−xi ‖ ≥ 1/2 parai = 1,2. Continuando
inductivamente con este mecanismo, obtenemos la sucesión deseada. Claramente la sucesión así construida
no posee subsucesión alguna convergente lo cual niega la compacidad deBX gracias al Teorema 1.4.18.�

Observe que, por el teorema anterior, en cualquier espacio de Banach de dimensión infinitaX, ninguna
bola cerrada deX puede ser norma-compacta y, por consiguiente, ningún conjunto acotado, abierto y no
vacío cuando se clausura en la topología de la norma puede sernorma-compacto. Como una consecuencia
inmediata del Teorema de Riesz en combinación con el Teoremade Categoría de Baire se tiene el siguiente:

Corolario 2.2.3. Si(X,‖·‖) es un espacio de Banach de dimensión infinita, entonces(X,‖·‖) nunca es unσ-
compacto, es decir, nunca se puede escribir como una unión numerable de subconjuntos norma-compactos.

Prueba.Suponga queX =
⋃∞

n=1Kn, donde cadaKn es un subconjunto norma-compacto deX. Por el Teorema
de Categoría de Baire, existe unn0 ∈N tal que int(Kn0) 6=∅. Esto significa queKn0 contiene una bola abierta
U(x, r) para algúnr > 0 y algúnx∈ X. De aquí se sigue queU(x, r) = B(x, r) es compacto y, entonces, por
el Teorema de Riesz, dim(X) < ∞. Esta contradicción da por terminada la prueba. �

(B-1) Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Si K es un subconjunto absorbente, convexo y cerrado de X,
entonces K contiene un entorno abierto del origen.
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Prueba.DefinamosD = K ∩ (−K). EntoncesD es absorbente, simétrico, convexo, cerrado y además
0∈ D. Más aún, para cualquier subconjunto no vacíoA deD, resulta que

0∈ 1
2

A+
1
2
(−A) ⊆ 1

2
D+

1
2
(−D) ⊆ 1

2
D+

1
2

D = D,

y entonces será suficiente demostrar que int(D) 6=∅ puesto que el entorno del origen

1
2

int(D)+
1
2

(−int(D))

está contenido enD. Supongamos que int(D) = ∅. Entonces, para cadan ∈ N, el conjuntonD es
cerrado y tiene interior vacío; es decir, es nunca-denso enX. Del Teorema 1.6.2, se sigue queXrnD
es abierto y denso enX y por el Teorema de Categoría de Baire,

⋂∞
n=1(X r nD) es denso enX.

Observemos ahora que
∞⋂

n=1

(XrnD) = Xr
∞⋃

n=1

nD =∅

puesX =
⋃∞

n=1nD ya queD es absorbente. Esta contradicción establece que int(D) 6=∅ y termina la
prueba. �

(B-2) Sea(X,‖·‖) un espacio normado. Si F es un subespacio lineal cerrado y propio de X, entonces F es
nunca-denso en X.

Prueba.Supongamos que int(F) 6=∅ y seaz∈ int(F). Entonces existe unr > 0 tal que la bola abierta
U(z, r) ⊆ F. ComoF es un subespacio lineal, entonces

−z+U(z, r) = U(0, r) ⊆ F.

De aquí se sigue, gracias a queF es cerrado, quen·U(0, r) ⊆ F para todon∈ N y, en consecuencia,⋃∞
n=1n ·U(0, r) ⊆ F. Por otro lado, six ∈ X, entonces existe unn ∈ N tal que‖x‖ ≤ nr, es decir,

x∈ n·U(0, r) por lo que

X =
∞⋃

n=1

n·U(0, r) = F,

lo que resulta ser imposible puesF es un subespacio propio deX. �

Varias consecuencias se derivan inmediatamente de éste resultado. Por ejemplo:

(a) En el espacio de Banach(ℓ∞,‖·‖∞) de todas las sucesiones acotadas, las sucesiones que son
divergentes son abundantes, es decir, forman un conjunto residual. En efecto, si consideramos a
(c,‖·‖∞), el espacio de Banach de todas las sucesiones de números reales convergentes, resulta
quec es un subespacio lineal, cerrado y propio deℓ∞ por lo que, gracias al resultado anterior,c es
nunca-denso enℓ∞; es decir, el conjuntoℓ∞ \c, que consiste de todas las sucesiones de números
reales acotadas y divergentes, es norma-denso enℓ∞. De hecho, comoc es cerrado enℓ∞, el
conjuntoℓ∞ \c es abierto y, en consecuencia, unGδ. Esto prueba queℓ∞ \c es residual enℓ∞.

Uno puede demostrar, sin apelar al resultado anterior, queℓ∞ \ c es denso enℓ∞ por medio del
siguiente argumento:
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SeaU(x,ε) una bola abierta arbitraria contenida enℓ∞, dondex = (xn)
∞
n=1 ∈ ℓ∞, y veamos que

U(x,ε)∩ (ℓ∞ \c) 6= ∅. Observe que six 6∈ c, entonces no hay nada que demostrar. Suponga en-
tonces quex ∈ c y que ĺımn→∞ xn = a para algúna ∈ R. Escojamos ahora unN ∈ N tal que
|xn−a| < ε/4 para todon≥ N. Definamosy = (yn)

∞
n=1 ∈ ℓ∞ del modo siguiente:

y1 = x1, . . . ,yN = xN, y para n > N pongamos yn =

{
a+ ε/4 sin es impar,

a− ε/4 sin es par.

Entoncesd∞(x,y) = supn∈N |xn−yn| < ε, de donde se sigue quey∈U(x,ε). Por otro lado, como

ĺımsup
n→∞

yn = a+ ε/4 y ĺıminf
n→∞

yn = a− ε/4,

vemos quey 6∈ c. Esto prueba la densidad deℓ∞ \c enℓ∞.

(b) Similar al Corolario 2.2.3 tenemos que:si (X,‖·‖) es un espacio de Banach y si(Xn)
∞
n=1 es

una sucesión de subespacios lineales (no necesariamente cerrados) de X tal que X=
⋃∞

n=1Xn,
entonces existe al menos un n0 ∈ N tal que Xn0 = X. En efecto, siXn 6= X para todon ∈ N,
entonces como cadaXn es un subespacio lineal cerrado y propio deX, por el resultado ante-
rior tenemos queXn es nunca-denso y, en consecuencia, por el Teorema de Categoría de Baire,
X 6=⋃∞

n=1 Xn. Esto, por supuesto, contradice nuestra hipótesis pues, como X =
⋃∞

n=1Xn y ya que⋃∞
n=1 Xn ⊆

⋃∞
n=1Xn ⊆ X, entoncesX =

⋃∞
n=1Xn. De lo anterior se concluye, en particular, que:

ningún espacio de Banach puede se escrito como una unión numerable estrictamente creciente
de subespacios lineales cerrados propios.

(c) Sea(Tn)
∞
n=1 una sucesión de operadores lineales continuos de un espaciode Banach X en un

espacio normado Y tal que Tn 6= 0 para todo n∈ N. Entonces, el conjunto

X0 =
{

x∈ X : Tn(x) 6= 0 para todon≥ 1
}

es residual en X. En efecto, comoTn es continuo yTn 6= 0 para todon∈N, resulta que el conjunto
Ker(Tn)= {x∈X : Tnx= 0} es un subespacio lineal cerrado y propio deX. Por(B−2), el conjunto
Ker(Tn) es nunca-denso y, por lo tanto, comoX es un espacio de Banach,X0 = X \⋃∞

n=1Ker(Tn)
es, por el Teorema 1.6.3, residual enX.

(d) Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach,x∈ X y Y un subespacio lineal cerrado deX. Denotemos por
E(x,Y) el error de mejor aproximación dex con elementos deY, esto es,

E(x,Y) = ı́nf
{
‖x−y‖ : y∈Y

}
,

es decir,E(x,Y) = dist(x,Y). Otro resultado, producto de la combinación del Lema de Riesz y el
Teorema de Categoría de Baire es el siguiente (véase, [402],Theorem 1):

Teorema 2.2.5 (Shapiro).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach y suponga que(Xn)
∞
n=1 es una

sucesión estrictamente creciente de subespacios linealescerrados y propios de X, es decir,

{0} $ X1 $ X2 $ · · ·$ X.

Si(εn)
∞
n=1 es una sucesión no-creciente de números reales positivos convergiendo a cero, entonces

existe un conjunto residual G de X tal que, para cada x∈ G, existe un nx ∈ N para el cual se
cumple que E(x,Xnx) > mεnx para todo m∈N.
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Prueba.En primer lugar observe que, por(b), X 6= ⋃∞
n=1 Xn. Seleccionando cualquier vector

x ∈ X \⋃∞
n=1Xn, tendremos queE(x,Xn) > 0 para todon ∈ N y, además, por ser la sucesión

estrictamente creciente se tienen las desigualdades

E(x,X1) ≥ E(x,X2) ≥ ·· · > 0

Para cadam≥ N, considere el conjunto

Ym =
∞⋂

n=1

{
x∈ X : E(x,Xn) ≤ mεn

}
,

el cual puede ser vacío para algúnm. En cualquier caso, ya queE(·,Y) es una aplicación continua,
resulta que cada conjuntoYm es cerrado enX. Más aun, es fácil establecer queYm es convexo y,
además, comoE(x,Xn) = E(−x,Xn) para cualquierx∈ X y cualquiern∈N, entoncesYm también
es simétrico. Sea

Y =
∞⋃

m=1

Ym.

Veamos que cadaYm es nunca-denso enX. En efecto, suponga por un momento que, para algún
m0 ∈ N, Ym0 tiene interior no vacío y escojamos una bola cerradaB(x0, r) contenida enYm0 para
algúnr > 0. Sin perder generalidad, podemos suponer que 0< r < 1. Seay cualquier vector en
X con‖y‖ ≤ 1. Entoncesx0 + ry ∈Ym0 y por simetría, los elementosx0− ry y −x0+ ry están en
Ym0. Usando ahora el hecho de queYm0 es convexo, resulta que para cualquiery∈ X con‖y‖ = 1,
el elemento

1
2

[(
x0 + ry

)
+
(
x0− ry

)]
= ry

también pertenece aYm0, es decir, la esfera cerradaS(0, r) con centro en 0 y radior está contenida
enYm0. Teniendo en cuenta queεn ց 0, podemos seleccionar un entero positivon0 lo suficien-
temente grande de modo tal queεn0 < r/m0. Si x∈ S(0, r), entoncesx∈Ym0 y, en consecuencia,
E(x,Xn0) ≤ m0εn0 < r lo que constituye una clara violación al Lema de Riesz. Por elTeorema de
Categoría de Baire, el conjunto

G = X \Y =
∞⋂

m=1

(
X \Ym

)

=
{

x∈ X : ∃nx ∈N para el cualE(x,Xnx) > mεnx, para todom∈N
}

es residual enX. �

Suponga ahora que(X,‖·‖) es un espacio de Banach de dimensión infinita y que nuestro subespacio
lineal F siga siendo propio pero, en lugar de aceptar que sea cerrado,pedimos que sea denso enX.
¿EsF de segunda categoría? La pregunta, formulada por V. Klee y A.Wilansky, obtuvo una respuesta
negativa si se acepta el Axioma de Martin. En efecto, en [16] J. Arias de Reyna construye, en cada
espacio de Banach separable de dimensión infinita, un subespacio lineal denso de primera categoría
utilizando el Axioma de Martín para deducir que siκ es un número cardinal menor que 2ℵ0 y si
A = {Ak ⊆ R : k < κ} es una familia de subconjuntos deR cada uno de los cuales posee medida de
Lebesgue cero, entonces

⋃
k<κ Ak también posee medida de Lebesgue cero (véase, [407]). Posterior-

mente, M. Valdivia [433] generaliza el resultado de Arias deReyna a espacios vectoriales topológicos
de Baire, separables y de dimensión infinita pero siempre admitiendo como premisa el Axioma de
Martin.
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(B-3) Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach de dimensión infinita. SiB es una base de Hamel (= base alge-
braica) de X, entonces la cardinalidad deB es no numerable.

Prueba.Supongamos queB es infinito numerable, digamosB = {e1,e2, . . . ,en, . . .}. Definamos, para
cadan∈ N, el conjunto

Fn = [{e1,e2, . . . ,en}]
donde[{e1,e2, . . . ,en}] denota el subespacio lineal generado{e1,e2, . . . ,en}. CadaFn es un subespacio
lineal de dimensión finita y, en consecuencia, propio y cerrado enX. Puesto queB es una base de
Hamel resulta queX =

⋃∞
n=1 Fn y, por consiguiente, podemos hacer uso del Teorema de Categoría de

Baire para que nos provea de la existencia de unn ∈ N tal que int(Fn) 6= ∅, lo que evidentemente
contradice el resultado anterior. Por estoB es no numerable. �

(B-4) Sea(K,τ) un espacio de Hausdorff compacto. K es numerable si, y sólo si, él es disperso y metrizable.

Recordemos que un espacio de Hausdorff compacto(K,τ) se dicedispersosi cada subconjunto ce-
rradoL deK posee al menos un punto aislado.

Prueba.Supongamos queK es numerable y para cada par de elementosx,y∈K conx 6= y, definamos
el conjunto

Hx,y = { f ∈C(K) : f (x) = f (y)},
donde, como siempre,C(K) es el espacio de Banach de Banach de todas las funciones continuas
acotadas a valores reales definidas sobreK. Es fácil ver que cadaHx,y es un subespacio cerrado y
propio deC(K). Por (B−2), cadaHx,y tiene interior vacío; es decir, cada conjuntoHx,y es cerrado y
nunca-denso. Observe que comoK es numerable, la unión

⋃
x,y∈K Hx,y es una unión numerable y, así,

por el Teorema de Categoría de Baire,
⋃

x,y∈K

Hx,y  C(K).

Por consiguiente, existe una funciónf ∈ C(K) que no pertenece a ningúnHx,y; es decir, f es una
función inyectiva sobreK. De aquí se sigue quef : K → f (K) es un homeomorfismo y comof (K)
es un subconjunto métrico compacto (deR), entoncesK es metrizable. Para finalizar la prueba de
esta implicación, notemos que cualquier subconjunto cerrado L deK es numerable y, de nuevo, por el
Teorema de Categoría de Baire,L posee al menos un punto aislado; es decir,K es disperso.

Supongamos ahora queK es un espacio métrico compacto disperso. Por el Lema 2.2.11,página 281,
existe unβ < ω1 tal queK(β) = ∅. Puesto queK(α)rK(α+1) es a lo más numerable ya que cada
x∈ K(α)rK(α+1) es un punto aislado deK(α) y como

K =
⋃

α<β

(
K(α)rK(α+1)

)
∪K(β) =

⋃

α<β

(
K(α)rK(α+1)

)
,

resulta queK es numerable. Esto termina la prueba de(B−4). �

(B-5) Teorema de Osgood. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach y sea( fα)α∈Γ una familia de funciones
continuas a valores reales definidas sobre Xpuntualmente acotada, lo cual significa que para cada
x∈ X, existe una constante no negativa Mx tal que

sup
α∈Γ

| fα(x)| ≤ Mx.
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Entonces existen un conjunto abierto no vacío V en X y una constante M> 0 tal que

sup
α∈Γ, x∈V

| fα(x)| ≤ M,

Prueba.Para cada entero positivon, definamos

Fn =
⋂

α∈Γ
{x∈ X : | fα(x)| ≤ n}.

Puesto que cada funciónfα es continua, el conjunto{x ∈ X : | fα(x)| ≤ n} es cerrado y, por consi-
guiente, cadaFn es cerrado enX. Más aún,X =

⋃∞
n=1Fn. Un llamado al Teorema de Categoría de

Baire nos garantiza la existencia den0 tal que int(Fn0) 6=∅. DefiniendoV = int(Fn0), resulta que

sup
α∈Γ, x∈V

| fn(x)| ≤ M.

�

El resultado anterior fue probado por Osgood en 1897 ([343])el cual nos permite demostrar, de una
forma casi inmediata, el Teorema de Acotación Uniforme.

(B-6) Teorema de Acotación Uniforme 1.Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y(Y,‖·‖) un espacio nor-
mado. Si(Tα)α∈D es una familia de operadores lineales continuos de X en Y puntualmente acotada,
es decir, para cada x∈ X existe una constante positiva Mx tal que

sup
α∈D

||Tα(x)|| ≤ Mx.

entonces ella esuniformemente acotada, vale decir, existe una constante positiva M tal que

sup
α∈D

||Tα|| ≤ M.

Prueba.Para cadaα ∈ D, la función fα : X → R definida por fα(x) = ||Tα(x)|| para todox ∈ X es
continua y, se sigue de nuestra hipótesis, que la familia( fα)α∈D es puntualmente acotada. Por el
Teorema de Osgood, existen una constante positivaM ′ y un conjunto abierto no vacíoV enX tal que

sup
α∈D, x∈V

||Tα(x)|| ≤ M ′.

En particular, existe algúnx0 ∈V y algún δ > 0 tal que U(x0,δ) ⊆V, y

sup
α∈D, x∈U(x0,δ)

||Tα(x)|| ≤ M ′.

Ahora, siy∈ X con ||y|| < δ, entoncesx0 +y∈U(x0,δ) y así, para todoα ∈ D,

||Tα(y)|| ≤ ||Tα(x0 +y)||+ ||Tα(x0)||
≤ 2M ′



Sec. 2.2Otras aplicaciones en espacios de Banach 217

Finalmente, siz∈ X con z 6= 0 y si definimosy = (δ/2||z||)z, tendremos que||y|| < δ y, por la
observación anterior,||Tα(y)|| ≤ 2M ′. Por esto, para todoα ∈ D,

||Tα(z)|| =
∥∥∥∥Tα

(
2||z||

δ
y

)∥∥∥∥

=
2||z||

δ
‖Tα(y)‖

≤ 4M ′

δ
‖z‖ .

Por consiguiente, tomandoM = 4M ′/δ, tendremos que‖Tα(z)‖ ≤ M ‖z‖ para todoα ∈ Γ y todo
z∈ X, es decir,

sup
α∈D

||Tα|| ≤ M.

�

Observemos que el Teorema de Acotación Uniforme también se puede expresar del modo siguiente:

(B-7) Teorema de Acotación Uniforme 2.Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y(Y,‖·‖) un espacio nor-
mado. Si(Tα)α∈D es una familia de operadores lineales continuos de X en Y, entonces una, y sólo
una, de las siguientes dos condiciones se cumple:

(a) o existe una constante positiva M tal que

sup
α∈D

||Tα|| ≤ M,

(b) o existe un subconjunto Gδ-denso G de X tal que

sup
α∈D

||Tα(x)|| = ∞, para todox∈ G.

Prueba.Considere la funciónf : X → R definida por

f (x) = sup
α∈D

‖Tα(x)‖ (x∈ X)

y sea
Gn = {x∈ X : f (x) > n} (n = 1,2,3, . . .).

Como cada funciónx 7→ ‖Tα(x)‖ es continua sobreX, resulta quef es inferiormente semicontinua
y, por consiguiente, cadaGn es abierto. Dos opciones son viables: la primera es que todoslos Gn son
densos, en cuyo caso aplicamos el Teorema de Categoría de Baire para obtener que la intersección
G :=

⋂∞
n=1Gn = {x∈ X : f (x) = ∞} es densa enX lo que constituye la prueba de la parte(b). La otra

posibilidad es que exista algúnn0 ∈ N tal queGn0 no sea denso enX. En este caso existe una bola
abierta, digamosU(x0,δ) enX, que no intersecta aGn0. Esto implica, en particular, que

‖Tα(x)‖ ≤ n0 siempre que α ∈ D y x∈U(x0,δ).

De esto último se deduce que, para todox∈U(x0,δ) y todoα ∈ D

‖Tα(x−x0)‖ ≤ ‖Tαx‖+‖Tαx0‖ ≤ 2n0.
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Como en la prueba del Teorema de Acotación Uniforme 1 se concluye de esto que

sup
α∈D

||Tα|| ≤
4n0

δ

lo que finaliza la prueba de(a). �

La segunda parte del resultado anterior algunos autores prefieren en llamarlo elPrincipio of Conden-
sación of Singularidades, mientras que el Teorema de Acotación Uniforme 2 también se le conoce
con el nombre deTeorema de Banach-Steinhauss. Otra demostración del Teorema de Acotación
Uniforme 1 sin apelar al Teorema de Categoría de Baire fue dada por S. Banach en su libro [29]
usando el método de la joroba deslizante (Gliding hump). Másrecientemente, J. Hennefeld [210] uti-
lizando sólo la noción de series en un espacio de Banach y el hecho de que en tales espacios toda serie
absolutamente convergente es convergente (en la norma del espacio) nos proporciona otra manera de
probar el Teorema de Acotación Uniforme.

Otra consecuencia del Teorema de Acotación Uniforme es el siguiente:

(B-8) Teorema de Banach-Steinhauss.Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach,(Y,‖·‖) un espacio normado
y (Tn)

∞
n=1 una sucesión de operadores lineales continuos de X en Y tal que ĺımn→∞ Tn(x) existe para

cada x∈ X. Si definimos T: X →Y por la fórmula

T(x) = ĺım
n→∞

Tn(x)

para todo x∈ X, entonces:

a) T es lineal y continuo, y

b) ‖T ‖ ≤ ĺım inf
n→∞

‖Tn‖.

Prueba.a) La linealidad deT es consecuencia inmediata de la de cadaTn. Por otro lado, puesto
que toda sucesión convergente es acotada, y ya que ĺımn→∞ Tn(x) existe para cadax ∈ X, se sigue
que para cadax ∈ X existe una constante positivaMx tal que supn ||Tn(x)|| ≤ Mx, en otras palabras,
para cadax∈ X, ||Tn(x)|| ≤ Mx‖x‖ para todon∈ N. Por el Teorema de Acotación Uniforme, existe
una constanteM > 0, tal que supn ||Tn|| ≤ M. De esto y la continuidad de cadaTn, se sigue que
||Tn(x)|| ≤ M||x|| para todox∈ X. Finalmente, de la desigualdad

‖T(x)‖ ≤ ‖T(x)−Tn(x)‖+‖Tn(x)‖ ≤ ‖T(x)−Tn(x)‖+M ‖x‖

y el hecho de queT(x) = ĺımn→∞ Tn(x), concluimos que

‖T(x)‖ ≤ M ‖x‖ para todox∈ X,

es decir,T es continua.

b) Sea(nk)
∞
k=1 una subsucesión deN tal que ĺım

k→∞
‖Tnk ‖ = ĺım inf

n→∞
‖Tn‖. Entonces

‖Tx‖ ≤ ‖(Tnk −T)(x)‖ + ‖Tnk‖‖x‖ , para todox∈ X y k∈ N.

De esto se sigue, teniendo en cuenta queT(x) = ĺım
k→∞

Tnk(x), que

‖Tx‖ ≤ ( ĺım
k→∞

‖Tnk ‖)‖x‖ , para todox∈ X,
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por lo que
‖T ‖ ≤ ĺım

k→∞
‖Tnk ‖ = ĺım inf

n→∞
‖Tn‖ .

Esto finaliza la prueba. �

(B-9) Teorema de la Aplicación Abierta. Sean(X,‖·‖) y (Y,‖·‖) espacios de Banach y T: X → Y un
operador lineal acotado sobreyectivo. Entonces T es una aplicación abierta; es decir, T transforma
conjuntos abiertos en X en conjuntos abiertos en Y .

Antes de abordar la prueba del Teorema de la Aplicación Abierta, recordemos el siguiente hecho:

Lema (X). Si (X,‖·‖) es un espacio de Banach, entonces cada serie absolutamente convergente es
convergente.

Prueba del Lema (X). Sea∑n≥1xn una serie absolutamente convergente enX. Si m1,m2 ∈ N con
m2 > m1, entonces ∥∥∥∥∥

m2

∑
n=1

xn −
m1

∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥ ≤
m2

∑
n=m1

‖xn‖

el cual se puede hacer arbitrariamente pequeño siempre quem1 se escoja lo suficientemente grande.
�

Prueba del Teorema de la Aplicación Abierta. La prueba la haremos en dos actos. El primer acto
requiere que demostremos, en primer lugar, el siguiente:

Lema (XX). Sean(X,‖·‖) y (Y,‖·‖) espacios de Banach y T: X →Y un operador lineal acotado.
Supongamos que para algúnρ > 0 y algún R> 0 se cumple que

UY(0,ρ) ⊆ T(UX(0,R)).

Entonces
UY(0,ρ) ⊆ T(UX(0,R)).

Prueba del Lema (XX). Nuestro primer objetivo será construir, para cada 0< ε < 1/2 y cada vector
y∈UY(0,ρ), una sucesión(xn)

∞
n=1 enX tal que

∞

∑
n=1

‖xn‖ < ∞, x :=
∞

∑
n=1

xn y y = Tx=
∞

∑
n=1

Txn.

Fijemos entonces 0< ε < 1/2 y tomemos cualquiery ∈ UY(0,ρ). Por hipótesis,y ∈ T(UX(0,R)) y,
así, existey1 ∈ T(UX(0,R)) tal que‖y−y1‖ < ερ. Peroy1 ∈ T(UX(0,R)) significa que existe un
x1 ∈UX(0,R) tal quey1 = Tx1; es decir,‖y−Tx1‖ < ερ, lo cual es equivalente a decir quey−Tx1 ∈
UY(0,ερ). Observemos, por otro lado, que la condiciónUY(0,ρ) ⊆ T(UX(0,R)) implica que

UY(0,ερ) = εUY(0,ρ) ⊆ εT(UX(0,R)) = T(UX(0,εR))

y, en consecuencia,
y−Tx1 ∈ T(UX(0,εR)).
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Procediendo como en el paso anterior, existe un puntox2 ∈UX(0,ερ) tal que

‖(y−Tx1)−Tx2)‖ < ερ;

es decir,
y−Tx1−Tx2 ∈UY(0,ερ) ⊆ T(UX(0,εR)).

Si suponemos que este proceso se lleva a cabo indefinidamente, habremos obtenido una sucesión
(xn)

∞
n=1 enX tal que para todon∈ N, xn ∈UX(0,εn−1R) y

y−Tx1−Tx2−·· ·−Txn ∈ UY(0,εnρ) ⊆ T(UX(0,εnR)).

De esto, y el hecho de que‖xn‖ < εn−1R, obtenemos

∞

∑
n=1

‖xn‖ < ∞ y y =
∞

∑
n=1

Txn.

Por otro lado, comoX es completo, el Lema(X) nos dice que la serie∑∞
n=1xn converge a algúnx∈ X

y entonces, la continuidad deT nos garantiza quey = Tx= ∑∞
n=1Txn. Vamos de inmediato a verificar

quex∈UX(0,R/(1−2ε)). En efecto, las desigualdades

‖x‖ = ĺım
n→∞

∥∥∥∥∥
n

∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥ ≤ ĺım
n→∞

n

∑
i=1

‖xi ‖ ≤
R

1− ε
<

R
1−2ε

,

muestran quex∈UX(0,R/(1−2ε)) y, por lo tanto,y = Tx∈ T
(
UX(0,R/(1−2ε))

)
.

Hasta ahora hemos demostrado que

UY(0,ρ) ⊆ T
(
UX(0,R/(1−2ε))

)
, para todo 0< ε < 1/2.

Para finalizar el primer acto de la prueba elijamos, de nuevo,un elemento cualquieray enUY(0,ρ).
Entonces‖y‖ < ρ. Escojamos ahora und > 0 de modo que‖y‖ < d < ρ. Entonces

y∈UY(0,d) =
d
ρ

UY(0,ρ)

⊆ d
ρ

T
(
UX(0,R/(1−2ε))

)

= T
(
UX(0,dR/ρ(1−2ε))

)

Puesto qued/ρ < 1, podemos redefinirε > 0 eligiéndolo suficientemente pequeño de modo que siga
siendo menor que 1/2 pero que, además, cumpla la desigualdaddR/ρ(1−2ε) < R. De aquí se sigue
quey∈ T(UX(0,R)) y, en consecuencia,UY(0,ρ) ⊆ T(UX(0,R)). Esto termina la prueba del primer
acto. �

El segundo acto es demostrar que

para cada r> 0, existe unρ > 0 tal que UY(0,ρ) ⊆ T(UX(0, r)). (∗)2

En efecto, fijemosr > 0 y observemos que comoT es sobreyectiva, entonces

Y =
∞⋃

n=1

T
(
UX(0,n)

)
.
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Se sigue del Teorema de Categoría de Baire que int
(
T
(
UX(0,n0)

))
6= ∅ para algúnn0 ∈ N. Por la

simetría y convexidad deT
(
UX(0,n0)

)
se obtiene que 0∈ int

(
T
(
UX(0,n0)

))
y, en consecuencia,

también 0∈ int
(
T
(
UX(0, r)

))
. Por esto,

UY(0,ρ) ⊆ T
(
UX(0, r)

)
, para algúnρ > 0.

Un llamado al Lema(XX) nos dice

UY(0,ρ) ⊆ T
(
UX(0, r)

)
,

terminado así la prueba de(∗)2.

Con estos ingredientes a la mano es fácil ver queT es una aplicación abierta. En efecto, sea entonces
G un conjunto abierto no vacío enX y suponga quey∈ T(G). Veamos queT(G) contiene una bola
abierta con centro eny. Seax ∈ G tal quey = Tx. Puesto queG es abierto, existe unr > 0 tal que
U(x, r) ⊆ G y, por consiguiente,T(UX(x, r)) ⊆ T(G). Usemos ahora(∗)2 para obtener unρ > 0 tal
queUY(0,ρ) ⊆ T(UX(0, r)) y finalmente observe que

UY(y,ρ) = y + UY(0,ρ) ⊆ Tx+ T
(
UX(0, r)

)
= T

(
UX(x, r)

)
⊆ T(G)

lo que demuestra queT(G) es abierto y termina la prueba. �

Los siguientes resultados son consecuencias inmediata delTeorema de la Aplicación Abierta:

Corolario 2.2.4. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Entonces cualquier funcional lineal no nulo
x∗ ∈ X∗, es una aplicación abierta.

Prueba.Seax∗ ∈ X∗ \ {0} y seaλ ∈ K. Comox∗ 6= 0, podemos elegir unx0 ∈ X de modo tal que
x∗(x0) = 1. Entoncesx∗(λx0) = λ lo cual prueba quex∗ es sobreyectivo y el Teorema de la Aplicación
Abierta termina la prueba. �

Corolario 2.2.5. Sean(X,‖·‖) y (Y,‖·‖) espacios de Banach y T: X →Y un operador lineal acotado
tal que T(X) es de segunda categoría en Y . Entonces T(X) = Y.

Prueba.Puesto que

T(X) =
∞⋃

n=1

T
(
UX(0,n)

)

y ya queT(X) es de segunda categoría enY, el Teorema de Categoría de Baire nos garantiza la
existencia de unn0 ∈ N tal queT

(
UX(0,n0)

)
tiene interior no vacío. Esto quiere decir que existe un

y0 ∈Y y así como unr0 > 0 tal que

UY(y0, r0) ⊆ T
(
UX(0,n0)

)
.

Se sigue de la simetría deUY(y0, r0) y la convexidad deT
(
UX(0,n0)

)
que

UY(0, r0) =
1
2

UY(y0, r0) +
1
2

UY(−y0, r0) ⊆
1
2

T
(
UX(0,n0)

)
+

1
2

T
(
UX(0,n0)

)
= T

(
UX(0,n0)

)
.

Un llamado al Lema(XX) nos revela que

UY(0, r0) ⊆ T
(
UX(0,n0)

)
,

de donde se deduce queT(X) = Y. �
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Corolario 2.2.6. (ℓ1,‖·‖1) es de primera categoría en(ℓ2,‖·‖2). En particular,

G =
{
(xn)

∞
n=1 ∈ ℓ2 :

∞

∑
n=1

|xn| = ∞
}

es un Gδ-denso en(ℓ2,‖·‖2).

Prueba.Puesto que, como conjuntos,ℓ1 ⊆ ℓ2, entonces la aplicación inclusiónj : ℓ1 → ℓ2 definida
por j(x) = x para todox∈ ℓ1 es un operador lineal continuo ya que

‖ j ‖2 = sup
‖x‖1≤1

‖x‖2 ≤ sup
‖x‖1≤1

‖x‖1 ≤ 1.

Si ℓ1 fuese de segunda categoría enℓ2, entonces el corolario anterior nos diría quej(ℓ1) = ℓ2, lo cual
es imposible ya que, por ejemplo, la sucesión(1/n)∞

n=1 ∈ ℓ2 \ ℓ1. Esto prueba que(ℓ1,‖·‖1) es de
primera categoría en(ℓ2,‖·‖2) y se sigue del Teorema de Categoría de Baire queℓ2 \ ℓ1 = G es un
Gδ-denso en(ℓ2,‖·‖2). �

Un argumento enteramente similar puede ser llevado a cabo para demostrar queℓp es de primera
categoría enℓq para cualesquiera 1≤ p < q < ∞.

Muchas funciones continuas, como sabemos, se pueden representar por medio de una serie de poten-
cia. Por ejemplo, sia = (an)

∞
n=0 ∈ ℓ1, entonces la funciónf : [0,1] → R definida por

f (x) =
∞

∑
n=0

anxn ∈C[0,1].

es, por elM-test de Weierstrass, una función continua. Surge, como natural, preguntarse: ¿qué tan
grande, en el sentido de la categoría de Baire, es el conjunto

{
∞

∑
n=0

anxn ∈C[0,1] :
∞

∑
n=0

|an| < ∞

}
?

Como otra aplicación del Corolario 2.2.5, tenemos lo siguiente.

Corolario 2.2.7. El conjunto

G =

{
∞

∑
n=0

anxn ∈C[0,1] :
∞

∑
n=0

|an| = ∞

}

es un Gδ-denso en(C[0,1],‖·‖∞).

Prueba.Es suficiente demostrar que el conjunto

F = C[0,1]\G =

{
∞

∑
n=0

anxn ∈C[0,1] :
∞

∑
n=0

|an| < ∞

}

es de primera categoría en(C[0,1],‖·‖∞). Para ver esto último, considere el operador linealT :(
ℓ1,‖·‖1

)
→
(
C[0,1],‖·‖∞

)
dado por

T(a)(x) =
∞

∑
n=0

anxn, para todox∈ [0,1],
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dondea = (an)
∞
n=0 ∈ ℓ1. T está bien definido y es fácil ver que él es lineal y continuo. Observe

queT(ℓ1) = F. Vamos a demostrar de inmediato queT no puede ser sobreyectivo. Suponga, por el
contrario, queT(ℓ1) =C[0,1]. Entonces, para la funciónf ∈C[0,1] dada porf (x) = 1/1+x, podemos
encontrar una = (an)

∞
n=0 ∈ ℓ1 tal queT(a) = f , es decir,

∞

∑
n=0

anxn =
1

1+x
,

la que también se puede escribir en la forma

∞

∑
n=0

anxn +
∞

∑
n=0

anxn+1 = a0 +
∞

∑
n=0

(
an +an+1

)
xn+1 = 1.

De esto se sigue quea0 = 1,a1 =−1,a2 = 1, . . ., de donde resulta quea= (1,−1,1,−1, . . .) 6∈ ℓ1. Esta
contradicción establece queT no puede ser sobreyectiva y, entonces, por el Corolario 2.2.5, F = T(ℓ1)
es de primera categoría. �

Ya hemos visto que entre espacios topológicos una biyeccióncontinua no necesariamente es un ho-
meomorfismo. Sin embargo, si nuestros espacios topológicosson espacios de Banach y las aplica-
ciones continuas son operadores lineales continuos, tenemos unos de los resultados más importantes
en la Teoría de los Operadores Lineales Acotados que se obtiene como consecuencia del Teorema de
la Aplicación Abierta.

Corolario 2.2.8 (Teorema de la Aplicación Inversa).Sean(X,‖·‖) y (Y,‖·‖) espacios de Banach y
T : X →Y un operador lineal acotado biyectivo. Entonces T−1 es un operador lineal acotado.

Prueba.Es claro queT−1 :Y →X existe y es lineal. Para probar que él es acotado, tomemos cualquier
conjunto abiertoG en X. Por el Teorema de la Aplicación Abierta,T(G) es abierto enY y ya que(
T−1

)−1
(G) = T(G), resulta queT−1 es continua. �

Entre las aplicaciones inmediatas del Teorema de la Aplicación Inversa está el siguiente:

(B-10) Teorema del Gráfico Cerrado.Sean(X,‖·‖X) y (Y,‖·‖Y) espacios de Banach y sea T: X →Y una
transformación lineal con gráfico cerrado, esto es,

Gra(T) =
{
(x,Tx) : x∈ X

}

es un subconjunto cerrado de X×Y. Entonces T es continua.

Observe que Gra(T) es un subespacio lineal del espacio normado(X ×Y,‖·‖), donde‖(x,y)‖ =
‖x‖X + ‖y‖Y para todo(x,y) ∈ X×Y. La parte crucial en la demostración del Teorema del Gráfico
Cerrado consiste en usar el siguiente hecho:

Lema 2.2.2. Sean(X,‖·‖X) y (Y,‖·‖Y) espacios normados y sea T: X → Y una transformación
lineal. Son equivalentes:

(1) Gra(T) es cerrado en X×Y.

(2) Si (xn)
∞
n=1 es una sucesión en X tal que los límites

ĺım
n→∞

xn = x y ĺım
n→∞

Txn = y (a)

existen, entonces y= Tx.
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Prueba. (2) ⇒ (1). Suponga que(x,y) ∈ Gra(T). Entonces existe una sucesión(xn)
∞
n=1 enX tal que

ĺım
n→∞

(xn,Txn) = (x,y).

Se sigue de la definición de la topología producto quexn → x y Txn → y. Usando ahora(a) vemos
quey = Tx y, en consecuencia,(x,y) ∈ Gra(T). Hemos probado que Gra(T) es cerrado.

(1) ⇒ (2). Suponga que Gra(T) es cerrado enX×Y y sea(xn)
∞
n=1 enX satisfaciendo(a). Entonces

‖(xn,Txn)− (x,y)‖ = ‖xn−x‖X +‖Txn−y‖Y −→ 0.

Como Gra(T) es cerrado enX ×Y, resulta que(x,y) ∈ Gra(T) y, por consiguiente,y = Tx. Esto
termina la prueba. �

Prueba del Teorema del Gráfico Cerrado. Observe que como(X,‖·‖X) y (Y,‖·‖Y) son espacios
de Banach también lo es(X ×Y,‖·‖) y, en consecuencia,(Gra(T),‖·‖) por ser cerrado enX ×Y es
igualmente de Banach. Consideremos la aplicaciónP : Gra(T) → X definida porP(x,Tx) = x para
todo(x,T x) ∈ Gra(T). ClaramenteP es una aplicación lineal biyectiva la cual es continua pues

‖P(x,Tx)‖X = ‖x‖X ≤ ‖x‖X +‖Tx‖Y = ‖(x,Tx)‖ , para todo(x,Tx) ∈ Gra(T).

Por el Teorema de la Aplicación Inversa, Corolario 2.2.8,P−1 es una aplicación continua, donde
P−1 : X → Gra(T) viene dada porP−1(x) = (x,Tx) para todox ∈ X. Esto significa que existe una
constanteM > 0 tal que

∥∥P−1(x)
∥∥ ≤ M ‖x‖X para todox∈ X y, por lo tanto,

‖Tx‖Y ≤ ‖x‖X +‖Tx‖Y = ‖(x,T x)‖ =
∥∥P−1(x)

∥∥ ≤ M ‖x‖X , para todox∈ X.

Por esto,T es continua y finaliza la prueba. �

Un resultado interesante producto de los Teoremas del Gráfico Cerrado, de Arzelá-Ascoli y del Lema
de Riesz, debido originalmente a Fonf, V. Gurariy, y a V. Kadeč [161] establece lo siguiente:

Teorema 2.2.6 (Fonf-Gurariy-Kaděc). En el espacio de Banach(C[0,1],‖·‖∞), si X es un subespa-
cio norma-cerrado de C[0,1] compuesto únicamente de funciones de clase C1, entoncesdim(X) < ∞.

Prueba.Defina el operadorD : X →C[0,1] porD( f ) = f ′ para todaf ∈ X. ClaramenteD es lineal y
se sigue del TeoremaC1, página 132, queD posee gráfico cerrado. Como(X,‖·‖∞) es un espacio de
Banach, el Teorema del Gráfico Cerrado nos dice queT es continuo, por lo que existe una constante
M > 0 tal que‖D( f )‖∞ ≤ M ‖ f ‖∞ para todaf ∈ X, y por lo tanto,

∥∥ f ′∥∥
∞ ≤ M

para todaf ∈ BX = {g∈ X : ‖g‖∞ ≤ 1}. Seaε > 0 y tomemosδ ≤ ε/(1+M). Six,y∈ [0,1] satisfacen
0< |x−y|< δ, entonces se sigue del Teorema del Valor Medio y la desigualdad anterior que para cada
f ∈ BX, existe unτ entrex y y tal que

| f (x)− f (y)| = | f ′(τ)||x−y| ≤
∥∥ f ′∥∥

∞
ε

1+M
< ε

Esto prueba queBX es equicontinuo, y comoBX es norma-acotado, el Teorema de Arzelà-Ascoli,
Teorema 1.4.15, página 26, nos garantiza queBX es relativamente compacto en

(
C[0,1],‖·‖∞

)
. En
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particular, por serBX norma-cerrado, tenemos queBX es norma-compacto. Un llamado al Teorema de
Riesz, página 211, nos dice que dim(X) < ∞ y finaliza la prueba. �

Es importante destacar que si[0,1] es reemplazado por[0,1) en el Teorema de Fonf-Gurariy-Kadeč,
entonces, como fue demostrado por Wojtaszczyk (véase, [442], Theorem 1), el espacioX es isomorfo
a un subespacio normado cerrado dec0.

Recordemos que un operador lineal acotadoT : X → Y, dondeX y Y son espacios de normados, se
llama compacto si T(BX) es compacto. Similarmente, diremos queT es un operadordébilmente
compacto si T(BX)

ω
es compacto en la topología débil deY. Observe que, por la continuidad de

T, T(BX) = T(UX) ⊆ T(UX), de modo que:T es compacto si, y sólo si,T(UX) es compacto. Lo
mismo vale para operadores débilmente compactos. Otra consecuencia inmediata del Teorema de la
Aplicación Abierta en combinación con el Teorema de Riesz esel siguiente:

Corolario 2.2.9. Sean(X,‖·‖) y (Y,‖·‖) son espacios de Banach, ambos de dimensión infinita, y
suponga que T: X →Y es un operador lineal acotado sobreyectivo. Entonces T nunca es compacto.

Prueba.Suponga queT es compacto. Por el Teorema de la Aplicación Abierta,T(UX) es un abierto
incluido enT(BX) y, entonces, por la compacidad deT(BX) resulta queT(UX) también es norma
compacto, un hecho que es imposible por el Teorema de Riesz. �

Sin embargo, si se omite el requerimiento de completitud en el corolario anterior, la conclusión puede
no ser verdadera: existen espacios normados no completosX y Y, ambos de dimensión infinita, y
un operador lineal acotadoT : X →Y que es compacto y sobreyectivo (véase, [409]). A pesar de ese
ejemplo, si ocurre queX =Y, entonces ningún operador compactoT : X → X puede ser sobreyectivo.
Para demostrar esto último debemos recordar que:

Hecho I ([299], Lemma 1.7.10, p. 54).Si N es un subespacio lineal cerrado de un espacio normado
(X,‖·‖), entonces la aplicación cociente Q: X → X/N definida por Q(x) = x+ N para todo x∈ X,
es lineal, continua, abierta y sobreyectiva. Más aun,

Q(UX) = UX/N. (1)

Recordemos que siT : X →Y es un operador lineal continuo, entonces el kernel deT, definido por
Ker(T) = {x∈ X : Tx= 0}, es un subespacio lineal cerrado deX. Otro hecho importante de debemos
destacar referente al cocienteX/Ker(T) es el siguiente:

Hecho II ([299], Theorem 1.7.13, p. 55).Si T : X → X es un operador lineal continuo, entonces la
aplicación lineal asociadâT : X/Ker(T) → X definida porT̂(x+Ker(T)) = Tx para todo x∈ X, es
continua e inyectiva. Además, se cumple que T(X/Ker(T)) = T(X).

En particular, siT es compacto, entonceŝT también lo es. En efecto, usando(1) y tomando la norma-
clausura del conjunto

T̂
(
UX/Ker(T)

)
= T̂

(
Q(UX)

)
= T

(
UX
)

vemos quêT es compacto. Observe que siX es un espacio normado de dimensión infinita, entonces
X/Ker(T) también es de dimensión infinita (siX/Ker(T) fuese de dimensión finita, entonces Ker(T)
sería de codimensión finita y, por consiguiente, la dimensión deX sería finita).

Teorema 2.2.7 (Spurný).Sea(X,‖·‖) un espacio normado de dimensión infinita y sea T: X → X un
operador compacto. Entonces T no puede ser sobreyectivo.
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Prueba.Observe que, por el Corolario 2.2.9, la conclusión es inmediata siX es completo. Suponga
entonces queX no es completo pero que existe un operadorT : X →X que es compacto y sobreyectivo.
Puesto queT(BX) = T(UX), entoncesK = T(UX) es compacto y, además,X =

⋃∞
n=1nK. Gracias a la

sobreyectividad deT, tenemos que

K ⊆ X = T(X) =
∞⋃

n=1

T(nK) y K =
∞⋃

n=1

K∩T(nK).

Como K es compacto y los conjuntosK ∩T(nK) son cerrados por ser compactos, el Teorema de
Categoría de Baire para espacios compactos nos revela que almenos uno se esos conjuntos tiene
interior no vacío, es decir, existe unn∈N y un conjunto abierto no vacíoU ⊆ X tal que

∅ 6= K∩U ⊆ K ∩T(nK). (2)

Puesto queK es la norma-clausura deT(UX), podemos encontrar uny ∈ T(UX) y un r > 0 tal que
y+ rUX ⊆ U . Escojamosx ∈ UX con y = Tx y usemos la continuidad deT para elegir uns> 0 de
modo que

x + sUX ⊆ UX y T(sUX) ⊆ rUX. (3)

De (2) y (3) se sigue que

T
(
x+sUX

)
⊆ T(UX)∩

(
y+ rUX

)
⊆ T(nK). (4)

Finalmente, la inclusión anterior implica que

T̂
(
Q(x)+sUX/Ker(T)

)
= T̂

(
Q(x+sUX)

)

= T
(
x+sUX

)

⊆ T(nK) = T̂
(
Q(nK)

)
.

Puesto quêT es inyectivo, esta última inclusión implica que

Q(x)+sUX/Ker(T) ⊆ Q(nK) (5)

lo cual constituye, por el Teorema de Riesz, una contradicción, pues hemos encontrado una bola
abierta incluida en el compactoQ(nK). Por estoT no puede ser sobreyectivo. �

El argumento de Spurný en la prueba del resultado anterior sepuede llevar a cabo para el caso de
operadores débilmente compactos sobreyectivos casi sin modificaciones.

Teorema 2.2.8 (Mena Rodríguez).Sean(X,‖·‖) un espacio normado y T: X → X un operador
débilmente compacto sobreyectivo. Entonces X/Ker(T) es un espacio de Banach reflexivo.

Prueba.La demostración es casi idéntica a la anterior, el único cambio es lo siguiente: el conjunto
K = T(UX)

ω
ahora es débilmente compacto y se repite el argumento anterior hasta llegar a(5), es

decir,Q(x)+sUX/Ker(T) ⊆ Q(nK). Teniendo en cuenta queQ(nK) es débilmente compacto, entonces
de la inclusión anterior se deduce queBX/Ker(T) es débilmente compacto y por el Corolario 2.2.1, se
concluye queX/Ker(T) es reflexivo. �

Es un hecho ya establecido, conocido como el Lema de Riemann-Lebesgue, que:
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Lema de Riemann-Lebesgue. Si f ∈ L1(T), entoncesĺım|n|→∞ f̂ (n) = 0, donde( f̂ (n))∞
n=−∞ es la

sucesión de los coeficientes de Fourier de f ; es decir,

f̂ (n) =
1
2π

∫ π

−π
f (t)e−int dt, para todo n∈ Z.

Prueba.La demostración de este hecho resulta sencilla si se tiene encuenta que:

(a) Los polinomios trigonométricos son norma-densos enL1(T), y

(b) si p es un polinomio trigonométrico y siN es el grado dep, entonces para todon∈Z con|n|> N,

p̂(n) =
1
2π

∫ π

−π
p(t)e−int dt = 0.

En efecto,seaε > 0 y escojamosp un polinomio trigonométrico tal que‖ f − p‖1 < ε. SiN es el grado
de p, entonces para todon∈ Z con |n| > N, se cumple que

∣∣ f̂ (n)
∣∣ =

∣∣ f̂ (n)− p̂(n)
∣∣

=

∣∣∣∣
1
2π

∫ π

−π

(
f (t)− p(t)

)
e−int dt

∣∣∣∣
≤ ‖ f − p‖1 < ε,

lo cual quiere decir que ĺım|n|→∞ f̂ (n) = 0. �

El resultado de Riemann-Lebesgue nos dice que sif ∈ L1(T), entonces la sucesión de los coeficientes
de Fourier def , ( f̂ (n))∞

n=−∞, es un elemento dec0(Z) = {(cn)
∞
n=−∞ : ĺım|n|→∞ cn = 0}, y resulta

entonces natural preguntarse por el recíproco, es decir, sicualquier sucesión(cn)
∞
n=−∞ enc0(Z) son

los coeficientes de Fourier de alguna funciónf ∈ L1(T), o dicho de otro modo, ¿dada la sucesión
(cn)

∞
n=−∞ enc0(Z), existe alguna funciónf enL1(T) tal que

cn = f̂ (n), para todon∈ Z?

Como una aplicación del Teorema de la Aplicación Abierta vamos a demostrar que la respuesta es, en
general, falsa.

Corolario 2.2.10. Existe una sucesión(cn)
∞
n=−∞ ∈ c0(Z) que no son los coeficientes de Fourier de

ninguna función f∈ L1(T).

Prueba.Consideremos el operador linealT : L1(T) → c0(Z) definido por

T( f ) =
(

f̂ (n)
)

n∈Z
.

El Lema de Riemann-Lebesgue garantiza que, efectivamente,T( f ) ∈ c0(Z) por lo queT está bien
definido. Por otro lado, puesto que

∣∣∣ f̂ (n)
∣∣∣=
∣∣∣∣

1
2π

∫ π

−π
f (x)e−inxdx

∣∣∣∣ ≤ ‖ f ‖1 ,

entonces‖T( f )‖∞ ≤ ‖ f ‖1, lo cual muestra queT es continuo.
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Vamos a verificar queT es inyectivo. Supongamos queT( f ) = 0 para algunaf ∈ L1(T). Entonces
f̂ (n) = 0 para todon∈ Z y, por consiguiente,Sn( f , t) = ∑n

k=−n f̂ (n)eikt = 0 para todon∈ N. Por un
resultado bien conocido debido a Fejér (véase, por ejemplo,[145], Teorema 1.10) sabemos que

σn( f , t) =
S0( f , t)+ · · ·+Sn( f , t)

n+1

converge af en la norma deL1(T). Por esto,f = 0 y, por lo tanto,T es inyectiva.

¿Qué ocurre si cada sucesión(cn)
∞
n=1 ∈ c0(Z) son los coeficientes de Fourier de alguna funciónf en

L1(T)?. En este caso estaríamos afirmando que la aplicaciónT es sobreyectiva y, en consecuencia,
podemos invocar el Teorema de la Aplicación Inversa para garantizar que su inversaT−1 es continuo,
lo cual es equivalente a la existencia de una constante positiva m tal que

m‖ f ‖1 ≤ ‖T( f )‖∞ , para todaf ∈ L1(T). (∗)

Sin embargo, como los núcleos de Dirichlet,Dn, n ∈ N, pertenecen aL1(T) y ĺımn→∞ ‖Dn‖1 = ∞,
entonces sustituyendo losDn en(∗) y tomando límite obtendríamos que

∞ = m ĺım
n→∞

‖Dn‖1 ≤ ĺım
n→∞

‖T(Dn)‖∞ = ĺım
n→∞

∣∣∣∣D̂n

∣∣∣∣
∞ = 1.

Esta fatal incongruencia nos revela queT no puede ser sobreyectiva y termina la prueba. �

(B-11) Si (X,‖·‖) es un espacio de Banach separable de dimensión infinita, entonces:

(a) El conjuntoPCω∗(‖·‖∗ ,BX∗) de todos los puntos deω∗-continuidad de la restricción de‖·‖∗ a
BX∗ es un Gδ-denso en(BX∗ ,ω∗), y

(b) PCω∗(‖·‖∗ ,BX∗) ⊆ SX∗ , y en consecuencia, SX∗ también es Gδ-denso en(BX∗,ω∗).

Prueba. (a) Sabemos que si(X,‖·‖) es un espacio normado y siτ‖·‖ es la topología generada por la
métrica-norma, entonces‖·‖ : (X,τ‖·‖)→R, es una aplicación continua. Por otro lado,‖·‖∗ es siempre
ω∗ - inferiormente semicontinua y siX es separable, entonces(BX∗,ω∗) es un espacio compacto
metrizable y, en consecuencia, un espacio métrico completo. Por el Ejemplo 1, página 100,‖·‖∗ esω∗

- continua sobre un subconjuntoGδ-denso de(BX∗ ,ω∗), pero no esω∗ - continua sobre(BX∗ ,ω∗) ya
queω∗− int

(
BX∗
)

es vacío.

(b) Seax∗0 ∈BX∗ y suponga que‖x∗0‖< 1. Veamos que la bolaω∗-abiertaU(x∗0,ε), dondeε = 1−‖x∗0‖,
no contiene ningúnω∗-entorno dex∗0. En efecto, en primer lugar observe queU(x∗o,ε)∩SX∗ = ∅ y
ahora considere aV := V(x∗o;x1, . . . ,xn;δ), un ω∗-entorno arbitrario dex∗0. Puesto queV contiene al
subespaciox∗0+H, dondeH = {x∗ ∈X∗ : x∗(xk) = 0, k = 1, . . . ,n} y como(x∗0+H)∩SX∗ 6=∅, resulta
queV "U(x∗0,ε). Esto prueba que PCω∗(‖·‖∗ ,BX∗)⊆ SX∗ , y en consecuencia,SX∗ es, por la parte(a),
denso en(BX∗ ,ω∗). QueSX∗ es unGδ en(BX∗ ,ω∗) sigue del hecho de que lo podemos escribir en la
formaSX∗ =

⋂∞
n=1

{
x∗ ∈ BX : ‖x∗ ‖ > 1− 1

n

}
. �

(B-12) Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach con dual separable y sea K un subconjuntoω∗-compacto de X∗.
Entonces la aplicación identidad,Id : (K,ω∗) → (K,‖·‖X∗), es continua en un subconjunto Gδ-denso
de(K,ω∗).

Prueba.Para cadaε > 0, definamos el conjunto

Gε =
⋃{

W∩K : W es ω∗ abierto en X∗ y ‖·‖∗−diam(W∩K) < ε
}
.
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Claramente cadaGε es ω∗ abierto enK. Más aún, los puntos deω∗ −‖·‖∗ continuidad de Id son
exactamente los que se encuentran en

⋂∞
n=1G1/n. Si logramos probar que cadaGε esω∗-denso enK,

entonces invocaremos el Teorema de Categoría de Baire para concluir que
⋂∞

n=1G1/n es unω∗ Gδ-
denso enK. Veamos entonces que cadaGε es ω∗-denso enK. ComoX∗ es separable, existe una
sucesión(x∗n)

∞
n=1 tal que

K =
∞⋃

n=1

(
K∩

(
x∗n +

ε
2

BX∗

))
.

Pero ya que cada uno de los conjuntosK∩(x∗n+ ε
2BX∗) esω∗-cerrado, el Teorema de Categoría de Baire

(Teorema 1.8.6) nos asegura que el conjunto
⋃∞

n=1Wn esω∗-denso enK, dondeWn es elω∗-interior
relativo deK∩ (x∗n + ε

2BX∗). Puesto que ciertamente cadaWn tiene norma-diámetro≤ ε, resulta que su
unión forma parte deGε. Por esto cadaGε esω∗-denso enK y termina la prueba. �

Si no se exige que el espacio separableX tenga dual separable, podemos obtener la misma conclusión
del resultado anterior si sólo pedimos queX∗ satisfaga la propiedad de Kadec-Klee-ω∗ .

Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Diremos queX∗ tiene lapropiedad de Kadec-Klee-ω∗ si la
topología de la norma y la topologíaω∗ coinciden sobreSX∗ , es decir, para cada red(x∗α) enX∗, las
condiciones

x∗α
ω∗
−→ x∗ y ‖x∗α ‖ = ‖x∗ ‖ , ∀ α

implican que x∗α
‖·‖−→ x∗.

Teorema. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach separable cuyo dual X∗ satisface la propiedad de
Kadec-Klee-ω∗ y sea K un subconjuntoω∗-compacto de X∗. Entonces la aplicación identidad,
Id : (K,ω∗) → (K,‖·‖X∗), es continua en un subconjunto Gδ-denso de(K,ω∗).

Prueba.SiendoX separable, el conjunto(K,ω∗) es un espacio compacto metrizable, en parti-
cular, un espacio métrico completo. Además, como la norma dual ‖·‖X∗ de X∗ es inferiormente
semicontinua sobre(K,ω∗), entonces se sigue del Teorema Genérico de Baire-Kuratowski (véase,
Ejemplo 1, página 100) que el conjunto de puntos de(K,ω∗) donde‖·‖X∗ es continua es unGδ-
denso. La propiedad de Kadec-Klee-ω∗ nos garantiza que Id :(K,ω∗)→ (K,‖·‖X∗) es continua en
un subconjuntoGδ-denso de(K,ω∗). �

Sin referencia alguna a la separabilidad del espacio de Banach X, M. Talagrand en [420] obtiene la
siguiente generalización de los dos resultados anteriores.

Teorema de Talagrand. Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y K un subconjunto de X∗ que esω∗-
compacto y débilmenteK-analítico. Entonces existe un subconjunto Gδ ω∗-denso G de K tal que la
aplicación identidadId : (K,ω∗) → (K,‖·‖) es continua en todo punto de G.

Véase la página 257 para la definición de espacio débilmenteK-analítico .

(B-13) Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach de dimensión infinita. Entonces SX es un subconjunto Gδ-denso de
(BX,ω).

Prueba.Puesto queBX es convexo ySX ⊆ BX, se sigue del Teorema de Mazur queS
ω
X ⊆ BX. Sea

x0 ∈ BXrSX. Para demostrar quex0 ∈ S
ω
X , es suficiente considerar cualquierω-entorno abierto básico

V dex0 y probar queV ∩SX 6=∅. Sea entoncesV un ω-entorno básico dex0, es decir,

V =
{

x∈ X : |x∗i (x−x0)| < ε, i = 1, . . . ,n
}
,
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dondeε > 0 y x∗1, . . . ,x
∗
n ∈ X∗. Tomemos cualquier 06= x∈⋂n

i=1 Ker(x∗i ) y observemos que la función
g : [0,+∞) → [0,+∞) definida porg(t) = ‖x0 + tx‖ es continua y satisface las condiciones:

g(0) < 1 y ĺım
t→+∞

g(t) = +∞.

La continuidad deg nos garantiza la existencia de algúnt0 > 0 tal queg(t0) = 1, es decir,‖x0 + t0x‖=
1, lo cual significa que el puntox0 + t0x ∈ SX. Veamos ahora quex0 + t0x también pertenece aV.
En efecto, para cualquieri = 1, . . . ,n, tenemos que|x∗i (x0 + t0x− x0)| = t0|x∗i (x)| = 0 < ε. Por esto,
x0 + t0x ∈ V ∩SX , lo cual prueba queBX ⊆ S

ω
X y, por lo tanto,S

ω
X = BX. Para finalizar la prueba,

notemos que si para cadan∈ N, definimos

Gn =
{

x∈ BX : ‖x ‖ > 1− 1
n

}
,

resulta queGn es abierto en(BX,ω) y SX =
⋂∞

n=1 Gn. �

(B-14) Si (X,‖·‖) es un espacio de Banach de dimensión infinita, entonces(X,ω) no es un espacio de Baire.

Prueba.En efecto, por el resultado anterior sabemos que toda bola norma-cerrada enX es nunca
densa en la topología débil deX; es decir, no posee interior débil. Así,

intω B(x, r) =∅,

donde intω B(x, r) denota el interior deB(x, r) en la topología débil deX. Si (X,ω) fuera un espacio
de Baire, entonces como

X =
∞⋃

n=1

B(0,n)

tendríamos, por el Teorema de Categoría de Baire, que algunabola cerradaB(0,n) debería tener
interior débil no vacío, lo cual es imposible. �

Si bien es cierto que(X,ω) no es un espacio de Baire cuando(X,‖·‖) es un espacio de Banach de
dimensión infinita, en algunos casos subconjuntos más pequeños pueden serlo, como por ejemplo
(BX,ω). Concretamente:

(B-15) Si (X,‖·‖) es un espacio de Banach reflexivo, entonces(BX,ω) es un espacio de Baire.

Prueba.Esto sigue del hecho de que en espacios reflexivos la bola unitaria cerrada es débilmente
compacta (Corolario 2.2.1). �

Existen otras condiciones bajo la cual(BX,ω) es un espacio de Baire. Por ejemplo, cuando la norma
del espacio tiene la propiedad de Kadec-Klee. La norma‖·‖ del espacio de BanachX posee lapro-
piedad de Kadec-Kleeo es unanorma de Kadec-Kleesi la topología de la norma y la topología
débil coinciden sobreSX , es decir, si(xn)

∞
n=1 es una sucesión enSX y x0 es un elemento deSX tal que

xn → x0 débilmente, entonces‖xn−x0‖→ 0.

(B-16) Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Si la norma‖·‖ posee la propiedad de Kadec-Klee, entonces
(BX,ω) es un espacio de Baire.

Prueba.La demostración se sustenta sobre los siguientes dos hechosconocidos:

(1) SX es un Gδ-denso en(BX,ω). (EjemploB-13).
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(2) Un espacio topológico de Hausdorff Y es de Baire si dicho espacio contiene un subespacio de
Baire denso. (Teorema 1.8.3, página 48).

Veamos ahora que(BX,ω) es un espacio de Baire. En efecto, como(SX ,‖·‖) es un espacio de Baire (=
espacio métrico completo con la topología de la norma) y ya que nuestra norma satisface la propiedad
de Kadec-Klee, resulta(SX ,ω) es un espacio de Baire. El resultado se deduce inmediatamente de(1)
y (2). �

Puesto que la norma canónica‖·‖1 deℓ1 tiene la propiedad de Kadec-Klee (véase el Ejemplo (B−22)
más abajo), entonces(Bℓ1,ω) es un espacio de Baire. La situación para la bola unitaria dec0 es
completamente diferente.

Teorema. (Bc0,ω) no es un espacio de Baire.

Prueba.Para cadan∈N, definamos

Bn =
∞⋂

j=n

{
x = (xk)

∞
k=1 ∈ Bc0 : |x j | ≤ 1/2

}
.

Es claro que cada conjuntoBn es cerrado enBc0 en su topología débil, la cual coincide allí, en dicho
conjunto, con la topología puntual. Veamos ahora queBn también es nunca-denso en esta topología.
En efecto, dadoε > 0, x ∈ Bn y m∈ N, existe un ˜x ∈ Bc0 tal que |x̃ j − x j | < ε para todo j ≤ m y
|x̃máx{m+1,n}| > 1/2, de modo que ˜x 6∈ Bn. Esto nos revela queBn es nunca-denso-denso en topología
débil y, por lo tanto,Bc0 =

⋃∞
n=1Bn es de primera categoría en sí mismo en su topología débil, es decir,

(Bc0,ω) no es un espacio de Baire. �

(B-17) Si(X,‖·‖) es un espacio de Banach tal que X∗∗ es separable, entonces(BX,ω) es un espacio de Baire.

Prueba.Visto X como un subconjunto deX∗∗, tenemos que

X⊥ = {x∗∗∗ ∈ X∗∗∗ : x∗∗∗(x) = 0, para todo x∈ X}.

Dotemos ahora aX⊥ de laω∗ topología deX∗∗∗. Puesto que(BX∗∗∗,ω∗) es un compacto metrizable,
él es separable y, por consiguiente, podemos hallar una sucesión densa(yn)

∞
n=1 en (BX⊥,ω∗). Por el

Teorema de Goldstine, para cadan∈ N, existe una sucesión(x∗n,k)
∞
k=1 enBX∗ tal que ĺımk→∞ x∗n,k = yn

en laω∗ topología deX∗∗∗. Por el Teorema Bipolar sabemos queX = (X⊥)⊥, dondeA⊥ denota el
polar enX∗∗ de un subconjuntoA deX∗∗∗. Por esto,

BX = X∩BX∗∗

= (X⊥)⊥∩BX∗∗

=
∞⋂

n=1

∞⋂

m=1

∞⋃

k=m

{
x∗∗ ∈ BX∗∗ :

∣∣x∗∗
(
x∗n,kl

)∣∣< 1
m

}
.

Veamos esto último. Fijemosn∈ N y observemos que

∞⋂

m=1

∞⋃

k=m

{
x∗∗ ∈ BX∗∗ :

∣∣x∗∗
(
x∗n,kl

)∣∣< 1
m

}

consiste precisamente de los elementos deX∗∗ para los cuales existe una subsucesión(kl )
∞
l=1 tal que

ĺım
l→∞

∣∣x∗∗
(
x∗n,kl

)∣∣ = 0. (1)
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Peroω∗ − ĺımk→∞ x∗n,k = yn, de modo que ĺımk→∞ x∗∗
(
x∗n,k

)
existe para cadax∗∗ ∈ X∗∗ y es igual a

yn(x∗∗). Lo acabado de probar nos dice que(1) es equivalente ayn(x∗∗) = 0, de donde se concluye que

x∗∗ ∈
∞⋂

n=1

∞⋂

m=1

∞⋃

k=m

{
x∗∗ ∈ BX∗∗ :

∣∣x∗∗
(
x∗n,kl

)∣∣< 1
m

}
⇐⇒ yn(x

∗∗) = 0 para todon∈N

⇐⇒ x∗∗ ∈ (X⊥)⊥.

Lo anterior nos muestra queBX es unGδ en(BX∗∗ ,ω∗) y como(BX∗∗ ,ω∗) es un compacto metrizable,
en particular, un espacio métrico completo, entonces el Teorema de Alexandroff-Hausdorff, página 64,
nos revela que(BX,ω) es completamente metrizable, y por consiguiente, un espacio de Baire. �

(B-18) Si (X,‖·‖) es un espacio de Banach de dimensión infinita, entonces(X,ω) no es metrizable.

Prueba.Supongamos que(X,ω) es metrizable. Sead la métrica que genera la topología débil deX.
Entonces(X,d) satisface el primer axioma de numerabilidad y, por consiguiente, cada punto deX
posee una base de entornos a lo sumo numerable. Esto significaque los entornos básicos del cero
generan todos lo demás entornos deX. De allí resulta que podemos elegir una sucesión(x∗n)

∞
n=1 enX∗

tal que para cada entorno débilU de 0 se pueden encontrar un racionalr > 0 y un entero positivonU

de modo que
W(0;x∗1, . . . ,x

∗
nU

, r) =
{

x∈ X : |x∗1(x)|, . . . , |x∗nU
(x)| < r

}
⊆ U.

Ahora bien, cadax∗ ∈ X∗ genera el entorno débilW = W(0;x∗,1) de 0 y, en consecuencia,

W(0;x∗1, . . . ,x
∗
nW

, r) ⊆ W.

Esto nos dice quex∗ es una combinación lineal dex∗1, . . . ,x
∗
nW

ya que

nW⋂

n=1

Ker(x∗n) ⊆ Ker(x∗).

SeaFm el subespacio lineal generado porx∗1, . . . ,x
∗
m, m= 1,2, . . .. Puesto que cadaFm es un subespacio

de dimensión finita y, por consiguiente, cerrado deX∗ y ya queX∗ =
⋃∞

m=1Fm, el Teorema de Categoría
de Baire nos revela que algúnFm tiene norma-interior no vacío. Esto, como sabemos, es imposible por
(B−2) de esta sección. Esta contradicción establece que(X,ω) no es metrizable.

(B-19) Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable y K un subconjuntoω∗ compacto de X∗ tal que, para
cada x∈ X, existe un x∗ ∈ K verificando la igualdad

x∗(x) = sup
y∗∈K

|y∗(x)| = ‖x ‖ . (∗∗)

Entonces el conjunto

F =
{

x∈ BX : existe un único x∗ verificando(∗∗)
}

es un Gδ-denso en BX.

Prueba.Sea(xn)
∞
n=1 una sucesión densa enBX y, para cadam,n∈ N, definamos

Em,n =

{
x∈ BX : existen x∗,y∗ ∈ K tales que x∗(x) = y∗(x) = ‖x‖ y |x∗(xn)−y∗(xn)| ≥

1
m

}
.
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Para demostrar queF es denso enBX, vamos a probar primero que

F =
∞⋂

m,n=1

(
BXrEm,n

)
.

y después que cadaEm,n es cerrado y nunca-denso enBX, para luego invocar el Teorema de Categoría
de Baire. Es claro queF ⊆⋂∞

m,n=1

(
BXrEm,n

)
. Para demostrar la otra inclusión, seax∈ BX tal que

x∈
∞⋂

m,n=1

(
BXrEm,n

)
.

Comox 6∈Em,n para todom,n∈N, resulta que six∗,y∗ ∈K satisfacen la igualdadx∗(x) = y∗(x) = ‖x‖,
entonces

|x∗(xn)−y∗(xn)| <
1
m

para todom,n∈ N

lo cual significa, gracias a la continuidad de los funcionales x∗ y y∗ y la densidad de la sucesión
(xn)

∞
n=1, quex∗ = y∗; es decir,x∈ F.

Probemos ahora que cadaEm,n es cerrado y nunca-denso enBX.

• Em,n es cerrado: Sea(zn)
∞
n=1 una sucesión enEm,n tal quezk → z. Puesto quezk ∈ Em,n, existen

x∗k,y
∗
k ∈ K tales que

x∗k(zk) = y∗k(zk) = ‖zk ‖ y |x∗k(xn)−y∗k(xn)| ≥
1
m

.

Ahora bien, comoK es unω∗-compacto metrizable, existen subsucesiones de(x∗k)
∞
k=1 y (y∗k)

∞
k=1, que

seguiremos denotando del mismo modo, tales que

x∗k
ω∗
−→ x∗ ∈ K y y∗k

ω∗
−→ y∗ ∈ K.

De aquí se sigue que

x∗(z) = y∗(z) = ‖z‖ y |x∗(xn)−y∗(xn)| ≥
1
m

,

es decir,z∈ Em,n.

• Em,n es nunca-denso: Supongamos que para algúnm,n∈N, el interior deEm,n es no vacío. Enton-
ces existen unx∈ BX y un δ > 0 tal que la bola abiertaU(x,δ) ⊆ Em,n; esto es,

‖x−y ‖ < δ ⇒ y ∈ Em,n.

Obtendremos una contradicción si logramos construir, por inducción, una sucesión(zn)
∞
n=1 en BX y

dos sucesiones(x∗k)
∞
k=1 y (y∗k)

∞
k=1 enK tales que:

(a) ‖x−zk‖ ≤ (1−1/2k)δ,

(b) x∗k(zk) = y∗k(zk) = ‖zk ‖ y x∗k(xn) ≥ k
m +y∗1(xn)
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En efecto, de ser cierto lo anterior tendríamos, por la última desigualdad, que el lado izquierdo per-
manece acotado mientras que el lado derecho tiende a∞ cuandok→ ∞, lo cual es imposible.

Para comenzar la inducción, seaz1 = x. Comoz1 ∈ Em,n, existenx∗1,y
∗
1 ∈ K tales que

x∗1(z1) = y∗1(z1) = ‖z1 ‖ y x∗1(x1) ≥ 1
m

+y∗1(x1).

Supongamos quez1, . . . ,zk, y x∗1, . . . ,x
∗
k,y

∗
1, . . . ,y

∗
k han sido escogidos tales que

∥∥x−zj
∥∥ <

(
1− 1

2 j

)
δ, x∗j (zj) = y∗j (zj) =

∥∥zj
∥∥ y x∗j (xn) ≥ j

m
+ y∗1(xn) j = 1, . . . ,k.

Definamos ahora

zk+1 =
‖x ‖

‖zk + axn‖
(zk + axn),

dondea se ha elegido de modo que sea positivo y tal que‖zk−zk+1‖ < δ
2k+1 . Puesto quezk+1 ∈ Em,n,

existenx∗k+1,y
∗
k+1 ∈ K tales que

x∗k+1(zk+1) = y∗k+1(zk+1) = ‖zk+1 ‖ y x∗k+1(xn) − y∗k+1(xn) ≥ 1
m

.

Si pudiéramos mostrar que
y∗k+1(xn) ≥ x∗k(xn),

tendríamos entonces que

x∗k+1(xn) ≥ 1
m

+ y∗k+1(xn) ≥ k+1
m

+ y∗1(xn)

y concluiríamos la prueba de la no densidad deEm,n. Veamos que ello es así. Notemos en primer lugar
que

‖zk+1 ‖ = y∗k+1(zk+1)

= ‖x ‖ y∗k+1(zk) + ay∗k+1(xn)

‖zk + axn‖

≤ ‖x ‖
‖zk‖ + ay∗k+1(xn)

‖zk + axn‖
,

mientras que por otro lado,

‖zk+1 ‖ ≥ x∗k(zk+1)

= ‖x ‖ x∗k(zk) + ax∗k(xn)

‖zk + axn‖

= ‖x ‖ ‖zk‖ + ax∗k(xn)

‖zk + axn‖
,

de donde obtenemos
y∗k+1(xn) ≥ x∗k(xn).

Hemos demostrado queEm,n es cerrado y nunca-denso enBX. Un llamado al Teorema de Categoría
de Baire conduce a queF es unGδ-denso enBX. �
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(B-20) Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. La dimensión de X es infinita si, y sólo si, todo subconjunto
totalmente acotado de X es nunca-denso.

Prueba.Supongamos que dim(X) = ∞ y seaF un subconjunto totalmente acotado deX. Suponga,
para generar una contradicción, queF no es nunca-denso. Por Teorema 1.4.9 resulta queK := F es
un conjunto compacto y comoF no es nunca-denso, entonces int(K) = int(F) 6=∅. Escojamosx∈ X
y un ε > 0 tal queU(x,ε) ⊆ K. Observe que comoK es compacto, también lo esU(x,ε) y entonces
el Teorema de Riesz nos revela que la dimensión deX es finita. Esta contradicción establece queF es
nunca-denso.

Recíprocamente, supongamos que todo subconjunto totalmente acotado deX es nunca-denso pero que
la dimensión deX es finita. De nuevo, por el Teorema de Riesz,BX es compacto y, en consecuencia,
totalmente acotado. Por hipótesis,BX es nunca-denso; es decir, int(BX) = ∅. Esto, por supuesto, es
imposible pues int(BX) = UX = {x∈ X : ‖x‖ < 1} es un abierto no vacío. Fin de la prueba. �

(B-21) Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach reflexivo de dimensión infinita. Entoncesext(BX) es no numerable.

SeaC un subconjunto convexo de un espacio de Banach(X,‖·‖). Recordemos que un puntox ∈ C
se llama unpunto extremal deC si x no es el centro de ningún segmento (no degenerado) de línea
contenido enC. El conjunto de todos los puntos extremales deC será denotado por ext(C).

Un subconjuntoH deX es unsubespacio afínsi H = x+Y, dondeY es un cierto subespacio lineal
cerrado deX y x∈ X. SiC es un subconjunto convexo deX, un subespacio afínH deX se llama una
variedad soporteparaC si H ∩C 6=∅, y siempre que[x,y] := {tx+(1− t)y : 0≤ t ≤ 1} es cualquier
segmento de línea contenido enC con un punto interior enH, entonces[x,y] ⊆ H.

Hecho 1. Si f ∈ X∗ y si existe x0 ∈C tal queα := f (x0) = sup
{

f (z) : z∈C
}

, entonces H= f−1(α)
es una variedad soporte para C.

Prueba.Suponga que[x,y]⊂C y que para algúnt ∈ (0,1) el punto interiortx+(1−t)y∈H. Entonces
f (tx+(1− t)y) = α. Afirmamos quef (x) = f (y) = α. En efecto, sif (x) < α o f (y) < α entonces
tendremos que

f (tx+(1− t)y) = t f (x) + (1− t) f (y) < tα + (1− t)α = α,

lo cual es imposible. Similarmente,f (y) = α, de donde se sigue quef (tx+(1− t)y) = α para todo
t ∈ [0,1] y así,[x,y] ⊆ H. �

Varios resultados son necesarios para demostrar la no numerabilidad de ext(BX). Comencemos con el
primero.

Lema D. Sea K un subconjunto convexo de un espacio de Banach(X,‖·‖). Si H es una variedad
soporte para K tal que H∩K = {x} para algún x∈ X, entonces x∈ ext(K).

Prueba.Es claro quex∈ K. Six 6∈ ext(K), entoncesx= 1
2x1+ 1

2x2 dondex1 6= x2 son elementos deK.
ComoK es convexo, el segmento[x1,x2]⊆K y ya quex, que es un punto interior de[x1,x2], pertenece
a H, entonces[x1,x2] ⊆ H puesH es una variedad soporte paraK. Esto prueba, en particular, que
{x1,x2} ⊆ H ∩K. Esta contradicción establece quex∈ ext(K). �

Lema E. Sea K un subconjunto convexo yω-compacto de un espacio de Banach real(X,‖·‖). Si H es
una variedad soporte para K, entonces H contiene un punto extremal de K.
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Prueba.SeaM la familia de todas las variedades soporte paraK contenidas enH. Nótese queM 6=∅
puesH ∈ M. Ordenemos parcialmente aM por la relación� declarando que

Mα1 � Mα2 si Mα1 ⊇ Mα2.

Si
(
Mα
)

α∈D es una cadena enM, entonces
⋂

α∈D Mα es un subespacio afín deX y
( ⋂

α∈D

Mα

)
∩K =

⋂

α∈D

(Mα ∩K) 6=∅,

ya queMα ∩K esω-compacto para todoα ∈ D. Si un segmento[x,y] ⊆ K tiene un punto interior
en
⋂

α∈D Mα, entonces[x,y] ⊂ Mα para cualquierα ∈ D por el hecho de queMα es una variedad
soporte paraK. De esto se sigue que[x,y] ⊆ ⋂

α∈D Mα y, en consecuencia,
⋂

α∈D Mα es una variedad
soporte paraK. Por el Lema de Zorn, existe un elemento minimalM0 en M. Vamos a demostrar
queM0∩K = {x0} para algúnx0 ∈ X. Supongamos que existenx,y enM0∩K conx 6= y. ComoX∗

se para los puntos deX, existe f ∈ X∗ tal que f (x) 6= f (y). Puesto queM0 ∩K esω-compacto, el
funcional lineal f alcanza su supremo sobre dicho conjunto; es decir, existe unw ∈ M0∩K tal que
β := f (w) = sup{ f (z) : z∈ M0∩K}. Se sigue del Hecho 1 quef−1(β) es una variedad soporte para
M0∩K. PongamosM∗ = M0∩ f−1(β). Resulta queM∗ es un subespacio afín (observe quew∈ M∗)
y, más aun, es una variedad soporte paraK. Puesto quef (x) 6= f (y), entonces al menos uno de los
elementos en{x,y} no está enM∗, es decir,M∗ es un subconjunto estricto deM0 contradiciendo de
este modo la minimalidad deM0. Por esto,M0∩K = {x0} para algúnx0 ∈ X. Un llamado al Lema D
nos revela quex0 ∈ ext(K). �

Teorema de Krein-Milman. Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y K un subconjunto convexo yω-
compacto de X. Entonces K= co

(
ext(K)

)
.

Prueba.SeaB = co
(
ext(K)

)
y suponga queB 6= K. Seac ∈ K \B. Por el Teorema de Separación

de Hahn-Banach, podemos seleccionar un funcionalf ∈ X∗ tal que f (c) > sup{ f (x) : x ∈ B}. Sea
α = sup{ f (x) : x∈ K}. Por el Hecho 1, el conjuntoH = f−1(α) es una variedad soporte paraK y por
el Lema E,H contiene un punto extremalx deK. Pero comof (x) = α ≥ f (c) > sup{ f (x) : x∈ B},
resulta quex 6∈ B. Esta contradicción nos dice queK = co

(
ext(K)

)
y termina la prueba. �

Recordemos que elkernelo núcleode una aplicación linealT : X → Y se define como el conjunto
Ker(T) = {x∈ X : Tx= 0}. Otro hecho que debemos recordar es el siguiente:

Hecho 2. Si X es un espacio vectorial de dimensión infinita y f1, . . . , fn : X → R son funcionales
lineales, entonces N=

⋂n
i=1 Ker( fi) es un subespacio de dimensión infinita.

.

Prueba.DefinamosT : X → Rn de la siguiente manera: para cadax∈ X seaTx= ( f1(x), . . . , fn(x)).
ClaramenteT es un operador lineal y Ker(T) = N. Por un resultado del álgebra lineal tenemos que
dim(TX) + dim

(
Ker(T)

)
= dim(X). Dado que dim(X) = ∞ y dim(TX) < ∞, se concluye que

dim(N) = ∞. �

De lo anterior se sigue que siX es un espacio vectorial de dimensión infinita yf1, . . . , fn son fun-
cionales lineales, entoncesN =

⋂n
i=1Ker( fi) 6= {0}, en particular, cualquier traslación deN contiene

una recta.

Prueba de B-20). Por el Teorema de Krein-Milman, ext(BX) 6= ∅. Supongamos que ext(BX) es nu-
merable y escribamos ext(BX) = {x1,x2, . . . ,xn, . . .}. Observe que, para todon ∈ N, ‖xn‖ = 1. Para
cadan∈ N, definamos

Fn =
{

f ∈ BX∗ : f (xn) = ‖ f ‖
}
.
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Afirmamos que estos conjuntos sonω∗-cerrados. En efecto, sea( fα) una red enFn tal que fα → f en
la ω∗-topología. Entonces,

ĺım
α

‖ fα ‖ = ĺım
α

fα(xn) = f (xn),

de donde se sigue que‖ f ‖ ≥ f (xn) = ĺımα ‖ fα ‖. Por otro lado, como la norma sobreX∗ es ω∗-
inferiormente semicontinua , resulta que‖ f ‖ ≤ ĺım infα ‖ fα ‖. Por esto,‖ f ‖ = ĺımα ‖ fα ‖ y, por
consiguiente,f ∈ Fn.

Veamos ahora que
⋃∞

n=1Fn = BX∗ . Es claro que
⋃∞

n=1Fn ⊆ BX∗. Para demostrar la otra inclusión, sea
f ∈ BX∗ . Puesto queX es reflexivo, el Corolario 2.2.1, página 209, nos revela queBX esω-compacto,
y por lo tanto, el funcionalf alcanza su supremo sobre tal conjunto, esto es, existe unx0 ∈ BX tal que
α := f (x0) = sup{ f (x) : x∈ BX} = ‖ f ‖. Resulta, por el Hecho 1, queH = f−1(α) es una variedad
soporte paraBX y se sigue del Lema E queH contiene un puntoxn ∈ ext(BX), lo cual quiere decir
decir quef ∈ Fn. Esto nos demuestra queBX∗ =

⋃∞
n=1Fn. Puesto queX∗ es un espacio reflexivo, de

nuevo el Corolario 2.2.1 nos dice que la bola unitaria(BX∗ ,ω) es compacta, en particular, un espacio
de Baire. Un llamado al Teorema de Categoría de Baire nos garantiza que algúnFn, digamosF1, posee
ω-interior no vacío. Seaf0 ∈ G := ω− int(F1). Puesto que la multiplicación por escalares positivos
menores que 1 son homeomorfismos de(X∗,ω) bajo los cualesF1 es invariante, podemos suponer que
‖ f0‖< 1. Escojamos ahora unω-entorno básicoV de f0 contenido enG. Es decir, el conjuntoV tiene
la forma

V :=
n⋂

i=1

{
f ∈ BX∗ : |( f − f0)(yi)| < ε

}
⊆ G.

para ciertosy1, . . . ,yn enX y algúnε > 0. Sea

N =
{

f ∈ X∗ : f (yi) = f0(yi) parai = 1, . . . ,n y f (x1) = f0(x1)
}
.

Puesto el espacioX∗ es de dimensión infinita, el Hecho 2 nos garantiza que el conjunto N contiene
una línea recta, es decir, existef1 ∈ N con f1 6= f0 tal que fτ := f0 + τ( f1− f0) ∈ N para todoτ ∈ R.
Como‖ f0‖ < 1, la recta anterior debe cortar a la esfera unitaria deX∗, esto es, existeτ ∈ R tal que
‖ fτ ‖ = 1. Esto prueba quefτ ∈ F1 y, por lo tanto,

1 = ‖ fτ ‖ = fτ(x1) = f0(x1) ≤ ‖ f0‖‖x1‖ = ‖ f0‖ .

Esto contradice el hecho de que‖ f0‖ < 1 y, en consecuencia, ext(BX) es no numerable. �

(B-22) En (ℓ1,‖·‖1), toda sucesión débilmente convergente es norma convergente.

Recordemos que

ℓ1 =
{
(ξk)

∞
k=1 ⊆ R :

∞

∑
k=1

|ξk| < ∞
}

es un espacio de Banach cuando se le dota de la norma‖x‖1 = ∑∞
k=1 |ξk|, dondex = (ξk)

∞
k=1 ∈ ℓ1.

Sabemos que el dual deℓ1, ℓ∗1, esℓ∞ en el sentido de que cadaf ∈ ℓ∗1 se identifica con un único
elemento(ak)

∞
k=1 ∈ ℓ∞ de modo quef (x) = ∑∞

k=1 akξk para todox = (ξk)
∞
k=1 ∈ ℓ1, y que, además, la

aplicación f → (ak)
∞
k=1 es una isometría deℓ∗1 sobreℓ∞.

Una sucesión(xn)
∞
n=1 enℓ1, dondexn = (ξnk)

∞
k=1 para cadan∈N, se dice queconverge débilmentea 0

si para cualquierf ∈ ℓ∗1 ocurre que ĺımn→∞ f (xn) = 0, esto es equivalente a afirmar que, para cualquier
sucesión acotada(ak)

∞
k=1 ∈ ℓ∞ se cumple que ĺımn→∞ ∑∞

k=1akξnk = 0.
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Observe que comoℓ1 es separable, entonces(Bℓ∞,ω∗) es un compacto metrizable y que una métrica
compatible con la topología viene dada por

d( f ,g) =
∞

∑
k=1

| fk−gk|
2k .

Un hecho importante que debemos recordar es que una base local de ω∗-entornos alrededor de cual-
quier f ∈ Bℓ∞ es dada porB f =

{
V( f ,δ,N) : δ > 0,N ∈ N

}
, donde

V( f ,δ,N) :=
N⋂

i=1

{
g∈ Bℓ∞ : | fi −gi| < δ

}
,

conδ > 0 y N ∈N arbitrarios.

Prueba de B-21). Sea(xn)
∞
n=1 una sucesión enℓ1 convergiendo débilmente a 0, dondexn = (ξnk)

∞
k=1

para cadan∈ N. Nos proponemos demostrar que ĺımn→∞ ‖xn‖1 = 0, es decir, ĺımn→∞ ∑∞
k=1 |ξnk| = 0.

Seak∈ N y para cadaε > 0, definamos

Fk =
∞⋂

n=k

{
f ∈ Bℓ∞ : | f (xn)| ≤

ε
3

}
.

Estos conjuntos sonω∗-cerrados enBℓ∞, crecen conk y gracias a la convergencia débil de la sucesión
(xn)

∞
n=1 hacia cero, es fácil ver queBℓ∞ =

⋃∞
k=1Fk. Como

(
Bℓ∞,ω∗) es un espacio métrico compacto,

el Teorema de Categoría de Baire nos revela la existencia de algún Fk0 conω∗-interior no vacío. Para
éstek0, existen unaf = ( fi)∞

i=1 ∈ Bℓ∞, un enteroN ≥ 1 y unδ > 0 tal que

V( f ,δ,N) ⊆ Fk0 ⊆ Fk para todok≥ k0.

Puesto queω− ĺımn→∞ xn = 0, podemos elegir unp∈N de modo que∑N
i=1 |ξni|< ε/3 para todon≥ p.

Fijemos ahora cualquiern≥ máx{k0, p} y definag = (gi)
∞
i=1 ∈ Bℓ∞ del modo siguiente:

gi =

{
fi , si 1≤ i ≤ N

sign(ξni), si i > N.

Entoncesg∈V( f ,δ,N) y, por consiguiente,g∈ Fk0. De allí que
∣∣∣∣∣

N

∑
i=1

fi ξni +
∞

∑
i=N+1

|ξni|
∣∣∣∣∣ ≤

ε
3
,

de donde se deduce que
∞

∑
i=N+1

|ξni| ≤
ε
3

+
N

∑
i=1

|ξni| <
2ε
3

.

Se sigue de esto que

‖xn‖1 =
∞

∑
i=1

|ξni| < ε siempre quen≥ máx{k0, p}.

La prueba es completa. �
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(B-23) Sean(X,‖·‖) y (Y,‖·‖) espacios de Banach y T: X →Y un operador lineal acotado. Entonces, T es
compacto si, y sólo si, T(X) está contenido en algún subconjuntoσ-compacto de Y.

Prueba.Suponga queT es compacto. EntoncesT(BX) es compacto en la norma-topología deY y, por
consiguiente,n·T(BX) también lo es para todon∈ N. Puesto que

T(X) ⊆
∞⋃

n=1

n·T(BX),

entoncesT(X) está contenido en un subconjuntoσ-compacto deY.

Para demostrar la otra implicación, suponga queT(X) está contenido en un subconjuntoσ-compacto
deY, es decir,

T(X) ⊆
∞⋃

n=1

Kn,

donde cadaKn es un subconjunto norma-compacto deY. PongamosFn = T−1(Kn) para cadan∈ N.
Por continuidad, cadaFn es cerrado enX y comoX =

⋃∞
n=1Fn, el Teorema de Categoría de Baire nos

dice que algúnFn0 posee interior no vacío. Esto significa que existe unx∈ Fn0 y algúnε > 0 tal que
x+ εBX ⊆ Fn0. Ahora

Tx + εT(BX) = T(x+ εBX) ⊆ T(Fn0) ⊆ Kn0,

de modo queT(BX) ⊆ 1
ε
(
−Tx+Kn0

)
. Como1

ε
(
−Tx+Kn0

)
es compacto, la prueba termina. �

(B-24) Sea X un espacio de Banach y suponga que T: X → X es un operador lineal acotado con rango
denso, es decir, tal queRang(T) = TX = X. Si

(
Gn
)∞

n=0 es una sucesión de subconjuntos abiertos y
densos en X, entonces

∞⋂

n=0

Tn(Gn
)

es denso en X.

Prueba.Fijemosn∈ N. Observe que por la continuidad deT, y el hecho de queGn es denso enX,
tenemos queT(X) = T

(
Gn
)
⊆ T(Gn), de donde se sigue queX = TX = T(Gn), es decir,T(Gn) es

denso enX. El mismo argumento sirve para deducir que los conjuntosT2(Gn),T3(Gn), . . . ,Tn(Gn)
son densos enX para cadan∈ N. Si tuviéramos la certeza de queTn(Gn) también es abierto enX,
entonces invocaríamos el Teorema de Categoría de Baire parafinalizar la prueba, pero como no lo
sabemos, debemos tomar otro camino. Pues bien, para demostrar que

⋂∞
n=0 Tn

(
Gn
)

es denso enX,
procederemos del modo siguiente. Seay∈ X y seaε > 0. SiendoG0 denso enX, existex0 ∈ G0 tal
que

‖y−x0‖ < ε/2.

ComoG0 es un abierto conteniendo ax0, podemos hallar una bola abiertaU0 con centro enx0 y radio
r0 < ε/4 totalmente incluida enG0. Nótese que cualquiera seax1 ∈ T−1(U0) se tiene queTx1 ∈ U0

y, por lo tanto,‖Tx1−x0‖ < ε/2. Lo que tenemos que hacer es garantizar quex1 también esté en
G1. Para ello, observe que comoT−1(U0) es abierto enX, entonces la densidad deG1 nos dice que
G1∩T−1(U0) 6=∅. Escojamos ahorax1 ∈ G1∩T−1(U0) tal que

‖Tx1−x0‖ <
r0

‖T ‖ .
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SeaU1 una bola abierta contenida en el abiertoG1 ∩T−1(U0) con centro enx1 y radio r1 < ε/42.
Continuando inductivamente con este proceso, se construyeuna sucesión de vectores

(
xk
)∞

k=0 enX y
una sucesión de bolas abiertas

(
Uk
)∞

k=0 satisfaciendo las siguientes propiedades:

(a) xk ∈ Gk∩T−1(Uk−1) para todok = 1,2,3, . . .

(b) cada bolaUk está contenida enGk∩T−1(Uk−1) teniendo su centro enxk y radiork < ε/4k+1 y,

(c) ‖Txk−xk−1‖ < rk/‖T ‖k para todok≥ 1.

Por último, observe queTxk ∈ T(Gk)∩Uk−1 para todok∈ N. En efecto, comoT(Gk) es denso enX,
entoncesT(Gk)∩Uk−1 6=∅ y, en consecuencia, para todok∈N,

Txk ∈ T(Uk) ⊆ T
(
Gk∩T−1(Uk−1)

)
⊆ T(Gk)∩Uk−1 ⊆ Uk−1.

En particular,
Tnxk+n ∈Uk, y Tkxk ∈U0, para todok,n∈N.

Sean ahorak,n∈ N. Entonces
∥∥Tnxk+n−Tn−1xk+n−1

∥∥ ≤ ‖T ‖n−1‖Txk+n−xk+n−1‖ <
rk+n

‖T ‖k+1 ,

de donde se sigue, fijando ak, que la sucesión
(
Tnxk+n

)∞
n=0 es de Cauchy enX, la cual, por la com-

pletitud deX, converge a un puntoyk ∈ Uk ∩Gk. En efecto, ya hemos visto que, para cadak ∈ N,
Tnxk+n ∈Uk para todon∈ N, por lo queyk ∈Uk∩Gk. Más aun, para todok≥ 2 y todon≤ k

Tnyk = Tn( ĺım
j→∞

T jxk+ j
)

= ĺım
j→∞

T j+nx(k−n)+ j+n = yk−n.

En particular,y0 = Ty1 = T2y2 = · · ·= Tkyk = · · · . Puesto que, por construcción,‖y−y0‖< ε y como
yk ∈ Gk para todok≥ 0, resulta quey0 ∈ Tk(Gk) para todok≥ 0. Esto termina la prueba. �

Nótese que cuandoT = I , el operador identidad sobreX, obtenemos el Teorema de Categoría de Baire
para espacios de Banach.

Comentario Adicional 2.2.10 Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach y para cada subconjunto acotadoA deX
sea

α(A) = ı́nf
{

r > 0 : A⊆
n⋃

i=1

Mi , con diam(Mi) ≤ r para cada 1≤ i ≤ n
}

.

A α(·) se le llama lamedida de no-compacidad de Kuratowski(véase, por ejemplo, [188]). No es
difícil ver queA es compacto si, y sólo si,α(A) = 0. También se cumple que siA y B son subconjuntos
acotados deX conA⊆ B, entoncesα(A) ≤ α(B). Similarmente, para cualquiers∈ R se cumple que
α(sA) = |s|α(A).

Suponga ahora queK ⊆ X es un conjunto convexo, cerrado y acotado. Fijemos un númerorealk > 0.
Una función f : K → K se dice que esk−α - contractiva si para cualquier subconjuntoA deK,

α
(

f (A)
)
≤ kα(A).

Denotemos por(Σ1(K),d) el espacio métrico completo de todas las funcionesf : K →K que sonk−α
- contractivas, donded( f ,g) = sup{‖ f (x)−g(x)‖ : x∈ K}. La aplicaciónf se llamaα-condensante
si ella es continua y satisfaceα

(
f (A)

)
< α(A) para cualquier subconjuntoA deK que no sea relativa-

mente compacto. En [136] demuestra el siguiente resultado.
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Teorema 2.2.9 (Domínguez Benavides).El conjuntoCondα(K) formado por todas las aplicaciones
α-condensantes enΣ1(K) es residual en(Σ1(K),d).

Prueba.SeaD el conjunto de todas lask−α - contracciones (k < 1) enΣ1(K), esto es,

D =
⋃

k<1

Σk(K).

Observe queD es denso enΣ1(K). En efecto, sif ∈ Σ1(K) y si definimosfn = (n/n+ 1) f para todo
n∈ N, entonces la sucesión( fn)∞

n=1 verifica quefn ∈ C para todon∈ N y ‖ fn− f ‖ → 0. Para cada
f ∈ D, seakf = ı́nf

{
k≥ 0 : f ∈ Σk(K)

}
y defina

G =
∞⋂

n=1

⋃

f∈D

U
(

f ,(1−kf )/2n
)
.

ClaramenteD ⊆ G y, por consiguiente,G es unGδ-denso enΣ1(K). Afirmamos queG está contenido
enCondα(K). En efecto, seang∈ G y A⊆ K conα(A) > 0. Escojamos un entero positivon0 tal que
1/n0 < α(A). Puesto queg∈ G, existe f ∈ D tal queg∈U( f ,(1− kf )/2n0) lo cual implica, usando
las propiedades deα(·), que

α
(
g(A)

)
≤ α

(
f (A)

)
+(1−kf )/n0 < kf α(A)+ (1−kf )α(A) = α(A).

Esto demuestra queg∈ Condα(K) y termina la prueba. �

Dada cualquier funciónf : K → K, denotemos por PF( f ,K) el conjunto de todos los puntos fijos def
enK, esto es,

PF( f ,K) =
{

x∈ K : f (x) = x
}
.

Como una aplicación del teorema anterior, Domínguez Benavides obtiene, entre otros resultados, el
siguiente:para cada f∈ Condα(K),

(1) PF( f ,K) es no vacío y compacto, y

(2) Orb( f ,x) es relativamente compacto.

El Teorema del Punto Fijo de Schauder [188] demostrado en 1930 por Julius Schauder establece que:

Teorema del Punto Fijo de Schauder. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach y suponga que K es
un subconjunto convexo y norma-compacto de X. EntoncesPF( f ,K) 6= ∅ para cualquier función
continua f: K → K.

Un maravilloso resultado de Tudor Zamfirescu [453] afirma quepara “casi todas” las funcionesf en
C(K), el conjunto PF( f ,K) es no numerable. Específicamente,

Teorema 2.2.10 (Zamfirescu).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y K un subconjunto convexo y
norma-compacto de X. Entonces existe un conjunto residual Gen (C(K),‖·‖∞) tal que, para cada
f ∈ G, el conjuntoPF( f ,K) es homeomorfo al conjunto ternario de CantorΓ.

El Teorema del Punto Fijo de Schauder generaliza el Teorema del Punto Fijo de Brouwer el cual afirma
que:

Teorema del Punto Fijo de Brouwer. Sea K⊆ Rn un conjunto convexo, compacto con interior no
vacío. Para cualquier f∈C(K), el conjuntoPF( f ,K) es no vacío.

De nuevo, Zamfirescu en el artículo ya citado demuestra que:
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Teorema 2.2.11 (Zamfirescu).Sea K⊆ Rn un conjunto convexo, compacto con interior no vacío.
Entonces existe un conjunto residual G en(C(K),‖·‖∞) tal que, para cada f∈G, el conjuntoPF( f ,K)
tiene medida de Lebesgue n-dimensional igual a cero.

Finalizamos esta sección mencionando el siguiente resultado de Tomás Domínguez Benavides [135].
Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach,U un subconjunto abierto del espacio productoR×X y C(U,X)
el conjunto de todas las aplicaciones continuas deU en X provisto de la topología metrizable de la
convergencia uniforme. EnR×X usaremos la norma

‖(t,x)‖ = máx{|t|,‖x‖}

y enU ×C(U,X) la métrica

d∞
(
(u, f ),(v,g)

)
= máx{‖u−v‖ ,d( f ,g)},

donded es una métrica sobreC(U,X) que define la topología considerada. Considere el problema de
Cauchy

x′ = f (t,x), x(tu) = xu (1)

donde f ∈C(U,X) y u = (tu,xu) ∈U .

Teorema de Domínguez Benavides. Existe un conjunto residual G⊆ U ×C(U,X) tal que, para
todo (u, f ) ∈ G, el problema(1) tiene solución única en un entorno V(u, f ) de tu la cual depende
continuamente de los valores iniciales.

2.2.2. ‖ ◮ Diferenciabilidad en espacios de Banach

Las propiedades de diferenciabilidad de las funciones continuas y convexas a valores reales definidas
sobre un subconjunto abierto y convexo deRn, han resultado ser de una importancia fundamental en ciertas
áreas de las matemáticas. Un estudio en profundidad de algunas propiedades similares de diferenciabilidad
pero ahora para funciones convexas continuas a valores reales definidas sobre un subconjunto abierto y
convexo de algún espacio de Banach de dimensión infinita ha sido llevada a cabo desde hace un poco más
de 70 años. En efecto, el primer resultado de este tipo fue obtenido por S. Mazur quien, en 1933, demostró
quecualquier función continua convexa a valores reales definida sobre un espacio de Banach separable
de dimensión infinita, es Gâteaux-diferenciable en un subconjunto residual de dicho espacio. A partir de
ese momento el estudio de estas nociones generalizadas de diferenciabilidad dieron origen a la creación
de los espacios de Asplund y los espacios débilmente de Asplund; es decir, aquellos espacios de Banach
los cuales tienen la propiedad de que cualquier función convexa y continua definida sobre ellos es Fréchet
(respectivamente, Gâteaux) diferenciable en los puntos deun subconjuntoGδ-denso de su dominio. En esta
sección no intentaremos abordar dicho estudio, ni tan siquiera dibujar algunas de sus consecuencias más
importantes sino, tan sólo, mostrar algunos resultados fundamentales en los que el Teorema de Categoría
de Baire aparece como un ingrediente importante en su demostración. Los libros de Fabian [157], Giles
[181], Phelps [351], Deville-Godefroy-Zizler [128], etc.abordan muchos aspectos en profundidad de esos
espacios. Debemos señalar, finalmente, que estas dos modalidades de diferenciabilidad son, en términos
generales, muy diferentes. Por ejemplo, existen exquisitas y variadas formas equivalentes de caracterizar a
los espacios de Asplund, pero no ocurre lo mismo con los espacios débilmente de Asplund; de hecho, no
existen, hasta el momento, condiciones equivalentes que caractericen a dichos espacios y tan sólo un número
modesto de condiciones necesarias son conocidas.
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‖ ◮ Funciones multivaluadas

SeanX y Y espacios topológicos de Hausdorff y seaF : X → 2Y una función multivaluada, es decir, una
función tal que, para cadax∈ X, F(x) es un subconjunto deY. Puesto queF(x) puede ser vacío para algunos
x∈ X, entonces es necesario definir eldominio deF como Dom(F) =

{
x∈ X : F(x) 6= ∅

}
. ParaA ⊆ X,

definimosF(A) =
⋃{F(x) : x∈ A}, mientras que siB⊆Y, entonces

F−1(B) =
{

x∈ X : F(x)∩B 6=∅
}

y F#(B) =
{

x∈ X : F(x) ⊆ B
}
.

Observemos queF#(B) contiene cada puntox∈ X para el cualF(x) =∅. Más aun,F−1(Y) = Dom(F) y
F#(Y) = X. Finalmente, el conjunto

Gra(F) =
{
(x,y) ∈ X×Y : y∈ F(x)

}
=
⋃

x∈X

{x}×F(x)

se llama elgrafo deF. Algunas referencias donde estos objetos son estudiados más en profundidad son las
siguientes [157], [351], [448].

Definición 2.2.1. Sean X y Y espacios topológicos de Hausdorff. Una función multivaluada F : X → 2Y

se llamasuperiormente semicontinua(respectivamente,inferiormente semicontinua) en x0 ∈ X si, para
cualquier conjunto abierto V⊆Y con F(x0)⊆V (respectivamente, F(x0)∩V 6=∅), existe un entorno abierto
U de x0 en X tal que F(x) ⊆V (respectivamente, F(x)∩V 6=∅) para todo x∈U.

F es superiormente semicontinua enX si ella es superiormente semicontinua en cada punto deX. Note-
mos que la semicontinuidad superior se puede caracterizar del modo siguiente:

‖◮ F es superiormente semicontinua en X

(β1) si, y sólo si, el conjunto F#(V) es abierto en X, para cualquier abierto V⊆Y.

(β2) si, y sólo si, para cada subconjunto cerrado C de Y, el conjunto F−1(C) es
cerrado en X.

EscribiremosF esusc (respectivamente,lsc) cuando dicha función es superiormente semicontinua (respec-
tivamente, inferiormente semicontinua).

En el caso particular en queX es un espacio de Banach, tenemos la siguiente formulación:

Reformulación (1). Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y F: X → 2X∗
una aplicación multivaluada.

Son equivalentes:

(1) F es norma -ω∗ (respectivamente, norma - norma) superiormente semicontinua en x∈ X.

(2) Para cada conjuntoω∗ - abierto (respectivamente, norma-abierto) W conteniendoa F(x) y cual-
quier sucesión(xn)

∞
n=1 en X con‖xn−x‖ → 0, se tiene que F(xn) ⊆W para todo n suficiente-

mente grande.

En lo que sigue sólo consideraremos aplicaciones multivaluadasF : X → 2Y cuyo dominio, Dom(F),
sea denso enX. La razón es la siguiente: six0 6∈ Dom(F), entonces para algún conjunto abiertoU de X
conteniendo ax0 tendríamos queF(x) = ∅ para cualquierx∈U ; lo cual implica queF es automáticamente
usc y lsc en tales puntos. Por lo tanto, si Dom(F) es denso enX y si F es usc en algúnx0 ∈ X, entonces
necesariamenteF(x0) 6=∅. Por consiguiente, convenimos que cuando decimos queF es a valores no-vacíos
lo que estamos asumiendo es que Dom(F) = X.

Una de las definiciones importantes de aplicaciones multivaluadas es cuando la imagen de cualquier
punto es un conjunto compacto no vacío.
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Definición 2.2.2. Sea F: X → 2Y una función multivaluada superiormente semicontinua. Si para cada punto
x ∈ X, el conjunto F(x) es compacto y no vacío, entonces diremos que F es una aplicación USCO. Si,
además, Y es un espacio vectorial topológico y F(x) es un conjunto no vacío, convexo y compacto, entonces
se dice que F es una aplicaciónCUSCO.

El siguiente lema es clave para lo que sigue.

Lema 2.2.3. Sea F: X → 2Y una aplicaciónUSCOy sea x∈ X. Si (xα)α∈D es una red tal que xα → x, y
yα ∈ F(xα) para cadaα ∈ D, entonces(yα)α∈D posee una subred que converge a algún y∈ F(x).

Prueba.Supongamos que la conclusión es falsa. Esto significa que para cadaz∈ F(x), existe un entorno
abiertoVz dez tal queyα 6∈Vz para todoα > αz, dondeαz ∈ D depende dez. Puesto queF(x) es compacto,
existe un número finito de puntos, digamosz1, . . . ,zn ∈ F(x) tales queF(x)⊆⋃n

k=1Vzk :=V. De lo anterior se
sigue queyα 6∈V siempre queα > máx{αz1, . . . ,αzn}, lo que entra en contradicción con la semicontinuidad
superior deF enx. �

Una consecuencia inmediata del lema anterior es el siguiente

Corolario 2.2.11. Si F : X → 2Y es una aplicaciónUSCO, entonces su grafoGra(F) es cerrado en X×Y.

Prueba.Suponga que(xα,yα)α∈D es una red en Gr(F) la cual converge a(x,y) ∈ X×Y, es decir,

xα → x, yα ∈ F(xα) y yα → y.

Por el Lema 2.2.3,(yα)α∈D posee una subred que converge a algún punto deF(x). Se sigue quey∈ F(x),
con lo cual hemos demostrado que(x,y) ∈ Gra(F). �

Si F : X → 2Y es una aplicación multivaluada con grafo cerrado enX ×Y, entonces diremos queF
tienegrafo cerrado. Algunas veces, el recíproco del resultado anterior es también cierto: por ejemplo, si
F : X → 2Y tiene grafo cerrado y si el espacioY es compacto, entoncesF es USCO. SeanF,G : X → 2Y dos
aplicaciones multivaluadas. Diremos queF está contenidaenG si F(x) ⊆ G(x) para cadax∈ X.

Teorema 2.2.12.Si F : X → 2Y es una aplicación multivaluada con grafo cerrado a valores no vacíos la
cual está contenida en una aplicación G: X → 2Y la cual esUSCO, entonces F esUSCO.

Prueba.Conviene observar, en primer lugar, que como Gr(F) es cerrado, entoncesF(x) también es cerrado
enY para cadax∈ X. Además, comoG(x) es compacto yF(x) ⊆ G(x), resulta queF(x) es compacto para
cadax∈ X. Supongamos ahora queF no es superiormente semicontinua . Entonces existex0 ∈ X tal queF
no es superiormente semicontinua enx0. Esto significa que en alguna parte deY se encuentran un abierto
V conteniendo aF(x0) y una red(xd)d∈D en X convergiendo ax0 tal que para cadad ∈ D existe algún
yd ∈ F(xd)rV. Ya queG es USCO yyα ∈ G(xα), el Lema 2.2.3 nos ofrece la existencia de una subred de
(yα)α∈D, que seguiremos denotando del mismo modo, que converge a algún y∈ G(x0). Por otro lado, como
Gra(F) es cerrado, resulta quey∈F(x0) lo cual constituye una contradicción pues:yα → y∈ F(x0), mientras
queyα 6∈V ⊇ F(x0) para todoα ∈ D. �

La más importante subclase de las aplicaciones USCO’s son las llamadas USCO minimales, las cuales
poseen poderosas y sorprendentes propiedades. Su existencia quedará garantizada por una aplicación del
Lema de Zorn.

Definición 2.2.3. Una aplicaciónUSCOF : X → 2Y se llamaUSCOminimal si, para cada cualquier otra
aplicaciónUSCOG : X → 2Y tal que G(x) ⊆ F(x) para todo x∈ X, entonces G= F.
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Teorema 2.2.13.Si F : X → 2Y es una aplicaciónUSCO, entonces existe una aplicación G: X → 2Y que es
USCOminimal contenida en F.

Prueba.Sea
H =

{
H : X → 2Y

∣∣∣ H esUSCO y H(x) ⊆ F(x) para todo x∈ X
}

.

Observe queH 6=∅ puesF ∈ H. Introduzcamos un orden parcial sobreH declarando que

H1 � H2 siempre que H1,H2 ∈ H y H1(x) ⊆ H2(x) para todox∈ X.

Suponga ahora queH0 = {Hα ∈ H : α ∈ D} es un conjunto totalmente ordenado por “�” y considere la
funciónH : X → 2Y definida por

H(x) =
⋂

α∈D

Hα(x) para todox∈ X.

Veamos queH es USCO. En primer lugar observe que, para cadax ∈ X, {Hα(x) : α ∈ D} es una familia
encajada de compactos no vacíos, de donde resulta queH(x) es un subconjunto compacto no vacío deY. Para
ver queH es superiormente semicontinua , seaC cualquier subconjunto cerrado deY. Vamos a demostrar
queH−1(C) = {x∈ X : H(x)∩C 6=∅} es cerrado enX. En efecto, nótese que

x∈ H−1(C) si, y sólo si, H(x)∩C 6=∅,

si, y sólo si,
⋂

α∈D

(
Hα(x)∩C

)
6=∅,

si, y sólo si, Hα(x)∩C 6=∅ para todoα ∈ D,

si, y sólo si, x∈
⋂

α∈D

{
z∈ X : Hα(z)∩C 6=∅

}
.

Pero cada conjunto
{

z∈ X : Hα(z)∩C 6= ∅
}

es, por la semicontinuidad superior deHα, cerrado enX, de
donde se sigue queH−1(C) es cerrado enX. Hemos demostrado queH ∈H y comoH �Hα para todoα ∈D,
podemos invocar el Lema de Zorn para obtener una aplicación USCO minimalG en(H,�) tal queG� F.
Esto termina la prueba. �

El siguiente resultado muestra varias propiedades útiles einteresantes de las aplicaciones USCO’s mini-
males.

Teorema 2.2.14.Sean(X,τX) y (Y,τY) espacios topológicos de Hausdorff y F: X → 2Y una aplicación
USCO. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) F esUSCOminimal.

(2) Si U ⊆ X es abierto y C⊆Y es cerrado tal que F(x)∩C 6=∅ para todo x∈U, entonces F(U) ⊆C.

(3) Si U y V son subconjuntos abiertos de X y Y respectivamente tales que U∩F−1(V) 6=∅, entonces existe
un subconjunto abierto no vacío U′ de X tal que U′ ⊆U y F(U ′) ⊆V.
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Prueba. (1)⇒ (2). SeanU ⊆X abierto yC⊆Y cerrado tales queF(x)∩C 6=∅ para todox∈U . Definamos
ahoraH : X → 2Y por

H(x) =

{
F(x)∩C si x∈U ,

F(x) si x∈ XrU .

Entonces, para cualquierx∈ X, el conjuntoH(x) es no vacío yH ⊆ F. SiendoF USCO, el Corolario 2.2.11
nos dice que Gra(F) es cerrado y, por consiguiente, Gra(H) también es cerrado. Puesto queH ⊆ F, el
Teorema 2.2.12 nos garantiza queH es USCO y, gracias a la minimalidad deF tenemos queH = F . Por
esto,F(x) ⊆C para cualquierx∈U ; es decir,F(U) ⊆C.

(2) ⇒ (3). Suponga queU y V son subconjuntos abiertos deX y Y respectivamente tales queU ∩F−1(V) 6=
∅, lo cual significa que para algúnx0 ∈ U tenemos queF(x0)∩V 6= ∅. Si ahora definimosC := Y \V,
podemos distinguir dos casos:

(1 )̊ F(x0) ⊆V. En este caso, la semicontinuidad superior deF en x0 nos proporciona la existencia de un
conjunto abierto no vacíoU ′ ⊆U conx0 ∈U ′, tal queF(U ′) ⊆V.

(2 )̊ F(x0)*V. Esto quiere decir queF(x0)∩C 6=∅. Afirmamos que existex1 ∈U tal queF(x1)∩C =∅.
En efecto, si ocurriera queF(x)∩C 6= ∅ para todox∈U , entonces tendríamos, en virtud de(2), que
F(U) ⊆C lo que evidentemente contradice la suposiciónF(x0)∩C 6=∅. Finalmente, usando de nuevo
la la semicontinuidad superior deF enx1, podemos determinar un entorno abiertoU ′ dex1, U ′ ⊆U ,
tal queF(U ′) ⊆V.

(3) ⇒ (1). Supongamos queF no es minimal. Por el Teorema 2.2.13 existe una aplicación USCO minimal
F0 : X → 2Y conF0 ⊆ F y tal que, para algúnx0 ∈ X, se cumple queF0(x0) $ F(x0). Por la compacidad de
F0(x0), podemos encontrar un conjunto abiertoW ⊆Y tal que

F(x0)∩W 6=∅ y F0(x0)∩W =∅.

La semicontinuidad superior deF0 nos dice queF0(U)∩W = ∅ para algún conjunto abiertoU ⊆ X conte-
niendo ax0. Por otro lado, comoF(x0)∩W 6=∅ tenemos queU ∩F−1(W) 6=∅, y se sigue ahora de(3) que
F(U ′)⊆W para algún conjunto abierto no vacíoU ′ ⊆U conteniendo ax0. En particular,F0(U ′)⊆W lo que
resulta en una clara contradicción con el hecho de queF0(x0)∩W =∅. �

Uno de los problemas centrales de las aplicaciones multivaluadas es el siguiente:

Un Problema de las Aplicaciones Multivaluadas. Dada una aplicación multivaluada F: X → 2Y,
donde X es un espacio de Baire y Y es un espacio topológico, encuentre condiciones que garanticen
la existencia de un subconjunto Gδ-denso X1 de X y de una función univaluada (= a un sólo-valor)
continua f: X1 →Y tal que f(x) ∈ F(x) para todo x∈ X1.

Esto último significa quef es una selección deF sobre el conjuntoX1. En general, unaselecciónpara
la función multivaluadaF : X → 2Y es una función univaluadaf : X → Y tal que f (x) ∈ F(x) para cada
x ∈ X. Observe que, gracias al Axioma de Elección, siempre existeuna selección para cualquier función
multivaluada.



Sec. 2.2Otras aplicaciones en espacios de Banach 247

‖ ◮ Funciones convexas y los teoremas de diferenciabilidad de Mazur y Asplund-Lindenstrauss.

SeaX un espacio lineal sobreR. Recordemos que un subconjunto no vacíoU deX se llamaconvexosi
λx+(1−λ)y∈U siempre quex,y∈U y λ ∈ [0,1]. Una funciónf : U → R se llamaconvexasi

f (λx+(1−λ)y) ≤ λ f (x)+ (1−λ) f (y)

para todox,y∈U y todo 0≤ λ ≤ 1.

Un resultado clásico e importante sobre la diferenciabilidad de funciones a valores reales definidas sobre
intervalo abierto deR es el siguiente, cuya prueba puede ser consultada, por ejemplo, en [351], Theorem
1.16.

Teorema de diferenciabilidad real. Sea f: (a,b) → R una función convexa continua. Entonces f
es diferenciable en todo punto de(a,b) excepto sobre un subconjunto a lo sumo numerable.

Nuestro objetivo es esta sección es demostrar dos resultados fundamentales sobre diferenciabilidad de fun-
ciones convexas continuas definidas sobre espacios de Banach reales, donde se hace uso del Teorema de
Categoría de Baire, siendo el primero de ellos el siguiente teorema publicado por Mazur en 1933 ([303]).

Teorema 2.2.15 (Teorema de diferenciabilidad de Mazur).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separa-
ble, U un subconjunto abierto convexo de X y f:U →R una función convexa continua. Entonces el conjunto
de puntos donde f es Gâteaux diferenciable es un Gδ-denso de U.

La demostración de este resultado requiere de algunas definiciones y resultados adicionales.

Definición 2.2.4. Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y f: X → R función. Se dice que f esGâteaux
diferenciableen x∈ X si existe un único funcional lineal continuo de X enR, denotado por d f(x) ∈ X∗, tal
que

〈d f(x),h〉 = ĺım
t→0

f (x+ th)− f (x)
t

para cada h∈ X. El funcional d f(x) es entonces llamado laderivada de Gâteauxde f en x.
Si, además, el límite anterior es uniforme en h∈ SX, diremos que f esFréchet diferenciableen x.

Equivalentemente, f es Fréchet diferenciable en x si existef ′(x) ∈ X∗, tal que

ĺım
y→0

f (x+y)− f (x)−〈 f ′(x),y〉
‖y‖ = 0.

El funcional f′(x) se le llama laderivada de Fréchetde f en x.

La subdiferencial de una función convexaf , se define como la aplicación multivaluada∂ f : X → 2X∗

dada por
∂ f (x) =

{
x∗ ∈ X∗ : 〈x∗,y−x〉 ≤ f (y)− f (x) para todoy∈ X

}
, x∈ X.

Notemos que∂ f (x) consiste de todos los funcionales lineales continuos que son posibles candidatos para la
derivada de Gâteaux def enx. Es fácil ver que si∂ f (x) 6=∅, entonces dicho conjunto es convexo. En efecto,
seanx∗1,x

∗
2 ∈ ∂ f (x) y seaλ ∈ (0,1). Para cualquiery∈ X, tenemos que

〈λx∗1,y−x〉 ≤ λ f (y)−λ f (x) y 〈(1−λ)x∗2,y−x〉 ≤ (1−λ) f (y)− (1−λ) f (x).

Sumando ambas desigualdades obtenemos〈λx∗1 + (1− λ)x∗2,y− x〉 ≤ f (y)− f (x) para todoy ∈ X, por lo
queλx∗1 +(1−λ)x∗2 ∈ ∂ f (x).



248 Cap. 2Aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire

Más aun, se cumple la siguiente desigualdad (monotonicidaddel operador∂ f ):

〈x∗−y∗, x−y〉 ≥ 0

siempre quex,y∈ X y x∗ ∈ ∂ f (x), y∗ ∈ ∂ f (y). En efecto, six∗ ∈ ∂ f (x), y∗ ∈ ∂ f (y), entonces sumando las
siguientes dos desigualdades se obtiene el resultado:

〈x∗, y−x〉 ≤ f (y)− f (x) y −〈y∗, y−x〉 = 〈y∗, x−y〉 ≤ f (x)− f (y).

De aquí en adelante consideraremos sólo funciones convexascontinuasf : U → R, donde(X,‖·‖) es un
espacio de Banach real yU un subconjunto abierto convexo deX.

Lema 2.2.4. Sea f: U → R una función convexa continua. Entonces

(1) ∂ f (x) 6=∅ para todo x∈U, y

(2) si f es Gâteaux diferenciable en x∈U, entonces∂ f (x) consta de un único punto, a saber d f(x).

Prueba. (1) Fijemosx∈U y pongamosC :
{
(x, t) : f (x) ≤ t

}
. El conjuntoC, que se denomina el epígrafo

de f , resulta ser convexo puesf y U lo son. TrasladandoC al punto(x0, f (x0)) produce el conjunto

C0 := C − (x0, f (x0)) =
{

(x, t) ∈ (U −{x0})×R : ϕ(x) := f (x+x0)− f (x0) ≤ t
}

.

Observe que(0,0) ∈ C0 y queC0 es el epígrafo deϕ sobreU \ {x0}. Por el Teorema de Separación de
Hahn-Banach, existe un hiperplano cerradoH enX×R que soporta aC0 en(0,0), lo que a su vez implica la
existencia de un funcional lineal no cerox∗ ∈ X∗ tal que

〈x∗,x〉 ≤ ϕ(x) = f (x+x0) − f (x0), para todox∈U \{x0}

o bien
〈x∗,x−x0〉 ≤ f (x) − f (x0), para todox∈U

lo cual quiere decir quex∗ ∈ ∂( f ).

(2) Supongamos qued f(x0) existe y seax∗ ∈ ∂( f ). Veamos quex∗ = d f(x0). Comox∗ ∈ ∂( f ), tenemos que

〈x∗,x−x0〉 ≤ f (x) − f (x0), para todox∈U .

Seah∈ X arbitrario y escojamost > 0 lo suficientemente pequeño de modo quex := x0 + th∈U . Entonces

〈x∗,h〉 ≤ f (x0 + th) − f (x0)

t

de donde se obtiene que〈x∗,h〉 ≤ 〈d f(x0),h〉. Similarmente, como también〈x∗,−h〉 ≤ 〈d f(x0),−h〉, se
concluye quex∗ = d f(x0). �

Recordemos una función convexaf : U → R es localmente acotadaen x0 ∈ U si existen constantes
M > 0 y δ > 0 tal que| f (x)| ≤ M para todox ∈ U(x0,δ). Similarmente,f es localmente Lipschitz en
x0 si existen constantesM > 0 y δ > 0 tal que| f (x)− f (y)| ≤ M ‖x−y‖ siempre quex,y ∈ U(x0,δ). f
es localmente acotada (resp. localmente Lipschitz) sobreU si f es localmente acotada (resp. localmente
Lipschitz) en todo punto deU . Más aun, diremos que la aplicaciónx→ ∂ f (x) es localmente acotada enx0

si existe una constanteM > 0 y un entorno abiertoU dex0 tal que‖x∗ ‖ ≤ M para todox∗ ∈ ∂ f (x) y todo
x∈U .

Un hecho que es importante resaltar es el siguiente.
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Lema 2.2.5. Sea f: U → R una función convexa localmente acotada. Entonces

(1) f es localmente Lipschitz.

(2) ∂ f es localmente acotada, y para cada x∈U, ∂ f (x) esω∗-compacto.

(3) La aplicación subdiferencial x→ ∂ f (x) es norma-ω∗ superiormente semicontinua sobre U.

Prueba. (1) Fijemosx0 ∈ X. Puesto quef es localmente acotada enx0, existen constantesM > 0 y δ > 0
tal que| f (x)| ≤ M siempre quex ∈ U(x0,2δ). Para cualesquierax,y ∈ U(x0,δ), seanα = ‖x−y‖ y z=
y+(y−x)δ/α. Entoncesz∈U(x0,2δ). Puesto que

y =
α

α + δ
z +

δ
α+ δ

x ∈ U(x0,2δ)

resulta que

f (y) ≤ α
α+ δ

f (z) +
δ

α+ δ
f (x)

y así,

f (y)− f (x) ≤ α
α+ δ

(
f (z)− f (x)

)
≤ 2M

δ
‖x−y‖ .

Intercambiandox cony, vemos que

| f (x)− f (y)| ≤ M ‖x−y‖ para todo x,y∈U(x0,δ).

Esto nos dice quef es localmente Lipschitz.

(2) Para ver que∂ f es localmente acotada, seanx∈U(x0,δ) y x∗ ∈ ∂ f (x). Entonces, para todoy∈U(x0,δ),

〈x∗,y−x〉 ≤ f (y)− f (x) ≤ M
2δ

‖y−x‖

lo cual implica que‖x∗ ‖ ≤ M
2δ . Finalmente, como∂ f (x0) es norma-acotado, sólo nos resta demostrar que

∂ f (x0) esω∗-cerrado. En efecto, sea(x∗n)
∞
n=1 una sucesión en∂ f (x0) tal quex∗n → x∗ ∈X∗ en laω∗-topología.

Entonces, para todon∈ N y todoy∈ X se tiene que

〈x∗n,y−x0〉 ≤ f (y)− f (x0).

Tomando límite cuandon→ ∞, se obtiene que

〈x∗,y−x0〉 = ĺım
n→∞

〈x∗n,y−x0〉 ≤ f (y)− f (x0)

y así,x∗ ∈ ∂ f (x0). Se sigue del Teorema de Banach-Alaoglu que∂ f (x0) esω∗-compacto.

(3). Para demostrar esta última parte, haremos uso de la Reformulación (1), página 243. En efecto, sean
x ∈ U , W cualquier subconjuntoω∗-abierto deX∗ conteniendo a∂ f (x) y (xn)

∞
n=1 cualquier sucesión en

U tal quexn → x en la norma. Vamos a demostrar que existeN ∈ N tal que∂ f (xn) ⊆ W para todon≥ N.
Supongamos que este no es el caso, entonces existe una subsucesión de(xn)

∞
n=1, que la seguiremos denotando

del mismo modo, tal que∂ f (xn) 6⊆W para todon = 1,2, . . . Para cadan∈ N, escojamosx∗n ∈ ∂ f (xn)rW.
Puesto que∂ f (·) es localmente acotada, podemos suponer que existe una bola norma-cerradaB(0,K) enX∗,
conteniendo a todos los conjuntos∂ f (xn).
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Seax∗ ∈ {x∗n : n = 1,2, . . .}ω∗
⊆ B(0,K). Esto significa quex∗ es elω-límite de una subred de(x∗n)

∞
n=1 y,

por supuesto,x∗ 6∈W. Fijemos uny∈U y consideremos la expresión

〈x∗,y〉− 〈x∗n,x〉 = 〈x∗,y〉− 〈x∗n,y〉+ 〈x∗n,y〉− 〈x∗n,xn〉+ 〈x∗n,xn〉− 〈x∗n,x〉+ 〈x∗n,x〉− 〈x∗,x〉. (1)

Comox∗ es un punto deω∗-clausura de la sucesión{x∗n : n= 1,2, . . .}, resulta que las sucesiones(〈x∗n,x〉)∞
n=1

y (〈x∗n,y〉)∞
n=1 poseen subsucesiones, a las que seguiremos nombrando del mismo modo, que convergen a

〈x∗,x〉 y a 〈x∗,y〉 respectivamente, esto es,

ĺım
n→∞

〈x∗n,x〉 = 〈x∗,x〉 y ĺım
n→∞

〈x∗n,y〉 = 〈x∗,y〉. (2)

Además, puesto quex∗n ∈ B(0,K) para todon∈ N, obtenemos que
∣∣〈x∗n,xn〉− 〈x∗n,x〉

∣∣ ≤ K ‖xn−x‖ −→ 0. (3)

Por otro lado, teniendo en cuenta que la desigualdad

〈x∗n,y〉− 〈x∗n,xn〉 ≤ f (y)− f (xn)

= f (y)− f (x)+ f (x)− f (xn),

la cual es válida por estarx∗n ∈ ∂ f (xn), y como f (x)− f (xn) → 0 por la continuidad def enx, resulta de la
desigualdad anterior que

ĺımsup
n→∞

(
〈x∗n,y〉− 〈x∗n,xn〉

)
≤ f (y)− f (x) (4)

Finalmente, tomando el límite en(1) cuandon→ ∞, y usando(2), (3) y (4) se concluye que

〈x∗,y〉− 〈x∗,x〉 ≤ f (y)− f (x) para todoy∈U .

Esto prueba quex∗ ∈ ∂ f (x)rW, lo cual es una contradicción por el hecho de queW contiene a∂ f (x). �

Un resultado importante que caracteriza la diferenciabilidad de funciones convexas continuas en términos
de ciertas selecciones es el siguiente:

Teorema 2.2.16.Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach, U un subconjunto abierto convexo no vacío de X y
f : U → R una función convexa continua. f es Fréchet (respectivamente, Gâteaux) diferenciable en x∈U
si, y sólo, existe una selecciónϕ para ∂ f la cual es norma - norma (respectivamente, norma -ω∗) continua
en x.

Prueba.La demostración será llevada a cabo sólo para el caso en quef es Fréchet diferenciable. Suponga-
mos que existe una selecciónϕ para la subdiferencial∂ f de f . Puesto queϕ(x) ∈ ∂ f (x) para todox∈U , te-
nemos que〈ϕ(x),y−x〉 ≤ f (y)− f (x) para todoy∈U . Para talesy∈U también se cumple queϕ(y)∈ ∂ f (y),
y así,〈ϕ(y),x−y〉 ≤ f (x)− f (y). Combinando estas dos desigualdades resulta que para todoy∈U ,

0≤ f (y)− f (x)−〈ϕ(x),y−x〉 ≤ 〈ϕ(y)−ϕ(x),y−x〉. (2.2.1)

Si ϕ es norma-norma continua enx, entonces el hecho de que el último término en la desigualdad(2.2.1) está
acotada por‖ϕ(y)−ϕ(x)‖‖y−x‖ implica quef es Fréchet diferenciable enx.

Recíprocamente, supongamos quef es Fréchet diferenciable enx ∈ U . En primer lugar vamos a de-
mostrar que∂ f es norma-norma superiormente semicontinua enx, es decir, queremos probar que para cual-
quier entorno norma-abiertoV dex∗ := f ′(x), existe un entorno norma-abiertoW dex tal que∂ f (W) ⊆V.
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Supongamos que∂ f no es norma-norma superiormente semicontinua enx. Entonces es posible elegir un
ε > 0, una sucesión(xn)

∞
n=1 enU y x∗n ∈ ∂ f (xn) para cadan∈ N tal que

‖xn−x‖ → 0, pero ‖x∗n−x∗ ‖ > 2ε.

La última desigualdad implica la existencia, para cadan∈N, de unzn ∈ SX tal que〈x∗n−x∗,zn〉 > 2ε. Ahora
bien, comof es Fréchet diferenciable enx, existe unδ > 0 tal quex+y∈U y

f (x+y)− f (x)−〈x∗,y〉 ≤ ε‖y‖

siempre que‖y‖ ≤ δ. Por otro lado, puesto quex∗n ∈ ∂ f (xn), tenemos que

〈x∗n,(x+y)−xn〉 ≤ f (x+y)− f (xn)

y, así,
〈x∗n,y〉 ≤ f (x+y) − f (x) + 〈x∗n,xn−x〉 + f (x) − f (xn)

siempre que‖y‖ ≤ δ. Seayn = δzn, n = 1,2, . . . Entonces‖yn‖ = δ y

2εδ < 〈x∗n−x∗,yn〉 ≤
[

f (x+yn)− f (x)−〈x∗,yn〉
]

+ 〈x∗n,xn−x〉 + f (x)− f (xn)

≤ εδ + 〈x∗n,xn−x〉 + f (x)− f (xn). (2.2.2)

Finalmente, como∂ f es localmente acotada y|〈x∗n,xn− x〉| ≤ ‖x∗n‖‖xn−x‖, se sigue de la continuidad de
f en x que f (x)− f (xn) → 0 y, en consecuencia, las desigualdades en (2.2.2) nos conduce a la desigual-
dad 2εδ ≤ εδ que resulta, a todas luces, contradictoria. Esto prueba que∂ f es norma-norma superiormente
semicontinua enx.

Para cadax ∈ U , pongamosϕ(x) = f ′(x). Resulta queϕ es una selección para∂ f la cual es norma-
norma continua enx. En efecto, los siguientes tres hechos:∂ f (x) consta de un único punto (Lema 2.2.4),
ϕ(y) ∈ ∂ f (y) para caday ∈ U y ∂ f es superiormente semicontinua enx, implican inmediatamente que
ϕ(y) → ϕ(x) = f ′(x) siempre quey→ x en norma, es decir,ϕ es norma-norma continua enx. �

Observemos que si la función convexaf : U → R es continua enx0 ∈ U , entonces ella es localmente
acotada en dicho punto y, en consecuencia,∂ f (x0) es localmente acotada. Además,

Corolario 2.2.12. Sea f: U → R una función continua y convexa. Entonces, para cada x∈U, tenemos que
d f(x) existe si, y sólo si,∂ f (x) consiste exactamente de un único elemento.

Prueba.Ya sabemos, por el Lema 2.2.4, que sid f(x) existe, entonces∂ f (x) consiste exactamente de un
único elemento.

Supongamos ahora que∂ f (x) consiste de un único punto. El Lema 2.2.5(3) nos dice que∂ f es norma-
ω∗ superiormente semicontinua enx. Similar a la parte final de la prueba del teorema anterior, lasuposición
de que∂ f (x) consta de un único punto, conduce a que cualquier selecciónϕ para∂ f es norma-ω∗ continua
enx. Entonces, por el Teorema 2.2.16,d f(x) existe. �

Puesto que en espacios de Banach de dimensión finita la topologíaω∗ y la topología de la norma coinci-
den, la conclusión del siguiente corolario se deriva inmediatamente del Teorema 2.2.16.

Corolario 2.2.13. Si (X,‖·‖) es un espacio de Banach de dimensión finita, entonces para cualquier función
continua y convexa definida sobre él, las derivadas de Gâteaux y Fréchet coinciden.
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Prueba del Teorema de diferenciabilidad de Mazur. En primer lugar vamos a demostrar que el conjunto

F =
{

x∈U : d f(x) no existe
}

es unFσ de U . En efecto, comoX es separable podemos elegir una sucesión(xn)
∞
n=1 densa en la esfera

unitariaSX deX. Para cada par de enterosn,m≥ 1, definamos los conjuntosFn,m como

Fn,m =
{

x∈U : existen x∗,y∗ ∈ ∂ f (x) satisfaciendo〈x∗−y∗,xn〉 ≥ 1/m
}
.

Notemos qued f(x) no existe si, y sólo si,∂ f (x) contiene más de un punto. De esto se sigue que

d f(x) no existe si, y sólo si,x∈
∞⋃

n,m=1

Fn,m; es decir, F =
∞⋃

n,m=1

Fn,m.

Por esto, sólo debemos demostrar que cadaFn,m es relativamente cerrado enU . Para demostrar esto último,
sea(zk)

∞
k=1 cualquier sucesión enFn,m tal quezk → z∈U . Para cadak ∈ N, escojamosx∗k y y∗k en∂ f (zk) tal

que〈x∗k −y∗k,xn〉 ≥ 1/m. Puesto queX es separable, los subconjuntos norma acotados deX∗ son metrizables
en laω∗-topología y, en consecuencia, por el acotamiento local de la aplicación∂ f enzy la ω∗-compacidad
de cada bola cerrada enX∗, no se pierde generalidad en asumir, y así lo haremos, que existenx∗,y∗ ∈ X∗

tales quex∗k
ω∗
−→ x∗ y y∗k

ω∗
−→ y∗. Usando estos hechos tenemos que, para cualquiery∈U ,

〈x∗,y−z〉 = ĺım
k→∞

〈x∗k,y−zk〉 ≤ ĺım
k→∞

[ f (y)− f (zk)] = f (y)− f (z),

de modo quex∗ (y similarmentey∗) está en∂ f (z). Además, puesto que

〈x∗−y∗,xn〉 = ĺım
k→∞

〈x∗k −y∗k,xn〉 ≥ 1/m,

se concluye quez∈ Fn,m.
Finalmente, para hacer uso del Teorema de Categoría de Baire, tenemos que demostrar que cadaUrFn,m

es denso enU . Veamos esto. Fijemosm,n∈ N y seanx0 ∈U y ε > 0 arbitrarios. Consideremos la función
g : I → R dada por

g(r) = f (x0 + rxn) (r ∈ I),

dondeI = {r ∈ R : x0 + rxn ∈U}. Comog es convexa sobre el intervalo abiertoI entonces, por el Teorema
de diferenciabilidad real, tenemos queg′(r) existe para todos los puntosr ∈ I excepto, posiblemente, en
un conjunto a lo sumo numerable. Sea|r ′| < ε tal queg es diferenciable enr ′ y pongamosx′ := x0 + r ′xn.
Observemos que‖x0−x′ ‖ < ε. Afirmamos quex′ 6∈ Fn,m. En efecto, six′ ∈ Fn,m, entonces existenx∗,y∗ ∈
∂ f (x′) tal que〈x∗−y∗,xn〉 ≥ 1/m. De esto se sigue que〈x∗,xn〉 6= 〈y∗,xn〉 son las direcciones de dos líneas
tangentes distintas al grafo de la funcióng en (r ′,g(r ′)) lo cual es una contradicción por el hecho de que
g es diferenciable enr ′. Por consiguiente,x′ ∈ U r Fn,m param = 1,2, . . . y, en consecuencia, toda bola
abiertaU(x0, r) intersecta aUrFn,m; es decir,UrFn,m es un abierto denso enU . Un llamado al Teorema de
Categoría de Baire nos revela que

∞⋂

n,m=1

(U rFn,m)

es unGδ-denso deU . �

Un resultado similar al Teorema de diferenciabilidad de Mazur pero cambiando Gâteaux diferenciabili-
dad por Fréchet diferenciabilidad e imponiendo una condición adicional al espacio de Banach, fue obtenida
por Asplund y generalizada por Lindenstrauss en los siguientes términos.
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Teorema 2.2.17 (Teorema de diferenciabilidad de Asplund-Lindenstrauss). Sea(X,‖·‖) un espacio de
Banach tal que X∗ es separable y sea f: X → R cualquier función convexa continua. Entonces f es Fréchet
diferenciable sobre un subconjunto Gδ-denso de X.

Prueba.Definamos el conjunto

F =
{

x∈ X : f no es Fréchet diferenciable en x
}
.

Vamos a demostrar queF es de primera categoría enX. Para ello consideremos el epígrafo def , es decir, el
subconjunto deX×R definido por epi( f ) = {(x, t) ∈ X×R : f (x) ≤ t}. Siendo epi( f ) un conjunto convexo
cerrado con interior no vacío enX×R, el Teorema de separación de Hahn-Banach enX×R nos garantiza
la existencia, para cadax∈ X, de un funcionalpx ∈ X∗ tal que f (x+h)− f (x) ≥ px(h) para cualquierh∈ X.
Puesto quef no es Fréchet diferenciable en los puntos deF, podemos seleccionar, para cadax ∈ F, un
mx ∈ N tal que

ĺımsup
h→0

f (x+h)− f (x)− px(h)

‖h‖ >
1

mx
.

Fijemosm∈ N y definamosFm = {x ∈ F : mx = m}. Usemos ahora el hecho de queX∗ es separable, para
seleccionar una sucesión densa enX∗, digamos(x∗k)

∞
k=1 y pongamosUm,k := U(x∗k,

1
24m) para todok ∈ N.

Resulta claro entonces queX∗ =
⋃∞

k=1Um,k. Para cadak∈ N, defina

Fm,k =
{

x∈ Fm : px ∈Um,k
}
.

Es una tarea fácil probar queF =
⋃∞

m,k=1 Fm,k. Por esto, sólo tenemos que demostrar que el conjuntoFm,k

es nunca-denso para cadam,k ∈ N. Fijemosm,k ∈ N y supongamos, para arribar a una contradicción, que
Fm,k tiene interior no vacío. Entonces existen unx ∈ Fm,k y un entorno abiertoU de x tal queU ⊆ Fm,k.
Para obtener nuestra contradicción es suficiente demostrarque existe un puntoy∈U poseyendo un entorno
abiertoV tal queV ∩Fm,k = ∅. Siendo f localmente Lipschitz, podemos suponer, sin perder generalidad,
que el entornoU dex∈ Fm,k es de la formaU = U(x, r), donder se elige de modo tal quef es Lipschitz con
constanteK > 1/m sobreU(x, r). Observemos que esto implica que‖ px‖ ≤ K. En efecto, tenemos que

px(h) ≤ f (x+h)− f (x), −px(h) = px(−h) ≤ f (x−h)− f (x) siempre que‖h‖ < r,

y, por lo tanto,

| px(h)| ≤ máx| f (x+h)− f (x)| , | f (x−h)− f (x)| ≤ K ‖h‖ siempre que‖h‖ < r.

Ahora bien, comox∈ Fm,k, existeh∈ X, ‖h‖ < r/2 tal que

f (x+h)− f (x) ≥ ‖h‖
m

+ px(h). (2.2.3)

Afirmamos que

U
(

x+h,
‖h‖

12mK

)
∩ Fm,k =∅.

Supongamos que existez∈U(x+h,‖h‖/12mK) ∩ Fm,k. Notemos quez∈U(x, r), ya que‖h‖< r/2. Como
z∈ Fm,k y x∈ Fm,k, por la definición deFm,k tenemos que‖ px− pz‖ < 1/(12m). Por la elección depz se
tiene que

f (x)− f (z) ≥ pz(x−z). (2.2.4)
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Sumando las desigualdades (2.2.3) y (2.2.4) nos da

f (x+h)− f (z) > pz(x−z)+
‖h‖
m

+ px(h)

= px(x+h−z)+ (pz− px)(x−z)+
‖h‖
m

. (2.2.5)

Puesto que‖x+h−z‖ ≤ ‖h‖/12mK y ‖ px‖ ≤ K, tenemos que

|px(x+h−z)| ≤ ‖h‖
12mK

.

Más aun,

‖z−x‖ ≤ ‖z− (x+h)+h‖ ≤ ‖h‖
12mK

+‖h‖ ≤ 2‖h‖ y ‖ px− pz‖ ≤
1

12m
,

de donde se sigue que

|(px− pz)(x−z)| ≤ ‖ px− pz‖‖x−z‖ ≤ 1
12m

·2‖h‖ =
‖h‖
6m

.

Reemplazando estas desigualdades en (2.2.2) obtenemos finalmente que

f (x+h)− f (z) > −‖h‖
12m

− ‖h‖
6m

+
‖h‖
m

> −‖h‖
6m

− ‖h‖
3m

+
‖h‖
m

=
‖h‖
2m

,

lo cual contradice el hecho de que

| f (x+h)− f (z)| ≤ K ‖x+h−z‖ ≤ ‖h‖
12m

≤ K
‖h‖

12mK
=

‖h‖
12m

.

Hemos probado queF es de primera categoría enX y, gracias al Teorema de Categoría de Baire, el
conjunto de puntos dondef es Fréchet diferenciable,G := XrF, es denso enX. De inmediato vamos a
demostrar que, en realidad,G es unGδ. En efecto, para cadan∈ N, definamos

Gn =

{
x∈ X : ı́nf

δ>0
sup
y∈SX

f (x+ δy)+ f (x−δy)−2 f (x)
δ

<
1
n

}
.

Observemos que, por la convexidad def , tenemos que para cadax,y∈ X y cada 0< δ′ < δ

f (x−δy)− f (x)
−δ

≤ f (x−δ ′y)− f (x)
−δ ′ ≤ f (x+ δ ′y)− f (x)

δ ′ ≤ f (x+ δy)− f (x)
δ

.

Se sigue de esto quef es Fréchet diferenciable si, y sólo si,

ı́nf
δ↓0

sup
y∈SX

f (x+ δy)− f (x−δy)−2 f (x)
δ

= 0,

lo cual significa queG =
⋂∞

n=1Gn. En particular, cadaGn es denso enX. La prueba terminará una vez que
logremos demostrar queGn es un conjunto abierto enX para cadan∈N. Para este fin, sean∈N y tomemos
cualquierx∈ Gn. Siendof continua enx, ella es localmente acotada en dicho punto y, por lo tanto, gracias al
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Lema 2.2.5, localmente Lipschitz enx, lo cual significa que existe alguna bola abiertaU(x, r) sobre la cualf
esL-Lipschitz. Además, comox∈ Gn, existen unδ < r/2 y C < 1/n tal que

sup
y∈SX

f (x+ δy)+ f (x−δy)−2 f (x)
δ

< C.

Escojamos 0< ε < mı́n{δ
2, δ

4L(1
n −C)}. Afirmamos queU(x,ε) ⊆ Gn. En efecto, dadoz∈U(x,ε), tenemos

que para cualquiery∈ SX,

f (z+ δy)+ f (z−δy)−2 f (z)
δ

≤
[

f (z+ δy)− f (x+ δy)
]
+ f (x+ δy)+

[
f (z−δy)− f (x−δy)

]
+ f (x−δy)−2

[
f (z)− f (x)

]
−2 f (x)

δ

≤ L‖z−x‖+ f (x+ δy)+L‖z−x‖+ f (x−δy)+2L‖z−x‖−2 f (x)
δ

=
f (x+ δy)+ f (x−δy)−2 f (x)

δ
+ 4L

‖z−x‖
δ

< C+
4Lε
δ

< C+
(1

n
−C
)

=
1
n
.

Esto termina la prueba. �

Es importante destacar que la conclusión del Teorema de diferenciabilidad de Asplund-Lindenstrauss
sigue siendo válido si la funciónf es convexa y continua sobre cualquier subconjunto abierto yconvexoU
de X (véase, por ejemplo, [181], Theorem 8, p. 153-154). La demostración que acabamos de dar se debe,
fundamentalmente, a Preiss y Zajíc̆ek.

Los espacios de Banach que tienen la propiedad de que cualquier función convexa continua definida
sobre un subconjunto abierto convexo de él es Fréchet (resp.Gâteaux) diferenciable sobre un subconjunto
Gδ-denso reciben, por su importancia, nombres especiales.

Definición 2.2.5. Un espacio de Banach(X,‖·‖) se dice que es unespacio de Asplund(respectivamente,
débilmente de Asplund) si cualquier función convexa continua f: U → R, definida sobre un subconjunto
abierto convexo U de X, es Fréchet diferenciable (respectivamente, Gâteaux diferenciable) en cada punto de
algún subconjunto Gδ-denso de U.

Comentario Adicional 2.2.11 1) Notemos que, con esta nueva terminología, el Teorema de diferencia-
bilidad de Mazur puede ser expresado en la forma:

(i) Todo espacio de Banach separable es débilmente de Asplund.

Mientras que el Teorema de diferenciabilidad de Asplund-Lindenstrauss nos dice que:

(ii) Todo espacio de Banach con dual separable es de Asplund.

Por otro ladoℓ1, siendo separable, es, por el Teorema de diferenciabilidadde Mazur, un es-
pacio débilmente de Asplund aunqueno es un espacio de Asplund. En efecto, es un ejercicio
aleccionador demostrar que el conjunto de los puntos deℓ1 donde la norma‖·‖1 es Gâteaux
diferenciable, es

G =
{
(ςk)

∞
k=1 : ςk 6= 0, para todok∈ N

}
.

Es claro queG=
⋂∞

n=1 Gn, donde cadaGn =
{
(ςk)

∞
k=1 : ςn 6= 0

}
es abierto y denso enℓ1. Un poco

más de trabajo se requiere para demostrar que‖·‖1 no es Fréchet diferenciable en ningún punto de
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ℓ1. En el otro extremo de los espaciosℓp, resulta queℓ∞ no es un espacio débilmente de Asplund
(véase, por ejemplo, [351], Example 1.21). Sin embargo,c0, por ser un espacio separable con
dual separable es, por el Teorema de diferenciabilidad de Asplund-Lindenstrauss, un espacio de
Asplund. También es claro que:

(iii ) Todo espacio de Asplund es débilmente de Asplund.

Es bueno advertir que la noción de espacios débilmente de Asplund no está relacionado con la
topología débil del espacio de Banach. Los conceptos de espacios de Asplund y débilmente de
Asplund fueron introducidos por E. Asplund pero con nombresdiferentes; de hecho él los llamó
espacios de diferenciabilidad fuerte y débil, respectivamente. Fueron, sin embargo, Namioka
y Phelps [332] los primeros en llamar a los espacios de diferenciabilidad fuerte espacios de
Asplund, mientras que Larman y Phelps [279] usaron el término débilmente de Asplund para la
diferenciabilidad débil. Todos estos hechos y más, pero mucho más, pueden ser consultados y
ampliados, por ejemplo, en [71], [181] y [351].

2) En 1990, Dominikus Noll demuestra en [341] un resultado análogo al Teorema de diferenciabi-
lidad de Asplund-Lindenstrauss pero sobre conjuntos más pequeños.

Teorema 2.2.18 (Noll).Sea X un espacio de Asplund space y sea C un subconjunto Gδ y convexo
de X que no está contenido en ningún hiperplano cerrado de X. Sea ϕ : C → R una función
inferiormente semi-continua tal queϕ es localmente Lipschitz sobre un subconjunto denso de C.
Entonces existe un subconjunto Gδ-denso G de C tal queϕ es Fréchet diferenciable en cualquier
punto x∈ G.

3) La parte final de la demostración del Teorema de diferenciabilidad de Asplund-Lindenstrauss
dice que:Si cada función convexa continua f: X → R es Fréchet diferenciable en cada punto
de algún subconjunto denso de X, entonces ella es Fréchet diferenciable en cada punto de al-
gún subconjunto Gδ-denso de X. En consecuencia,X es un espacio de Asplund si cada función
convexa continua sobre X es Fréchet diferenciable sobre algún subconjunto denso de X (que
depende de la función). Por otro lado, hasta hace muy poco tiempo se desconocía si elresultado
anterior era válido para espacios débilmente de Asplund; esdecir,si cada función convexa con-
tinua sobre X es Gâteaux diferenciable sobre algún subconjunto denso de X(esto es lo que se
llamaEspacio de Gâteaux Diferenciabilidad), ¿es cierto que dicho espacio es débilmente de As-
plund? La respuesta, obtenida recientemente, es NO. En efecto, W. B. Moors y S. Somasundaram
en [321], exhiben un espacio de Gâteaux diferenciabilidad que no es débilmente de Asplund.

4) Otro resultado interesante y, si se quiere, impresionante pues su exigencia es mínima aunque a
veces difícil de verificar es el siguiente ([71],Theorem 5.6.2, p. 150):

Teorema de Ekeland-Lelourg. Si existe una función diferenciable f: X → R abollada sobre
un espacio de Banach X, entonces X es un espacio de Asplund.

Unafunción diferenciable abollada(bump) es una funciónf : X → R la cual es Fréchet diferen-
ciable en cadax∈ X y cuyo soporte es un subconjunto no vacío y acotado deX, donde el soporte
de f es la clausura (en la norma) del conjunto{x∈ X : f (x) 6= 0}.

5) Entre los espacios de Banach que son débilmente de Asplund están:

a) Los espacios de Banach X cuyo dual X∗ admite una norma dual estrictamente convexa. Una
norma‖·‖ sobreX bajo la cual

∥∥ 1
2(x1 +x2)

∥∥ < 1 siempre quex1,x2 ∈ SX con x1 6= x2, se
dice que esestrictamente convexa. En general, los espacios de BanachX cuya norma es
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Gâteaux suave; es decir, una norma sobreX que es Gâteaux diferenciable en cada punto de
X, son débilmente de Asplund. Ver, por ejemplo, [374].

b) Losdébilmente compacto generado. Un espacio de BanachX se llamadébilmente compacto
generado(WCG) si existe un subconjunto débilmente compactoK de X tal queX = [K],
donde[K] denota el subespacio lineal generado porK. Tales espacios incluyen a los espacios
de Banach separables, a los reflexivos, a losL1(µ) si µ esσ-finita, a losc0(Γ) para cualquier
conjuntoΓ, aC(Ω) si Ω es Eberlein compacto, etc. Véase, por ejemplo, ([74], pág. 62-75)
para una demostración de que estos espacios son WCG y, ([157], p. 19, Theorem 1.3.4) para
la demostración de que todo espacio WCG es débilmente de Asplund.

c) Los débilmenteK-analíticos. Un espacio de BanachX se llamadébilmenteK-analítico si
(X,ω) esK-analítico; lo cual significa que existe una aplicación superiormente semicontin-
uaF : NN → K(X) tal que ⋃

f∈NN

K( f ) = X,

dondeK(X) denota la colección de todos los subconjuntos débilmente compactos deX.
Véase, por ejemplo, [157], p. 69, Corollary 4.1.3, para una demostración de este hecho.

d) La clase de Stegall (para espacios de Banach), ([157], p. 56), etc.

6) Un hecho importante que se deriva de los espacios débilmentede Asplund es el siguiente:

Teorema. Si X es un espacio débilmente de Asplund, entonces todo subconjunto norma-acotado
K de X∗ es relativamente secuencialmenteω∗-compacto; es decir, cualquier sucesión en K ad-
mite una subsucesiónω∗-convergente en X∗. (Véase, [157], Theorem 2.1.2, p. 38).

Existen varias caracterizaciones de los espacios de Asplund en términos de ciertas propiedades estruc-
turales de los espacios de Banach las cuales pueden no estar directamente relacionadas a la diferenciabilidad.
En este sentido, una de las caracterizaciones de mayor utilidad es la siguiente.

Teorema 2.2.19.Para cualquier espacio de Banach(X,‖·‖), las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X es un espacio de Asplund.

(2) Cada subespacio norma separable Y de X, su dual Y∗ es norma separable.

En [181], [351], [448] se puede ver la demostración de este resultado y, además, otras caracterizaciones
geométricas de los espacios de Asplund que no abordaremos enestas notas.

2.2.3. ‖ ◮ Norma LUR, compacidad débil y puntos más lejanos

Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. La norma‖·‖ se llamalocalmente uniformemente rotundaen
x0 ∈ X si, siempre que(xn)

∞
n=1 es una sucesión enX tal que

(1) ĺım
n→∞

∥∥∥∥
x0 +xn

2

∥∥∥∥ = ‖x0‖ , y

(2) ĺım
n→∞

‖xn‖ = ‖x0‖,
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entonces ĺımn→∞ ‖xn−x0‖ = 0. Si la norma‖·‖ es localmente uniformemente rotunda en cada punto deX,
diremos que ella eslocalmente uniformemente rotundao, brevemente, (LUR ).

Notemos que la norma‖·‖ es LUR enx0 ∈ SX si, y sólo si, siempre quexn ∈ SX y ĺım
n→∞

‖x0 +xn‖ = 2,

entonces ĺım
n→∞

‖x0−xn‖ = 0.

La siguiente caracterización nos será de utilidad en la demostración del Teorema 2.2.21.

Teorema 2.2.20.Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X esLUR.

(b) Dadoε > 0 y x∈ SX, existe unδ := δ(ε,x) > 0 tal que

‖x−y‖ < ε siempre quex∈ BX y

∥∥∥∥
1
2
(x+y)

∥∥∥∥ > 1−δ.

Prueba.Suponga queX es LUR pero que(b) no se cumple. Entonces existe unε > 0 y unx ∈ SX tal que
para cadaδ > 0 se cumple que‖x−y‖ ≥ ε, pero

∥∥ 1
2(x+y)

∥∥ > 1−δ. De aquí se sigue la existencia de una
sucesión(yn)

∞
n=1 enSX tal que‖x−yn‖ ≥ ε para todon∈ N, pero

∥∥ 1
2(x+yn)

∥∥→ 1, lo que, evidentemente,
contradice(a).

La otra implicación se deja como ejercicio al lector. �

Recordemos, página 230, que una norma‖·‖ sobre un espacio de BanachX tiene la propiedad de Kadec-
Klee si la topología de la norma y la topología débil coinciden sobre la esfera unitariaSX. Un hecho impor-
tante en la geometría de los espacio de Banach lo constituye el siguiente resultado.

Teorema 2.2.21.Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Si‖·‖ es una normaLUR, entonces‖·‖ tiene la pro-
piedad de Kadec-Klee.

Prueba.Supongamos que‖·‖ es una norma LUR y quex0 ∈ SX . Entonces, para cadaε > 0 podemos elegir
unδ > 0, tal que‖x0−x‖< ε siempre quex∈ BX y

∥∥ 1
2(x0 +x)

∥∥> 1−δ. Seleccionemos, por el Teorema de
Hahn-Banach, unx∗ ∈ SX∗ tal quex∗(x0) = 1 y que para cadax∈ BX se cumpla quex∗(x) > 1−δ. Entonces

∥∥∥∥
1
2
(x0 +x)

∥∥∥∥ ≥ 1
2

x∗(x0 +x) > 1−δ

y, por lo tanto,‖x0−x‖ < ε. Esto nos dice que el conjunto

U =
{

x∈ BX : x∗(x) > 1−δ
}

constituye un entorno básico dex0 en la norma topología deBX. �

El resultado anterior combinado con el Ejemplo (B-16), página 230, nos dice que:

Corolario 2.2.14. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Si la norma‖·‖ es LUR, entonces(BX,ω) es un
espacio de Baire.

Fijemos de nuevo un espacio de Banach(X,‖·‖) y seaK un subconjunto débilmente compacto deX.
Para cadax∈ X, definimos la función

r(x) = sup
{
‖x−z‖ : z∈ K

}
,
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a la que llamaremos ladistancia más larga dex a K. Es fácil ver que la funciónr es convexa y 1-Lipschitz
sobreX. Diremos que un puntoz∈ K es elpunto más lejano ax enK si r(x) = ‖x−z‖.

Para cadax∈ X, la subdiferencial der enx, ∂r(x), vive en la bola unitaria deX∗; es decir,∂r(x) ⊆ BX∗.
En efecto, six∗ ∈ ∂r(x), entoncesx∗(y− x) ≤ r(y)− r(x) ≤ ‖y−x‖ para cualquiery ∈ X y, por lo tanto,
‖x∗ ‖ ≤ 1.

Teorema 2.2.22 (Lau).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y K un subconjunto débilmente compacto de X.
Entonces el conjunto

G =
{

x∈ X : sup{x∗(x−z) : z∈ K} = r(x) para algún x∗ ∈ ∂r(x)
}

es un Gδ-denso en X. Más aún, si x∈ G, entonces K posee un punto más lejano a x.

Prueba.Para cadan∈ N, definamos

Fn =
{

x∈ X : ı́nf
y∈K

x∗(y−x) ≥−r(x)+
1
n
, para algún x∗ ∈ ∂r(x)

}
.

Afirmamos queFn es cerrado para cadan. En efecto, sea(x j)
∞
j=1 una sucesión enFn tal que ĺımx j = x y

para cadaj ∈ N, escojamosx∗j ∈ ∂r(x j) de acuerdo a la definición deFn. Usando el hecho de queBX∗ es
ω∗-compacto y teniendo en cuenta que∂r(x j) ⊆ BX∗ para todoj ∈ N, podemos asegurar que la sucesión
(x∗j )

∞
j=1 posee unω∗-punto de acumulación, al que llamaremosx∗. Consideremos las desigualdades

x∗j (y−x j) ≥ −r(x j) +
1
n
, y∈ K y x∗j (z−x j) ≤ r(z) − r(x j), z∈ X.

Puesto quex j → x y ‖ x∗j ‖≤ 1 para todoj ∈ N, resulta claro que los miembros izquierdos de las dos de-
sigualdades anteriores poseen, respectivamente, ax∗(y− x) y a x∗(z− x) como puntos de acumulación. Se
sigue de esto que

x∗(y−x) ≥ −r(x) +
1
n
, y∈ K y x∗(z−x) ≤ r(z) − r(x), z∈ X.

Esto prueba quex∈ Fn y así,Fn es cerrado.

Puesto queG =
⋂∞

n=1 Gn, donde cadaGn = XrFn es abierto, entonces sólo nos resta demostrar queGn

es denso enX, o equivalentemente,Fn es nunca-denso enX. Supongamos que para algúnn, int(Fn) 6= ∅
y elijamos unλ > 0 tal que la bola abiertaU := U

(
y0,2λr(y0)

)
⊆ int(Fn), para algúny0 ∈ Fn. Pongamos

ε = λ
4(1+λ)n mı́n{1, r(y0)}. Escojamos ahora unz0 ∈ K tal que‖y0−z0‖ > r(y0)− ε > r(y0)/2. Nótese que

si definimosx0 = y0 + λ(y0 − z0), entonces‖x0−y0‖ = λ‖y0−z0‖ > λr(y0)/2 > ε. Tomemos un punto
x1 en el segmento de línea[x0,y0] tal que‖x0−x1‖ = ε. Puesto que‖x0−y0‖ = λ‖y0−z0‖ ≤ λr(y0),
resulta que tantox0, así comox1, están enU ⊆ Fn. Por la definición deFn, existe unx∗1 ∈ ∂r(x1) tal que
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ı́nf{x∗1(y−x1) : y∈ K} ≥ −r(x1)+ 1
n. Usando la desigualdad anterior, se sigue que

r(y0)− r(x1) < ‖y0−z0‖+ ε− r(x1) =
1

1+ λ
‖x0−z0‖+ ε− r(x1)

≤ 1
1+ λ

r(x0)+ ε− r(x1) ≤ 1
1+ λ

r(x1)+2ε− r(x1)

≤ λ
1+ λ

(
x∗1(z0−x1)−

1
n

)
+2ε ≤ λ

1+ λ

(
x∗1(z0−x0)−

1
n

)
+3ε

=
1

1+ λ

(
x∗1(λz0−λx0)−

λ
n

)
+3ε =

1
1+ λ

x∗1
(
(1+ λ)y0− (1+ λ)x0

)
− λ

(1+ λ)n
+3ε

= x∗1(y0−x0)−
λ

(1+ λ)n
+3ε ≤ x∗1(y0−x1)−

λ
(1+ λ)n

+4ε

≤ x∗1(y0−x1).

Por esto,r(y0) < r(x1) + x∗1(y0 − x1), lo cual es contrario al hecho de quex∗1 ∈ ∂r(x1). Esta contradicción
establece que cadaFn es nunca-denso enX. Por el Teorema de Categoría de Baire,G es unGδ-denso enX.
Con esto queda probada la primera parte del teorema.

Para probar la segunda parte, seax ∈ G y escojamos unx∗ ∈ ∂r(x) según la definición deG. Como
x∗ es un funcional débilmente continuo, la compacidad débil deK nos permite hallar unz0 ∈ K tal que
x∗(x−z0) = sup{x∗(x−z) : z∈ K}. Entonces

r(x) = x∗(x−z0) ≤ ‖x∗ ‖ · ‖x−z0‖ ≤ ‖x−z0‖ ≤ r(x).

De allí que‖x−z0‖ = r(x) y termina la demostración. �

2.2.4. ‖ ◮ Dentabilidad, la PRN y densidad de funcionales

En esta sección mostraremos una condición geométrica, aludida en la sección anterior, conocida como
dentabilidad, que está estrechamente relacionada con la noción de diferenciabilidad. Sean(X,‖·‖) un espacio
normado yA un subconjunto no vacío acotado deX. Como siempre, la notaciónco(A), denota la clausura de
la cápsula, o envoltura, convexa del conjuntoA.

Definición 2.2.6. Sean(X,‖·‖) un espacio normado y D un subconjunto no vacío acotado de X. Para cada
f ∈ X∗, f 6= 0, escribamosM(D, f ) = sup

{
f (x) : x∈ D

}
. Dadoα > 0, el subconjunto de D,

S(D, f ,α) =
{

x∈ D : f (x) > M(D, f )−α
}

se llama unarebanadade D. Diremos que D esdentablesi para cadaε > 0, existe un punto xε ∈ D tal que
xε 6∈ co(DrU(xε,ε)). Suponga ahora que D⊆ X, pudiendo ser D no acotado. Diremos que D eshereditari-
amente dentablesi cada subconjunto no vacío y acotado de D es dentable.

Las nociones de dentabilidad y rebanadas están relacionadas por medio del siguiente resultado.

Teorema 2.2.23.Sean(X,‖·‖) un espacio normado y D un subconjunto no vacío norma-acotadode X. Son
equivalentes:

(1) D es dentable.
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(2) D contiene rebanadas de diámetros arbitrariamente pequeños.

Prueba.Suponga, en primer lugar, queD es dentable y seaε > 0. Por hipótesis, existe unx ∈ D tal que
x 6∈ co(DrU(x,ε)). Por el Teorema de Hahn-Banach, existen unf ∈ BX∗ y un λ ∈ R tal que

sup
{

f (x) : x∈ co(DrU(x,ε))
}

< λ < f (x).

D \ U(x, ε)

S(D, f, α)

f−1(r)

co(D \ U(x, ε))

U(x, ε)

Figura 2.1:

Si ahora definimosα = M(D, f )−λ, entonces claramente

S(D, f ,α) =
{

y∈ D : f (y) > M(D, f )−α
}

⊆ U(x,ε)∩D (⋆)

tiene diámetro menor que 2ε.
Recíprocamente, seaε > 0 y supongamos que diam

(
S(D, f ,α)

)
≤ ε. Definamosλ = M(D, f )−α y

seleccionemosx∈ S(D, f ,α). Como diam
(
S(D, f ,α)

)
≤ ε, resulta que

S(D, f ,α) ⊆U(x,ε)∩D

y, en consecuencia,
co
(
DrU(x,ε)

)
⊆ co

(
DrS(D, f ,α)

)
⊆ f−1((−∞,λ]

)
.

Es claro quex 6∈ co
(
DrU(x,ε)

)
, pues six estuviera enDrU(x,ε) tendríamos, por la desigualdad anterior,

que f (x) ≤ λ lo cual es imposible puesf (x) > λ por estarx en S(D, f ,α). Esto prueba queD es dentable.�

Es importante resaltar, para referencia futura, lo que dice(⋆) en el teorema anterior.

Si D es un subconjunto dentable de X yε > 0, entonces existe un conjuntoω-abierto U⊆ X tal
que

U ∩D 6=∅ y ‖·‖−diam(U ∩D) < ε. (z)

Corolario 2.2.15. Sea D un subconjunto acotado de un espacio de Banach(X,‖·‖). Si K = co(D) es
dentable, entonces también lo es D.

Prueba.Observemos que, para cadaf ∈ X∗r{0}, se cumple que

M(D, f ) = sup
x∈D

x∗(x) = sup
x∈K

x∗(x) = M(K, f ).

Por lo tanto, siα > 0 y f ∈ X∗r {0}, entonces S(D, f ,α) ⊆ S(K, f ,α) y así, siK contiene rebanadas de
diámetro arbitrariamente pequeño, también las poseeD. �
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Si K es un subconjunto no vacío acotado deX∗, se define laω∗-rebanadadeK, como

S(K,x,α) =
{

f ∈ K : f (x) > M(K,x)−α
}

dondex ∈ X y α > 0. Un subconjuntoK de X∗ se llamaω∗-dentable si éste contieneω∗-rebanadas de
norma-diámetros arbitrariamente pequeños. Un subconjunto K deX∗ (K puede no estar acotado) se dice que
ω∗-hereditariamente dentablesi cada subconjunto no vacío y acotado deK esω∗-dentable.

En la teoría de los espacios de Banach, la noción conocida como Propiedad de Radon-Nikodym, de-
sarrollada intensamente en las décadas de los 70 y los 80 del siglo pasado, constituye uno de los pilares
fundamentales de esa teoría. De las variadas y sorprendentes formas equivalentes que existen en la literatura
en relación a dicha propiedad (véase, por ejemplo, las monografías de J. Diestel and J. Uhl [129] y R. D.
Bourgin [71]), la siguiente nos será de gran utilidad a nuestros intereses.

Definición 2.2.7. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Se dice que X tiene laPropiedad de Radon-Nikodým
(abreviadoPRN) si cada subconjunto no vacío acotado D de X es dentable, es decir, si X es hereditariamente
dentable.

Observe que, en virtud del Corolario 2.2.15,X tiene la PRN si cada subconjunto convexo y cerrado es
dentable. En general, podemos definir la PRN para subconjuntos deX del modo siguiente.

Definición 2.2.8. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach y sea K un subconjunto convexo, cerrado yacotado de
X. Diremos que K tiene laPRN si cada subconjunto convexo, cerrado y acotado de K es dentable.

Es importante destacar las siguientes formas equivalentesde la PRN para un subconjunto convexo, ce-
rrado y acotado deX.

Teorema 2.2.24 ([71], Theorem 2.3.6).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach y sea K un subconjunto convexo,
cerrado y acotado de X. Son equivalentes:

(1) K tiene laPRN.

(2) Cada subconjunto convexo, cerrado, acotado y separable de Ktiene laPRN.

(3) K es hereditariamente dentable.

(4) Cada subconjunto de K posee rebanadas de diámetro arbitrariamente pequeños.

Prueba.Se deja como ejercicio al lector. �

Definición 2.2.9. Un árbol infinito en X es una sucesión(xn)
∞
n=1 en X tal que

xn =
1
2
(x2n +x2n+1)

para cada n∈N. Si además,
‖x2n−xn‖ = ‖x2n+1−xn‖ ≥ δ

para todo n∈N y algúnδ > 0, entonces se dice que(xn)
∞
n=1 es unδ-árbol infinito.

Corolario 2.2.16. Si(X ‖·‖) es un espacio de Banach con laPRN, entonces X no contieneδ-árboles infinitos
acotados para ningúnδ > 0.
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Prueba.En efecto, si para algúnδ > 0 existiera unδ-árbol infinito acotado enX, entonces dicho conjunto
no sería dentable y, por lo tanto,X no tendría la PRN. �

Dos resultados fundamentales y que nos interesan en esta sección son los siguientes, cuya demostración
se puede ver, por ejemplo, en [200], pág. 48-49:

Teorema de Krein-Milman. Si K es un subconjunto no vacío convexo y compacto de un espacio
vectorial topológico localmente convexo X, entonces

ext(K) 6=∅ y K = co(ext(K)).

Teorema de Milman. Si X es un espacio vectorial topológico localmente convexo,K ⊆ X es
convexo y compacto, y si F⊆ K es tal que K= co(F), entonces

ext(K) ⊆ F.

Fijemos un espacio de Banach(X,‖·‖) y suponga queK es un subconjunto no vacío convexo, cerrado
y acotado. El conjunto de los puntos extremales deK, ext(K), cuando es no vacío, constituye un conjunto
de particular importancia en la geometría de los espacios deBanach. Existen ciertos subconjuntos especiales
en ext(K) que permiten determinar ciertas propiedades del conjuntoK que no se reflejan con el conjunto
ext(K).

Para cadaf ∈ X∗, denote por Kf =
{

z∈ K : f (z) = supy∈K f (y)
}

. Recordemos quex∈ K es un llamado
unpunto expuestodeK si existef ∈ X∗ tal que Kf = {x}, es decir, si existef ∈ X∗ para el cual

f (x) > f (y) para todoy∈ K, y 6= x.

Al funcional f se le dice queexponea x y se le llama unfuncional expuestode K. Denotaremos por
exp(K) el conjunto de todos los puntos expuestos deK y por E(X∗,K) denotaremos el conjunto de todos
los funcionales expuestos deK. Por último, diremos quex∈ K es unpunto fuertemente expuestodeK si
existe f ∈ X∗ tal que

(a) f expone ax, y

(b) ĺım
α→0+

diam(S(K, f ,α)) = 0.

En este caso diremos quef expone fuertementeax y a dicho funcional se le llamafuncional fuertemente
expuestodeK. Escribiremos s-exp(K) para denotar el conjunto de todos los puntos fuertemente expuestos
deK y porSE(X∗,K) denotaremos el conjunto de todos los funcionales fuertemente expuestos deK.

Las siguientes relaciones se cumplen:

s-exp(K) ⊆ exp(K) ⊆ ext(K) y SE(X∗,K) ⊆ E(X∗,K).

En espacios de Banach de dimensión infinita se pueden dar ejemplos de conjuntos convexos, cerrados y
acotados donde las inclusiones anteriores son estrictas encada uno de los casos (véase, por ejemplo, [71], p.
43-44). Sin embargo, para la primera cadena de contenciones, si dim(X) < +∞, entonces s-exp(K) = exp(K)
(véase, por ejemplo, [7], Lemma 7.84, p. 306).

Si x es un punto de un subconjunto acotadoK deX tal que

f (x) = sup
{

f (z) : z∈ K
}

:= M(K, f )
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para algúnf ∈X∗r{0}, entonces decimos quex es unpunto soportedeK y a f lo llamaremos unfuncional
soportedeK. Definimos

NA(K) =
{

f ∈ X∗r{0} : f es un funcional soporte de K
}
.

En el caso particular cuandoK = BX, escribiremos NA(X) en lugar de NA(BX) y a los elementos de NA(X)
los llamaremosfuncionales que alcanzan la norma, debido a que sif ∈NA(X), entonces‖ f ‖= f (x0) para
algúnx0 ∈ BX. En general, a NA(K) se le llama unconjunto de Bishop-Phelpsdebido fundamentalmente a
un resultado fascinante de E. Bishop y R. R. Phelps ([53]) el cual establece que:

Teorema 2.2.25 (Bishop-Phelps).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Para cada subconjunto convexo, ce-
rrado y acotado K de X, el con juntoNA(K) es norma-denso en X∗.

Existen varias demostraciones hermosas y elegantes de ésteresultado. Una de ellas usa el principio
variacional de Ekeland (véase, por ejemplo, [125]). Otra demostración interesante del mismo teorema para
el caso en queX es norma-separable es presentada en ([200], Theorem 370, p.300). Nosotros abordaremos
la demostración clásica de dicho teorema, la demostrada porE. Bishop y R. R. Phelps, por lo que vamos a
requerir varios resultados adicionales.

Lema 2.2.6. Sean f,g∈ SX∗ y ε > 0. Si

x∈ f−1(0)∩BX implica que |g(x)| ≤ ε
2
,

entonces‖ f −g‖ ≤ ε o ‖ f +g‖ ≤ ε.

Prueba.Notemos en primer lugar que la restricción deg al subespacio cerradof−1(0) es un funcional lineal
de norma a lo sumoε/2. Por el Teorema de Hahn-Banach, existe unh ∈ X∗ tal queh = g sobre f−1(0)
y ‖h‖ ≤ ε/2. Ahora, puesto queg−h≡ 0 sobref−1(0), entonces existe unλ ∈ R tal queg−h = λ f . Por
esto, ∣∣1−|λ|

∣∣ =
∣∣‖g‖−‖g−h‖

∣∣ ≤ ‖h‖ ≤ ε
2
.

Si λ ≥ 0, entonces

‖ f −g‖ = ‖(1−λ) f −h‖ ≤ |1−λ |+‖h‖ =
∣∣1−|λ|

∣∣+‖h‖ ≤ ε,

mientras que siλ < 0, entonces

‖ f +g‖ = ‖(1+ λ) f +h‖ ≤ |1+ λ |+‖h‖ =
∣∣1−|λ|

∣∣+‖h‖ ≤ ε.

�

La siguiente consecuencia técnica del Lema 2.2.6 será usadamás adelante.

Lema 2.2.7. Sean f∈ SX∗ , λ > 0 y definamos Vλ = f−1(0)∩B(0,λ). Sean x0,y∈ X satisfaciendo

f (x0) > f (y) y
2
λ
‖x0−y‖ ≤ 1.

Si g∈ SX∗ y g(x0) > M(y+Vλ,g), entonces‖ f −g‖ ≤ 2
λ ‖x0−y‖.
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Prueba.Para poder aplicar el Lema 2.2.6, tomemosx ∈ f−1(0)∩BX. Entoncesy ± λx ∈ y+Vλ lo que
garantiza queg(y) ± λg(x) < g(x0) puesg(x0) > M(y+Vλ,g). Se sigue de esto queg(x0)−g(y) > 0. Sea
ε = 2

λ(g(x0)−g(y)). Entonces|g(x)| ≤ ε
2. Un llamado al Lema 2.2.6 nos dice que

‖g− f ‖ ≤ ε =
2
λ
(
g(x0)−g(y)

)
≤ 2

λ
‖x0−y‖

o bien

‖g+ f ‖ ≤ 2
λ
(
g(x0)−g(y)

)
.

Pero si‖g+ f ‖ ≤ 2
λ
(
g(x0)−g(y)

)
, entonces, teniendo en cuenta quef (x0) > f (y), resultaría que

0 < g(x0)−g(y) < g(x0)−g(y)+ f (x0)− f (y)

= (g+ f )(x0−y)

≤ ‖ f +g‖ ‖x0−y‖

≤ 2
λ
(
g(x0)−g(y)

)
‖x0−y‖

lo cual implicaría que 1< 2
λ ‖x0−y‖, una desigualdad que es contraria a nuestra hipótesis. Por lo tanto,

‖ f −g‖ ≤ 2
λ ‖x0−y‖. �

Para cadaf ∈ SX∗ y 0 < λ < 1, definamos

C( f ,λ) =
{

x∈ X : f (x) ≥ λ ‖x‖
}
.

Entonces C( f ,λ) es un cono convexo cerrado con interior no vacío (y vértice 0).

Lema 2.2.8. Sean f,g∈ SX∗ , 0 < ε < 1 y 0 < λ < ε/(2+ ε). Si g(z) ≥ 0 para cada z∈ C( f ,λ), entonces
‖ f −g‖ ≤ ε.

Prueba.Seax ∈ X y supongamos quex ∈ f−1(0)∩BX. Vamos a probar que|g(x)| ≤ ε/2. Para este fin,
escojamosy∈ SX tal que f (y) ≥ λ(2+ ε)/ε. Entonces

λ
∥∥∥∥y± 2

ε
x

∥∥∥∥ ≤ λ
(

1+
2
ε

)
≤ f (y) = f

(
y± 2

ε
x
)

y, en consecuencia,y± 2
ε x∈ C( f ,λ). Comog≥ 0 sobre C( f ,λ), entonces

∣∣2
ε g(x)

∣∣ ≤ g(y) ≤ 1 o, lo que es
lo mismo,|g(x)| ≤ ε/2. Por el Lema 2.2.7, o bien‖ f −g‖ ≤ ε o ‖ f +g‖ ≤ ε. Veamos que esto último no
puede ocurrir. En efecto, seaz∈ SX con f (z) > ε. Entoncesf (z) > λ ‖z‖ tal quez∈ C( f ,λ). De aquí que
g(z) ≥ 0 y, por lo tanto,‖ f +g‖ ≥ ( f +g)(z) ≥ f (z) > ε. �

Prueba del Teorema de Bishop-Phelps. Es suficiente demostrar que sif ∈ SX∗ y si 0< ε < 1, entonces
existe ung∈ NA(K) tal que‖ f −g‖ ≤ ε.

Seaλ = 1
2

(
ε

2+ε

)
. Definamos un ordenamiento parcial� sobreK del modo siguiente: parax,y ∈ K,

diremos que
x � y si, y sólo si, λ ‖y−x‖ ≤ f (y)− f (x).

Observemos quex� y si, y sólo si, y−x∈ C( f ,δ).
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Supongamos queL es un subconjunto totalmente (= linealmente) ordenado de(K,�). Si x,y ∈ L, sa-
tisfacen la relaciónx � y, entoncesf (x) ≤ f (y). Por consiguiente, como la red( f (x))x∈L es monótona no
decreciente enR y acotada superiormente por M(K, f ), ella converge. Pero ya queλ ‖y−x‖ ≤ f (y)− f (x)
parax� y, entonces la red{x : x∈ L} converge en la norma a unz∈ K. Es claro quex� z para todox∈ L;
es decir,L posee una cota superior y, entonces, el Lema de Zorn nos dice que (K,�) posee un elemento
maximal, digamosx0.

Si x es cualquier punto deK∩ (x0+C( f ,λ)), entoncesx−x0 ∈C( f ,λ). Puesto que tantox comox0 están
enK, entonces nuestra definición de� nos dice quex0 � x y, gracias a la maximalidad dex0, se concluye
quex = x0. Lo anterior nos garantiza que

K ∩
(
x0 +C( f ,λ)

)
= {x0}.

Observemos ahora que, gracias al Teorema de Hahn-Banach, podemos seleccionar ung∈ SX∗ satisfaciendo

supg(K) = g(x0) = ı́nf g
(
x0 +C( f ,λ)

)
,

de donde se sigue queg ∈ NA(K) y, además,g es no negativa sobre C( f ,λ). Invocando el Lema 2.2.8,
concluimos que‖ f −g‖ ≤ ε. �

Debemos destacar queel Teorema de Bishop-Phelps no es válido para espacios de Banach sobreC. En
efecto, en el año 2000, Victor Lomonosov ([296]) construyó un espacio de Banach complejo en donde no se
cumple la conclusión del Teorema de Bishop-Phelps.

El siguiente resultado es geométricamente claro y será usado en lo que sigue.

Lema 2.2.9. Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y K un subconjunto acotado de X. Para cadaα > 0 y
f ∈ X∗r{0}, existe unε > 0 tal que

S(K,g,α/2) ⊆ S(K, f ,α) siempre que g∈ X∗ y ‖ f −g‖ ≤ ε.

Prueba.Seam= sup{‖x‖ : x∈ K} y elijamos 0< ε < α/(4m). Seag∈ B( f ,ε); es decir,‖ f −g‖ ≤ ε. Si
y∈ S(K,g,α/2), entoncesg(y) > M(K,g)−α/2 y, en consecuencia,

f (y) ≥ g(y)−| f (y)−g(y)|

> M(K,g)− α
2
− ε ·m

≥ M(K, f )− ε ·m− α
2
− ε ·m

> M(K, f )−α

lo cual significa que S(K,g,α/2) ⊆ S(K, f ,α). �

Nuestro próxima tarea es demostrar que sobre cualquier conjunto convexo, cerrado y acotado con la PRN
abundan suficientes funcionales fuertemente expuestos. Comencemos con el siguiente resultado.

Teorema 2.2.26 (Bishop).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y K un subconjunto convexo, cerrado y
acotado de X. Si para cadaε > 0, el conjunto

Oε =
{

g∈ X∗ : g determina una rebanada de K de diámetro a lo másε
}

es norma-denso en X∗, entoncesSE(X∗,K) es un Gδ-denso de X∗. En particular,

K = co(s-exp)(K)
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Prueba.Sea f ∈ Oε. El Lema 2.2.9 garantiza que sig ∈ B( f ,δ) con δ > 0 lo suficientemente pequeño,
entoncesg ∈ Oε y, por lo tanto, dicho conjunto es abierto y, además, por hipótesis, denso enX∗. Por el
Teorema de Categoría de Baire,

∞⋂

n=1

O1/n = SE(X∗,K)

es unGδ-denso deX∗.
Supongamos queK contiene propiamente aco(s-exp)(K). Usemos el Teorema de Separación de Hahn-

Banach para producir una rebanada deK, digamos S(K, f ,α), la cual es disjunta deco(s-exp)(K). Puesto que
SE(X∗,K) es denso enX∗, el Lema 2.2.9 nos garantiza la existencia de un funcionalg∈ SE(X∗,K) tal que
S(K,g,α/2) ⊆ S(K, f ,α). Evidentemente, six∈ K es fuertemente expuesto porg, entonces dicho elemen-
to debe pertenecer tanto aco(s-exp)(K) como a S(K,g,α/2), dos conjuntos disjuntos. Esta contradicción
establece queK = co(s-exp)(K). �

En vista del Teorema 2.2.26, cabe entonces preguntarse ¿quésubconjuntosK deX poseen la propiedad de
queOε es denso enX∗? Es un hecho conocido, véase [281], que siK es un subconjunto débilmente compacto
en un espacio de Banach, entoncesSE(X∗,K) es unGδ-denso deX∗. El mismo resultado fue obtenido un
poco más tarde por J. M. Borwein [61] con una prueba distinta ala de Lau. El teorema de Lau-Borwein
había sido obtenido previamente por Anantharaman [9] en el caso particular cuandoK es la cápsula convexa
cerrada del rango de una medida vectorialµ : Σ → X (de allí queK es débilmente compacto), al demostrar
queSE(X∗,K) es unGδ-denso deX∗. El resultado de mayor generalidad obtenido hasta el momento es el
Teorema de Phelps-Bourgain, demostrado un poco más abajo, que afirma que: siK posee la PRN, entonces
SE(X∗,K) es unGδ-denso deX∗, un resultado a todas luces más general que el Lau pues todo conjunto
débilmente compacto en un espacio de Banach posee la PRN (véase el Teorema 2.2.31, página 272).

Para demostrar el Teorema de Phelps-Bourgain es preciso probar un resultado geométrico curioso, pero
tremendamente importante, también conocido como elSuperlema(véase, [129], p. 157), demostrado inicial-
mente por I. Namioka en la versiónω∗ y posteriormente por J. Bourgain en su versión general.

Teorema 2.2.27 (Namioka-Bourgain).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach y seaε > 0. Supongamos que
K, K0 y K1 son subconjuntos convexos, cerrados y acotados de X satisfaciendo las siguientes condiciones:

(1) K ⊆ co(K0∪K1).

(2) K0 ⊆ K y diam(K0) < ε.

(3) K 6⊆ K1.

Entonces existe una rebanada S de K tal que S∩K0 6=∅ y diam(S) < 2ε.

Prueba.Para cadar ∈ [0,1] definamos

Cr =
{

x∈ X : x = (1−λ)x0 + λx1, x0 ∈ K0, x1 ∈ K1, r ≤ λ ≤ 1
}
.

Observemos queC1 = K1 y que cuandor decrece de 1 a 0, los conjuntos convexos crecen deK1 al conjunto
C0 = co(K0∪K1) cuya clausura contiene, por hipótesis, aK. Estableceremos, en primer lugar, que

si 0< r ≤ 1, entonces K 6⊆Cr .

En efecto, usemos la hipótesis(3) para elegir unx ∈ K tal quex 6∈ K1. El Teorema de Hahn-Banach nos
provee de la existencia de unf ∈ X∗ tal que

M(K1, f ) < f (x) ≤ M(K, f ) (1)



268 Cap. 2Aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire

Ahora bien, si ocurriera queK ⊆ Cr entonces, teniendo en cuenta queK0 ⊆ K, tendríamos la desigualdad
M(K0, f ) ≤ M(K, f ) y, en consecuencia,

M(K, f ) ≤ M(Cr , f )

= M(Cr , f )

≤ sup
{
(1−λ)M(K0, f ) + λM(K1, f ) : λ ∈ [r,1]

}

= (1− r)M(K0, f ) + r M(K1, f )

≤ (1− r)M(K, f ) + r M(K1, f )

lo cual conduce a la relación M(K, f ) ≤ M(K1, f ) que, evidentemente, es contradictoria con(1).

Nuestro siguiente paso es demostrar que

diam
(
KrCr

)
< 2ε

para algúnr > 0. Veamos esto. ComoK ⊆C0, tenemos queKrCr ⊆ C0rCr . Además, puesto queCr es
cerrado, se sigue queC0rCr es denso enC0rCr . Tomemosy ∈ KrCr . Entonces existe unx ∈ C0rCr

tal que‖y−x‖ < ε/4. Por otro lado, comox ∈ C0rCr , existenx0 ∈ K0, x1 ∈ K1 y λ ∈ [0,1] tal que
x = (1−λ)x0 + λx1. Pero ya quex 6∈Cr , entonces 0≤ λ < r. De esto se sigue que

‖y−x0‖ ≤ ‖y−x‖+‖x−x0‖

<
ε
4

+ λ‖x0−x1‖

≤ ε
4

+ r sup
{
‖y−z‖ : y∈ K0, z∈ K1

}

=
ε
4

+ rM

dondem= sup
{
‖y−z‖ : y∈ K0, z∈ K1

}
. Si elegimosr < ε/4m tendremos que

diam
(
KrCr

)
≤ 2

ε
4

+ 2r ·m + diam
(
K0
)

< 2ε.

Finalmente, puesto queKrCr 6= ∅, podemos escoger unx0 ∈ K0 tal quex0 ∈ KrCr . Gracias al Teorema
de Separación de Hahn-Banach, existe una rebanadaSdeK disjunta deCr y conteniendo ax0. Por otro lado,
comoK1 ⊆Cr ⊆ K \Sy, por hipótesis,K ⊆ co(K0∪K1) tenemos queK0∩S 6=∅ y termina la prueba. �

Estamos ahora en posesión de las herramientas necesarias para demostrar el Teorema de Phelps-Bourgain.

Teorema 2.2.28 (Phelps-Bourgain).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y K un subconjunto convexo, ce-
rrado y acotado de X. Si K posee laPRN, entonces el conjuntoSE(X∗,K) es un Gδ-denso de X∗. En parti-
cular, K = co(s-exp)(K).

Prueba.Gracias al Teorema 2.2.26 es suficiente demostrar que el conjunto

Oε =
{

g∈ X∗ : g determina una rebanada de K de diámetro a lo másε
}

es denso enX∗.
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Fijemos un 0< ε < 1 y seaf ∈ SX∗ . Lo que deseamos demostrar es la existencia de ung∈ Oε tal que
‖ f −g‖ ≤ ε. Puesto queK es acotado, existe un puntoy ∈ X tal que f (y) < f (x)− 1 para cadax ∈ K.
Pongamos

m = sup{‖x−y‖ : x∈ K}, λ =
2m
ε

, V = f−1(0)∩B(0,λ), y C = y+V.

Notemos que siz∈ C y x ∈ K, entoncesf (z) = f (y) < f (x)− 1 por lo queK ∩C = ∅. En particular,
KrC 6=∅. DefinamosJ = co(K∪C).

Afirmación : Existe una rebanada S de J tal que S∩K 6=∅ y diam(S) < δ.

Prueba de la Afirmación. Considere el conjunto

D =
{

x∈ J : existe h∈ X∗ para el cual h(x) = M(J,h) > M(C,h)
}
. (⋆)

Veamos queD ⊆K. En efecto, seax∈D. Entonces existe unh∈X∗ tal queh(x) = M(J,h) > M(C,h). Como
x∈ J, podemos seleccionar una sucesión(xn)

∞
n=1 en co(K ∩C) tal que ĺımn‖xn−x‖ = 0. Supongamos que

xn = ξnyn +(1−ξn)zn, donde 0≤ ξn ≤ 1, yn ∈ K, y zn ∈C. Por la compacidad del intervalo[0,1], podemos
suponer queξ = ĺımn ξn. Observemos que la condiciónξ < 1 conduce a una contradicción pues, en tal caso,

M(J, f ) = f (x)

= ĺım
n→∞

(
ξn f (yn)+ (1−ξn) f (zn)

)

≤ ξM(K, f )+ (1−ξ)M(C, f )

< M(J, f ).

Por estoξ = 1. Puesto queC es acotado, se sigue que ĺımn‖x−yn‖ = 0 y comoK es cerrado, concluimos
quex∈ K.

Una vez establecido queD ⊆ K, tenemos queco(D∪C) ⊆ J. Lo que queremos probar es que tales
conjuntos son iguales. Supongamos por un momento queco(D∪C) sea un subconjunto propio deJ. Entonces
existe una rebanadaS′ deJ tal queS′∩ co(D∪C)=∅. Usemos el Teorema de Bishop-Phelps y el Lema 2.2.9
para encontrar ung ∈ NA(J) y un α > 0 con S(J,g,α) ⊆ S′. Entoncesg soporta aJ en algún puntox.
Claramentex 6∈ co(D∪C) k D y como,g(x) = M(J,g) > M(C,g), resulta quex ∈ D. Esta contradicción
prueba queJ = co(D∪C). En particularD 6=∅, puesKrC 6=∅.

Puesto queK tiene la PRN, el conjuntoD ⊆ K es dentable y, por lo tanto, existe un puntox0 ∈ D tal que
x0 6∈ co(DrU(x0,ε/5)). Sean

K0 = co
(
D∩U(x0,ε/5)

)
y K1 = co

(
(DrU(x0,ε/5))∪C

)

Observemos que comoJ = co(D∪C), entonces

(1) J = co(K0∪K1).

(2) diam(K0) < ε/2 y K0 ⊆ co(D) ⊆ J.

(3) Probemos ahora quex0 ∈ JrK1.
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En efecto, suponga por un momento quex0 ∈ K1, y pongamosD1 = co(DrU(x0,ε/3)). Nótese que, en
este caso,K1 = co(D1∪C). Puesto quex0 ∈ D, existe unh∈ X∗ tal queh(x0) = M(J,h) > M(C,h) y, como
además,x0 ∈ K1 ⊆ J, resulta queh(x0) = M(K1,h) > M(C,h). Si aplicamos el argumento anteriormente
desarrollado para demostrar queD ⊆ K a la situación actual conD1 en lugar deD y K1 en lugar deJ,
tendremos quex0 ∈ D1. Puesto que esto contradice la elección dex0, se sigue quex0 ∈ JrK1.

El Teorema de Namioka-Bourgain, Teorema 2.2.27, nos garantiza la existencia de una rebanadaSdeJ
de diámetro menor queε, conteniendo un punto deK0. ComoK0 ⊆ K, la prueba de nuestra afirmación es
completa. �

SeaS= S(J,g,α) para algúng∈ SX∗ y tomemosx∈ S∩K. Notemos, en primer lugar, queS∩C =∅ lo
cual implica queg(x) > M(C,g). En efecto, siw∈ S∩C, entonces

1 > ε > diam(S) ≥ ‖x−w‖ ≥ f (x)− f (w) = f (x)− f (y) > 1

lo que resulta contradictorio. En segundo lugar, observemos que M(K,g) > M(C,g) pues, en caso contrario,
tendríamos que M(J,g) = M(C,g) y, en consecuencia, cada rebanada deJ determinada porg contendría
puntos deC. Como esto no ocurre para la rebanadaS= S(J,g,α), concluimos que M(K,g) > M(C,g). Por
esto,

M(K,g) = máx
{

M(K,g),M(C,g)
}

= M(J,g).

Puesto queK ⊆ J se sigue que S(K,g,α) ⊆ S(J,g,α) y, por consiguiente,

diam(S(K,g,α)) < ε

lo cual significa queg∈ Oε. Observemos, por último, que las condiciones del Lema 2.2.7se satisfacen:

f (x) > f (y),
2
λ
‖x−y‖ ≤ 2m

λ
= ε, g(x) > M(C,g)

por lo que

‖g− f ‖ ≤ 2
λ
‖x−y‖ ≤ ε.

Esto prueba queOε es denso enX∗. Un llamado al Teorema 2.2.26 nos revela queSE(X∗,K) es unGδ-denso
deX∗. �

El siguiente corolario es la versiónω∗ del Superlema.

Corolario 2.2.17 (Namioka (Versiónω∗)). Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach y seaε > 0. Supongamos
que K, K0 y K1 son subconjuntos convexos yω∗-compactos de X∗ satisfaciendo las siguientes condiciones:

(1) K ⊆ co(K0∪K1).

(2) K0 ⊆ K y diam(K0) < ε.

(3) K 6⊆ K1.

Entonces existe unaω∗-rebanada S de K tal que S∩K0 6=∅ y diam(S) < 2ε.

Prueba.Definiendo, para cadar ∈ [0,1], los conjuntosCr exactamente del mismo modo como se hizo en la
demostración del Teorema 2.2.27, resulta que todos ellos, así como co(K0∪K1) (esta es una tarea fácil de
verificar), sonω∗-compactos y, por lo tanto,‖·‖-cerrados. La prueba procede como antes, con la diferencia
de que al final, por serCr ω∗-compacto, el funcional que separa ax0 deCr puede tomarseω∗-continuo. �

La versiónω∗ del Teorema de Phelps-Bourgain es como sigue, donde estamosidentificando aX con un
subespacio deX∗∗ vía la aplicación canónicaJ : X → X∗∗, dada porJx(x∗) = x∗(x) para todox∈ X y todo
x∗ ∈ X∗.
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Teorema 2.2.29 (Phelps-Bourgain (Versión-ω∗)). Sea K un subconjunto convexoω∗-compacto de X∗ y
suponga que K esω∗-hereditariamente dentado. Entonces el conjuntoSE(X∗,K)∩X es un Gδ-denso de X.

Prueba.La demostración es idéntica a la del Teorema de Phelps-Bourgain con la única diferencia de que los
funcionales deben ser escogidos enX, visto como un subespacio deX∗∗. �

Otra pregunta que podemos formularnos y que podría ser de utilidad es la siguiente: ¿qué propiedades
topológicas interesantes, al menos desde el punto de vista de la categoría de Baire, posee el conjunto NA(K)?
Una respuesta es dada por el siguiente resultado el cual relaciona la PRN con el Teorema de Categoría de
Baire.

Teorema 2.2.30 (Bourgain-Stegall).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y D un subconjunto convexo, ce-
rrado y acotado de X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) D tiene laPRN,

(2) NA(K) es residual en X∗ para cada subconjunto convexo, cerrado y acotado K de D.

Prueba. (1) ⇒ (2). Puesto queSE(X∗,K) ⊆ NA(K), el Teorema 2.2.28 nos dice que NA(K) es residual en
X∗ para cualquier subconjunto convexo, cerrado y acotadoK deD.

(2) ⇒ (1). Supongamos que(2) se cumple pero queD no tiene la PRN. Esto implica, en particular, la
existencia de un subconjunto convexo, cerrado, acotado y separableK deD que no es dentable. Lo anterior
nos revela que en alguna parte deR habita un ciertoδ > 0 tal que cada rebanada deK tiene diámetro≥ 5δ.

Escojamos ahora, por la separabilidad deK, una sucesión densa, digamos(xn)
∞
n=1, en dicho conjunto y,

para cadan∈N, definamos

Vn = K∩B(xn,δ) y

On =
{

g∈ X∗ : g determina una rebanada de K disjunta de Vn
}
.

Observemos que sig∈ ⋂∞
n=1On y x∈ K, entonces comoK =

⋃∞
n=1Vn, resulta quex∈Vk para algúnk ∈ N

y, en consecuencia,g(x) < M(K,g); es decir,

NA(K) ⊆ X∗ \
∞⋂

n=1

On.

Vamos probar que cadaOn es abierto y denso enX∗. QueOn es abierto es consecuencia del Lema 2.2.9, por
lo tanto, lo que tenemos que chequear es la densidad deOn. Sean entoncesf ∈ X∗ y 0 < ε < 1. Puesto que
On es cerrado bajo multiplicación por escalares positivos, podemos suponer que‖ f ‖ = 1. Escojamosy∈ X
tal que f (x)− f (y) > 0 para cadax∈K y seam= sup{‖x−y ‖ : x∈ K}. Elijamos unλ ≥ 2m/ε y definamos

V = f−1(0)∩B(0,λ) y C = y + V.

Es claro queVnrC 6=∅. Notemos que, por el Teorema de Namioka-Bourgain, Teorema 2.2.27, el conjunto
J = co(Vn∪C) contiene una rebanadaScon diam(S) < 5δ y S∩Vn 6= ∅ pues diam(Vn) < 2δ. Afirmamos
queKr J 6= ∅. Supongamos por un momento queK ⊆ J. Entonces, teniendo en cuenta que por definición
Vn ⊆ K, tendríamos queS∩K sería una rebanada deK de diámetro menor que 5δ, lo cual contradice la
elección deδ. Esto prueba queKrJ 6= ∅. Seax∈ KrJ 6= ∅. Escojamosg∈ SX∗ tal queg(x) > M(J, f ) y
notemos que de la desigualdad

2
λ
‖x−y ‖ ≤ 2

λ
m ≤ ε < 1



272 Cap. 2Aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire

y el Lema 2.2.7, se concluye que‖ f −g ‖ ≤ ε. Puesto que evidentementeg determina una rebanada disjunta
deVn, se sigue queg ∈ On. Esto demuestra queOn es denso enX∗ por lo que invocando el Teorema de
Categoría de Baire tenemos que

⋂∞
n=1On es denso enX∗ y, así, NA(K) sería de primera categoría. Esta

contradicción establece queC tiene la PRN. �

Teorema 2.2.31 (Lindenstrauss-Troyanski).Sea(X,‖· ‖) un espacio de Banach. Si K es un subconjunto
convexo y débilmente compacto de X, entonces K posee laPRN. En particular, K= co(s-exp(K)).

Prueba.En primer lugar vamos a suponer queK es norma-separable. Sea(xn)
∞
n=1 una sucesión norma-densa

enK. Fijemos unε > 0 y definamosD = ext(K)
ω
. Observemos que

D =
∞⋃

n=1

(
B(xn,ε/3)∩D

)
.

ComoD es débilmente compacto yB(xn,ε/3)∩D es débilmente cerrado enD, el Teorema de Categoría
de Baire nos garantiza la existencia de un subconjunto débilmente abiertoV de X tal que∅ 6= V ∩D ⊆
B(xn,ε/3)∩D para algúnn∈ N. Pongamos

K0 = co
(
V ∩D

)
y K1 = co

(
KrV

)
.

Notemos que

(1) K ⊆ co(K0∪K1)

(2) K0 ⊆ K y diam(K0) < ε

(3) K 6⊆ K1

Observe que sólo(3) requiere de una prueba. ComoV ∩D 6= ∅, podemos elegir unx ∈ V ∩ ext(K) y, en
consecuencia, como se puede demostrar fácilmente,x 6∈ KrV

ω
. Un llamado al Teorema de Milman nos

revela quex 6∈ K1. Invocando el Teorema de Namioka-Bourgain (Teorema 2.2.27), existe una rebanadaSde
K de diámetro< ε. Comoε > 0 es arbitrario, entoncesK tiene la PRN. El caso general ahora es consecuencia
del Teorema 2.2.24. �

Teorema 2.2.32 (Lau).Si K es un subconjunto convexo y débilmente compacto de un espacio de Banach
(X,‖·‖), entonces el conjuntoSE(X∗,K) es un Gδ-denso de X∗.

Prueba.Suponga queK ⊆X es convexo y débilmente compacto. Por el Teorema de Lindenstrauss-Troyanski,
K posee la PRN. Un llamado al Teorema de Phelps-Bourgain finaliza la prueba. �

Observe que si(X,‖·‖) es un espacio de Banach yK ⊆ X es convexo y norma-compacto, entonces
K posee la PRN. En efecto, por el Teorema de Krein-Milman, ext(K) 6= ∅ y, en consecuencia podemos
seleccionar unx∈ ext(K). Para cadaε > 0, el conjuntoB = K \U(x,ε) es norma-compacto y así también lo

esA := co(B). Por el Teorema de Milman, ext(co(B)) ⊆ B
‖·‖

= B. Esto prueba quex 6∈ co(K \U(x,ε)) de
donde resulta queK es dentable y el resultado sigue del Teorema 2.2.24. �

Comentario Adicional 2.2.12 La demostración del Corolario 2.2.32 se debe a Ka-Sing Lau [281] usando
un resultado de S. L. Troyanski y otro del mismo Lau (véase el Teorema 2.2.22) que dice:
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Teorema de Lau. Si K es un subconjunto débilmente compacto de un espacio de Banach(X,‖·‖),
entonces el conjunto

FK =
{

x∈ X : ‖x−z‖ = sup{‖x−y‖ : y∈ K} para algúnz∈ K
}

es un Gδ-denso en X.

No es difícil establecer que NA(Bc0) no es residual enc∗0 (véase, por ejemplo, [158]) y, por lo tanto,
c0 no tiene la PRN. Siguiendo con los conjuntos de Bishop-Phelps y en ausencia de la propiedad de
Radon-Nikodym, Kenderov, Moors y Sciffer demuestran en [262] que:

Teorema de Kenderov-Moors-Sciffer. Si K es un espacio de Hausdorff compacto infinito, entonces
el conjunto de Bishop-PhelpsNA(C(K)) es de primera categoría en C(K)∗.

2.2.5. ‖ ◮ Abundantes medidas que no poseen átomos

En esta sección desarrollaremos algunas de las herramientas sobre Teoría de la Medida que necesitaremos
en estas notas. Las demostraciones de los resultados expuestos que no se prueban se pueden consultar, por
ejemplo, en [216], [113], [365] o [142].

SeaΩ un conjunto no vacío. Recordemos que unaσ-álgebra deΩ es una familiaΣ de subconjuntos de
Ω que cumplen con las siguientes propiedades:

(a) Ω ∈ Σ,

(b) Ω\E ∈ Σ para todoE ∈ Σ, y

(c)
⋃∞

n=1En ∈ Σ para cualquier colección numerable(En)
∞
n=1 de elementos deΣ.

Al par (Ω,Σ) se le llama unespacio medible, y a los elementos deΣ se les denominanconjuntos medibles.
Observe que, dada cualquier familiaA de subconjuntos deΩ, siempre existe unaσ-álgebra deΩ, denotada
por σ(A), con las siguientes propiedades:

(1) A ⊆ σ(A), y

(2) σ(A) es laσ-álgebra más pequeña conteniendo aA.

En efecto, si consideramos la familia

S =
{

Σ∗ : Σ∗ es unaσ-álgebra deΩ conteniendo aA
}
,

entoncesS es no vacío puesP(Ω) ∈ S y así,σ(A) =
⋂

Σ∗∈SΣ∗ posee las propiedades requeridas. Aσ(A)
se le llama laσ-álgebra generadapor A. En general, si(X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff, la
σ-álgebra generada por la familia de todos los subconjuntos abiertos deX será denotada porB0(X) y a los
elementos deB0(X) los llamaremosconjuntos medibles Borelo, simplemente,borelianos.

Denotemos por long(I) la longitud de cualquier intervalo acotadoI deR, es decir, sia,b ∈ R son los
extremos deI cona < b, entonces long(I) = b−a, mientras que siI no es acotado, entonces long(I) = +∞.
Para cada conjuntoA ⊆ R, considere la colecciónI(A) de todas las sucesiones(In)∞

n=1 de subintervalos
abiertos deR tal que

⋃∞
n=1 In ⊇ A. Definamos la función de conjuntosλ∗ : P(R) → [0,+∞] por

λ∗(A) = ı́nf

{ ∞

∑
n=1

long(In) : (In)
∞
n=1 ∈ I(A)

}
, A⊆ R.
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Recordemos que un conjuntoE ⊆R se llamamedible Lebesguesi

λ∗(A) = λ∗(A∩E) + λ∗(A∩Ec) para todoA⊆ R.

Es un hecho ya establecido que la familiaΣ0, formada por todos los conjuntos medibles Lebesgue, es unaσ-
álgebra. Más aun,B0(R)$ Σ0$ P(R); es decir, todo conjunto medible Borel es medible Lebesgue,aunque
existen conjuntos medibles Lebesgue que no son medibles Borel, así como también existen subconjuntos de
R que no son medibles Lebesgue. La restricción deλ∗ aΣ0 se llama lamedida de Lebesguey será denotada,
en lo que sigue, porλ.

SeaΩ un conjunto no vacío y seaΣ unaσ-álgebra deΩ. Una función de conjuntosµ : Σ → [0,+∞] es
llamada unamedida no-negativao, simplemente, unamedidasi se cumplen las siguientes propiedades:

(1) µ(∅) = 0, y

(2) µ es numerablemente aditiva(o σ-aditiva), es decir, si(En)
∞
n=1 es una sucesión de elementos deΣ,

disjuntos dos a dos, entonces

µ

( ∞⋃

n=1

En

)
=

∞

∑
n=1

µ(En).

A la tripleta (Ω,Σ,µ) la llamaremos unespacio de medida. Observe que toda medidaµ es finitamente
aditiva en el sentido de que

µ

( k⋃

n=1

En

)
=

k

∑
n=1

µ(En),

se cumple para cualquier colección finita{E1, . . . ,Ek} de elementos deΣ, disjuntos dos a dos. Siµ(Ω) < ∞,
entonces diremos queµ es unamedida finita y, entonces, a la tripleta(Ω,Σ,µ) se le denomina unespacio
de medida finita. Cuandoµ(Ω) = 1, diremos simplemente queµ es unamedida de probabilidad. Nótese
que siµ es una medida finita, entonces ella es monótona, esto es, paracualesquieraA,B ∈ Σ con B ⊆ A,
µ(B) ≤ µ(A). Además, se cumple que,

µ(A\B) = µ(A)−µ(B).

En general, siµ es una medida no-negativa y si la sucesión(En)
∞
n=1 no es necesariamente disjunta, entonces

siempre vale la desigualdad

µ

( ∞⋃

n=1

En

)
≤

∞

∑
n=1

µ(En)

conocida como lasubaditividad deµ. Si permitimos que la función de conjuntosµ también tome valores ne-
gativos, tendremos un tipo muy importantes de “medidas”. Una función de conjuntosµ : Σ →R∪{−∞,+∞}
es llamada unamedida con signosi ella es numerablemente aditiva,µ(∅) = 0, yµ(A) < +∞ para todoA∈ Σ
o bienµ(A) > −∞ para todoA∈ Σ. Esta última condición lo que establece es que una medida consigno sólo
puede asumir uno de los valores{−∞,+∞}, pero no ambos. Siµ es un medida con signo y si ocurre que
|µ(E)| < +∞ para cualquierE ∈ Σ, entonces aµ se le llama unamedida con signo finitao simplemente
unamedida real. Nótese que, a diferencia de las medidas no-negativas, una medida con signoµ no es, en
general monótona, es decir, es posible hallar conjuntos mediblesE,F conF ⊆ E pero tal queµ(F) > µ(E).
Sin embargo, la siguiente propiedad es compartida tanto poruna medida no-negativa así como por cualquier
medida con signo, vale decir, siµ es una medida con signo y si(En)

∞
n=1 es una sucesión monótona creciente

enΣ, entonces siempre se cumple que

µ

( ∞⋃

n=1

En

)
= ĺım

n→∞
µ(En).
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Similarmente, si(En)
∞
n=1 es monótona decreciente enΣ y si |µ(E1)| < +∞, entonces

µ

( ∞⋂

n=1

En

)
= ĺım

n→∞
µ(En).

Un resultado clave acerca de cualquier medida con signo es elsiguiente:Si µ es una medida con signo
sobre un espacio medible(Ω,Σ), entonces existen conjuntos L,M ∈ Σ tales que

µ(L) = ı́nf
{

µ(A) : A∈ Σ
}

y µ(M) = sup
{

µ(A) : A∈ Σ
}
.

De este hecho se deduce inmediatamente que siµ es una medida real, entonces

−∞ < ı́nf
{

µ(A) : A∈ Σ
}

≤ sup
{

µ(A) : A∈ Σ
}

< +∞.

Seaµ una medida no-negativa sobre(Ω,Σ). Un conjuntoE ∈ Σ se llama unátomo paraµ si

(a) µ(E) > 0, y

(b) si F ⊆ E, F ∈ Σ, entoncesµ(F) = 0 o bienµ(F) = µ(E).

Es claro que siE1 y E2 son átomos, entoncesµ(E1∩E2) = 0 o µ(E1△E2) = 0. También se cumple que si
µ(Ω) < +∞, entonces sólo puede haber una cantidad a lo más numerable deátomos disjuntos. En efecto, sea
A la colección de todos los átomos enΩ que son disjuntos dos a dos. Para cadam∈ N, considere la familia

Am =
{

E ∈ A : µ(E) > 1/m
}

y seanE1, . . . ,Ek elementos arbitrarios enAm. Como la colección{E1, . . . ,Ek} es disjunta, resulta que

∞ > µ(Ω) ≥ µ

( k⋃

i=1

Ei

)
=

k

∑
i=1

µ(Ei) > k/m,

de donde se sigue queAm contiene a lo sumom·µ(Ω) elementos y, en consecuencia,A =
⋃∞

m=1Am es a lo
más numerable.

Seanµ una medida con signo sobre(Ω,Σ) y P∈ Σ. Diremos queP es unconjunto positivo (paraµ) si
µ(E) ≥ 0 para todoE ∈ Σ con E ⊆ P. Similarmente, un subconjuntoN ∈ Σ se llamanegativo (paraµ) si
µ(E) ≤ 0 para todoE ∈ Σ conE ⊆ N. El Teorema de Descomposición de Hahn establece que:

Teorema 2.2.33 (Teorema de Descomposición de Hahn).Si µ es una medida con signo sobre(Ω,Σ), en-
tonces existe un conjunto positivo P∈ Σ y un conjunto negativo N∈ Σ tales que:

(a) Ω = P ∪ N, y

(b) P ∩ N = ∅.

El par (P,N) obtenido en el Teorema de Descomposición de Hahn se le llama una descomposición de
Hahn deΩ paraµ. . Dicha descomposición es única en el siguiente sentido: si(P1,N1) es otra descomposi-
ción de Hahn paraΩ, entonces

µ
(
P△P1

)
= 0 y µ

(
N△N1

)
= 0.

Seaµ una medida con signo sobre(Ω,Σ) y suponga que(P,N) es una descomposición de Hahn deΩ
paraµ. Definaµ+,µ− y |µ| sobreΣ por:

µ+(E) = µ(E∩P), µ−(E) = −µ(E∩P), y |µ|(E) = µ+(E) + µ−(E)
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para todoE ∈ Σ. Cada una de las funcionesµ+,µ− y |µ| constituyen medidas no negativas y son llamadas,
respectivamente, lavariación positiva, la variación negativay la variación total deµ. Es fácil establecer
queµ(E) = µ+(E)+µ−(E) para todoE ∈ Σ y, además, que

|µ|(E) = sup

{ ∞

∑
k=1

|µ(Ek)| : {E1,E2 . . .} ∈ P∞(E)

}
,

para todoE ∈ Σ, dondeP∞(E) es la familia de todas las particiones medibles numerables deE. La definición
anterior no cambia si se considera, en lugar deP∞(E), la familia P f (E) de todas las particiones medibles
finitas deE. Si |µ|(Ω) < ∞, diremos queµ es devariación finita o acotada. Si µ es una medida real sobre
(Ω,Σ), entonces siempre se cumple que

sup
E∈Σ

|µ(E)| ≤ |µ|(Ω) ≤ 2sup
E∈Σ

|µ(E)| < +∞,

por lo que,|µ|(Ω) < ∞ y, en consecuencia,‖µ‖va := |µ|(Ω) define una norma sobre ca(Ω,Σ), el espacio
lineal sobreR formado por todas las medidas reales definidas sobre(Ω,Σ). A ‖µ‖va la llamaremos lanor-
ma variación de µ. No es difícil demostrar que(ca(Ω,Σ),‖·‖va) es, en realidad, un espacio de Banach.
Definiendo

‖µ‖∞ = sup
E∈Σ

|µ(E)|

para cadaµ∈ ca(Ω,Σ), entonces‖·‖∞ también es una norma sobre‖µ‖∞ la cual es equivalente a‖·‖va.

Seanµ y ν medidas con signos sobre(Ω,Σ). Diremos que:

(1) µ esabsolutamente continuacon respecto aν, y escribiremos,µ≪ ν, si cualquierE ∈ B0(X) para el
cual se cumple que|ν|(E) = 0, entoncesµ(E) = 0. Es fácil verificar que

µ≪ ν si, y sólo si, |µ| ≪ ν.

Si ν es no negativa, entoncesµ≪ ν si, y sólo si, para cadaε > 0 existe unδ > 0 tal que, cualquiera que
seaE ∈ Σ para el cualν(E) < δ, entonces|µ(E)| < ε.

La relaciónµ≪ ν no es, en general, simétrica, es decir, no siempre se cumple queν ≪ µ.

(2) µ y ν se llamanequivalentes, en notación,ν≡µ, cuandoµ≪ ν y ν≪µ se cumplen simultáneamente.

(3) µ y ν se dice que sonmutuamente singulares, que denotaremos porµ⊥ ν, si existe un conjuntoE0 ∈ Σ
tal que

|µ|(E0) = 0 y |ν|(X \E0) = 0.

Observe queµ⊥ ν si, y sólo si,|µ| ⊥ |ν|.

Dos de los resultados importantes de la Teoría de la Medida e Integración que usaremos en esta sección son
los siguientes:

Teorema 2.2.34 (Teorema de Descomposición de Lebesgue).Sea(Ω,Σ,ν) un espacio de medida finita y
sea µ una medida real sobre(Ω,Σ). Entonces existen dos únicas medidas reales sobre(Ω,Σ), digamos µ1 y
µ2, tales que:

µ = µ1 +µ2, µ1 ≪ ν y µ2 ⊥ ν.
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Si (Ω,Σ,ν) es un espacio de medida finita y sif ∈ L1(ν), entonces la función de conjuntosµ : Σ → R
definida por

µ(E) =
∫

E
f dν, E ∈ Σ,

es una medida real que satisfaceµ ≪ ν. El Teorema de Radon-Nikodým es la afirmación en la dirección
contraria, es decir,

Teorema 2.2.35 (Teorema de Radon-Nikodým).Sean(Ω,Σ,ν) un espacio de medida finita y µ una medida
real sobre(Ω,Σ) tal que µ≪ ν. Entonces existe una función integrable f∈ L1(ν) para la cual se verifica la
igualdad

µ(E) =
∫

E
f dν, para todo E∈ Σ. (3)

La función f , obtenida por intermedio del Teorema de Radon-Nikodym, se le llama laderivada de Radon-

Nikodým y suele denotarse porf :=
dµ
dν

, mientras que la igualdad(3) en ocasiones se abrevia porµ= f ν.

Una de las tantas propiedades relevantes que posee la medidade Lebesgueλ sobre[0,1], es que dicha me-
dida no posee átomos. Esta propiedad, que resulta ser muy natural para la medida de Lebesgue, podría hacer
pensar al lector que “muchas” medidas definidas, no sobre laσ-algebra los conjuntos medibles Lebesgue,
sino sobre laσ-álgebra más pequeña de los borelianos de[0,1], no la comparten. Lo que vamos probar un
poco más abajo es que el conjunto de todas las medidas finitas de Borel que no poseen átomos constituye, en
realidad, un conjunto muy abundante en el sentido de categoría de Baire.

En esta sección sólo estaremos interesados en un tipo especial de espacios topológicos: los espacios
métricos compactos. En lo que sigue,(X,d) denotará un espacio métrico compacto. En este caso,(X,d) re-
sulta ser un espacio Polaco, es decir, un espacio métrico completo y separable. Como ya hemos mencionado,
B0(X) denota laσ-álgebra de Borel, esto es, laσ-álgebra generada por los conjuntos abiertos deX.

Como (X,d) es un espacio métrico, sabemos (véase, [348], Theorem 1.1, p. 26) que toda medida de
Borel finitaµ sobreX esregular en el sentido de que, para cadaE ∈ B0(X) y cadaε > 0, existe un conjunto
abiertoUε y un conjunto cerradoFε tales que:

(1) Fε ⊆ E ⊆Uε, y

(2) µ(Uε \Fε) < ε.

Lo anterior es equivalente a afirmar que, para cada conjunto de BorelE,

µ(E) = sup
{

µ(F) : F ⊆ E, F es cerrado
}

= ı́nf
{

µ(U) : U ⊇ E, U es abierto
}
.

Además, manteniendo la hipótesis de que(X,d) es un espacio métrico compacto, entoncesµ es una medida
tensa, esto quiere decir que, para cadaε > 0, existe un compactoKε ⊆ X tal que

µ(X \Kε) < ε.

(Véase, [348], Theorem 3.2, p. 20). Como consecuencia de lo anterior se tiene que siµ es una medida de
Borel finita y, por consiguiente, tensa, entonces se verificaque, para todo conjuntoE ∈ B0(X),

µ(E) = sup
{

µ(K) : K ⊆ E, K compacto
}
.
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En general, una medida realµ : B0(X) → R, donde(X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff arbi-
trario, se dice que es regular siµ+ y µ− son ambas regulares, lo que equivale a decir que la variacióntotal |µ|
es regular. Volvamos de nuevo a nuestros inicios y supongamos que(X,d) es un espacio métrico compacto.
Denotemos por rca(X) el espacio de Banach formado por todas las medidas reales (las cuales son regulares)
definidas sobre laσ-álgebra de BorelB0(X) con la norma de la variación total:

‖µ‖va := |µ|(X) = sup
∞

∑
n=1

|µ(En)| , µ∈ rca(X),

supremo tomado sobre todas las particiones numerables(En)
∞
n=1 de X, con En ∈ B0(X) para todon ∈ N.

Una razón de peso importante en considerar el espacio de Banach (rca(X),‖·‖va), es que el dual (topológico)
deC(X), (C(X)∗,‖·‖), se identifica isométricamente con(rca(X),‖·‖va) asociando, a cada funcional lineal
continuox∗ ∈C(X)∗, una única medidaµ∈ rca(X), (esto es lo que afirma el Teorema de Representación de
Riesz), de modo tal que:

x∗( f ) := 〈 f ,µ〉 =
∫

X
f dµ, para todaf ∈C(X) y ‖x∗ ‖ = ‖µ‖va .

Con esta identificación, rca(X) y C(X)∗ son, desde el punto de vista algebraico así como desde el punto de
vista topológico, idénticos. Por este motivo, rca(X) hereda todas las topologías deC(X)∗, en particular, la
ω∗-topología. De manera que, dotando a rca(X) con laω∗-topología proveniente deC(X)∗, resulta que si
µ∈ rca(X), entonces los conjuntos de la forma

V(µ, f1, . . . , fn,ε) =

{
ν ∈ rca(X) :

∣∣∣∣
∫

X
fidµ−

∫

X
fidν

∣∣∣∣< ε, i = 1, . . . ,n

}

dondeε > 0, y f1, . . . , fn ∈C(X), conn∈N, forman una base de entornos básicos abiertos de cadaµ∈ rca(X)
en laω∗-topología, y en consecuencia, dada cualquier sucesión(µn)

∞
n=1 en rca(X) y cualquierµ∈ rca(X),

µn
ω∗
−→ µ si, y sólo, si 〈 f ,µn〉 → 〈 f ,µ〉 para todaf ∈C(X).

En lo que sigue, denotaremos por rca+(X) el subconjunto de rca(X) formado por todas las medidas
de Borel (no negativas) y por P(X) el conjunto de todas las medidas de probabilidad en rca+(X); es decir,
la medidaµ ∈ P(X) si, y sólo si,µ ≥ 0 y µ(X) = 1. PuestoX es un espacio métrico compacto, resulta
que(C(X),‖·‖∞) es, por el Teorema 1.4.19, norma-separable, y se sigue del Teorema de Banach-Alaoglu,
Teorema 2.2.1, página 209, queBrca(X), la bola unitaria norma-cerrada de rca(X), esω∗-compacta y metri-
zable. En particular, P(X), por ser un subconjuntoω∗-cerrado deBrca(X), es un espacio métrico compacto
cuando laω∗-topología se restringe a dicho conjunto y, en consecuencia, (P(X),ω∗) resulta ser un espacio
de Baire.

Recordemos que siµ∈ rca+(X) y siU0 =
⋃{

U : U es abierto y µ(U) = 0
}

, entonces de la regularidad
deµ se deduce fácilmente queµ(U0) = 0, de donde resulta queU0 es el conjunto abierto más grande enX
para el cualµ(U0) = 0. Por esta razón, se define elsoportedeµ, sop(µ), como

sop(µ) = X \U0.

Es evidente que sop(µ) es el conjunto cerrado más pequeño deX tal queµ(sop(µ)) = µ(X). Una medida
µ∈ rca+(X) se dice que esestrictamente positivasi sop(µ) = X, o de forma equivalente: siµ(U) > 0 para
todo conjunto abierto no vacíoU deX.
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Es oportuno aclarar que no es verdad que en cualquier espaciotopológico de Hausdorff (ni aun si dicho
espacio es compacto) existe una medida de Borel estrictamente positiva (véase, por ejemplo, [7], Example
12.15, p. 442). Sin embargo, como nuestro espacio es un compacto metrizable, una tal medida existe si dicho
espacio no posee puntos aislados, hecho que probaremos más abajo.

Lema 2.2.10. Sean(X,d) un espacio métrico compacto, µ∈ rca+(X) y A∈B0(X) un átomo de µ. Entonces
existe un x∈ A tal que µ({x}) > 0. En otras palabras, µ no posee átomos si, y sólo si, µ({x}) = 0 para todo
x∈ X.

Prueba.Como (X,d) es un espacio métrico compacto, él satisface el segundo axioma de numerabilidad,
es decir,X posee una base numerable. Fijemos entonces una tal base parala topología deX, digamos,
{V1,V2, . . .} y defina el conjunto de índicesI = {n∈ N : µ(A∩Vn) = 0}. Considere ahora el conjunto

B = A\
⋃

n∈I

Vn.

EntoncesB es un conjunto medible incluido enA y se cumple queµ(B) = µ(A) > 0. En efecto, como

A =
(

A\
⋃

n∈I

Vn

)
∪
(

A∩
⋃

n∈I

Vn

)
= B∪

⋃

n∈I

(
A∩Vn

)
,

y µ(A∩Vn) = 0 para todon∈ I , entonces la numerabilidad aditiva deµ nos dice queµ(B) = µ(A) > 0. En
particular,B 6=∅.

Afirmamos queB consta de un único punto. Para ver esto, supongamos, por contradicción, queB posee
dos puntos distintos, digamosa y b. Puesto queX es de Hausdorff, existen conjuntos abiertos básicos dis-
juntosVi y Vj tales quea ∈ A∩Vi y b ∈ A∩Vj . Si µ(A∩Vi) = 0, entoncesi ∈ I lo cual es imposible
puesa∈ B = A\⋃n∈I Vn. Si ahora hacemos uso del hecho de queA es un átomo y teniendo en cuenta que
µ(A∩Vi) 6= 0, resulta entonces queµ(A∩Vi) = µ(A). Con un argumento enteramente similar se prueba que
µ(A∩Vj) = µ(A). Sin embargo, ya que(A∩Vi)∩ (A∩Vj) =∅, entonces niA∩Vi, así como tampocoA\Vi ,
tienen medida cero, lo cual evidentemente contradice el hecho de queA es un átomo. Por esta razónB se
reduce a un punto. �

El resultado anterior permite formular la siguiente definición:

Definición 2.2.10. Sea(X,d) un espacio métrico compacto. Una medida µ∈ rca+(X) se dice que esno-
atómica, o continua, si µ({x}) = 0 para cualquier x∈ X.

Se sigue del resultado anterior que cualquier media no-atómica µ∈ rca+(X) no posee átomos. Si ocurre
queµ posee al menos un átomo, entonces se dice queµ esatómica. Notemos que siµ ∈ P(X) no posee
átomos yD es cualquier subconjunto a lo más numerable deX, entonces la numerabilidad aditiva deµ
garantiza queµ(D) = 0. Observemos también que siµ∈ P(X) es atómica, entoncesµ({x}) > 0 para algún
x∈ X. Si denotamos porδx la medida de Dirac enx∈ X, es decir,

δx(E) =

{
1 six∈ E,

0 six 6∈ E,

para cadaE ∈ B0(X), entoncesδx siempre es atómica. Además, para todaf ∈C(X) y todox∈ X se cumple
que

〈 f ,δx〉 =

∫

X
f dδx = f (x).
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En general, una medidaµ∈ P(X) se llamapuramente atómicasi existe una sucesión de números reales
positivos(εn)

∞
n=1 y una sucesión(xn)

∞
n=1 enX tal que

µ(E) =
∞

∑
n=1

εn δxn(E), para todoE ∈ B0(X).

Es un hecho ya establecido que

Teorema 2.2.36.Si µ∈ P(X), entonces,
µ = µc + µpa,

donde µc es una medida de Borel continua y µpa es una medida de Borel puramente atómica.

Prueba.Si µ no tiene átomos, entonces definimosµ := µc y µpa := 0. Supongamos queµ posee átomos y
seaA = {x ∈ X : µ({x}) > 0}. Nos proponemos, en lo inmediato, demostrar queA es a lo más numerable.
Para ver esto, definamos, para cadan∈ N, el conjuntoAn = {x∈ X : µ({x}) ≥ 1/n}. Entonces

A =
∞⋃

n=1

An

y cada conjuntoAn contiene a lo sumo den elementos. En efecto, supongamos queAn contieneN elementos,
digamosx1,x2, . . . ,xN, conN ∈N∪{+∞}, y usemos la numerabilidad aditiva así como la monotonicidad de
µ para obtener

N
n

≤
N

∑
j=1

µ(x j) = µ

(
N⋃

j=1

{x j}
)

≤ µ(X) = 1.

Esto prueba queN ≤ n, de donde se concluye queA es a lo más numerable. Representemos al conjuntoA
comoA = {x1,x2, . . .} y definamos la mediaµpa : B0(X) → [0,+∞] por

µpa(E) =
∞

∑
j=1

µ({x j})δxj (E), para todoE ∈ B0(X).

Entoncesµpa es una medida puramente atómica, y para cualquier conjunto de BorelE, se cumple que

µpa(E) =
∞

∑
j=1

µ({x j})δxj (E) = ∑
xj ∈E
j ∈N

µ({x j}) = µ(E∩{x1,x2, . . .}) ≤ µ(E),

es decir,µpa≤ µ, lo cual nos permite definirµc : B0(X) → [0,+∞] por

µc(E) = µ(E)−µpa(E), para todoE ∈ B0(X).

Es claro queµc ∈ rca+(X). Veamos queµc no posee átomos. En efecto, seax ∈ X. Si x = x j para algún
j ∈ N, entoncesµpa({x j}) = µ({x j}) y así,µc({x}) = 0. Por otro lado, six 6= x j para todoj ∈ N, entonces
necesariamenteµpa({x}) = 0 = µ({x}) y, de nuevo,µc({x}) = 0. Esto termina la prueba. �

Recordemos que siX es un espacio topológico de Hausdorff, el conjunto de lospuntos límiteso puntos
de acumulacióndeX se define como

X′ = Xr{x∈ X : x es un punto aislado de X}.

Usando inducción transfinita definimos, para cada número ordinal α, el derivado de Cantor-Bendixson,
X(α), como sigue:
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1. X(0) = X;

2. X(α+1) = (X(α))′, si α es un ordinal, y

3. X(β) =
⋂

α<β
X(α), si β es un límite ordinal.

Es claro queX(α) es cerrado enX para todoα < ω1 y que la familia(X(α))α<ω1 es no-creciente, es decir,
X ⊇ X(1) ⊇ X(2) ⊇ ·· · ⊇ X(α) ⊇ ·· · ⊇ X(β) ⊇ ·· · , para todoα < β. Más aun,

X =
⋃

α<β

(
X(α)rX(α+1)

)
∪X(β)

para cualquier ordinalβ > 0. En efecto, six 6∈ X(β), existe un primer ordinalγ < β tal quex 6∈ X(γ). Esteγ no
puede ser un ordinal límite, pues si lo fuera tendríamos queX(γ) =

⋂
α<γ X(α), y en consecuencia,x 6∈ X(α)

para algúnα < γ. Entoncesγ tiene la formaγ = α + 1 y por consiguiente,x ∈ X(α)rX(α+1). También es
oportuno observar que siX(α) = X(α+1) para algúnα, entoncesX(α) = X(β) para todoβ > α.

Recordemos que un espacio topológico de HausdorffX se llamadispersosi cada subconjunto cerrado
no vacíoF deX posee al menos un punto aislado. El siguiente resultado es bien conocido y será demostrado
sólo por razones didácticas.

Lema 2.2.11. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff.

(1) X es disperso si, y sólo si, X(α) =∅ para algún ordinalα.

(2) Si X es disperso y, además, compacto y siα es el primer ordinal para el cual se cumple que X(α) =∅,
entoncesα no es un ordinal límite.

(3) Si X es disperso y posee una base numerable, entoncesα < ω1, dondeα es el primer ordinal para el
cual X(α) =∅ y ω1 representa el primer ordinal no numerable.

Prueba. (1) Si X es disperso, entonces{X(α) : α es un ordinal} es una familia de subconjuntos cerrados
estrictamente decreciente y se sigue queX(α) = ∅ siempre que card(α) >card(X). Por otro lado, suponer
queX no es disperso significa queX posee un subconjunto perfecto no vacío, digamosF. Evidentemente se
tiene queF ⊆⋂{X(α) : α es un ordinal}, de modo queX(α) 6=∅ para todoα.

(2) Suponga queα es un ordinal límite, entonces

∅= X(α) =
⋂

β<α
X(β).

ComoX es compacto, la familia{X(β) : β es un ordinal} es una colección de subconjuntos compactos de-
creciente, de donde resulta que

⋂
β<α X(β) es no vacía. Esta contradicción establece queα no puede ser un

ordinal límite.

(2) Sea(Un)
∞
n=1 una base numerable para la topología deX. Puesto que losX(β), conβ < α, son cerrados

y no vacíos, y decrecen estrictamente, podemos definir una aplicación inyectivaϕ : {β : β < α} → N de la
siguiente manera: para cadaβ < α, seaϕ(β) ∈ N tal queUϕ(β) ∩X(β) 6= ∅ peroUϕ(β) ∩X(β+1) = ∅. Esto
prueba queα < ω1. �

Como una consecuencia inmediata del lema anterior se tiene que
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Corolario 2.2.18. Si (X,d) es un espacio métrico compacto disperso, entonces existe unordinal no límite
α < ω1 tal que X(α) =∅.

El siguiente resultado, probado por W. Rudin, establece queen espacios métricos compactos dispersos
la única medida no-atómica que existe sobre dicho espacio esla medida idénticamente nula.

Teorema 2.2.37 (Rudin).Sea(X,d) un espacio métrico compacto disperso. Si µ∈ P(X) no posee átomos,
entonces µ= 0.

Prueba.Seaµ una medida de probabilidad no-atómica y supongamos queµ 6= 0. Por el Corolario 2.2.18,
existe un ordinalα para el cualX(α) = ∅. Comoα no es un ordinal límite, existe un ordinalβ tal que
α = β + 1 y X(β) 6= ∅. De la compacidad deX(β) se sigue que dicho conjunto debe ser finito y, entonces,
µ(X(β)) = 0 puesµ es no-atómica. Esto prueba que el conjuntoA := {β : µ(X(β)) < µ(X)} es no vacío. Sea
β0 el primer ordinal para el cualµ(X(β0)) < µ(X). Vamos a probar que, en este caso,β0 es un ordinal límite.
En efecto, supongamos que para algún ordinalγ, β0 = γ + 1. De esto se sigue que la igualdadµ(X(γ)) =
µ(X(β0)) + µ(X(γ)rX(β0)) se cumple. Por la definición de conjunto derivado, resulta que X(γ)rX(β0) no
puede contener subconjuntos compactos infinitos. Apoyándonos ahora en la regularidad y continuidad de
µ, resulta queµ(X(γ)rX(β0)) = 0 y, por lo tanto,µ(X(γ)) = µ(X(β0)), lo cual contradice nuestra elección de
β0. Por esto,β0 es un ordinal límite. Por un simple argumento de compacidad se deduce que, para cada
conjunto abiertoG conteniendo aX(β0), existe un ordinalγ < β0 tal queX(γ) ⊆ G. Pero comoγ < β0, resulta
queµ(X(γ)) = µ(X) y, en consecuencia,µ(G) = µ(X) para cada conjunto abiertoG conteniendo aX(β0). De
nuevo, por la regularidad deµ tenemos queµ(X(β0)) = µ(X) lo que origina una contradicción. Esto prueba
queµ= 0 y termina la prueba. �

El Teorema 2.2.37 nos garantiza que sobre cualquier espaciométrico compacto disperso(X,d), toda me-
dida de probabilidad continua definida sobreB0(X) es idénticamente nula. La misma conclusión se obtiene
si reemplazamos el espacio métrico compacto disperso por cualquier conjunto de Luzin. La demostración de
este hecho requiere del siguiente resultado clásico.

Lema 2.2.12. Sean(X,d) un espacio métrico separable y µ∈ P(X) una medida continua. Entonces existe
un conjunto A⊆ X el cual es un Fσ de primera categoría tal que µ(X \A) = 0.

Prueba.Usemos la separabilidad del espacio métrico(X,d) para hallar un conjunto denso numerable deX,
digamosD = {xn : n∈N} y fijemos un número naturalk. Puesto queµes continua, para cadan∈N, podemos
encontrar un entorno abiertoVk(xn) dexn tal queµ

(
Vk(xn)

)
< 1/2k+n. PongamosVk =

⋃∞
n=1Vk(xn). Entonces

Vk es un subconjunto abierto denso deX y se cumple, además, que

µ(Vk) ≤
∞

∑
n=1

µ
(
Vk(xn)

)
< 1/2k.

Por el Teorema de Categoría de Baire, el conjuntoG =
⋂∞

k=1Vk resulta ser unGδ-denso enX. Si ahora
definimosA = X \G, tendremos queA es un conjuntoFσ de primera categoría enX y comoµ es finita se
cumple queµ(X \A) = µ(G) = ĺımk→∞ µ(Vk) = 0. La prueba es completa. �

Observe que el lema anterior establece queX se puede escribir en la formaX = G∪A, dondeG es un
Gδ-denso conµ(G) = 0, A es unFσ de primera categoría yG∩A=∅.

Teorema 2.2.38.Sea X un conjunto de Luzin. Si µ∈ P(X) es continua, entonces µ= 0.
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Prueba.Puesto que(X, | · |) es un espacio métrico separable yµ∈ P(X) es continua, podemos elegir, por el
lema anterior, un conjuntoA de primera categoría enX tal queµ(X \A) = 0. ComoA también es de primera
categoría enR, usando el hecho de queX es un conjunto de Luzin resulta que card(X∩A) = card(A) ≤ ℵ0.
Esto nos dice queA es a lo más numerable y comoµes continua se concluye que 0≤ µ(A) = ∑x∈Aµ({x}) = 0.
Por consiguiente,µ(X) = µ(X \A)+µ(A) = 0 y termina la prueba. �

En contraste con el resultado de Rudin, la ausencia de puntosaislados en un espacio métrico compacto,
conduce a la existencia de abundantes medidas no-atómicas.Comenzaremos con la demostración del si-
guiente resultado.

Lema 2.2.13. SeaK un subconjuntoω∗-compacto derca+(X). Entonces

K• =
{

µ∈ rca+(X) : ν ≤ µ para algunaν ∈ K

}

esω∗-cerrado de rca+(X).
Prueba.Sea(µα)α∈Λ una red enK• convergiendo (en laω∗-topología) aµ∈ rca+(X). Veamos queµ∈ K•.
En efecto, por definición, para cadaα ∈ Λ, existe unνα ∈ K tal queνα ≤ µα. SiendoK ω∗-compacto, existe
una subred(ναd) de(να)α∈Λ con limiteν ∈ K. De esto se sigue que, para cadaf ∈C(X), f ≥ 0,

〈µ, f 〉 = ĺım
d
〈µαd , f 〉 ≥ ĺım

d
〈ναd , f 〉 = 〈ν, f 〉

de modo queµ∈ K•. �

Lema 2.2.14. Sean(X,d) un espacio métrico compacto, K un subconjunto compacto de X ya> 0. Entonces
el conjuntoKa =

{
a·δx : x∈ K

}
esω∗-compacto enrca+(X).

Prueba.Puesto que la aplicaciónϕ : (X,d) → (rca+(X),ω∗) definida por ϕ(x) = δx para cadax ∈ X, es
claramente continua, se sigue que el conjuntoϕ(X) = {δx : x∈X} esω∗-compacto en rca+(X). En particular,
el conjuntoKa = {a·δx : x∈ K} también esω∗-compacto en rca+(X). �

Si (X,‖·‖) es un espacio de Banach yA⊆ X, entonces elaniquilador deA se define como

A⊥ =
{

x∗ ∈ X∗ : x∗(x) = 0 para todo x∈ A
}
,

mientras que siB⊆ X∗, entonces elpre-aniquilador deB se define como

B⊥ =
{

x∈ X : x∗(x) = 0 para todo x∗ ∈ B
}
,

Una de las buenas propiedades importantes que poseen las medidas de Dirac es que ellas sirven para
aproximar cualquier medida de Borel a valores reales; es decir, si µ ∈ rca(X) entonces existe una cierta
combinación lineal de medidas de Dirac que aproximan aµ en laω∗-topología. Para demostrar este hecho,
haremos uso del siguiente teorema.

Teorema B ([7], Corolary 5.108, p. 219).Sea B un subespacio lineal derca(X). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) B⊥ = {0}.

(2) B es ω∗-denso enrca(X).
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Teorema 2.2.39.Sean(X,d) un espacio métrico compacto y(xn)
∞
n=1 una sucesión densa en X. Entonces[

{δxn : n∈ N}
]
, el subespacio lineal generado por{δxn : n∈ N}, esω∗-denso enrca(X).

Prueba.En primer lugar notemos que
{

δxn : n∈ N
}
⊥ = {0}. En efecto, seaf ∈

{
δxn : n∈ N

}
⊥. Entonces

0 = 〈 f ,δxn〉 =

∫

X
f δxn = f (xn),

y la densidad de la sucesión(xn)
∞
n=1, así como la continuidad def , garantizan quef (x) = 0 para todox∈ X.

Esto prueba nuestra afirmación. Por otro lado, como
{

δxn : n∈N
}
⊥ =

[
{δxn : n∈N}

]
⊥, se sigue delTeorema

B que
[
{δxn : n∈ N}

]
esω∗-denso en rca(X). �

El resultado anterior establece que, para cualquier medidaµ ∈ rca(X), existen escalaresa1, . . . ,an y
vectoresz1, . . . ,zn en{x j : j ∈N} tal que la medidaυ = a1δz1 + · · ·+anδzn aproxima aµ en laω∗-topología.
Si los coeficientesai se eligen no-negativos y tales quea1 + . . .+an = 1, entonces la colección de todas las
medidasυ = a1δz1 + · · ·+ anδzn aproximan a las medidasµ∈ P(X) en laω∗-topología. Cualquier medida
µ∈ P(X) de la forma

µ=
n

∑
i=1

aiδxi ,

donde losai son números reales no negativos satisfaciendoa1 + · · ·+ an = 1, se llama unamedida fini-
tamente soportada. En este caso decimos queµ es soportada por {x1, . . . ,xn}. En general, siD es un
subconjunto no vacío deX, denotaremos por Pf s(D,X) el conjunto de todas las medidas de probabilidad
finitamente soportadas por elementos deD; es decir,

Pf s(D,X) =

{
µ∈ P(X) : µ=

n

∑
i=1

aiδxi , a1 + · · ·+an = 1, ai ≥ 0, xi ∈ D, i = 1, . . . ,n, n∈N
}

.

Lema 2.2.15. Sean(X,d) un espacio métrico compacto y D un subconjunto denso en X. EntoncesPf s(D,X)
esω∗-denso enP(X).

Prueba.Vamos a demostrar que cualquier conjunto no vacío yω∗-abiertoV de P(X) intersecta al conjunto
Pf s(D,X). Sin perder generalidad, podemos suponer queV es un entornoω∗-abierto deµ∈P(X) de la forma:

V := V(µ, f1, . . . , fn,ε) =

{
ν ∈ P(X) :

∣∣∣∣
∫

X
fidµ−

∫

X
fidν

∣∣∣∣< ε, i = 1, . . . ,n

}
,

dondeε > 0, y f1, . . . , fn ∈C(X). Veamos que existe una medida de probabilidad finitamente soportada por
elementos deD perteneciente aV. En efecto, como las funcionesf1, . . . , fn son uniformemente continuas,
existe unδ > 0 tal que

d(x,y) < δ ⇒ | fi(x)− fi(y)| < ε

para cualquierx,y∈ X e i = 1, . . . ,n. De aquí se sigue la existencia de una partición finitaF1, . . . ,Fk deX por
conjuntos medibles Borel de medida positiva con int(Fj) 6=∅, j = 1, . . . ,k, tal que

x,y∈ Fj ⇒ | fi(x)− fi(y)| < ε, j = 1, . . . ,k; i = 1, . . . ,n.

Puesto queD es denso enX, cada intersección int(Fi)∩D es no vacía. Para cadai ∈ {1, . . . ,n}, escojamos
xi ∈ int(Fi)∩D y pongamosai = µ(Fi). Finalmente definaν = ∑n

i=1 aiδxi . Entoncesν ∈ Pf s(D,X) y para
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f ∈ { f1, . . . , fn}, tenemos que
∣∣∣∣
∫

X
f dµ−

∫

X
f dν
∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

∫

X
f dµ−

n

∑
i=1

ai f (xi)

∣∣∣∣∣ (puesto que
∫

X
f dδx = f (x))

=

∣∣∣∣∣
k

∑
i=1

(∫

Fi

f dµ−
∫

Fi

f (xi)dµ

)∣∣∣∣∣ (puesto queµ(Fi) = ai)

=

∣∣∣∣∣
k

∑
i=1

∫

Fi

( f (x)− f (xi))dµ

∣∣∣∣∣

≤
k

∑
i=1

∫

Fi

| f (x)− f (xi)|dµ

≤
k

∑
i=1

∫

Fi

εdµ

= ε

Esto demuestra queν ∈V y, en consecuencia,ν ∈V ∩Pf s(D,X). �

La existencia de medidas de Borel que no poseen átomos y que son estrictamente positivas se puede
demostrar por una aplicación del Teorema de Categoría de Baire tal y como se prueba en [348], Theorem
8.1, p. 53. Otra demostración que no utiliza el Teorema de Categoría de Baire se puede ver en [7], Theorem
12.22, p. 446, donde, en su lugar, se hace uso del Teorema de Banach-Alaoglu y del Lema de Uryshon. Véase
también [289].

Lema 2.2.16. Sea(X,d) un espacio métrico compacto sin puntos aislados. Entoncesrca+(X) contiene al
menos una medida no-atómica estrictamente positiva.

Prueba.Nuestra primera tarea es demostrar la siguiente:

Afirmación . Para cada bola cerrada B en X con radio positivo, existe una medida no-atómica
µB ∈ P(X) tal quesop(µB) ⊆ B.

Prueba de la Afirmación. SeaB= B(x, r) una bola cerrada con centro enx∈X y radior > 0. Puesto que
X no posee puntos aislados, la bola cerradaB(x, r/4) no se reduce a un punto; es decir, ella contiene infinitos

puntos. Seanx(1)
1 y x(1)

2 dos puntos distintos deB(x, r/4) y pongamosε1 := d(x(1)
1 ,x(1)

2 )/4. Considere

ahora las bolas cerradas disjuntasB(x(1)
1 ,ε1) y B(x(1)

2 ,ε1). De nuevo, por la ausencia de puntos aislados

en X, cada una de esas bolas contienen dos puntos diferentes, digamosx(2)
1 , x(2)

2 en B(x(1)
1 ,ε1) y x(2)

3 ,

x(2)
4 en B(x(1)

2 ,ε1). Seaε2 := mı́n{d(x(2)
i ,x(2)

j )/4 : i, j = 1,2,3,4}. Entonces las bolas cerradasB(x(2)
j ,ε2),

j = 1,2,3,4 son disjuntas. Continuando inductivamente con este proceso se construyen, para cadan∈N, un
εn > 0 y un conjunto

Xn =
{

x(n)
1 , . . . ,x(n)

2n

}

con 2n elementos tal que

εn+1 ≤
εn

2
, Xn ⊆ B,

y para caday∈ B y cadak conk≤ n, la bolaB(y,εk) contiene a lo más 2n−k puntos deXn. Defina, para cada
n∈ N, la medida

µn :=
1
2n

2n

∑
j=1

δ
x(n)

j
.
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Con esta definición resulta que cadaµn es una medida de probabilidad cuyo soporte yace enB y, además, se
cumple que

µn
(
B(y,εk)

)
≤ 1

2n ·2
n−k =

1
2k (1)

para todon ≥ k y cualquiery ∈ X. Puesto que(X,d) es un espacio métrico compacto, sabemos que
(C(X),‖·‖∞) es separable (Teorema 1.4.19, página 30) y, por consiguiente, por el Teorema de Banach-
Alaoglu, (P(X),ω∗) es un compacto metrizable. Por esto, la sucesión(µn)

∞
n=1 posee una subsucesión, a

la que seguiremos denotando del mismo modo, que converge a una medidaµ∈ P(X).
Veamos ahora que sop(µ) ⊆ B. En efecto, por serµ una medida tensa, tenemos que

µ(X \B) = sup
{

µ(K) : K ⊆ X \B, K compacto
}
.

FijemosK ⊆ X \B conK compacto. Por el Lema de Urysohn , existe una función continua f : X → [0,1] tal
que f = 1 sobreK y f = 0 sobreB. Es claro que

µ(K) ≤
∫

X
f dµ ≤ µ(X \B). (2)

Puesto queµn → µ (en la topologíaω∗) y como sop(µn) ⊆ B, entonces
∫

X
f dµ = ĺım

n→∞

∫

X
f dµn y 0 ≤

∫

X
f dµ ≤ µn(X \B) = 0

de donde se deduce que
∫

X f dµ= 0, y así, por(2), µ(K) = 0. Puesto queK ⊆X\B era un compacto arbitrario,
se tiene que tambiénµ(X \B) = 0. Esto prueba que sop(µ) ⊆ B. Más aun, por(1), µ es continua y termina la
prueba de nuestra afirmación.�

Para finalizar la demostración del lema, seaD un subconjunto denso numerable deX. Para cadan∈ N
y cadax ∈ D, existe, por la afirmación anterior, una medida de probabilidad continuaµn,x := µB(x,1/n) con
soporte contenido enB(x,1/n). Seleccionemos, arbitrariamente, númeroscn,x > 0 tales que

∑
n∈N,x∈D

cn,x < +∞.

Entonces
υ := ∑

n∈N,x∈D

cn,x µn,x

es una medida continua cuyo soporte contiene a todos losx∈ D. Es claro que

sop(υ) ⊇
⋃

n∈N
x∈D

sop(µn,x)

y también que el último conjunto es denso enX por la densidad deD. Se sigue que sop(υ) = X. Esto prueba
queυ es una medida estrictamente positiva. �

Teorema 2.2.40.Sea(X,d) un espacio métrico compacto sin puntos aislados. EntoncesPc(X), el subcon-
junto deP(X) formado por todas las medidas que no poseen átomos, es un Gδ-denso en(P(X),ω∗).

Prueba.Para cadan∈ N, sea

Gn =
{

µ∈ P(X) : µ({x}) < 1/n para cada x∈ X
}
.
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Evidentemente, Pc(X) =
⋂∞

n=1Gn. Afirmamos que

(1) Gn esω∗-abierto enP(X) para cada n∈N. Fijemosµ∈ Gn. Para cadax∈ X existe, por la regularidad de
µ, un númerorx > 0 tal queµ(U(x, rx)) < 1/n. Usemos el Lema de Urysohn para determinar, para elx dado,
una función continuafx : X → [0,1] tal que

fx = 1 sobre B(x, rx) y fx = 0 sobre X \U(x, rx).

Observe que
〈 fx,µ〉 ≤ µ(U(x, rx)) < 1/n para todox∈ X.

Aprovechando el hecho de queX es compacto, escojamosx1, . . . ,xn enX de modo queX =
⋃n

i=1U(xi,
1
2rxi ).

Consideremos a continuación el entornoω∗-abierto deµ dado por

W :=
{

υ ∈ P(X) : 〈 fxi ,υ〉 < 1/n, i = 1, . . . ,n
}
.

Para cualquierυ ∈W tenemos que

υ
(
U(xi , rxi /2)

)
≤ 〈 fxi ,υ〉 <

1
n
, i = 1, . . . ,n

lo cual implica queυ({x}) < 1/n para cualquierx∈U(xi ,
1
2rxi ). Teniendo en cuenta queX =

⋃n
i=1U(xi,

1
2rxi ),

resulta que la desigualdadυ({x}) < 1/n vale para todox∈ X y, en consecuencia,W ⊆ Gn. Esto termina la
prueba de(1).

(2) Pc(X) esω∗-denso enP(X). Escojamos, por el Lema 2.2.16, una medidaµ∈ P(X) que no posea átomos
y sea, a su vez, estrictamente positiva. Fijemosx∈ X y, para cadak∈N, definamos la medidaµk ∈ P(X) por

µk(E) :=
µ
(
E∩B(x,1/k)

)

µ(B(x,1/k))
, E ∈ B0(X).

Es claro queµk ∈ Pc(X) y, además,µk
ω∗
→ δx. Esto prueba quePc(X)

ω∗
contiene a todas las medidas de Dirac

δx, (x∈X) y, por consiguiente, a todas las medidas de probabilidad finitamente soportadas. Pero éstas últimas

son, en virtud del Lema 2.2.15,ω∗-densas en P(X), de donde se sigue quePc(X)
ω∗

= P(X). Esto prueba(2).
Teniendo en cuenta que Pc(X) =

⋂∞
n=1Gn, entonces(1) y (2) nos revelan que Pc(X) es unGδ-denso en el

espacio de Baire(P(X),ω∗). �

Fijemos ahora una medida de Borel sin átomosν ∈ P(X) que podemos elegir estrictamente positiva
gracias al Teorema 2.2.40. Por el Teorema de Descomposiciónde Lebesgue, cada medida realµ∈ rca(X)
admite una única representación en la formaµ= µa +µs, dondeµa ≪ ν y µs ⊥ ν. De hecho,ν induce una
descomposición de rca(X) en suma directaM a

ν ⊕ M s
ν = rca(X), donde

M a
ν =

{
µ∈ rca(X) : µ≪ ν

}
y M s

ν =
{

µ∈ rca(X) : µ⊥ ν
}

son subespacios lineales de rca(X). Una aplicación del Teorema de Radon-Nikodym permite identificar,
isométricamente, al subespacio linealM a

ν conL1(ν). Comoν es estrictamente positiva, resulta entonces que
sop(ν) = X y, por consiguiente,M a

ν
⊥ = {0}. Se sigue delTeorema BqueM a

ν esω∗-denso en rca(X). Con
esto hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.2.41.Sean(X,d) un espacio métrico compacto yν una medida de Borel sin átomos estricta-
mente positiva enP(X). Entonces el conjunto

M a
ν =

{
µ∈ rca(X) : µ≪ ν

}

esω∗-denso enrca(X).
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2.2.6. ‖ ◮ El Teorema de Vitali-Hahn-Saks

El Teorema de Vitali-Hahn-Saks afirma que si(µn)
∞
n=1 es una sucesión de medidas reales que converge

puntualmente a una función de conjuntosµ, entoncesµ es una medida real. Existen varias pruebas de éste
resultado. Una de las más conocidas se debe al propio Saks el cual usa el Teorema de Categoría de Baire como
una herramienta fundamental en su demostración (véase, [129], aunque también existe una demostración por
S. Banach, obtenida de manera independiente, en la versión pólaca de su libro sobre teoría de operadores
lineales usando el mismo método de categoría de Baire). Paralograr tal objetivo, Saks tuvo que construir un
espacio métrico completo especial asociado a un espacio de medida finita para desarrollar su prueba. Nuestra
tarea es presentar los pasos del programa seguido por Saks.

La siguiente caracterización de la numerabilidad aditiva de una función de conjuntos es, con frecuencia,
de mucha utilidad:

Lema 2.2.17. Sea µ: Σ → [0,+∞) una función finitamente aditiva. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) µ es numerablemente aditiva.

(2) Si (En)
∞
n=1 es una sucesión decreciente de elementos deΣ tal que

⋂∞
n=1En =∅, entonces se cumple que

ĺımn→∞ µ(En) = 0.

(3) Si (En)
∞
n=1 es una sucesión creciente de elementos deΣ, entonces

µ
( ∞⋃

n=1

En

)
= ĺım

n→∞
µ(En).

Prueba. (1) ⇒ (2). Suponga queµ es numerablemente aditiva y sea(An)
∞
n=1 una sucesión decreciente de

elementos deΣ. Pongamos, para cadan∈N, Bn = An\An+1. Los conjuntosBn pertenecen aΣ, son disjuntos
dos a dos, yA1 =

⋃∞
n=1 Bn. Por la numerabilidad aditiva deµ resulta que la serie∑∞

n=1µ(Bn) converge.
Entonces, comoAn =

⋃∞
m=nBm, se concluye queµ(An) = ∑∞

m=nBn tiende a 0 cuandon→ ∞.

(2) ⇔ (3). Sea(An)
∞
n=1 una sucesión creciente de elementos deΣ y suponga queA =

⋃∞
n=1 An. Entonces

(A\An)
∞
n=1 una sucesión decreciente de elementos deΣ cuya intersección es vacía. Se sigue de(2) y del

hecho de queµ es finita, queµ(A)−µ(An) = µ(A\An) → 0 cuandon→ ∞, lo cual prueba(3).

(3)⇒ (1). Suponga ahora que la condición(3) se satisface. Sea(Bn)
∞
n=1 una sucesión enΣ disjunta dos a dos.

HagamosB=
⋃∞

n=1Bn y, para cadan∈N, seaAn =
⋃n

m=1Bm. Es claro que(An)
∞
n=1 es una sucesión creciente

de conjuntos enΣ tal que
⋃∞

n=1 An = B y, en consecuencia, por nuestra hipótesisµ(B) = ĺımn→∞ µ(An).
Finalmente, comoµ es finitamente aditividad concluimos que,

∞

∑
m=1

µ(Bm) = ĺım
n→∞

n

∑
m=1

µ(Bm) = ĺım
n→∞

µ

(
n⋃

m=1

Bm

)
= µ(B)

y termina la prueba. �

SeaX un conjunto no vacío y seanE y F subconjuntos deX. La diferencia simétrica E △ F se define
por

E△F =
(
E \F

)
∪
(
F \E

)

=
(
E∪F

)
\
(
E∩F

)
.

Es fácil establecer que siE,F,G∈ P(X), entonces
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(D1) E△E = ∅.

(D2) E△F = F △E.

(D3) E△F ⊆
(
E△G

)
∪
(
G△F

)
.

Vamos ahora a asociar, a cada espacio de medida finita, un espacio métrico completo. Fijemos, entonces,
un espacio de medida finita(Ω,Σ,µ) y para cada parE,F ∈ Σ defina

dµ(E,F) = µ(E△F).

Usando las propiedades(D1),(D2) y (D3) se prueba que la funcióndµ es una pseudo-métrica sobreΣ
comúnmente llamada lapseudo-métrica de Fréchet-Nikodým, es decir, se verifica que, cualesquiera sean
E,F,G∈ Σ:

(d1) dµ(E,E) = 0,

(d2) dµ(E,F) = dµ(F,E), y

(d3) dµ(E,G) ≤ dµ(E,F)+dµ(F,G)

pero la condición:dµ(E,F) = 0 ⇒ E = F no siempre se cumple. Para construir una métrica a partir de la
pseudo-métrica, es necesario considerar la siguiente relación de equivalencia:

E ∼ F si dµ(E,F) = 0.

Esta relación lo que hace es identificar todos los pares de conjuntos E,F ∈ Σ que satisfagan la condición
µ(E△F) = 0. Es fácil ver que∼ es, realmente, una relación de equivalencia sobreΣ y, en consecuencia,
podemos construir el conjunto cociente

Σµ := Σ/ ∼ =
{
[Ẽ ] : E ∈ Σ

}
,

donde, para cadaE ∈ Σ, [Ẽ ] = {F ∈ Σ : E ∼ F} constituye la clase de equivalencia determinada porE. Se
verifica, sin dificultad, que las operaciones conjuntistas mantienen compatibilidad, lo cual quiere decir que
si, E′ ∈ [Ẽ ] y F ′ ∈ [F̃ ], entoncesdµ(E′,F ′) = dµ(E,F) por lo que la aplicacióñdµ : Σµ×Σµ → [0,+∞) dada
por

d̃µ
(
[Ẽ ], [F̃ ]

)
= dµ(E,F), [Ẽ ], [F̃ ] ∈ Σµ

está bien definida, es decir, no depende sobre la elección de los representantes en las clases de equivalencias.
De hecho,d̃µ constituye una métrica sobreΣµ. El espacio métrico(Σµ, d̃µ) se denominaálgebra de Boole
métrico asociado a(Ω,Σ,µ). Asimismo, se comprueba la consistencia de las definiciones[Ẽ ]c := [Ẽ c],
[Ẽ ]∪ [F̃ ] := [Ẽ∪F], etc.

Teorema 2.2.42 (Saks-Banach).Sea(Ω,Σ,µ) un espacio de medida finita. Entonces:

(1) (Σµ, d̃µ) es un espacio métrico completo.

(2) µ es uniformemente continua sobre(Σµ, d̃µ). En particular, una medidaν : Σ→ [0,+∞) es uniformemente
continua sobre(Σµ, d̃µ) si, y sólo si,ν ≪ µ.

(3) Las aplicacionesϕ,ψ : Σµ×Σµ → Σµ definidas porϕ(A,B) = A∪B y ψ(A,B) = A∩B son continuas.
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Prueba. (1) Sea
(
[Ẽn]

)∞
n=1 una sucesión de Cauchy en

(
Σµ, d̃µ

)
y, para cadan∈ N, seaEn un representante

de [Ẽ ]n. Deseamos demostrar que existeE ∈ Σ tal quedµ(En,E) = µ(En△E) → 0. Como
(
[Ẽn]
)∞

n=1 es de
Cauchy, existe una subsucesión(nk)

∞
k=1 deN tal quedµ(En,Enk+1) < 2−k para todok ∈ N y todon > nk+1.

Por consiguiente, pasando a una subsucesión si fuese necesario, podemos asumir que

dµ(Ek,En) = µ(Ek△En) < 2−n (α1)

para todon∈N y todok≥ n. Sea

E =
∞⋂

k=1

∞⋃

n=k

En.

Puesto queΣ es unaσ-algebra, el conjuntoE ∈ Σ. Afirmamos quedµ(En,E)→ 0. En efecto, para cadaN∈N,
considere el conjunto

FN =
N⋂

k=1

∞⋃

n=k

En =
∞⋃

n=1

En ∩
∞⋃

n=2

En ∩ ·· · ∩
∞⋃

n=N

En =
∞⋃

n=N

En.

Entonces(FN)∞
N=1 es una sucesión decreciente enΣ cuya intersección esE, por lo que

⋂∞
N=1FN \E =∅. Se

sigue del Lema 2.2.17 que

ĺım
N→∞

µ

(
N⋂

k=1

∞⋃

n=k

En\E

)
= ĺım

N→∞
µ

(
∞⋃

n=N

En\E

)
= ĺım

N→∞
µ(FN \E) = 0,

y así, dadoε > 0, existe unN ∈ N tal que

µ

(
∞⋃

n=N

En\E

)
= µ

(
N⋂

k=1

∞⋃

n=k

En\E

)
<

ε
2
.

Por otro lado, teniendo en cuenta que, para todom≥ N,
⋃∞

n=mFn\E ⊆⋃∞
n=N En\E, resulta que

µ

(
∞⋃

n=m

En\E

)
<

ε
2
, para todom≥ N. (α2)

Si escojemos ahora unm≥ N lo suficientemente grande de modo que∑∞
k=m+12−k < ε/2, tendremos, por

(α1), queµ(Ek \Em) ≤ µ(Em△Ek) < 2−m y, en consecuencia,

µ

(
∞⋃

n=m

En\Em

)
≤

∞

∑
k=m+1

µ(Ek \Em) ≤
∞

∑
k=m+1

2−k <
ε
2
. (α3)

Finalmente, comoE,Em⊆⋃∞
n=mEn, resulta de(α2) y (α3) que para todom≥ N,

µ(Em△E) = µ(Em\E) + µ(E \Em)

≤ µ

(
∞⋃

n=m

En\E

)
+ µ

(
∞⋃

n=m

En\Em

)

< ε.

Esto finaliza la demostración de que(Σµ, d̃µ) es un espacio métrico completo.
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(2) Puesto que
A∪B = A∪ (A△B) = B∪ (A△B),

cualesquiera seanA,B∈ Σ, entonces, por la subaditividad deµ, se tiene que

µ(A) ≤ µ(A∪B) ≤ µ(B)+µ(A△B) y µ(B) ≤ µ(A∪B) ≤ µ(A)+µ(A△B),

de donde se sigue que
|µ(A)−µ(B)| ≤ µ(A△B). (β1)

Esto prueba queµ es uniformemente continua sobreΣµ. Suponga ahora queν es uniformemente continua
sobre(Σµ, d̃µ). Entonces, dadoε > 0, existe unδ > 0 tal que, cualesquiera seanA,B ∈ Σ se cumple que
|ν(A)−ν(B)| < ε siempre queµ(A△B) < δ. TomandoB =∅, vemos queν ≪ µ. Recíprocamente, suponga
que ν ≪ µ. Entonces, dadoε > 0, existe unδ > 0 tal que|ν(E)| < ε siempre queµ(E) < δ. Sean ahora
A,B ∈ Σ y suponga queµ(A△B) < δ. Coma la desigualdad(β1) es válida para cualquier medida finita,
resulta que|ν(A)−ν(B)| ≤ ν(A△B) < ε.

(3) Si A,A1,B,B1 son elementos arbitrarios deΣ, entonces las siguientes igualdades se cumplen:

(A∪B)△ (A1∪B1) = (A△A1)△ (B△B1)△A∩ (B△B1)△B1∩ (A△A1)

(A∩B)△ (A1∩B1) = A∩ (B△B1)△B1∩ (A△A1).

De lo anterior y del hecho de que
µ(A△B) ≤ µ(A)+µ(B),

se sigue que las operaciones binariasϕ(A,B) = A∪B y ψ(A,B) = A∩B son aplicaciones continuas de
Σµ×Σµ enΣµ. �

Estamos ahora en condiciones de formular y probar el Teoremade Vitali-Hahn-Saks al estilo Saks-
Banach, esto es, demostrarlo usando el Teorema de Categoríade Baire.

Teorema 2.2.43 (Teorema de Vitali-Hahn-Saks).Sea(X,Σ,µ) un espacio de medida finita y suponga que
(νn)

∞
n=1 es una sucesión de medidas reales definidas sobreΣ tal que

(a) νn ≪ µ para cada n∈ N y,

(b) existe una función de conjuntosν : Σ → R para el cual

ĺım
n→∞

νn(E) = ν(E), E ∈ Σ.

Entonces:

(1) Para cadaε > 0, existe unδ > 0, tal que si E∈ Σ y µ(E) < δ, entonces|νn|(E) < ε uniformemente en
n∈N, y

(2) ν es una medida real.

Prueba.Sea(Σµ, d̃µ) el espacio métrico completo obtenido en el Teorema 2.2.42. Comoνn ≪ µ para cada
n∈N, una nueva aplicación del Teorema 2.2.42, nos revela que cadaνn es uniformemente continua sobreΣµ

de modo que, para cadaε > 0 y cadak∈ N, el conjunto

Σk =
∞⋂

m,n=k

{
E ∈ Σµ :

∣∣νn(E)−νm(E)
∣∣≤ ε/3

}
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es cerrado en(Σµ, d̃µ). FijemosE ∈ Σµ. Ya que ĺımn→∞ νn(E) = ν(E), resulta que la sucesión(νn(E))∞
n=1

es de Cauchy enR y, en consecuencia, podemos hallar unk ∈ N tal que
∣∣νn(E)− νm(E)

∣∣ ≤ ε/3 para todo
n,m≥ k. Esto prueba queE ∈ Σk y, por consiguiente,

Σµ =
∞⋃

k=1

Σk.

Por le Teorema de Categoría de Baire, existe unk0 ∈ N tal que int(Σk0) 6= ∅, es decir, existe unr > 0 y un
A∈ Σµ tal que

U(A, r) =
{

E : d̃µ(A,E) < r
}

⊆ Σk0.

Esto implica que

∣∣νn(E)−νm(E)
∣∣< ε/3 para todo E ∈U(A, r), m, n≥ k0. (β2)

Comoνn ≪ µ paran = 1,2, . . . ,k0, podemos seleccionar un 0< δ < r tal que, siB ∈ Σµ y µ(B) < δ,
entonces ∣∣νn(B)

∣∣ < ε/3, n = 1,2, . . . ,k0. (β3)

Observe que siB es cualquier elemento enΣµ para el cualµ(B) < r, entoncesB se puede escribir en la forma
B = (A∪B)\ (A\B), dondeA∪B, A\B ∈ U(A, r). En efecto,

dµ(A∪B,A) = µ((A∪B)△A) = µ(B\A) ≤ µ(B) < r y

dµ(A\B,A) = µ((A\B) △A) = µ(A∩B) ≤ µ(B) < r.

Por esto, para cualquiern∈N y cualquierB∈ Σµ tal queµ(B) < δ se cumple, usando(β2), (β3) y la elección
deδ, que

∣∣νn(B)
∣∣ =

∣∣νk0(B)+
(
νn(B)−νk0(B)

)∣∣
≤
∣∣νk0(B)

∣∣+
∣∣νn(A∪B)−νn(A\B) −

(
νk0(A∪B)−νk0(A\B)

)∣∣
≤
∣∣νk0(B)

∣∣+
∣∣νn(A∪B)−νn0(A∪B)

∣∣+
∣∣νn(A\B)−νk0(A\B)

∣∣

<
ε
3

+
ε
3

+
ε
3

= ε.

Siendoε > 0 arbitrario, se concluye que

ĺım
µ(B)→0

νn(B) = 0 uniformemente enn∈ N

quedando de esta forma establecida la prueba de(1).

Sea(En)
∞
n=1 una sucesión decreciente enΣ tal que

⋂∞
n=1En = ∅. Para demostrar(2) es suficiente, de

acuerdo al Lema 2.2.17, verificar que ĺımn→∞ ν(En) = 0. Comoµ es numerablemente aditiva, el Lema 2.2.17
nos garantiza queµ(En) → 0 y, por lo tanto, dadoε > 0, podemos escoger unn0 ∈ N tal que|µ(En)| < ε
para todon≥ n0. Usemos ahora el hecho de queνn ≪ µ uniformemente enn∈ N para, dadoζ > 0, hallar
un 0< δζ < ε y un n1 ≥ n0 tal quen ≥ n1 implique queµ(Bn) < δζ y, así,|νk(Bn)| < ζ para todok ∈ N.
Haciendo quek→ ∞, se obtiene que|ν(Bn)| < ζ para todon≥ n1, lo cual prueba queν es numerablemente
aditiva. �
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Comentario Adicional 2.2.13 La primera parte del Teorema de Vitali-Hahn-Saks sigue siendo válida si
las medidasνn, en lugar de tomar valores reales, toman valores en un espacio de Banach arbitrario.
Más aun, dicho resultado permanece cierto siµ es no-negativa, finitamente aditiva (no necesariamente
numerablemente aditiva) y como antes, lasνn toman valores en un espacio de Banach (véase, por
ejemplo, [130], p. 23 y p. 29).

El siguiente resultado de J. Dieudonne pareciera ser inmediato, pero es mucho más difícil de demostrar
de lo que parece.

Teorema de Dieudonne. Sea(µn)
∞
n=1 una sucesión de medidas de Borel finitas definidas sobre

un espacio Pólaco X. Siĺımn→∞ µn(G) existe para cada subconjunto abierto G de X, entonces
ĺımn→∞ µn(E) existe para cada conjunto de Borel G∈ B0(X).

En particular, se sigue del Teorema de Vitali-Hahn-Saks quela función de conjuntosµ dada por

µ(E) := ĺım
n→∞

µn(E), E ∈ B0(X)

en el Teorema de Dieudonne, define una medida de Borel finita sobre(X,B0(X)).

2.2.7. ‖ ◮ El Teorema de Acotación Uniforme de Nikodým

Uno de los resultados más importantes en la Teoría de la Medida conocido con el nombre de Teorema
de Acotación Uniforme de Nikodým establece que cualquier subfamilia de ca(Ω,Σ) puntualmente acotada
es uniformemente acotada. Este resultado fue demostrado por O. Nikodym en 1933 y constituye un notable
mejoramiento del Principio de Acotación Uniforme en el espacio de todas las medidas (numerablemente
aditivas) a valores reales definidas sobre el espacio medible (Ω,Σ). S. Saks es el encargado de dar una
demostración del Teorema de Nikodým teniendo como telón de fondo el Teorema de Categoría de Baire
sobre el espacio métrico completo(Σµ, d̃µ) obtenido en la sección anterior.

Teorema 2.2.44 (Teorema de Acotación Uniforme de Nikodým).Sea(Ω,Σ) un espacio medible y supon-
ga queM es una colección arbitraria de medidas enca(Ω,Σ) que es puntualmente acotada, es decir, para
cada E∈ Σ, existe una constante positiva KE tal que

sup
µ∈M

|µ(E)| ≤ KE,

EntoncesM es uniformemente acotada, vale decir, existe una constantepositiva K tal que

sup
µ∈M

‖µ‖∞ ≤ K,

donde‖µ‖∞ = sup
E∈Σ

|µ(E)|.

La prueba del Teorema de Acotación Uniforme de Nikodým descansa sobre el Teorema de Categoría de
Baire y el siguiente:

Lema 2.2.18 (Saks).Sea(Ω,Σ,µ) un espacio de medida finita. Siε > 0, entonces existe una colección finita
de conjuntos disjuntos enΣ, digamos{E1, . . . ,En}, tales queΩ =

⋃n
i=1 En y, para cada i∈ {1, . . . ,n} o bien

Ei es un átomo o, en caso contrario, µ(Ei) > ε.



294 Cap. 2Aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire

Prueba.Seaε > 0. Comoµ(Ω) < +∞, sólo puede existir a lo más una familia finita, digamos{E1, . . . ,Ek},
de átomos disjuntos conµ(Ei) > ε parai = 1, . . . ,k. Considere ahora el conjunto

Y = Ω\
k⋃

i=1

Ei.

EntoncesY no contiene ningún átomo que tenga medida mayor queε. Nuestra tarea inmediata es demostrar
la siguiente

Afirmación . Cualquier conjunto medible E⊆ Y con µ(E) > 0, contiene un conjunto medible B tal
que0 < µ(B) ≤ ε.

Prueba de la Afirmación. Suponga que la conclusión es falsa. Esto quiere decir que:existe un conjunto
medible E0 ⊆Y con µ(E0) > 0 con la siguiente propiedad: cualquier subconjunto medibleB⊆ E0 satisface
que µ(B) > ε. En particular,µ(E0) > ε y, por consiguiente,E0 no es un átomo. Esto último significa que
existe un conjunto medibleB1 ⊆ E0 tal que 0< µ(B1) < µ(E0). Miremos ahora el conjuntoE0 \B1. Siendo
E0 \B1 un subconjunto medible deE0, entonces, por nuestra suposición,µ(E0 \B1) > ε y, de nuevo, un
tal conjunto no puede ser un átomo. Como antes, podemos encontrar un conjunto medibleB2 ⊆ (E0 \B1)
con 0< µ(B2) < µ(E0 \B1). Continuando inductivamente con este procedimiento, se obtiene una sucesión
(Bn)

∞
n=1 de conjuntos medibles y disjuntos dos a dos, cada uno de los cuales posee medida estrictamente

positiva. Puesto que
∞

∑
n=1

µ(Bn) = µ

( ∞⋃

n=1

Bn

)
≤ µ(Ω) < +∞,

entonces ĺımn→∞ µ(Bn) = 0, por lo que podemos determinar unN ∈ N tal queµ(Bn) < ε para todon ≥ N.
Esto, por supuesto, está en contradicción con nuestra suposición pues hemos hallado un conjunto medible
BN ⊆ E0 que no cumple conµ(BN) > ε. Nuestra afirmación queda, en consecuencia, establecida.�

Continuemos con la prueba de nuestro lema. Para cadaE ∈ Σ, considere la siguiente subcolección
B(E,ε) := {F ∈ Σ : F ⊆E, µ(F)≤ ε}. Observe que siE ⊆Y conµ(E) > 0, entonces, haciendo uso de nues-
tra afirmación anterior,E contiene un conjunto medibleF tal queµ(F)≤ ε y, en consecuencia,B(E,ε) 6=∅.
De esto se sigue que para cualquier conjunto medibleE ⊆Y conµ(E) > 0, el número

β(E) = sup
{

µ(F) : F ∈ B(E,ε)
}

,

está bien definido y satisface 0< β(E) ≤ ε. Ahora bien, teniendo en cuenta queY ∈ Σ, de la definición de
β(Y) se sigue que podemos hallar un conjunto medibleF1 ⊆Y tal que

1
2

β(Y) ≤ µ(F1) ≤ ε.

En general, usando inducción, podemos determinar una sucesión (Fn)
∞
n=1 de subconjuntos medibles deY,

disjuntos dos a dos, satisfaciendo las desigualdades:

1
2

β
(

Y \
n⋃

i=1

Fi

)
≤ µ(Fn+1) ≤ ε, n = 1,2, . . . .

Si ahora hacemosF0 :=Y\⋃∞
i=1Fi, resulta queF0 es un subconjunto medible deY y se sigue de las desigual-

dades anteriores que

β(F0) ≤ β
(

Y \
n⋃

i=1

Fi

)
≤ 2µ(Fn+1), n = 1,2, . . . . (1)
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Sin embargo, como∑∞
i=1 µ(Fi)≤ µ(Y) < +∞, entonces ĺımn→∞ µ(Fn) = 0 por lo que las desigualdades en(1)

garantizan queβ(F0) = 0 y, por consiguiente,µ(F0) = 0. Finalmente, sim es el entero positivo más pequeño
para el cual∑∞

i=m+1µ(Fi) < ε, entonces los conjuntos

E1, . . . , Ek, F1, . . . , Fm,
∞⋃

i=m+1

Fi ∪ F0

forman la deseada partición. �

Prueba del Teorema de Acotación Uniforme de Nikodým. Suponga que la conclusión es falsa. Esto sig-
nifica que para cadan∈ N, existe una medidaµn ∈ M y existe un conjuntoGn ∈ Σ tal que

|µn(Gn)| > n. (1)

Considere ahora la función de conjuntosµ : Σ → [0,+∞) definida por

µ(E) =
∞

∑
n=1

1
2n

|µn|(E)

|µn|(Ω)
, E ∈ Σ.

Claramenteµ es una medida de probabilidad, de modo que podemos considerar el espacio métrico com-
pleto (Σµ, d̃µ) obtenido en el Teorema 2.2.42. Puesto queµn ≪ µ para todon ∈ N, un nuevo llamado al
Teorema 2.2.42 nos revela queµn es uniformemente continua sobre(Σµ, d̃µ), por lo que el conjunto

Hm =
∞⋂

n=1

{
E ∈ Σµ :

∣∣µn(E)
∣∣≤ m

}

es cerrado en(Σµ, d̃µ) para cadam∈ N. ¿Cuándo es que entra en escena el Teorema de Categoría de Baire?
Pues ahora. Observe que comoΣµ =

⋃∞
m=1Hm, entonces el Teorema de Categoría de Baire nos garantiza que,

para algúnm0, el conjunto int(Hm0) es no vacío. Esto quiere decir que existe un conjuntoB0 ∈ Σµ así como
también un númeroε > 0 tal que la bola abiertaU(B0,ε) está contenida en int(Hm0), lo cual es equivalente a
afirmar que:

si E∈ Σµ y µ(E△B0) < ε, entonces|µn(E)
∣∣≤ m0 ∀n∈ N. (2)

SeaA ∈ Σµ. Afirmamos que:si A es un átomo de µ, entonces A es un átomo de|µn| para todo n∈ N.
En efecto, suponga que para algúnn∈N, A no es un átomo de|µn|. Esto significa que existe algún conjunto
medibleF ⊆ A tal que 0< |µn|(F) < |µn|(A), de donde se deduce que 0< µ(F) < µ(A) lo que contradice el
hecho de queA es un átomo deµ. Por otro lado, siA es un átomo de|µn| y si F ⊆ A, F ∈ Σ, conµn(F) 6= 0,
entonces debemos tener que|µn|(A\F) = 0, de donde se sigue queµn(F) = µn(A), esto es,A es un átomo
deµn. Podemos concluir, por lo que acabamos de probar, que siA es un átomo deµ, entoncesA es un átomo
deµn para todon∈ N.

Para elε > 0 hallado, consideremos una partición medible finita deΩ, digamos{E1, . . . ,Em}, obtenida
según el Lema 2.2.18. Si{E1, . . . ,Ep} son los átomos de la familia{E1, . . . ,Em} para los cuales se cumple
queµ(Ei) ≥ ε, entonces por nuestra observación anterior tenemos que cada Ek es un átomo paraµn, con
k = 1, . . . , p. Tomemos ahora cualquierE ∈ Σµ y seaFk = E∩Ek parak = 1, . . . ,m. Fijemos unk tal que
1≤ k ≤ p. ComoFk ⊆ Ek y ya queµn es una medida real, entonces no podemos, en general, concluir que
µn(Fk) ≤ µn(Ek); sin embargo, comoEk es un átomo paraµn resulta queµn(Fk) = 0 o µn(Fk) = µn(Ek), de
donde tenemos, en cualquier caso, que

|µn(Fk)| ≤ |µn(Ek)| = KEk, (3)
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para cualquierk = 1, . . . , p y todon∈N. Nótese también que

µ(Ek) < ε, k = p+1, . . . ,m. (4)

Escribiendo cadaFk, para cadak = p+1, . . . ,m, en la forma

Fk =
(
B0∪Fk

)
\
(
B0\Fk

)
,

vemos que (
B0∪Fk

)
△B0 = Fk \B0 y

(
B0\Fk

)
△B0 = B0∩Fk,

de donde se sigue, usando(4), que

máx
{

µ
((

B0∪Fk
)
△B0

)
, µ
((

B0\Fk
)
△B0

)}
≤ µ(Fk) ≤ µ(Ek) < ε, k = p+1, . . . ,m.

Usando(2) vemos que|µn(B0∪Fk)| ≤ m0, así como también|µn(B0 \Fk)| ≤ m0 para todon∈ N. De esto
último se concluye que,

|µn(Fk)| =
∣∣µn(B0∪Fk)−µn(B0\Fk)

∣∣≤ 2m0, k = p+1, . . . ,m, (5)

para todon∈N. Observe que como

E =
m⋃

k=1

(E∩Ek) =
m⋃

k=1

Fk =
p⋃

k=1

Fk ∪
m⋃

k=p+1

Fk,

entonces, por(3) y (5), se tiene que para todon∈ N,

|µn(E)| =

∣∣∣∣
m

∑
k=1

µn(Fk)

∣∣∣∣

≤
p

∑
k=1

|µn(Fk)|+
m

∑
k=p+1

|µn(Fk)|

≤
p

∑
k=1

KEk +2m0(m− p) := R.

El lado derecho de ésta última desigualdad es claramente independiente den, de modo que si tomamos
cualquiern > R y si reemplazamos aE por el correspondienteGn en la desigualdad anterior se obtiene una
contradicción pues, por(1) y la última desigualdad,n < µn(Gn) ≤ R< n. Esto termina la prueba. �

2.2.8. ‖ ◮ Abundantes medidas de control: Rybakov-Walsh

Como antesΩ representa un conjunto no vacío yΣ unaσ-álgebra deΩ. Fijemos ahora un espacio de
Banach(X,‖·‖) que, por conveniencia, siempre lo supondremos sobre el cuerpoR. Todos los resultados de
esta sección que no son demostrados se pueden consultar en lamonografía de J. Diestel y J. J. Uhl Jr. [130].

Una función de conjuntosm : Σ → X se llama unamedida vectorial si

m(E1∪E2) = m(E1)+m(E2),
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cualesquiera seanE1,E2 ∈ Σ disjuntos. Una medida vectorialm se dice que esnumerablemente aditivasi,
para cualquier colección numerable y disjunta(En)

∞
n=1 deΣ, se cumple que:

m

( ∞⋃

n=1

En

)
=

∞

∑
n=1

m(En).

La convergencia de ésta serie es en la topología de la norma. Nótese que siπ es cualquier permutación deN,
entonces

⋃∞
n=1 En =

⋃∞
n=1Eπ(n), por lo que la convergencia de la serie es incondicional.

Si m es una medida vectorial, entonces lavariación de µ es la función de conjuntos|m| : Σ → [0,+∞]
definida por

|m|(E) = sup

{ n

∑
i=1

‖m(Ei)‖
}

,

donde el supremo se elige sobre todas las particiones medibles finitas{E1, . . . ,En} deE. Si |m|(Ω) < +∞,
entonces diremos quem es devariación acotada. Observe que|m| es finitamente aditiva y monótona.

La semivariación dem es la función de conjuntos‖m‖ : Σ → [0,+∞] dada por

‖m‖(E) = sup
{
|x∗m|(E) : x∗ ∈ X∗, ‖x‖ ≤ 1

}

donde|x∗m| es la variación total de la medida realx∗m. Si ‖m‖(Ω) < +∞ entonces se dice quem es de
semivariación acotada. Gracias al Teorema de Hahn-Banach para espacios normados sabemos que‖x‖ =
sup{|x∗(x)| : x∗ ∈ X∗, ‖x∗ ‖ ≤ 1} para todox∈ X, de donde se obtiene que

‖m‖(E) ≤ |m|(E)

para todoE ∈ Σ. Es fácil establecer que sim es una medida vectorial de variación acotada, entoncesm es
numerablemente aditiva si, y sólo si, su variación|m| también es numerablemente aditiva.

Seam : Σ → X una medida vectorial numerablemente aditiva y seaµ una medida (no-negativa) finita
sobre(Ω,Σ). Diremos quem esabsolutamente continuacon respecto aµ, en símbolos,m≪ µ, sim(E) = 0
siempre queµ(E) = 0 conE ∈ Σ. Esto es equivalente a afirmar que, para cadaε > 0, existe unδ > 0 tal que,
si E ∈ Σ satisfaceµ(E) < δ, entonces‖m(E)‖< ε. Cuando esto ocurre también se dice quem esµ-continua.

Un resultado de Bartle-Dunford-Schwartz establece que (véase, por ejemplo, [130], p. 14):

Teorema 2.2.45 (Teorema de Bartle-Dunford-Schwartz).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach,(Ω,Σ) un
espacio medible ym : Σ → X una medida vectorial numerablemente aditiva. Entonces, existe una medida
no-negativa µ: Σ → R tal quem ≪ µ.

La medidaµ obtenida en el Teorema de Bartle-Dunford-Schwartz se le acostumbra llamar unamedida
de control. Lo que el Teorema de Bartle-Dunford-Schwartz no muestra esque la medida de controlµ se
puede elegir de la forma|x∗m| para algúnx∗ ∈ X∗. Este es el Teorema de Rybakov ([130], Theorem 2, p.
268). Posteriormente, B. J. Walsh ([130], Corollary 3, p. 269) demuestra que existen abundantes funcionales
en X∗ satisfaciendo la conclusión del resultado de Rybakov. El objetivo de esta sección es presentar las
demostraciones de los resultados de Rybakov y Walsh.

Comencemos con los preparativos. En primer lugar vamos a requerir del siguiente resultado:

Teorema 2.2.46 (Teorema de Bartle-Dunford-Schwartz).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach,(Ω,Σ) un
espacio medible ym : Σ → X una medida vectorial numerablemente aditiva. Entonces, el rango dem,

m(Σ) =
{
m(E) ∈ X : E ∈ Σ

}
,

es un subconjunto relativamente débilmente compacto de X.
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Prueba.Seax∗ ∈ X∗. Puesto quex∗m es una medida real, el Teorema de Descomposición de Hahn nos
garantiza la existencia de un par de conjuntos enΣ, digamosP y N, tales queP es positivo,N es negativo,
P∩N = ∅ y Ω = P∪N. Claramentex∗m es no-negativa sobreP y −x∗m es no-negativa sobreN. Ahora
bien, comox∗ es débilmente continuo se tiene que

sup
{

x∗(x) : x∈ m(Σ)
ω}

= sup
{

x∗(x) : x∈ m(Σ)
}

= sup
{

x∗
(
m(E)

)
: E ∈ Σ

}

= sup
{

x∗
(
m(E∩P)

)
+x∗

(
m(E∩N)

)
: E ∈ Σ

}

= x∗
(
m(P)

)
.

Lo que hemos demostrado es que cadax∗ ∈ X∗ alcanza su supremo sobre el conjunto acotado y débilmente
cerradom(Σ)

ω
. Se sigue del Teorema sup de James, Teorema 2.2.2, página 210, que dicho conjunto es

débilmente compacto. �

SeaK un subconjunto cerrado y acotado deX. Recordemos quex ∈ K es un punto expuesto deK, si
existex∗ ∈ X∗ tal queKx∗ = {x}, donde

Kx∗ =
{

z∈ K : x∗(z) = sup
y∈K

x∗(y)
}
.

Si m : Σ → X una medida vectorial numerablemente aditiva, dondeX es un espacio de Banach, entonces
sabemos que cualquier punto extremal deco

(
m(Σ)

)
es un punto extremal dem(Σ) (véase, [130], Theorem

1, p. 269).

Teorema 2.2.47 (Anantharaman).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach,(Ω,Σ) un espacio medible y supon-
ga quem : Σ → X es una medida vectorial numerablemente aditiva. Si un funcional lineal x∗ ∈ X∗ expone a
m(Σ) en algún puntom(E) ∈ m(Σ), entonces

m ≪ |x∗m|.

Prueba.Suponga quem 6≪ |x∗m|. Esto significa que existe al menos un conjuntoA∈ Σ tal que

|x∗m|(A) = 0 pero m(A) 6= 0.

Sea(P,N) una descomposición de Hahn parax∗m. Como 06= m(A) = m(A∩P)+m(A∩N), debemos tener
entonces quem(A∩P) 6= 0, o bien,m(A∩N) 6= 0. Suponga quem(A∩P) 6= 0. Puesto que|x∗m|(A∩P) = 0,
resulta que

x∗m(P\ (A∩P)) = x∗m(P) = supx∗m(Σ).

Usando ahora el hecho de quex∗ expone am(Σ) enm(E), se tiene que

m(P\ (A∩P)) = m(P).

Por otro lado, teniendo en cuenta quem(A∩P) 6= 0, vemos que

m(P\ (A∩P)) = m(P)−m(A∩P) 6= m(P),

lo que conlleva a una contradicción. Si ahora se supone quem(A∩N) no es cero, entonces reemplazando a
A∩P por A\P en el razonamiento anterior, se obtiene de nuevo una contradicción. Por esto,m ≪ |x∗m|. �
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Teorema 2.2.48 (Rybakov).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach,(Ω,Σ) un espacio medible ym : Σ → X
una medida vectorial numerablemente aditiva. Entonces existe x∗ ∈ X∗ tal que

m ≪ |x∗m|.

Prueba.SeaK0 = m(Σ)
ω
. Por el Teorema de Bartle-Dunford-Schwartz,K0 es débilmente compacto y, así,

por el Teorema de Krein-Šmulian, Teorema 2.2.2, página 210,co(K0) también es débilmente compacto. En
particular,

K := co
(
m(Σ)

)
⊆ co(K0)

es convexo y débilmente compacto enX∗. El Teorema de Lindenstrauss-Troyanski, Teorema 2.2.31, nos
garantiza queK = co(s-exp(K)) y, por consiguiente, s-exp(K) 6=∅. Ahora bien, como s-exp(K)⊆ exp(K),
resulta que exp(K) es no vacío yK = co(exp(K)). Seax ∈ exp(K) y seax∗ ∈ X∗ un funcional lineal que
expone ax. Observe que las igualdades

supx∗(K) = supx∗co
(
m(Σ)

)
= supx∗(K0) = supx∗m(Σ),

nos muestran que cualquier punto expuesto deK es un punto expuesto deK0 y que los puntos expuestos de
K0 son puntos expuesto dem(Σ). Por esto, y teniendo en cuenta que cualquier punto extremaldeK pertenece
a m(Σ), se concluye que el punto expuestox, por ser un punto extremal deK, pertenece am(Σ), es decir,
x= m(E) para algúnE ∈ Σ. Un llamado al Teorema de Anantharaman no revela quem ≪ |x∗m| con lo cual
termina la prueba. �

Teorema 2.2.49 (Walsh).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach,(Ω,Σ) un espacio medible ym : Σ → X una
medida vectorial numerablemente aditiva. Entonces el conjunto

Gm =
{

x∗ ∈ X∗ : m ≪ |x∗m|
}

es residual en X∗.

Prueba.SeaK0 = m(Σ)
ω
. Como en la prueba del Teorema de Rybakov, tenemos que el conjunto K :=

co
(
m(Σ)

)
es convexo y débilmente compacto. Por el resultado de Lau, Teorema 2.2.32, página 272, el

conjuntoSE(X∗,K) es unGδ-denso enX∗, en particular,E(X∗,K) es residual enX∗. La prueba finaliza
teniendo en cuenta queE(X∗,K) ⊆ Gm gracias al resultado de Anantharaman. �

Comentario Adicional 2.2.14 Fijemos un conjunto no vacíoΩ, Σ unaσ-álgebra de subconjuntos deΩ y
(X,‖·‖) un espacio de Banach sobreR. Una medida vectorialm : Σ → X se dice que esno-atómica
si para cualquierE ∈ Σ con m(E) 6= 0, existe un subconjunto medibleA ⊆ E tal quem(A) 6= 0 y
m(E \A) 6= 0. Consideremos ahora el conjuntoM de todas las medidas vectorialesm : Σ → X que
satisfacen:

(a) m es no-atómica y numerablemente aditiva, y

(b) el rango dem, m(Σ), es relativamente norma-compacto.

Si dotamos aM con la norma

‖m‖sv := sup
{
‖m(E)‖ : E ∈ Σ

}
, m ∈ M,

entonces se puede demostrar que(M,‖·‖sv) es un espacio de Banach. Similarmente, si definimos

Mv :=
{
m ∈ M : |m|(Ω) < +∞

}
,
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entonces(Mv,‖·‖v) también resulta ser un espacio de Banach, donde‖m‖v = |m|(Ω) para cada me-
didam ∈ Mv.

El conjunto de todas las medidas no-negativas, finitas y no-atómicas definidas sobre(Ω,Σ) será deno-
tado por ca(Σ). Para cadaµ∈ ca(Σ), considere los conjuntos

Mac(µ) =
{
m ∈ M : m ≪ µ

}
, Mv(µ) = Mv ∩ Mac(µ),

y

MRN(µ) =

{
m ∈ Mv : ∃ f ∈ L1(µ,X) tal que m(E) =

∫

E
f dµ para cadaE ∈ Σ

}
.

Se puede demostrar que los subespacios linealesMac(µ) y Mv(µ) son cerrados, respectivamente, en
los espacios de Banach(M,‖·‖sv) y (Mv,‖·‖v) y, en consecuencia, ellos también son espacios de
Banach. Similarmente,MRN(µ) es un subespacio lineal cerrado de(Mv,‖·‖v).

En [10], R. Anantharaman y K. M. Garg demuestran, entre otrascosas, los siguientes resultados:

Teorema 2.2.50 (Anantharaman-Garg).Sea µ∈ ca(Σ). En cada uno de los espacios de Banach
Mac(µ),Mv(µ) y MRN(µ) las medidas vectorialesm ∈ M que sonequivalentesa µ forman un con-
junto Gδ-denso.

Una medidam ∈ M se dice quenunca es de variación finitasi para cualquierE ∈ Σ, ocurre que
|m|(E) = 0 o bien|m|(E) = +∞.

Teorema 2.2.51 (Anantharaman-Garg).Seaλ la medida de Lebesgue sobre laσ-álgebra de los
borelianosB0 de [0,1]. Si el espacio de Banach X es de dimensión infinita, entonces las medidas
vectoriales enM que nunca son de variación finita forman un conjunto Gδ-denso enMac(λ).

2.2.9. ‖ ◮ Fragmentabilidad y espacios de Asplund

Fragmentabilidad es una noción modelada sobre una generalización del concepto de dentabilidad. Ella
hace su debut por primera vez en un artículo de J. E. Jayne y C. A. Rogers [239] donde los autores investigan
la existencia de selecciones “adecuadas” para las aplicaciones multivaluadas semicontinuas superiormente a
valores compactos (USCO). Su importancia, a partir de ese momento, no ha dejado de crecer. Por ejemplo,
fragmentabilidad ha resultado ser una herramienta muy conveniente en el estudio de ciertas propiedades geo-
métricas de los espacios de Banach, en la diferenciabilidadgenérica de funciones convexas, en la propiedad
de Radon-Nikodým, en estabilidad genérica y la unicidad en el análisis no lineal relacionados con problemas
de optimización, en programación matemática, en aplicaciones dinámicas, etc. Los artículos [232, 233, 234,
235, 236, 328, 372, 373] y las referencias allí citadas forman parte de la bibliografía sobre el tema.

Definición 2.2.11. Sea d una métrica sobre un espacio topológico de Hausdorff(X,τ). El espacio(X,τ) se
dicefragmentado por la métricad o d-fragmentadosi, para cadaε > 0 y cada subconjunto no vacío D de
X, existe un subconjuntoτ-abierto no vacío U de X tal que

U ∩D 6=∅ y d−diam(U ∩D) < ε,

es decir, cada subconjunto no vacío de X contiene subconjuntos no vacíos relativamenteτ-abiertos de d-
diámetro arbitrariamente pequeño. El espacio(X,τ) se dicefragmentablesi existe una métrica sobre dicho
espacio que lo fragmenta.
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En general, en la noción de fragmentabilidad, la topología original τ de X y la topologíaτd, generada
por d, pueden no estar directamente relacionadas. Observe que siU es un abierto deX y A⊆ X, entonces
el Lema 1.4.1 nos dice que:U ∩A 6= ∅ si, y sólo si,U ∩A 6= ∅. De esto se deduce la siguiente afirmación:
para que(X,τ) sea d-fragmentado es necesario y suficiente que cada subconjunto no vacío yτ-cerrado de
X contenga subconjuntos no vacíos relativamenteτ-abiertos de d-diámetro arbitrariamente pequeño. Por
supuesto, cada espacio métrico es fragmentado por su propiamétrica. Sin embargo, la clase de los espacios
fragmentables es mucho más amplia que la clase de los espacios metrizables. Notemos, en particular, que si
(X,‖·‖) es un espacio de Banachnorma-separable, entoncescada subconjunto norma-acotado yω∗-cerrado
de X∗ (es decir,ω∗-compacto), es metrizable y, en consecuencia, fragmentadopor esa métrica.

Definición 2.2.12. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Si K es un subconjunto no vacío de X∗, diremos que
(K,ω∗) esnorma-fragmentadosi dicho conjunto es fragmentado por la métrica inducida porla norma del
espacio dual X∗.

El resultado que sigue, aunque elemental, es fundamental enel estudio de la noción de fragmentabilidad.
Se trata de una caracterización de fragmentabilidad para espacios hereditariamente de Baire que resulta ser
muy interesante y de una utilidad practica incuestionable.

Teorema 2.2.52.Sean(X,τ) un espacio hereditariamente de Baire y d una métrica sobre X.Son equiva-
lentes:

(1) X es fragmentado por d.

(2) Para cada conjunto no vacío yτ-cerrado K de X, la identidadId : (K,τ) → (K,d) posee al menos un
punto de continuidad.

(3) Para cada conjunto no vacío yτ-cerrado K de X, el conjunto de los puntos de continuidad de laidenti-
dad Id : (K,τ) → (K,d) es un Gδ-denso de(K,τ).

Prueba.Claramente(3) ⇒ (2) ⇒ (1). Para demostrar que(1) ⇒ (3) es suficiente considerar la aplicación
identidad Id :(X,τ) → (X,d). Seaε > 0 y definamos

Gε =
⋃{

U ⊆ X : U es τ-abierto y d−diam(U) < ε
}
.

ObviamenteGε es τ-abierto. Veamos que él esτ-denso enX. En efecto, seaV un subconjuntoτ-abierto
no vacío deX. Como(X,τ) es d-fragmentado, existe un subconjuntoτ-abierto no vacíoW de X tal que
V ∩W 6= ∅ y d−diam(V ∩W) < ε. Esto nos dice queV ∩W ∈ Gε y comoV ∩W ⊆V, resulta que∅ 6=
V ∩W ⊆ V ∩Gε. Por esto,Gε es τ-denso enX. Finalmente, siendo(X,τ) un espacio de Baire, podemos
concluir que

⋂∞
n=1G1/n es unGδ-denso en(X,τ) y, por supuesto, dicho conjunto constituye el conjunto de

los puntos de continuidad de Id. �

Se sigue del Teorema 2.2.52 que, siX es un espacio hereditariamente de Baire el cual es fragmentado
por una métricad, entoncesX es también fragmentado por cualquier métrica cuya topología sea idéntica a
la generada por la métricad.

Notemos que si(X,‖·‖) es un espacio de Banach, entonces(BX∗ ,ω∗) es un espacio compacto y, en
consecuencia, un espacio hereditariamente de Baire. Así, en particular, tenemos que

Corolario 2.2.19. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. La siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (BX∗ ,ω∗) es norma-fragmentado.
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(2) Para cada conjunto no vacío yω∗-compacto K de X∗, el conjunto de los puntos de continuidad de la
identidadId : (K,ω∗) → (K,‖·‖) es un Gδ-denso de(K,τ).

Observemos que, por el corolario anterior, si(BX∗,ω∗) es norma-fragmentado, entonces la identidad
Id : (BX∗ ,ω∗) → (BX∗ ,‖·‖) es continua sobre un subconjuntoGδ-densoG de (BX∗ ,ω∗); esto significa que
Id|G : (G,ω∗)→ (G,‖·‖) es un homeomorfismo, pues la topología de la norma es más fuerte que la topología
ω∗ y, por consiguiente,G es metrizable. Por esto,

Corolario 2.2.20. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Si(BX∗,ω∗) es norma-fragmentado, entonces la
topología de la norma y la topologíaω∗, restringidas ambas sobre BX∗, coinciden sobre un subconjunto
Gδ-denso de(BX∗ ,ω∗). En particular,(BX∗ ,ω∗) contiene un subconjunto Gδ-denso metrizable.

Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach de dimensión infinita yX∗ su dual. Como se sabe, la aplicación
identidad Id :(X∗,ω∗) → (X∗,‖·‖) no tiene porque poseer puntos de continuidad; sin embargo, si X∗ es
norma-separable, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.53.Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión infinita cuyo dual X∗ también
es separable. Entonces, para cada subconjuntoω∗-compacto K de X∗, existe un subconjunto Gδ-denso G de
K tal que la aplicación identidadIdK : (K,ω∗) → (K,‖·‖) es continua en todo punto de G.

Prueba.Para cadaε > 0, considere el conjunto

Gε =
⋃{

W∩K : W esω∗-abierto en X∗ y ‖·‖−diam(W∩K)≤ ε
}

.

Claramente, cadaGε esω∗-abierto enK y, por supuesto,G =
⋂∞

n=1G1/n constituye exactamente los puntos
donde IdK es ω∗ −‖·‖ continua. Veamos ahora que cadaGε es ω∗-denso enK. En efecto, comoX∗ es
separable, existe una sucesión(x∗n)

∞
n=1 enX∗ tal que

K =
∞⋃

n=1

(
K∩

(
x∗n +

ε
2

BX∗

))
.

Puesto que cada uno de los conjuntosK∩ (x∗n +(ε/2) ε
2BX∗) esω∗-cerrado enK, el Teorema de Categoría de

Baire nos asegura
⋃∞

n=1Wn esω∗-denso enK, dondeWn es elω∗-interior deK ∩ (x∗n +(ε/2) ε
2BX∗) para cada

n ∈ N. Teniendo en cuenta que‖·‖− diam(Wn) ≤ ε para cadan, resulta queWn ∈ Gε y termina la prueba
de que cadaGε esω∗-denso enK. Una nueva aplicación del Teorema de Categoría de Baire nos revela que
G =

⋂∞
n=1 G1/n es unGδ que esω∗-denso enK. �

Una noción estrechamente relacionada a la noción de fragmentabilidad pero particularizada para los
espacios de Banach es la siguiente.

Definición 2.2.13. Un espacio de Banach(X,‖·‖) se dice que tiene laPropiedad de Punto de Continuidad
(PPC)si para cada subconjunto acotado y débilmente cerrado K de X,la identidadIdK : (K,ω) → (K,‖·‖)
posee al menos un punto de continuidad. Similarmente, diremos que(X∗,‖·‖) posee la ω∗-Propiedad de
Punto de Continuidad(ω∗-PPC) si para cada subconjuntoω∗-compacto K de X∗, la aplicación identidad
IdK : (K,ω∗) → (K,‖·‖) posee al menos un punto de continuidad.

El Teorema 2.2.53 nos muestra que siX es un espacio de Banach con dual separable, entoncesX∗ posee
la ω∗-Propiedad de Punto de Continuidad. Un resultado análogo alTeorema 2.2.52, pero ahora trabajando
con la topología débil del espacio de Banach en cuestión, es el siguiente:
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Teorema 2.2.54.Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (BX,ω) es norma-fragmentado.

(2) X tiene la propiedad de punto de continuidad.

(3) Para cada subconjunto acotado yω-cerrado K de X, el conjunto de los puntos de continuidad de la
identidadId : (K,ω) → (K,‖·‖) es un Gδ-denso en(K,ω).

Más aun, si una cualquiera de las tres condiciones equivalentes arriba mencionadas se cumple, entonces
(BX,ω) es hereditariamente de Baire.

Prueba.Claramente(3) ⇒ (2) ⇒ (1). Para cerrar el ciclo de estas implicaciones sólo bastará demostrar que
(1) ⇒ (3). Suponga entonces que(BX,ω) es norma-fragmentado y probemos que el conjunto de puntos de
continuidad de Id :(K,ω) → (K,‖·‖) es unGδ-denso en(K,ω), dondeK es cualquier subconjunto acotado
y ω-cerrado deX. Comencemos por tomar cualquier subconjunto relativamente ω-abierto no vacíoU1 deK.
Escojamos, haciendo uso de la norma-fragmentabilidad de(BX,ω), un subconjuntoω-abiertoV1 deX tal que
V1∩BX 6=∅ y ‖·‖−diam(V1∩BX) < 1. Usemos ahora la cuasi-regularidad de la topología débil para hallar
un subconjunto relativamenteω-abiertoU2 ⊆U1∩V1 deK tal queU

ω
2 ⊆U1. Aplicando inducción podemos

construir una sucesión decreciente(Un)
∞
n=1 de subconjuntos relativamenteω-abiertos deK tales que

U
ω
n+1 ⊆ Un y ‖·‖−diam(Vn) <

1
n
, n = 1,2, . . .

Del Teorema de Encaje de Cantor resulta que
⋂∞

n=1Un =
⋂∞

n=1U
ω
n = {x}, para algúnx ∈U1. Es claro que

x es un punto de continuidad de la identidad Id :(K,ω) → (K,‖·‖). Si denotamos porG el conjunto de los
puntos de continuidad de la identidad Id :(K,ω) → (K,‖·‖), lo acabado de probar nos diceU ∩G 6=∅ para
cualquier conjunto relativamenteω-abierto no vacíoU deK, lo cual quiere decir queG esω-denso enK. Se
ve, como antes, queG es unGδ-denso en(K,ω). Con esto hemos demostrado que(1) ⇒ (3).

Falta por ver que si, por ejemplo,(3) se cumple, entonces(BX,ω) es hereditariamente de Baire. Sea
entoncesK un subconjuntoω-cerrado deBX y, como antes, denotemos porG el conjunto de los puntos
de continuidad de la identidad Id :(K,ω) → (K,‖·‖). Observe que(G,‖·‖) es unGδ en (K,‖·‖), ya que
conjuntosω-abiertos son‖·‖-abiertos y, como tal, por el Teorema de Alexandroff-Hausdorff, página 64,
completamente metrizable, y por lo tanto, un espacio de Baire. Como(G,ω) y (G,‖·‖) son homeomorfos,
resulta que(G,ω) también es un espacio de Baire que, además, es denso en(K,ω). Se sigue ahora del
Teorema 1.8.3, página 48, que(K,ω) es un espacio de Baire, con lo cual termina la prueba. �

Para ver cómo se vincula la noción de fragmentabilidad con los espacios de Asplund vamos a requerir
de los siguientes dos resultados auxiliares.

Lema 2.2.19. Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y K un subconjuntoω∗-compacto de X∗. Si K no es
norma-fragmentado, entonces existen unε > 0, una sucesión(Vn)

∞
n=1 de subconjuntos no vacíos relativa-

menteω∗-abiertos de K y una sucesión de vectores(xn)
∞
n=1 en SX tal que

V2n ∪V2n+1 ⊆ Vn para todo n∈ N,

y con
f (xn)−g(xn) ≥ ε

siempre que f∈V2n y g∈V2n+1. En particular, f(xn)−g(xn) ≥ ε siempre que f∈V ω∗
2n y g∈V ω∗

2n+1.
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Prueba.Supongamos que(K,ω∗) no es norma-fragmentado. Entonces existen un subconjunto no vacío y
acotadoB deK y unε > 0 tal que‖·‖X∗−diam(V) > ε para cualquier subconjunto no vacío relativamenteω∗-
abiertoV deK. SeaV un subconjunto arbitrario, no vacío y relativamenteω∗-abierto deK tal queV∩B 6=∅.
Entonces‖·‖X∗ −diam(V ∩B) > ε y, en consecuencia, existenf ,g∈V ∩B tal que‖ f −g‖ > ε. Escojamos
x∈ SX tal que( f −g)(x) = ε+ δ para algúnδ > 0. Si ahora definimos

V0 =
{

h∈V : h(x) > f (x)−δ/2
}

y V1 =
{

h∈V : h(x) < g(x)+ δ/2
}
.

resulta que esos conjuntos son no vacíos, relativamenteω∗-abiertos deK, V0 ∪V1 ⊆ V y se cumple que
(h0−h1)(x) > ε siempre queh0 ∈V0 y h1 ∈V1 ya quef ∈V0∩B y g∈V1∩B, de modo que la construcción
anterior se puede llevar a cabo indefinidamente, para así obtener las sucesiones deseadas. �

El siguiente resultado nos será de gran utilidad cuando tengamos que trabajar con un espacio de Banach
X para el cual su dualX∗ sea fragmentado por alguna métrica.

Teorema 2.2.55 (Jayne-Namioka-Rogers).Sean(X,τX) y (Y,τY) espacios topológicos de Hausdorff, y su-
ponga que X es un espacio de Baire y que Y es fragmentado por unamétrica d. Sea F: X → 2(Y,τY) una
aplicaciónUSCOminimal. Entonces existe un subconjunto Gδ-denso G de X tal que, para cualquier x∈ G,
el conjunto F(x) consta de un único punto y F: X → (Y,d) es superiormente semicontinua en cada x∈ G.

Prueba.Para cadan = 1,2, . . . definamos los conjuntos

Gn =
⋃{

U ⊆ X : U es un abierto no vacío tal que d−diam(F(U)) < 1/n
}
,

Claramente, losGn son subconjuntos abiertos deX. Veamos que ellos son también densos enX. En efecto,
seaV un subconjunto abierto no vacío deX. Por la fragmentabilidad deY, existe un conjunto abiertoG⊆Y
tal queF(V)∩G 6= ∅ y d−diam

(
F(V)∩G

)
< 1/n. Ahora, puesto queF es USCO minimal existe, por el

Teorema 2.2.14, un subconjunto abierto no vacíoW deV tal queF(W) ⊆ G. Por esto,F(W) ⊆ F(V)∩G
y, en consecuencia,W ⊆ Gn. Así, V ∩Gn 6= ∅ quedando establecido que cadaGn es denso enX. Si ahora
definimosG=

⋂∞
n=1Gn, vemos queGes unGδ-denso enX gracias al Teorema de Categoría de Baire. Es claro

que para cualquierx∈ G, el conjuntoF(x) consiste de un único punto y queF : X → 2(Y,d) es superiormente
semicontinua en cadax∈ G. �

Comentario Adicional 2.2.15 Recordemos que una métricaρ sobreY se llamainferiormente semicontin-
ua si, para cadar ≥ 0, el conjunto

{
(x,y) ∈Y×Y : ρ(x,y) ≤ r

}

es cerrado en la topología producto deY×Y. Observe que la métrica-normad(x,y) = ‖x−y‖ sobre un
espacio de Banach con su topología débil es siempre inferiormente semicontinua, similarmente lo es la
métrica-norma sobre el dual de un espacio de Banach con suω∗-topología. En el resultado anterior de
Jayne, Namioka y Rogers podemos modificar la hipótesis sobreel espacioY o la función multivaluada
F para obtener la misma conclusión. En efecto, sid es una métrica inferiormente semicontinua sobre
Y y si

(a) Y esσ-fragmentado por una métricad, o

(b) F es fragmentada pord, (véase la Definición 2.2.14, página 309)
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entonces existe un subconjuntoGδ-densoG deX tal queF es a un sólo valor y superiormente semi-
continua en cualquier punto deG cuando aY se le dota de la topología generada pord.

La condición(a) se debe a Jayne, Namioka y Rogers ([234], Theorem 3.1), mientras que(b) es un re-
sultado děCoban, Kenderov y Revalski ([101], Theorem 5.1). Véase también el artículo de Kenderov-
Moors [260].

Estamos ahora en condiciones de demostrar el siguiente resultado, fundamentalmente obtenido por
Namioka-Phelps [332] y Stegall.

Teorema 2.2.56 (Namioka-Phelps-Stegall).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Son equivalentes:

(a) X es un espacio de Asplund.

(b) Cada subconjuntoω∗-compacto de X∗ con laω∗-topología es norma-fragmentado.

(c) (BX∗ ,ω∗) es norma-fragmentado.

(d) El conjunto de los puntos de continuidad de la identidadId : (K,ω∗) → (K,‖·‖) es un Gδ-denso en
(K,ω∗) para cada conjuntoω∗-compacto K⊆ X∗.

(e) X∗ tiene laPRN.

Prueba. (a) ⇒ (b). Supongamos queX es un espacio de Asplund pero que existe un conjuntoK ⊆ X∗,
ω∗-compacto, que no es norma-fragmentado. Por el Lema 2.2.19,existen unε > 0, una sucesión(Vn)

∞
n=1 de

subconjuntos no vacíos relativamenteω∗-abiertos deK y una sucesión de vectores(xn)
∞
n=1 enSX tales que

V2n ∪V2n+1 ⊆ Vn para todon∈ N,

y además,

f (xn)−g(xn) ≥ ε siempre que f ∈V
ω∗

2n y g∈V
ω∗

2n+1.

SeaY = [(xn)], la clausura (en la norma) del subespacio lineal generado por (xn)
∞
n=1. ClaramenteY es

norma separable. Denotemos porΞ la colección de todas las sucesionesα = (αn)
∞
n=1 de números naturales

tal queαn+1−2αn ∈ {0,1} para cadan. La ω∗-compacidad de losV
ω∗

n nos garantiza la existencia de algún

fα ∈
∞⋂

n=1

V
ω∗

αn
.

Si α = (αn)
∞
n=1 y β = (βn)

∞
n=1 son elementos distintos deΞ y si Λ = {n∈N : αn 6= βn}, entonces seleccionado

los xn ∈ SX correspondientes a losn ∈ Λ, se tiene que
∥∥ fα|Y − fβ|Y

∥∥ ≥ | fα(xn)− fβ(xn)| ≥ ε. Como el
conjuntoΞ es no numerable, se concluye queY∗ no es norma-separable. El Teorema 2.2.19 nos dice queX
no es de Asplund. Esta contradicción establece que(K,ω∗) es norma-fragmentado.

(b) ⇒ (c). Es inmediato.

(c)⇒ (a). Supongamos que(B
X∗ ,ω∗) es norma-fragmentado y seaf : X →R una función convexa continua.

Es suficiente demostrar que la subdiferencial∂ f de f es norma-norma superiormente semicontinua y a un
sólo valor en los puntos de un subconjunto residual deX.

Tomemos una aplicación norma -ω∗ USCO minimalF : X → 2X∗
tal queF(y) ⊆ ∂ f (y) para todoy∈ X.

Consideremos los conjuntosHn =
{

x∈ X : F(x)∩nBX∗ 6= ∅
}

para cadan∈ N. Por definición, cadaHn es
norma-cerrado y puesto queX =

⋃∞
n=1Hn, el Teorema de Categoría de Baire (Teorema 1.8.6) nos dice que

⋃

n≥1

int(Hn) = X,
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Sean∈N. Si int(Hn) =∅, entonces lo que hacemos es definirUn =∅. Supongamos que int(Hn) 6=∅. Como
F es USCO minimal, el Teorema 2.2.14 (2) nos revela queF(int(Hn)) ⊆ nBX∗ . Pero como(nB

X∗ ,ω∗) es
norma - fragmentado, el Teorema 2.2.55 nos muestra queF es a un sólo-valor y norma - norma superiormente
semicontinua en cada punto de un conjuntoUn el cual es residual en int(Hn). Por esto,F es a un sólo-
valor y norma - norma superiormente semicontinua en todos los puntos deO =

⋃∞
n=1Un. Sin embargo, por

el Lema 1.8.1,O es residual enX. Se sigue entonces del Teorema 2.2.16, página 250, quef es Fréchet
diferenciable en cada punto deO. Esto prueba queX es un espacio de Asplund.

(c) ⇔ (d). Es el Corolario 2.2.19.

(d) ⇒ (e). SeaA un subconjunto no vacío y acotado deX∗. Vamos a demostrar queA es dentable. Sean
K = coω∗

(A) y ε > 0. Afirmamos que:

Existe un subconjunto convexo yω∗-compacto D de K tal que KrD 6=∅ y ‖·‖−diam(KrD) < ε.

Prueba.En efecto, por el Teorema de Krein-Milman, el conjunto de lospuntos extremales deK,

ext(K), es no vacío y, además,K = coω∗
(ext(K)). SeaE = ext(K)

ω∗
. La suposición(d) implica

que id :(K,ω∗) → (K,‖·‖) posee, al menos, un punto de continuidad y, por consiguiente, existe un
subconjuntoω∗-abiertoU deX∗ tal queE∩U 6= ∅ y ‖·‖−diam(E∩U) ≤ ε/2. Observemos que
U ∩ext(K) 6=∅ puesE∩U 6=∅. Si ahora definimos

K1 = coω∗
(ErU) y K2 = coω∗

(E∩U),

entonces se comprueba sin dificultad que:

K1 ⊆ K, K2 ⊆ K, K = co
(
K1∪K2

)
y ‖·‖−diam(K2) ≤ ε/2.

El Corolario 2.2.17, nos garantiza la existencia de un subconjunto convexo yω∗-compactoD de K
para el cualKrD 6=∅ y ‖·‖−diam(KrD) < ε. Esto termina la prueba de nuestra afirmación.

Notemos ahora queA" D, es decir,ArD 6= ∅. En efecto, si ocurre queA ⊆ D entonces, por serD
convexo yω∗-compacto, resulta queK = coω∗

(A) ⊆ D lo cual contradice el hecho de queK rD 6= ∅.
Sea f ∈ ArD ⊆ K rD. EntoncesU( f ,ε) ⊇ K rD ya que‖·‖− diam(K rD) ≤ ε/2. De esto se sigue
queKrU( f ,ε) ⊆ D y así,co(DrU( f ,ε)) ⊆ D. En particular,f 6∈ co(KrU( f ,ε)). Esto prueba queK es
dentable y, por consiguiente,A es dentable.

(e) ⇒ (c). Supongamos queX∗ tiene la PRN pero que(BX∗ ,ω∗) no es norma-fragmentado. El Lema 2.2.19,
nos garantiza la existencia de unε > 0, de una sucesión(Vn)

∞
n=1 de subconjuntos no vacíos relativamente

ω∗-abiertos deBX∗ y de una sucesión de vectores(xn)
∞
n=1 enX tales que

(α1) ‖xn‖ = 1, para todon = 1,2,3, . . .,

(α2) V2n∪V2n+1 ⊆Vn, para todon∈ N y

(α3) f (xn)−g(xn) ≥ ε si f ∈V2n y g∈V2n+1. En particular,f (xn)−g(xn) ≥ ε siempre quef ∈V
ω∗

2n y

g∈V
ω∗

2n+1.

Veamos que las tres condiciones anteriores producen las dossiguientes: para cadan∈ N, existe un conjunto
Kn convexo yω∗-compacto tal que

(β1) K2n∪K2n+1 ⊆ Kn, y
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(β2) ‖ f −g‖X∗ ≥ ε para cadaf ∈ K2n y cadag∈ K2n+1.

En efecto, para cadan∈N, seaKn = coω∗
(Vn). Entonces cadaKn es convexo,ω∗-compacto y se cumple, por

(α2), queK2n∪K2n+1 ⊆ Kn. Notemos que sif ∈ K2n y g∈ K2n+1, entonces

f −g ∈ K2n−K2n+1 ⊆ coω∗
(V2n−V2n+1)

y así, por(α3), ( f −g)(xn) > ε. Esto último, en conjunción con(α1), nos dice que‖ f −g‖X∗ ≥ ε.
(β1) y (β2) permiten construir, para cadan∈ N, unδ-árbol finito de longitudn. Para hacer esto, es más

conveniente cambiar la notación y enumerar losKn, losxn y los fn del modo siguiente:

K0

K1,1 K1,2

K2,1 K2,2 K2,3 K2,22

b

b

b

Kn,1 Kn,2
b b b Kn,2n−1 Kn,2n

‖xn,k‖ = 1,
(

fn,2k−1 − fn,2k
)
(xn,k) ≥ ε para todafn,2k−1 ∈ Kn,2k−1 y toda fn,2k ∈ Kn,2k, k = 1,2, . . . ,2n−1.

Ahora bien, escojafn,1 ∈ Kn,1, . . . , fn,2n ∈ Kn,2n de forma arbitraria y defina, sucesivamente, param = n−
1,n−2, . . . ,1,0

fm,k =
1
2

(
fm+1,2k−1 + fm+1,2k

)
, k = 1, . . . ,2m.

El resultado es unε-árbolT(n) de longitudn, cuyos elementos denotaremos porf (n)
m,k, dondem= 0,1, . . . ,n;

k = 1,2, . . . ,2m. Consideremos a continuación el espacio producto compacto

Ξ =
∞

∏
m=1

k∈{1,...,2m}

(
Km,k,ω∗).

Fijemos un punto(cm,k)m∈N, k∈{1,...,2m} enΞ e identifiquemos cadaT(n) con el punto deΞ cuyas coordenadas

son iguales af (n)
m,k si m≤ n, y acm,k si m> n. Por la compacidad deΞ, la sucesión(T(n))∞

n=1 enΞ posee un
punto de acumulación, digamosT = ( fm,k)m∈N, k∈{1,...,2m}. Es un ejercicio fácil comprobar que

fm,k =
1
2

(
fm+1,2k−1 + fm+1,2k

)
, m∈ N, k = 1, . . . ,2m.

y que (
fm+1,2k−1 + fm+1,2k

)
(x,,k) ≥ ε.

Por consiguiente‖ fm+1,2k−1 + fm+1,2k‖ ≥ ε. Con esto, hemos demostrado queT es unε-árbol infinito en
BX∗ lo cual contradice la PRN. �

Comentario Adicional 2.2.16 1) Notemos, en particular, como consecuencia del resultado anterior, que
si X es un espacio de Banach tal que(BX∗,ω∗) es norma-fragmentado, entoncesX es un espacio
débilmente de Asplund. El recíproco es, en general, falso.
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2) Si la norma‖·‖ del espacio de BanachX es Gâteaux suave, entonces(X∗,ω∗) es fragmentable,
([374], Theorem 1.1).

3) Si la norma‖·‖ del espacio de BanachX es Fréchet suave, entonces cada subconjunto norma
acotado de(X∗,ω∗) es norma-fragmentable, ([374], Corollary 2.8).

Recordemos que si(Z,τ) es un espacio topológico de Hausdorff(Z,τ), un puntox ∈ Z es llamado un
punto de condensaciónde un conjuntoA⊆ Z si cualquier entorno abiertoU dex contiene una cantidad no
numerable de puntos deA.

Corolario 2.2.21 (Asplund-Namioka). Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach norma-separable. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) X∗ tiene laPRN.

(2) X∗ es norma-separable.

Prueba. (1)⇒ (2). Supongamos queX∗ tiene la PRN pero que no es norma-separable. En este caso tampoco
es norma-separable la bola unitaria cerradaBX∗ y, en consecuencia, existen unε > 0 y un conjunto no
numerableA deBX∗ tal que

para todof ,g∈ A, f 6= g ⇒ ‖ f −g‖ ≥ ε.

Por otro lado, comoX es norma-separable, resulta queBX∗ es un espacioω∗-compacto metrizable. Usemos
ahora el Teorema de Cantor-Bendixson (véase, Corolario 3.1.1, página 474) para representar aBX∗ en la
formaBX∗ = P∪N, dondeP es el conjunto perfecto de susω∗-puntos de condensación yN es el conjunto a
lo más numerable de sus puntos aislados. Puesto queA es no numerable, entonces dicho conjunto sólo puede
poseer a lo sumo una cantidad numerable de puntos aislados. Por esta razón (eliminando una cantidad a lo
más numerable de puntos deA), podemos suponer (y así lo haremos) que cada punto deA es unω∗-punto
de condensación deA. Ahora bien, comoX∗ tiene la PRN, el Teorema 2.2.56 nos garantiza que(A,ω∗) es
norma-fragmentado y, en consecuencia, existe un subconjunto ω∗-abiertoU deX∗ tal que

A∩U 6=∅ y ‖·‖−diam(A∩U) < ε.

Observemos ahora que sif ,g∈ A∩U , con f 6= g, entonces‖·‖−diam(A∩U)≥ ‖ f −g‖ ≥ ε. Esto nos dice
queA∩U debe contener exactamente un punto, digamosf ; pero como todos los puntos deA sonω∗-puntos
de condensación, entoncesA∩U es no numerable. Esta contradicción establece queBX∗ (y por lo tantoX∗)
es norma-separable.
(2) ⇒ (1). Supongamos queX∗ es norma-separable y seaK un subconjunto no vacío,ω∗-compacto deX∗.
Entonces, para cadaε > 0, existe una sucesión(x∗n)

∞
n=1 enK tal que

K ⊆
∞⋃

n=1

B(x∗n,ε).

Puesto que cada bolaB(x∗n,ε) esω∗-cerrada, se sigue del Teorema de Categoría de Baire que existe algún
n0 ∈ N tal queK ∩B(x∗n0

,ε) tiene ω∗-interior relativo no vacío, y además, dicho conjunto tienediámetro
(en la norma) menor que 2ε. Esto nos muestra que(K,ω∗) es norma-fragmentado y de nuevo, por el
Teorema 2.2.56,X∗ tiene la PRN. �

La siguiente definición, la cual aparece por primera vez en [204], será de utilidad en el próximo resultado.
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Definición 2.2.14. Sean(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y(Y,d) un espacio métrico. Una función
f : (X,τ) → (Y,d) se dice que esfragmentada pord si, para cadaε > 0 y cada subconjunto no vacío A de
X, existe un subconjunto abierto V⊆ X tal que V∩A 6=∅ y

d−diam( f (V ∩A)
)

< ε.

Un resultado interesante que relaciona fragmentabilidad con la existencia de puntos de Gâteaux (Fréchet)
diferenciabilidad para funciones continuas convexas en ausencia de separabilidad del espacio de Banach, es
el siguiente (véase, [371], Theorem 6.1).

Teorema 2.2.57 (Revalski).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach tal que(X∗,ω∗) es fragmentado por alguna
métrica d. Si f: (X,‖·‖) → R es una función convexa continua, entonces existe un subconjunto Gδ-denso G
de X tal que f es Gâteaux diferenciable en cada punto de G. Si lamétrica d es generada por la norma dual
de X∗, entonces f es Fréchet diferenciable en cada punto de G.

Prueba.Por ser f una función continua convexa, su subdiferencial∂ f : (X,‖·‖) → 2(X∗,ω∗) es, gracias al
Lema 2.2.5, una aplicación USCO y, por consiguiente, por Teorema 2.2.13 de la página 245, existe una apli-
cación USCO minimalF : (X,‖·‖)→ 2(X∗,ω∗) contenida en∂ f . Por el Teorema 2.2.55, existe un subconjunto
Gδ-densoG deX en cuyos puntosF es univaluada y norma -τd superiormente semicontinua , dondeτd es
la topología generada pord. Seaϕ una extensión univaluada deF|G a todoX tal queϕ(x) ∈ F(x) para cada
x∈ X. Lo anterior garantiza queϕ es una selección para∂ f y comoF es norma-ω∗ superiormente semicon-
tinua , resulta queϕ es norma-ω∗ continua en todo puntox∈ G. Se sigue ahora del Teorema 2.2.16 quef es
Gâteaux diferenciable en cada punto deG.

En el caso en que la métricad es generada por la norma dual‖·‖∗ de X∗, la función F resulta ser
norma-norma superiormente semicontinua y univaluada en cadax∈G, lo que implica queϕ es norma-norma
continua en cadax∈ G. Un nuevo llamado al Teorema 2.2.16 nos revela quef es Fréchet diferenciable en
cada punto deG. �

Notemos que el resultado anterior generaliza los Teoremas de diferenciabilidad de Mazur y de Asplund-
Lindenstrauss y que pueden ser reestablecidos en términos de la noción de espacios de Asplund del modo
siguiente:

(1) Todo espacio de Banach X tal que(X∗,ω∗) es fragmentado por alguna métrica d, es un
espacio débilmente de Asplund, y

(2) Todo espacio de Banach X tal que(X∗,ω∗) es fragmentado por la métrica generada por
la norma dual, es un espacio de Asplund.

Estos dos últimos resultados están incluidos en el Teorema de Namioka-Phelps-Stegall, Teorema 2.2.56, pero
no hace daño volver a recordarlos.

Definición 2.2.15. Sean(X,τX) y (Y,τY) espacios topológicos de Hausdorff. Una función f: X →Y se dice
que esescasamente continuasi, para cada subconjunto cerrado F de X, la restricción de f aF, f |F , posee
al menos un punto de continuidad.

La condición(2) del Teorema 2.2.52 dice que, cuandoX es un espacio hereditariamente de Baire que
además es fragmentado por una métricad, entonces la aplicación identidad Id :(X,τ) → (X,d) es escasa-
mente continua. Más adelante veremos que toda funciónf : X → R de la primera clase de Baire, dondeX es
un espacio de Baire, es escasamente continua (Teorema 3.1.3, página 479); de hecho, si nuestro espacioX es
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un espacio métrico completo separable, entonces vale el recíproco. En este caso, el conjunto de puntos donde
f es continua constituye un subconjuntoGδ-denso deX y por consiguiente,si (X,d) es un espacio métrico
completo separable, la clase de todas las funciones f: X →R que son escasamente continuas, puntualmente
discontinuas y exclusivas coinciden. Véase también la página 474.

El siguiente resultado, el cual generaliza el Teorema 2.2.52, establece la relación existente entre las
funciones fragmentables y las escasamente continuas del modo siguiente:

Teorema 2.2.58.Sean(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y(Y,d) un espacio métrico. Toda apli-
cación f : X →Y escasamente continua es fragmentada por d. Si, además, X eshereditariamente de Baire,
entonces vale el recíproco.

Prueba.Supongamos quef es escasamente continua y consideremos un subconjunto no vacío A de X.
SiendoA un subconjunto cerrado no vacío deX, se sigue de nuestra hipótesis quef |A posee al menos un
punto de continuidad, digamosx0 ∈ A. De allí que, dadoε > 0, existe un entorno abiertoU de x0 tal que
diamf (U ∩A) < ε. Por otra parte, comox0 ∈ A resulta queU ∩A 6=∅, de donde obtenemos que

diamf (U ∩A) ≤ diamf (U ∩A) < ε.

Esto prueba quef es fragmentada pord.
Supongamos ahora queX es un espacio hereditariamente de Baire y quef : X →Y es fragmentada por

d. Veamos quef es escasamente continua. Para obtener una contradicción suponga quef no es escasamente
continua. Esto significa que en alguna parte deX existe un subconjunto cerrado no vacíoF tal que f |F no
posee puntos de continuidad. Usemos esta condición para definir, para cadan∈ N, el conjunto

Fn =
{

x∈ F : para cada entorno abierto U de x, diamf (U ∩F) ≥ 1
n

}

y observemos que comof no posee puntos de continuidad enF, entoncesF =
⋃∞

n=1Fn. Nos proponemos
demostrar que cadaFn es cerrado. En efecto, fijemosn ∈ N y sea(xα)α∈D una red enFn convergiendo a
x∈ X. Por serF cerrado, se tiene quex∈ F. Más aun, siU es un entorno abierto dex, entonces por serx
el límite de la red(xα)α∈D tenemos que existe unα0 ∈ D tal quexα ∈U para todoα ≥ α0, lo cual nos dice
queU es un entorno abierto de cada uno de esosxα ∈ Fn por lo que se cumple que diamf (U ∩F) ≥ 1/n
y así, x∈ Fn. Por otro lado, comoX es hereditariamente de Baire, resulta queF es un espacio de Baire y,
en consecuencia, gracias al Teorema de Categoría de Baire, existe unn ∈ N tal que intF(Fn) 6= ∅, donde
intF(Fn) denota el interior deFn relativo aF. Escojamos ahora un abiertoV enX tal queV ∩F es no vacío
y V ∩F ⊆ Fn. Finalmente, invocando el hecho de quef es fragmentada pord, para el conjuntoV ∩F y con
ε := 1/n, existe un abiertoU enX tal queU ∩ (V ∩F) 6= ∅ y diamf (U ∩ (V ∩F)) < 1/n, lo cual es una
contradicción, puesto que six ∈ V ∩ (U ∩F) ⊆ Fn, entoncesV ∩U es un entorno abierto dex y así, por
definición, diamf ((V ∩U)∩F) ≥ 1/n. Esto termina la prueba. �

Finalizamos esta sección con una caracterización “interna” de fragmentabilidad que resulta ser muy
útil para demostrar ciertas propiedades de estabilidad de la familia Fd constituida por todos los espacios
topológicos fragmentables (ver, por ejemplo, [157]).

Definición 2.2.16. Una familia bien ordenadaU = {Uξ : 0≤ ξ < ξ0} de subconjuntos de un espacio topo-
lógico X se dice que es unapartición deX relativamente abiertasi

(a) Uξ está contenido y es relativamente abierto en Xr
(⋃

β<ξ
Uβ

)
, para cualquierξ, con0 < ξ < ξ0, y
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(b) X =
⋃

ξ<ξ0

Uξ.

Definición 2.2.17. SeaW = {Wξ : 0 < ξ ≤ ξ0} una familia bien ordenada de subconjuntos abiertos del
espacio topológico de Hausdorff X. Se dice queW esregularmente crecientesi

(a) Wξ ⊆Wη siempre que0 < ξ < η ≤ ξ0,

(b) Wξ =
⋃

η<ξ

Uη para cualquier ordinal límiteξ ∈ (0,ξ0], y

(c) Wξ0
= X.

La siguiente proposición relaciona estos dos últimos conceptos.

Proposición 2.2.1.Sea X un espacio topológico de Hausdorff.

(1) SeaU =
{
Uξ : 0 ≤ ξ < ξ0

}
una partición relativamente abierta de X. Si para cadaξ, 0 < ξ ≤ ξ0,

definimos
Wξ =

⋃

η<ξ
Uη,

entonces la familiaW =
{
Wξ : 0 < ξ ≤ ξ0

}
es regularmente creciente de subconjuntos abiertos de X y

Uξ = Wξ+1rWξ para cualquierξ ∈ (0,ξ0).

(2) SeaW =
{
Wξ : 0 < ξ ≤ ξ0

}
una familia de subconjuntos abiertos de X. Entonces la familia bien or-

denadaU =
{
Uξ : 0≤ ξ < ξ0

}
, donde U0 = W1 y Uξ = Wξ+1rWξ para cualquierξ ∈ (0,ξ0), es una

partición relativamente abierta de X y se cumple que Wξ =
⋃

η<ξUη para cualquierξ ∈ (0,ξ0].

Prueba. (1). Es una tarea fácil verificar que las condiciones(a) - (c) de la Definición 2.2.16 se cumplen
y que, además,Uξ = Wξ+1rWξ para cadaξ ∈ (0,ξ0). Sólo nos queda por probar que cadaWξ es abierto.
Vamos a proceder por inducción transfinita. El conjuntoW1 es abierto puesto que es igual aU0. Supongamos
queWη es abierto siempre queη ∈ (0,ξ), dondeξ es cualquier elemento fijo de(1,ξ0]. Si ξ es un ordinal
límite, entoncesWξ =

⋃
η<ξUη es claramente abierto. Siξ no es un ordinal límite, entoncesξ = ζ+1 y

Uζ = G∩
(

Xr
⋃

η<ζ

Uη

)
,

dondeG es un abierto enX; así,

Wξ =
⋃

η<ξ
Uη = Wζ ∪Uζ = Wζ ∪ (GrWζ) = Wζ ∪G

es abierto. Esto completa el paso inductivo y termina la demostración de(1). Efectuando un proceso induc-
tivo similar al anterior se puede demostrar igualmente la parte (2). �

En lo que sigue, siU es una partición relativamente abierta de un espacio topológico de HausdorffX,
entoncesW(U) denotará la familia regularmente creciente obtenida en la Proposición 2.2.1.
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Definición 2.2.18. Sea un espacio topológico de Hausdorff y seanU y V dos particiones relativamente
abiertas de X. Diremos queV es unrefinamientode U si W(U) ⊆ W(V). Similarmente, diremos queV
es unrefinamiento fuertede U si V es un refinamiento deU y para cualquier elemento V deV existe un
elemento U deU tal queV ⊆U.

Proposición 2.2.2.Sea X un espacio topológico de Hausdorff. SeaU = {Uξ : 0 ≤ ξ < ξ0} una partición
relativamente abierta de X y para cualquierξ < ξ0, suponga que

Uξ =
{
Uξ

η : 0≤ η < ηξ
}

una partición relativamente abierta de Uξ con la topología heredada de X. Ordenemos el conjunto

I =
{
(ξ,η) : 0≤ ξ < ξ0, 0≤ η < ηξ

}

lexicográficamente. Entonces la familiaV =
{
Uξ

η : (ξ,η) ∈ I
}

es una partición relativamente abierta de X
la cual refina aU.

Prueba.Recordemos que el orden lexicográfico sobreI se define como:

(ξ1,η1) < (ξ2,η2) si ξ1 < ξ2 o bien
(
ξ1 = ξ2 y η1 < η2

)
.

Con este ordenV está bien ordenado. También es claro que la condición(b) de la Definición 2.2.16 se

cumple, es decir,X =
⋃

(ξ,η)∈I U
ξ
η , por lo que sólo resta verificar la condición(a) de la Definición 2.2.16.

Tomemos cualquier(ξ,η)∈ I . Puesto queU es una partición relativamente abierta, existe un conjuntoabierto
G deX tal que

Uξ = G∩
(

Xr
⋃

ξ′<ξ
Uξ′
)

= Gr
⋃

ξ′<ξ
Uξ′.

Por otro lado, comoUξ es una partición relativamente abierta deUξ, existe un conjunto abiertoG′ deX tal
que

Uξ
η = G′∩

(
Uξr

⋃

η′<η
Uξ

η′

)
=
(
G′∩Uξ

)
r
⋃

η′<η
Uξ

η′ .

Entonces

Uξ
η =

(
G′∩

(
Gr

⋃

ξ′<ξ
Uξ′
))
r
⋃

η′<η
Uξ

η′ = (G′∩G)r
( ⋃

ξ′<ξ
Uξ′ ∪

⋃

η′<η
Uξ

η′

)

= (G′∩G)r
⋃{

Uξ′
η′ : (ξ′,η′) < (ξ,η)

}
,

lo cual verifica(a) de la Definición 2.2.16. Esto prueba queV es una partición relativamente abierta deX.
Más aun,V es un refinamiento deU ya que, para cualquierξ ∈ (0,ξ0),

⋃

ξ′<ξ
Uξ′ =

⋃{
Uξ′

η′ : (ξ′,η′) < (ξ,η)
}

.

Esto termina la prueba. �
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Proposición 2.2.3.Sea X un espacio topológico de Hausdorff regular y seaU = {Uξ : 0 ≤ ξ < ξ0} una
partición relativamente abierta de X. Entonces existe una partición relativamente abiertaV de X que es un
refinamiento fuerte deU.

Prueba.La regularidad deX nos garantiza, para cualquierξ < ξ0 y cualquierx ∈ Uξ, la existencia de un

conjunto abiertoVξ
x tal que

x∈Vξ
x y Vξ

x ⊆
⋃

η<ξ
Uη.

Fijemos ahora unξ < ξ0 y démosle un buen orden al conjuntoUξ, es decir,Uξ = {xη : 0≤ η < ηξ}. Entonces

la familiaUξ =
{
Uξ

η : 0≤ η < ηξ
}

, donde

Uξ
η = Vξ

xη r
(⋃

ζ<ξ
Uζ ∪

⋃

ζ<η
Vξ

xζ

)

es una partición relativamente abierta deUξ, para la cual

Uξ
η ⊆ Vξ

xη r
⋃

ζ<ξ
Uζ ⊆ Vξ

xη

⋂ (
Xr

⋃

ζ<ξ
Uζ

)
⊆
⋃

ζ≤ξ
Uζr

⋃

ζ<ξ
Uζ = Uξ.

Un llamado a la Proposición 2.2.2 termina la prueba. �

Definición 2.2.19. Sea X un espacio topológico de Hausdorff. Una familiaU de subconjuntos de X se dice
que es unaσ-partición relativamente abiertade X si existen particiones relativamente abiertasUn de X,
n = 1,2, . . . tal queU =

⋃∞
n=1Un. Si, además, para cada par de puntos distintos x,y∈ X existe un U∈ U tal

que{x,y}∩U es un punto, entonces diremos queU separa los puntosde X.

Proposición 2.2.4.Sea X un espacio topológico de Hausdorff (regular) y supongaque X admite unaσ-
partición relativamente abierta que separa sus puntos. Entonces existe una sucesión de particiones relativa-
mente abiertas(Un)

∞
n=1 de X con las siguientes propiedades:

(a) Un+1 es un refinamiento (fuerte) deUn, para cada n∈N, y

(b)
∞⋃

n=1

Un separa los puntos de X.

Prueba.SeaV =
⋃∞

n=1Vn unaσ-partición relativamente abierta deX que separa sus puntos. La prueba la
haremos por inducción. DefinamosU1 = V1 y supongamos que hemos construidoU1,U2, . . . ,Un para algún
n∈ N tal queUi+1 es un refinamiento (fuerte) deUi y deVi+1 parai = 1,2, . . . ,n−1. Escribamos

Un =
{
Uξ : 0≤ ξ < ξ0

}
y Vn+1 =

{
Vη : 0≤ η < η0

}

y dotemos al conjuntoI = [0,ξ0)× [0,η0) con el orden lexicográfico. Entonces, para cadaξ < ξ0, la familia{
Uξ ∩Vη : η ∈ [0,η0)

}
es una partición relativamente abierta deUξ, mientras que, para cadaη < η0, la

familia
{
Uξ ∩Vη : ξ ∈ [0,ξ0)

}
es una partición relativamente abierta deVη. Se sigue de la Proposición 2.2.2,

que
Ũn+1 =

{
Uξ ∩Vη : (ξ,η) ∈ [0,ξ0)× [0,η0)

}

es una partición relativamente abierta deX que refina aUn y aVn+1. Definamos ahora yUn+1 = Ũn+1.
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Si X es regular, entonces invocando a la Proposición 2.2.3, resulta que existe una partición relativamente
abierta deX, digamosU≈

n+1, la cual es un refinamiento fuerte deŨn+1 y, por consiguiente, un refinamiento
fuerte deUn y deVn+1. PoniendoUn+1 = U≈

n+1, damos por finalizada la inducción. Finalmente, el hecho de
queUn refina aVn+1, paran= 1,2, . . . implica que

⋃∞
n=1Un separa los puntos deX, ya queV =

⋃∞
n=1Vn, por

hipótesis, lo hace. �

Estamos ahora en posición de formular la caracterización defragmentabilidad debida a N. K. Ribarska
[373].

Teorema 2.2.59 (Ribarska).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) X es fragmentable.

(2) Existe una familiaU de subconjuntos de X que es unaσ-partición relativamente abierta de X que,
además, separa los puntos de X.

Prueba. (2) ⇒ (1). Supongamos que el espacio topológicoX posee unaσ-partición relativamente abierta
que separa sus puntos, digamosU =

⋃∞
n=1Un, con

Un =
{

Un
ζ : ζ ∈

[
0,ζ0

)}
.

Usando la Proposición 2.2.4, podemos suponer queUn+1 es un refinamiento deUn para cualquiern ∈ N.
Definamos la aplicaciónρ : X×X → [0,+∞) por

ρ(x,y) =

{
0 si x = y,(

mı́n{n∈N : card(U ∩{x,y}) = 1 para algúnU ∈ Un}
)−1

si x 6= y.

Es una tarea no tan complicada verificar que, en realidad,ρ es una métrica sobreX. Veamos, por ejemplo,
la desigualdad triangular. De hecho, vamos a probar la siguiente desigualdad, la cual implica la desigualdad
triangular:

ρ(x,y) ≤ máx
{

ρ(x,z),ρ(z,y)
}
, para todox,y,z∈ X.

En efecto, seanx,y,z∈ X conx 6= y y definamosn = ρ(x,y)−1. SeaU ∈ Un tal que{x,y}∩U consta de un
único punto. Si{x,y}∩U = {x}, entoncesρ(z,x) ≥ 1/n(= ρ(x,y)) si z 6∈U , mientras que siz∈U entonces
ρ(z,y) ≥ 1/n. Un hecho enteramente similar ocurre si{x,y}∩U = {y}. Esto finaliza la prueba de nuestra
desigualdad y, por consiguiente, de la desigualdad triangular.

Observemos ahora que elρ-diámetro deUn
ζ es menor que 1/n para cadan∈ N y cadaζ ∈ [0,ζn) debido

al hecho de queUi+1 es un refinamiento deUi . Todo lo anterior nos permite concluir que sólo es necesario
demostrar queX es fragmentado porρ. Fijemos entonces unε > 0 y un conjunto arbitrario no vacíoA⊆ X.
Elijamos un enteron > 1/ε y sea

ξ = mı́n
{

η ∈ [0,ζn) : A∩Un
η 6=∅

}
.

Entonces, el conjunto no vacíoA∩Un
ξ es igual aA∩

(⋃
η≤ξUn

η

)
y, en consecuencia, es abierto enA. Además,

ρ−diam
(
A∩Un

ξ
)
≤ ρ−diam(Un

ξ ) < 1/n < ε.

(1) ⇒ (2). Supongamos ahora queX es fragmentado por una métricad. Para cadan∈ N, nuestra tarea con-
sistirá en construir, por inducción transfinita, una partición relativamente abiertaUn deX. Fijemosn∈ N y



Sec. 2.2Otras aplicaciones en espacios de Banach 315

comencemos haciendoU0 = ∅. Supongamos que un ordinalξ > 0 ha sido obtenido de modo tal que, para
cadaζ ∈ [0,ξ), existe un conjunto no vacíoUζ ⊆X que está contenido enXr

⋃
η<ζUη y que es relativamente

abierto en dicho conjunto cond−diam(Uζ) < 1/n. Si ocurre queX =
⋃

η<ζUη, paramos el proceso y hace-
mosUn = {Uη : η ∈ [0,ξ)}. Si por el contrario,X 6=⋃η<ζUη, entonces usamos de nuevo la fragmentabilidad
deX para obtener un subconjuntoUξ relativamente abierto enXr

⋃
η<ζUη cond−diam(Uξ) < 1/n. Este

proceso debe, en algún momento, detenerse. Claramente,Un es entonces una partición relativamente abierta
deX. Queda por verificar que

⋃∞
n=1Un separa los puntos deX. Sean entoncesx,y∈ X conx 6= y y escojamos

un n ∈ N de modo qued(x,y) ≥ 1/n. De aquí se sigue la existencia de unU ∈ Un tal quex ∈ U y, como
d−diam(U) < 1/n, concluimos quey 6∈U . �

Notemos que si(X,τ) es un espacio compacto fragmentado por una métricad, entonces la topologíaτd

generada pord no necesita, como ya hemos mencionado, estar relacionada con τ. Un hecho interesante que
se obtiene como consecuencia de la caracterización de Ribarska es el siguiente:

Teorema 2.2.60 (Ribarska).Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff compacto fragmentado por una métrica d.
Entonces existe una métricaρ sobre X tal que:

(1) ρ fragmenta a X,

(2) (X,ρ) es un espacio métrico completo,

(3) ρ genera una topologíaτρ más fuerte queτ.

(4) Existe un subconjunto Gδ-denso G (completamente metrizable) en X tal queτ y τρ coinciden sobre G.

Prueba. (1) y (2). Puesto queX es fragmentable existe, por el Teorema 2.2.59, unaσ-partición relativamente
abierta deX, digamos,

U =
∞⋃

n=1

Un,

que separa sus puntos. Además, por la Proposición 2.2.4, podemos suponer que, para cadan∈ N, Un+1 es
un refinamiento fuerte deUn. La métricaρ, construida en la demostración del Teorema 2.2.59 por medio
deU, fragmenta aX y entonces(1) queda demostrado. Veamos queρ es completa. En efecto, sea(xn)

∞
n=1

una sucesiónρ-Cauchy enX. Entonces existe una sucesión estrictamente creciente(im)∞
m=1 enN tal que

ρ(xim,x j) < 1/m para todoj > im. Como cada familiaUn es un cubrimiento deX, resulta que para cada
m∈ N existe unUm ∈ Um tal quexim ∈ Um. Observemos quex j ∈ Um para todoj > im, pues si para algún
j > im ocurriera quex j 6∈Um, entonces para esej y por la definición deρ tendríamos queρ(xim,x j) ≥ 1/m
lo cual es imposible. Notemos ahora que para cualquierm∈ N,

xim+1 ∈Um∩Um+1

por lo queUm+1 ⊆Um y así,Um+1 ⊆Um debido al hecho de queUm+1 es un refinamiento fuerte deUm. Por
la compacidad deX resulta que

∞⋂

m=1

Um =
∞⋂

m=1

Um 6=∅.

Seax0 ∈
⋂∞

m=1Um. Entoncesρ(x j ,x0) < 1/m para todoj > im y, en consecuencia,x j
ρ→ x0. Esto prueba la

parte(2).
(3). SeaG un subconjuntoτ-abierto no vacío deX y fijemos cualquierx∈G. De nuevo, haciendo uso del

hecho de que cadaUn es un cubrimiento deX, entonces para cadan∈ N, existe unUn ∈ Un tal quex∈Un.
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Afirmamos queUn ⊆Gpara algúnn∈N. Supongamos lo contrario, es decir, queUnrG 6=∅ para todon∈N.
Puesto queUn ⊇Un+1 para cualquiern∈N, la compacidad deX nos asegura que el conjunto

⋂∞
n=1Un+1rG

es no vacío; tomemos algúnx0 en dicho conjunto. Entoncesx 6= x0, y comoU separa los puntos deX, existe
un n∈ N tal quex0 no pertenece aUn. Sin embargo, de la relaciónUn ⊇Un+1 se concluye quex0 6∈Un+1.
Esta contradicción establece nuestra afirmación, es decir,existe unn∈ N tal queUn ⊆ G. Observemos que
Un coincide con el conjuntoρ-abierto

{
y ∈ X : ρ(x,y) < 1/n

}
. Esto muestra queG esρ-abierto y que la

ρ-topología es más fuerte que la topología original.
(4) SeaG el subconjuntoGδ-denso encontrado en el Teorema 2.2.55, página 304, para la aplicación

identidad Id :(X,τ) → (X,τ). EntoncesG también es un conjuntoρ−Gδ y se sigue de(2) y el Teorema de
Alexandroff-Hausdorff (Teorema 1.11.3, página 64) queG es completamente metrizable. Finalmente, como
la aplicación identidad Id :(G,τ) → (G,ρ) es continua se deduce de(3) que ella es un homeomorfismo.�

Comentario Adicional 2.2.17 Podemos usar de nuevo la caracterización de Ribarska para demostrar
otro resultado del mismo autor [372]:

Si (X,‖·‖) es un espacio de Banach estrictamente convexo, entonces(BX,ω) es fragmentable.
Recordemos queX es estrictamente convexo o rotundo si la esfera unitariaSX deX no contiene
segmentos no-triviales.
Consideremos la “cuasi” métricaρ : BX ×BX → [0,+∞) definida por

ρ(x,y) = máx
{
‖x‖ ,‖y‖

}
− 1

2
‖x+y‖

para todox,y∈ BX (ρ no es una métrica pues la desigualdad triangular no se cumpleen general).
La estricta convexidad de la norma‖·‖ nos garantiza queρ(x,y) = 0 ⇒ x = y. Sean ahoraA
un subconjunto no vacío deBX y ε > 0. Si ponemosα = sup{‖x‖ : x∈ A}, entonces existe un
x∗ ∈BX∗ tal que la rebanadaU1

ε =
{

x∈A : x∗(x) > α−ε
}
6=∅. ClaramenteU1

ε es un subconjunto
relativamente débilmente abierto deA. Si tomamosx,y∈U1

ε , entonces

ρ(x,y) = máx{‖x‖ ,‖y‖}− 1
2
‖x+y‖

≤ máx{‖x‖ ,‖y‖}−x∗
(1

2
(x+y)

)

< α− (α− ε) = ε,

lo cual prueba queρ “fragmenta” aBX (las comillas son necesarias, puesρ no es una métrica).
Definiendo inductivamente

Un =
{
Uζ

n : ζ es un ordinal
}

dondeUζ
n es un subconjunto relativamente abierto no vacío deBXr

⋃
γ<ζU γ

n deρ-diámetro menor
que 1/n, no es difícil probar que

U =
∞⋃

n=1

Un

es una particiónσ-relativamente abierta que separa los puntos deBX. Un llamado al Teorema de
Ribarska nos dice que(BX,ω) es fragmentable. �

1)2) De manera similar,si la norma dual de X∗ es estrictamente convexa, entonces el conjunto
(BX∗ ,ω∗) es fragmentable.
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2.2.10. ‖ ◮ Fragmentabilidad y compacidad débil

Dado un espacio de Hausdorff compactoK, podemos darnos a la tarea de buscar entre todos los espa-
cios de Banach un subconjunto débilmente compacto que sea homeomorfo aK, si lo encontramos entonces
decimos queK es un compacto de Eberlein; es decir, diremos queK es uncompacto de Eberleinsi él es
homeomorfo a un subconjunto débilmente compacto de algún espacio de Banach(X,‖·‖). Sin embargo, D.
Amir y J. Lindenstrauss mostraron en [8] que no hay que hurgaren todos los espacios de Banach ya que
basta con husmear en el espacio de Banachc0(Γ) para algún conjuntoΓ para encontrar un tal subconjunto
débilmente compacto. Más recientemente, H. J. K. Junnila [242] demostró que es suficiente mirar en algún
C(Ω). La clase de los espacios compactos de Eberlein es lo suficientemente rica que incluye a todos los sub-
conjuntos débilmente compactos de cualquier espacio de Banach. Que todo espacio compacto de Eberlein es
fragmentable se deduce del siguiente resultado (véase, porejemplo, [328] Theorem 1.2).

Teorema 2.2.61 (Namioka).Sea(X,‖· ‖) un espacio de Banach. Para cada subconjunto débilmente com-
pacto K de X, la aplicación identidadId : (K,ω) → (K,‖· ‖) posee al menos un punto de continuidad.
Consecuentemente, cada subconjunto débilmente compacto de (X,‖· ‖), es norma-fragmentado.

Antes de dar la demostración de este resultado, veamos el siguiente caso particular que se obtiene como
consecuencia del Teorema de Categoría de Baire.

Lema 2.2.20. Sea(X,‖· ‖) un espacio de Banach. Si K es un subconjunto débilmente compacto y norma-
separable de X, entonces K es norma-fragmentado.

Prueba.Seaε > 0 y suponga queD es un subconjunto no vacío y débilmente cerrado deK. SiendoD
un conjunto norma-separable, existe una sucesión(xn)

∞
n=1 enD tal queD =

⋃∞
n=1

(
B(xn,ε/2)∩D

)
. Puesto

que cada bola cerradaB(xn,ε/2), así comoD, son ambos conjuntos débilmente cerrados, resulta que la
intersecciónB(xn,ε/2)∩D también es débilmente cerrado. Pero como(D,ω) es un espacio compacto (un
conjunto cerrado viviendo en un compacto), en particular, un espacio de Baire, el Teorema de Categoría de
Baire nos dice que existe algúnn∈N tal queB(xn,ε/2)∩D contiene un conjunto no vacío de la formaU ∩D,
para algún conjunto débilmente abiertoU . Es claro que‖·‖−diam(U ∩D) < ε y concluye la prueba. �

Existen varias maneras de demostrar el Teorema 2.2.61 (véase, por ejemplo, [330], p. 9). La prueba aquí
presentada es tomada de [157]. Primero probaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.62.Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y K un subconjuntoω∗-compacto de X∗. Si K es pD-
separable para cada subconjunto acotado y numerable D de X, entonces(K,ω∗) es norma-fragmentable,
donde pD es la pseudo-norma definida, para cada x∗ ∈ X∗, por

pD(x∗) = sup
{
|x∗(x)| : x∈ D

}
.

Prueba.Supongamos queK espD-separable para cada subconjunto acotado y numerableD deX, pero que
(K,ω∗) no es norma-fragmentable. Entonces existen un subconjuntono vacío (y acotado)B deK y un ε > 0
tal que‖·‖X∗ − diam(V) > ε para cualquier subconjunto no vacío relativamenteω∗-abiertoV de B. Por el
Lema 2.2.19, existe una sucesión(Vn)

∞
n=1 de subconjuntos no vacíos relativamenteω∗-abiertos deB y una

sucesión de vectores(xn)
∞
n=1 enSX tal que

(1) V2n∪V2n+1 ⊆Vn para todon∈N,

(2) f (xn)−g(xn) ≥ ε siempre quef ∈V
ω∗

2n y g∈V
ω∗

2n+1.



318 Cap. 2Aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire

SeaD = {xn : n = 1,2, . . .} un subconjunto acotado y numerable deX. Por cada ramaV1 ⊇Vn1 ⊇Vn2 ⊇ ·· · ,
escojamosf ∈ ⋂∞

j=1V ω∗
nj

⊆ B. Si f y g provienen de ramas diferentes, entonces existe unn tal que f ∈V
ω∗

2n

y g ∈ V
ω∗

2n+1 o viceversa. En cualquier caso, por(2), | ( f −g)(xn)| ≥ ε y, en consecuencia, se tiene que
pD( f −g) ≥ ε. Puesto que existe una cantidad no numerable de tales ramas,resulta queB y, entoncesK, no
pueden serpD-separables. �

El recíproco del resultado anterior es válido pero no lo necesitamos aquí (véase, por ejemplo, [329],
Theorem 3.4).

Prueba del Teorema 2.2.61. Puesto que todo subconjunto débilmente compacto viviendoen un espacio
de Banach es un espacio hereditariamente de Baire, será suficiente, gracias al Teorema 2.2.52, demostrar
que cualquier subconjunto débilmente compactoK de un espacio de BanachX es norma-fragmentado. Sin
perder generalidad, podemos suponer queX es generado porK. EntoncesX es un espacio débilmente com-
pactamente generado (WCG) y, gracias a un resultado de Amir-Lindenstrauss ([200], Corollary 281, p. 224),
(BX∗,ω∗) es un compacto de Eberlein. SeaJ : X → X∗∗ la aplicación canónica, esto es,Jx(x∗) = x∗(x)
para todox ∈ X y todo x∗ ∈ X∗. EntoncesJ(K) es un subconjuntoω∗-compacto deX∗∗, y nuestra tarea
es demostrar que(J(K),ω∗) es norma-fragmentado. SeaD un subconjunto numerable deBX∗ y definamos

B = D
ω∗

. Entonces(B,ω∗) es un espacio compacto de Eberlein separable y, por consiguiente, metrizable.
Se sigue del Teorema 1.4.19 que

(
C(B,ω∗),‖·‖∞

)
, el espacio de Banach de las funciones continuas a val-

ores reales definidas sobre(B,ω∗), es norma-separable. Por lo tanto,J(K) es pD-separable. Un llamado
al Teorema 2.2.62 nos asegura que(J(K),ω∗) es norma-fragmentable lo cual es equivalente a afirmar que
(K,ω) es norma-fragmentable. �

Como una consecuencia inmediata del Teorema 2.2.61 tenemosque:

Corolario 2.2.22. Si K es un subconjunto débilmente compacto de un espacio de Banach(X,‖·‖), entonces
existe un subconjunto Gδ-denso G de K donde las topologías débil y de la norma coinciden. En particular,
si K es un compacto de Eberlein, entonces K es fragmentable.

Prueba.SeaG el conjunto de todos los puntos donde Id :(K,ω) → (K,‖·‖) es continua. Puesto queK es
norma-fragmentable, el Teorema 2.2.52 nos revela queG es un subconjuntoGδ-denso de(K,ω), de donde
se sigue que las topologías débil y de la norma coinciden sobre G pues(G,ω) y (G,‖·‖) son homeomorfos.
Lo segundo es consecuencia del hecho de que fragmentabilidad se preserva por homeomorfismo. �

Comentario Adicional 2.2.18 Si uno mira dentro deX∗ con el objeto de establecer un resultado análogo al
encontrado en el Teorema 2.2.61 para subconjuntosω∗-compactos deX∗, nos encontraremos con el
hecho de que esto casi nunca ocurre. Sin embargo, en vista delTeorema de Namioka-Phelps, siX es un
espacio de Asplund (lo cual es equivalente a queX∗ tenga la propiedad de Radon-Nikodym) entonces
un análogo al Teorema 2.2.61 existe. Por esta razón,un espacio de Hausdorff compacto K se dice
que es uncompacto de Radon-Nikodymsi existe un espacio de Asplund X tal que K es homeomorfo
a un subconjuntoω∗-compacto de X∗. Entre los espacios compactos que son compactos de Radon-
Nikodym se encuentran los compactos de Eberlein y los compactos dispersos (véase, por ejemplo,
[329] Theorem 1.4).

La noción de espacio compacto de Radon-Nikodym fue introducida por Namioka en [328]. De hecho,
uno de los primeros resultados obtenidos en este campo y reformulado después de la aparición del con-
cepto de fragmentabilidad, es el siguiente que ya tuvimos oportunidad de probar en el Teorema 2.2.56.
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Teorema de Namioka-Phelps-Stegall. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(1) X∗ tiene laPRN.

(2) Cada subconjuntoω∗-compacto de X∗ es norma-fragmentado.

Namioka caracterizó los espacios compactos de Radon-Nikodym de varias maneras.

Teorema de Namioka, [328]. Sea(K,τ) un espacio de Hausdorff compacto. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes

(a) K es un compacto de Radon-Nikodym;

(b) K es homeomorfo a un subconjunto norma-fragmentado yω∗-compacto de algún espacio de
Banach dual.

(c) K es fragmentado por una métrica inferiormente semicontinua.

Si (X,‖·‖) es un espacio de Banach yF es un subconjunto deX, entoncesF
‖·‖ ⊆ F

ω
. Sin embargo,

si F es, además, convexo, entonces un resultado de Mazur establece queF
‖·‖

= F
ω
. Un análogo a lo

establecido por Mazur para subconjuntosω∗-compactos deX∗, pero reemplazando la topología débil
por la topología débil-∗, es el siguiente.

Teorema ([329], Theorem 2.3). Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y K un subconjuntoω∗-
compacto de X∗. Si K es norma-fragmentado, entonces la norma-clausura y laω∗-clausura deco(K)
coinciden.

Los espacios compactos fragmentables fueron estudiados endetalles por N. K. Ribarska [374] donde,
entre otras cosas, ella demuestra que:Cualquier espacio compacto de Gul’ko es fragmentado.

2.2.11. ‖ ◮ Fragmentabilidad y cuasi-continuidad

Ya hemos señalado que si(Y,τ) es un espacio topológico de Hausdorff fragmentado por una métrica d,
entonces la topologíaτd generada por la métricad y la topología originalτ del espacioY pueden no ser
comparables. Sin embargo, vale el siguiente resultado el cual se puede considerar como una generalización
del Teorema 2.2.52.

Lema 2.2.21. Sean(X,τ) un espacio de Baire,(Y,ν) un espacio topológico de Hausdorff fragmentado por
una métrica d y f: (X,τ)→ (Y,ν) una función continua. Entonces, el conjunto G de todos los puntos donde
la función f : (G,τ) → (Y,d) es continua, es un Gδ-denso de X.

Prueba.Para cadan∈ N, definamos

Gn =
⋃{

U ⊆ X : U es abierto y d−diam( f (U)) < 1/n
}

Por definición, cadaGn es abierto enX. Vamos a demostrar que ellos son densos enX. En efecto, sean∈ N
y seaV un subconjunto abierto no vacío deX. Puesto quef (V) es un subconjunto no vacío deY y como
dicho espacio es fragmentado por la métricad, entonces existe un subconjuntoν-abiertoW deY tal que

f (V)∩W 6=∅ y d−diam( f (V)∩W) < 1/n.
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Seay∈ f (V)∩W y escojamosx∈V tal que f (x) = y∈W. Ya que f : (X,τ) → (Y,ν) es continua, existe un
entorno abiertoV ′ dex en X tal que f (V ′) ⊆ W. EntoncesO = V ∩V′ es un subconjunto abierto no vacío
contenido enGn. Esto prueba queGn∩V 6=∅ y, en consecuencia,Gn es denso enX.

SeaG =
⋂∞

n=1Gn. SiendoX es un espacio de Baire, resulta queG es unGδ-denso enX y es claro que
f : (G,τ) → (Y,d) es continua. �

Si en el resultado anterior prescindimos de la continuidad de la función f , podemos obtener la misma
conclusión si le imponemos af una condición más débil que la de la continuidad. En efecto, un resultado de
E. Saab y P. Saab ([391]) establecen que toda función a valores reales definida sobre un espacio de Baire que
es fragmentada por la métrica del valor absoluto es continuaen un conjunto residual de su dominio. Compare
con el Teorema 2.2.58.

Teorema 2.2.63 (Saab-Saab).Sea(X,τ) un espacio de Baire. Si f: X →R es una función fragmentada por
| · |, entonces el conjunto de los puntos donde f es continua es un Gδ-denso de X.

Prueba.Para cadan∈ N, sea

Gn =
{

x∈ X : existe un entorno abierto U de x tal que diam( f (U)) <
1
n

}
.

Es claro que cadaGn es abierto enX. Vamos a demostrar que ellos son densos enX. En efecto, seaV un
subconjunto abierto no vacío deX. Como f es fragmentada por| · |, para esteV existe un subconjunto abierto
U deX tal queU ∩V 6=∅ y diam( f (U ∩V)) < 1/n. De aquí se sigue que cualquierx∈U ∩V pertenece a
Gn y, así,Gn∩V 6= ∅. Esto prueba la densidad deGn enX. Puesto queX es un espacio de Baire, se sigue
queG =

⋂∞
n=1Gn es unGδ-denso deX. Notemos queG no es otra cosa sino el conjunto de puntos dondef

es continua. �

Otro resultado que aparece en la tesis de Baire el cual había sido probado por V. Volterra es el siguiente:

Teorema de Volterra-Baire. Sea f: R×R→ R una función separadamente continua. Para cada
punto(x0,y0) ∈ R×R, cada bola abierta U centrada en(x0,y0) y cualquierε > 0, existe una bola
abierta U1 contenida en U tal que| f (x,y)− f (x0,y0)| < ε, para cualquier(x,y) ∈U1.

Esta noción, la cual es más débil que la noción de continuidadrecibirá, posteriormente, el nombre de
cuasi-continuidad [258]. La importancia de estudiar funciones cuasi-continuas es que ellas resultan ser una
herramienta muy útil cuando se estudian puntos de continuidad de funciones separadamente continuas cuyos
rangos son no-metrizables. Por ejemplo, Piotrowski y Szymańky (ver [356]) prueban que:Si X y Y son espa-
cios Čech-completos, Z es un espacio completamente regular y f: X×Y → Z es separadamente continua,
entonces f es cuasi-continua.

Definición 2.2.20. Sean(X,τX) y (Y,τY) espacios topológicos de Hausdorff. Una función f: X →Y se dice
que escuasi-continuasobre X si para cada conjunto abierto V de Y y cada conjunto abierto U de X tal que
f (U)∩V 6=∅, existe un conjunto abierto no vacío U′ ⊆U tal que f(U ′) ⊆V.

Observe la similitud entre función cuasi-continua y la noción de función multivaluada USCO minimal,
la cual, de hecho, es una generalización de la anterior. Un ejemplo simple de una función cuasi-continua que
no es continua en ningún punto de su dominio es el siguiente. TomemosX = [0,1) con la topología usual
heredada deR, Y = [0,1) con la topología de Sorgenfrey yf : X →Y la aplicación identidad. Entoncesf
es cuasi-continua pero nunca continua. Aunque las funciones cuasi-continuas no están obligadas a poseer
puntos de continuidad, resulta que imponiéndole ciertas condiciones adicionales al dominio y al rango de
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esas funciones se puede obtener abundantes puntos de continuidad. En efecto, W. W. Bledsoe [54], demuestra
que:

Teorema de Bledsoe. Si f : X →Y es una función cuasi-continua, donde X es un espacio de Baire y
Y es un espacio métrico, entonces el conjunto de puntos dondef es continua es un conjunto residual
en X.

Kenderov, Kortezov y Moors ([259]) generalizan el resultado de Bledsoe reemplazando metrizabilidad
por fragmentabilidad.

Teorema 2.2.64 (Kenderov-Kortezov-Moors).Sean(X,τX) un espacio de Baire,(Y,τ) un espacio topoló-
gico de Hausdorff fragmentado por una métrica d y f: X → (Y,τ) una función cuasi-continua. Entonces, el
conjunto G de los puntos donde f: (X,τX) → (Y,d) es continua es un Gδ-denso de X. En particular, si la
topología generada por d contiene a la topología original deY, entonces f: (X,τX) → (Y,τ) es continua en
cualquier punto de G.

Prueba.La prueba es muy similar a la del teorema anterior. En efecto,comencemos definiendo, para cada
n∈ N, el conjunto

Gn =
⋃{

U ⊆ X : U es abierto y d-diam( f (U)) <
1
n

}
.

Es claro que cadaGn es abierto y nos resta demostrar que ellos son también densosen X. Para alcanzar
ese objetivo fijemosn∈ N y tomemos un subconjunto abierto no vacío cualquieraU deX. PongamosA =
f (U) ⊆Y. ComoY esd-fragmentado, existe un subconjunto abierto no vacíoV deY tal queA∩V 6= ∅ y
d−diam(A∩V) < 1/n. Usemos ahora el hecho de quef es cuasi-continua para garantizar la existencia de
un conjunto abierto no vacíoU ′ ⊆U tal que f (U ′)⊆ A∩V = f (U)∩V. Esto muestra que∅ 6= U ′ ⊆ Gn∩U ,
por lo queGn es denso enX. SiendoX un espacio de Baire se cumple entonces queG =

⋂∞
n=1Gn es un

Gδ-denso enX con la propiedad de que, en cada uno de sus puntos,f es continua. �

Observemos que, por un resultado de Ribarska, Teorema 2.2.60 (3), si(Y,τ) es un espacio de Hausdorff
compacto fragmentable, entonces existe una métrica completa ρ sobreY cuya topología contiene aτ. De allí
que el siguiente resultado es consecuencia del teorema anterior y del teorema ya mencionado de Ribarska.

Corolario 2.2.23 (Ribarska). Sean(X,τX) un espacio de Baire,(Y,τ) un espacio de Hausdorff compacto
fragmentable y f: X → (Y,τ) una función cuasi-continua. Entonces existe un subconjunto Gδ-denso G de X
tal que f es continua en todo punto de G.

2.2.12. ‖ ◮ Fragmentabilidad y principios variacionales

Es un hecho ya establecido que toda función inferiormente semicontinua a valores reales definida sobre
un espacio de Hausdorff compactoK alcanza su mínimo en algún punto deK. Cuando uno se ve obligado
a prescindir de la compacidad en el resultado anterior, entonces la conclusión no es, en general, válida.
Los principios variacionales, en términos generales, afirman que cualquier función acotada, inferiormente
semicontinua a valores reales definida sobre un espacio métrico completoX, no necesariamente compacto, se
puede “perturbar” ligeramente de modo que, para la nueva función obtenida, se pueda asegurar la existencia
de un mínimo (mínimo fuerte) sobreX. En el lenguaje de los espacios de Banach, si(X,‖·‖) es un espacio
de Banach, una funciónf : X → R∪{+∞} se dice que alcanza sumínimo fuerte en el puntox0 ∈ X si
f (x0) = ı́nf{ f (x) : x ∈ X} y ‖xn−x0‖ → 0 siempre que losxn ∈ X sean tales quef (xn) → f (x0). La
formulación general delprincipio o problema de minimización perturbadaes el siguiente:
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(PMP). Dado un espacio topológico de Hausdorff completamente regular Y , X una familia de
funciones definidas sobre Y y f: Y →R∪{+∞} una función inferiormente semicontinua , acotada
por debajo sobre Y y propia (lo cual quiere decir que Dom( f ) = {y ∈ Y : f (y) < ∞} 6= ∅), el
problema es investigar qué tipo de conjunto es

X1 = {g∈ X : f +g alcanza su mínimo (o mínimo fuerte) en Y}.

A X1 se le conoce comoel conjunto de las buenas perturbaciones de fy su existencia depende, funda-
mentalmente, tanto def así como de una elección adecuada de la familiaX. En general, dada una función
arbitraria f : Y →R∪{+∞} inferiormente semicontinua , acotada por debajo sobreY y propia, elproblema
de minimización, que denotaremos por(Y, f ), consiste en encontrar uny0 ∈Y tal que

f (y0) = ı́nf
{

f (y) : y∈Y
}

= ı́nf(Y, f ).

El problema de minimización(Y, f ) se llamabien-formulado o Tykhonov bien-formulado si éste tiene una
única solucióny0 y, más aun,yn → y0 siempre quef (yn) → ı́nf(Y, f ).

El primer objetivo en un principio variacional, como el formulado en(PMP), es probar que el conjunto
X1, de las buenas perturbaciones, es no vacío. Si, además, al espacioX se le dota con una métrica completa,
entonces lo que se busca es demostrar la existencia de abundantes elementos enX1, es decir, queX1 sea
residual enX.

Ya hemos mencionado que el primer problema de minimización perturbada fue el archiconocido e impor-
tante Teorema de Bishop-Phelps, pero el siguiente fortalecimiento de dicho resultado, dada por Bröndsted y
Rockafellar, hace más transparente la conexión con nuestroobjetivo en esta sección (una prueba del siguiente
resultado podemos verla, por ejemplo, en [124]).

Teorema de Bröndsted-Rockafellar. Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach, C un subconjunto no
vacío, convexo y cerrado de X y f: C → R una función convexa, inferiormente semicontinua y
acotada por debajo sobre C. Entonces, para cadaε > 0, existe x∗ ∈ X∗ tal que‖x∗ ‖ < ε y f + x∗

alcanza su mínimo en algún punto x0 ∈C.

Posteriormente, bajo el esquema dado al comienzo de esta sección, han sido formulados los princi-
pios variacionales de Ekeland [152], Borewein-Preiss [63], Stegall [414],Čoban-Kenderov-Revalski [100],
Deville-Godefroy-Zizler [128] y el de Ioffe-Zaslavski [229]. Con la excepción de los dos primeros principios,
el conjunto de las buenas perturbaciones para los restantesprincipios variacionales contiene un subconjunto
Gδ-denso en el espacio de todas las perturbaciones. El esquemade las demostraciones de los últimos tres
principios han estado basadas sobre una construcción directa de una familia numerable de conjuntos abiertos
densos para luego aplicar el Teorema de Categoría de Baire sise asume que el dominio de las funciones es
un espacio de Baire. Para evitar repetir dicha construcciónen cada caso, Marc Lassonde y Julian P. Revalski
en su artículo [280] proponen una nueva técnica: la de lafragmentabilidad de sucesiones de aplicaciones
multivaluadas, donde se construye un esquema común que sirve para demostrar dichos principios. Veamos
cómo lo hicieron.

Comencemos fijando un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) y un espacio métrico(Y,d). Para cada
n∈N, seaFn : X → 2Yr{∅} una función multivaluada. Diremos que la sucesión de funciones multivaluadas
(Fn)

∞
n=1 esdecrecientesi

Fn+1(x) ⊆ Fn(x), para cualquierx∈ X y todon≥ 1.
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Dada una sucesión decreciente de funciones multivaluadas(Fn)
∞
n=1, definimos lafunción límite multivalu-

adaF : X → 2Y por

F(x) =
∞⋂

n=1

Fn(x) para todox∈ X.

Notemos que la aplicación límiteF puede tomar valores vacíos.
La siguiente definición, que difiere de la Definición 2.2.14, página 309, aun en el caso de considerar una

única función, nos será de gran utilidad en esta sección.

Definición 2.2.21. Sea(Fn)
∞
n=1 una sucesión de funciones multivaluadas a valores no vacío de X en Y.

Diremos que(Fn)
∞
n=1 esfragmentada por abiertos por la métricad si, para cualquier conjunto abierto no

vacío U en X y cualquierε > 0, existen un entero n′ ≥ 1 y un conjunto abierto no vacío U′ ⊆ U tal que
d-diam(Fn′(U ′)) < ε.

En este caso también se dice que la métricad fragmenta por abiertos a la sucesión(Fn)
∞
n=1 o que la

sucesión(Fn)
∞
n=1 esd-fragmentada por abiertos. Es claro que sid fragmenta por abiertos a la sucesión

(Fn)
∞
n=1, también fragmenta por abiertos a la aplicación límiteF.
Ya hemos probado, Teorema 2.2.55, página 304, que siX es un espacio de Baire yY es un espacio

fragmentable con métrica fragmentadorad, entonces toda aplicación multivaluadaF fragmentada por la
métricad, es univaluada sobre un subconjuntoGδ-denso deX. El próximo resultado generaliza este hecho
para sucesiones decrecientes de funciones multivaluadas fragmentadas por abiertos.

Teorema 2.2.65 (Lassonde-Revalski).Sean(X,τ) un espacio de Baire y(Y,d) un espacio métrico. Supon-
ga que(Fn)

∞
n=1 es una sucesión decreciente de funciones multivaluadas de Xen Y. Si d fragmenta por abier-

tos a(Fn)
∞
n=1, entonces existe un subconjunto Gδ-denso G de X tal que, para cualquier x∈ G, la aplicación

límite F satisface una, y sólo una, de las dos condiciones siguientes:

(a) F(x) =∅, o bien

(b) F(x) es un conjunto formado por un único punto, digamos z, en cuyo caso, para cadaε > 0, existen un
conjunto abierto U conteniendo a x y un entero n′ ≥ 1 tal que

Fn′(U) ⊆UY(z,ε) =
{

y∈Y : d(z,y) < ε
}
.

Si la métrica d es completa y los Fn(x) son subconjuntos cerrados de Y para todo x∈ X y cualquier n≥ 1,
entonces(b) se satisface para todo x∈ G.

Prueba.Para cadak∈N, considere el conjunto

Gk =
⋃{

U ⊆ X : U es abierto no vacío y existe n≥ 1 tal que d-diam(Fn(U)) < 1/k
}
.

CadaGk es abierto enX. Mostraremos que cada uno de ellos es denso enX. En efecto, fijemos unk ≥ 1
y seaU cualquier subconjunto abierto no vacío deX. Por la fragmentabilidad (por abiertos) de la sucesión
(Fn)

∞
n=1, existenn′ ≥ 1 y un conjunto abierto no vacíoU ′ ⊆U tal qued-diam(Fn′(U ′)) < 1/k. Es claro que

U ′ ⊆ Gk y entoncesU ∩Gk 6=∅, quedando así establecido queGk es denso enX.
Sea

G =
∞⋂

k=1

Gk.
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Puesto queX es un espacio de Baire,G es unGδ-denso enX. Tomemos cualquierx∈ G. Entoncesx∈ Gk

para todok ∈ N. De la definición deGk se deduce la existencia de una sucesión de conjuntos abiertos no
vacíos(Uk)

∞
k=1 enX y de una sucesión estricta creciente de enteros(nk)

∞
k=1 tal que, para cualquierk≥ 1, se

tiene quex ∈Uk y d-diam(Fnk(Uk)) < 1/k. Es claro, debido al decrecimiento de la sucesión(Fn)
∞
n=1 y al

Teorema de Encaje de Cantor, que el conjunto
⋂∞

k=1 Fnk(Uk), o es vacío, o consta de un único punto y que,
además,

F(x) =
∞⋂

k=1

Fnk(x) ⊆
∞⋂

k=1

Fnk(Uk).

Si ahora suponemos queF(x) 6=∅, entonces existe un únicoz∈Y tal que

{z} = F(x) =
∞⋂

k=1

Fnk(x) =
∞⋂

k=1

Fnk(Uk). (2.2.6)

Notemos que si la métricad es completa yFn(x) es cerrado enY para cadan∈ N y todox∈ X, entonces el
Teorema de Encaje de Cantor nos garantiza que (2.2.6) siempre se cumple para todox∈ G.

Seaε > 0 arbitrario. Tomemos unk ≥ 1 tal que 1/k < ε y pongamosU = Uk y n′ = nk. Puesto que
d-diam(Fnk(Uk)) < 1/k, se concluye de (2.2.6) queFn′(U) ⊆UY(z,ε). Esto termina la prueba. �

Comentario Adicional 2.2.19 Es necesario hacer un breve comentario sobre el resultado anterior. La pri-
mero que debemos observar es que bajo las condiciones del Teorema 2.2.65, la aplicaciónF es no
sólo univaluada sino que, además, ella es superiormente semicontinua con respecto a la métricad en
cualquier puntox ∈ G dondeF(x) 6= ∅. En particular, si la métricad es completa y los valores de
Fn(x) son cerrados para cualquiern∈ N y cualquierx∈ X, entoncesF es univaluada y superiormente
semicontinua en cualquier puntox∈ G.

La segunda observación, la que resulta ser nueva e interesante en el resultado anterior, es la propiedad
de continuidad establecida en(b) que, de hecho, es más fuerte que la semicontinuidad superiorde la
aplicación límite. Más aun, y este es otro rasgo distintivo de la contribución de ese teorema, es que se
obtienen abundantes puntos (unGδ-denso) donde la aplicación límite es a un sólo valor sin suponer
que dicha aplicación tenga valores no vacíos. Este hecho es importante para aplicaciones donde la
correspondiente función solución (del problema planteado) puede tener valores vacíos.

Para poder hacer uso del Teorema 2.2.65 tenemos que situarnos en un contexto apropiado. Sean entonces
(Y,τ) un espacio topológico completamente regular,Y1 un subespacio deY completamente metrizable con
métrica completad y (X,‖·‖X) un espacio de Banach de funciones continuas a valores realesdefinidas sobre
Y las cuales están acotadas sobreY1 y satisfacen la siguiente condición:

(DGZ0) Existe M> 0 tal que, para cualquier g∈ X, sup
{
|g(y)| : y∈Y1

}
≤ M ‖g‖X.

Observe que las funciones enX no requieren, necesariamente, estar acotadas sobreY. El espacioX servirá
como un espacio de funciones perturbadas según el esquema formulado por el problema de minimización
perturbada(PMP), pero trabajando conY1 en lugar deY; es decir, considerando una función propia, infe-
riormente semicontinuaf : Y1 → R∪{+∞} y acotada por debajo sobreY1, y estudiar el conjunto

X1 =
{

g∈ X : f +g alcanza su mínimo (o mínimo fuerte) sobre Y1
}
.

Comencemos por definir la sucesión(Fn)
∞
n=1 de aplicaciones multivaluadas del modo siguiente: para

cadan∈ N, la funciónFn : X → 2Y1 viene dada por

Fn(g) =
{

x∈Y1 : f (x)+g(x) ≤ ı́nf
Y1

( f +g)+1/n
}

(2.2.7)
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para todag∈ X. Observemos que la sucesión(Fn)
∞
n=1 es decreciente y que todos los conjuntosFn(g) son no

vacíos y cerrados enY1. Además, la función límiteF : X → 2Y1, definida por

F(g) =
∞⋂

n=1

{
x∈Y1 : f (x)+g(x) = ı́nf

Y1
( f +g)

}

constituye, para cadag∈ X, el conjunto de los puntos dondef +g alcanza su mínimo enY1.

La siguiente notación nos será de utilidad. DadoA⊆Y, h : Y →Rr{∅} una función propia la cual está
acotada por debajo sobre el conjuntoA y α > 0, denotaremos porS(A,h,α) el conjunto

S(A,h,α) :=
{

y∈ A : h(y) ≤ (ı́nf
A

h)+ α
}
.

Con esta notación tenemos queFn(g) = S(Y1, f + g,1/n). Hacer viable una aplicación del Teorema 2.2.65
requiere encontrar condiciones que garanticen que la sucesión (Fn)

∞
n=1 así definida sea fragmentada por

abiertos por la métricad. El siguiente resultado proporciona tales condiciones.

Lema 2.2.22 (Lassonde-Revalski).Sean(Y,τ) un espacio topológico completamente regular, Y1 ⊆ Y un
subespacio completamente metrizable con métrica completad y sea(X,‖·‖X) un espacio de Banach de
funciones sobre Y satisfaciendo(DGZ0). Supongamos que f: Y1 → R∪{+∞} es una función propia, in-
feriormente semicontinua y acotada por debajo sobre Y1. Sea(Fn)

∞
n=1 la sucesión decreciente de funciones

multivaluadas construidas por (2.2.7). Si una de las siguientes dos condiciones se cumplen:

(LR1) Para cada función propia h: Y1 →R∪{+∞} inferiormente semicontinua y acotada por debajo en Y1

y cadaε > 0, existen g∈ X y unα > 0 tal que

‖g‖X ≤ ε y d−diam
(
S(Y1,h+g,α)

)
< ε.

(LR2) Para cadaε > 0, existe unβ > 0 tal que para cada y1 ∈Y1, existe g∈ X con‖g‖X = 1 y

g(y1) + β ≤ ı́nf
{

g(y) : y∈Y1rUY1(y1,ε)
}
.

Entonces la sucesión(Fn)
∞
n=1 es fragmentada por abiertos por la métrica d.

Prueba.Primero demostraremos que(LR1) implica que(Fn)
∞
n=1 es fragmentada por abiertos por la métrica

d. SeaU un subconjunto abierto no-vacío deX y seaε > 0. Tome cualquier funcióng0 ∈U y unρ > 0 tal que
UX(g0,ρ)⊆U . Puesto quef +g0 es una función propia, inferiormente semicontinua y acotada por debajo en
Y1, la condición(LR1), nos garantiza la existencia de una funcióng∈ X tal que‖g‖X ≤ ε1 := mı́n{ε,ρ/2} y
de unα > 0 para el cual se cumple qued−diam

(
S(Y1, f +g0 +g,α)

)
< ε1. Por otro lado, usando(DGZ0)

es fácil establecer la existencia deδ < ρ/2 tal que

S(Y1, f + g′, α/2) ⊆ S(Y1, f + g0 + g, α), para cualquierg′ ∈UX(g0 + g, δ).

De esto se sigue qued− diam(Fn′(U ′)) < ε dondeU ′ = UX(g0 + g,δ) ⊆ U y n′ se elige de modo que
1/n′ < α/2, con lo cual concluye la prueba de que(Fn)

∞
n=1 es fragmentada por abiertos por la métricad.

Lo que vamos a demostrar ahora es que(LR2) implica (LR1). Seah : Y1 →R∪{+∞} una función como
en(LR1) y seaε > 0. Tomemosβ como en(LR2), pongamosα := εβ/2 y escojamosy1 ∈Y1 tal que

h(y1) < (ı́nf
Y1

h) + α.
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Sea ahorag ∈ X la función proporcionada por(LR2) para el puntoy1. Definamosgε := ε ·g y seleccione
cualquiery∈ S(Y1,h+gε,α). Tenemos entonces que

(h + gε)(y) ≤ (h + gε)(y1) + α < ı́nf
Y1

h + gε(y1) + 2α ≤ h(y) + gε(y1) + 2α,

de donde se deduce queg(y) < g(y1)+β y, en consecuencia,y∈UY1(y1,ε) gracias a(LR2). Esto prueba que
el conjuntoS(Y1,h+gε,α) está contenido enUY1(y1,ε) y, por lo tanto, su diámetro es menor que 2ε, mientras
quegε ∈ X con‖gε ‖ = ε. Esto demuestra que(LR1) se cumple y termina la prueba. �

Como una consecuencia de los resultados anteriores, tenemos el siguiente principio variacional de Las-
sonde y Revalski.

Teorema 2.2.66 (Principio Variacional de Lassonde-Revalski). Sean Y un espacio topológico completa-
mente regular, Y1 ⊆Y un subespacio completamente metrizable con métrica completa d y sea(X,‖·‖X) un
espacio de Banach de funciones satisfaciendo(DGZ0) y (LR2) (o, de modo más general,(DGZ0) y (LR1)).
Supongamos que f:Y1 →R∪{+∞} es una función propia, inferiormente semicontinua y acotada por debajo
sobre Y1. Entonces el conjunto

X1 = {g∈ X : f +g alcanza su mínimo (o mínimo fuerte) en Y1}

es residual en X.

Prueba.Ya hemos visto que la sucesión(Fn)
∞
n=1, construida por medio de (2.2.7), es decreciente y que los

conjuntosFn(g) son no-vacíos y cerrados enY1. Más aun, por el Lema 2.2.22, dicha sucesión es fragmentada
por abiertos por la métricad y como dicha métrica es completa, podemos invocar el Teorema2.2.65, para
obtener un subconjuntoGδ-densoG deX tal que, para cadag∈ G, se cumpla(b) para la aplicación límite.
La propiedad(b) parag evidentemente implica que el problema(Y1, f +g) está bien-formulado. �

El principio variacional de Deville-Godefroy-Zizler ([128], Lemma 2.5, p.10) es ahora una consecuencia
inmediata del Teorema 2.2.66.

Teorema 2.2.67 (Principio Variacional de Deville-Godefroy-Zizler). Sea(Y,‖·‖) un espacio de Banach
y sea(X,‖·‖X) un espacio de Banach de funciones continuas acotadas a valores reales definidas sobre Y
satisfaciendo(DGZ0) con Y1 = Y y las siguientes propiedades adicionales:

(DGZ1) Para cada g∈ X y cada z∈Y, la función gz : Y →R definida por gz(y) = g(y+z) para todo y∈Y,
está en X y‖gz‖X = ‖g‖X.

(DGZ2) Para cada g∈ X y cada a∈R, la función x7→ g(ax) está en X.

(DGZ3) Existe una función abollada en X; es decir, una funciónϕ : Y → R con soporte no vacío y acotado
de Y .

Si f : Y → R∪ {+∞} es una función propia, inferiormente semicontinua y acotada por debajo sobre Y,
entonces el conjunto

X1 =
{

g∈ X : f +g alcanza un mínimo fuerte en Y
}

es residual en X.
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Prueba.Para poder hacer uso del Teorema 2.2.66 conY1 = Y, todo lo que tenemos que hacer es demostrar
que las propiedades(DGZ1), (DGZ2) y (DGZ3) implican(LR2). En primer lugar notemos que gracias a las
propiedades(DGZ1) y (DGZ2) podemos suponer que el soporte de la función abolladaϕ dada por(DGZ3)
está contenido en la bola abierta unitariaUY(0,1) deY y queϕ(0) = 1. Seaε > 0 arbitrario. Consideremos la
funciónh : Y →R definida porh(y) = ϕ(y/ε) para todoy∈Y. Entoncesh∈X y su soporte está contenido en
UY(0,ε). Pongamosβ := 1/‖h‖X. Sea ahoray1 ∈Y un punto arbitrario. Entonces, la funcióng∈ X definida
porg(y) = −βh(y−y1) para todoy∈Y satisface

‖g‖X = β‖h‖X = 1, g(y1)+ β = 0 y g(y) = 0 para todoy 6∈UY(y1,ε).

Esto nos dice que(LR2) se cumple y termina la prueba. �

Es importante destacar que entre los espacios de funciones continuas, cuando las condiciones(DGZ0),
(DGZ1), (DGZ2) y (DGZ3) se satisfacen, están:C(Y), el espacio de Banach de todas las funciones con-
tinuas y acotadas sobreY, el espacio de todas las funciones acotadas Lipschitz enY y la familia de todas
las funciones LipschitzianasC1-suaves definidas en un espacio de Banach admitiendo una función abollada
LipschitzianaC1-suave con la norma correspondiente. Este hecho permite queel principio variacional de
Deville-Godefroy-Zizler tengas varias aplicaciones, entre ellas, la posibilidad de derivar el principio varia-
cional de Ekeland (en su forma débil) y probar la existencia de soluciones de las ecuaciones de Hamilton-
Jacobi (véase, por ejemplo, [128]).

Teorema 2.2.68 (Principio Variacional de Ekeland).Sea(Y,‖·‖) un espacio de Banach y suponga que
f : Y → R∪{+∞} es una función propia, inferiormente semicontinua y acotada por debajo. Entonces, para
cadaε > 0, existe un x0 ∈ Dom( f ) tal que, para todo x∈Y

f (x) ≥ f (x0) − ε‖x− x0‖ y f(x0) ≤ ı́nf
Y

f + ε.

Prueba.El espacio de BanachX = Lip(Y) de todas las aplicaciones Lipschitzianasg : Y → R equipado con
la norma

‖g‖X = sup
{
|g(x)| : x∈Y

}
+ sup

{ |g(x) − g(y)|
‖x− y‖ : x 6= y

}
,

satisface las condiciones(DGZ0), (DGZ1), (DGZ2) y (DGZ3) del Teorema 2.2.67. De allí que existeng∈ X
y x0 ∈Y tal que‖g‖X ≤ ε/2 y f + g alcanza su mínimo enx0. Por consiguiente, para cualquierx ∈Y se
tiene que

f (x) ≥ f (x0) + g(x0) − g(x) ≥ f (x0) − ε‖x− x0‖ .

Más aun, puesto que‖g‖X ≤ ε/2, entonces

f (x) ≥ f (x0) + g(x0) − g(x) ≥ f (x0) − ε,

y así,

f (x0) ≤ ı́nf
Y

f + ε.

�

Una parte del principio variacional děCoban-Kenderov-Revalski, se puede demostrar haciendo usodel
resultado de Lassonde-Revalski, Teorema 2.2.66.



328 Cap. 2Aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire

Teorema 2.2.69 (Principio Variacional deČoban-Kenderov-Revalski). Sean(Y,τY) un espacio topoló-
gico de Hausdorff completamente regular conteniendo un subespacio denso completamente metrizable Y1 y
f : Y →R∪{+∞} una función propia, inferiormente semicontinua , acotada por debajo sobre Y1 y continua
en cualquier punto deDom( f ). Entonces el conjunto

X1 =
{

g∈C(Y) : (Y, f +g) está bien-formulado
}

contiene un subconjunto Gδ-denso en el espacio(C(Y),‖·‖∞).

Prueba.Observemos en primer lugar que las hipótesis sobref y Y1 nos dicen que el dominio def , Dom( f ),
es abierto enY y, más aun, ı́nfY( f + g) = ı́nfY1( f + g) para cualquierg ∈ C(Y). En particular, f también
es propia sobreY1. El espacio(C(Y),‖·‖∞) satisface(DGZ0), y puesto queY es completamente regular, la
propiedad(LR2) también se satisface. Así, por el Teorema 2.2.66, existe un subconjuntoGδ-densoG del
espacio(C(Y),‖·‖∞) tal que para cadag∈ G, el problema(Y1, f +g) está bien-formulado. Lo que nos queda
por demostrar es que para todog∈ G, el problema de minimización(Y, f +g) también está bien-formulado.
En efecto, tomemosg∈ G y seay0 ∈Y1 el único mínimo del problema(Y1, f +g). Puesto que cualquier red
minimizante para(Y1, f + g) también converge ay0 y ya queY1 es denso enX, resulta que el problema de
minimización(Y, f +g) no puede tener otra solución quey0. De allí que

y0 ∈
∞⋂

n=1

On,

dondeOn = {y∈Y : f (y)+g(y) < ı́nfY( f +g)+1/n}. Veamos ahora a probar que la familia de conjuntos
abiertos(On)

∞
n=1 es una base local paray0 enY. De esto se seguirá el problema bien-propuesto(Y, f +g).

Tomemos un entorno abiertoV dey0 enY. Puesto queY es completamente regular, existe un conjunto
abiertoW enY cony0 ∈W tal queW ⊆V. Afirmamos que existe unn0 ∈ N para el cualOn0 ⊆W ⊆V. De
no ser así, para cualquiern≥ 1, OnrW 6= ∅ y como este último conjunto es abierto enY y Y1 es denso en
Y, obtenemos una sucesión(yn)

∞
n=1 tal queyn ∈ (OnrW)∩Y1, n≥ 1. Es claro que(yn)

∞
n=1 es una sucesión

minimizante para(Y1, f +g) la cual no converge ay0. Esta contradicción completa la prueba. �

Finalizamos esta sección mencionando el principio variacional de Stegall e invitando al lector a consul-
tar el reciente artículo de Lassonde y Revalski [280] para una demostración de éste y los otros principios
variacionales anteriormente mencionados que no han sido demostrados con la técnica ya expuesta.

Teorema 2.2.70 (Principio Variacional de Stegall).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y C un subcon-
junto no vacío, convexo y cerrado de X. Suponga que C tiene la Propiedad de Radon-Nikodym y sea
f : C→R∪{+∞} una función propia, inferiormente semicontinua y acotada por debajo sobre C. Entonces,
el conjunto

X1 =
{

x∗ ∈ X∗ : (C, f +x∗) está bien-formulado
}

es residual en X∗.

Observemos que cuando el problema de maximización(C,x∗), para algúnx∗ ∈ X∗, está bien-formulado,
entonces el único máximo enC se llama, como ya sabemos, un punto fuertemente expuesto (por x∗) y el fun-
cionalx∗ un funcional fuertemente expuesto paraC. Una consecuencia inmediata del Principio Variacional
de Stegall (conf ≡ 0) es que el conjunto de todos los funcionales fuertemente expuesto para un subconjunto
no vacío, cerrado, convexo y acotadoC deX con la PRN es residual enX∗, un resultado que ya habíamos
probado en el Teorema 2.2.30, página 271. Otra consecuenciaimportante que se deduce del Principio Varia-
cional de Stegall es que cualquier subconjunto no vacío, cerrado, convexo y acotadoC deX con la PRN es
la cápsula convexa cerrada de sus puntos fuertemente expuestos (Teorema 2.2.28, página 268).
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Comentario Adicional 2.2.20 SeaY un espacio topológico de Hausdorff y denotemos porF
pb
lsc(Y) el con-

junto formado por todas las funcionesf :Y →R∪{+∞} que son semicontinuas inferiormente, propias
y acotadas por debajo sobreY.

La utilidad de los principios variacionales ha sido demostrado en muchas direcciones, desde la am-
plia e indiscutible gama de aplicaciones del principio variacional de Ekeland en optimización, análisis
variacional y no lineal, teoría de puntos críticos, ecuaciones diferenciales parciales, etc., hasta los más
recientes como son los de Stegall, Borwein-Preiss y Deville-Godefroy-Zizler cuyo campo de apli-
cación incluye el análisis no suave, la geometría de los espacios de Banach, existencia de soluciones
para ecuaciones diferenciales, diferenciabilidad de funciones convexas, juegos topológicos, etc.

Mientras que en todos los principios anteriores el objetivoprincipal era, dada la funciónf enF
pb
lsc(Y),

encontrar un espacio de funciones que contuviera en su seno un subconjunto de buenas perturbaciones,
existe, sin embargo, otro enfoque que pudiéramos pensar como el opuesto al esquema dado anterior-
mente. En un artículo publicado en el año 2004, J. Borwein, L.Cheng, M. Fabian y J. P. Revalski [62]
consideran el siguiente problema:

Dada la familiaF
pb
lsc(Y), el objetivo ahora es encontrar una única función perturbación ϕ para esa

familia; es decir, tal que f+ ϕ alcance su mínimo sobre Y para cualquier f∈ F
pb
lsc(Y).

La libertad de perturbar, simultáneamente, por una funciónfija una familia arbitraria suficientemente
grande de funciones, puede ser de mucha utilidad sobre los principios antes mencionados. Esta idea
ya había sido usada por Tykhonov (ver [62]) para el caso de funciones convexas en el contexto de un
espacio de Hilbert usando comoϕ la función cuadrado de la norma.

La prueba de la existencia de una única funciónϕ haciendo que cada perturbaciónf + ϕ alcance su
mínimo para cualquier función inferiormente semicontinuaf , no es tan difícil. Por ejemplo, siY es
un espacio de Banach yY1 es cualquier subespacio de dimensión finita deY (incluyendoY1 = {0}),
entonces basta con definirϕ por

ϕ(y) =

{
‖y‖2 si y∈Y1,

+∞ si y∈YrY1.

Lo que no es inmediato, y merece ser estudiado, es el hecho de que imponiéndole a la funciónϕ unas
pocas exigencias se obtienen condiciones necesarias y suficientes para dicho principio variacional. En
efecto, en [62] Borwein, Cheng, Fabian y Revalski demuestran los siguientes resultados:

Teorema 2.2.71 (Borwein-Cheng-Fabian-Revalski, [62], Theorem 2.1). Sea Y un espacio topoló-
gico de Hausdorff y supongamos que existe una función propia, inferiormente semicontinuaϕ : Y →
R∪{+∞} cuyos conjuntos de nivel S(ϕ, r) = {y∈Y : ϕ(y)≤ r} son todos compactos. Entonces, para
cualquier función f∈ F

pb
lsc(Y), la función f+ ϕ alcanza su mínimo sobre Y. En particular, si el do-

minio deϕ, Dom(ϕ), es relativamente compacto, entonces la conclusión es la misma para cualquier
función propia, inferiormente semicontinua f (no necesariamente acotada por debajo).

Teorema 2.2.72 (Borwein-Cheng-Fabian-Revalski, [62], Theorem 2.4). Seaϕ :Y→R∪{+∞} una
función propia sobre un espacio métrico(Y,d) con la siguiente propiedad: para cualquier f∈C(X), la
función f+ϕ alcanza su mínimo. Entoncesϕ ∈ F

pb
lsc(Y) y todos sus conjuntos de nivel son compactos.

Finalizamos esta sección con un resultado demostrado por Bouras, Ferrahi y Saidou [66] que emula el
principio variacional de Stegall.
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Teorema 2.2.73 (Stegall-Bouras-Ferrahi-Saidou).Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-
Nikodym si, y sólo si, para cada función f: X → R∪{+∞} convexa, inferiormente semicontinua y acotada
por debajo en X, existe x∗ ∈ X∗ tal que fx∗ := f −x∗ alcanza un mínimo fuerte.

2.2.13. ‖ ◮ El juego de Banach-Mazur y espacios de Baire

La teoría de juegos infinitos entre dos personas es fascinante. Ha sido usada para caracterizar una amplia
variedad de espacios topológicos y, además, nos provee de unas técnicas simples y sencillas para demostrar,
en algunos casos, resultados profundos y difíciles en varios campos de las matemáticas (véase, por ejem-
plo, [422, 371, 367, 302, 263, 261, 127], etc.). En esta sección abordaremos fundamentalmente el juego de
Banach-Mazur y algunas de sus variantes.

El juego de Banach-Mazur fue inventado por Stanisław Mazur para ilustrar la idea de categoría. El juego
hace su debut en el famoso Scottish Book. Este libro de notas fue creado en el período comprendido entre
1935 al 1941 en el pueblo de Lwów (este es el nombre Polaco de laciudad pues por mucho tiempo perteneció
a Polonia, en la actualidad está anexada a Ucrania con el nombre de Lviv y, durante la era Soviética, en el
período comprendido entre Septiembre de 1939 a Junio de 1941, el nombre ruso Lvov fue ampliamente
usado). Un grupo de matemáticos que trabajaban en la Universidad de Lwów se reunían en uno de los
“caffés”, el Scottish Caffé House, cercano a la Universidadpara discutir informalmente de matemáticas.
Siguiendo una idea de Stefan Banach, algunos afirman que en realidad fue de su esposa, se decidió comprar
un cuaderno de notas para escribir los problemas propuestosque se discutían en el café-bar, así como sus
soluciones en caso de existir. El camarero de dicho café era el encargado de resguardar dicho cuaderno.
Muchos de esos problemas iban acompañados de un premio el cual podía consistir de una botella de cerveza,
de vino, o de un ganso (vivo). Entre los creadores del Scottish Book se encuentran los matemáticos polacos:
Stefan Banach, Stanisław Mazur, Stanisław Ulam y Hugo Steinhauss. El problema No. 43 del Scottish Book,
(véase, Mauldin [302]) propuesto por S. Mazur, era el siguiente:

Juego de Mazur. Se fija un subconjunto no vacío E deR y se considera la familiaF formada por
todos los intervalos cerrados, acotados y no vacíos deR. Ahora se eligen dos jugadoresA y B
que jugarán el juego de Mazur según las siguientes reglas: eljugadorA es quien siempre comienza
el juego seleccionando, en su primer movimiento, un elemento I1 ∈ F y seguidamente el jugadorB
selecciona otro elemento I2 ∈F incluido en I1. En su siguiente movimiento unA elige I3 ∈F incluido
en I2 y B responde de inmediato escogiendo un I4 ∈ F incluido en I3 y se continua, ad infinitum,
con este modo alternativo de selección. Por consiguiente, ambos jugadores generan una sucesión
decreciente de intervalos cerrados y acotados no vacíos(In)∞

n=1, donde el jugadorA selecciona los
intervalos con índices impares y el jugadorB los de índices pares. Observe que, gracias al Teorema
de Encaje de Cantor, el conjunto

⋂∞
n=1 In es no vacío. Si

⋂∞
n=1 In contiene al menos un punto en

común con E, entonces al jugadorA se le declara el ganador de dicha partida, en caso contrario,
se declara como ganador al jugadorB.

La pregunta importante es la siguiente:¿Puede uno de los jugadores, escogiendo sus intervalos adecuada-
mente, asegurar que él o ella siempre ganará cualquier partida que se juegue independientemente de cómo
juegue su oponente?, es decir, ¿puede uno de los jugadores poseer una “estrategia” que le permita siempre
ganar? La respuesta a esa interrogante depende, fundamentalmente, del conocimiento que tengan ambos
jugadores del conjuntoE. Por ejemplo:

(a) Si el conjuntoE contiene un intervalo, digamosJ, entonces el jugadorA ganará cualquier partida que se
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juegue, sin importar cómo juegue su oponente, con sólo elegir, en su primer movimiento, un subintervalo
cerradoI1 ⊆ J.

(b) Un caso menos trivial y donde el jugadorA también posee una estrategia ganadora, es considerar el
conjuntoE = R\Q de losnúmeros irracionales. En efecto, en primer lugar hagamos una lista de todos
los números racionales deR, digamos,Q = {q1,q2, . . .}. La estrategia que deberá adoptar el jugadorA
para ganar cualquiera de las partidas es la siguiente: en su primer turno el jugadorA elige un intervalo
cerrado y acotadoI1 que no contenga el puntoq1. Es el turno del jugadorB y éste elige un intervalo
cerrado y acotadoI2 incluido en I1. Veamos que ocurre conq2: si q2 6∈ I2, entonces la respuesta del
jugadorA consistirá en escoger cualquier intervalo cerrado y acotado I3 incluido enI2. Pero siq2 ∈ I2,
entonces siempre se puede determinar un intervalo cerrado yacotado contenido enI2 que no contiene
a q2. El jugadorA elige un tal intervalo. Inductivamente, suponga que los intervalosI1, I2, I3 . . . , I2n

han sido escogidos de acuerdo a las reglas del juego y que ahora le corresponde al jugadorA hacer
su elección. Puesto que el conjunto{q1,q2, . . . ,qn} es finito, existe un intervalo cerradoI2n+1 ⊆ I2n tal
que I2n+1∩{q1, . . . ,qn} = ∅. El jugadorA elige un tal intervaloI2n+1. Observe que, para cadan∈ N,
qn 6∈ I2n+1, y que el conjunto

⋂∞
n=1 In, el cual es no vacío, no contiene ningún número racional. De esto

se sigue que
(⋂∞

n=1 In
)
∩E 6=∅, lo cual significa que el jugadorA si sigue dicha estrategia también, en

este caso, ganará el juego.

(c) Por otro lado, si el conjuntoE es de primera categoría enR, entonces existe una simple estrategia
para que el jugadorB siempre gane, independientemente de cómo juegue su oponente. En efecto, si
E es de primera categoría podemos escribirlo en la formaE =

⋃∞
n=1En, donde cadaEn es cerrado y

nunca-denso. Suponga que el primer movimiento del jugadorA es el intervaloI1 = [a,b]. ComoE1 tiene
interior vacío, el intervalo(a,b) no puede estar enteramente contenido enE1, de modo que el conjunto
(a,b)\E1 es un abierto no vacío. La primera elección del jugadorB es tomar cualquier intervalo cerrado
I2 ⊆ (a,b) \E1 ⊆ I1 \E1. Observe queI2∩E1 = ∅. Por consiguiente, si el jugadorB elige, para cada
n∈ N, un intervalo cerradoI2n ⊆ I2n−1rEn, dondeI2n−1 es el intervalo escogido, en el paso anterior,
por el jugadorA, entonces independientemente de cómo el jugadorA juegue,B siempre ganará pues⋂∞

n=1 In, que es un conjunto no vacío, no contiene ningún punto en común conE. Es importante destacar
que siE = {x1,x2, . . .} es cualquier conjunto numerable enR, entonesE es de primera categoría enR y,
por lo anterior, existe un puntox∈⋂∞

n=1 In ⊆ I1 tal quex 6= xn para todon∈N. Esto prueba, en particular,
que:

Teorema de Cantor. Ninguna sucesión(xn)
∞
n=1 enR puede cubrir la totalidad de los puntos de un

intervalo cerrado y acotado I, es decir, cualquier intervalo cerrado y acotado deR es no numerable.

Mazur conjeturó quesólamentecuando el conjuntoE es de primera categoría enR, puede el jugadorB
estar seguro que ganará cualquiera de las partidas del juegoque se juegue. Como premio, Mazur ofreció a
quien resolviera el problema, una botella de vino. La respuesta, afirmativa, fue dada el 4 de Agosto de 1935
por Stefan Banach pero nunca apareció publicada. Posteriormente, el juego tomó los nombres de Banach-
Mazur y parece ser el primer juego posicional infinito con información perfecta (ambos jugadores están en
conocimiento de los movimientos efectuados en todos los pasos anteriores) estudiado por los matemáticos.

En 1956, en la revistaBull. Acad. Polon. Sci.v.4, pág. 485-488, J. Mycielski, S.Świerczkowski and A.
Zieba publicaron por primera vez, en la forma de un teorema, el juego de Banach-Mazur anunciando que
poseían una demostración de dicho teorema pero que en una próxima publicación la darían a conocer. Nunca
apareció tal publicación. Finalmente, J. Oxtoby en 1957 [346] presentó una demostración del Teorema del
juego de Banach-Mazur pero en un contexto más general.
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Las reglas en el juego de Banach-Mazur.

Sean(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff yτ∗ la familia de todos los subconjuntos abiertos no
vacíos deX. El siguiente juego es un caso particular de un juego propuesto de Oxtoby (véase el Juego de
Banach-Mazur-Oxtoby un poco más adelante). En primer lugardebemos precisar cuáles son las reglas de
este nuevo juego; es decir, las condiciones que definen o determinan cómo le está permitido jugar a cada
jugador y posteriormente definir bajo qué condiciones, si esque ellas existen, uno de ellos tiene el privilegio
de ganar cualquiera de las partidas del juego que se juegue. Las reglas en este juego son las siguientes: los
dos jugadores, a los que denotaremos de ahora en adelante porα y β escogen, alternativamente, elementos
deτ∗,

β : U1 U2 · · · Un · · ·

α : V1 V2 · · · Vn · · ·
formando la sucesión decreciente

U1 ⊇V1 ⊇U2 ⊇V2 ⊇ ·· · ⊇Un ⊇Vn ⊇ ·· · (2.2.8)

donde el jugadorβ es quien siempre tiene el privilegio de efectuar el primer movimiento en el juego esco-
giendo, en su primera elección, un subconjunto abierto no vacíoU1 deX. Ahora el turno es para el jugadorα
quien elige un subconjunto abierto no vacíoV1 deU1 y se continúa con este modo alternativo de selección. A
este juego se le llama eljuego de Banach-Mazury se denotará en lo sucesivo por BM(X). (Algunos autores
prefieren usar el términojuego de Choqueten lugar de juego de Banach-Mazur). Cada sucesión encajada
de subconjuntos abiertos no vacíos, como en (2.2.8), generada por ambos jugadores, se llamará unapartida
del juego BM(X) y denotada de ahora en adelante porp = (Un,Vn)

∞
n=1. Al jugadorα se le declaraganador

de la partidap = (Un,Vn)
∞
n=1 si

∞⋂

n=1

Un =
∞⋂

n=1

Vn 6=∅.

Si la intersección anterior es vacía, entonces el vencedor de dicha partida es el jugadorβ.

Juegos parciales

Fijemosn ∈ N. Un juego parcial de longitud 2n− 1 en el juego BM(X) es cualquier sucesión finita
(U1,V1, . . . ,Un−1,Vn−1,Un) de conjuntos abiertos no vacíos satisfaciendo

U1 ⊇V1 ⊇ ·· · ⊇Un−1 ⊇Vn−1 ⊇Un,

y que representan los primerosn movimientos legales efectuados por el jugadorβ y los primerosn− 1
movimientos legales efectuados por el jugadorα. Similarmente, unjuego parcial de longitud2n en el juego
BM(X) es una sucesión finita(U1,V1, . . . ,Un,Vn) de conjuntos abiertos no vacíos satisfaciendo

U1 ⊇V1 ⊇ ·· · ⊇Un ⊇Vn,

y que representa los primerosn movimientos legales efectuados por ambos jugadores.
Con frecuencia resultará útil establecer un cierto orden parcial sobre el conjunto JP(X), formado por

todos los juegos parciales en BM(X). En efecto, sir y s son elementos de JP(X) con longitudesm y n
respectivamente, declaramos que:

r ⊆ s si, y sólo si, m≤ n, y los primeros m conjuntos de ambos juegos parciales son los mismos.
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Claramente la relación⊆ así definida es un orden parcial sobre JP(X). Si ocurre quer ⊆ s con r,s∈ JP(X),
entonces diremos que el juego parcialses unacontinuacióno extensióndel juego parcialr. En lo que sigue,
para cadan ∈ N, denotaremos por JPn la colección de todos los juegos parciales de longitudn en el juego
BM(X). Observe que JP1 = τ∗.

Las estrategias de los jugadores en el juego de Banach-Mazur.

El objetivo fundamental en el juego de Banach-Mazur es que uno de los jugadores pueda disponer de
una estrategia que le brinde la posibilidad de ganar dicho juego en cualquier circunstancia (si es que tal
ocurrencia es posible). Pero, ¿puede uno de los jugadores estar en posesión de un esquema o procedimiento
que le permita ganar cualquier partida que se juegue independientemente de cómo juegue su oponente? Que
ello sea posible depende de la siguiente noción de estrategia.

Unaestrategiapara el jugadorα, que denotaremos en lo sucesivo porεα, es una sucesión de funciones
(αn)n≥1 donde, para cadan∈N, las funcionesαn : Dom(αn)→ τ∗ son definidas inductivamente como sigue:

(a) Dom(α1) = τ∗ y α1 : τ∗ → τ∗ se define exigiendo que

α1(U1) ⊆U1, para todoU1 ∈ τ∗.

(b) En general, sin≥ 2, el dominio deαn, Dom(αn), consiste de todos los elementos

(U1,V1, . . . ,Un−1,Vn−1,Un) ∈ JP2n−1,

tales que, para cualquierk≤ n−1,

(b1) (U1,V1, . . . ,Uk) ∈ Dom(αk),

(b2) Vk = αk(U1,V1, . . . ,Uk) y

(b3) Un es un subconjunto (abierto no vacío) arbitrario incluido enVn−1.

y la funciónαn : Dom(αn) → τ∗ se define demandando que

αn(U1,V1, . . . ,Un−1,Vn−1,Un) ⊆Un

para todo(U1,V1, . . . ,Un−1,Vn−1,Un) ∈ Dom(αn).

Observe que si escribimosεα(U1,V1, . . . ,Un) en lugarαn(U1,V1, . . . ,Un) para cadan∈N, entoncescual-
quier n-ésima jugada deα siguiendo su estrategiaεα viene dada por

Vn = εα(U1,V1, . . . ,Un−1,Vn−1,Un),

dondeUk+1 ⊆ εα(U1,V1 . . . ,Uk), para todok = 1,2, . . . ,n−1. Cuandoα hace su elección con la ayuda de la
estrategiaεα, cualquier partida resultantep = (Un,Vn)

∞
n=1 donde,

Vn = εα(U1,V1, . . . ,Vn−1,Un) ⊆Un, para cadan∈ N,

se llama unεα-juego o unaεα-partida . Los juegos parciales correspondientes a la estrategiaεα (respectiva-
mente,εβ) serán llamadosεα-juegos parciales(respectivamente,εβ-juegos parciales).

La estrategiaεα se llamaestrategia ganadorapara el jugadorα ( o estrategia α-ganadora) en el juego
BM(X), si cualquierεα-juegop = (Un,Vn)

∞
n=1 es ganado por el jugadorα. Esto significa que

T(p) :=
∞⋂

n=1

Un =
∞⋂

n=1

Vn 6= ∅
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para cualquierεα-juego p = (Un,Vn)
∞
n=1. De esta forma,unaestrategia ganadorapara α es una regla que

le indica a dicho jugador qué abierto jugar en cada turno y que, además, le garantiza que cada partida que
se juegue siguiendo su estrategia, él, o ella, lo ganará no importa cómo juegue su oponente. Para el jugador
β se definen, similarmente, las nociones de estrategia y estrategia ganadora.

Definición 2.2.22. Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) se llamaα-favorable paraBM(X) o espa-
cio de Choquet, si el jugadorα posee una estrategia ganadora en el juegoBM(X). X se dice que esβ-
desfavorable paraBM(X) si el jugadorβ no posee estrategia ganadora alguna en el juegoBM(X).

Algunos autores usan, en lugar de la expresiónα-favorable para BM(X), el términodébilmenteα-
favorablepara BM(X).

Comentario Adicional 2.2.21 Es importante hacer mención de las siguientes dos observaciones en relación
a la noción de estrategia. En primer lugar, notemos que:

Observación(1). Si un espacio X esβ-desfavorable paraBM(X) y si εβ es cualquier estrategia
para el jugadorβ, entonces existe al menos unεβ-juego p= (Un,Vn)

∞
n=1 que es ganado porα.

Prueba.En efecto, siεβ es una estrategia para el jugadorβ y X es β-desfavorable para BM(X),
entonces tal estrategia no puede ser ganadora por lo que existe al menos unεβ-juegop = (Un,Vn)

∞
n=1

que no puede ser ganado porβ, es decir,
⋂∞

n=1Vn 6=∅ y, en consecuencia,α gana elεβ-juegop. �

La segunda observación en relación con nuestra definición deestrategia tiene que ver con los movi-
mientos efectuados por los dos jugadores: es importante destacar que no hay ocultamiento de infor-
mación en ningún momento de los movimientos efectuados por ambos jugadores, es decir, para cada
n > 1, ambos jugadores están en conocimiento de todos los movimientos efectuados con anteriori-
dad antes de ejecutar su elección en eln-ésimo movimiento. A este tipo de juego se le suele llamar
juego con información perfecta. Por supuesto, también es de interés poseer estrategias quedependan
únicamente del último movimiento del oponente. A estas estrategias se les denominan estrategias esta-
cionarias, vale decir, unaestrategia estacionaria(también llamadatáctica) para el jugadorα en el
juego BM(X) es una aplicaciónsα : τ∗ → τ∗, dondeτ∗ es la familia de todos los subconjuntos abiertos
y no vacíos deX, con la propiedad de quesα(U) ⊆U para cualquier conjuntoU ∈ τ∗. Diremos que
sα es unaestrategia estacionaria ganadorapara el jugadorα si ocurre lo siguiente: si(Un)

∞
n=1 es

una sucesión de subconjuntos abiertos no vacíos deX con la propiedad de queUn+1 ⊆ sα(Un) para
cualquier n ∈ N, entonces se verifica que

⋂∞
n=1Un 6= ∅. Análogamente, se definen las nociones de

estrategia estacionaria y estrategia estacionaria ganadora para el jugadorβ.

El siguiente hecho permite simplificar, en algunos casos, laprueba de que un jugador posee un estrate-
gia ganadora demostrando que dicho jugador posee una estrategia estacionaria ganadora:

Observación(2). Cualquier estrategia estacionaria ganadora para uno de losjugadores en el juego
BM(X) es también una estrategia ganadora para el mismo jugador en dicho juego.

Prueba.En efecto, sisα es una estrategia estacionaria ganadora para, digamos, el jugadorα, entonces
ella determina una estrategia ganadoraεα para el mismo jugador si, para cadan ∈ N, definimos
εα(U1,V1, . . . ,Un) = sα(Un). �

Aquí está un punto fundamental:el recíproco del resultado anterior siempre es cierto para el jugador
β, pero no para el jugadorα. En efecto, Galvin y Telgársky ([168], Corollary 1′) demostraron que:
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Teorema de Galvin-Telgársky. El jugadorβ tiene una estrategia estacionaria ganadora en el juego
BM(X) si, y sólo si,β posee una estrategia ganadora enBM(X).

La misma afirmación para el jugadorα no es, en general, válida. Para un contraejemplo podemos mirar
en [115], donde G. Debs construyó un espacio topológico de Hausdorff completamente regularX en
el cualα admite una estrategia ganadora en BM(X) pero, al mismo tiempo, dicho jugador no posee
ninguna estrategia estacionaria ganadora en el mismo juego.

En los dos ejemplos siguientes bastará, por lo probado más arriba, demostrar que dichos espacios
poseen una estrategia estacionaria ganadora para el jugador α.

(a) Cualquier espacio de Hausdorff compacto(X,τ) es un espacioα-favorable paraBM(X).

En efecto, dado cualquier subconjunto abierto no vacíoU de X, definimos la estrategia esta-
cionariasα paraα por sα(U) = V, dondeV es un abierto deX para el cualV ⊆ U . Es fácil
ver que dicha estrategia estacionaria es ganadora paraα. Se sigue de(2) queX es un espacio
α-favorable para BM(X).

(b) Cualquier espacio métrico completo(X,d) es un espacioα-favorable paraBM(X).

Para cualquier subconjunto abierto no vacíoU deX, definimos la estrategia estacionariasα para
α porsα(U) = V, dondeV es una bola abierta enX tal queV ⊆U y diam(V) < diam(U)/2. De
nuevo, es fácil verificar quesα es una estrategia estacionaria ganadora para el jugadorα y gracias
a (2) dicho espacio esα-favorable para BM(X).

(3). Observación (3). En algunos casos puede ser ventajoso suponer, para ser consistente con el
esquema ideado por Mazur, que el jugadorα es quien comienza cada partida en el juegoBM(X)
seleccionando, en su primer movimiento, el conjunto V0 = E = X. Esto no restringe las elecciones
del jugadorβ y, por consiguiente, no tiene influencia en el juego ya que unavez queα hace su primera
elección, entoncesβ selecciona cualquier subconjunto abierto no vacío arbitrario U1 ⊆ X = V0.

Puede ser conveniente, en ciertos casos, asociar a cada estrategiaεα del jugadorα en el juego BM(X),
el espacio métrico completo(G(εα),ρ), dondeG(εα) es el conjunto formado por todos losεα-juegos
p = (Un,Vn)

∞
n=1, y ρ es la métrica de Baire (completa) dada por:

ρ(p, p′) =





0 si p = p′,

1
n

si n = mı́n{k : Vk 6= V ′
k},

dondep = (Un,Vn)
∞
n=1 y p′ = (U ′

n,V
′
n)

∞
n=1 son elementos deG(εα).

El siguiente resultado es una caracterización de los espacios de Baire por la ausencia de estrategia
ganadora para el jugadorβ en BM(X), el cual fue probado por Krom en 1974 [273] y por Saint Raymonden
1981 [392], aunque dicho resultado se debe, esencialmente,a Oxtoby [346].

Teorema 2.2.74 (Banach-Mazur).Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff. La siguientes condiciones son equi-
valentes:

(1) X es un espacio de Baire.

(2) El jugadorβ no posee ninguna estrategia ganadora en el juego de Banach-MazurBM(X).
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Prueba. (1)⇒ (2). SeaX un espacio de Baire y supongamos que el jugadorβ posee una estrategia ganadora
εβ en el juego BM(X). SeaU1 un conjunto abierto no vacío deX la primera elección del jugadorβ según su
estrategia. Para cadan∈N, seaXn el conjunto formado por todos losεβ-juegos parciales de longitud 2n−1,
es decir,

q∈ Xn si, y sólo si, q = (U1,V1,U2,V2, · · · ,Un−1,Vn−1,Un),

dondeUi = εβ(U1,V1,U2,V2, . . . ,Ui−1,Vi−1), para 2≤ i ≤ n.

Sabemos que unεβ-juego parcial de longitud 2n+k, (k∈N), es unaextensiónde unεβ-juego parcial de
longitud 2n−1 si los primeros 2n−1 conjuntos de ambas cadenas coinciden. La clase de todas losεβ-juegos
parciales se ordena por esta relación.

Procederemos a continuación a construir, inductivamente,las siguientes dos sucesiones de juegos par-
ciales(An)

∞
n=1 y (Bn)

∞
n=1 tales queBn ⊆ An ⊆ Xn para todon∈ N.

(1) En primer lugar, definaA1 = B1 = X1 = {(U1)}, dondeU1 es la primera elección del jugadorβ según
su estrategiaεβ.

(2) Procediendo por inducción, supongamos que, para algúnn ∈ N, tantoAn así comoBn han sido cons-
truidos de modo queBn ⊆ An ⊆ Xn. Para definirAn+1 consideremos todas las extensiones de longitud
2n+1 de elementos deBn, es decir,

An+1 =
{
(U1,V1, · · · ,Un,Vn,Un+1) ∈ Xn+1 : (U1,V1, · · · ,Un) ∈ Bn

}
.

A continuación elijamos, usando el Lema de Zorn, un subconjunto maximalBn+1 deAn+1 tal que, si

(U1,V1, · · · ,Un+1) y (U ′
1,V

′
1, · · · ,U ′

n+1)

son elementos distintos deBn+1, entoncesUn+1 ∩U ′
n+1 =∅.

De esta manera finaliza la construcción de nuestras sucesiones(An)
∞
n=1 y (Bn)

∞
n=1. Observe que de la cons-

trucción anterior podemos derivar la siguiente:

Afirmación (∗). Para cada(U1,V1, · · · ,Un) ∈ An, existe(U ′
1,V

′
1, · · · ,U ′

n) ∈ Bn tal que Un ∩ U ′
n 6=∅.

En efecto, sea(U1,V1, · · · ,Un)∈An y suponga que para todo(U ′
1,V

′
1, · · · ,U ′

n)∈Bn, se cumple queUn ∩U ′
n =

∅. Entonces la maximalidad deBn nos revela que(U1,V1, · · · ,Un) pertenece aBn en cuyo caso, poniendo
(U ′

1,V
′
1, · · · ,U ′

n) = (U1,V1, · · · ,Un), tenemos queUn ∩ U ′
n = Un 6= ∅. Esta contradicción establece nuestra

afirmación.�

Para cadan∈N, sea
Wn =

⋃

(U1,V1,··· ,Un)∈Bn

Un.

Obviamente cadaWn es un conjunto abierto y, por definición,W1 denso enU1. Veamos queWn también es
denso enU1 para todon≥ 2. SeaO un conjunto abierto no vacío contenido enU1 y suponga que para algún
n∈ N, se tiene queO∩Wn 6=∅. Por la definición deWn existe un(U1,V1, · · · ,Un) ∈ Bn tal queO∩Un 6=∅.
SeaVn un subconjunto abierto no vacío deO∩Un 6= ∅ y apliquemos la estrategiaεβ para hallar un abierto
no vacíoUn+1 ⊆Vn tal (U1,V1, · · · ,Un,Vn,Un+1) ∈ An+1. Usemos ahora la Afirmación(∗) para obtener un
elemento(U ′

1,V
′
1, · · · ,U ′

n,V
′
n,U

′
n+1) ∈ Bn+1 tal queUn+1∩U ′

n+1 6=∅. Por esto,

∅ 6= Un+1∩U ′
n+1 ⊆ O∩Wn+1.
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Con esto se concluye la prueba de que la sucesión(Wn)
∞
n=1 es abierta y densa enU1. Puesto queU1,

como abierto en el espacio de BaireX, es un espacio de Baire (Teorema 1.7.3, página 41) resulta que⋂∞
n=1Wn es denso enU1. En particular,

⋂∞
n=1Wn 6= ∅. Fijemosx ∈ ⋂∞

n=1Wn. Para cadan ∈ N, existe un
único(Un

1 ,Vn
1 , · · · ,Un

n ) ∈ Bn tal quex∈Un
n . Por otro lado, para todon∈ N,

x∈Un+1
n+1 ⊆ Un

n+1,

de modo queUn
n+1∩Un

n 6=∅. De la manera como la colecciónBn fue construida, tenemos que los elementos
(Un

1 ,Vn
1 , · · · ,Un

n ) y (Un+1
1 ,Vn+1

1 , · · · ,Un+1
n ) deBn, no pueden ser distintos, por lo que

(Un
1 ,Vn

1 , · · · ,Un
n ) = (Un+1

1 ,Vn+1
1 , · · · ,Un+1

n ).

Lo que acabamos de demostrar nos dice que niUn
j ni Vn

j dependen den, de modo que hemos encontrado
una sucesión(U1,V1,U2,V2, · · · ) tal que, para todon ∈ N, (U1,V1, · · · ,Un) ∈ Bn y x ∈ Un. Pero ya que
(U1,V1, · · · ,Un) ∈ Xn, resulta que la partidap = (Un,Vn)

∞
n=1 es unεβ-juego conx ∈ ⋂∞

n=1Un =
⋂∞

n=1Vn, lo
que resulta ser una flagrante contradicción pues habíamos supuesto queεβ poseía una estrategia ganadora.

(2) ⇒ (1). SeaX un espacio topológico de Hausdorff para el cual no existe estrategia ganadora alguna para
el jugadorβ en el juego BM(X), pero suponga queX no es de Baire. Esto, por supuesto, significa que enX
habita algún subconjunto abierto no vacío, digamosU1, que es de primera categoría enX y, por consiguiente,
existe una sucesión(Dn)

∞
n=1 de subconjuntos cerrados nunca-densos enX tal que

⋃∞
n=1Dn = U1. Lo anterior

nos permitirá definir la siguiente estrategia ganadoraεβ para el jugadorβ. En efecto, comoβ es quien siempre
comienza todas las partidas, suponga que la primera elección deβ esU1. Paran≥ 2, dado cualquier conjunto
abierto no vacíoVn ⊆ Un pongamosεβ(U1,V1, · · · ,Un,Vn) = VnrDn. Esto quiere decir queβ comienza el
juego eligiendo aU1 y cuandoα selecciona, en sun-ésimo movimiento, el conjuntoVn ⊆ Un, entoncesβ
responde escogiendo el abiertoUn+1 := VnrDn. Si β juega según esta estrategiaεβ, la sucesión(Vn)

∞
n=1

verifica
V1 ⊆U1, Vn+1 ⊆Un+1 = VnrDn, n≥ 1,

por lo que
∞⋂

n=1

Vn ⊆U1r
∞⋃

n=1

Dn =∅.

Esta última condición nos asegura queβ gana la partidap = (Un,Vn)
∞
n=1 si sigue su estrategiaεβ. Hemos

arribado a una contradicción puesto que nuestra hipótesis establecía que no existía estrategia ganadora alguna
para el jugadorβ en el juego BM(X). Por esto,X es un espacio de Baire y concluye la prueba. �

Aunque para el jugadorα no existe una caracterización similar al Teorema de Banach-Mazur vale, sin
embargo, el siguiente resultado demostrado por G. Choquet [97].

Teorema 2.2.75 (Choquet).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Si X es un espacio de Choquet,
entonces X es un espacio de Baire.

Prueba.Supongamos queα posee un estrategia ganadoraεα en BM(X) pero queX no es un espacio de
Baire. Entonces existe una sucesión(Gn)

∞
n=1 de subconjuntos abiertos densos enX tal que

⋂∞
n=1Gn no es

denso enX. Esto implica, en consecuencia, la existencia de un conjunto abierto no vacíoU ⊆ X tal que
U ∩

(⋂∞
n=1 Gn

)
= ∅. SeaU1 := U el primer movimiento del jugadorβ y V1 = εα(U1) ⊆U1 la elección del

jugadorα según su estrategia. ComoG1 es denso enX, resulta queV1 ∩G1 es un subconjunto abierto no
vacío deX, por lo que la segunda elección deβ es tomarU2 = V1∩G1. Una vez queβ ha hecho su elección,
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el jugadorα, siguiendo su estrategia, responde eligiendo un conjuntoV2 = εα(U1,V1,U2) ⊆ U2. De nuevo,
por la densidad deG2, tenemos queV2∩G2 6=∅ y entoncesβ elige en esta etapa el conjuntoU3 = V2∩G2 y
se continua como antes. Con este proceso llevado a cabo indefinidamente se obtiene unεα-juego(Un,Vn)

∞
n=1

en BM(X) satisfaciendo

∞⋂

n=1

Un = U ∩ (V1∩G1)∩ ·· ·∩ (Vn−1∩Gn−1)∩ ·· · ⊆ U ∩
( ∞⋂

n=1

Gn

)
= ∅. (⋆)

Por otro lado, comoεα es una estrategia ganadora en BM(X), se tiene que
⋂∞

n=1Un 6= ∅, lo cual constituye
una flagrante contradicción con(⋆). Esto nos muestra queX es un espacio de Baire. �

‖ ◮ ¿Cuándo BM(X) es determinado?

Es importante destacar que en el juego de Banach-Mazur no existe, por definición, la posibilidad de que
ambos jugadores logren un empate y, menos aun, que los dos jugadores puedan tener, al mismo tiempo,
estrategias ganadoras en dicho juego (esto es así, también,por definición). Pero, ¿puede ocurrir que si uno de
ellos no posee una estrategia ganadora, el otro sí la tenga? Por ejemplo, ¿esa “desafortunada” circunstancia
que se da para el jugadorβ cuandoX es un espacio de Baire, en el Teorema de Banach-Mazur, es acaso
una garantía para que el jugadorα pueda ganar dicho juego? Tal vez el lector tenga, a primera vista, esa
percepción, pero el hecho de queX sea un espacio de Baire no le da ventaja al jugadorα en el juego
BM(X): Existen espacios de Baire en donde ninguno de los dos jugadores poseen estrategias ganadoras en
dicho juego. En efecto, siX es un conjunto de Bernstein en[0,1], entonces dicho conjunto es un espacio de
Baire que no admite estrategias ganadoras para ninguno de los dos jugadores en el juego de Banach-Mazur
BM(X) (véase [422], p. 234). Recordemos queX ⊆ [0,1] es unconjunto de Bernsteinsi cualquier conjunto
cerrado no numerable de[0,1] intersecta tanto a X como a su complemento. En general, si sobre un espacio
topológico de Hausdorff(X,τ) se define un juego topológico para los jugadoresα y β, diremos que dicho
juego esdeterminado si uno de los jugadores posee una estrategia ganadora. En caso contrario se dice que
el juego esno determinado o indeterminado; es decir, si ninguno de los jugadores posee una estrategia
ganadora.

Ya hemos visto que todo espacio métrico completo, así como todo espacio compacto de Hausdorff son
α-favorables, pero que no todo espacio de Baire posee dicha propiedad. ¿Existe algún ingrediente adicional
que al ser añadido a un espacio de Baire le sea favorable al jugador α para ganar el juego?, o de forma
más general: ¿Para qué categoría de espacios topológicosX el juego BM(X) es determinado? Una respuesta
parcial a dicha interrogante viene dada por los siguientes resultados.

Teorema 2.2.76.Sea(X,τ) un espacio de Baire que, además, esσ-compacto. Entonces X es un espacio de
Choquet.

Prueba.Sea(Kn)
∞
n=1 una sucesión de subconjuntos compactos deX tal queX =

⋃∞
n=1Kn. Puesto queX es un

espacio de Baire, el Teorema 1.8.6 nos dice que el conjuntoG :=
⋃∞

n=1 int(Kn) es abierto y denso enX que,
además, tiene la propiedad de que todo puntox∈ G admite un entorno abierto cuya clausura es compacta, es
decir,G es localmente compacto.

SeaU1 cualquier conjunto abierto no vacío enX y suponga que dicho conjunto es la primera elección del
jugadorβ. La densidad deG nos garantiza queU1∩G 6= ∅ por lo que una respuesta adecuada del jugador
α al movimientoU1 deβ es elegir un abierto no vacíoV1 tal queV1 sea compacto e incluido enU1∩G. En
general, si en eln-ésimo movimiento el jugadorβ ha seleccionado un abierto no vacíoUn ⊆Vn−1, entonces la
respuesta deα a ese movimiento deβ es escoger un abierto no vacíoVn ⊆Un∩G cuya clausura sea compacta
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y esté contenida enUn∩G. Con esta estrategia es claro que el jugadorα gana la partida(Un,Vn)
∞
n=1 pues, al

ser(Vn)
∞
n=1 una sucesión decreciente de compactos, el Teorema de Encajede Cantor nos garantiza que

∅ 6=
∞⋂

n=1

Vn ⊆
∞⋂

n=1

(
Un∩G

)
⊆

∞⋂

n=1

Un.

Esto prueba que la estrategia del jugadorα es una estrategia ganadora y, en consecuencia,X es un espacio
de Choquet. �

El recíproco del resultado anterior es válido, aun sin la condición de queX seaσ-compacto, gracia al
Teorema de Choquet, Teorema 2.2.75.

Sabemos que todo espacio Oxtoby-completo es un espacio de Baire. El siguiente resultado nos dice
que el juego de Banach-Mazur es determinado para tales espacios. En particular, para los espacios métricos
completos, los espacios de Hausdorff localmente compacto y, en general, para los espaciosČech-completos.

Teorema 2.2.77.Si (X,τ) es un espacio Oxtoby-completo, entonces X esα-favorable paraBM(X). En
particular, X es un espacio de Baire.

Prueba.Suponga queX es un espacio de Oxtoby y sea(Bn)
∞
n=1 una sucesión de pseudo-bases con la pro-

piedad de que siWn ∈ Bn y Wn ⊇ Wn+1 para todon ∈ N, entonces
⋂∞

n=1Wn 6= ∅. Vamos a construir una
estrategia ganadoraεα para el jugadorα del modo siguiente. SeaU un subconjunto abierto no vacío arbitrario
deX y supongamos queU1 := U es la primera elección del jugadorβ. El jugadorα, a quien le corresponde
hacer su movimiento, elige el abierto no vacíoV1 obtenido siguiendo el siguiente procedimiento: puesto que
B1 es una pseudo-base, existe unW1 ∈B1 tal queW1 ⊆U1. La cuasi-regularidad deX nos permite, entonces,
elegir un conjunto abierto no vacíoV1 tal que

V1 ⊆ V1 ⊆ W1 ⊆ U1.

El conjuntoV1, obtenido en la construcción anterior, es la respuesta del jugadorα a la elección que hizoβ.
En eln-ésimo paso, una vez queβ ha elegido un conjunto abierto no vacíoUn ⊆Vn−1, donde

Vn−1 ⊆ Vn−1 ⊆ Wn−1 ⊆ Un−1 y Wn−1 ∈ Bn−1,

entonces, usando de nuevo el hecho de queBn es una pseudo-base, existe unWn ∈ Bn tal queWn ⊆Un y
se cumple además, gracias a la cuasi-regularidad deX, que Wn ⊆ Wn−1. Aplicando una vez más la cuasi-
regularidad deX podemos encontrar un conjunto abierto no vacíoVn tal que

Vn ⊆ Vn ⊆ Wn ⊆ Un.

α selecciona el abierto no vacíoVn como respuesta al movimientoUn de β. Continuando de este modo
obtenemos unεα-juegop = (Un,Vn)

∞
n=1 satisfaciendo las condiciones

Un+1 ⊆ Vn ⊆ Vn ⊆ Wn ⊆ Un, Wn ∈ Bn y Wn+1 ⊆ Wn, n = 1,2, . . .

Por hipótesis,∅ 6= ⋂∞
n=1Wn ⊆ ⋂∞

n=1Un lo cual prueba queX es un espacioα-favorable para BM(X). �

En la próxima sección veremos que ciertos espacios métricoscon alguna propiedad adicional resultan
ser también determinados.
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Comentario Adicional 2.2.22 En [164], Fremlin considera un juego del tipo Banach-Mazur asociado a un
espacio de medida finita(Ω,Σ,µ). En efecto, suponga que(Ω,Σ,µ) es un espacio de medida finita y sea
Σ+ = {E ∈ Σ : µ(E) > 0}. El µ-juego de Banach-Mazurdenotado porΓ(µ) consiste de dos jugadores
J1 y J2 quienes escogen elementosAn,Bn ∈ Σ+ respectivamente tales queA1 ⊆ B1 ⊆ A2 ⊆ B2 ⊆ ·· · .
El jugadorJ2 gana la partidaP= (An,Bn)

∞
n=1 si

⋂∞
n=1An 6=∅. Fremlin llama a la medidaµ débilmente

α-favorable si el jugadorJ2 posee una estrategia ganadora en el juegoΓ(µ) y demuestra que siµ es
débilmenteα-favorable, entoncesµ es perfecta. Más aun, Fremlin prueba que la clase de las medidas
débilmenteα-favorables está contenida propiamente en la clase de las medidas perfectas. SiΣ es
una sigma-algebra contenida enB0([0,1]), entonces cualquier medida finitaµ definida sobreΣ es
débilmenteα-favorable, hecho demostrado por Borodulin y Plebanek.

2.2.14. ‖ ◮ El juego de Banach-Mazur y Principios de selección

En lo que sigue(X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff, mientras queO denotará la colección de
todos los cubrimientos abiertos deX. Un cubrimiento abiertoU deX se llama unγ-cubrimiento si éste es
infinito y para cadax ∈ X, la familia Ux := {U ∈ U : x 6∈ U} es finita. Denotaremos porG la familia de
todos losγ-cubrimientos deX. En un esfuerzo por caracterizarσ-compacidad por medio de cubrimientos
abiertos, W. Hurewicz [226] introduce la propiedad de Hurewicz o, en la terminología moderna, el principio
de selección

⋃
fin(O,G). Dos años antes, K. Menger había definido la siguiente propiedad.

Propiedad de la base de Menger. Un espacio métrico(X,d) posee lapropiedad de la base de
Mengersi, para cada baseB de X, existe una sucesión(Bn)

∞
n=1 enB tal que:

(1) X =
⋃∞

n=1 Bn, y

(2) ĺım
n→∞

diam(Bn) = 0.

Cada espacio métricoσ-compacto posee dicha propiedad por lo que Menger formuló lasiguiente conje-
tura:un espacio métrico posee la propiedad de la base de Menger si,y sólo si, el espacio es unσ-compacto.
Hurewicz tenía la sospecha de que la conjetura de Menger era falsa y propone una nueva propiedad con
la cual intenta demostrar que ella es equivalente a laσ-compacidad del espacio. Por supuesto, este nuevo
principio [227] constituye una generalización del concepto de compacidad.

La propiedad de Menger o el Principio de selecciónSfin(O,O). Un espacio topológico de Haus-
dorff (X,τ) se dice que tiene lapropiedad de Mengersi, para cualquier sucesión(Un)

∞
n=1 de cu-

brimientos abiertos de X, existe una sucesión(Fn)
∞
n=1 tal que, para cada n∈ N, Fn es finito,

Fn ⊆ Un y la familia
{⋃

Fn : n∈ N
}

es un cubrimiento abierto de X.

Una vez formulada la propiedad de Menger, Hurewicz logra demostrar el siguiente resultado:

Teorema de Hurewicz. Un espacio métrico(X,d) posee la propiedad de la base de Menger si, y
sólo si, X posee la propiedad de Menger.

Nótese que cualquier espacioσ-compacto satisface la propiedad de Menger. Otros conjuntos que poseen
la propiedad de Menger son los subconjuntos cerrados de un espacio métrico con la propiedad de Menger.
Para ver esto, observe que siF es un subconjunto cerrado de un espacio métrico(X,d) con la propiedad de
Menger, y siV es un cubrimiento abierto deF consistiendo de conjuntos abiertos en la topología relativa de
F, es decir,V ∈ V si, y sólo si, existe un abierto no vacíoUV deX tal queV = F ∩UV , entonces la familia
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U = {UV ∪ (X \F) : V ∈ V} es un cubrimiento abierto deX. Se sigue de esto queF posee la propiedad de
Menger. Más aun, es fácil ver que la propiedad de Menger se preserva bajo imágenes continuas y es también
hereditaria para subconjuntosFσ. Aunque Hurewicz no logra sortear con éxito la conjetura de Menger, él
demuestra que la conjetura es cierta para conjuntos analíticos (= imágenes continuas de espacios Polacos).
Sin embargo, como fue observado por Sierpiński en 1926, cualquier conjunto de Luzin (cuya existencia,
como sabemos, se soporta sobre la Hipótesis del Continuo y elTeorema de Categoría de Baire) posee la
propiedad de Menger pero no es unσ-compacto (una prueba muy sencilla de este hecho se puede ver, por
ejemplo, en [431], Theorem 1.2). De esta forma se demostrabaque la conjetura de Menger era falsa. En 1988,
Fremlin y Miller demuestran de nuevo que la conjetura de Menger es falsa evitando el uso de la Hipótesis
del Continuo.

En 1927 Hurewicz [226] consideró el siguiente principio quees más general que la propiedad de Menger.

Propiedad de Hurewicz o el Principio de selección
⋃

fin(O,Γ). Un espacio topológico de Haus-
dorff (X,τ) se dice que tiene lapropiedad de Hurewiczsi, para cualquier sucesión(Un)

∞
n=1 de

cubrimientos abiertos de X, existe una sucesión(Fn)
∞
n=1 tal que, para cada n∈ N, Fn es finito,

Fn ⊆ Un y la familia
{⋃

Fn : n∈ N
}

es unγ-cubrimiento de X.

Como en el caso de la propiedad de Menger, se prueba sin mucha dificultad que los subconjuntos ce-
rrados, así como losFσ heredan la propiedad de Hurewicz en un espacio con la propiedad de Hurewicz.
También resulta claro que la propiedad de Hurewicz implica la propiedad de Menger pero el recíproco no
se cumple. Por ejemplo, cualquier conjunto de Luzin posee lapropiedad de Menger pero no la propiedad de
Hurewicz (véase, [431], Theorem 5.2 y también el Theorem 5.3). Igualmente es claro que cualquier espacio
σ-compacto posee la propiedad de Hurewicz y que cada espacio con la propiedad de Hurewicz es un espacio
de Lindelöf. El nuevo principio de selección propuesto por Hurewicz le permitió formular la siguiente con-
jetura:un espacio métrico (no compacto) es unσ-compacto si, y sólo si, satisface la propiedad de Hurewicz.
Una vez más, la conjetura de Hurewicz resulta ser falsa para ciertos subconjuntos deR ya que cualquier con-
junto de Sierpínski posee la propiedad de Hurewicz pero no es unσ-compacto (véase, por ejemplo, [431]).
En 1995 se demostró directamente (sin asumir la Hipótesis del Continuo) que la conjetura de Hurewicz es
falsa (véase, por ejemplo, [399]).

Recordemos que un espacio métrico(X,d) se llama totalmente acotado si para cadaε > 0, existe un
subconjunto finito{x1, . . . ,xn} de X tal queX ⊆ ⋃n

i=1U(xi,ε) donde, como siempre,U(x,ε) representa la
bola abierta con centro enx y radio ε. El espacio métricoX se llamaσ-totalmente acotado, si X se puede
escribir en la formaX =

⋃∞
i=1 Xn, donde cadaXn es un conjunto totalmente acotado. El siguiente resultado

aclara un poco más el panorama sobre la propiedad de Hurewicz.

Teorema 2.2.78.Sea(X,d) un espacio métrico. Si X tiene la propiedad de Hurewicz, entonces X esσ-to-
talmente acotado.

Prueba.Para cadan∈ N, considere la colección de bolas abiertas

Un =
{

U(x,1/2n) : x∈ X
}
.

Como evidentemente cadaUn es un cubrimiento abierto deX, podemos aplicar la propiedad de Hurewicz
a la sucesión(Un)

∞
n=1 para obtener, de cadaUn, una conjunto finito, digamos,Fn ⊆ Un tal que la familia{

F ∈
{⋃

Fn : n∈N
}

: x 6∈ F
}

es finita para cadax∈ X. Sean∈N y defina

Xn =
∞⋂

k=n

⋃
Fk.
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Observe que, fijadon∈N arbitrario, sim≤ n, entoncesXm⊆Xn y como
{⋃

Fn : n∈N
}

es unγ-cubrimiento
deX, se deduce que

⋃∞
n=1Xn cubre aX. Veamos ahora que cadaXn está totalmente acotado. En efecto, sea

ε > 0 arbitrario y considere cualquiern∈N. Escojamos ahoram> n lo suficientemente grande de modo que
2· (1/2)m ≤ ε. Como cada elemento deFm es un conjunto abierto de la formaU(x,1/2m) para algúnx∈ X,
resulta que su diámetro es menor o igual que 2· (1/2)m y, en consecuencia,Fm es un cubrimiento finito de
Xn. Esto termina la prueba. �

Es importante destacar que el resultado anterior sigue siendo válido para cualquier métricaρ que sea
equivalente ad. De hecho, siX esσ-totalmente acotado para cada métrica equivalente ad, entoncesX posee
la propiedad de Hurewicz (véase, [25]). El siguiente resultado de Marion Scheepers [398] se puede comparar
con el Corolario 1.8.3:

Teorema 2.2.79 (Scheepers).Sea(X,d) un espacio métrico separable con la propiedad de Hurewicz. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X es un espacio de Baire.

(2) El conjunto D= {x∈ X : x posee un entorno abierto con clausura compacta} es denso en X.

(3) α posee una estrategia ganadora en el juego de Banach-MazurBM(X).

Prueba. (1) ⇒ (2). Suponga que(1) se cumple pero que el conjuntoD no es denso enX. Para obtener una
contradicción con el Teorema 2.2.74, vamos demostrar que eljugadorβ posee una estrategia ganadora en el
juego de Banach-Mazur BM(X).

Puesto queD no es denso enX, existe un abierto no vacíoU1 tal queU1∩D =∅, esto es,U1 ⊆X\D. Sea
U1 el primer movimiento del jugadorβ. SiendoX un espacio métrico yU1 un abierto enX, tenemos queU1

es unFσ y, por consiguiente,U1 posee la propiedad de Hurewicz. En particular, por el Teorema de Hurewicz,
U1 posee la propiedad de la base de Menger. Este último hecho nospermite elegir una base numerable de
U1, digamosB1 = {Bn : n∈ N}, tal que:

(a) Bn ⊆U1 para todon∈ N,

(b) d−diam(Bn) < 1, y

(c) ĺım
n→∞

diam(Bn) = 0.

Como ningúnBn es compacto, podemos escoger, para cadan∈ N, un cubrimiento abiertoU1
n deBn (enU1)

con la propiedad de que ninguna colección finitaF ⊆U1
n satisfaceBn ⊆

⋃
F∈FF. Para cadan∈N, el conjunto

Un =
(
U1\Bn

)
∪
{
U : U ∈ U1

n

}

es un cubrimiento abierto deU1. Hasta ahora no hemos usado directamente el hecho de queU1 posee la
propiedad de Hurewicz. Este es el momento, en efecto, comoU1 posee la propiedad de Hurewicz, podemos
elegir, de cadaUn, un conjunto finitoFn ⊆ Un tal que, para cadax ∈ U1, x ∈ ⋃Fn para todon salvo un
conjunto finito. Estamos ahora listo para definir una estrategia ganadoraεβ para el jugadorβ. En efecto, para
cada conjunto abierto no vacíoV ⊆U1, escojamos unn := n(V)∈N tal queBn ⊆V. Por el resultado anterior
podemos suponer, sin perder generalidad en el razonamiento, queV tiene diámetro finito y entonces también
exigir que diam(Bn) < 1

2 ·diam(V). Pues bien, una vez que el jugadorα elige un abierto no vacíoV1 ⊆U1,
entonces el jugadorβ responde tomando el conjunto

U2 := εβ(U1,V1) = Bn(V1) \
⋃

F∈Fn(V1)

F.
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En general, una vez que el jugadorα especifica un abierto no vacíoVk ⊆Uk, entoncesβ responde escogiendo

Uk+1 := εβ(U1,V1, . . . ,Uk,Vk) = Bn(Vk) \
⋃

F∈Fn(Vk)

F.

Veamos que con esta estrategia el jugadorβ gana cualquier partida que se juegue. En efecto, sea
(
Uk,Vk

)∞
k=1

una partida en el juego de Banach-Mazur siguiendo la estrategia deβ. Para cadaVk ⊆Uk, pongamosmk =
n(Vk). Entonces, por la definición de la estrategia del jugadorβ,

εβ(U1,V1, . . . ,Uk,Vk) = Bmk \
⋃

F∈Fmk

F ⊆ Vk+1, para todok≥ 1

y

diam
(
Vk+1

)
<

1
2
·diam

(
Bmk−1

)
, para todok > 1.

Esto implica que{mk : k ∈ N} es infinito, de modo que
⋃

k∈N Fmk es un cubrimiento deU1. Es claro que⋂∞
n=1Vk =∅, lo cual significa queβ gana dicha partida. Esto, por supuesto, está en franca contradicción con

el Teorema 2.2.74, por lo que(1) implica (2).

(2) ⇒ (3). Es suficiente demostrar, por la observación(2) de la página 334, que el jugadorα posee una
estrategia estacionaria ganadora en BM(X). Veamos esto. En eln-ésimo movimiento, una vez que el jugador
β ha elegido un abierto no vacíoUn ⊆ Vn−1, el jugadorα responde escogiendo, en primer lugar, un punto
x∈U ∩D (el cual es no vacío puesD es denso enX) y después, usando la definición deD, escoge un entorno
abiertoW dex conW compacto. Finalmente, la respuesta deα al movimientoUn deβ es elegir un abierto no
vacíoVn = σ(Un) tal quex∈Vn y Vn ⊆Un∩W. Para ver queσ es una estrategia estacionaria ganadora para
α, observe queVn es compacto yVn ⊆Vn ⊆Un. Por esto,

⋂∞
n=1Vn 6=∅ por lo queσ resulta ser una estrategia

estacionaria ganadora para el jugadorα en BM(X). Uno invoca la observación(2) de la página 334 para
concluir que el jugadorα posee una estrategia ganadora en BM(X).

(3) ⇒ (1). Es el Teorema 2.2.75. �

Como consecuencia del resultado anterior de Scheepers se obtiene que:En espacios métricos separables
con la propiedad de Hurewicz, el juego de Banach-Mazur es determinado.

2.2.15. ‖ ◮ El juego de Banach-Mazur y límite puntual de funciones cuasi-continuas

Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Sabemos que, en general, el límite puntual de una
sucesión de funciones continuasfn : (X,τ) → R, n ∈ N, no necesita ser continua, ni aun, cuasi-continua.
Sin embargo, si la sucesión es equicontinua, entonces el límite puntual siempre es una función continua
(véase, por ejemplo, [295], Theorem 3.2.1, p. 49). Recordemos que una familiaF de funciones continuas
f : (X,τ) → R se dice que esequicontinua en x0 ∈ X si, dadoε > 0, existe un entorno abiertoU de x0

tal que| f (x)− f (x0)| < ε para cualquierx ∈ U y toda f ∈ F. En general, se dice queF esequicontinua
en X si ella es equicontinua en todo punto deX. El objetivo central de esta sección es obtener condiciones
adicionales bajo la cual una sucesión de funciones cuasi-continuas convergiendo puntualmente, posee límite
cuasi-continuo. Observe que una funciónf : X → R es cuasi-continua enx0 ∈ X si, dadoε > 0 y cualquier
entorno abiertoU dex0, existe un conjunto abiertoV ⊆U tal que| f (z)− f (x0)| < ε para todoz∈V.
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Definición 2.2.23. Sean(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y( fn)∞
n=1 una sucesión de funciones a

valores reales definidas sobre X. Se dice que la sucesión( fn)∞
n=1 esequi-cuasi-continuaen x0 ∈ X si, para

cadaε > 0 y cada entorno abierto U de x0, existe un N∈ N y un conjunto abierto no vacío V⊆U tal que

| fn(x)− fn(x0)| < ε

para cualquier x∈V y cualquier n≥ N.

Diremos que la sucesión( fn)∞
n=1 es equi-cuasi-continua (enX) si ella es equi-cuasi-continua en todo

punto deX.

El siguiente teorema, demostrado por Holá y Holý [218], es elresultado principal de esta sección cuya
prueba hace uso del juego de Banach-Mazur.

Teorema 2.2.80 (Holá-Holý).Sea(X,τ) un espacio de Baire y sea( fn)∞
n=1 una sucesión de funciones cuasi-

continuas definidas sobre X a valores reales convergiendo puntualmente a una función f: X → R. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es cuasi-continua.

(2) La sucesión( fn)∞
n=1 es equi-cuasi-continua.

Prueba. (1) ⇒ (2). Suponga que(1) se cumple, pero que( fn)∞
n=1 no es equi-cuasi-continua, digamos en

algún puntox0 ∈ X. Esto significa que existe algúnε > 0 y un entorno abiertoU dex0 tal que, para cualquier
n∈ N y cualquier conjunto abierto no vacíoO⊆U , existe unk > n y un puntoz∈ O verificando

| fk(z)− fk(x0)| > ε.

Para cadan∈ N, definamos

On =
{

v∈U : existe k > n para el cual | fk(v)− fk(x0)| > ε
}
. (α1)

Por lo dicho anteriormente, resulta queOn es denso enU para cualquiern∈ N. Usemos ahora el hecho de
que f es cuasi-continua enx0 para hallar un conjunto abierto no vacíoV0 ⊆U tal que

| f (x)− f (x0)| < ε/4 (α2)

para cualquierx∈V0.
Vamos a hacer uso de la información anterior para definir una estrategiaεβ para el jugadorβ en el juego

de Banach-Mazur BM(X) del modo siguiente. Notemos, en primer lugar, que comoO1 es denso enU y V0

es un abierto contenido enU , entoncesO1∩V0 6=∅, por lo que podemos usar(α1) para obtener unk1 > 1 y
un puntox1 ∈V0 tal que

| fk1(x1)− fk1(x0)| > ε.

Por otro lado, comofk1 es cuasi-continua enx1, existe un conjunto abierto no vacíoW(k1)⊆V0 tal que, para
todoz∈W(k1),

| fk1(x1)− fk1(z)| < ε/4.

Sea entoncesU1 := W(k1) el primer movimiento del jugadorβ y suponga queV1 ⊆ U1 es la respuesta del
jugadorα al primer movimiento deβ. Para ver cómoβ efectúa su próximo movimiento, usemos de nuevo el
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hecho de queOk1 es denso enU y queV1 es un abierto contenido enU para garantizar queOk1 ∩V1 6= ∅ y,
así obtener, por(α1), la existencia de unk2 > k1 y un puntox2 ∈V1 tal que

| fk2(x2)− fk2(x0)| > ε.

Por la cuasi-continuidad defk2 enx2, existe un conjunto abierto no vacíoW(k2) ⊆V1 tal que

| fk2(x2)− fk2(z)| < ε/4

para cualquierz∈W(k2). La respuesta deβ al movimientoV1 deα es tomarU2 = W(k2).
Suponga que la cadena(U1,V1, . . . ,Un−1,Vn−1) ha sido construida, dondeUi = W(ki), 0 < k1 < · · · <

kn−1 y ki > i parai = 1,2, . . . ,n− 1. Para definirUn usemos, como antes, el hecho de queOkn−1 es denso
enU y queVn−1 es un abierto contenido enU para garantizar queOk1 ∩V1 6= ∅ y, así obtener, por(α1), la
existencia de unkn > kn−1 y un puntoxn ∈Vn−1 tal que

| fkn(xn)− fkn(x0)| > ε.

Por la cuasi-continuidad defkn enxn, existe un conjunto abierto no vacíoW(kn) ⊆Vn−1 tal que

| fkn(xn)− fkn(z)| < ε/4 (α3)

para todoz∈W(kn). DefinamosUn =W(kn). Con este procedimiento inductivo se finaliza la construcción de
la estrategiaεβ para el jugadorβ. Observe que con cadaεβ-juego(Un,Vn)

∞
n=1 vienen asociadas dos sucesiones,

una enN, (kn)
∞
n=1, y la otra enU , (xn)

∞
n=1, tales que

(a) 1 < k1 < k2 < · · · < kn < · · · , de donde se sigue quekn > n para todon∈N,

(b) xn ∈Vn−1 y | fkn(xn)− fkn(x0)| > ε para todon∈ N.

Como nuestro espacioX es un espacio de Baire, el Teorema 2.2.74 nos dice que la estrategia εβ no
puede ser una estrategia ganadora y, por consiguiente, usando la Observación(1) de la página 334, existe al
menos unεβ-juego, digamos,(Un,Vn)

∞
n=1 que es ganado porα, es decir,

⋂∞
n=1Un 6= ∅. Seay∈ ⋂∞

n=1Un. La
convergencia puntual de( fn)∞

n=1 a f nos garantiza la existencia de unn∈ N tal que, para todok≥ n,

| fk(y)− f (y)| < ε/4 y | fk(x0)− f (x0)| < ε/4. (α4)

Observe que comokn > n, entonces por(α2) y (α4) se tiene que

| fkn(y)− fkn(x0)| ≤ | fkn(y)− f (y)| + | f (y)− f (x0)| + | f (x0)− fkn(x0)| < 3
ε
4

y, además, por(α3) resulta que| fkn(xkn)− fkn(y)| < ε/4, puesy∈W(kn) = Un. Finalmente,

| fkn(xkn)− fkn(x0)| ≤ | fkn(xkn)− fkn(y)| + | fkn(y)− fkn(x0)| < ε

lo cual viola la condición(b). Esta contradicción establece que la sucesión( fn)∞
n=1 es equi-cuasi-continua.

(2) ⇒ (1). Seaε > 0 y seaU un conjunto abierto no vacío conx ∈ U . Como la sucesión( fn)∞
n=1 es equi-

cuasi-continua, existe unn0 ∈ N y un conjunto abierto no vacíoW ⊆U tal que

| fn(x)− fn(z)| < ε/3
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para cualquiern≥ n0 y cualquierz∈W.
Seaw∈W. La convergencia puntual de( fn)∞

n=1 a f implica la existencia de unn1 > n0 tal que, para todo
n≥ n1,

| fn(w)− f (w)| < ε/3 y | fn(x)− f (x)| < ε/3.

De lo anterior se deduce que

| f (x)− f (w)| < | f (x)− fn1(x)| + | fn1(x)− fn1(w)| + | fn1(w)− f (w)| < ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε.

Esto termina la prueba. �

2.2.16. ‖ ◮ El juego de Banach-Mazur-Oxtoby

El juego de Banach-Mazur no da ninguna información sobre el “tamaño” de los subconjuntos que viven
en él. En contraste con ese resultado, el juego desarrolladopor Oxtoby, al que denominaremos juego de
Banach-Mazur-Oxtoby, se puede usar para indagar si un subconjunto dadoG de X es o no “grande” en
el sentido de Baire, a través de la existencia de una estrategia ganadora para uno de los jugadores. Como
ya habíamos mencionado, Oxtoby, en 1957, consideró el siguiente escenario que contiene, por supuesto, el
juego de Banach-Mazur como un caso particular:

Sean(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff,G un subconjunto no vacío deX y J una familia de
subconjuntos deX verificando las dos propiedades siguientes:

(1) cada U∈ J tiene interior no vacío, y

(2) J es una pseudo base de X, es decir, cada subconjunto abierto novacío de X contiene, al menos, un
elemento deJ.

Dos jugadores, a los que seguiremos denotando porα y β escogen, alternativamente, elementos deJ forman-
do una sucesión decreciente:

U1 ⊇V1 ⊇U2 ⊇V2 ⊇ ·· ·

Para todon∈ N, el jugadorα elige los conjuntosVn y mientras que losUn son escogidos por el jugadorβ.
El jugadorα gana la partidap = (Un,Vn)

∞
n=1 si

⋂∞
n=1Un ⊆ G, pudiendo ser dicha intersección vacía. En otro

caso la victoria se le otorga al jugadorβ. A este juego lo denotaremos por BMO(G,J,X) y lo llamaremos
juego de Banach-Mazur-Oxtoby. Oxtoby demostró el siguiente resultado:

Teorema de Banach-Mazur-Oxtoby. El jugador α posee una estrategia ganadora en el juego
BMO(G,J,X) si, y sólo si, el conjunto G es residual en X. Más aún, si X es un espacio métrico
completo, entonces el jugadorβ posee una estrategia ganadora en dicho juego si, y sólo si, el
conjunto G es de primera categoría en algún subconjunto abierto de X.

CuandoJ = τ∗, la colección de todos los subconjuntos abiertos no vacíos del espacio topológico(X,τ),
denotaremos el juego BMO(G,J,X) simplemente por BMO(G,X). Una demostración de la primera parte
del resultado de Banach-Mazur-Oxtoby será dada en lo inmediato. La segunda parte puede ser consultada,
por ejemplo, en [255], p. 51.

Teorema 2.2.81 (Banach-Mazur-Oxtoby).Sean(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y G⊆ X. El
jugadorα posee una estrategia ganadora enBMO(G,J,X) si, y sólo si, G es residual en X.
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Prueba.Supongamos queG es un conjunto residual enX. Entonces existe una sucesión(Gn)
∞
n=1 de sub-

conjuntos abiertos densos enX tal que
⋂∞

n=1 Gn ⊆ G. Veamos cómo se construye una estrategia ganadora
para el jugadorα en BMO(G,J,X). Como el jugadorβ es quien siempre comienza la partida, su primer
movimiento consistirá en elegir un conjuntoU1 enJ. Puesto queG1 es un abierto denso enX, resulta que
int(U1)∩G1 es abierto y no vacío. En base a esto, una respuesta adecuada del jugadorα al primer movimien-
to deβ es seleccionar un abierto no vacíoV1 ⊆ int(U1)∩G1. En general, la estrategia del jugadorα consistirá
en elegir, una vez que la sucesiónU1,V1,U2,V2, . . . ,Un ha sido construida, un conjunto abierto no vacío
Vn := εα(U1,V1,U2,V2, . . . ,Un) del conjunto int(Un)∩Gn el cual es no vacío y abierto por serGn abierto y
denso enX. Con esta estrategia se ve claramente que

∞⋂

n=1

Vn ⊆
∞⋂

n=1

Gn ⊆ G,

lo cual nos dice que el jugadorα posee una estrategia ganadora en el juego BMO(G,J,X).
La demostración de la otra implicación es casi idéntica a la dada en el Teorema de Banach-Mazur con

muy pequeñas variaciones y que ofrecemos sólo por amor al arte. Supongamos que el jugadorα posee una
estrategia ganadoraεα en el juego BMO(G,J,X). DenotemosXn el conjunto formado por todos losεα-juegos
parciales de longitud 2n, es decir,

q∈ Xn si, y sólo si, q = (U1,V1,U2,V2, · · · ,Un,Vn), dondeVi = εα(U1,V1,U2,V2, . . . ,Ui), 1≤ i ≤ n.

Sabemos que unεα-juego parcial de longitud 2n+ k, (k ∈ N), es unaextensiónde unεα-juego parcial de
longitud 2n si los primeros 2n conjuntos de ambas cadenas son los mismos. Asumiremos que laclase de
todos losεα-juegos parciales se ordena por esta relación.

Para demostrar queG contiene la intersección de alguna sucesión(Wn)
∞
n=1 de subconjuntos abiertos

densos enX, procederemos a construir, inductivamente, las siguientes dos sucesiones de juegos parciales
(An)

∞
n=1 y (Bn)

∞
n=1 para luego, usando dichas sucesiones, definir(Wn)

∞
n=1:

(1) En primer lugar definaA1 = X1 y apliquemos el Lema de Zorn para obtener un subconjunto maximal
B1 deA1 tal que, si(U1,V1) y (U ′

1,V
′
1) sonelementos distintosdeB1, entonces int(V1) ∩ int(V ′

1) =∅.

(2) Procediendo por inducción, supongamos que tantoAn así comoBn han sido construidos. Para definir
An+1 todo lo que tenemos que hacer es tomar todas las extensiones de longitud 2(n+ 1) de elementos
deBn, es decir,

An+1 =
{
(U1,V1, · · · ,Un+1,Vn+1) ∈ Xn+1 : (U1,V1, · · · ,Un,Vn) ∈ Bn

}

y entonces elegir, usando una vez más el Lema de Zorn, un subconjunto maximalBn+1 deAn+1 tal que,
si

(U1,V1, · · · ,Un+1,Vn+1) y (U ′
1,V

′
1, · · · ,U ′

n+1,V
′
n+1)

son elementos distintos deBn+1, entonces int(Vn+1) ∩ int(V ′
n+1) =∅.

Esto termina la construcción de nuestras sucesiones(An)
∞
n=1 y (Bn)

∞
n=1. Observe que de la construcción

anterior podemos derivar la siguiente:

Afirmación (∗∗). Para cada(U1,V1, · · · ,Un,Vn) ∈ An existe(U ′
1,V

′
1, · · · ,U ′

n,V
′
n) ∈ Bn tal que

int(Vn) ∩ int(V ′
n) 6=∅.
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En efecto, sea(U1,V1, · · · ,Un,Vn) ∈ An y suponga que para todo(U ′
1,V

′
1, · · · ,U ′

n,V
′
n) ∈ Bn, se cumple que

int(Vn) ∩ int(V ′
n) = ∅. La maximalidad deBn nos revela que(U1,V1, · · · ,Un,Vn) pertenece aBn en cuyo

caso, poniendo(U ′
1,V

′
1, · · · ,U ′

n,V
′
n) = (U1,V1, · · · ,Un,Vn), tenemos que int(Vn) ∩ int(V ′

n) = int(Vn) 6=∅. Esta
contradicción establece nuestra afirmación.�

Una vez construidas las sucesiones(An)
∞
n=1 y (Bn)

∞
n=1, procedamos a definir(Wn)

∞
n=1. Para cadan∈N,

sea
Wn =

⋃

(U1,V1,··· ,Un,Vn)∈Bn

int(Vn).

Obviamente cadaWn es un conjunto abierto. Lo que deseamos demostrar es que ellos son densos enX. Sea
O un subconjunto abierto no vacío deX. Usando la definición deJ podemos hallar unU1 ∈ J contenido enO
y también, usando la estrategiaεα, podemos determinar unV1 ∈ J con(U1,V1)∈A1 = X1. Por la Afirmación
(∗∗), existe un(U ′

1,V
′
1) ∈ B1 con int(V1) ∩ int(V ′

1) 6=∅, de donde se sigue que

∅ 6= int(V1) ∩ int(V ′
1) ⊆ V1 ∩ int(V ′

1) ⊆ U1 ∩ int(V ′
1) ⊆ O∩W1.

Lo anterior nos revela que la densidad deW1 ha quedado establecida. Por inducción, supongamos que para
algún n ∈ N hemos demostrado queO∩Wn 6= ∅. Esto significa, por la definición deWn, que existe un
(U1,V1, · · · ,Un,Vn)∈Bn tal queO∩ int(Vn) 6=∅. De nuevo, usando las propiedades deJ podemos seleccionar
unUn+1 ∈ J contenido en el abiertoO∩ int(Vn) y luego aplicar la estrategiaεα para hallar unVn+1 ∈ J tal
que (U1,V1, · · · ,Un+1,Vn+1) ∈ An+1. Puesto que(U1,V1, · · · ,Un+1,Vn+1) ∈ An+1, la Afirmación (∗∗) nos
garantiza la existencia de un elemento(U ′

1,V
′
1, · · · ,U ′

n+1,V
′
n+1) ∈ Bn+1 tal que int(Vn+1) ∩ int(V ′

n+1) 6=∅, de
donde obtenemos que

∅ 6= int(Vn+1) ∩ int(V ′
n+1) ⊆ Vn+1 ∩ int(V ′

n+1) ⊆ O∩Wn+1.

Ya finalizada la demostración de la densidad de todos los conjuntos abiertosWn, resta por demostrar
que

⋂∞
n=1Wn ⊆ G. Seax ∈ ⋂∞

n=1Wn. Para cadan ∈ N, existe un único(Un
1 ,Vn

1 , · · · ,Un
n ,Vn

n ) ∈ Bn tal que
x∈ int(Vn

n ). Por otro lado, para todon∈ N,

x∈ int(Vn+1
n+1 ) ⊆ int(Vn

n+1),

de modo que int(Vn
n+1)∩ int(Vn

n ) 6=∅. Se sigue ahora del modo en queBn fue construida, que los elementos
(Un

1 ,Vn
1 , · · · ,Un

n ,Vn
n ) y (Un+1

1 ,Vn+1
1 , · · · ,Un+1

n ,Vn+1
n ) deBn, no pueden ser distintos, por lo que

(Un
1 ,Vn

1 , · · · ,Un
n ,Vn

n ) = (Un+1
1 ,Vn+1

1 , · · · ,Un+1
n ,Vn+1

n ).

Lo que acabamos de demostrar nos dice que niUn
j ni Vn

j dependen den, de modo que hemos encontrado
una sucesión(U1,V1,U2,V2, · · · ) tal que(U1,V1, · · · ,Un,Vn) ∈ Bn y conx∈ int(Vn) para todon∈ N. Pero ya
que(U1,V1, · · · ,Un,Vn) ∈ Xn, resulta que la sucesiónp = (Un,Vn)

∞
n=1 es unεα-juego el cual es ganado por

el jugadorα ya queεα es una estrategia ganadora para dicho jugador, es decir,
⋂∞

n=1Vn ⊆ G, lo que a su vez
implica que

x∈
∞⋂

n=1

int(Vn) ⊆
∞⋂

n=1

Vn ⊆ G.

Esto termina la prueba. �

Como acabamos de ver, es mucho más difícil demostrar que la existencia de una estrategia ganadora
para el jugadorα implica la residualidad del conjuntoG que el recíproco. Esto significa queconstruir una
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estrategia ganadora es más fácil que verificar la residualidad directamente.También es importante observar
que, como en el juego de Banach-Mazur, para ciertos conjuntos G de un espacio topológicoX, el juego
BMO(G,J,X) puede ser indeterminado para ambos jugadores. En efecto, siX = [0,1], J es la colección
de todos los subconjuntos abiertos no vacíos deX y G ⊆ [0,1] es un conjunto de Luzin, entonces el juego
BMO(G,J, [0,1]) es claramente no determinado para ambos jugadores.

El Teorema de Banach-Mazur-Oxtoby tiene, como cabe esperar, su radio de aplicación cuando se pre-
sume que algún subconjunto no vacíoG, viviendo en algún espacio topológicoX, es sospechoso de ser
residual en dicho espacio. Existen muchas aplicaciones de éste resultado. Una de ellas, como veremos de in-
mediato, es proveer otra demostración del Teorema de Categoría de Baire para espacios métricos completos.

Corolario 2.2.24. Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire.

Prueba.Sea(X,d) un espacio métrico completo y suponga queX no es un espacio de Baire. Esto significa,
invocando el Teorema 1.6.3, página 37, que existe un conjunto residualG⊆ X que no es denso enX. Sea
(Gn)

∞
n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos densos enX tal queG =

⋂∞
n=1 Gn y escojamos un abiertoU

deX tal queU ∩G =∅.
Para poder aplicar el Teorema de Banach-Mazur-Oxtoby, debemos saber quién es, en primer lugar,J. En

este caso,J = τ∗. SiendoG residual, el Teorema 2.2.81 nos asegura que el jugadorα posee una estrategia
ganadoraεα en el juego BMO(G,X). Veamos cómo estos hechos conducen a una contradicción. En efecto,
suponga queU1 = U es la primera elección del jugadorβ y seaV1 = εα(U1) ⊆U1 la respuesta, siguiendo su
estrategia, del jugadorα al movimientoU1 deβ. Puesto queV1∩G1 6=∅, la siguiente elección del jugadorβ
es tomar una bola abiertaU2 :=U(x1, r1) incluida enV1∩G1 conr1 < 1 de modo tal queU(x1, r1)⊂V1∩G1.
En el movimienton+ 1, una vez que el jugadorα, siguiendo su estrategia, hace su elección tomando un
conjunto abiertoVn = εα(U1, . . . ,Un)⊆Un, responde el jugadorβ eligiendo una bola abiertaUn+1 =U(xn, rn)
enUn∩Gn, el cual es no vacío, conrn < rn−1/2n de modo queU(xn, rn) ⊂ Vn ∩Gn. Se construye así una
partidap= (Un,Vn)

∞
n=1 que es ganada, por consiguiente, por el jugadorα puesεα es una estrategia ganadora

para dicho jugador. Esto significa que
⋂∞

n=1Un =
⋂∞

n=1Vn ⊆ G. Sin embargo, como
⋂∞

n=1Un ⊆U1 y ya que
U1∩G =∅, entonces debe ocurrir que

⋂∞
n=1Un =

⋂∞
n=1Vn =∅. Por otro lado, gracias al Teorema de Encaje

de Cantor, tenemos que
⋂∞

n=1U(xn, rn) 6=∅ y, en consecuencia,

∅ 6=
∞⋂

n=1

U(xn, rn) ⊆
∞⋂

n=1

Un∩Gn = ∅.

Esta contradicción establece queX es un espacio de Baire. �

Por supuesto, un argumento enteramente similar puede ser llevado a cabo usando el Teorema de Banach-
Mazur en la demostración del resultado anterior. Como antes, se parte del supuesto de queX no es un espacio
de Baire y se invoca el Teorema de Banach-Mazur quien garantiza que el jugadorβ posee una estrategia
ganadora y se procede como en la demostración anterior. Lo único que cambia es que ahora la elección de
las bolas abiertas las elige el jugadorα en lugar deβ.

Otra aplicación interesante del juego de Banach-Mazur-Oxtoby es el siguiente.

Teorema 2.2.82.Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach, Z un espacio de Baire y F: Z → 2(X∗,ω∗) una apli-
cación multivaluadaUSCOminimal. El conjunto G, formado por todos los z∈ Z tal que la cápsula convexa
de F(z) está contenida en alguna bola cerrada alrededor del origen de X∗, es residual en Z

Prueba.En virtud del Teorema de Banach-Mazur-Oxtoby bastará con comprobarse que el jugadorα posee
una estrategia ganadora en el juego BMO(G,Z). Sea(εn)

∞
n=1 una sucesión decreciente en(0,1) convergiendo
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a 0. SeaU cualquier conjunto abierto no vacío deZ y suponga queU1 :=U es la primera elección del jugador
β. Para cadan∈N, considere el conjunto

Cn = {z∈U1 : F(z)∩nBX∗ 6=∅} .

Puesto queF es superiormente semicontinua , losCn son cerrados enU1 y se cumple queU1 =
⋃∞

n=1Cn.
SiendoU1 un espacio de Baire, existe unn0 ∈ N tal que int(Cn0) 6= ∅. SeaV1 := int(Cn0) la respuesta del
jugadorα a la elecciónU1 de β. Observe que comoF es USCO minimal, el Teorema 2.2.14 nos garantiza
queF(V1) es un subconjunto denBX∗ .

SeaU2 la respuesta del jugadorβ a la elecciónV1 de α. Pongamosδ2 = sup
{
‖x∗ ‖ : x∗ ∈ F(U2)

}
. Si

δ2 = 0, entonces es suficiente que el jugadorα elija Vn = Un para cualquiern ≥ 2 para ganar la partida
p = (Un,Vn)

∞
n=1. Supongamos ahora queδ2 > 0. Existe, por la definición deδ2, un x∗ ∈ F(U2) tal que

‖x∗ ‖ > δ2(1− ε2). Para estex∗ podemos, también, elegir unx2 ∈ SX satisfaciendox∗(x2) > δ2(1− ε2). Si
ahora definimos

Ω =
{

y∗ ∈ X∗ : y∗(x2) > δ2(1− ε2)
}

resultará queF(U2)∩Ω 6= ∅. Puesto queΩ esω∗-abierto, una nueva aplicación del Teorema 2.2.14 nos
proporciona la existencia de un abierto no vacíoV2 ⊆U2 tal queF(V2) ⊆ Ω. Por esto,

〈F(V2),x2〉 := ı́nf
{

y∗(x2) : y∗ ∈ F(V2)
}

≥ δ2(1− ε2) > 0.

La segunda elección que hace el jugadorα en respuesta al movimientoU2 de β es tomar el conjuntoV2.
Continuando inductivamente con este procedimiento y suponiendo que para ningúnn∈N se da el caso trivial
de queF(Un) = {0}, entonces se obtiene una sucesión de conjuntos abiertos no vacíosU1,V1, . . . ,Un,Vn, . . .
enZ, números positivosδ2,δ3, . . . y vectoresx2,x3, . . . enSX tales que

U1 ⊇V1 ⊇ ·· · ⊇Un ⊇Vn ⊇ ·· · , δn = sup
{
‖x∗ ‖ : x∗ ∈ F(Un)

}

y
〈F(Vn),xn〉 ≥ δn(1− εn) > 0

paran = 2,3, . . . . Si
⋂∞

n=1Vn = ∅, el jugadorα gana el juego y termina la prueba. Supongamos ahora que⋂∞
n=1Vn 6= ∅ y seaz∈ ⋂∞

n=1Vn. Comoδ2 ≥ δ3 ≥ ·· · > 0, definamosδ = ĺımn δn. Veamos que‖x∗ ‖ = δ
para cualquierx∗ ∈ co(F(z)), donde co(A) denota la cápsula convexa deA. En efecto, seax∗ ∈ co(F(z)).
Entonces existen vectoresx∗1, . . . ,x

∗
m enF(z) y escalares positivosa1, . . . ,am cona1 + · · ·+am = 1 tales que

x∗ = a1x∗1 + · · ·+amx∗m. Comox∗j ∈ F(z) ⊆ F(Vn) ⊆ F(Un), tenemos que

δn ≥ a1‖x∗1‖+ · · ·+am‖x∗m‖ ≥ ‖a1x∗1 + · · ·+amx∗m‖
≥
(
a1x∗1 + · · ·+amx∗m

)
(xn) ≥ δn(1− εn)

para todon∈ N. Haciendo tendern a infinito se obtiene queδ = ‖a1x∗1 + · · ·+amx∗m‖ = ‖x∗ ‖. Esto prueba
que

⋂∞
n=1Vn ⊆G, lo cual significa queα es el vencedor del juego. Un llamado al Teorema de Banach-Mazur-

Oxtoby nos conduce a queG es residual enZ. �

Casi todos los resultados de la Sección 2.1 del Capítulo 2 se pueden demostrar por medio de un ar-
gumento que involucra el juego de Banach-Mazur-Oxtoby. Para dar una muestra de ello, repetiremos la
demostración de los Teorema 2.1.1 y Teorema 2.1.13 usando eljuego de Banach-Mazur-Oxtoby (véase tam-
bién [78], Example 10.5, p. 415).
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Teorema 2.2.83.El conjuntoND[0,1] de todas las funciones continuas nunca diferenciables en[0,1] es
residual en(C[0,1],‖·‖∞).

Prueba.Si queremos hacer uso del Teorema de Banach-Mazur-Oxtoby esimprescindible que sepamos
quiénes sonX, G y J. Para este resultadoX = C[0,1], G = ND[0,1] y J = τ∗. Supongamos que para al-
gúnn∈ N, los jugadoresα y β han elegido los conjuntos

U1 ⊇V1 ⊇ ·· · ⊇Un−1 ⊇Vn−1 ⊇Un,

donde, como siempre,U1 es la primera elección del jugadorβ. Para saber cuál debe ser la respuesta de
α al movimientoUn efectuado porβ, escojamos una funcióngn ∈ Un y un εn > 0 tal que la bola abier-
ta U(gn,4εn) ⊆ Un. Por otro lado, siendogn una función uniformemente continua, existe un 0< δn <
mı́n{εn/n,1/2} tal que ∣∣gn(y)−gn(x)

∣∣< εn siempre que |x−y| < δn (1)

Tomemosbn > 2π/δn y definamoshn(x) = 3εn sen(bnx). La respuesta del jugadorα a la elecciónUn de
β es elegir la bola abiertaVn = U(gn + hn,

1
2εn) ⊆ Un. Con esta estrategia, el jugadorα gana la partida

p = (Un,Vn)
∞
n=1, es decir,

⋂∞
n=1Vn ⊆ G. En efecto, suponga por un momento quef ∈ ⋂∞

n=1Vn pero que
f 6∈ G. Esto significa quef ′(x) existe para algúnx∈ [0,1]. Escojamos un enteron lo suficientemente grande
de modo que satisfaga 1+ | f ′(x)| < n. Puesto que 2π/bn < δn y nδn < εn tenemos que

2π
(
1+ | f ′(x)|

)

bn
<
(
1+ | f ′(x)|

)
δn < εn (2)

Por otro lado, comof ′(x) existe, podemos determinar un 0< δ < δn tal que
∣∣∣∣

f (y)− f (x)
y−x

− f ′(x)

∣∣∣∣ < 1 (3)

para 0< |y− x| < δ. Mirando en el intervalo de longitud 2π, Jn = (bnx−2π,bnx+ 2π), podemos hallar un
par de númerosξ1,ξ2 ∈ Jn tales que|ξ1−ξ2| = 2π y |sen(ξi)−sen(bnx)| ≥ 1, i = 1,2. Seayi = ξi/bn para
i = 1,2. Entonces

|yi −x| =
∣∣∣∣
ξi −bnx

bn

∣∣∣∣≤
2π
bn

< δn, i = 1,2, (4)

de donde se sigue que al menos uno de los dos puntosy1 o y2 está en[0,1]. Elijamos uno de ellos, si ambos
están, o el que esté en dicho intervalo, y llamémosloy. Se tiene entonces

∣∣gn(y)−gn(x)
∣∣< εn y

∣∣hn(y)−hn(x)
∣∣ = 3εn

∣∣sen(ξi/bn)−sen(x)
∣∣ ≥ 3εn,

Observemos finalmente que, por un lado, usando(3) y (4)

| f (y)− f (x)| =
∣∣∣∣

f (y)− f (x)
y−x

∣∣∣∣ |y−x| ≤
(
1+ | f ′(x)|

)
|y−x| <

(
1+ | f ′(x)|

)
δn < εn,

mientras que por estarf enVn = U(gn +hn,
1
2εn), se cumple que

| f (y)− f (x)| ≥
∣∣hn(y)−hn(x)

∣∣−
∣∣gn(y)−gn(x)

∣∣− εn > εn.

Esta contradicción establece quef ∈ G y, en consecuencia,α gana la partidap. Esto prueba queα posee una
estrategia ganadora en el juego BMO(G,J,X). Un llamado al Teorema de Banach-Mazur-Oxtoby nos revela
queG es residual enX. �
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Teorema 2.2.84.El conjuntoNM[0,1], de todas las funciones continuas nunca monótonas en[0,1], es
residual en(C[0,1],‖·‖∞).

Prueba.Para poder aplicar el Teorema de Banach-Mazur-Oxtoby, debemos precisar quiénes sonX, G y J.
Los conjuntosX y G so fáciles de determinar:X = C[0,1] y G = NM[0,1]. DeterminarJ es más sutil.J
será la familia de todas las bolas cerradasB( f , r) deC[0,1] con r > 0 y cuyo centrof pertenece al conjunto
CLT[0,1] formado por todas las funciones enC[0,1] que son lineales a trozos. Recuerde que dicho conjunto
en norma-denso enC[0,1] (Lema 2.1.1, página 118), de modo queJ es una pseudo-base enX. Con estos
ingredientes a mano, nos preparamos a demostrar que el jugador α posee una estrategia ganadora en el juego
BMO(G,J,X).

Supongamos que en eln-ésimo movimiento los jugadores ya han elegidos los conjuntos

U1 ⊇V1 ⊇U2 ⊇V2 ⊇ ·· · ⊇Vn−1 ⊇Un

de acuerdo a las reglas del juego. Por supuesto, el último movimiento deβ es el conjuntoUn = B(gn, rn) para
alguna función continua lineal a trozogn y algún rn > 0. ¿Cuál debe ser la respuesta del jugadorα a este
último movimiento deβ? Es claro, según las reglas del juego, queα también debe elegir una bola cerrada
B( fn,εn) incluida enUn, con fn ∈ CLT[0,1]. Lo importante, por supuesto, es cómoα debe escoger su función
continua lineal a trozofn y su radioεn de modo que le permita ganar dicha partida. Veamos cómo debe
hacerlo.

1. Escojamos una particiónPn = {0 = x0 < x1 < · · · < xk = 1} del intervalo[0,1] de modo tal que:

(a) máx{xi+1−xi : i = 0,1,2, . . . ,k−1} < 1/n, (esto permite que las particiones se hagan más finas a
medida que el juego progrese) y

(b) máx{|gn(x)−gn(y)| : x,y∈ [xi ,xi+1]} < rn/3, parai = 0,1,2, . . . ,k−1 (lo cual es posible debido al
hecho de quegn es uniformemente continua).

2. Definamos una función continua lineal a trozofn del modo siguiente: para cadai = 0,1,2, . . . ,k pongamos
fn(xi) = gn(xi) y en los puntos internosxi +

1
3(xi+1−xi) y xi +

2
3(xi+1−xi) definamos

fn

(
xi +

1
3
(xi+1−xi)

)
= gn(xi) − 1

3
rn y fn

(
xi +

2
3
(xi+1−xi)

)
= gn(xi) +

1
3

rn.

Completamos la definición defn haciendo que ella sea lineal en los intervalos[xi ,xi +
1
3(xi+1 − xi)),

[xi +
1
3(xi+1− xi),xi +

2
3(xi+1− xi)) y [xi +

2
3(xi+1− xi),xi+1]. Es fácil ver que‖gn− fn‖ < 2r2/3, de

modo queB( fn, rn/3) ⊆ B(gn, rn).

3. Además, se verifica sin problemas, que cualquierf ∈ B( fn, rn/9) es no-monótona en cada uno de los
intervalos[xi ,xi+1] dePn. Pongamos entoncesεn = rn/3 y definamosVn := B( fn,εn).

Continuando con este proceso obtenemos una partidap = (Un,Vn)
∞
n=1. Puesto que la norma dePn tiende a

cero, se sigue de(3) que cualquier funciónf ∈ ⋂∞
n=1Vn es nunca-monótona, es decir,f ∈ G y, por lo tanto,⋂∞

n=1Vn ⊆ G. Esto prueba queα gana la partidap y, en consecuencia, dicho jugador posee una estrategia
ganadora en el juego BMO(G,J,X). Por el Teorema de Banach-Mazur-Oxtoby, el conjuntoG es residual en
X. �

El siguiente corolario puede resultar útil en algunos casos.
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Corolario 2.2.25. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Si X esα-favorable paraBM(X) y si H
es un subconjunto de primera categoría en X, entonces existeuna estrategiaεα para el jugadorα tal que

∞⋂

n=1

Vn 6=∅ y H∩
( ∞⋂

n=1

Vn

)
=∅, (⋆)

para cualquierεα-juego p= (Un,Vn)
∞
n=1.

Prueba.Observemos, en primer lugar, que por el Teorema 2.2.75,X es un espacio de Baire y en consecuen-
cia, H 6= X. EscribamosH =

⋃∞
n=1Fn, donde cadaFn es un subconjunto cerrado nunca-denso deX. Seaε′α

una estrategia para el jugadorα y defina esta otra estrategia deα del modo siguiente:

εα(U1, . . . ,Un) = ε′α(U1rF1,V1,U2rF2,V2, . . . ,UnrFn), n = 1,2, . . . .

Con esta estrategia, la condición(⋆) se cumple para cualquierεα-juego(Un,Vn)
∞
n=1. En efecto, si(Un,Vn)

∞
n=1

es unεα-juego, entonces(UnrFn,Vn)
∞
n=1 es unε′α-juego por la definición deεα. Siendoε′α una estrategia

ganadora, se sigue que
⋂∞

n=1Vn =
⋂∞

n=1

(
UnrFn

)
6=∅, lo cual implica queH ∩

(⋂∞
n=1Vn

)
=∅. �

2.2.17. ‖ ◮ El juego de Choquet

Si uno modifica ligeramente la forma cómo los jugadores, en eljuego BM(X), hacen su elección, uno
obtiene un nuevo juego que permite caracterizar a los espacios metrizables que soňCech-completos. Las
reglas para dicho juego se especifican del modo siguiente: como siempre, el jugadorβ es quien tiene el
privilegio de comenzar cualquiera de las partidas del juegoeligiendo, en su primer movimiento, además de
un subconjunto abierto no vacíoU1 deX, un puntox1 ∈U1 (su movimiento es, entonces, el par(U1,x1)). Le
toca el turno al jugadorα y él, o ella, escoge un entorno abiertoV1 dex1 conV1 ⊆U1. En general, si(Un,xn)
es la elección deβ en eln-ésimo movimiento, entoncesα responde eligiendo un abiertoVn ⊆Un conteniendo
a xn. Continuando de este modo uno obtiene un nuevo juego al que llamaremosjuego de Choquety que
designaremos por Ch(X). Diremos queα gana la partidap = (Un,xn,Vn)

∞
n=1 si

⋂∞
n=1Vn 6= ∅, en caso

contrario el vencedor de la partida es el jugadorβ. Es importante destacar que en este juego al jugadorα
no le está permitido elegir otros puntos distintos de los seleccionados por el jugadorβ. Las nociones de
estrategia (estrategia estacionaria) y de estrategia ganadora (estrategia estacionaria ganadora) para ambos
jugadores se definen de modo similar como se hizo en el juego deBanach-Mazur.

Definición 2.2.24. Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) se llamaα-favorable paraCh(X) o espacio
fuertemente de Choquet, si el jugadorα posee una estrategia ganadora en el juegoCh(X). Si el jugador
β no posee estrategia ganadora alguna en el juegoCh(X), entonces diremos que X esβ-desfavorable para
Ch(X).

Es claro que todo espacio fuertemente de Choquet es un espacio de Choquet. Más aun, todo espacio
métrico completo así como todo espacio de Hausdorff localmente compacto son espacios fuertemente de
Choquet. Sin embargo, un espacio métrico que no es completo pero que posee un subconjunto denso de
puntos aislados es un espacio de Choquet que no es fuertemente de Choquet. Estos hechos demuestran que,
en general, los conceptos de espacio fuertemente de Choquety de espacio de Choquet son distintos. Según
nuestra definición de los juegos de Banach-Mazur y de Choquet, es fácil ver que el juego Ch(X) es “más
favorable” para el jugadorβ (y “menos favorable” para el jugadorα) que el juego BM(X): una estrategia
ganadoraεβ paraβ en el juego BM(X), al agregarsele a ella puntosxn ∈Un de alguna manera, sigue siendo
ganadora en Ch(X), ya que las posibilidades paraα se reducen. Por otro lado, una estrategiaεβ ganadora
en Ch(X), al suprimirsele los puntosxn, no necesariamente sigue siendo ganadora en BM(X), ya que las
posibilidades deα aumentan. Lo anterior se puede escribir en la forma:
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Teorema 2.2.85 (Debs).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff.

(1) Si X esα-favorable paraCh(X), entonces X esα-favorable paraBM(X).

(2) Si X esβ-desfavorable paraCh(X), entonces X esβ-desfavorable paraBM(X).

Prueba.Es inmediata.

En particular, combinando el Teorema 2.2.75 con(1) del resultado anterior o el Teorema 2.2.74 con(2)
del teorema anterior, tenemos que:

Corolario 2.2.26. Si (X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff el cual esα-favorable (oβ-desfavorable)
para Ch(X), entonces X es un espacio de Baire.

Recordemos que el producto de dos espacios de Baire no es necesariamente un espacio de Baire. Sin
embargo, siX y Y son espacios fuertemente de Choquet, entonces su producto cartesiano es un espacio
fuertemente de Choquet. Con estos resultados a la mano podemos concluir que siCH denota la familia de
todos los espacios fuertemente de Choquet, entonces todo elemento deCH es un espacio de Baire; es decir,
CH ⊆ Ba y dicha familia es hereditaria por subconjuntosGδ (véase la demostración del próximo resultado)
y por productos cartesianos finitos.

El siguiente resultado establece que los subconjuntosGδ viviendo en un espacio fuertemente de Choquet
heredan esa propiedad.

Lema 2.2.23. . Sea(X,τ) un espacio fuertemente de Choquet. Si G es un subconjunto Gδ de X, entonces G
es un espacio fuertemente de Choquet.

Prueba.Supongamos queG es unGδ. Entonces existe una sucesión(Gn)
∞
n=1 de abiertos enX tal queG =⋂∞

n=1Gn. Indiquemos porεα una estrategia ganadora del jugadorα en el juego Ch(X), la cual existe debido
a queX es un espacio fuertemente de Choquet. Denotemos, además, por α1 y β1 los jugadores en el juego
Ch(G). Nuestro objetivo es construir una estrategia ganadoraεα1 para el jugadorα1 partiendo de la estrategia
εα. Veamos cómo se hace.

Imaginemos que el jugadorβ1 comienza la partida escogiendo el par(U ′
1,x

′
1), dondeU ′

1 es un abierto en
G y x′1 ∈U ′

1. Veamos cuál debe ser la respuesta deα1 a esa elección deβ1. SiendoU ′
1 un abierto deG, existe

un abiertoU1 enX tal queU ′
1 = U1∩G.

Supongamos ahora que, paralelamente, el jugadorβ comienza la partida en el juego Ch(X) eligiendo el
par(U1∩G1,x′1) y seaV1 un entorno abierto dex1

′ incluido enU1∩G1 la respuesta del jugadorα, de acuerdo
con su estrategia, al movimiento anterior deβ. Puesto quex′1 ∈ V1, el conjuntoV ′

1 = V1∩G es no vacío y
entonces el jugadorα1 deberá elegir el conjuntoV ′

1 en respuesta al primer movimiento deβ1. Observe que
x′1 ∈V ′

1.
El turno ahora es para el jugadorβ1 y él, o ella, elige el par(U ′

2,x
′
2) conU ′

2 un abierto no vacío deG
contenido enV ′

1 y con x′2 ∈ U ′
2. De nuevo, seaU2 un abierto enX tal queU ′

2 = U2 ∩G. Reemplazando a
U2 porU2∩V1 si fuera necesario, podemos suponer queU2 ⊆V1. Sea(U2∩G2,x′2) el siguiente movimiento
del jugadorβ en Ch(X). Entoncesα, siguiendo con su estrategia, elige un abiertoV2 tal quex2

′ ∈ V2 ⊆
U2∩G2. Ya quex′2 ∈V2, resulta que el conjuntoV ′

2 = V2∩G es no vacío, y entonces el jugadorα1 deberá
responder a la elección efectuada por su adversarioβ1 con el abiertoV ′

2. Si se continua inductivamente con
este procedimiento se obtiene unaεα1-partidap′ = (U ′

n,x
′
n,V

′
n)

∞
n=1 en el juego Ch(G) obtenida de laεα-partida

p = (Un,xn,Vn)
∞
n=1. Puesto queεα es una estrategia ganadora, laεα-partidap es ganada por el jugadorα lo
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cual significa que
⋂∞

n=1Vn 6=∅. Pero comoVn ⊆ Gn para todon∈ N, tenemos que
⋂∞

n=1Vn ⊆
⋂∞

n=1 Gn = G,
de donde resulta que

∞⋂

n=1

V ′
n =

∞⋂

n=1

(Vn∩G) =

( ∞⋂

n=1

Vn

)
∩G =

∞⋂

n=1

Vn 6=∅.

Esto prueba queα1 gana la partidap′ y termina la demostración del Lema. �

El resultado fundamental que caracteriza a los espacios métricosα-favorables en el juego de Choquet es
el siguiente ([97], Theorem 8.7):

Teorema 2.2.86 (Choquet).Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff completamente regular y considere las si-
guientes condiciones:.

(1) X es un espacio fuertemente de Choquet.

(2) X esČech-completo.

Entonces(2) ⇒ (1). Si, además, X es metrizable, entonces(1) ⇒ (2).

Prueba. (2)⇒ (1). Sabemos, por el Teorema 1.11.10, página 69, que(2) es equivalente a:X es unGδ enβX.
Ahora bien, comoβX es compacto, resulta que él es un espacio fuertemente de Choquet y, por consiguiente,
aplicando el Lema 2.2.23, tenemos queX es un espacio fuertemente de Choquet.

Suponga ahora queX es un espacio métrico. La prueba de que(1) ⇒ (2) se puede ver, por ejemplo, en
Kechris [256], Theorem 8.17 (ii), p. 45-46. �

2.2.18. ‖ ◮ El juego de Kenderov-Moors y fragmentabilidad

Kenderov y Moors [261] modificando de nuevo las reglas del juego de Banach-Mazur, desarrollan un
nuevo juego con el cual establecen una caracterización de laposesión de estrategias ganadoras para el jugador
α con la noción de fragmentabilidad en dicho juego.

Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. El juego de Kenderov-Moors involucra, como en el juego
de Banach-Mazur, a dos jugadoresα y β que en cada partida eligen, alternativamente, subconjuntosno vacíos
deX. El jugadorβ, como siempre, es quien comienza cada partida seleccionando un subconjunto arbitrario
A1 deX. Le toca el turno aα y su elección es un subconjuntoB1 deA1 el cual es relativamente abierto en
A1. En eln-ésimo paso del desarrollo de la partida,β elige cualquier subconjuntoAn del último movimiento
Bn−1 efectuado porα y entoncesα responde tomando un subconjunto relativamente abiertoBn del conjunto
An. Continuando de este modo, los jugadores producen una sucesión encajada de conjuntos no vacíos

A1 ⊇ B1 ⊇ ·· · ⊇ An ⊇ Bn ⊇ ·· ·

a la que llamaremos, como antes, una partida y denotada porp = (An,Bn)
∞
n=1. Al jugadorα se le declara el

ganador de la partidap si
∞⋂

n=1

An =
∞⋂

n=1

Bn

es vacío o bien consta de un único punto. En caso contrario, sedeclara vencedor de la partidap al jugador
β. A este juego lo llamaremosjuego de Kenderov-Moorsy lo denotaremos por KM(X). Como en el juego
de Banach-Mazur, todos los otros conceptos relacionados con este juego tales como estrategia y estrategia
ganadora para cada jugador en el juego de Kenderov-Moors se definen de modo enteramente similar.
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Definición 2.2.25. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Diremos que X esα-favorable para el
juegoKM(X) si existe una estrategia ganadora para el jugadorα enKM(X) y β-desfavorablesi no existe
estrategia ganadora alguna para el jugadorβ enKM(X).

El siguiente resultado caracteriza a los espacios fragmentables por medio de la existencia de estrategias
ganadoras para el jugadorα en el juego de Kenderov-Moors.

Teorema 2.2.87 (Kenderov-Moors, [261]).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Son equivalen-
tes:

(1) X es fragmentable.

(2) El jugadorα posee una estrategia ganadora en el juegoKM(X).

Prueba. (1) ⇒ (2). Supongamos queX es fragmentado por alguna métricad. Sin perder generalidad pode-
mos asumir qued es acotada (en caso contrario, usamosd′ = d/(1+ d) la cual también fragmenta aX).
Nuestro objetivo es definir una estrategiaεα paraα y demostrar que ella es una estrategia ganadora en el
juego KM(X). El jugadorβ comienza la partida eligiendo un subconjunto arbitrario novacíoA1 deX. De-
bido a la fragmentabilidad deX, existe un subconjunto no vacío relativamente abiertoB1 deA1 tal que

diam(B1) ≤
1
2

diam(A1).

Pongamosεα(A1) = B1. En general, la estrategiaεα para el jugadorα asigna, a cada juego parcialA1 ⊇
B1 ⊇ ·· · ⊇ Ak, el conjuntoBk = εα(A1,B1, . . . ,Ak) relativamente abierto deAk, donde los conjuntosAk y Bk

cumplen con la relación diam(Bk) ≤ 1
2 diam(Ak). Si α juega de acuerdo a esta estrategia, él o ella ganará

todos losεα-juegos debido al hecho de que el conjunto
⋂∞

n=1Bn tendrá diámetro cero y, por consiguiente,
contendrá a lo sumo un punto. Esto prueba queα posee una estrategia ganadora en KM(X).

(2) ⇒ (1) Supongamos que el jugadorα tiene una estrategia ganadoraεα para el juego KM(X). Usaremos
εα para construir unaσ-partición relativamente abierta del espacioX que, además, separe los puntos deX.
Comencemos definiendo

A1
1 = X y B1

1 = εα(A1
1).

Seaξ > 1 un ordinal tal que, para cadaη < ξ, los conjuntosAη
1 y Bη

1 = εα(Aη
1) han sido construidos y

pongamos

Aξ
1 = Xr

⋃

η<ξ
Bη

1 .

Si Aξ
1 6=∅, entonces definimosBξ

1 = εα(Aξ
1) y continuamos nuestra construcción. Es claro que, en algún paso

de la construcción, debemos alcanzar el vacío; es decir, tendremos que encontrarnos con un ordinalξ, al que

llamaremosξθ, tal queAξθ
1 =∅ y entonces paramos el proceso. Cuando este último paso ha sido alcanzado

obtenemos una familia deεα-juegos parciales

(
Aξ

1,B1
ξ)

1≤ξ<ξθ
.

Para cadaξ < ξθ, pongamosWξ
1 =

⋃
η≤ξ Bη

1. Dos hechos debemos destacar en relación a los conjuntosB1
ξ,

donde 1≤ ξ < ξθ, obtenidos anteriormente:
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lo primero es que la familia{Bξ
1 : 1≤ ξ < ξθ} es disjunta y cubre aX. La ventaja de esta observación

es que ella nos permite asociar a cadax∈ X, un únicoεα-juego parcial(Aξ
1,B

ξ
1). En efecto, notemos

que six∈ X =
⋃

1≤ξ<ξθ Bξ
1, entonces existe un únicoξ < ξθ tal quex∈ Bξ

1 ⊆ Aξ
1 y entonces asociamos

al punto elegidox, el εα-juego parcial(Aξ
1,B

ξ
1).

lo segundo es que, para cualquierξ < ξθ, el conjuntoWξ
1 es abierto enX.

Nuestro próximo paso es construir, para cada ordinalξ con 1≤ ξ < ξθ, una familia

(
Aξγ

2 ,Bξγ
2

)
γ

de extensiones o continuaciones delεα-juego parcial(Aξ
1,B

ξ
1). Para lograrlo, seaξ tal que 1≤ ξ < ξθ y

definamos
Aξ1

2 = Bξ
1 y Bξ1

2 = εα
(
Aξ

1,B
ξ
1,Aξ1

2

)
.

dondeξ1 es un índice que consiste de los dos símbolosξ y 1. Supongamos que para algún ordinalγ > 1,

todos los pares(Aξη
2 ,Bξη

2 )η<γ han sido construidos y pongamos

Aξγ
2 = Bξ

1r
⋃

η<γ
Bξη

2 .

Si Aξγ
2 6=∅, definimos

Bξγ
2 = εα

(
Aξ

1,B
ξ
1,Aξγ

2

)

y continuamos nuestra construcción. De modo enteramente similar al caso anterior, tendrá que ocurrir que,
en algún paso, debamos alcanzar el vacío, es decir, deberá existir un ordinalγξ , tal que

A
ξγξ
2 =∅

y entonces paramos el proceso. Como antes, una vez alcanzadoeste punto, obtenemos una familia

(
Aξ

1,B
ξ
1,Aξγ

2 ,Bξγ
2

)
1≤γ<γξ

deεα-juegos parciales la cual extiende a losεα-juegos parciales(Aξ
1,B

ξ
1)ξ. De nuevo, debemos observar dos

aspectos que son importantes destacar. El primero es que la familia

{
Bξγ

2 : 1≤ γ < γξ

}

es disjunta y cubre aBξ
1 y, por lo tanto,

X =
⋃

1≤ξ<ξ1

Bξ
1 =

⋃

1≤ξ<ξ1

⋃

1≤γ<γξ

Bξγ
2 .

Esto permite, como antes, asociar a cadax∈ X, un únicoεα-juego parcial(Aξ
1,B

ξ
1,Aξγ

2 ,Bξγ
2 ) tal quex∈ Bξγ

2 .

En efecto, six∈X entonces existe un únicoξ < ξθ tal quex∈Bξ
1 ⊆ Aξ

1; para este ordinalξ, existe a su vez un
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único índiceγ < γξ tal quex∈ Bξγ
2 ⊆ Aξγ

2 . De este modo asociamos ax el εα-juego parcial(Aξ
1,B

ξ
1,Aξγ

2 ,Bξγ
2 )

tal quex∈ Bξγ
2 . El segundo aspecto es que los conjuntos

⋃

η<γ
Bξη

2 , 1≤ γ < γξ

son abiertos enBξ
1.

Si continuamos con este proceso usando, en cada paso, la estrategiaεα del jugadorα podemos construir,
inductivamente, una sucesión de familias deεα-juegos parciales

{(
Aξ1

1 ,Bξ1
1 ,Aξ1ξ2

2 ,Bξ1ξ2
2 , . . . ,Aξ1···ξn

n ,Bξ1···ξn
n

)
(ξ1,...,ξn)∈Γn

}

n∈N

,

dondeΓn denota el conjunto de todas lasn-tuplas de ordinales que aparecen en eln-ésimo paso de nuestra
construcción, el cual resultará un conjunto bien ordenado si le imponemos el orden lexicográfico. Es im-
portante que resumamos algunas de las propiedades de los conjuntos Bν

k, con ν ∈ Γk, que son de nuestro
interés:

(α1) Para cadan∈ N y cada(ξ1, . . . ,ξn) ∈ Γn se tiene que

Bξ1···ξn
n =

⋃

(ξ1,...,ξn+1)∈Γn+1

Bξ1···ξnξn+1
n+1 .

Partiendo del hecho de queX =
⋃

ξ1∈Γ1
Bξ1

1 , se sigue, por inducción, que

(α2) para cadan∈ N, la familia

(
Bξ1···ξn

n

)
(ξ1,...,ξn)∈Γn

es un cubrimiento deX. Más aun, por el método de construcción que hemos usado, vemos que

(α3) para cadan∈ N y cada(ξ1, . . . ,ξn) ∈ Γn se cumple que

Bξ1···ξn
n es relativamente abierto enBξ1···ξn−1

n−1 \
⋃

1≤η<ξn

Bξ1···ξn−1η
n ,

de donde se deduce (véase la Proposición 2.2.1, página 311) que

(α4) para cadan∈ N y cada(ξ1, . . . ,ξn) ∈ Γn,

⋃

1≤η<ξn

Bξ1···ξn−1η
n es relativamente abierto enBξ1···ξn−1

n−1 .

De (α3),(α4) e inducción, se obtiene que
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(α5) para cadan∈ N y cada(ξ1, . . . ,ξn) ∈ Γn, el conjuntoWξ1···ξn
n definido por

Wξ1···ξn
n =

⋃

(η1,...,ηn)≤(ξ1,...,ξn)

Bη1···ηn
n

es abierto enX.

Nótese que(α2) y (α5) nos revelan que, para cadan∈ N,
(

Bξ1···ξn
n

)
(ξ1,...,ξn)∈Γn

es una partición relativamente abierta deX,

y, por lo tanto,
{(

Bξ1···ξn
n

)
(ξ1,...,ξn)∈Γn

}

n∈N

es unaσ-partición relativamente abierta deX.

Veamos que éstaσ-partición separa los puntos deX. En efecto, nuestra construcción implica que cada
x∈ X determina, de manera única, unεα-juego

(
Aξ1

1 ,Bξ1
1 ,Aξ1ξ2

2 ,Bξ1ξ2
2 , . . . ,Aξ1···ξn

n ,Bξ1···ξn
n , . . .

)

tal quex∈ Bξ1···ξn
n para todon∈N. Puesto que la estrategiaεα es ganadora, resulta que

∞⋂

n=1

Bξ1···ξn
n = {x}.

De aquí se deduce que siy∈ X cony 6= x, entoncesy 6∈ Bξ1···ξn
n para algúnn suficientemente grande, lo cual

prueba que
{(

Bξ1···ξn
n

)
(ξ1,...,ξn)∈Γn

}
n∈N

separa los puntos deX.

Uno puede trazar dos caminos para llegar a la conclusión de que el espacioX es fragmentable. En efecto,
uno de esos caminos es invocar el Teorema 2.2.59 para concluir que X es fragmentable. El otro camino
es construir una métrica que fragmenta aX. Veamos esto último. Notemos que la aplicaciónx → p(x) es
uno-a-uno. Para cadax′,x′′ ∈ X sean

p(x′) = (Ai
′,Bi

′) y p(x′′) = (Ai
′′,Bi

′′)

dondep(x) es el juego unívocamente determinado porx. Si ahora definimos

d(x′,x′′) =





0 siBi
′ = Bi

′′ para todoi ≥ 1,

n−1 donden = mı́n{i : Bi
′ 6= Bi

′′}.

resulta qued(·, ·) es, en realidad, una métrica sobreX. Veamos que ella fragmenta aX. En efecto, seanA un
subconjunto no vacío deX y ε > 0. Escojamos algúnn0 ∈ N tal que 1

n0
< ε y pongamosξ∗ = mı́n{ξ ∈ Γn0 :

Bξ
n0 ∩A 6=∅}. Para el conjunto abierto

W =
⋃

η≤ξ∗
η∈Γn0

Bη
n0
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tenemos que
W∩A = Bξ∗

n0
∩A

lo que nos muestra queBξ∗
n0 ∩A es un subconjunto relativamente abierto deA. Por otro lado,

d(x′,x′′) ≤ 1
n0

< ε

siempre quex′,x′′ ∈ Bξ∗
n0 ∩A; es decir,d− diam(Bξ∗

n0 ∩A) < ε. Esto prueba queX es fragmentado por la
métricad y con ello termina la prueba. �

Comentario Adicional 2.2.23 En [261], Kenderov y Moors usan el resultado anterior para demostrar que:

(1) Si(X‖·‖) es un espacio de Banach y si las topologías débil y débil-∗ en el dual X∗ de X coinciden
sobre SX∗ , entonces(BX,ω) es fragmentable.

(2) Si (X ‖·‖) es un espacio de BanachWCD, entonces(X∗,ω∗) es fragmentable.

Un espacio de Banach(X,‖·‖) se dice que es WCD,débilmente numerablemente determinado,
si existe una familia numerable(Fn)

∞
n=1 de subconjuntos cerrados de(X∗∗,ω∗) tal que, para cada

x∈ X, existe una subfamilia encajadaFn1 ⊇ Fn2 ⊇ ·· · , conx∈⋂∞
i=1 Fni ⊆ X.

(3) (ℓ∞/c0,ω) no es fragmentable.

(4) Si se modifica la regla ganadora para el jugadorα en el juego de Kenderov-Moors, se obtiene
un nuevo juego ideado por F. Topsøe y generalizado por E. Michael (véase, [310], p. 519) con el
que obtiene una caracterización de los espacios topológicos de Hausdorff que poseen una criba
exhaustiva completa. Los detalles se pueden ver en [310], p.519. El juego de Topsøe-Michael
TM(X) se define igual que el juego de Kenderov-Moors pero cambiandola regla ganadora. El
jugador α se declara ganador en el juego TM(X) si la sucesión(Bn)

∞
n=1 es completa (véase

la definición de sucesión completa en la página 76, Definición1.11.9) para cualquier partida
p = (An,Bn)

∞
n=1 jugada por ambos jugadores.

Teorema de Topsøe-Michael. Para un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) X tiene una criba exhaustiva completa.

(2) El jugadorα posee una estrategia estacionaria ganadora en el juegoTM(X).

(3) El jugadorα posee una estrategia ganadora en el juegoTM(X).

La clase de los espacios de Stegall. Un espacio topológico de Hausdorff(Y,τ) pertenece a la claseS
de losespacios de Stegall(respectivamente, a la claseSω de losespacios débilmente de Stegall) si,
para cualquier espacio de Baire (respectivamente, cualquier espacio métrico completo) X y cualquier
aplicación multivaluadaUSCOminimal F : X → 2Y, existe un subconjunto residual G de X tal que F
es a un sólo valor en todo punto de G.

El estudio de estos tipos de espacios es muy natural, especialmente en el contexto de los espacios de
Banach, pues:si X es un espacio de Banach y(X∗,ω⋆) es un espacio débilmente de Stegall, entonces
X es un espacio de Gâteaux diferenciabilidad, pero no necesariamente un espacio débilmente de
Asplund. Este resultado es particularmente interesante y significativo ya que por mucho tiempo se
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mantuvo, como un problema abierto, saber si todo espacio débilmente de Asplund era un espacio de
Gâteaux diferenciabilidad. Hoy en día sabemos, gracias a W.B. Moors y S. Somasundaram, que tal
cosa no es verdad. En efecto, en [321], los autores exhiben unespacio de Gâteaux diferenciabilidad
que no es débilmente de Asplund. Similarmente, O. Kalenda en[252] demuestra la existencia de un
espacio de BanachX que es débilmente de Asplund pero no está en la claseS.

Es fácil demostrar que todo espacio métrico pertenece a la claseS y que todo compactoK que esté
en la claseS es secuencialmente compacto y, además, contiene unGδ-denso que es completamente
metrizable, ([157], p. 54-55). Más aun, por el Teorema 2.2.55, página 304, todo espacio (compacto)
fragmentable está en la clase de Stegall y cuando la bola cerrada unitaria(BX∗ ,ω∗) del dual de un
espacio de BanachX está en la clase de Stegall, entoncesX es un espacio débil de Asplund, ([157], p.
56). Kalenda, en [251], usando herramientas adicionales dela Teoría de Conjuntos, ha podido construir
espacios compactos pertenecientes a la claseS que no son fragmentables.

Para el jugadorβ existe el siguiente resultado demostrado por Kenderov, Kortezov, Moors [259] y
Moors, Somasundaram [321] (véase también, [82]) el cual caracteriza a los espacios débilmente de
Stegall.

Teorema 2.2.88 (Kenderov-Kortezov-Moors-Somasundaram). Sea(X,τ) un espacio topológico de
Hausdorff. X pertenece a la clase de los espacios débilmenteStegall si, y sólo si, el jugadorβ no posee
estrategia ganadora alguna en el juegoKM(X).

Los teoremas de Kenderov-Moors y Kenderov-Kortezov-Moors-Somasundaram permiten establecer
una relación interesante entre los espacios débilmente de Stegall y los fragmentables. En efecto,la
distinción entre ser fragmentable y ser débilmente de Stegall es precisamente la distinción de poseer
el jugador α una estrategia ganadora en el juegoKM(X) y la de no tener el jugadorβ estrategia
ganadora alguna en el mismo juego.

Juego de Deville-Matheron. Existe otra interesante caracterización de fragmentabilidad usando otro
tipo de juego topológico debido a R. Deville y É. Matheron [127]. Sean(X,d) un espacio métrico yτ
una topología sobreX. Para cadax∈X, considereN(x) la familia de todos los subconjuntosτ-abiertos
deX conteniendo ax. SeaA la unión disjunta de todas las familiasN(x) y definamos el juegoG(X,A)
del modo siguiente: existen, como antes, dos jugadoresβ y α. El jugadorβ elige puntosx1,x2, . . . de
X, y el jugadorα escoge subconjuntosA1,A2, . . . de A. Como siempre esβ quien primero elige un
puntox1 enX. En eln-ésimo paso, una vez que el jugadorβ ha seleccionado el puntoxn, el jugador
α elige un conjuntoUn ∈ N(xn), y entonces responde el jugadorβ tomando un puntoxn+1 deUn. El
jugadorα gana el juego si la sucesión(xn)

∞
n=1 esd-Cauchy, en caso contrario el ganador es el jugador

β. El juegoG(X,A) también se le llama el(τ,d)-juego paraX o juego de Deville-Matheron.

Teorema de Deville-Matheron. El espacio topológico(X,τ) es fragmentado por la métrica d si, y
sólo si, el jugadorα posee una estrategia ganadora en el(τ,d)-juego para X.

Cuando(X,‖·‖) es un espacio de Banach, tenemos el siguiente:

Corolario de Deville-Matheron. El espacio de Banach(X,‖·‖) tiene laPCP(Propiedad de Punto
de Continuidad) si, y sólo si, el jugadorα posee una estrategia ganadora en el(ω,‖·‖)-juego para
BX.
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2.2.19. ‖ ◮ El juego de Banach-Mazur y problemas de optimización

En esta sección(X,τ) denotará un espacio topológico de Hausdorff completamenteregular y como siem-
pre,(C(X),‖·‖∞) es el espacio de Banach de todas las funciones continuas yacotadasf : X →R, donde‖·‖∞
es la norma del supremo. Desde el punto de vista de la geometría de los espacios de Banach ha sido de in-
terés, desde hace algún tiempo, estudiar la naturaleza del conjunto de las funcionesf ∈C(X) para las cuales
la norma‖·‖∞ es Gâteaux (o Fréchet) diferenciable. Ya fue establecido por Čoban y Kenderov que cuando
X es compacto, entonces la Gâteaux diferenciabilidad de la norma‖·‖∞ en una función particularf ∈C(X),
está íntimamente relacionado con elproblema de minimización determinado porf . Dicho problema, que
denotaremos por(X, f ), se formula del modo siguiente: dadaf ∈C(X),

encontrar un x0 ∈ X tal que f(x0) = ı́nf
{

f (x) : x∈ X
}

:= ı́nf(X, f ) (�)

Si en lugar del ínfimo tomamos el supremo en(�), entonces hablaremos delproblema de maximización
(X, f ) determinado porf .

El más importante de los teoremas de existencia y, probablemente, uno de los resultados más elegante en
análisis, es un teorema de Weierstrass el cual puede ser establecido del modo siguiente:

Teorema 2.2.89 (Weierstrass).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff completamente regular ysea
f : X → R∪{+∞} una función acotada por debajo en X. Si

(1) S( f ,a) = {x∈ X : f (x) ≤ a} es cerrado para todo a≤ r, donde r> ı́nf f , y

(2) S( f , r) es compacto,

entonces el problema de minimización(X, f ) tiene solución.

Prueba.SeaM( f ) := {x ∈ X : f (x) = ı́nf(X, f )}. EntoncesM( f ) =
⋂

a>ı́nf f S( f ,a), y como dicha inter-
sección consiste de una familia encajada de subconjuntos cerrados no vacíos con uno de ellos compacto,
tenemos queM( f ) es no vacío. �

Entre las diferentes propiedades del problema de minimización (X, f ) que existen en la actualidad, las
siguientes son de especial interés en la teoría de optimización:

(a) (X, f ) posee, por lo menos, una solución,

(b) (X, f ) posee una única solución, o

(c) el conjunto solución de(X, f ) “depende continuamente” (en un sentido que se puede precisar) sobre la
data (las funciones deC(X)).

Las siguientes propiedades para el problema(X, f ) da origen a lo que se llama el problema deTykhonov
bien-formulado.

Definición 2.2.26. El problema de minimización (resp. de maximización)(X, f ) se llamaTykhonov bien-
formulado si:

(a) (X, f ) posee una única solución x0 ∈ X, y

(b) si (xn)
∞
n=1 es una sucesión en X tal que f(xn) → ı́nf(X, f ) (resp. f(xn) → sup(X, f )), entonces xn → x0.
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Usaremos, por brevedad, la expresión(X, f ) está bien-formuladoen lugar de la expresión “(X, f ) es
Tykhonov bien-formulado”. Cualquier sucesión(xn)

∞
n=1 (respectivamente, cualquier red(xλ)) en X tal que

f (xn) → ı́nf(X, f ) (respectivamente,f (xλ) → ı́nf(X, f )) se llama unasucesión(respectivamente,red) mi-
nimizante para f . De modo similar se define sucesión maximizante y red maximizante. Es un hecho ya
establecido que si el problema(X, f ) está bien-formulado, entonces cualquier red minimizante(xλ) (no sólo
cualquier sucesión minimizante) converge a la única solución (ver, [100]).

Es conocido que elproblema de maximizacióndeterminado porf ∈ C(X), para el caso en queX es
compacto, está caracterizado por el siguiente resultado (véase, [98, 99]).

Teorema deČoban-Kenderov. Si X es compacto, entonces la norma‖·‖∞ en C(X) es Gâteaux
diferenciable en f∈ C(X), f 6= 0, si, y sólo si, el problema de maximización(X, | f |) tiene una
única solución.

y entonces surge, como natural, la pregunta: ¿Bajo qué condiciones (necesarias y(o) suficientes) sobre X,el
conjunto

Dom(M) =
{

f ∈C(X) : f alcanza su supremo en X
}

es residual en C(X)? Observemos que siX es compacto, entonces Dom(M) = C(X).

El primer problema de maximización conocido es, por supuesto, el celebre Teorema de Bishop-Phelps,
ya demostrado (Teorema 2.2.25, página 264).

Teorema de Bishop-Phelps. Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y C un subconjunto no vacío,
convexo, cerrado y acotado de X. Entonces el conjuntoMC de todos los elementos de X∗ que
alcanzan su supremo sobre C es norma-denso en X∗.

Usando el juego de Banach-Mazur, Kenderov y Revalski ([263], Theorem 3.1) lograron demostrar un
hermoso resultado para el caso en queX es completamente regular y que se expresa del modo siguiente: Si
X es un espacio de Hausdorff completamente regular, entonces el jugadorα posee una estrategia ganadora
en el juegoBM(X) si, y sólo si,Dom(M) es residual en C(X).

Para demostrar el resultado de Kenderov y Revalski vamos introducir ciertas notaciones y algunos re-
sultados para alcanzar nuestro objetivo. Para cadaf ∈C(X) denotemos porM( f ) el conjunto (posiblemente
vacío) de los maximizadores def enX; es decir,

M( f ) =
{

x∈ X : f (x) = sup{ f (y) : y∈ X}
}
.

Observemos queM es una aplicación multivaluada deC(X) sobreX que asocia a cadaf ∈C(X) el conjun-
to M( f ). Como sabemos, el dominio deM es el conjunto Dom(M) =

{
f ∈ C(X) : M( f ) 6= ∅

}
, es decir,

Dom(M) consta de todas las funciones enC(X) que alcanzan su supremo en algún punto deX. Recorde-
mos que para cualquier subconjuntoU deX, M#(U) =

{
f ∈C(X) : M( f ) ⊆U

}
, y si W ⊆C(X), entonces

M(W) =
⋃{

M( f ) : f ∈W
}

. Más aun, dadof enC(X) y cualquierε > 0, denotemos porΨ f (ε) el conjunto
Ψ f (ε) =

{
x∈X : f (x) > sup(X, f )−ε

}
. Estos conjuntos son, para cadaε > 0, abiertos y no vacíos. Además,

si ε1 < ε2, entoncesΨ f (ε1) ⊆ Ψ f (ε2).
La siguiente proposición recoge algunas de las propiedadesde la aplicaciónM que usaremos en estas

notas.

Proposición 2.2.5.La aplicación multivaluada M: C(X) → 2X tiene las siguientes propiedades:

(a) Dom(M) es un subconjunto denso en C(X),
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(b) M es una aplicación abierta; es decir, si W es abierto en C(X), entonces M(W) es abierto en X,

(c) para cualquier par de conjuntos abiertos W⊆C(X) y U ⊆ X con M(W)∩U 6=∅, existe un conjunto
abierto no vacío W′ ⊆W tal que M(W′) ⊆U; es decir, M es minimal,

(d) int(M#(U)) 6=∅ para cualquier subconjunto abierto no vacío U de X,

(e) si g∈ C(X) es tal que{g} =
⋂∞

n=1Bn, donde(Bn)
∞
n=1 es una sucesión de subconjuntos en C(X) con

ĺım
n→∞

diam(Bn) = 0, entonces M(g) =
⋂∞

n=1M(Bn).

Prueba. (a) Sean f ∈ C(X) y ε > 0. Si para cadax ∈ X, definimos fε(x) = ı́nf
{

f (x), sup(X, f )− ε/2
}

,
entonces el conjuntoM( fε) es no vacío y, en consecuencia,fε ∈ Dom(M). Claramente,‖ f − fε ‖∞ < ε con
lo cual queda establecido que Dom(M) es denso enC(X).

(b) SeaW un subconjunto abierto no vacío deC(X). Para demostrar queM(W) es un subconjunto abierto
(no vacío) deX, seax0 ∈ M(g) para algúng∈W. ComoW es abierto, existe una bola abiertaU(g,ε) ⊆W
para algúnε > 0. Notemos que, para cadax∈ Ψg(ε), existe una funciónf ∈U(g,ε) (por ejemplo, la función
f = gε definida en(a)) tal que f (x) = sup(X, f ). Así,

Ψg(ε/2) ⊆ M( f ) ⊆ M(U(g,ε)) ⊆ M(W).

Puesto queΨg(ε/2) es un abierto conteniendo ax0, se concluye queM(W) es abierto.
(c) SeanW y U subconjuntos abiertos no vacíos deC(X) y X respectivamente conM(W)∩U 6=∅. Como

el conjuntoM(W)∩U es no vacío, existef0 ∈W tal queM( f0)∩U 6= ∅. Seax0 ∈ M( f0)∩U . Puesto que
X es completamente regular, existe una funcióng∈C(X) tal queg(x0) = 0, g(XrU) = {1}, y ‖g‖∞ ≤ 1.
Escojamos ahora unδ > 0 de modo quef0−δg∈W. SeaW′ ⊆W un conjunto abierto enC(X) conteniendo a
f0−δg y tal que‖·‖∞−diam(W′)≤ δ/3. Tomemosf ∈W′ y veamos queM( f )⊆U . En efecto, suponga que
x∈ XrU y probemos quex 6∈ M( f ). Si ocurriera quex∈ M( f ), entonces tendríamos quef (z) ≤ f (x) para
todoz∈ X; en particular,f (x0) ≤ f (x). Sin embargo, como| f (z)− ( f0−δg)(z)| ≤ ‖ f − ( f0−δg)‖∞ ≤ δ/3
para todoz∈ X, resultaría que

f (x) ≤ ( f0 − δg)(x) +
δ
3

= f0(x) − 2δ
3

≤ f0(x0) − 2δ
3

= ( f0 − δg)(x0) − 2δ
3

< ( f0 − δg)(x0) − δ
3
≤ f (x0)

lo cual es contradictorio. Por esto,x 6∈ M( f ) y, por lo tanto,M( f ) ⊆U .
(d) Es consecuencia de(c).
(e) Es claro queM(g) ⊆ ⋂∞

n=1M(Bn). Supongamos, por otro lado, quex ∈ M(Bn) para todon ∈ N.
Entonces, para cadan∈N, existe unfn ∈ Bn con‖ fn−g‖∞ ≤ diam(Bn) tal quex∈ M( fn). De esto se sigue
quex∈ Ψg(2·diam(Bn)) y, por lo tanto,M(Bn) ⊆ Ψg(2·diam(Bn)); es decir,

∞⋂

n=1

M(Bn) ⊆
∞⋂

n=1

Ψg(2·diam(Bn)) = M(g).

�

Aunque, como acabamos de ver, Dom(M) es siempre denso enC(X), dicho conjunto no está obligado
a ser residual enC(X). Sin embargo, ello es posible cuando (y sólo en este caso) el jugadorα posee una
estrategia ganadora en el juego BM(X).
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Teorema 2.2.90 (Kenderov-Revalski).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff completamente re-
gular. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El jugadorα posee una estrategia ganadora en el juego de Banach-MazurBM(X).

(2) El conjuntoDom(M) =
{

f ∈C(X) : f alcanza su supremo sobreX
}

es residual en C(X).

Prueba. (1) ⇒ (2). Suponga queεα es una estrategia ganadora para el jugadorα en el juego de Banach-
Mazur BM(X) y seaM : C(X) → 2X la aplicación multivaluada considerada anteriormente. Para demostrar
que Dom(M) es residual enC(X), debemos hacer uso del siguiente resultado:

Lema 2.2.24. Seaεα cualquier estrategia ganadora para el jugadorα en el juego de Banach-MazurBM(X).
Para cada n∈ N, sea(U1,V1, . . . ,Un,Vn) un εα-juego parcial enBM(X) y supongamos que Wn es un sub-
conjunto abierto no vacío de C(X) tal que M(Wn) ⊆ Vn. Entonces existe una familiaΓ(Wn) de tripletas
(Un+1,Vn+1,Wn+1) tales que

(I) Un+1 es un subconjunto abierto no vacío de M(Wn),

(II ) Vn+1 = εα(U1,V1, . . . ,Un,Vn,Un+1),

(III ) Wn+1 es un subconjunto abierto no vacío de C(X) tal que

diam(Wn+1) <
1

n+1
, Wn+1 ⊆Wn y M(Wn+1) ⊆Vn+1;

(IV ) la familia
γ(Wn) =

{
Wn+1 : (Un+1,Vn+1,Wn+1) ∈ Γ(Wn)

}

es disjunta, y

(V) el conjunto H(Wn) =
⋃{

Wn+1 : Wn+1 ∈ γ(Wn)
}

es denso en Wn.

Prueba del Lema. Observemos queM(Wn) es un conjunto abierto por serM una aplicación abierta. En
el pason+ 1, el jugadorβ elige cualquier abiertoUn+1 ⊆ M(Wn), y entoncesα responde, siguiendo su
estrategia, escogiendoVn+1 = εα(U1,V1, . . . ,Un,Vn,Un+1) ⊆Un+1. Usemos la cuasi-regularidad del espacio
C(X) y la minimalidad deM para hallar un subconjunto abierto no vacíoWn+1 ⊆C(X) tal que

diam(Wn+1) < 1/(n+1), Wn+1 ⊆Wn y M(Wn+1) ⊆Vn+1.

El Lema de Zorn nos permite construir la familia maximalΓ(Wn) satisfaciendo las propiedades (I)-(IV) del
Lema. Vamos a probar (V). Supongamos que ello no es verdad. Entonces existe un subconjunto abierto no
vacíoG deC(X) tal queG⊆Wn y G∩H(Wn) =∅. Puesto queM es una aplicación abierta, resulta que el
conjuntoM(G) es un conjunto abierto (no vacío) deX. Más aun,M(G)⊆ M(Wn) ⊆Vn. Sean

U•
n+1 = M(G) y V•

n+1 = εα(U1,V1, . . . ,Un,Vn,U
•
n+1).

Por la minimalidad deM, existe un subconjunto abierto no vacíoW•
n+1 ⊆C(X) tal que

W•
n+1 ⊆ G y M(W•

n+1) ⊆V•
n+1.

Podemos, además, suponer queW
•
n+1 ⊆ Wn y diam(W•

n+1) < 1/n+1. Si ahora consideramos la nueva fa-
milia (Γ′(Wn))

∞
n=1 definida porΓ′(Wn) = Γ(Wn)∪{(U•

n+1,V
•
n+1,W

•
n+1)}, vemos que ella es estrictamente más

grande queΓ(Wn) y aun satisface (I)-(IV). Esta contradicción establece queH(Wn) es denso enWn. �
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Es oportuno advertir que el lema anterior también es válido en el cason = 0 siempre que definamos
U0 = V0 = X.

Regresemos a la demostración del teorema y comencemos con losiguiente: pongamos

γ0 = {C(X)}, W0 = C(X) y U0 = V0 = X

y apliquemos el lema anterior para obtener una familia de tripletasΓ1 = Γ1(W0) satisfaciendo las condiciones
(I)-(IV) de dicho lema. Hagamos ahora

γ1 = γ(W0) y H1 = H(W0).

Por (V), el conjuntoH1 es abierto y denso enC(X). Usemos ahora (IV) para determinar, para cadaW1 ∈ γ1,
un único par(U1,V1) con(U1,V1,W1) ∈ Γ1. Aplicando de nuevo el lema anterior a ésta tripleta, obtenemos,
para cadaW1 ∈ γ1, una familia de tripletasΓ(W1) con las propiedades (I)-(IV) asociadas al par(U1,V1)
correspondientes aW1. Sean

Γ2 =
⋃

W1∈γ1

Γ(W1), γ2 =
⋃

W1∈γ1

γ(W1), y H2 =
⋃

W1∈γ1

H(W1).

Puesto queγ1 es disjunta y ya que cadaγ(W1) es, también, una familia disjunta, resulta queγ2 también lo
es. Más aun, por (V), cualquierH(W1) es denso enW1 y comoH1 es denso enC(X), concluimos queH2 es
abierto y denso enC(X).

Procediendo de este modo obtenemos una familia(Γn)
∞
n=1 de tripletas y una sucesión(γn)

∞
n=0 de conjun-

tos abiertos enC(X), conγ0 = {C(X)}, tales que para cualquiern∈ N:

(1) Γn =
⋃{Γ(Wn−1) :Wn−1 ∈ γn−1}, dondeΓ(Wn−1) se obtiene del lema anterior para algún juegoεα-parcial

(U1,V1, . . . ,Un−1,Vn−1) unívocamente determinado;

(2) γn es la unión de las familiasγ(Wn−1) obtenidas de la condición (V) del lema, y

(3) el conjuntoHn =
⋃{Wn : Wn ∈ γn} es abierto y denso enC(X).

Sea

H0 =
∞⋂

n=1

Hn.

Por el Teorema de Categoría de Baire, el conjuntoH0 es unGδ-denso enC(X). Lo que queremos demostrar
es queH0 ⊆ Dom(M). Veamos esto. Seaf0 ∈H0. Por las propiedades anteriores, estef0 determina una única
sucesión(Wn)

∞
n=1 tal que para cadan≥ 1:

Wn ∈ γn, f0 ∈Wn, Wn+1 ⊆Wn y diam(Wn) <
1
n
.

En consecuencia,{ f0} =
⋂∞

n01Wn. Por las propiedades (I)-(IV) del Lema 2.2.24 y las condiciones(1)− (3)
determinadas anteriormente, se sigue que existe unεα-juego p = (Un,Vn)

∞
n=1 tal queUn+1 ⊆ M(Wn) ⊆ Vn

para cualquiern≥ 1. Un llamado a la Proposición 2.2.5(e) nos dice que

M( f0) =
∞⋂

n=1

M(Wn) =
∞⋂

n=1

Vn =
∞⋂

n=1

Un

y puesto queεα es una estrategia ganadora, entoncesM( f0) =
⋂∞

n=1Vn 6=∅; es decir,f0 ∈ Dom(M).
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(2) ⇒ (1). Para probar la otra dirección, supongamos que Dom(M) es residual enC(X). Entonces exis-
te una sucesión(Gn)

∞
n=1 de subconjuntos abiertos densos deC(X) tal que

⋂∞
n=1Gn ⊆ Dom(M). Si ahora

definimosFn = C(X)rGn, n = 1,2, . . ., resulta que cada conjuntoFn es cerrado y nunca-denso enC(X).
Vamos a demostrar que el jugadorα posee una estrategia ganadoraεα en el juego BM(X). Comencemos

tomando un subconjunto cualquiera, digamosU1, que sea abierto y no vacío enX. Supongamos queU1 es
la primera elección del jugadorβ. Haciendo uso de la Proposición 2.2.5(d), resulta que int(M#(U1)) es
no vacío. Puesto queF1 es subconjunto cerrado y nunca-denso enC(X), el conjunto int(M#(U1))rF1 es
abierto y no vacío enC(X). Escojamos ahora una bola abiertaB1 enC(X) de radior1 ≤ 1 tal queB1 ⊆
int(M#(U1))rF1. La respuesta del jugadorα a la elección deβ es escoger el conjunto abiertoV1 dado por
V1 := M(B1). El turno es ahora deβ y su elección esU2, un subconjunto arbitrario, abierto no vacío deV1.
Puesto queU2 ⊆ M(B1) =

⋃{M( f ) : f ∈ B1}, existe al menos una funciónf ∈ B1 tal queM( f )∩U2 6= ∅.
Se sigue entonces de la Proposición 2.2.5(c) la existencia de un conjunto abierto no vacíoW ⊆ B1 tal
que M(W) ⊆ U2. Como antes,WrF2 es abierto y no vacío enC(X). TomemosB2, una bola abierta de
radio r2 ≤ 1/2, que satisfagaB2 ⊆WrF2 ⊆ B1. La respuesta deα a la elección deβ es tomar el conjunto
V2 := M(B2). ClaramenteV2 es un subconjunto abierto no vacío deU2. Es indudable cómo continuar con este
proceso inductivamente y, así, completar la definición de laestrategiaεα. Seap = (Un,Vn)

∞
n=1 cualquierεα-

juego y sea(Bn)
∞
n=1 la sucesión de bolas abiertas enC(X) asociadas con(Un)

∞
n=1 y (Vn)

∞
n=1 en la construcción

deεα. Entonces, para cualquiern≥ 1,

a) Bn+1 ⊆ Bn y Bn∩Fn =∅,

b) diam(Bn) <
1
n

y

c) Vn = M(Bn).

Observemos ahora que las condicionesa) y b) nos garantizan que
⋂∞

n=1Bn consta de un único punto,
digamos f0 ∈ C(X). Además,a) nos muestra quef0 ∈ C(X)r

⋃∞
n=1 Fn ⊆ Dom(M). De allí quec) y la

Proposición 2.2.5(e) nos revelan que

∅ 6= M( f0) =
∞⋂

n=1

M(Bn) =
∞⋂

n=1

Vn.

Esto prueba queεα es una estrategia ganadora para el jugadorα en el juego de Banach-Mazur BM(X). �

Puesto que toda estrategia estacionaria ganadora es un estrategia ganadora, tenemos el siguiente resultado
demostrado por Ch. Stegall ([415], Theorem 5).

Corolario 2.2.27 (Stegall). Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff completamente regular.Si el
jugador α posee una estrategia estacionaria ganadora en el juego de Banach-MazurBM(X), entonces el
conjuntoDom(M) contiene un subconjunto Gδ-denso en C(X).

Una ligera modificación en la prueba del Teorema 2.2.90 nos dala posibilidad de caracterizar los espacios
topológicos de HausdorffX para los cuales el conjunto

PMu =
{

f ∈C(X) : f alcanza su máximo en exactamente un punto de X
}

=
{

f ∈C(X) : M( f ) = {xf } para un único xf ∈ X
}

es residual enC(X).



368 Cap. 2Aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire

Teorema 2.2.91 (Kenderov-Revalski).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff completamente re-
gular. El conjuntoPMu es residual en C(X) si, y sólo si, el jugadorα posee una estrategia ganadoraεα en
el juegoBM(X) tal que

⋂∞
n=1Vn consta de un único punto, para cualquierεα-juego p= (Un,Vn)

∞
n=1.

La prueba, que es muy similar a la del Teorema 2.2.90, se deja como ejercicio al lector. Como una
consecuencia del resultado anterior, veremos que los espacios fragmentables son adecuados para la solución
del problema de maximización única en presencia de estrategias ganadoras para el jugadorα en el juego de
Banach-Mazur.

Corolario 2.2.28 (Kenderov-Revalski). Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff fragmentable. Si el
jugadorα posee una estrategia ganadora en el juegoBM(X), entonces el conjuntoPMu es residual en C(X).

Prueba.Sead la métrica que fragmenta aX. SeanU1,V1, . . . ,Vn−1,Un los primerosn movimientos del ju-
gadorβ y los primerosn−1 movimientos del jugadorα en el juego BM(X), n = 1,2, . . .. Usemos la defini-
ción de fragmentabilidad para obtener, para cadan ≥ 1, un subconjunto abierto no vacíoU ′

n ⊆ Un tal que
d−diam(U ′

n) < 1/n. Definamos ahora

ε′α(U1,V1, . . . ,Un) = εα(U1,V1, . . . ,U
′
n),

dondeεα es una estrategia ganadora paraα. Es fácil establecer queε′α también es una estrategia ganadora para
α en el juego BM(X) y que para cualquierε′α-juego, digamosp = (Un,Vn)

∞
n=1, resulta que

⋂∞
n=1Vn = {x0}

para algúnx0 ∈ X. Un llamado al Teorema 2.2.91 concluye la prueba. �

Comentario Adicional 2.2.24 La existencia de subespacios densos completamente metrizables dentro de
un espacio completamente regular puede ser demostrado cuando el problema de minimización(X, f ),
con f ∈C(X), estábien-formulado. En efecto, en [100],̌Coban, Kenderov y Revalski obtuvieron los
siguientes resultados:

Teorema 2.2.92 (̌Coban-Kenderov-Revalski). Para cualquier espacio topológico de Hausdorff com-
pletamente regular(X,τ), las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X contiene un subespacio denso completamente metrizable.

(2) W = { f ∈C(X) : (X, f ) está bien-formulado} es residual en C(X).

(3) La norma‖·‖∞ en C(X) es Gâteaux diferenciable en los puntos de un subconjunto Gδ-denso de
C(X).

La situación para la derivada de Fréchet de la norma‖·‖∞ en C(X) es muy diferente al resultado
anterior.

Teorema 2.2.93 (̌Coban-Kenderov-Revalski). Para cualquier espacio topológico de Hausdorff com-
pletamente regular(X,τ), las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) El conjunto de los puntos aislados de X es denso en X.

(b) La norma‖·‖∞ en C(X) es Fréchet diferenciable en los puntos de un subconjunto abierto y denso
de C(X).
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Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Una familiaV de subconjuntos deX se llama unamalla
(o network, en inglés) paraX si, para cualquierx∈ X y cualquier conjunto abiertoU ⊆ X, conx∈U ,
existe unV ∈ V tal quex∈V ⊆ U . El espacioX posee unamalla σ-discretasi existe una colección
numerable(Dn)

∞
n=1 de familias discretas deX tal queV =

⋃∞
n=1Dn es una malla paraX. Recordemos

que una familiaD de subconjuntos deX se dicediscretasi cualquier puntox ∈ X posee un entorno
abiertoU de X que intersecta a lo sumo a un elemento de la familiaD. Cualquier espacio métrico
posee una mallaσ-discreta. En [263] Kenderov y Revalski obtienen el siguiente resultado.

Teorema 2.2.94 (Kenderov-Revalski).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff con una malla
σ-discreta. Son equivalentes:

(1) X contiene un subespacio denso completamente metrizable.

(2) α posee una estrategia ganadora en el juegoBM(X).

(3) α posee una estrategia estacionaria ganadora en el juegoBM(X).

En 1976, K. S. Lau [282] demostró el siguiente resultado:

Teorema 2.2.95 (Lau).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach reflexivo cuya norma es de Kadec-Klee.
Dado cualquier subconjunto cerrado K de X, existe un subconjunto residual G de X tal que, para cada
x∈ G, el problema de mejor aproximación de x a K está bien-formulado.

Más recientemente, M. Fabian y J. Revalski [159] obtienen una contraparte analítica de dicho resultado
al demostrar

Teorema 2.2.96 (Fabian-Revalski).Para un espacio de Banach(X,‖·‖) las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) El espacio X es reflexivo y la norma‖·‖ es de Kadec-Klee.

(b) Para cada función de Lipschitz f: X → R, existe un conjunto residual G⊆ X tal que: para
cada z∈ G, existe un conjunto residual Rz ⊆ [0,+∞) tal que para cada c∈ Rz, el problema de
minimización(X,g) está bien-formulado, donde g(x) := f +c‖x−z‖ para cada x∈ X.

(c) Para cualquier función inferiormente semicontinua f: X → (−∞,+∞], conı́nf f >−∞, existe un
conjunto residual G⊆ X tal que: para cada z∈G, existen un az∈ (0,+∞] y un conjunto residual
Rz ⊆ (0,az) tal que para cada c∈ Rz, el problema de minimización(X,g) está bien-formulado,
donde g(x) := f +c‖x−z‖ para cada x∈ X.

2.2.20. ‖ ◮ El Teorema Grande de Namioka

SeanX, K y Z espacios topológicos de Hausdorff yf : X×K → Z una aplicación. Diremos que:

(1) f escontinua en G×F, dondeG ⊆ X y F ⊆ K, si para cualquier(x,y) ∈ G×F, f es continua en
(x,y) con respecto a la topología producto deX×K restringida aG×F.

(2) f esseparadamente continuaenX×K si para cualquier(x0,y0)∈ X×K, las aplicaciones asociadas

a) f y0 : X → Z definida porf y0(x) = f (x,y0), para todox∈ X y

b) fx0 : K → Z definida por fx0(y) = f (x0,y), para todoy∈ K

son continuas enX y K respectivamente.
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En 1821, el matemático francés Augustin-Louis Cauchy publicó un libro que posteriormente se haría
famoso titulado: “Cours d’Analyse”. En él, Cauchy afirmaba erróneamente que una función de varias varia-
bles la cual es continua en cada variable separadamente, es continua como una función de todas las variables
juntas. Parece ser que J. Thomae en [Abriss einer Theorie der complexen Funktionen, 2nd. ed. Halle 1873,
p.15], fue el primero (véase, Z. Piotrowski, [356]) en percatarse del error de Cauchy 26 años antes del ejemplo
producido por R. Baire. Sin embrago, Thomae reconoce a E. Heine como el autor de su contraejemplo. El
ejemplo de Heine consistía de una función separadamente continua enR×R, pero discontinua en(0,0). En
coordenadas cilíndricas esta función tiene la forma:

F(r,θ) =

{
sen(4θ), si r > 0

0, si r = 0,

y la siguiente simplificación
f (r,θ) = sen(2θ), si r > 0,

también es un contraejemplo a la afirmación de Cauchy. En el sistema rectangular, la última función se puede
representar como

f (x,y) =





2xy
x2 +y2 , si x2 +y2 6= 0

0, si x2 +y2 = 0

Este ejemplo, sin embargo, fue el que Giussepe Peano publicóen 1884. El caso de las funciones separada-
mente continuas a valores reales contrasta dramáticamentecon el caso especial cuando dichas funciones son
separadamente analíticas y a valores complejos. Una función f : U → C, dondeU es un subconjunto abierto
deCn, esseparadamente analíticasi f es analítica en cada variablezj cuando las otras coordenadaszk para
k 6= j son fijas. Hartogs demostró el siguiente resultado.

Teorema de Hartogs. Sean U un subconjunto abierto deCn y f : U → C una función. Si f es
separadamente analítica, entonces f es analítica sobre U.

El responsable de imprimirle un cambio radical al tratamiento de las funciones separadamente continuas
es René Baire cuando publica su tesis doctoral [28]. En dichatesis, Baire traza un nuevo rumbo con su
método de categoría, le pone punto final al estatus de privilegio que poseían para ese momento las funciones
continuas y obliga a los matemáticos a mirar y estudiar detenidamente su revolucionaria forma de jerarquizar
las clases de las funciones discontinuas.

Aunque, como ya hemos mencionado, existen funciones separadamente continuas que no son necesaria-
mente continuas en todo punto de su dominio, ocurre frecuentemente que para ciertos espacios de Hausdorff
compactos, ellas poseen abundantes puntos de continuidad.De hecho, fue Baire quien primero demostró
que:

(α1) Para cualquier función separadamente continua f: [0,1]× [0,1] → R, existe un conjunto
Gδ-denso G de[0,1] tal que f es continua en todo punto de G× [0,1] y

(α2) Cualquier función separadamente continua f:R×R→R es de la primera clase de Baire.

Uno de los resultados importantes generalizando(α1) es el siguiente debido a M. M. Mirzojan ([354], p.
300).

Teorema de Mirzojan Sean(X,d) un espacio métrico compacto,(K,τ) un espacio topológico me-
trizable Kσ-localmente compacto y(Z,ρ) un espacio métrico compacto. Para cualquier función
separadamente continua f: X×K → Z, existe un subconjunto Gδ-denso G de X tal que f es conti-
nua en todo punto de G×K.
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Sin duda alguna es I. Namioka quien provoca una entusiasta y renovada investigación del problema
de continuidad separada versus continuidad (conjunta) al investigar, en su artículo fundamental [328], el
siguiente problema general:

Encuentre condiciones sobre los espacios topológicos X,K y Z tal que cualquier función separada-
mente continua f: X×K → Z sea continua en los puntos de algún subconjunto “importante” (en
algún sentido topológico) de X×K.

El Teorema Grande de Namioka, demostrado por I. Namioka en [328], consistió en generalizar el resulta-
do de Mirzojan evitando toda noción de metrizabilidad o alguna condición de numerabilidad de los espacios
X y K en dicho teorema pero sólo exigiendo que el espacioZ sea metrizable. En efecto, en el artículo ya
mencionado de Namioka [328], él demuestra el siguiente resultado fundamental:

Teorema 2.2.97 (El Teorema Grande de Namioka).Sean X un espacio numerablementeČech completo,
K un espacio de Hausdorff compacto y Z un espacio metrizable.Si f : X×K → Z es una función separada-
mente continua, entonces existe un subconjunto Gδ-denso G de X tal que f es continua en todo punto de
G×K.

Existen varias demostraciones del Teorema Grande de Namioka comenzado por la del propio Namioka
[328]. Una demostración de dicho teorema para el caso en queZ = R, usando juegos topológicos, fue dada
por Saint Raymond en [392] y será exhibida en la siguiente sección, Teorema 2.2.111. La conexión de la
teoría de juegos infinitos con el estudio de la propiedad de Namioka fue llevada a cabo por Christensen
en [94]. Una buena dosis de información sobre las funciones separadamente continuas y su relación con
las funciones conjuntamente continuas puede ser consultada en [354, 355, 356, 357] y las referencias allí
citadas.

La siguiente demostración del Teorema Grande de Namioka se debe a G. Hansel y J. P. Troallic [205].
Antes de abordar los permoneres de dicha prueba, vamos a requerir algunas definiciones y ciertos resultados
auxiliares.

SeanK un espacio de Hausdorff compacto,(Z,d) un espacio métrico yC(K,Z) el conjunto de todas las
funciones continuas deK enZ. Denotemos por(C(K,Z),τp) el conjuntoC(K,Z) equipado con la topología
de la convergencia puntualτp y por(C(K,Z),d∞) el mismo conjunto provisto de la topología de la convergen-
cia uniforme, es decir, la topología generada por la métricadel supremod∞. Como siempre, cualquier bola
cerrada en(C(K,Z),d∞) será denotada porB( f , r), dondef ∈C(K,Z) y r > 0. Puesto que la topología de la
convergencia uniforme es más fina que la topología de la convergencia puntual, se sigue queB( f , r) también
es cerrado en(C(K,Z),τp), lo que equivale a afirmar que la norma‖·‖∞ esτp-inferiormente semicontinua .

Toda función f : X ×K → Z tiene asociada una funciónF : X → ZK definida porF(x) = fx para cual-
quierx∈ X, dondeZK denota el conjunto de todas las funciones deK enZ. El siguiente resultado, aunque
elemental, es importante en esta sección.

Lema 2.2.25. Sean(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y K un espacio de Hausdorff compacto. Sea
f : X×K → R una función y consideremos su función asociada F: X → RK definida por F(x)(k) = f (x,k)
para todo x∈ X y todo k∈ K. Entonces

(1) f es separadamente continua si, y sólo si, F: X → (C(K),τp) es continua.

(2) f es continua si, y sólo si, F: X → (C(K),‖·‖∞) es continua.

Prueba. (1) es inmediata. Para ver(2) observe, en primer lugar, que siF : X → (C(K),‖·‖∞) es continua
también lo esf . Veamos la otra implicación. Suponga quef es continua y seaε > 0. La continuidad def en
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cada punto de{x0}×K, nos garantiza que, para caday∈ K, existen entornos abiertosU(y) y V(y) dex0 y
dey respectivamente, tales que

d
(

f (x,y′), f (x0,y)
)

< ε, para todox∈U(y) y todoy′ ∈V(y).

De la familia
{
V(y) : y ∈ K

}
, la cual es un cubrimiento abierto del compactoK, se puede extraer un

subcubrimiento finito, digamos
{
V(y1), . . . ,V(yn)

}
. Se sigue de esto queU(x0) =

⋂n
j=1U(y j) es un entorno

abierto dex0 tal que para todox∈U(x0) se cumple que

d∞(F(x),F(x0)) = sup
y∈K

d
(
F(x)(y),F(x0)(y)

)

= sup
y∈K

d
(

f (x,y), f (x0,y)
)

≤ ε.

�

SeaI un conjunto arbitrario y denotemos, como antes, el espacio lineal de todas las funciones acotadas
g : I → R por B∞(I) el cual, como sabemos, se convierte en un espacio métrico completo si se le provee de
la métrica del supremoρ∞(g,h) = sup{|g(x)−h(x)| : x∈ I}, dondeg,h∈ B∞(I). La usual relación de orden
enR induce sobre los espaciosB∞(I) y C(K,B∞(I)) relaciones de orden que hacen que dichos espacios sean
retículos (esto significa que cualquier par de elementos en esos espacios poseen tanto supremo como ínfimo).
Así, sig,h∈C(K,B∞(I)), entonces

g ≤ h ⇔ g(y) ≤ h(y) para todoy∈ K

⇔ g(y)(i) ≤ h(y)(i) para todoy∈ K y todo i ∈ I .

Lema 2.2.26. Sean K un espacio topológico de Hausdorff compacto, I un conjunto arbitrario y H un sub-
retículo de C(K,B∞(I)). Sean g∈C(K,B∞(I)) y ε > 0. Suponga que para cada(y,y′) ∈ K×K, existe una
función hyy′ ∈ H tal que

ρ∞
(
hyy′(y),g(y)

)
< ε y ρ∞

(
hyy′(y

′),g(y′)
)

< ε. (2.2.9)

Entonces existe una función h∈ H tal que d∞(g,h) ≤ ε.

Prueba.Para cada(y,y′) ∈ K ×K, sea

Uyy′ =
{

z∈ K : ρ∞
(
hyy′(z),g(z)

)
< ε
}

.

Los conjuntosUyy′ son abiertos y no vacíos ya que por (2.2.9) ellos contienen tanto ay, así como, ay′.
Fijemosy∈ K. Entonces la familia

{
Uyy′ : y′ ∈ K

}
es un cubrimiento abierto del espacio compactoK, por

lo que existeny′1, . . . ,y
′
n enK tal que

K ⊆ Uyy′1
∪ . . .∪Uyy′n.

Por hipótesis, existen funcioneshyy′1
, . . . ,hyy′n enH satisfaciendo las desigualdades

ρ∞
(
hyy′j

(y),g(y)
)

< ε y ρ∞
(
hyy′j

(y′j),g(y′j )
)

< ε

para todoj = 1,2, . . . ,n. Definamos ahorahy = sup
{

hyy′1
, . . . ,hyy′n

}
. Puesto queH es un retículo, se cumple

quehy ∈ H.
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Seaz∈ K. Entonces existe unj ∈ {1,2, . . . ,n} tal quez∈Uyy′j
y, en consecuencia, para cadai ∈ I

g(z)(i)−hyy′j
(z)(i) ≤ sup

k∈I

∣∣g(z)(k)−hyy′j
(z)(k)

∣∣ = ρ∞
(
hyy′j

(z),g(z)
)

< ε.

Esto último, combinado con la definición dehy, nos asegura que

g(z)(i) < hyy′j
(z)(i) + ε ≤ hy(z)(i) + ε para todoz∈ K y todo i ∈ I . (2.2.10)

Más aun, se sigue de (2.2.9) que
ρ∞(hy(y),g(y)) < ε. (2.2.11)

Usemos la última desigualdad para definir, para caday∈ K, el conjunto abierto

Uy =
{

z∈ K : ρ∞(hy(z),g(z)) < ε
}
.

Resulta que, gracias a (2.2.11), el conjunto abiertoUy contiene ay. La familia
{
Uy : y∈ K

}
es, entonces, un

cubrimiento abierto del compactoK y, por lo tanto, existeny1, . . . ,ym enK tal queK ⊆Uy1 ∪ . . .∪Uym. Como
antes, las funcioneshy1, . . . ,hym están en el retículoH y satisfacen las desigualdades

ρ∞(hyj (y j),g(y j )) < ε, j = 1, . . . ,m.

Finalmente, definiendoh = ı́nf
{

hy1, . . . ,hym

}
tenemos queh∈ H y se cumple que

h(z)(i) < g(z)(i) + ε para todoz∈ K y todo i ∈ I . (2.2.12)

Más aun, se sigue de (2.2.10) que

g(z)(i) < h(z)(i) + ε para todoz∈ K y todo i ∈ I . (2.2.13)

La combinación de las desigualdades (2.2.12) y (2.2.13) implican qued∞(h,g) < ε. �

Ya hemos visto que todo espacio métrico no completo admite una completación. Dicha completación se
puede llevar a cabo por varias vías. Una de ellas es la siguiente, que en combinación con el lema anterior, es
adecuada para la demostración del Teorema Grande de Namiokacuando éste se interpreta bajo la óptica de
los espacios funcionales.

Teorema 2.2.98 (Teorema de Completitud).Todo espacio métrico(Z,d) se puede sumergir isométrica-
mente en algún espacio métrico completo de funciones acotadas.

Prueba.En efecto, fijemos unz0 ∈ Z, elegido arbitrariamente, y para cadaa ∈ Z definamos la función
ϕa : Z → R por

ϕa(z) = d(z,a)−d(z,z0), para todoz∈ Z.

Se sigue de la desigualdad triangular que

|d(z,a)−d(z,b)| ≤ d(a,b), para todoa,b,z∈ Z,

de donde, tomandob = z0, resulta que la funciónϕa ∈ B∞(Z). Lo anterior permite definir, sin ambigüedad,
la aplicación

Φ : (Z,d) → (B∞(Z),ρ∞)
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dada por
Φ(a) = ϕa, para todoa∈ Z.

Veamos que ella es una isometría. En efecto, para todoa,b∈ Z

ρ∞(Φ(a),Φ(b)) = ρ∞(ϕa,ϕb)

= sup
z∈Z

∣∣ϕa(z)−ϕb(z)
∣∣

= sup
z∈Z

∣∣d(z,a)−d(z,b)
∣∣

≤ d(a,b)

y como enz= b dicho supremo se alcanza, tenemos queρ∞(Φ(a),Φ(b)) = d(a,b) para todoa,b∈ Z. Esto
prueba queΦ(Z) & B∞(Z). De esto se sigue que

(
Φ(Z),ρ∞

)
es isométrico con la completación

(
Ẑ, d̂

)
de

(Z,d). En efecto, puesto que el espacio métrico(B∞(Z),ρ∞) es completo, sabemos que
(
Φ(Z),ρ∞

)
, por

cerrado, también es completo. El resultado se deduce de la unicidad, salvo isometría, de la completación(
Ẑ, d̂

)
. �

Vale la pena observar que, efectivamente,(Z,d) se sumerge isométricamente enC(Z,R).

El siguiente resultado, que es la versión en término de espacios de funciones del Teorema Grande de
Namioka, es una reformulación útil y muy práctica de dicho teorema tal y como lo veremos en el transcurso
de estas notas.

Teorema 2.2.99 (Teorema Grande de Namioka).Sean X un espacio numerablementeČech completo, K
un espacio de Hausdorff compacto y(Z,d) un espacio metrico. Si F: X → (C(K,Z),τp) es una función
continua, entonces existe un subconjunto Gδ-denso G en X tal que F: X → (C(K,Z),d∞) es continua en
todo punto de G.

Prueba.Por el Teorema de Completitud podemos suponer, y así lo haremos, queZ = B∞(I), dondeI es un
conjunto. Para cadax∈ X, denotemos por osc(F,x) la oscilación de la funciónF : X → (C(K,Z),d∞) enx.
Recordemos que

osc(F,x) = ı́nf
{

sup
{

d∞(F(y),F(z)) : y,z∈U
}

: U es un entorno abierto dex
}
.

Para cadak∈ N, sea
Gk =

{
x∈ X : osc(F,x) < 1/k

}
.

Como la funciónx→ osc(F,x) es superiormente semicontinua , tenemos que cada uno de los conjuntosGk

es abierto enX. Queremos demostrar que ellos también son densos enX. Supongamos, por un momento,
que existe unk0 ∈N tal queGk0 6= X y defínanse

V := X \Gk0 y ε := 1/2k0.

Puesto queX es numerablementěCech-completo, existe una colección numerable(Un)
∞
n=1 de cubrimientos

abiertos deX con la propiedad de que cualquier familia numerable y decrecienteF =
{

Fm : m= 1,2, . . .
}

de subconjuntos cerrados deX que esUn-pequeña para cadan∈ N, se cumple que
⋂∞

m=1Fm 6=∅. Considere
ahora el conjuntoP constituido por todos los pares(U,x) para los cualesU es un subconjunto abierto no
vacío deX contenido enV y x ∈ U . Vamos a construir, por medio de un proceso inductivo, una sucesión
(Uk,xk)

∞
k=1 de elementos deP satisfaciendo las siguientes propiedades:

Uk+1 ⊆ Uk y Uk+1 es Uk+1-pequeño.
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En primer lugar escojamos un puntox1 ∈ V y un entorno abiertoU1 de x1 de modo tal queU1 ⊆ V y
se cumpla, además, queU1 seaU1-pequeño. Supongamos que hemos construido(U j ,x j) ∈ P para j =
1,2, . . . ,k. SeaHk el subretículo finito deC(K,Z) generado por el conjunto

{
F(x1), . . . ,F(xk)

}
y consi-

deremos
Mk =

⋃

f∈Hk

F−1(B( f ,ε)).

Como la bolaB( f ,ε) es cerrada en(C(K,z),τp), la continuidad deF : X → (C(K,Z),τp) nos garantiza que
F−1(B( f ,ε)) es cerrado enX y, por lo tanto,Mk también es cerrado enX. Observemos ahora que, siendo
Uk un abierto no vacío contenido enV, dicho conjunto no puede estar contenido enMk, pues si ocurriera
queUk ⊆ Mk, entoncesMk tendría interior no vacío y, por consiguiente, para algúnf ∈ Hk, el conjunto
F−1(B( f ,ε)), también tendría interior no vacío. Pero six es punto interior deF−1(B( f ,ε)), resultaría enton-
ces que osc(F,x)≤ 2ε < 1/k0 por lo quex∈ Gk0 lo cual sería contradictorio ya quex∈V. Por esto,Uk"Mk.
Escojamos finalmente unxk+1 ∈ Uk \Mk y un entorno abiertoUk+1 de xk+1 en X tal queUk+1 ⊆ Uk y se
cumpla, además, queUk+1 seaUk+1-pequeño. Esto completa la construcción de la sucesión(Uk,xk)

∞
k=1 con

las propiedades establecidas.
Para cadak ∈ N, seaFk =

{
x j : j ≥ k

}
. Entonces la sucesión de conjuntos cerrados(Fk)

∞
k=1 es decre-

ciente y puesto queFk ⊆Uk y los conjuntosUk sonUk-pequeño, se concluye que cada conjuntoFk también
esUk-pequeño. De esto se sigue (usando el hecho de queX es numerablementěCech-completo) que

∞⋂

k=1

Fk 6=∅,

o, dicho de otro modo, la sucesión(xk)
∞
k=1 posee un punto de acumulación, digamos,x0. Siendo la función

F : X → (C(K,Z),τp) continua, resulta queF(x0) es un punto de acumulación de la sucesión(F(xk))
∞
k=1 en

(C(K,Z),τp) y, por consiguiente, pertenece a la clausura deH =
⋃∞

k=1 Hk en(C(K,Z),τp). Pero comoH es un
subretículo deC(K,Z), se sigue del Lema 2.2.26, que existeg∈H tal qued∞(g,F(x0))≤ ε. Seap∈N tal que
g∈Hp. Entoncesx0 ∈Mp, mientras que, por otro lado, para todok> p, tenemos quexk ∈U p+1 ⊆Up\Mp, de
donde se deduce quex0 ∈Up\Mp obteniéndose así una contradicción. Esto prueba que cadaGk es conjunto
denso enX y como éste último es un espacio de Baire resulta que

G =
∞⋂

k=1

Gk =
{

x∈ X : osc(F,x) = 0
}

es denso enX y, por supuesto, dicho conjunto constituye el conjunto de todos los puntos de continuidad de
la funciónF : X → (C(K,Z),d∞). Esto termina la prueba. �

La razón por la cual hemos llamado a los Teorema 2.2.97 y Teorema 2.2.99 “El Teorema Grande
de Namioka” es que dichos teoremas son equivalentes. En efecto, la prueba de la equivalencia de los
Teorema 2.2.97 y Teorema 2.2.99 es consecuencia inmediata del Lema 2.2.25.

2.2.21. ‖ ◮ Las propiedades de Namioka y co-Namioka

Lo que el Teorema Grande de Namioka motivó, en términos generales, fue investigar el siguiente pro-
blema: ¿qué tipos de espaciosX y K, que sean los más generales posibles, hay que asumir en las hipótesis
del Teorema Grande de Namioka para que su conclusión se cumpla? Por ejemplo, se sabe que:

(a) existen espacios métricos completosX y K para los cuales la conclusión del Teorema Grande de Namio-
ka deja de ser cierta, un hecho demostrado por J. B. Brown (véase, por ejemplo, [354]), y
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(b) existen un espacio de BaireX y un espacio compactoK para los cuales no se cumple la conclusión del
Teorema Grande de Namioka, un hecho que fue demostrado por M.Talagrand [420].

En el transcurso de la investigación de ese problema se descubrió que los “buenos candidatos” para
X en las hipótesis del Teorema Grande de Namioka deben ser espacios que se parezcan o pertenezcan a
alguna subclase de los espacios de Baire, como por ejemplo, ciertos espacios definidos por medio de juegos
topológicos. Por otro lado, “los mejores candidatos” paraK en dicho teorema deben ser tipos muy especiales
de espacios compactos. Lo anterior dio origen a la siguientedefinición introducida por Gabriel Debs en
[116].

Definición 2.2.27. Sean X y K espacios topológicos de Hausdorff. La notaciónN(X,K,R) significa que:
para cualquier función separadamente continua f: X×K → R, existe un subconjunto Gδ-denso G de X tal
que f es continua en cada punto de G×K.

Por otro lado, J. P. R. Christensen [94] y G. Debs [116] son losresponsables, respectivamente, de formu-
lar las siguientes propiedades (véase también [328, 367]).

Definición 2.2.28. (1) Un espacio topológico de Hausdorff X se dice que tiene lapropiedad de Namioka,
o que es unespacio de Namioka, o está en la claseN, si N(X,K,R) se cumple para cualquier espacio de
Hausdorff compacto K.
(2) Un espacio de Hausdorff compacto K se dice que tiene lapropiedad de co-Namioka, o que es unespacio
de co-Namioka, o está en la claseN∗, si N(X,K,R) se cumple para cualquier espacio Baire X.

Observemos que como el Teorema Grande de Namioka se cumple para cualquier espacio metrizableZ
uno pudiera exigir, en la definición de la propiedad de Namioka, queN(X,K,Z) se cumpla para todo espacio
metrizableZ. Sin embargo, Namioka y Pol en [333], y posteriormente Bouziad en [72] demostraron, por
métodos distintos, el siguiente resultado.

Teorema (Bouziad [72], Proposition 3.1). Para todo espacio de Baire X y todo espacio de Haus-
dorff compacto K, las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) N(X,K,R) se cumple,

(2) N(X,K,M) se cumple para todo espacio métrico M.

Más aun, Namioka y Pol [333] hacen notar que:

Teorema de Namioka-Pol ([333], A.2 Theorem). Sea K un espacio de Hausdorff compacto. Si
N(E,K,R) se cumple para cada espacio de Baire completamente regular E, entoncesN(X,K,M)
se cumple para todo espacio de Baire X y cada espacio metrizable M.

Sabemos que, gracias al Teorema Grande de Namioka,todo espacio numerablementeČech-completo es
un espacio de Namioka. En particular, todos los espaciosČech-completo, los cuales incluyen a los espacios
métricos completos así como a todos los espacios de Hausdorff (localmente) compactos, son espacios de
Namioka.

Estudiaremos ahora algunos otros espacios de Baire, distintos de los espacios numerablementeČech-
completos, que poseen la propiedad de Namioka. Comencemos con un resultado que ya habíamos probado
anteriormente pero que, formulado en término de la propiedad de Namioka, es más útil.

Teorema 2.2.100.Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Namioka.
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(2) Para cada espacio de Hausdorff compacto K y cualquier función continuaϕ : X → (C(K),τp), existe un
subconjunto Gδ-denso G de X tal queϕ : X → (C(K),‖·‖∞) es continua en cualquier punto de G.

Prueba. (1) ⇒ (2). Supongamos queX tiene la propiedad de Namioka. Sean ahoraK un espacio de Haus-
dorff compacto yϕ : X → (C(K),τp) cualquier función continua. La funciónf : X ×K → R definida por
f (x, t) = ϕ(x)(t) para todox ∈ X y todo t ∈ K es separadamente continua. ComoX tiene la propiedad de
Namioka, existe un subconjuntoGδ-densoG deX tal que f es continua en todo punto deG×K.

Fijemos unx ∈ G arbitrario y veamos queϕ es norma-continua enx. En efecto, seaε > 0. Para cada
t ∈ K, por la continuidad def en(x, t) existen abiertos no vacíosUt ⊆ X y Vt ⊆ K tales quex∈Ut , t ∈Vt y

|ϕ(x)(t)−ϕ(x′)(t ′)| = | f (x, t)− f (x′, t ′)| < ε

para todox′ ∈ Ut y todo t ′ ∈ Vt . Por la compacidad deK, existent1, . . . , tn en K tal queK =
⋃n

i=1Vti . El
conjuntoW =

⋂n
i=1Uti es un abierto conteniendo ax y se cumple que para todox′ ∈W,

∥∥ϕ(x)−ϕ(x′)
∥∥

∞ = sup
t∈K

|ϕ(x)(t)−ϕ(x′)(t ′)| ≤ ε.

Esto prueba la continuidad deϕ : X → (C(K),‖·‖∞) en todox∈ G.
(2) ⇒ (1). SeanK un espacio de Hausdorff compacto yf : X ×K → R una función separadamente

continua. Entonces la funciónϕ : X → (C(K),τp) definida porϕ(x)(t) = f (x, t) para todox∈ X y todot ∈ K
es continua sobreX. Nuestra hipótesis entonces nos garantiza la existencia deun subconjuntoGδ-densoG
deX tal que la funciónϕ : X → (C(K),‖·‖∞) es continua en todo punto deG.

Vamos a probar quef es continua en todo punto deG×K. Sea entonces(x0, t0) ∈ G×K. Por la norma-
continuidad deϕ enx0, existe un entorno abiertoU0 dex0 enX tal que

‖ϕ(x)−ϕ(x0)‖∞ < ε/2, para todo x∈U0.

Pero comoϕ(x0) ∈C(K), existe un entorno abiertoV0 det0 enK tal que

|ϕ(x0)(t)−ϕ(x0)(t0)| < ε/2, para todo t ∈V0.

Finalmente, si(x, t) ∈U0×V0, tenemos que

| f (x, t) − f (x0, t0)| ≤ | f (x, t) − f (x0, t)| + | f (x0, t) − f (x0, t0)|
= |ϕ(x)(t) − ϕ(x0)(t)| + |ϕ(x0)(t) − ϕ(x0)(t0)|
< ‖ϕ(x) − ϕ(x0)‖∞ + ε/2

< ε/2 + ε/2 = ε.

La prueba es completa. �

Podemos usar el resultado anterior para demostrar que toda función débilmente continua con dominio un
espacio de Namioka y rango en un espacio de Banach, es norma-continua en un subconjuntoGδ-denso de su
dominio.

Corolario 2.2.29 (Namioka). Sean X un espacio con la propiedad de Namioka y(E,‖·‖) un espacio de
Banach. Supongamos que la aplicaciónϕ : X → (E,ω) es continua. Entonces existe un subconjunto Gδ-
denso G de X tal queϕ : X → (E,‖·‖) es continua en todo punto de G.
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Prueba.Consideremos el espacio de Hausdorff compactoK = (BE∗,ω∗). Puesto que la aplicación evaluación
e: (E,ω)→ (C(K),τp) definida pore(x)(x∗) = x∗(x) para todox∈X y todox∗ ∈K es continua, tenemos que
la funciónϕ0 = e◦ϕ : X → (E,ω)→ (C(K),τp) también es continua. Ahora bien, ya queX es un espacio de
Namioka se sigue del Teorema 2.2.100 que la aplicaciónϕ0 : X → (C(K),‖·‖∞) es continua en todo punto
de un cierto subconjuntoGδ-densoG deX. Finalmente, como la norma deC(K) restringida aE es la norma
original deE, concluimos queϕ : X → (E,‖·‖) es continua sobreG. �

Otra consecuencia inmediata del resultado anterior es el siguiente, el cual ya habíamos demostrado en el
Teorema 2.2.61, página 317.

Corolario 2.2.30 (Namioka). Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Si K es un subconjunto débilmente com-
pacto de X, entonces K es norma-fragmentable.

Prueba.Puesto que(K,ω) es un espaciǒCech-completo y como todo espacioČech-completo tiene, por
el Teorema Grande de Namioka, la propiedad de Namioka, resulta que la inclusión Id :(K,ω) → (X,ω),
siendo continua, cumple con las condiciones establecidas en el Corolario 2.2.29 y, en consecuencia, existe
un subconjuntoGδ-densoG en (K,ω) tal que Id :(K,ω) → (K,‖·‖) es continua en todo punto deG. Un
llamado al Teorema 2.2.52, página 301, nos dice que la norma‖·‖ deX fragmenta aK. �

La noción de función fragmentable se puede extender a cualquier familia de funciones del modo siguiente
(véase [325], p. 131).

Definición 2.2.29. Sean X un espacio topológico de Hausdorff y(M,d) un espacio métrico. Diremos que
una familia de aplicacionesF = { f j : X → M : j ∈ J} esequi-fragmentable pord si, para cadaε > 0 y cada
A⊆ X no vacío, existe un conjunto abierto no vacío U de X tal que

U ∩A 6=∅ y diam
(

f j(U ∩A)
)

< ε

para todo j∈ J.

Otra consecuencia que se deriva del Teorema Grande de Namioka es el siguiente resultado:

Teorema 2.2.101.Si X es un espaciǒCech-completo y K⊆ C(X) es τp-compacto, entonces K es equi-
fragmentable por la norma‖·‖∞ de C(X).

Prueba.SeaA ⊆ X un subconjunto cerrado deX y consideremos la funciónF : X ×K → R definida por
F(x, f ) = f (x) para todo(x, f ) ∈ X×K. Puesto que todo subespacio cerrado de un espacioČech-completo
esČech-completo, resulta queA esČech-completo y, así, el Teorema Grande de Namioka nos proporciona
la existencia de un subconjuntoGδ-densoU ⊆ A tal queF|A×K es continua en todo punto deU ×K. Fijando
un puntox0 ∈U y teniendo en cuenta la compacidad deK, podemos encontrar un entorno abiertoV dex0 tal
que para todox,x′ ∈V ∩U la desigualdad

| f (x)− f (x′)| < ε

se cumple para todaf ∈ K. Ya queU denso enA y V es abierto, resulta queV ∩U es denso enV ∩A, de
donde obtenemos queV ∩A 6=∅ y así, parax,x′ ∈V ∩A tenemos que

| f (x)− f (x′)| < ε, para todaf ∈ K.

Esto demuestra que‖·‖∞ −diam
(

f (U ∩A)
)

< ε para todaf ∈ K y termina la prueba. �
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En particular, siX es compacto o métrico completo, cualquier compactoK de (C(X),τp) es equi-
fragmentable. En el caso en queX es compacto, ser equi-fragmentable es equivalente a la de ser equi-medible
en el sentido de Grothendieck; es decir, un subconjunto norma-acotadoK deC(X) conX compacto, se dice
equi-mediblesi para cada medida de Radonµ sobreX y cadaε > 0, existe un subconjuntoF ⊆ X tal que
|µ|(F) > ‖µ‖− ε y el conjuntoK|F = { f|F : f ∈ K} es relativamente compacto enC(F).

Algunas otras nociones interesantes tales como: familia defuncionesequi-σ-fragmentable, equi-barely
continua, σ-continua, etc., así como algunas relaciones entre ellas, se pueden ver en la tesis doctoral de María
Muñoz [325].

Nuestra próxima tarea es presentar un resultado, demostrado por Saint-Raymond [392], el cual establece
que todo espacio de Namioka completamente regular es un espacio de Baire. Para alcanzar dicho objetivo,
demostraremos un lema que es fundamental en la prueba del teorema de Saint-Raymond. SeaX un espacio
topológico de Hausdorff. Recordemos que elsoportede una funciónf : X → R, en notación sop( f ), es la
clausura del conjunto{x∈ X : f (x) 6= 0}. Si f es continua, entonces{x∈ X : f (x) 6= 0} es un subconjunto
abierto deX.

Lema 2.2.27. Sean(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff completamente regular yF un subconjunto
cerrado nunca-denso de X. Entonces existe un conjunto compacto K y una función separadamente continua
f : X×K → [0,1] con la siguiente propiedad: para cada x∈ F, existe un k∈ K tal que f es discontinua en
(x,k).

Prueba.Puesto queF es cerrado y nunca-denso enX, resulta queF 6= X. Seax ∈ X tal quex 6∈ F. La
completa regularidad deX garantiza la existencia de una función continuaϕx : X → [0,1] tal queϕx(x) = 1
y ϕx|F = 0. SeaF1 = sop(ϕx). Puesto queϕx|F = 0, resulta queF1 6= X y, en consecuencia,F1∪F es un
conjunto cerrado y nunca-denso enX y, como antes, existe función continuaϕy : X → [0,1] tal queϕy(y) = 1
y ϕy|F1∪F = 0 para algúny 6∈ F1∪F. SeaF2 = sop(ϕy). Continuando de este modo uno puede encontrar una
multitud de funciones continuasϕ : X → [0,1] tales queϕ 6= 0 y ϕ|F = 0. Con la ayuda del Lema de Zorn se
puede determinar una familia maximal (en el sentido de la inclusión) de funciones continuas(ϕi)i∈I deX en
[0,1] tales que

ϕi |F = 0 y ϕi.ϕ j = 0 si i 6= j,

dondeϕi ·ϕ j = 0 significa queϕi y ϕ j tienen soportes disjuntos.
Afirmamos que el conjunto abierto

G =
⋃

i∈I

{
x∈ X : ϕi(x) 6= 0

}

es denso enX. Supongamos queG no es denso enX. Entonces existe un subconjunto abierto no vacíoW
deX tal queW∩G = ∅. ComoF es cerrado y nunca-denso resulta que el conjuntoWrF es abierto y no
vacío. Seax∈WrF. Podemos, usando una vez más el hecho de queX es completamente regular, obtener
una función continuaφ : X → [0,1] tal que

φ(x) = 1 y φ|(WrF)c = 0.

Notemos queφ 6= ϕi para todoi ∈ I y queφ ·ϕi = 0 para todoi ∈ I . De aquí se sigue que la nueva familia
{ϕi : i ∈ I}∪{φ} se anula sobreF y sus soportes son disjuntos dos a dos lo que, evidentemente,contradice
la maximalidad de(ϕi)i∈I . Por estoG es denso enX.

El conjunto de índicesI dotado de la topología discreta es claramente un espacio de Hausdorff localmente
compacto y por lo tanto también lo esI × [0,1]. SeaK la compactificación de Alexandroff deI × [0,1] y sea
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λ∞ el punto al infinito deK. Definamos la funciónf : X×K → [0,1] por

f (x,λ∞) = 0,

f (x, i, t) =
2t ϕi(x)

t2 + ϕ2
i (x)

si t 6= 0,

f (x, i,0) = 0

Uno verifica, sin dificultad, que

a) f es separadamente continua,

b) si x∈ F, entoncesf (x,k) = 0 para todok∈ K, y

c) si z∈ G, entonces existei ∈ I tal queϕi(z) 6= 0.

Seax∈ F. ComoG = X, entonces cualquier entorno abiertoU dex contiene al menos un puntozx ∈ G.
Para estezx existe, por(c), un i ∈ I tal quet = ϕi(zx) 6= 0, y por lo tanto,f (zx, i, t) = 1. Puesto quek =
(i, t) ∈ K, resulta de(b) que f (x, i, t) = 0 y, en consecuencia,| f (x, i, t)− f (zx, i, t)| = 1 lo cual prueba quef
es discontinua en(x,k). Esto termina la prueba. �

Comentario Adicional 2.2.25 SeaI como en la prueba que acabamos de dar, y seaJ ⊇ I . Equipemos a
J con la topología discreta y defina aK como la compactificación de Alexandroff deJ× [0,1]. Si
extendemos la definición def exigiendo que

f (x, i, t) = 0, para todo i ∈ J\ I ,

entonces salta a la vista que con esta nueva definición deK y f , la función f : X×K → [0,1] igualmente
satisface la conclusión del Lema 2.2.27.

Teorema 2.2.102 (Saint Raymond).Sea(X,τ) un espacio de Hausdorff completamente regular. Si X es un
espacio de Namioka, entonces X es un espacio de Baire.

Prueba.Supongamos queX no es un espacio de Baire. Entonces existe un conjunto abierto no vacíoV deX
que es de primera categoría; es decir,

V ⊆
∞⋃

n=1

Fn

donde cadaFn es un subconjunto cerrado y nunca-denso deX. Por el Lema 2.2.27, aplicado a cadaFn, existe
un compactoKn y una función separadamente continuafn : X×Kn → [0,1] tal que para cadax∈ Fn, existe
algúnt ∈ K para el cualfn es discontinua en(x, t). Recordemos queKn tiene la formaα(In× [0,1]), donde
cadaIn es un espacio discreto yα es la compactificación de Alexandroff. Ahora bien, por la observación
anterior podemos suponer que todos losKn son iguales, digamos, a un compactoK (por ejemplo, podemos
tomar unJ tal queJ ⊇ In para todon∈ N, y definirK = α(J× [0,1])).

Consideremos el espacioZ = [0,1]N con la topología producto. EntoncesZ es un compacto metrizable y
la función f : X×K → Z definida por

f (x, t) =
(

fn(x, t)
)∞

n=1

es claramente separadamente continua. Notemos, por otro lado, que por construcciónf no puede ser continua
en ningún punto de{a}×K para algúna ∈ V. Esto prueba queX no puede ser un espacio de Namioka y
concluye la prueba. �

Como una consecuencia del resultado antes mencionado de Saint Raymond, I. Namioka y R. Pol de-
muestran el siguiente teorema ([335], Lemma 3.1).
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Teorema 2.2.103 (Namioka-Pol).Sea X un espacio topológico de Hausdorff completamente regular. Si X
contiene un subespacio denso Y con la propiedad de Namioka, entonces X tiene la propiedad de Namioka.

Prueba.Puesto queY tiene la propiedad de Namioka, se sigue del Teorema 2.2.102 que dicho espacio es un
espacio de Baire. Además, comoY es denso enX, resulta que tambiénX es un espacio de Baire. SeanK un
espacio de Hausdorff compacto yϕ : X → (C(K),τp) una función continua.

Para cadan∈N, sea

Gn =
⋃{

U : U es un subconjunto abierto no vacío de X y‖·‖∞ −diam(ϕ(U)) < 1/n
}
.

Es suficiente demostrar que cadaGn es denso enX. SeaW un subconjunto abierto no vacío deX. Como
ϕ|Y : Y → (C(K),τp) es continua yY tiene la propiedad de Namioka, entonces existe un subconjunto Gδ-
densoO deY tal queϕ|Y : Y → (C(K),‖·‖∞) es continua en todo punto deO. Puesto queY∩W es abierto en
Y, entoncesO∩ (Y∩W) 6= ∅. Seay∈ O∩ (Y∩W) y usemos la norma-continuidad deϕ|Y enY para hallar
un entorno abiertoV dey enX tal que

V ⊆W y ‖·‖∞ −diam(ϕ(Y∩V)) < 1/n.

Por otro lado, siendoϕ : X → (C(K),τp) continua, se tiene queϕ(V) ⊆ ϕ(Y∩V)
τp. Ahora bien, como

la norma‖·‖∞ enC(K) es τp-inferiormente semicontinua , entonces al tomar laτp-clausura de cualquier
conjunto no crece el diámetro, y en consecuencia,

‖·‖∞ −diam(ϕ(V)) ≤ ‖·‖∞ −diam
(
ϕ(Y∩V)

τp)
= ‖·‖∞ −diam(ϕ(Y∩V)) < 1/n.

Esto prueba queV ⊆ Gn y ∅ 6=V ⊆W∩Gn, es decir,Gn es un abierto denso enX. El Teorema de Categoría
de Baire nos revela entonces queG =

⋂∞
n=1Gn es unGδ-denso tal queϕ : X → (C(K),‖·‖∞) es continua en

todo punto deG. Por el Teorema 2.2.100,X tiene la propiedad de Namioka. �

Los siguientes tres resultados serán usados en el próximo corolario. El primero caracteriza a los espacios
compactos de Eberlein, un hecho probado por Amir y Lindenstrauss en 1968, ([8]), el segundo caracteriza a
los conjuntos débilmente compactos deC(Ω), dondeΩ es un espacio de Hausdorff compacto, demostrado
por Grothendieck y cuya prueba puede verse en [383] o en [73],donde la demostración usa el teorema “sup”
de R. C. James, mientras que el tercer resultado, demostradopor Rosenthal [383], caracteriza aC(Ω) como
un espacio débilmente compacto generado (WCG).

Teorema de Amir-Lindenstrauss. K es un espacio compacto de Eberlein si, y sólo si,
(C(K),‖·‖∞) esWCG.

Teorema de Grothendieck. Un subconjunto norma-acotado K de C(Ω) es débilmente compacto
si, y sólo si, K esτp-compacto.

Teorema de Rosenthal. (C(K),‖·‖∞) esWCG si, y sólo si, existe un subconjunto débilmente
compacto L de C(Ω) que separa los puntos deΩ.

Recordemos que un espacio topológico de HausdorffX se llama unσ-compacto si se puede expresar
como una unión numerable de subconjuntos compactos. Como uncorolario del Teorema de Namioka-Pol,
tenemos que:

Corolario 2.2.31 (Talagrand). Sea(X,τ) un espacio de Baire y suponga que X contiene un subconjunto
denso yσ-compacto. Entonces X es un espacio de Namioka.
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Prueba.SeanK un espacio de Hausdorff compacto yf : X×K → R una función separadamente continua.
Sin perder generalidad, uno puede, pasando a un espacio cociente deK si fuera necesario, suponer que las
funciones f (x, ·) separan los puntos deK y que f es acotada. Sea(Kn)

∞
n=1 una sucesión de subconjuntos

compactos deX, que podemos suponer creciente, cuya unión es densa enX. Entonces, el conjuntoL =⋃∞
n=1Ln, dondeLn = { f (x, ·) : x∈ Kn}, separa los puntos deK. Puesto que cada conjuntoLn esτp-compacto

enC(K), el Teorema de Grothendieck nos revela que talesLn también son débilmente compactos y, por lo
tanto,L es débilmente compacto. Un llamado al Teorema de Rosenthal nos dice queC(K) es un espacio
WCG. El Teorema de Amir-Lindenstrauss nos garantiza entonces queK es un compacto de Eberlein y se
sigue del Teorema 2.2.108 que existe un conjuntoGδ-densoG deX tal que f es continua en todo punto de
G×K. Esto nos lleva a la conclusión queX es un espacio de Namioka. �

Puesto que, por definición, todo espacio de co-Namioka es un espacio de Hausdorff compacto, resulta
que todo espacio de co-Namioka es un espacio de Baire. Desafortunadamente no todo espacio de Hausdorff
compacto es co-Namioka. En efecto, en [420], M. Talagrand construye un espacio de Hausdorff compacto
K, un espacioα-favorableX para el juego BM(X) (y por consiguiente, un espacio de Baire) y una función
separadamente continuaf : X×K → R la cual no satisface la conclusión del Teorema Grande de Namioka.
A pesar de este hecho algunos espacios compactos importantes son co-Namioka. En lo que sigue veremos
algunos de ellos.

El próximo resultado, que usaremos con cierta frecuencia, caracteriza a los conjuntos compactos que
tienen la propiedad de co-Namioka. Dicha caracterización es muy parecida a la demostrada para la propiedad
de Namioka. Como siempre,τp denotará la topología de la convergencia puntual sobreC(K), dondeK es un
espacio de Hausdorff compacto.

Teorema 2.2.104 (Debs).Sea K un espacio de Hausdorff compacto. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(1) K tiene la propiedad de co-Namioka.

(2) Para cada espacio de Baire X y cualquier aplicación continuaϕ : X → (C(K),τp), existe un subconjunto
Gδ-denso G de X tal queϕ : X → (C(K),‖·‖∞) es continua en cualquier punto de G.

(3) Para cada espacio de Baire X, cada aplicación continuaϕ : X → (C(K),τp) y cadaε > 0, existe un
subconjunto abierto, no vacío U de X tal que‖·‖∞ −diam

(
ϕ(U)

)
≤ ε.

Prueba. (1)⇒ (2). Supongamos queK posee la propiedad de co-Namioka. SeaX cualquier espacio de Baire
y seaϕ : X → (C(K),τp) una función continua arbitraria. La función

f : X×K → R definida por f (x, t) = ϕ(x)(t)

para todox∈X y todot ∈K, es claramente separadamente continua. Por tenerK la propiedad de co-Namioka,
existe un subconjuntoGδ-densoG deX tal que f es continua sobreG×K.

Fijemos unx∈G y probemos queϕ : X → (C(K),‖·‖∞) es continua enx. En efecto, seaε > 0 y notemos
que para cadat ∈ K, la continuidad def en el punto(x, t) nos garantiza la existencia de conjuntos abiertos
Vt y Ut tales quet ∈Vt , x∈Ut y

∣∣ϕ(x′)(s′)−ϕ(x)(t)
∣∣=
∣∣ f (x′,s′)− f (x, t)

∣∣ < ε

para todos′ ∈Vt , x′ ∈Ut . Por la compacidad deK, existe un conjunto finitoF0 deK tal que
⋃

t∈F0
Vt cubre a

K. El conjuntoW =
⋂

t∈F0
Ut es un conjunto abierto conteniendo ax y se cumple que

∣∣ϕ(x′)(t)−ϕ(x)(t)
∣∣ =
∣∣ f (x′, t)− f (x, t)

∣∣ < ε
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para todot ∈ K y x′ ∈W. Esto significa que la aplicaciónϕ : X → (C(K),‖·‖∞) es continua enx pues
∥∥ϕ(x′)−ϕ(x)

∥∥
∞ = sup

t∈K

∣∣ϕ(x′)(t)−ϕ(x)(t)
∣∣ ≤ ε

para todox′ ∈W.

(2) ⇒ (3). Es inmediata.

(3) ⇒ (1). SeanX un espacio de Baire yf : X ×K → R una función separadamente continua. Definamos
ϕ : X → (C(K),τp) por

ϕ(x)(t) = f (x, t) para todox∈ X, t ∈ K.

Puesto quef es separadamente continua, resulta queϕ es continua sobreX. Seaε > 0. Por(3), existe un
conjunto abierto no vacíoU deX tal que‖·‖∞ −diamϕ(U) ≤ ε. Como todo conjunto abierto en un espacio
de Baire es un espacio de Baire, se sigue que cada uno de los conjuntos

On =
∞⋃

n=1

{
U ⊆ X : U es abierto y‖·‖∞ −diamϕ(U) ≤ 1

n

}

es abierto y denso enX. Por el Teorema de Categoría de Baire,G =
⋂∞

n=1On es unGδ-denso enX y, por
supuesto,f es continua en todo punto deG×K. �

La vinculación de la noción de fragmentabilidad con la propiedad de co-Namioka es dada por el siguiente
resultado demostrado por Jayne, Namioka y Rogers ([234], Corolary 3.1), véase también ([316], Theorem
2.1).

Teorema 2.2.105 (Jayne-Namioka-Rogers).Sea K un espacio de Hausdorff compacto. Si(C(K),τp) es
norma-fragmentado, entonces K tiene la propiedad de co-Namioka.

Prueba.SeanX un espacio de Baire yϕ : X → (C(K),τp) una función continua. Puesto queϕ define una
aplicación USCO minimalx→ {ϕ(x)}, se sigue del Teorema 2.2.55 que existe un subconjuntoGδ-densoG
deX tal queϕ : X → (C(K),‖·‖∞) es continua en todo punto deG. Un llamado al Teorema 2.2.104 nos dice
queK tiene la propiedad de co-Namioka. �

En general, la conclusión del resultado anterior sigue siendo válida si uno exige que(C(K),τp) sea
σ-fragmentado por la norma ([234], Corolary 3.1).

Si bien es cierto que no todo espacio compacto de Hausdorff esde co-Namioka vale, sin embargo, el
siguiente resultado.

Teorema 2.2.106.Todo espacio métrico compacto es un espacio de co-Namioka.

Prueba.Sea(K,d) un espacio métrico compacto. SeanX un espacio de Baire yϕ : X → (C(K),τp) una
función continua. Puesto queK es un espacio métrico compacto, resulta del Teorema 1.4.19,página 30,
que(C(K),‖·‖∞) es un espacio de Banach norma-separable y, en consecuencia,podemos seleccionar una
sucesión( fn)∞

n=1 enC(K) que es‖·‖∞-densa en dicho espacio. De esto se sigue que, para cadaε > 0,

C(K) =
∞⋃

n=1

B( fn,ε).

Como las bolasB( fn,ε) son‖·‖∞-cerradas, ellas también sonτp-cerradas por lo que la continuidad deϕ
nos garantiza que, para cadan∈ N, el conjuntoϕ−1(B( fn,ε)) := Fn es un cerrado deX y se tiene, además,
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queX =
⋃∞

n=1 Fn. Por el Teorema de Categoría de Baire, existe unn0 tal que int(Fn0) es no vacío. Si ahora
definimosU := int(Fn0), resulta que, para eseU , ‖·‖∞-diamϕ(U)≤ 2ε. Uno invoca el Teorema 2.2.104 para
concluir queK tiene la propiedad de co-Namioka. �

Teorema 2.2.107.Sea K un espacio de Hausdorff compacto. Si C(K) admite una normaLUR que esτp-
inferiormente semicontinua, entonces K tiene la propiedadde co-Namioka.

Prueba.Sea‖·‖ una norma LUR sobreY = C(K) que esτp-inferiormente semicontinua. Afirmamos que la
aplicación identidad Id :(BY,τp) → (BY,‖·‖) es continua en cualquier punto deSY. En efecto, tomemos un
y0 ∈ SY arbitrario y seaε > 0. Puesto que‖·‖ es LUR, existe unδ > 0 tal que

V :=
{

y∈ BY : ‖y0 +y‖ > 2−δ
}
⊆
{

y∈ BY : ‖y0−y‖ < ε
}
.

Ahora bien, como la norma‖·‖ esτp-inferiormente semicontinua, resulta queV es unτp-entorno dey0 en
BY, por lo que Id es continua eny0.

SeanX un espacio de Baire yϕ : X → (C(K),τp) una función continua. Entonces la aplicaciónψ :
X → R dada porψ(x) = ‖ϕ(x)‖, esτp-inferiormente semicontinua. Por el Ejemplo 1, página 100,existe un
subconjuntoGδ-densoG deX tal queψ es continua en todo punto deG. Afirmamos que cualquier puntox
deG es un punto de continuidad deϕ : X → (C(K),‖·‖∞). En efecto, si ĺımxα = x, entonces ĺım‖ϕ(xα)‖ =
‖ϕ(x)‖. Notemos que siϕ(x) = 0, entonces claramenteϕ es continua enx. Supongamos ahora queϕ(x) 6= 0.
Sin perder generalidad podemos asumir queϕ(xα) 6= 0 para cualquierα y entonces definamos

zα = ‖ϕ(xα)‖−1ϕ(xα).

Claramente,τp− ĺım(zα) = ‖ϕ(x)‖−1ϕ(x). Puesto que todos estos puntos están enSY, tenemos que

ĺım
α

∥∥∥zα −‖ϕ(x)‖−1ϕ(x)
∥∥∥ = 0.

El Teorema 2.2.104 permite concluir queK tiene la propiedad de co-Namioka.. �

Nos proponemos, en lo inmediato, probar que todo espacio compacto de Eberlein es un espacio de co-
Namioka.

Teorema 2.2.108 (Deville).Si K es un espacio compacto de Eberlein, entonces K tiene la propiedad de
co-Namioka.

Prueba.SeaK un espacio compacto de Eberlein y supongamos quef : X → (C(K),τp) es una función con-
tinua definida sobre un espacio de BaireX. Seaε > 0. Por el resultado de Amir-Lindenstrauss(C(K),‖·‖∞)
es débilmente compactamente generado (WCG), por lo que existe un subconjunto débilmente compactoF
deC(K) tal que

[F]
‖·‖∞ = C(K),

donde, como siempre,[F ] denota el subespacio lineal generado porF. Es bien conocido que la cápsula
absolutamente convexa cerrada de un conjun toω-compacto esω-compacto, por lo que podemos suponer
queF absolutamente convexo y débilmente compacto. De esto se deduce, en particular, que para cadaε > 0,

C(K) =
∞⋃

n=1

(nF + εBC(K)).
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Puesto quenF esτp-compacto yεBC(K) esτp-cerrado, se sigue que cada uno de los conjuntosnF + εBC(K)

esτp-cerrado. Ahora bien, la continuidad def nos dice quef−1(nF + εBC(K)) es cerrado enX y, además,
que

X =
∞⋃

n=1

f−1(nF + εBC(K)).

SiendoX un espacio de Baire, el Teorema de Categoría de Baire nos garantiza la existencia de al menos un
n0 ∈N tal que f−1(n0F + εBC(K)) tiene interior no vacío. Si ahora definimos

U1 := int
(

f−1(n0F + εBC(K))
)
,

resulta queU1 es un abierto no vacío deX tal que

f (U1) ⊆ n0F + εBC(K).

PongamosL0 = n0F y usemos inducción transfinita para construir una sucesión decreciente(Lγ) de
subconjuntos débilmente compactos deC(K) tal que cadaLγr Lγ+1 tenga‖·‖∞-diámetro≤ ε. En efecto,
comoL0 es débilmente compacto, el Teorema 2.2.61 nos asegura queL0 es‖·‖∞-fragmentado, por lo que
existe un subconjunto relativamenteω-abiertoO 6= ∅ deL0 tal que‖·‖∞ −diam(O) ≤ ε, esto significa que
la familia{U : U es relativamenteω-abierto enL0 y ‖·‖∞ −diam(U) ≤ ε} es no vacía. Si ahora definimos

L1 = L0r
⋃

{U : U es relativamenteω-abierto en L0 y ‖·‖∞ −diam(U) ≤ ε}

entoncesL1 es débilmente compacto yL0rL1 tiene‖·‖∞-diámetro≤ ε. Supongamos queLγ ha sido cons-
truido para cadaγ < β conβ un ordinal fijo. Siβ es un ordinal límite definimos

Lβ =
⋂

γ<β
Lγ,

mientras que siβ = γ + 1, hacemos uso de la‖·‖∞-fragmentabilidad deLγ para construir, como antes,Lγ+1

de modo queLγrLγ+1 tenga‖·‖∞-diámetro≤ ε.
SeaMγ = Lγ + εBC(K) y denotemos porγ0 el ordinal más pequeño para el cualf (U1) ⊆ Mγ0

. Puesto que
Mγ0+1 esτp-cerrado y no contiene al conjuntof (U1), el conjunto

U = U1r f−1(Mγ0+1)

es no vacío y abierto enX y, además,
f (U) ⊆ Mγ0

rMγ0+1.

Veamos queMγ0
rMγ0+1 tiene‖·‖∞-diámetro≤ ε. En efecto, seanx,z∈ Mγ0

rMγ0+1. Entonces

x = x1 +x2 y z= z1 +z2

dondex1,z1 ∈ Lγ0
y x2,z2 ∈ εBC(K). Puesto quex,z 6∈ Mγ0+1, resulta quex1,z1 ∈ Lγ0

rLγ0+1 y, en consecuen-
cia,‖x1 −z1 ‖ ≤ ε. De aquí se sigue que‖x−z‖ ≤ 3ε. Esto prueba que‖·‖∞-diam( f (U)) ≤ 3ε. Finalmente,
haciendo un llamado al Teorema 2.2.104 se concluye queK tiene la propiedad de co-Namioka. �

Comentario Adicional 2.2.26 (1) Notemos que el resultado anterior nos garantiza que para cualquier fun-
ción separadamente continuaf : X×K →R, dondeX es un espacio de Baire yK es un compacto
de Eberlein, existe unGδ-densoG deX tal que f es continua en todo punto deG×K.
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(2) No sólo los espacios compactos de Eberlein son co-Namioka, también lo son los compactos de
Corson [117] y los compactos de Valdivia [126]. Sin embargo,βN no es co-Namioka [123].

(3) Cualquier espacio compactoK tal queK(ω1) =∅ tiene la propiedad de co-Namioka.

(4) Cualquier espacio compacto bien ordenado tiene la propiedad de co-Namioka.

(5) Si K es un espacio de Hausdorff compacto tal queC(K) esK - analítico para laτp-topología,
entoncesK es un espacio de co-Namioka.

Una prueba de los 3 últimos resultados se puede mirar, por ejemplo, en ([128], p. 329-330).

En [287], Lee y Piotrowski proponen como definición de espacios co-Namioka la siguiente: un espa-
cio completamente regularK es llamado un espacio deco-Namioka∗ si N(X,K,R) se cumple para
cualquier espacio de NamiokaX. Con esta definición resulta claro que todo espacio de Hausdorff
compacto es un espacio de co-Namioka∗, pero no todo espacio de co-Namioka∗ es un espacio de
Baire. Ellos también prueban que cualquier espacio localmente compacto yKσ-localmente compacto
es co-Namioka∗.

2.2.22. ‖ ◮ El juego de Christensen-Saint Raymond y la propiedad de Namioka

El objetivo central de esta sección es presentar, fundamentalmente, una prueba del Teorema Grande de
Namioka al estilo de Christensen usando juegos topológicos. El siguiente juego, propuesto por Christensen
en [94], es muy parecido al juego de Choquet pero con dos diferencias: la primera es que en cada partida de
este juego la elección arbitraria de los puntos lo hace el jugadorα y no el jugadorβ, mientras que la segunda
diferencia es la regla sobre cómo se gana dicho juego,

Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. En eljuego de Christensen-Saint Raymond, que deno-
taremos por Gσ(X), los jugadoresα y β escogen, alternativamente, en cada partida de este juego, conjuntos
abiertos no vacíosUn y Vn conxn ∈Vn según la siguiente regla:β, como siempre, es el primero en comenzar
la partida eligiendo un subconjunto abierto no vacíoU1 en X y entoncesα responde escogiendo, además
de un abiertoV1 ⊆U1, un puntox1 ∈V1 (su movimiento es, entonces, el par(V1,x1) conx1 ∈V1). El turno
ahora es paraβ y su elección es un conjunto abierto no vacíoU2 ⊆V1. Le toca jugar aα y su escogencia es
un abierto no vacíoV2 ⊆ U2 y un puntox2 ∈ V2, y se continua de este modo. El jugadorα gana la partida
p = (Un,Vn,xn)

∞
n=1 en Gσ(X) si la sucesión(xn)

∞
n=1 posee al menos un punto de acumulación en

⋂∞
n=1Vn; es

decir, si
∞⋂

n=1

Vn ∩
{

xn : n = 1,2, . . .
}
6=∅.

En caso contrario el vencedor de la partida es el jugadorβ. La nociones de juego parcial, estrategias, estrate-
gias ganadoras paraα y β, etc. se definen de manera enteramente similar como en el juego de Banach-Mazur.

Un rasgo distintivo entre el juego de Christensen-Saint Raymond y el juego de Choquet es que en el
primero losUn no tienen, necesariamente, que contener los puntosxn ∈Vn.

Definición 2.2.30. El espacio topológico de Hausdorff X se llamaα-favorable para el juegoGσ(X) o
σ−α-favorablesi el jugadorα tiene una estrategia ganadora en Gσ(X). Si el jugadorβ no posee ninguna
estrategia ganadora en el juego Gσ(X), entonces se dice que el espacio X esβ-desfavorable paraGσ(X) o
σ−β-desfavorable.

Observemos que:
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(♣)1 Si X es un espacio topológicoα-favorable paraGσ(X), entonces X esβ-desfavorable para
Gσ(X).

(♣)2 Si X es un espacio topológicoβ-desfavorable paraBM(X), entonces X esβ-desfavorable
para Gσ(X).

El siguiente resultado relaciona la propiedad de Namioka con el hecho de que dicho espacio esβ-
desfavorable para el juego Gσ(X).

Teorema 2.2.109 (Saint Raymond, [392]).Si (X,τ) es un espacioβ-desfavorable paraGσ(X), entonces X
es un espacio de Namioka.

Prueba.SeanK un espacio de Hausdorff compacto yf : X×K → R una función separadamente continua.
Sin perder generalidad, podemos suponer que−1≤ f (x,y)≤ 1 para todo(x,y) ∈X×K. Consideremos ahora
la función asociada

F : X →C(K) definida por F(x)(y) = f (x,y)

para todox∈ X y todoy∈ K. Recordemos que la oscilación deF enx∈ X se define como:

osc(F,x) = ı́nf
U(x)

{
sup
{
‖F(x1)−F(x2)‖∞ : x1,x2 ∈U ∈ U(x)

}}

donde el ínfimo se toma sobre la familiaU(x) de todos todos los entornos abiertos dex. Puesto que osc(F,x)
es una función superiormente semicontinua , resulta que el conjunto

G = {x∈ X : osc(F,x) = 0} =
∞⋂

n=1

{x∈ X : osc(F,x) < 1/n}

=
{

x∈ X : f es continua en cada punto de{x}×K
}

,

es unGδ deX (véase, Teorema 1.12.14, página 94).
Nuestra tarea es demostrar queG es denso enX. Supongamos, por el contrario, queG no es denso en

X. Entonces existe unδ > 0 tal que el conjuntoA := {x∈ X : osc(F,x) < δ} no es denso enX; esto implica
la existencia de un conjunto abierto no vacíoU de X tal queU ∩A = ∅; es decir,osc(F,x) ≥ δ > 0 para
todo x ∈ U . Para cadak ∈ N, el conjunto[−1,1]k es un espacio métrico compacto y, por consiguiente, el
espacio de BanachC([−1,1]k) es separable y, así, podemos escoger una sucesión de funciones(Pk, j)

∞
j=1 en

C([−1,1]k) tal que

C([−1,1]k) =
∞⋃

j=1

B(Pk, j ,δ/4),

dondeB(Pk, j ,δ/4) son bolas cerradas con centroPk, j y radio δ/4. Lo anterior nos permite definir ahora
una estrategiaεβ para el jugadorβ del modo siguiente:β, como siempre, es quien hace la primera elección
tomandoU1 :=U . Entoncesα elige(V1,x1) conV1 ⊆U1 y x1 ∈V1. En el pason+1, una vez queα ha elegido
(Vn,xn), conxn ∈Vn ⊆Un, el jugadorβ elige

Un+1 := εβ((V1,x1), . . . ,(Vn,xn)) = Vnr
⋃

j+k≤ n

Ck, j

donde losCk, j definidos por
Ck, j =

{
x∈ X :

∥∥F(x)−ϕk, j

∥∥
∞ ≤ δ/3

}
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son subconjuntos cerrados deX ya queF : X → (C(K),τp) es continua y la norma‖·‖∞ esτp-semicontinua
inferiormente, y las funciones continuasϕk, j : K → R vienen dadas por

ϕk, j(y) = Pk, j( f (x1,y), . . . , f (xk,y)).

Puesto que‖·‖∞-diam(F(Ck, j )) ≤ 2δ/3 < δ, resulta que cada conjuntoCk, j es nunca-denso enU = U1, lo
cual asegura queUn+1 6=∅ puesVn ⊆U1.

Tenemos que, por hipótesis, la estrategiaεβ del jugadorβ no es una estrategia ganadora en el juego
Gσ(X), por lo que existe una partida(Un,Vn,xn)

∞
n=1 en Gσ(X) que es ganada por el jugadorα; es decir,

∞⋂

n=1

Vn ∩ {xn : n∈ N} 6=∅.

Seax∞ un punto de acumulación de la sucesión(xn)
∞
n=1 contenido en

⋂∞
n=1Vn y seaΦ : K → [−1,1]N la

función definida porΦ(y) = (F(xn)(y))∞
n=1. Entonces, la continuidad de la funciónf (·,y) nos dice que

Φ(y) = Φ(y′) ⇒ f (x∞,y) = f (x∞,y′)

para todoy,y′ ∈ K. Esto permite construir una función continuaϕ sobre el compactoΦ(K) tal queF(x∞) =
ϕ ◦ Φ y, así, por el Teorema de Extensión de Tietze, existe una función continuaψ sobre[−1,1]N que
prolonga aϕ. Si ψk es la función continua definida sobre[−1,1]k dada por

ψk(u1,u2, . . . ,uk) = ψ(u1,u2, . . . ,uk,0,0, . . .),

entonces la continuidad uniforme deψ con respecto a la métricad(u,v) = ∑∞
n=1 2−n|un − vn|, con u,v ∈

[−1,1]N, produce la existencia de unk≥ 1 tal que‖ψ−ψk ◦πk‖∞ ≤ δ/12, dondeπk es la proyección canóni-
ca de[−1,1]N sobre[−1,1]k. Si j ∈N es tal que

∥∥ψ−Pk, j
∥∥

∞ ≤ δ/4, entonces se tiene que
∥∥F(x∞)−ϕk, j

∥∥
∞ ≤ δ/4+ δ/12= δ/3

de donde se sigue quex∞ ∈ Ck, j pero no pertenece aUk+ j+1. Esto, por supuesto, es violatorio al hecho de
x∞ ∈ ⋂∞

n=1Vn =
⋂∞

n=1Un. Esta contradicción establece queG es denso enX y, por lo tanto,X es un espacio
de Namioka. �

Para el jugadorα en el juego Gσ(X), Christensen [94] obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.110 (Christensen).Si X es un espacio numerablementeČech-completo, entonces X esα-fa-
vorable paraGσ(X).

Prueba.ComoX es numerablementěCech-completo, existe una sucesión(Un)
∞
n=1 de cubrimientos abiertos

de X tal que, para cualquier sucesión decreciente de subconjuntos cerrados(Fn)
∞
n=1 de X, se cumple que⋂∞

n=1Fn 6= ∅ siempre que(Fk)
∞
k=1 seaUn-pequeño, para cadan∈ N. Asignemos, a cada conjuntoA⊆ X, el

número
n(A) = sup

{
k∈N : para cada n≤ k, existe un Un ∈ Un con A⊆Un

}
.

Definamos ahora la siguiente estrategiaεα paraα en el juegoGσ(X). SeaU1 cualquier subconjunto abierto no
vacío deX y supongamos que dicho conjunto es el primer movimiento del jugadorβ. Usemos la regularidad
deX para obtener un abierto no vacíoV1 deX y un x1 ∈ X tal que

x1 ∈V1 ⊆V1 ⊆U1 y n(V1) ≥ n(U1)+1.
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La primera elección deα es, por supuesto, tomarV1 y el puntox1, es decir,εα(U1) = (V1,x1). Continuando
de este modo uno obtiene, usando inducción, una partidap = (Un,Vn,xn)

∞
n=1 con las siguientes propiedades:

xn ∈Vn, Un+1 ⊆Vn ⊆Vn ⊆Un, εα(Un) = (Vn,xn), y n(Vn) ≥ n(Un)+1

PongamosFn = {xn,xn+1, . . .}, n ∈ N. Entonces cadaFn es cerrado y la sucesión(Fn)
∞
n=1 es decreciente.

Observemos que para cadan∈ N se cumple quen(Vn) ≥ n por lo que existeWn ∈ Un tal queVn ⊆Wn y de
allí queFn ⊆Wn. Esto prueba que(Fk)

∞
k=1 esUn-pequeño, para todon∈N y así, por hipótesis,

⋂∞
n=1Fn 6=∅.

La conclusión es que la sucesión(xn)
∞
n=1 posee un punto límite en

⋂∞
n=1Vn =

⋂∞
n=1Vn, lo cual significa que

α gana la partidap. �

Estamos ahora en condiciones, con las herramientas ya establecidas, de poder demostrar el Teorema
Grande de Namioka usando juegos topológicos, el cual, en este lenguaje, se puede expresar del modo si-
guiente:

Teorema 2.2.111 (Teorema Grande de Namioka).Todo espacio numerablementeČech-completo tiene la
propiedad de Namioka.

Prueba.SeaX un espacio numerablementeČech-completo. Por el Teorema 2.2.110,X esα-favorable para
Gσ(X) y, por consiguiente, por la observación(♣)1, β-desfavorable para el mismo juego. Un llamado al
Teorema 2.2.109 nos dice queX tiene la propiedad de Namioka. �

El siguiente corolario también es una consecuencia inmediata del Teorema Grande de Namioka en com-
binación con el Teorema de Namioka-Pol.

Corolario 2.2.32. Todo espacio casǐCech-completo tiene la propiedad de Namioka.

Prueba.SeaX un espacio casǐCech-completo. EntoncesX contiene un subespacioY que esČech-completo
y denso enX. Por el Teorema Grande de Namioka,Y tiene la propiedad de Namioka y por el Teorema 2.2.103,
X tiene la propiedad de Namioka. �

Teorema 2.2.112.Si (X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff completamente regular el cual contiene
un subespacio denso completamente metrizable, entonces X esα-favorable paraGσ(X). En particular, X es
un espacio de Namioka y, en consecuencia, un espacio de Baire.

Prueba.SeaG un subespacio deX denso completamente metrizable. Sead una métrica completa sobreG
compatible con la topología relativa deG. Para construir una estrategia ganadoraεα para el jugadorα en
Gσ(X), comencemos tomando cualquier conjunto abierto no vacíoU deX y supongamos queU1 := U es la
primera elección del jugadorβ. La elección del jugadorα se hará de acuerdo a la siguiente estrategia. Como
G es denso enX, entoncesU1∩G 6=∅. Seax1 ∈U1∩G y usemos la cuasi-regularidad de(G,d) para obtener
un abiertoW1 enG tal quex∈W1 ⊆W1 ⊆U1∩G y d−diam(W1) < 1/2. SiendoW1 un abierto deG, existe,
por definición y la regularidad deX, un abierto no vacíoV1 deX tal queW1 = V1∩G,

x∈V1 ⊆ V1 ⊆ U1, y d−diam(V1∩G) < 1/2

La elección adecuada deα es tomar el par(V1,x1) = εα(U1). Por inducción se construye una partidap =
(Un,Vn)

∞
n=1 para la cual se cumple que

xn ∈Vn∩G, Un+1 ⊆ Vn ⊆ Vn ⊆ Un, y d−diam(Vn∩G) < 1/(n+1),
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para todon∈ N. Puesto que(xn)
∞
n=1 es de Cauchy en el espacio métrico completo(G,d), existe unx0 ∈ G

tal quexn → x0. Por la construcción de losVn tenemos que

x0 ∈
∞⋂

n=1

Vn ⊆
∞⋂

n=1

Un =
∞⋂

n=1

Vn.

Esto prueba queεα es una estrategia ganadora para el jugadorα y termina la prueba. �

Ya hemos visto que todo espacio de Namioka es un espacio de Baire. El recíproco, demostrado por Saint
Raymond, también es cierto en espacios con una estructura métrica.

Teorema 2.2.113 (Saint Raymond).Sea(X,d) un espacio métrico. Son equivalentes:

(1) X es un espacio de Namioka.

(2) X es un espacio de Baire.

Prueba. (1) implica (2) es el Teorema 2.2.102. Supongamos que(2) se cumple. Por el Teorema de Banach-
Mazur, Teorema 2.2.74, el jugadorβ no posee estrategia ganadora en el juego BM(X). Se sigue de la obser-
vación(♣)2 que el jugadorβ no posee estrategia ganadora en el juego Gσ(X). Un llamado al Teorema 2.2.109
concluye la prueba. �

Nuestro último resultado en esta sección establece las equivalencias de varias nociones ya estudiadas
anteriormente, así como la siguiente introducida por Edgary Wheeler en [148].

Definición 2.2.31 (Edgar-Wheler). Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach sobreR y A un subconjunto no
vacío de X. El conjunto A se dicefragmentable por abiertossi para cada subconjunto débilmente abierto U
de X con U∩A 6=∅ y cualquierε > 0, existe un conjunto débilmente abierto V⊆U tal que V∩A 6=∅ y

‖·‖−diam(V ∩A) < ε

Edgar y Wheler llaman a tales conjuntos descascarables (en inglés “huskable”). El siguiente resultado
fue probado por Rybakov en ([389], Theorem 1, p. 526).

Teorema 2.2.114 (Rybakov).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach sobreR y A un subconjunto norma-
cerrado y acotado de X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) el conjunto A es fragmentable por abiertos,

(2) los puntos de continuidad de la aplicación identidadId : (A,ω) → (A,‖·‖) forman un subconjunto Gδ-
denso de(A,ω),

(3) las topologías de la norma y la débil en A coinciden sobre un subconjunto Gδ-denso de(A,ω),

(4) el espacio topológico(A,ω) es casiČech-completo,

(5) el espacio topológico(A,ω) esα-favorable en el juegoGσ(A,ω),

(6) el espacio topológico(A,ω) esβ-desfavorable en el juegoGσ(A,ω),

(7) el espacio topológico(A,ω) es un espacio de Namioka.
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Prueba. (1) ⇒ (2). Para cadan∈ N, sea

Gn =
⋃{

U ⊆ A : U esω-abierto y‖·‖−diam(U) < 1/n
}
.

Como cada uno de los conjuntosGn es abierto en(A,ω), se sigue de la definición de conjunto fragmentable
por abiertos que cadaGn es denso en(A,ω). Sea

G =
∞⋂

n=1

Gn.

ObviamenteG es el conjunto de los puntos de continuidad de Id el cual es unGδ en(A,ω). Veamos queG es
denso en(A,ω). Tomemos un conjunto abierto no vacío arbitrarioV de(A,ω). Puesto queA es fragmentable
por abiertos, podemos construir una sucesión decreciente de conjuntos no vacíos(Un)

∞
n=1 abiertos en(A,ω)

todos contenidos enV y tal que la clausura deUn+1 en(A,ω) está contenida enUn y ‖·‖−diam(Un) ≤ 1/n,
n∈ N. Puesto que(A,‖·‖) es un espacio métrico completo, existe un elemento

x∈
∞⋂

n=1

Un =
∞⋂

n=1

Un ⊆V.

Claramente,x∈ G. Esto prueba queG es denso en(A,ω) y termina la prueba de la implicación.
(2)⇒ (3). SeaG el conjunto de los puntos de continuidad de la identidad Id :(A,ω)→ (A,‖·‖). Entonces

las topologías débil y de la norma coinciden sobreG el cual es unGδ-denso en(A,ω).
(3) ⇒ (4). SeaG un subconjunto unGδ-denso en(A,ω) sobre el cual las topologías débil y de la norma

coincidan. Puesto que(A,‖·‖) es un espacio métrico completo, se sigue queG también es unGδ en(A,‖·‖),
pero como además,(G,‖·‖) = (G,ω) resulta(G,ω) esČech-cmpleto gracias a los teoremas de Alexandroff-
Hausdorff, Teorema 1.11.3, página 64, y al Teorema 1.11.10,página 69. Esto termina la prueba de ésta
implicación.

(4)⇒ (5). SeaG un subconjunto denso en(A,ω) el cual esČech-completo. Entonces existe una sucesión
{An : n∈ N} de cubrimientos abiertos de(G,ω) tal que, para cada familia(Fξ)ξ de conjuntos cerrados en
(G,ω) con la propiedad de intersección finita yAn-pequeña para cadan∈N, se tiene que

⋂
ξ Fξ 6=∅. Vamos

a usar lo anterior para definir una estrategiaεα para el jugadorα en el juegoGσ(A,ω) del modo siguiente:
seaU1, un subconjunto abierto de(A,ω), la primera elección hecha por el jugadorβ. En eln-ésimo paso
la elección deα esεα(U1,(V1,x1), . . . ,Un) = (Vn,xn), dondeVn es un subconjunto abierto en(A,ω) tal que
V

ω
n ⊆Un y existe un elementoAn ∈ An tal queV

ω
n ∩G⊆ An y xn ∈Vn∩G. Definamos, para cadan∈ N, el

conjuntoω-cerrado
Fn = {xk : k≥ n}ω ∩G.

Entonces, la familia{Fn : n∈ N} posee la propiedad de intersección finita en(G,ω) y esAn-pequeña para
cadan∈ N. Por la hipótesis,

⋂∞
n=1 Fn 6=∅. Seay∈⋂∞

n=1Fn. Entonces

y∈
(

∞⋂

n=1

Vn

)
∩{xn : n∈ N}ω

,

lo cual prueba que el espacio(A,ω) esα-favorable para el juego Gσ(A,ω).
(5) ⇒ (6). Esta implicación es inmediata.
(6) ⇒ (7). Es el Teorema 2.2.109.
(7) ⇒ (1). Supongamos que(A,ω) es un espacio de Namioka y consideremos la aplicación separada-

mente continuaf : (A,ω)×K → R definida por

f (x,x∗) = x∗(x), x∈ A, x∗ ∈ K,
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dondeK = (BX∗ ,ω∗). Como(A,ω) es un espacio de Namioka, existe un subconjuntoGδ-densoG en(A,ω)
tal que f es continua en cada punto deG×K, lo cual es equivalente, gracias a la compacidad deK, a la
continuidad de la aplicación identidad Id :(A,ω) → (A,‖·‖) en cada punto deG. SeanU un subconjunto
abierto arbitrario en(A,ω) y ε > 0. Por la densidad deG, U ∩G 6= ∅. Seax0 ∈ U ∩G. Entonces, por
la continuidad de la función identidad Id enx0, existe un entorno abiertoV de x0 tal queV ⊆ U y ‖·‖−
diam(V) < ε. Esto prueba queA es fragmentable por abiertos y termina la prueba. �

Comentario Adicional 2.2.27 (1) En [118], G. Debs, usando el juego de Christensen-Saint Raymond de-
muestra el siguiente resultado:

Teorema 2.2.115 (Debs).Sean X= K = [0,1] y suponga que la aplicación f: X×K → R es tal que

(a) f (x, ·) es continua en K para todo x∈ X, y

(b) f (·,y) es de la primera clase de Baire sobre X para todo y∈ K.

Entonces existe un conjuntoGδ-denso G⊆ X×K tal que f es continua en todo punto de G.

(2) Una variante funcional del juego de Christensen-Saint Raymond es el siguiente: como siempre, sea
(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff y seaF⊆RX. El juego GF

σ(X) es idéntico al de Christensen-
Saint Raymond con una diferencia: la regla que establece quién es el ganador. El jugadorα se declara
el ganador de la partidap = (Un,Vn,xn)

∞
n=1 si, para cadaf ∈ F, existe unx∈⋂∞

n=1Un tal que

f (x) ∈
{

f (xn) : n∈ N
}
.

El espacioX se llamaσF−β-desfavorablesi el jugadorβ no posee estrategia ganadora alguna en el
juego GF

σ(X). En el caso particular en queF =C(X), es claro que cualquier espacioσ−β-desfavorable
esσF−β-desfavorable. Si bien el recíproco no es cierto, Bareche y Bouziad demuestran el siguiente
resultado [34].

Teorema 2.2.116 (Bareche-Bouziad).Sea(X,τ) un espacio normal. Son equivalentes:

(1) X esσ−β-desfavorable.

(2) X esσF−β-desfavorable.

Más aun, ellos prueban que

Teorema 2.2.117 (Bareche-Bouziad).Sea(X,τ) un espacio de Tychonoff. Son equivalentes:

(1) X es un espacio de Namioka.

(2) X esσF−β-desfavorable para cualquier compactoF ⊆Cp(X).

2.2.23. ‖ ◮ El juego de Banach-Mazur y aplicaciones cuasi-continuas

En [329] Isaac Namioka demostró, usando el Teorema Grande deNamioka, el siguiente resultado:

Teorema 2.2.118 (Namioka).Para cualquier espacio de Banach(E,‖·‖), si f : X → (E,ω) es una función
continua definida sobre un espacio numerablementeČech-completo X, entonces existe un subconjunto Gδ-
denso G de X tal que f: X → (E,‖·‖) es continua en todo punto de G.
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Prueba.Por el Teorema Grande de Namioka todo espacio numerablemente Čech-completo es un espacio de
Namioka. El resultado sigue del Corolario 2.2.29, página 377. �

Puesto que todo espacio numerablementeČech-completo es un espacio de Baire, uno espera que el re-
sultado anterior de Namioka, Teorema 2.2.118, se pueda extender a cualquier espacio de Baire; sin embargo,
un contraejemplo de M. Talagrand en [420] sepultó toda esperanza de obtener una tal extensión. En efecto,
en dicho artículo Talagrand construye un espacioα-favorableX para el juego de Banach-Mazur BM(X)
que, como hemos visto, es un espacio de Baire, y una función débilmente continuaf : X → E que nunca es
norma-continua.

El objetivo de esta sección es caracterizar, por medio del juego de Banach-Mazur, a los espacios de
Banach(E,‖·‖) para los cuales cualquier aplicación débilmente continuaf : X →E definida sobre un espacio
α-favorableX para el juego de Banach-Mazur es norma-continua sobre un subconjuntoGδ-denso deX.

La demostración del resultado arriba mencionado de Namiokapara el caso en queX es un espacio de
Hausdorff compacto, sin usar la poderosa herramienta del Teorema Grande de Namioka, es muy sencilla
y elegante si se tiene en cuenta que todo subconjunto débilmente compacto en un espacio de Banach es
norma-fragmentable, (Teorema 2.2.61, página 317).

Teorema 2.2.119 (Namioka).Sean(E,‖·‖) un espacio de Banach y X un espacio de Hausdorff compacto.
Si f : X → E es una función débilmente continua, Entonces existe un subconjunto Gδ-denso G de X tal que
f : X → (E,‖·‖) es continua en todo punto de G.

Prueba.Para cadan∈ N, sea

Gn =
⋃{

V : V es un subconjunto abierto no vacío de X tal que‖·‖−diam( f (V)) < 1/n
}
.

Notemos que, por definición, cadaGn es abierto enX y, además,
⋂∞

n=1Gn = G es el conjunto de puntos
donde f : X → (E,‖·‖) es continua. Veamos ahora que, para cadan ∈ N, el conjuntoGn es denso enX.
En efecto, seanV un subconjunto abierto no vacío deX. Puesto quef es débilmente continua,f (X) es
débilmente compacto y así, por el Teorema 2.2.61, página 317, dicho conjunto es norma-fragmentado. De la
definición de fragmentabilidad, existe un conjunto débilmente abiertoU de f (X) tal queU ∩ f (V) 6=∅ y con
‖·‖−diam(U ∩ f (V)) < 1/n. Si ahora definimosW = f−1(U)∩V, resulta queW es un conjunto abierto no
vacío e incluido enV ∩Gn. Esto prueba la densidad deGn. El Teorema de Categoría de Baire nos garantiza
queG es unGδ-denso enX. �

Usaremos ahora el juego de Banach-Mazur para demostrar el siguiente hecho simple e interesante. Es
importante, para su demostración, tener en cuenta la Observación(3) de la página 334, en donde el jugador
α es quien primero comienza el juego tomandoV0 = Z.

Proposición 2.2.6 (Kenderov-Kortezov-Moors).Sean(X,τ) y (Z,τ′) espacios topológicos de Hausdorff
y suponga que Z esα-favorable paraBM(Z). Sea f: Z → X una aplicación cuasi-continua.

(1) Si f : Z → f (Z) es abierta, entonces f(Z) es un espacioα-favorable paraBM( f (Z)), y

(2) G( f ) =
{
(z,x) ∈ Z×X : x = f (z)

}
, el grafo de f , esα-favorable paraBM(G( f )).

Prueba. (1). Seaεα una estrategia ganadora para el jugadorα en BM(Z) y suponga queα es quien comienza
la partida eligiendo aV0 := Z como su primer movimiento. Vamos a construir, por intermedio de la estrategia
εα, una estrategia ganadoraεα, f para el mismo jugadorα pero en BM( f (Z)). Comencemos definiendoV ′

0 :=
f (Z) y seaU ′

0 el primer movimiento del jugadorβ en el juego BM( f (Z)). Para el par de abiertosV0 y U ′
0

existe, por la cuasi-continuidad def , un abierto no vacíoU0 ⊆ V0 tal que f (U0) ⊆U ′
0. Consideremos aU0
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como el primer movimiento del jugadorβ en el juego BM(Z) y denotemos porV1 la respuesta deα según
la estrategiaεα, es decir,V1 = εα(V0,U0). SeaV ′

1 = f (V1) la respuesta deα al primer movimientoU ′
0 de β

en el juego BM( f (Z)) (observe queV ′
1 es un conjunto abierto no vacío ya quef es una aplicación abierta).

Continuando de este modo se construye una estrategiaεα, f en el juego BM( f (Z)) tal que a cadaεα, f -juego
p′ = (V ′

n,U
′
n)

∞
n=0 en BM( f (Z)) corresponde unεα-juegop = (Vn,Un)

∞
n=0 en BM(Z) para el cualV ′

n = f (Vn),
n = 1,2, . . . Puesto queεα es una estrategia ganadora para el jugadorα en BM(Z), resulta que el conjunto⋂∞

n=0Vn es no vacío. Seaz0 un punto en dicho conjunto. Entoncesf (z0) ∈
⋂∞

n=0 f (Vn) =
⋂∞

n=0V ′
n lo cual

prueba queεα, f es una estrategia ganadora para el juego BM( f (Z)). Esto termina la demostración de(1).

(2). Consideremos la aplicacióng : Z→G( f ) definida porg(z) = (z, f (z)) para todoz∈Z. Es un ejercicio
sencillo establecer queg es abierta y cuasi-continua. Puesto queg(Z) = G( f ), la parte(1) nos garantiza que
G( f ) es un espacioα-favorable para BM(G( f )). �

Notemos que si ambos espacios,X y Z, son completamente regulares, entoncesG( f ) también lo es.

Teorema 2.2.120 (Kenderov-Kortezov-Moors).Sean(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff yρ una
métrica definida sobre dicho espacio. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) cualquier aplicación continua f: Z → (X,τ) definida sobre un espacio Z que esα-favorable para
BM(Z), esρ-continua en los puntos de un subconjunto Gδ-denso de Z;

(2) cualquier aplicación cuasi-continua f: Z → (X,τ) definida sobre un espacio Z que esα-favorable para
BM(Z), esρ-continua en los puntos de un subconjunto Gδ-denso de Z.

Prueba.La implicación(2) ⇒ (1) es inmediata. Probemos que(1) ⇒ (2). Sea f : Z → (X,τ) una función
cuasi-continua, dondeZ es un espacioα-favorable para BM(Z). Seaπ la proyección natural deZ× (X,τ)
sobre(X,τ). Puesto que la restricción deπ al grafoG( f ) de f es una función continua resulta, por la hipótesis
(1) y el hecho probado en la Proposición 2.2.6 de queG( f ) esα-favorable para BM(G( f )), queπ|G( f ) es
ρ-continua en los puntos de un subconjuntoGδ-densoG0 deG( f ).

Para cadan∈N, definamos el conjunto

Vn =
⋃{

V : V es abierto en Z yρ-diam( f (V)) < 1/n
}
.

Claramente cadaVn es abierto. Veamos que ellos son densos enZ. En efecto, sean ∈ N y seaW un sub-
conjunto abierto no vacío deZ. ComoW×X es abierto enZ×X y G0 en denso enG( f ), tenemos que
(W×X)∩G0 6=∅. Sea(z0, f (z0)) ∈ (W×X)∩G0. Por laρ-continuadπ en(z0, f (z0)), existen un conjunto
abiertoV ⊆W conteniendo az0 y un conjunto abiertoU ⊆ X conteniendo af (z0) tal que

ρ−diam
(

π
(
(V ×U)∩G( f )

))
< 1/n.

Por la cuasi-continuidad def , existe un abierto no vacíoV ′ ⊆ V tal que f (V ′) ⊆ U . Es claro quef (V ′) ⊆
π(V ×U)∩G( f ) por lo queW∩Vn 6=∅. Esto prueba la densidad deVn. Puesto queZ es un espacio de Baire
(Teorema 2.2.75), entonces por el Teorema de Categoría de Baire tenemos queG =

⋂∞
n=1Vn es unGδ-denso

con la propiedad de quef esρ-continua en cada uno de sus puntos. �

En el caso particular cuando(X,‖·‖) es un espacio de Banach,τ es la topología débil yρ es la métrica
generada por la norma‖·‖, entonces se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 2.2.33. Para un espacio de Banach(X,‖·‖) las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) cualquier aplicación continua f: Z → (X,ω) definida sobre un espacioα-favorable paraBM(Z) es
‖·‖-continua en los puntos de un subconjunto Gδ-denso de Z;
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(2) cualquier aplicación cuasi-continua f: Z → (X,ω) definida sobre un espacioα-favorable paraBM(Z)
es‖·‖-continua en los puntos de un subconjunto Gδ-denso de Z.

W. B. Moors [319] usa el resultado de Namioka, Teorema 2.2.118, para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.2.121 (Moors).Sean(K,τ) un espacio de Hausdorff compacto,(X,‖·‖) un espacio de Banach
y suponga que f: K → X∗ es una funciónω∗-continua. Si existe un subconjunto Gδ-denso G de K tal que f
es débilmente continua en cada punto de G, entonces f es norma-continua sobre un subconjunto Gδ-denso
de K.

Prueba.Supongamos queG es un subconjuntoGδ-denso deK tal que f es débilmente continua en cada
punto deG. EntoncesG=

⋂∞
n=1 Gn, donde cadaGn es un subconjunto abierto y denso enK. Nuestra primera

tarea es demostrar queG, en la topología relativa, es numerablementeČech-completo.
Para cadak∈N y x∈ G, escojamos un entorno abiertoUk(x) dex tal queUk(x)⊆ Gk. Si ahora definimos

Ak =
{
Uk(x)∩G : x ∈ G

}
, resulta que cadaAk es un cubrimiento abierto deG. Sea ahora(Fn)

∞
n=1 una

sucesión decreciente de subconjuntos cerrados no vacíos deG que esAn-pequeña. Como cadaFn esAn-
pequeña, existe, para cadan ∈ N, un xn ∈ G tal queFn ⊆ Un(xn). Notemos que cadaFn es de la forma
Fn = F ′

n∩G, donde cadaF ′
n es un subconjunto cerrado deK y entonces

∞⋂

n=1

Fn =
∞⋂

n=1

(
F ′

n∩G
)

=
∞⋂

n=1

F ′
n ∩

∞⋂

n=1

Un(xn)

=
∞⋂

n=1

(
F ′

n ∩ Un(xn)
)

Por la compacidad deK, el conjunto
⋂∞

n=1

(
F ′

n ∩ Un(xn)
)
6= ∅ y entonces

⋂∞
n=1Fn 6= ∅. Esto prueba queG

es numerablementěCech-completo. Por el Teorema 2.2.118 existe un subconjunto Gδ-densoG1 deG tal que
g := f |G es norma-continua en todo punto deG1.

El siguiente paso es demostrar quef es norma-continua en cada punto dondeg es norma-continua. Sea
x ∈ G dondeg es norma-continua. Entonces, dadoε > 0, existe un entorno abiertoU de x en K tal que
g(U ∩G) ⊆ (g(x)+ εBX∗). Afirmamos que

f (U) ⊆ f (x)+ εBX∗ .

Supongamos que éste no es el caso. Entonces existe unt ∈U tal que f (t) 6∈ ( f (x)+ εBX∗). Como f esω∗-
continua ent, existe un subconjunto abierto no vacíoV deU tal que f (V)∩(g(x)+εBX∗) 6=∅. Sin embargo,
para cualquiery∈V ∩G, f (y) = g(y) ∈ g(x)+ εBX∗ lo que es una contradicción. De esto se sigue quef es
norma-continua enx. La prueba termina observando queG1 es, en efecto, un subconjuntoGδ-denso deK. �

Comentario Adicional 2.2.28 (1) Juego de Kenderov-Moors y cuasi-continuidad. Cambiando la regla
para ganar en el juego KM(X), pero manteniendo intacta la elección o los movimientos de los
jugadores, se define un nuevo juego en donde se puede obtener otra nueva caracterización de la
no existencia de estrategias ganadoras para el jugadorβ en dicho juego. Denotemos por KM′(X)
el juego en el cual los jugadores son los mismos que en KM(X) pero cambiando la regla para ser
ganador. Declaramos que el jugadorα gana la partidap = (An,Bn)n≥1 en el juego KM′(X) si

∞⋂

n=1

An =
∞⋂

n=1

Bn
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es vacío o contiene un único puntox0 tal que, cualquier entorno abiertoU de x0, existe algún
n∈ N conAn ⊆U . En caso contrario se dice queβ ganó la partida. Como antes, las nociones de
estrategia y estrategia ganadora para ambos jugadores se definen del modo acostumbrado. Dire-
mos queX es un espacioα-favorable para el juegoKM ′(X), si α posee una estrategia ganadora
en dicho juego. Similarmente, decimos que el espacioX esβ-desfavorable paraKM ′(X), si el
jugadorβ no posee ninguna estrategia ganadora en el juego KM′(X).

Teorema 2.2.122 (Kenderov-Kortezov-Moors).Sean(X,τ) un espacio topológico de Haus-
dorff. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(I) X esβ-desfavorable paraKM ′(X);

(II ) cualquier aplicación cuasi-continua f: Z → X del espacio métrico completo(Z,d) en X es
continua en al menos un punto de Z;

(III ) cualquier aplicación cuasi-continua f: Z → X del espacio métrico completo(Z,d) en X es
continua en los puntos de algún subconjunto el cual es de segunda categoría en cualquier
subconjunto abierto no vacío de Z;

(2) La claseF. Denotamos porF la clase de todos los espacios de BanachX para los cuales cualquier
función continuaf : Z → (X,ω) definida sobre un espacioα-favorableZ para el juegoKM ′(Z),
es norma-continua en los puntos de subconjunto denso deZ. En [259], Kenderov, Kortezov y
Moors demuestran el siguiente resultado.

Teorema 2.2.123 (Kenderov-Kortezov-Moors).Un espacio de Banach X está en la claseF si,
y sólo si, el jugadorβ no posee estrategias ganadoras en el juego KM′(X,ω).

Resulta altamente deseable saber cuándo la topología generada por una métrica fragmentadora
contiene a la topología original del espacio. La existenciade una métrica fragmentadora cuya
topología “mayoriza” la topología original deX siempre es posible en el juego KM′(X). El
enfoque es el siguiente: seanτ1 y τ2 dos topologías sobre un conjuntoX, no necesariamente
distintas. Si(X,τ1) es fragmentado por una métricad cuya topología es más grande que la to-
pologíaτ2, entonces diremos que(X,τ1) esfragmentable por una métrica que mayoriza o que
es más fina que la topologíaτ2. Por supuesto, esto es muy útil cuando(X,‖·‖) es un espacio de
Banach,τ1 es la topología débil yτ2 es la topología de la norma. En [260], Kenderov y Moors
demuestran el siguiente resultado.

Teorema 2.2.124 (Kenderov-Moors).Seanτ1 y τ2 dos topologías sobre un conjunto X. El es-
pacio (X,τ1) es fragmentable por una métrica que mayoriza a la topologíaτ2 si, y sólo si, el
jugadorα tiene una estrategia ganadora en el juegoKM ′(X,τ1).

La prueba es muy similar a la del Teorema 2.2.87 y puede servircomo un buen ejercicio al
estudiante (véase tmabién [260], p. 206-207).

Hacemos notar que, similar a lo que ocurre en el juego de Banach-Mazur, la ausencia de una
estrategia ganadora paraβ en el juego KM′(X) no necesariamente implica queα tenga una
estrategia ganadora en KM′(X). De hecho, existe un espacio de Hausdorff compactoX el cual
es desfavorable para ambos jugadores en el juegoKM(X), dondeKM(X) es idéntico al juego
KM ′(X) con la única diferencia de que enKM(X) el jugadorβ elige, en lugar de subconjuntos
no vacíos arbitrariosAn, subconjuntos no vacíos cerrados arbitrariosAn. Más aun, ambos juegos
resultan ser equivalentes (véase [259]).
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(3) Espacioσ-fragmentable. Para poder apreciar la importancia del resultado de Kenderov-Moors
en el ámbito de los espacios de Banach, es necesario introducir una noción que es más general
que la de fragmentabilidad llamadaσ-fragmentabilidad. Esta noción fue introducida por Jayne,
Namioka y Rogers en [233] con el propósito de extender algunos resultados válidos en espa-
cios compactos fragmentables a espacios no compactos. Algunos hechos importantes sitúan a
la fragmentabilidad como una noción altamente adecuada para espacios compactos pero no así
para espacios no compactos. Por ejemplo, siX es un espacio de Banach de dimensión infinita,
entonces(X,ω) y (X∗,ω∗) nunca son norma-fragmentados. Los tres problemas básicos con-
cernientes a la noción deσ-fragmentabilidad son: primero, caracterizar espacios deBanachX
cuya topología débil esσ-fragmentada por la norma, en segundo lugar caracterizar espacios de
BanachX cuya topología débil-∗ de X∗ esσ-fragmentada por la norma dual y, finalmente, ca-
racterizar espacios compactosK con la propiedad de que(C(K),τp) seaσ-fragmentada por la
norma del supremo.

Definición 2.2.32. Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) se diceσ-fragmentadopor una
métrica d si, dadoε > 0, existe una partición numerable(Xε

n)∞
n=1 de subconjuntos de X tales que

X =
∞⋃

n=1

Xε
n,

y para cada n≥ 1 y cada subconjunto no vacío A⊆ Xε
n, existe un subconjunto abierto no vacío

U de X tal que U∩A 6=∅ y d-diam(U ∩A)≤ ε.

Claramente, cualquier espacio fragmentable esσ-fragmentable. Es importante, también, destacar
quela unión de una familia numerable de conjuntos que son fragmentados por una métrica d es
σ-fragmentado por d, pero el recíproco no es cierto, es decir, la noción deσ-fragmentabilidad no
es equivalente a la existencia de un cubrimiento numerable(Xn)

∞
n=1 de subconjuntos deX tal que

cadaXn es fragmentable pord. En efecto, Jayne, Namioka y Rogers prueban en [236] que siX es
el espacio de Banachc0 dotado de la topología débil yd es la métrica generada por la norma de
X, entoncesX esσ-fragmentado pord pero no se puede expresar como una unión numerable de
subconjuntos que sean fragmentados pord (véase, también [235], Example 2.2). Similarmente,
Moors y Sciffer en [320], demuestran que el espacio(ℓ∞/c0,ω) se comporta como el anterior.
Uno de los criterios más simple para saber si un espacio topológico esσ-fragmentable es el
siguiente.

Teorema 2.2.125 (Moors-Sciffer).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Si la cardi-
nalidad de X es a lo sumo la cardinalidad del continuo, entonces(X,τ) esσ-fragmentable.

Prueba.Puesto que card(X)≤ card(R), existe una funcióng : X → R que es inyectiva. Si ahora
definimos la métricad sobreX por d(x,y) = |g(x)−g(y)|, resulta qued σ-fragmenta aX. Más
aun, para cadaε > 0, X se puede descomponer en una familia numerable de conjuntos cada uno
de los cuales tiene diámetro menor queε. �

Otro resultado interesante de Kenderov y Moors [260] sobreσ-fragmentabilidad es el siguiente:

Teorema 2.2.126 (Kenderov-Moors).Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff que es
fragmentado por una métrica d la cual mayoriza la topología generada por alguna otra métrica
ρ. Entonces X esσ-fragmentado porρ. En particular, si(X,‖·‖) es un espacio de Banach tal que
(X,ω) es fragmentado por alguna métrica d que mayoriza la norma-topología, entonces(X,ω)
esσ-fragmentado por la norma.
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Prueba.Para cadax∈ X y cualquiern∈N, definamosDn(x) =
{

y∈ X : d(x,y) ≤ 1/n
}

. Dado
ε > 0, pongamos

Xε
n =

{
x∈ X : ρ−diam

(
Dn(x)

)
≤ ε
}
.

Puesto qued mayoriza la topología deρ, X =
⋃∞

n=1Xε
n. SeaA un subconjunto no vacío de algún

Xε
n. ComoX es fragmentado pord, existe un subconjunto no vacío relativamente abiertoBdeA tal

qued−diam(B)≤ 1/n. Tome algúnx0 ∈B⊆Xε
n. EntoncesB⊆Dn(x0). Se sigue de la definición

deXε
n queε ≥ ρ−diam(Dn(x0)) ≥ ρ−diam(B). Esto nos dice queX esσ-fragmentado por la

métricaρ. �

Sea(Y,τ) un espacio topológico de Hausdorff. Los espacios topológicos que sonσ-fragmentados
por una métrica inferiormente semicontinua son importantes, entre otras cosas, porque sus sub-
conjuntos compactos son fragmentados por dicha métrica. Elsiguiente resultado de Jayne, Na-
mioka y Rogers [233] muestra que el principio de continuidadgenérica siempre está presente
cuando se trabaja con espacios topológicos que sonσ-fragmentado por una métrica inferiormen-
te semicontinua.

Teorema 2.2.127 (Jayne-Namioka-Rogers).Sea(Y,τ) un espacio topológico de Hausdorff el
cual esσ-fragmentado por una métrica inferiormente semicontinuaρ y sea X un espacio de
Baire. Si f : X → (Y,τ) es continua, entonces f: X → (Y,ρ) es continua en cada punto de un
subconjunto Gδ-denso de X.

Prueba.Para cadaε > 0, sea

Gε =
⋃{

W : W es abierto en X yρ-diam( f (W)) < ε
}
.

Puesto queGε es claramente abierto, la prueba será completa si logramos demostrar queGε es
denso enX. SeaU un subconjunto abierto no vacío deX. Por la hipótesis,Y =

⋃∞
n=1Yε

n donde,
para cadan ∈ N, (Yε

n ,τ) es fragmentado porρ para elε dado. Puesto queU ⊆ ⋃∞
n=1 f−1

(
Yε

n

)
,

entonces

U =
∞⋃

n=1

(
U ∩ f−1(Yε

n

))

y ya queU es un espacio de Baire en la topología relativa, existe un subconjunto abierto no vacío
V deU y un n ∈ N tal queV ∩ f−1

(
Yε

n

)
es denso enV. Se sigue de la continuidad def que

f
(
V ∩ f−1

(
Yε

n

))
= f (V)∩Yε

n es denso enf (V). Como(Yε
n ,τ) es fragmentado porρ para elε

dado, existe un conjuntoτ-abiertoD enY tal que

f (V)∩Yε
n ∩D 6=∅ y ρ−diam

(
f (V)∩Yε

n ∩D
)
< ε.

Note quef (V)∩Yε
n ∩D es denso enf (V)∩D. Si ahora definimosW = V ∩ f−1(D) resulta, por

la semicontinuidad inferior deρ, que

ρ−diam
(

f (W)
)

= ρ−diam
(

f (V)∩D
)

= ρ−diam
(

f (V)∩Yε
n ∩D

)
< ε.

Se sigue queGε ∩U ⊇ Gε ∩V ⊇W 6=∅, y termina la prueba. �

Corolario 2.2.34. Sea(Y,τ) un espacio topológico de Hausdorff el cual esσ-fragmentado por
una métrica inferiormente semicontinuaρ. Entonces cada subconjunto compacto de(Y,τ) es
fragmentado porρ.
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Prueba.SeaK un subconjunto compacto de(Y,τ). Por el Teorema 2.2.127, la aplicación iden-
tidad Id :(K,τ) → (Y,ρ) posee al menos un punto de continuidad. En vista del Teorema 2.2.52,
(K,τ) es fragmentado porρ. �

Ya hemos observado que si(X,‖·‖) es un espacio de Banach, entonces(X,ω) nunca es norma-
fragmentado; sin embargo, en [372], Ribarska demuestra quela σ-fragmentabilidad por la norma
del espacio(X,ω) implica la fragmentabilidad de(X,ω) por alguna métricad que, efectivamente,
mayoriza la topología débil deX. En general, fragmentabilidad yσ-fragmentabilidad de un es-
pacio de Banach provisto de su topología débil están relacionados del modo siguiente, véase, por
ejemplo, [260] y, en general, [233, 234, 235, 373].

Teorema 2.2.128 (Kenderov-Moors, [260]).Para un espacio de Banach(X,‖·‖) las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) (X,ω) esσ-fragmentado por la norma;

(b) (X,ω) esσ-fragmentable por una métrica que mayoriza la topología débil;

(c) (X,ω) esσ-fragmentable por una métrica que mayoriza la topología de la norma;

(d) (X,ω) es fragmentable por una métrica que mayoriza la topología débil;

(e) (X,ω) es fragmentable por una métrica que mayoriza la topología dela norma;

( f ) Existe una estrategiaεα para el jugadorα en el juego de Kenderov-Moors KM(X,ω) tal
que, para cualquierεα-juego p= (Un,Vn)n≥1,

⋂∞
n=1Un =∅, o bien, ĺım

n→∞
diam‖·‖(Un) = 0.

Un resultado interesante que relaciona las propiedades de Kadec-Klee, la de ser débilmenteK-
analítico y la de Radon-Nikodym conσ-fragmentabilidad es la siguiente.

Teorema 2.2.129 (Jayne-Namioka-Rogers, [233]).Sea X un espacio de Banach.

(1) Si X admite una norma con la propiedad de Kadec-Klee, en particular, si X admite una
norma LUR equivalente, entonces(X,ω) esσ-fragmentado por la norma.

(2) Si X esK-analítico en su topología débil, en particular, si X es WCG,entonces(X,ω) es
σ-fragmentado por la norma.

(3) Si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym, entonces(X,ω) esσ-fragmentado por la norma.

(4) Punto deω⋆-continuidad. La noción de la propiedad de punto de continuidad en un espacio de
Banach fue introducida en la Sección 2.2.9, página 300. En eldual de un espacio de BanachX
existe, para la topologíaω⋆, una noción similar.

Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach yK un subconjunto no vacío acotado deX∗. Un punto
x∗ ∈ K se dice que es unω∗-punto de continuidadde (K,ω∗) si la topología de la norma y
la topologíaω∗ coinciden enx∗; esto, por supuesto, es equivalente a afirmar que la aplicación
identidad Id :(K,ω∗) → (K,‖·‖) es continua enx∗.

Con esta definición a la mano, es fácil establecer el siguiente resultado.

Teorema 2.2.130 (Moors, [319]).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y K un subconjuntoω∗-
compacto de X∗. Son equivalentes:

(1) El conjunto de losω∗-puntos de continuidad de(K,ω∗) es residual en(K,ω∗).

(2) Cada subconjunto no vacío relativamenteω∗-abierto de K posee subconjuntos no vacíos
relativamenteω∗-abiertos de norma-diámetro arbitrariamente pequeño.
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El artículo ya mencionado de Moors, [319], posee una buena dosis de información en relación a
la noción deω∗-punto de continuidad. Por ejemplo, él demuestra, entre otras cosas, los siguientes
resultados:

Teorema 2.2.131 (Moors).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y K un subconjunto no vacío
acotado y norma-cerrado de X. Son equivalentes:

(1) El conjunto de todos los puntos enK
ω∗

donde la topologías débil yω∗ deK
ω∗

coinciden, es

residual en(K
ω∗

,ω∗).

(2) K es residual en(K
ω∗

,ω∗).

(3) El conjunto de losω∗-puntos de continuidad de(K
ω∗

,ω∗) es residual en(K
ω∗

,ω∗).

(4) El conjunto de los puntos de continuidad de(K,ω) contiene un subconjunto Gδ-denso de
(K,ω).

2.2.24. ‖ ◮ Densidad de funciones con un máximo fuerte

Sea(K,d) un espacio métrico completo. Como siempreC(K) es el espacio de Banach de todas las
funciones continuas acotadas definidas sobreK y con valores enK. Suponga ahora queY es un subespacio
lineal norma-cerrado deC(K).

Definición 2.2.33. Una función f∈ Y, f 6= 0, se dice que es unafunción con un máximo fuerteen un
punto x0 ∈ K, si toda vez que existe una sucesión(xn)

∞
n=1 en K tal queĺımn→∞ | f (xn)| = | f (x0)|, entonces

xn → x0. En este caso, al punto x0 se le llama unpunto picopara Y .

El conjuntoρY constituido por todos los puntos picos paraY es llamado elborde de Bishop, mientras
que el conjunto de todas las funciones con un máximo fuerte será denotado por Max(Y). Recordemos que
un subconjuntoF deK se llamanormante paraY si, para cualquierf ∈Y,

‖ f ‖∞ = sup
{
| f (x)| : x∈ F

}

Un resultado de Bishop [52] establece que siY es una álgebra compleja uniforme sobre un espacio métrico
compactoK, entoncesρY es un subconjunto normante paraY. En [93] se observó que si Max(Y) es denso
enY, entoncesρY es un subconjunto normante paraY. Nótese que siF es un subconjunto cerrado normante
paraY, entoncesρY ⊆ F. El subconjunto cerrado normante más pequeño paraY se llama elborde de Shilov
deY.

Teorema 2.2.132 (Lee, [286]).Sean(K,d) un espacio métrico completo y Y un subespacio lineal norma-
cerrado de C(K). SiρY es un subconjunto normante para Y , entonces el conjunto

Max(Y) =
{

f ∈Y : f posee un máximo fuerte
}

es un Gδ-denso en Y.

Prueba.Nuestra primera tarea es demostrar que Max(Y) es unGδ enY. En efecto, para cadaf ∈Y y cada
n∈ N, considere el conjunto

G( f ,n) =
{

x∈ K : | f (x)| > ‖ f ‖∞ −1/n
}
.
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Si m∈ N, defina

Gm =
∞⋃

n=1

{
f ∈Y \{0} : diam

(
G( f ,n)

)
< 1/m

}

y observe que Max(Y) =
⋂∞

m=1Gm. La prueba finalizará una vez que demostremos que cadaGm es abierto
enA. Fijemosm∈ N y sea f ∈ Gm. Entonces existe unn≥ 1 tal quen‖ f ‖∞ > 1 y diam

(
G( f ,n)

)
< 1/m.

Si g∈U( f ,1/3n), entoncesg 6= 0 y G(g,3n) ⊆ G( f ,n). Esto muestra quef + 1
3nUY ⊆ Gm (UY es la bola

unitaria abierta enY) y, por consiguiente,Gm es abierto enY.
Fijemos ahoraf ∈Y y seaε > 0. Para cadan∈ N definamos

Un =

{
g∈Y : ∃ z∈ ρY con |( f −g)(z)| > sup

{
|( f −g)(x)| : d(x,z) >

1
n

}}
.

Afirmamos que cadaUn es abierto y denso enY. Es claro queUn es abierto. Para ver que dicho conjunto
también es denso enY, seaU(h,ε) un bola abierta enY con h ∈ Y arbitrario, pero fijo. Puesto queρY es
un subconjunto normante paraY, resulta que‖ f −h‖∞ = sup

{
|( f −h)(z)| : z∈ ρY

}
. Escojamos ahora un

w∈ ρY de modo que

|( f −h)(w)| > ‖ f −h‖∞ − ε
2
.

Una vez quew∈ ρY, podemos elegir una función con un máximo fuerte enw, digamosp, tal que

(a) |p(w)| = ‖ p‖∞ = 1,

(b) |p(x)| < 1
3 siempre que d(x,w) > 1

n, y

(c) | f (w)−h(w)− εp(w)| = | f (w)−h(w)|+ ε.

Definamos ahorag(x) = h(x)+ εp(x) para todox∈ K. Es claro que‖g−h‖∞ < ε, es decir,g∈U(h,ε), y
entonces sólo falta por ver queg∈Un. En efecto,

|( f −g)(w)| = | f (w)−h(w)− εp(w)|
= | f (w)−h(w)|+ ε

> ‖ f −h‖∞ +
ε
2

≥ sup
{
|( f −h)(x)− εp(x)| : d(x,w) >

1
n

}

= sup
{
|( f −g)(x)| : d(x,w) >

1
n

}
,

lo cual nos dice queg∈Un y, así,Un∩U(h,ε) 6=∅.
Por el Teorema de Categoría de Baire,

⋂∞
n=1Un es denso enY. Seag ∈ ⋂∞

n=1Un con ‖g‖∞ < ε. Nos
proponemos demostrar quef −g es una función con un máximo fuerte. En efecto, comog∈Un para todo
n∈ N, podemos seleccionar unzn ∈ ρY tal que

∣∣( f −g)(zn)
∣∣ > sup

{
|( f −g)(x)| : d(x,zn) >

1
n

}
,

para todon ≥ 1. Observe que, para cualquierm > n, se tiene qued(zm,zn) ≤ 1/n, por lo que la sucesión
(zn)

∞
n=1, siendo de Cauchy en el espacio métrico completo(K,d), converge a algúnz∈ K. Para finalizar
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esta implicación, suponga que existe otra sucesión(xm)∞
m=1 enK tal que ĺımm→∞ |( f −g)(xm)| = ‖ f −g‖∞.

Entonces, para cadan≥ 1, se puede seleccionar unMn ≥ 1 de modo tal que, para cualquierm≥ Mn,

∣∣( f −g)(xm)
∣∣ > sup

{
|( f −g)(x)| : d(x,zn) >

1
n

}
.

Lo anterior muestra qued(xm,zn) ≤ 1/n para cualquierm≥ Mn. De aquí se sigue que la sucesión(xm)∞
m=1

converge az, y por lo tanto f −g es una función con un máximo fuerte enz. Por esto,
⋂∞

n=1Un ⊆ Max(Y)
por lo que Max(Y) resulta ser también denso enY. Finalmente, combinado el hecho de que Max(Y) es un
Gδ más lo que acabamos de probar, podemos asegurar que Max(Y) es unGδ-denso enY. �

Comentario Adicional 2.2.29 El recíproco del teorema anterior es válido y una prueba de ello se puede
ver en [93]. Si uno reemplaza el cuerpo de los escalaresK por cualquier otro espacio de BanachX
sobreK, entonces el Teorema de Lee sigue siendo válido para cualquier subespacio lineal cerradoY
deC(K,X) (véase, [286]).

Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach sobreK. Recordemos que un puntox∈ BX se dice que es unpunto
suavesi existe un únicox∗ ∈ B∗

X tal que Re〈x,x∗〉 = 1. Denotemos por sm(BX) al conjunto de todos
los puntos suaves deBX. Decimos que el espacio de Banach essuavesi sm(BX) = SX. El siguiente
corolario muestra que siρY es normante paraY, entonces sm(BY) es denso enSY.

Corolario 2.2.35 (Lee). Sean(K,d) un espacio métrico completo y Y un subespacio lineal norma-
cerrado de C(K). SiρY es un subconjunto normante para Y, entoncessm(BY) contiene un subconjunto
Gδ-denso de SY.

2.2.25. ‖ ◮ Orbitas y operadores hipercíclicos

En lo que sigue(X,‖·‖) representa un espacio de Banach sobre el cuerpoK, mientras queL(X) denotará
el espacio lineal de todos los operadores lineales continuos (= acotados) sobreX el cual también resulta ser
un espacio de Banach si se le dota de lanorma uniforme de operadores‖T ‖op = sup{‖Tx‖ : ‖x‖ = 1}
para cadaT ∈ L(X). En muchas ocasiones escribiremos‖T ‖ en lugar‖T ‖op cuando sea imposible derivar
una confusión en la notación.

SeaT ∈ L(X). Recordemos, una vez más, que elkernel o espacio nulodeT se define como el conjunto
Ker(T) = {x∈X : Tx= 0}, mientras que laimageno rango deT se define como Img(T) = {Tx: x∈X}. Al
conjunto Img(T) también lo escribiremos comoT(H) o Rang(T). Ambos conjuntos, Ker(T) y Rang(T),
son subespacios lineales deX, donde Ker(T) es siempre cerrado. Es fácil ver que cualquiera seaT ∈ L(X)
se cumple que:

Ker(T) = Img(T∗)⊥ y Ker(T)⊥ = Img(T∗), (2.2.14)

dondeA⊥ = {x∗ ∈ X∗ : x∗(x) = 0 para todox∈ A}.

Recordemos que elespectrode cualquier operadorT ∈ L(X), se define como

σ(T) =
{

λ ∈ C : T −λI es no invertible
}

y que cuandoX es un espacio de Banach sobre los complejos, entoncesσ(T) es no vacío y compacto.
Observe queλ ∈ σ(T) si, y sólo si, al menos uno de las siguientes afirmaciones se cumple:

(1) El rango deT −λI no es todoX.
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(2) T −λI no es inyectivo.

Se llamaespectro puntualdeT al conjunto de todos losλ ∈ C que cumplen(2) y se denota porσp(T), es
decir,

σp(T) =
{

λ ∈ C : T −λI no es inyectivo
}
.

Cualquier elementoλ ∈ σp(T) es llamado unautovalor deT. En este caso Ker(T −λI) 6= {0} y cualquier
x∈ Ker(T −λI) conx 6= 0 es llamado unautovector deT asociado aλ y se cumple queTx= λx.

También recordemos que elradio espectraldeT se define comor(T) = máx{|λ| : λ ∈ σ(T)} y que la
fórmula del radio espectral viene dada por

r(T) = ĺım
n→∞

‖Tn‖1/n = ı́nf
n∈N

‖Tn‖1/n .

En general, six ∈ X, entonces no siempre es cierto que el límite ĺımn→∞ ‖Tnx‖1/n existe, sin embargo,
ĺımsupn→∞ ‖Tnx‖1/n siempre existe y es denotado porrx(T). A tal número se le llama elradio espectral
local deT enx. Un hecho fácil de verificar es querx(T) ≤ r(T) para todox∈ X.

La Teoría de los Operadores Compactos sobre un espacio de Banach es bastante conocida, véase, por
ejemplo, [387], p. 97-105, o [299], p. 319-339. En efecto, si(X,‖·‖) es un espacio de Banach yK(X)
denota la familia de todos los operadoresT ∈ L(X) que son compactos, entonces se sabe queK(X) es un
ideal cerrado de(L(X),‖·‖op). Más aun, si dim(X) = ∞, entoncesI 6∈ K(X), de donde se deduce que ningún
operador compactoT : X → X puede ser invertible. Además,T∗ ∈ K(X) si, y sólo si,T ∈K(X). También se
conoce que el espectro de cualquierT ∈ K(X) satisfaceσ(T) = {0}∪σp(T).

En la teoría de operadores lineales acotados sobre espaciosde Hilbert, el problema abierto más impor-
tante esel problema del subespacio invariante. Recordemos que siT un operador lineal continuo sobreX
y M es un subconjunto deX, entonces se dice queM es invariante con respecto aT o T-invariante, si
T(M) ⊆ M. El conjuntoM es no trivial si{0} 6= M 6= X. Los subespacios triviales{0} y X son siempre
invariantes para cualquier operador lineal acotadoT : X → X. Si M es un subespacio lineal cerrado deX que
es invariante bajoT, entonces diremos simplemente queM es unsubespacio invarianterespecto aT. Como
siempre, siA es un subconjunto deX, entonces[A] denota el subespacio lineal generado porA, es decir, el
subespacio lineal más pequeño que contiene aA.

Es un hecho ya establecido que para algunas clases de operadores lineales acotados definidos sobre un
espacio de Hilbert de dimensión infinita tales como los operadores compactos, los operadores normales, los
operadores subnormales etc., cada uno de los elementos en laclase respectiva poseen subespacios invariantes
no triviales. Sin embargo, y este es un hecho importante que hay que destacar, en ciertos espacios de Banach
separables que, por supuesto, no son espacios de Hilbert, como por ejemplo,c0 y ℓ1, se han construidos
operadores lineales acotados sin subespacios invariantesno triviales. Tales ejemplos fueron dados a conocer
por P. Enflo [153], B. Beauzamy [45] y C. J. Read [368]. A pesar de lo dicho anteriormente, el problema del
subespacio invariante, probablemente formulado por primera vez por von Neuman y que aun sigue abierto y,
en general, permanece abierto para espacios de Banach reflexivos, establece que

El Problema del Subespacio Invariante. Sea T∈ L(H), dondeH es un espacio de Hilbert de
dimensión infinita. ¿Posee T un subespacio invariante no trivial?.

Es fácil ver que el Problema del Subespacio Invariante tienesentido sólamente para espacios de Hilbert
separablesde dimensión infinita. En efecto, siH es un espacio de Hilbert no separable,T ∈L(H) y si x∈ H
es cualquier vector no cero, entonces los vectoresx,Tx,T2x, . . . generan un subespacio invariante no trivial
con respecto aT. En efecto, siA = {x,T x,T2x, . . .} y si M = [A], entoncesM, gracias a la continuidad de
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T, es un subespacioT-invariante no trivial. Por otro lado, siH es un espacio de Hilbert sobre los complejos
de dimensión finita con 1< dim(H) < ∞, entoncesT posee al menos un autovalor y, por consiguiente, el
autovector correspondiente a dicho autovalor genera un subespacio lineal de dimensión 1 no trivial que es
invariante con respecto aT.

Fijemos ahora un espacio de Banach separableX de dimensión infinita y seaT ∈ L(X). Estamos in-
teresado en el comportamiento de la sucesiónI , T, T2, T3, . . . dondeT0 = I y paran ≥ 2, Tn denota la
composición deT consigo mismon veces. De interés particular es la noción de órbita del operador T. Para
cadax∈ X conx 6= 0, definimos laórbita de x respecto aT o laT-órbita de x como el conjunto

Orb(T,x) =
{

x,Tx,T2x,T3x, . . .
}

Con frecuencia hablaremos de “la órbita dex” en lugar de “la órbita dex respecto aT” cuando no exista
contaminación en el ambiente.

Una de las tantas razones importantes que justifican el estudio de las órbitas de un operador es el siguiente
resultado.

Teorema 2.2.133.Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Para cualquier operador T∈ L(X) las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) T no posee ningún subespacio invariante no trivial.

(2) Todas las órbitas correspondientes a vectores no ceros generan todo el espacio, es decir,[Orb(T,x) ] = X
para todo x∈ X, x 6= 0.

Prueba. (1) ⇒ (2). Supongamos que(1) se cumple y seax ∈ X, x 6= 0 tal que[Orb(T,x) ] 6= X. Gracias
a la continuidad deT, tenemos queT

(
[Orb(T,x) ]

)
⊆ [Orb(T,x)] , lo cual prueba que el subespacio lineal

cerrado no trivialW := [Orb(T,x) ] esT-invariante. Esta contradicción establece que[Orb(T,x) ] = X.

(2) ⇒ (1). Aceptemos(2) y supongamos queT posee un subespacio no trivialW tal queT(W)⊆W. Selec-
cionemos arbitrariamente unx∈W conx 6= 0. Claramente Orb(T,x) ⊆W y por serW un subespacio lineal
cerrado, resulta que[Orb(T,x) ] ⊆W 6= X, lo cual es imposible. �

Desde el punto de vista del teorema anterior, las órbitas nosofrecen cierta información básica para el
estudio de la estructura de un operador. Otro resultado que también ofrece cierta información en relación con
el radio espectral de un operador es el siguiente.

Teorema 2.2.134.Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach, T∈L(X) y (an)
∞
n=1 una sucesión de números reales

positivos tal queĺım
n→∞

an = 0. Entonces, el conjunto

M =
{

x∈ X : ‖Tnx‖ ≥ an‖Tn‖ para infinitos n′s
}

es residual en X.

Prueba.Observe que la conclusión es inmediata si nuestro operadorT es nilpotente (= un operador tal que
Tn = 0, para algúnn∈N). Supongamos entonces queTn 6= 0 para todon∈ N. Para cadak∈ N, definamos

Mk =
{

x∈ X : existe n≥ k tal que‖Tnx‖ > an‖Tn‖
}
.

Es claro que cadaMk es un conjunto abierto enX. Veamos que ellos también son densos enX. En efecto,
fijemosk∈N y seanx∈ X y ε > 0. Puesto que ĺımn→∞ an = 0, podemos escoger unn≥ k tal queanε−1 < 1.
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Por otro lado, puesto queanε−1‖Tn‖< ‖Tn‖= supz∈SX
‖Tnz‖ existe unz∈ X de norma 1 tal que‖Tnz‖>

anε−1‖Tn‖. Por esto,

2an‖Tn‖ < ‖Tn(2εz)‖ = ‖Tn(x+ εz− (x− εz))‖ ≤ ‖Tn(x+ εz)‖+‖Tn(x− εz)‖ ,

y se sigue que‖Tn(x+ εz)‖ > an‖Tn‖ o ‖Tn(x− εz)‖ > an‖Tn‖. De allí se deduce que,x+ εz∈ Mk o
bienx− εz∈ Mk. En cualquier caso tenemos que dist(x,Mk) ≤ ε y ya quex y ε eran arbitrarios, concluimos
queMk es denso enX. Un llamado al Teorema de Categoría de Baire nos dice que

⋂∞
k=1Mk es denso enX y

como
⋂∞

k=1 Mk ⊆ M resulta queM es residual enX. �

Muchos resultados de la Teoría de Operadores sobre un espacio de Banach conecta las propiedades
locales de un operador con sus propiedades globales. Un ejemplo clásico de esta situación es el siguiente:
un operador T∈ L(X) es localmente nilpotente (esto quiere decir que, para cualquier x∈ X, existe n∈ N
tal que Tnx = 0) si, y sólo si, T es nilpotente. Similarmente,un operador T∈ L(X) es localmente cuasi-
nilpotente (es decir, rx(T) = 0 para todo x∈ X) si, y sólo si, T es cuasi-nilpotente. En general, uno puede,
con la ayuda del teorema anterior, obtener el siguiente resultado demostrado por P. Vrbová en [435].

Corolario 2.2.36 (Vrbová). Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach sobreC y T ∈L(X). Entonces, el conjunto{
x∈ X : rx(T) = r(T)

}
es residual en X.

Prueba.Para cadan∈N, definamosan = n−1. Por el Teorema 2.2.134, existe un subconjunto residualM ⊆X
tal que, para cadax∈ M, se cumple que‖Tnx‖ ≥ n−1‖Tn‖ para infinitosn′s. De esto se sigue que

rx(T) = ĺımsup
n→∞

‖Tnx‖1/n ≥ ĺımsup
n→∞

(‖Tn‖
n

)1/n

= r(T)

para todox∈ M. �

El siguiente ejemplo muestra que el conjunto
{

x∈ X : ĺım
n→∞

‖Tnx‖1/n existe
}

puede no ser residual en

X.

Ejemplo. Sea{en : n ∈ N} la base ortonormal estándar deℓ2 y considere el operador S∈ L(ℓ2)
definido por Se1 = 0 y Sen = en−1 para n≥ 2. Entonces el conjunto

M =
{

x∈ ℓ2 : ĺıminf
n→∞

‖Snx‖1/n = 0
}

es residual enℓ2, mientras que
{

x∈ ℓ2 : ĺımn→∞ ‖Snx‖1/n existe
}

es de primera categoría enℓ2.

Prueba.Para cadak∈N, definamos

Mk =
{

x∈ ℓ2 : existe n≥ k tal que‖Snx‖1/n < k−1
}

.

ClaramenteMk es un conjunto abierto. Veamos que ellos son también densos en ℓ2. Para ver esto, seanx∈ ℓ2

y ε > 0. Puesto quex= ∑∞
n=1anen, podemos seleccionar unn≥ k de modo tal que∑∞

j=n |a j |2 < ε2. Pongamos
y = ∑n−1

j=1 a jej . Entonces‖y−x‖ < ε y se cumple queSny = 0. Esto prueba quey∈ Mk lo cual nos dice que
Mk es un conjunto abierto y denso enℓ2. Por el Teorema de Categoría de Baire resulta queM =

⋂∞
k=1 Mk es

unGδ-denso enℓ2. Puesto quer(S) = 1, el Teorema de Vrbová nos dice que el conjunto

{
x∈ ℓ2 : ĺımsup

n→∞
‖Snx‖1/n = r(S) = 1

}
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también residual enℓ2 y, en consecuencia,
{

x∈ ℓ2 : ĺımn→∞ ‖Snx‖1/n existe
}

es de primera categoría enℓ2.
�

Un resultado enteramente similar al Teorema 2.2.134 se puede obtener en el espacio de BanachX×X∗

provisto de la norma‖(x,x∗)‖ = ‖x‖+‖x∗ ‖, para todo(x,x∗) ∈ X×X∗.

Teorema 2.2.135.Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach, T∈ L(X) y (an)
∞
n=1 una sucesión de números posi-

tivos tal queĺımn→∞ an = 0. Entonces el conjunto

M =
{
(x,x∗) ∈ X×X∗ :

∣∣〈Tnx,x∗〉
∣∣≥ an‖Tn‖ para infinitos n′s

}

es residual en X×X∗. En particular, el conjunto

N =
{

(x,x∗) ∈ X×X∗ : ĺımsup
n→∞

∣∣〈Tnx,x∗〉
∣∣1/n

= r(T)
}

es residual en X×X∗.

Prueba.Para cadak∈N, sea

Mk =
{

(x,x∗) ∈ X×X∗ : existe n≥ k tal que
∣∣〈Tnx,x∗〉

∣∣> an‖Tn‖
}

.

Claramente,Mk es un subconjunto abierto deX×X∗. Veamos queMk es denso. Sea(x,x∗)∈ X×X∗ y ε > 0.
Escojamosn ≥ k tal quean < ε2. Existe un vectoru ∈ X de norma 1 tal que‖Tnu‖ > an/ε2‖Tn‖. Sea
u∗ ∈ X∗ satisfaciendo‖u∗ ‖ = 1 y 〈Tnu,u∗〉 = ‖Tnu‖. Tenemos ahora que
∣∣〈Tn(x+ εu),x∗ + εu∗〉

∣∣+
∣∣〈Tn(x+ εu),x∗− εu∗〉

∣∣+
∣∣〈Tn(x− εu),x∗ + εu∗〉

∣∣+
∣∣〈Tn(x− εu),x∗− εu∗〉

∣∣≥∣∣〈Tn(x+ εu),x∗ + εu∗〉− 〈Tn(x+ εu),x∗− εu∗〉− 〈Tn(x− εu),x∗ + εu∗〉+ 〈Tn(x− εu),x∗− εu∗〉
∣∣=

∣∣4〈Tn(εu),εu∗〉
∣∣= 4ε2‖Tnu‖ > 4an‖Tn‖ .

De aquí se sigue la existencia de un par

(y,y∗) ∈
{
(x+ εu,x∗ + εu∗),(x+ εu,x∗− εu∗),(x− εu,x∗ + εu∗),(x− εu,x∗− εu∗)

}

tal que
∣∣〈Tny,y∗〉

∣∣> an‖Tn‖. Esto muestra que(y,y∗) ∈ Mk y, por consiguiente,Mk es denso enX×X∗. Por
el Teorema de Categoría de Baire,

⋂∞
k=1Mk es unGδ-denso enX×X∗ y, claramente,

⋂∞
k=1 Mk ⊆ M.

En particular, paraan = n−1 obtenemos

ĺımsup
n→∞

∣∣〈Tny,y∗〉
∣∣1/n ≥ ĺımsup

n→∞

(‖Tn‖
n

)1/n
= r(T)

para todos los pares(y,y∗) en un subconjunto residual deX×X∗. �

El estudio de los operadores hipercíclicos es el estudio de los operadores que poseen órbitas densas.
Este concepto está motivado, históricamente, por el estudio de los subespacios invariantes y, en el presente,
constituye un campo muy amplio de desarrollo dentro de la teoría de los operadores. Para una muestra
de ello sólo recomendamos ver, aparte del libro de F. Bayart yE. Matheron [41] y, más recientemente,
el de K.-G. Grosse-Erdmann and A. Peris [194], toda la bibliografía contenida en ellos. Los resultados
sobre operadores que expondremos en esta sección estarán formulados fundamentalmente sobre espacios
de Banach separables de dimensión infinita, aunque tales resultados se pueden obtener sobre espacios más
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generales que los anteriores como, por ejemplo, en espaciosde Fréchet (= espacios vectoriales topológicos
localmente convexos, metrizables y completos) a los que llamaremos simplementeF-espacios.

Recordemos que una funciónf :C→C se llamaenterasi f ∈H(C). Durante la primera mitad del siglo
XX, G. B. Birkhoff y G. Maclane demostraron que ciertas funciones enteras pueden aproximarcualquier
otra función entera bajo un cierto proceso de límite. En forma concreta, G. B. Birkhoff [55] estableció, en
1929, el siguiente resultado:

Teorema de Birkhoff. Existe una función entera f∈ H(C) con la propiedad de que el conjunto de
sus trasladados Tf = { f (z), f (z+1), f (z+2), . . .} es denso enH(C).

mientras que G. MacLane, 25 años más tarde, probó un resultado análogo para derivadas:

Teorema de MacLane. Existe una función entera f∈ H(C) tal que el conjunto de todas sus
derivadas T= { f , f ′, . . . , f (n), . . .} es denso enH(C).

Ambos resultados pueden ser considerados como ejemplos de un fenómeno que ha resultado ser significa-
tivamente muy importante en el campo de la teoría de operadores: la noción deoperador hipercíclico. Sin
embargo, no fue sino hasta mediados de los años 80 del siglo XX, con la aparición de la tesis de Kitai ([266]),
cuando la teoría de los operadores hipercíclicos comienza ahacerse coherente.

Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Para cualquier vectorx∈ X, denote porKx el conjunto de todos los
polinomios enx con coeficientes enK, es decir,p ∈ Kx si, y sólo si, existena0,a1, . . . ,an enK tales que
an 6= 0 y p = a0 + a1x+ a2x2 + · · ·+ anxn. Si p es un tal polinomio yT ∈ L(X), entonces definimos el
polinomio p(T) enL(X) por p(T) := a0I +a1T +a2T2 + · · ·+anTn.

FijemosT ∈ L(X) y un vectorx∈ X. Recordemos que la órbita dex respecto al operadorT, se define
como Orb(T,x) =

{
x,Tx,T2x, . . .

}
. Éste conjunto posee algunas propiedades que son casi obvias. En efecto,

para cualquiern∈ N, se cumple que:

(O1) Orb(T,Tnx) ⊆ ·· · ⊆ Orb(T,Tx) = Orb(T,x)\{x} ⊆ Rang(T),

(O2) Orb(T,x) = Orb
(
Tn,x

)
∪ Orb

(
Tn,Tx

)
∪ ·· · ∪ Orb

(
Tn,Tn−1x

)
,

(O3) Orb(T,Tnx) = Orb(T,x) \ {x,Tx, . . . ,Tn−1x} = Orb(T,x), y

(O4)
[
Orb(T,x)

]
=
{

p(T)x : p∈Kx
}

.

Nótese que como(X,‖·‖) es un espacio de Banach sin puntos aislados, entonces(O3) es consecuencia del
hecho de que la densidad de un conjunto no se destruye si de él se sustrae un número finito de sus elementos.

Consideremos, ahora, los siguientes subconjuntos deX:

HC(T) =
{

x∈ X : Orb(T,x)
‖·‖

= X
}
, y VC(T) =

{
x∈ X : [Orb(T,x) ]

‖·‖
= X

}
.

Es claro queHC(T) ⊆ VC(T).

Definición 2.2.34. Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach, T∈ L(X) y x∈ X. Diremos que x es unvector
hipercíclico para T si x∈ HC(T). Si ocurre que x∈ VC(T), entonces decimos que x es unvector cíclico
para T .

En esta sección estaremos particularmente interesado en untipo muy especial de operadores lineales
acotados.
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Definición 2.2.35. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Un operador T∈ L(X) se llamahipercíclico si
HC(T) 6= ∅, esto es, si existe un vector x∈ X tal queOrb(T,x) es norma-denso en X. SiVC(T) 6= ∅,
entonces diremos que T es unoperador cíclico

Es claro que todo operador hipercíclico es cíclico. En lo quesigue, el conjunto de todos los operadores
hipercíclicos sobreX será indicado porLHC(X), mientras queLC(X) designará el conjunto de todos los
operador cíclicos definidos sobreX.

Observación 2.2.1 (1) Nuestra primera observación en relación a los operadores hipercíclicos, es quetales
operadores tienen rango densos, es decir, siT ∈LHC(X), entoncesRang(T) = X. En efecto, esto
es consecuencia inmediata de(O1).

(2) Otra observación que es importante destacar es quesi (X,‖·‖) es un espacio de Banach de di-
mensión infinita y si el operador T∈ L(X) es hipercíclico, entonces‖T ‖ > 1. En efecto, si
fuese‖T ‖ ≤ 1 tendríamos, para cadax ∈ HC(T), que Orb(T,x) ⊆ B(0,‖x‖) lo que indicaría
que Orb(T,x) sería un conjunto acotado y, en consecuencia,X = Orb(T,x) ⊆ B(0,‖x‖) lo que
resulta ser imposible. Esta contradicción nos revela que‖T ‖ > 1.

(3) Puesto que la definición de operador hipercíclico impone la existencia de un vector universal
x ∈ X tal que el conjuntonumerableOrb(T,x) seadenso, entonces nuestro espacioX debe,
necesariamente, serseparable; es decir, operadores hipercíclicos sólo pueden existir enespacios
separables.

(4) Una observación menos obvia es queX debe ser un espacio dedimensión infinita, ya que no
existen operadores hipercíclicos definidos sobre espaciosde dimensión finita (la demostración
se da más abajo). Esto nos dice que la propiedad de ser hipercíclico es un fenómeno infinito-
dimensional.

(5) Otra condición que se necesita imponerle aX es que dicho espacio no sea meramente un es-
pacio normado, se requiere que seacompleto, debido fundamentalmente al hecho de que varios
resultados importantes sobre hiperciclicidad requieren del Teorema de Categoría de Baire.

(6) En vista de la Definición 2.2.34, el Teorema 2.2.133 se puede reformular del modo siguiente:
T ∈ L(X) no posee subespacios invariantes no triviales si, y sólo si,VC(T) = Xr{0}, es decir,
todos los vectors no ceros de X son cíclicos respecto a T. Puesto que todo vector hipercíclico
es cíclico,el Problema del Subespacio Invariante posee una respuesta negativa si, sólo si, exis-
te algún operador hipercíclico T tal queHC(T) = X \ {0}. En [369], C. J. Read demostró la
existencia de un operador lineal continuo sobreℓ1 para el cual cualquier vector distinto de cero
es hipercicíclico. Puesto que el problema inicial del subespacio invariante no ha sido, hasta el
momento, resuelto, es muy difícil encontrar un operador (almenos sobre espacios de Hilbert) tal
que todos sus vectores no ceros sean hipercíclicos. Por otrolado, una tarea mucho más simple
es encontrar operadores tal que casi todo los vectores (en elsentido de categoría de Baire) son
hipercíclicos. En efecto, un resultado que demostraremos un poco más abajo, establece que siX
es un espacio de Banach separable de dimensión infinita yT ∈ L(X) es hipercíclico, entonces
HC(T) es unGδ-denso deX.

En lo inmediato demostraremos por qué no existen operadoreshipercíclicos sobre espacios de Banach de
dimensión finita. El siguiente resultado fue probado por C. Kitai en su tesis doctoral [266]. En la prueba del
siguiente y restantes resultados usaremos indistintamente la notaciónx∗(x) o 〈x,x∗〉 para cualquierx∗ ∈ X∗ y
cualquierx∈ X.



Sec. 2.2Otras aplicaciones en espacios de Banach 409

Teorema 2.2.136 (Kitai). Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable y T: X → X un operador hiper-
cíclico. Entonces el operador adjunto T∗ : X∗ → X∗ no posee autovalores.

Prueba.Supongamos queX es sobreC y queT∗ posee un autovalorλ. Seax∗ ∈ X∗, x∗ 6= 0, un autovector
asociado aλ; es decir,T∗(x∗) = λx∗. Fijemos ahora un vector hipercíclico paraT, digamosx∈ X. Entonces
la órbitax respecto aT, Orb(T,x), es densa enX y comox∗ es una aplicación continua sobreyectiva, el
Teorema 1.4.20,(2), nos dice que el conjunto

D =
{

x∗(x),x∗(Tx),x∗(T2x), . . .
}

= x∗(Orb(T,x))

es denso enC (la imagen bajo una aplicación continua y sobreyectiva de unconjunto denso es denso). Por
otro lado, comox∗(Tx) = T∗x∗(x) y (Tn)∗ = (T∗)n para todon∈N, resulta que

{
x∗(Tnx) : n = 0,1,2, . . .

}
=
{
(T∗)nx∗(x) : n = 0,1,2, . . .

}
=
{

λnx∗(x) : n = 0,1,2, . . .
}

y, por supuesto, el último conjunto no es denso enC. En efecto, si|λ| ≤ 1 o x∗(x) = 0, entonces el conjunto{
λnx∗(x) : n = 0,1,2, . . .

}
es acotado y, por consiguiente, no puede ser denso enC. Si |λ| > 1 y x∗(x) 6= 0,

entonces|λnx∗(x)| → ∞ y, de nuevo,
{

λnx∗(x) : n = 0,1,2, . . .
}

tampoco puede, en este caso, ser denso en
C. (Tal vez una manera más rápida de ver esto, es tener en cuentaque

{
λnx∗(x) : n = 0,1,2, . . .

}
, por estar

contenido en el subespacio lineal cerrado y propio deC, L = {αx : α∈C} el cual es nunca-denso por(B−2),
página 212, él mismo es nunca-denso). Esta contradicción establece queT∗ no puede poseer autovalores. El
caso real se prueba de manera similar, (véase por ejemplo, [301], p. 69). �

Puesto que todo operador sobre un espacio vectorial complejo de dimensión finita posee al menos un
autovalor, el siguiente resultado, el cual fue probado por Rolewicz [379] en 1969, establece que ningún
espacio de Banach de dimensión finita soporta operadores hipercíclicos.

Corolario 2.2.37 (Rolewicz). Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach sobreC de dimensión finita. Entonces
LHC(X) =∅, es decir, ningún operador T∈ L(X) puede ser hipercíclico.

Ya hemos visto, en el contexto de los espacios de Banach, que si T : X → X es un operadorhipercíclico,
entonces necesariamente nuestro espacio de BanachX debe ser tantoseparableasí como dedimensión infini-
ta. Por esta razón, y a partir de este momento, todos nuestros espacios de Banach serán siempre separables
y de dimensión infinita. Rolewicz, en [379], se pregunta si éstas pueden o deben ser las únicas restricciones
sobreX; es decir, si dado cualquier espacio de Banach separable de dimensión infinita existe un operador
definido sobre dicho espacio que sea hipercíclico. La respuesta obtenida es, por supuesto, afirmativa.

Teorema 2.2.137 (Ansari, Bernal-Gonzalez).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión
infinita. EntoncesLHC(X) 6=∅.

S. I. Ansari [12], fue el primero en demostrar el resultado anterior para espacios de Fréchet separables.
Posteriormente, L. Bernal-González [50] lo hizo para espacios de Banach, véase también [193], p. 360.

Un resultado fundamental en el estudio de operadores hipercíclicos demostrado por Paul S. Bourdon y
Nathan S. Feldman [68], establece que cualquier operador con una órbita densa en alguna parte es hiper-
cíclico. En estas notas seguimos la prueba dada por Joel H. Shapiro [401] (véase también el libro de Bayart-
Matheron [41]). Antes de abordar la demostración del resultado de Bourdon-Feldman recordemos que un
subconjuntoE de un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) esdenso en alguna parte de Xsi int(E) es
no vacío. La prueba del resultado de Bourdon-Feldman se facilita enormemente si se tiene en cuenta los
siguientes dos resultados.
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Lema 2.2.28 (Bourdon-Feldman).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión infinita,
T ∈ L(X) y x∈ X. Suponga queOrb(T,x) es denso en alguna parte de X. Entonces

(BF1) Para cualquier n∈ N0, int
(

Orb(T,Tnx)
)

= int
(

Orb(T,x)
)
.

(BF2) Para cualquier n∈ N0, Tnx es un vector cíclico para T .

(BF3) Si definimos M= X \ int
(

Orb(T,x)
)
, entonces T(M) ⊆ M.

Prueba. (BF1) es consecuencia inmediata de(O2) (observe que la densidad en alguna parte no interviene
para nada en este caso).

Para demostrar(BF2), sean∈N y observe que por(BF1) y nuestra hipótesis, int
(

Orb(T,Tnx)
)

es no vacío.

Pero como Orb(T,Tnx) ⊆ [Orb(T,Tnx)], resulta que el subespacio lineal cerrado[Orb(T,Tnx)] contiene un
conjunto abierto y, por lo tanto, gracias a(B−2), página 212,[Orb(T,Tnx)] = X .

La prueba de(BF3) es un poco más elaborada. En efecto, lo primero que debemos convenir es que:

(a) Asumiremos, de aquí en adelante, que x∈ int
(

Orb(T,x)
)
.

¿Podemos justificar tal afirmación? Pues sí y he aquí como se hace. Puesto que int
(

Orb(T,x)
)

es un abierto
no vacío y cada uno de sus puntos es un punto límite de Orb(T,x), resulta que algún puntoy de Orb(T,x)
pertenece a int

(
Orb(T,x)

)
. Se sigue de(BF1) que el puntoy∈ int

(
Orb(T,y)

)
= int

(
Orb(T,x)

)
y, en con-

secuencia, podemos reemplazar ax por estey sin afectar a int
(

Orb(T,x)
)
.

Continuemos con la demostración de(BF3). Suponga, para obtener una contradicción, queT(M)*M.
Esto significa que existe un elementoy0 ∈ M tal queTy0 6∈ M, lo cual quiere decir, por la definición deM,
que

y0 6∈ int
(

Orb(T,x)
)

pero Ty0 ∈ int
(

Orb(T,x)
)
. (BF0)

De nuevo, podemos hacer la siguiente consideración:

(b) Asumiremos que y0 6∈ Orb(T,x).

La justificación es la siguiente. Suponga quey0 ∈ Orb(T,x). Comoy0 6∈ int
(

Orb(T,x)
)
, entonces necesaria-

mentey0 está en la frontera deOrb(T,x) y, por consiguiente, cualquier bola abierta con centro eny0 contiene
puntos que están fuera deOrb(T,x). Se sigue de la continuidad deT eny0 que, dadoε > 0, existe unδ > 0 tal
que‖Ty0−Ty‖< ε siempre quey∈U(y0,δ). Si elegimos algúny que esté enU(y0,δ) pero no enOrb(T,x),
entonces podemos reemplazar ay0 por estey.

Nuestra suposición final es:

(c) Asumiremos también que y0 = p(T)x para algún p∈K[x], p 6= 0.

Veamos por qué esto es así. La suposición(a) combinada con(BF2), nos garantizan quex es un vector cíclico
paraT, por lo que el conjunto

{
p(T)x : p∈K[x]

}
= [Orb(T,x)] es denso enX. ComoG := X \Orb(T,x) es

un conjunto abierto conteniendo, por la parte(b), ay0, resulta queG∩
{

p(T)x : p∈K[x]
}

es no vacío y denso
enG (véase el Corolario 1.4.1, página 19). Por consiguiente, dado ε > 0, podemos hallar unp∈K[x] tal que
p(T)x∈ G y, además,‖y0− p(T)x‖ < ε. Puesto quep(T)x 6= Tp(T)x, resulta quep 6= 0 y, en consecuencia,
podemos reemplazar ay0 por estep(T)x, lo que justifica(c).

Ahora bien, por(c) y (b) sabemos quey0 = p(T)x 6∈ Orb(T,x) para algúnp∈ K[x], p 6= 0. Teniendo
en cuenta queT conmuta conp(T) y que el conjuntoOrb(T,x) es invariante bajoT y contiene, por(BF0), a
Ty0 = Tp(T)x, entoncesTnTy0 = Tn+1p(T)x = p(T)Tn+1x ∈ Orb(T,x) para cualquiern∈ N. Por esto,

p(T)
(
Orb(T,Tx)

)
=
{

p(T)Tn+1x : n = 0,1,2, . . .
}

⊆ Orb(T,x).
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Recordando quep(T) es un operador continuo, se tiene, por(BF1), que

p(T)
(
int
(

Orb(T,x)
))

= p(T)
(
int
(

Orb(T,Tx)
))

⊆ p(T)
(

Orb(T,Tx)
)

⊆ p(T)
(

Orb(T,Tx)
)

⊆ Orb(T,x).

Esta última inclusión es la que produce la anhelada contradicción. En efecto, por(a) sabemos que el punto
x∈ int

(
Orb(T,x)

)
, y entonces la inclusión anterior nos revela quey0 = p(T)x∈ Orb(T,x) lo cual, evidente-

mente, contradice a(b). �

Lema 2.2.29 (Bourdon-Feldman).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión infinita
sobre el cuerpo de los complejos, T∈L(X) y x∈ X. Suponga queOrb(T,x) es denso en alguna parte de X.
Entonces para cualquier polinomio no nulo p∈K[x], se cumple que p(T) tiene rango denso en X.

Prueba.Seap∈ K[x] \{0}. Si p es constante, entoncesp(T) es un múltiplo no nulo de la identidad y, en
consecuencia, tiene rando denso enX. Suponga ahora quep no es constante, esto significa quep tiene la
forma p(z) = anzn + an−1zn−1 + · · ·+ a1z+ a0 donde losai ∈ C con an 6= 0. Por el Teorema Fundamental
del Algebrap se puede representar en la formap(z) = an(z−λ1) · · · (z−λn), dondeλ1, . . . ,λn son números
complejos. Por lo tanto,p(T) = an(T − λ1I) · · · (T − λnI) y todo lo que debemos hacer es demostrar que
T −λiI tiene rango denso enX para cadai ∈ {1,2, . . . ,n}. Suponga que algúnT −λiI no posee rango denso
enX. EntoncesY := Rang(T −λiI)(X) es un subespacio cerrado y propio deX y se sigue del Teorema de
Hahn-Banach que existex∗ ∈ X∗ \{0} tal quex∗(y) = 0 para todoy∈Y. En particular,x∗(Tx−λix) = 0, es
decir,x∗(Tx) = λix∗(x). Por otro lado, como

T∗x∗(x) = x∗(Tx) = λix
∗(x), para todox∈ X

y (Tn)∗ = (T∗)n para todon∈ N, resulta que

x∗
(
Orb(T,x)

)
=
{

λnx∗(x) : n = 0,1,2, . . .
}

(A)

Nótese ahora que puesto quex∗ es una aplicación abierta (Corolario 2.2.4),x∗
(

int
(

Orb(T,x)
))

es un con-
junto abierto no vacío enC y, gracias a la continuidad dex∗, tenemos que

x∗
(

int
(

Orb(T,x)
))

⊆ x∗
(

Orb(T,x)
)
⊆ x∗

((
Orb(T,x)

))
.

Esto prueba quex∗
((

Orb(T,x)
))

es denso en alguna parte deC. Observe, por otro lado, que el conjunto{
λnx∗(x) : n = 0,1,2, . . .

}
es nunca-denso ya que dicho conjunto está contenido en el subespacio lineal

cerrado y propio deC, L = {αx : α ∈ C}, el cual es nunca-denso. Esto, por supuesto, es una contradicción a
la igualdad(A). Por consiguiente, todos losT −λi I tienen rango denso enX y, así,p(T) tiene rango denso
enX. �

Procedamos ahora a demostrar el extraordinario resultado de Bourdon-Feldman.

Teorema 2.2.138 (Bourdon-Feldman).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión infini-
ta sobre el cuerpo de los complejos, T∈ L(X) y x∈ X. EntoncesOrb(T,x) es, o nunca-denso, o siempre
denso en X. En particular, siOrb(T,x) es denso en alguna parte de X, entonces T es hipercíclico.
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Prueba.Suponga que Orb(T,x) no es nunca-denso. Entonces Orb(T,x) es denso en alguna parte deX, por
lo que int

(
Orb(T,x)

)
contiene algún conjunto abierto no vacío. Pongamos

Ux = int
(

Orb(T,x)
)

y P(T)x =
{

p(T)x : p∈K[x]
}
.

Queremos demostrar que Orb(T,x) es denso enX. Vamos a suponer, por un momento, que Orb(T,x) no es
denso enX y entonces hacer uso de los dos lemas anteriores para generaruna contradicción a partir de esa
suposición. Comencemos. Por(BF2) del Lema 2.2.28, sabemos quex es un vector cíclico paraT, esto es,
P(T)x es denso enX. Si hacemosG = X \Orb(T,x), resulta queG es un conjunto abierto, y se sigue del
Corolario 1.4.1, página 19, que

G ∩ P(T)x = G.

DefiniendoQ =
{

q∈K[x] : q(T)x 6∈ Orb(T,x)
}

, vemos que

Q(T)x :=
{

q(T)x : q∈ Q
}

= G ∩ P(T)x

es denso enG = X \Orb(T,x). Por otro lado, gracias al Teorema 1.6.1, página 34, tenemosque

X \Ux = X \ int
(

Orb(T,x)
)

= X \ Orb(T,x) = G,

de donde se sigue queQ(T)x también es denso enX \Ux. En particular,

Ux ∪ Q(T)x es denso enX. (BF4)

Ahora bien, por(BF3) del Lema 2.2.28, el conjuntoX \Ux es invariante bajoT y comoX \Orb(T,x) está
incluido en dicho conjunto, entonces

Tn(X \Orb(T,x)
)
⊆ X \Ux, (BF5)

para todon∈ N. Tomemosq∈ Q arbitrario. Puesto queq(T)x ∈ X \Orb(T,x) se tiene, usando(BF5), que
q(T)Tnx = Tnq(T)x ∈ X \Ux para todon∈ N y entonces q(T)

(
Orb(T,x)

)
⊆ X \Ux. Si ahora usamos la

continuidad deq se concluye que

q(T)
(
Orb(T,x)

)
⊆ q(T)

(
Orb(T,x)

)
⊆ X \Ux. (BF6)

Afirmación BF : Para cualquier p∈K[x]\{0}, se cumple que p(T)x 6∈ Fr
(
Ux
)
.

Prueba de la Afirmación BF. Suponga, por un momento, quep(T)x ∈ Fr
(
Ux
)

para algúnp∈ K[x]\{0}.
Por(BF4), el conjuntoD := Ux ∪ Q(T)x es denso enX y se sigue de la continuidad del operadorp(T) que
p(T)(X) = p(T)(D) ⊆ p(T)(D). Pero comop(T) tiene rango denso enX (Lema 2.2.29), resulta que

X = p(T)(X) ⊆ p(T)(D),

lo cual nos dice quep(T)(D) es denso enX. Vamos a demostrar ahora quep(T)(D) ⊆ X \Ux. En efecto,
en primer lugar note que comop(T)x ∈ Fr

(
Ux
)
⊆ X \Ux, usando de nuevo el hecho de queX \Ux esT-

invariante, resulta quep(T)Tnx = Tnp(T)x∈ X \Ux para todon∈ N, esto es,p(T)
(
Orb(T,x)

)
⊆ X \Ux y,

por continuidad,

p(T)(Ux) ⊆ p(T)
(
Orb(T,x)

)
⊆ p(T)

(
Orb(T,x)

)
⊆ X \Ux.
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Suponga ahora quey∈ p(T)(Q(T)x). Entonces existeq∈Q tal quey= p(T)q(T)x= q(T)p(T)x. Pero como
p(T)x ∈ Fr(Ux) ⊆ Orb(T,x), se sigue entonces de(BF6) quey = q(T)p(T)x∈ X \Ux y, por consiguiente,
p(T)(Q(T)x) ⊆ X \Ux. De lo anterior se concluye que

p(T)(D) = p(T)(Ux) ∪ p(T)(Q(T)x) ⊆ X \Ux.

Esto, por supuesto, viola el hecho dep(T)(D) es denso enX ya queX\Ux es un subconjunto cerrado distinto
deX puesUx es distinto del vacío. Esto termina la prueba de nuestra afirmación.

Para finalizar la demostración del teorema, observe queP(T)x =
{

p(T)x : p∈K[x]
}

, por ser un subespacio
lineal y denso enX, es de dimensión infinita y, por consiguiente, el conjuntoP0(T)x := P(T)x\ {0} es
conexo. Considere ahora los dos siguientes conjuntos:

G = P0(T)x ∩ Ux y H = P0(T)x ∩
(
X \Ux

)
.

ClaramenteG y H son disjuntos, pero además,G es relativamente abierto enP0(T)x y, gracias a laAfir-
mación BF, H también es relativamente abierto enP0(T)x. Esto, por supuesto, contradice el hecho de que
P0(T)x es conexo y concluye la prueba del teorema. �

Algunas consecuencias importantes se derivan del resultado de Bourdon-Feldman.

Corolario 2.2.38 (Ansari). Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión infinita. Si T∈
LHC(X), entonces Tn ∈ LHC(X) para cualquier n∈ N. Más aun,HC(T) = HC(Tn) para todo n≥ 1

Prueba.Suponga queT ∈ LHC(X) y seax∈ HC(T). Observe que, para cadan > 1,

Orb(T,x) = Orb
(
Tn,x

)
∪ Orb

(
Tn,Tx

)
∪ ·· · ∪ Orb

(
Tn,Tn−1x

)
. (Ans1)

Puesto que Orb(T,x) es denso enX, el Lema 1.6.1 nos garantiza que existe unk tal que Orb
(
Tn,Tkx

)
es

denso en alguna parte deX. Un llamado al Teorema de Bourdon-Feldman nos revela que Orb
(
Tn,Tkx

)

es denso enX y como Orb
(
Tn,Tkx

)
⊆ Orb(Tn,x) resulta que Orb

(
Tn,x

)
es denso enX, es decir,Tn es

hipercíclico, es decir,x∈HC(Tn), por lo queHC(T)⊆HC(Tn). La otra inclusión sigue inmediatamente de
(Ans1). �

Corolario 2.2.39 (Conjetura de Herrero). Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión
infinita, T ∈ L(X) y F = {x1, . . . ,xn} un subconjunto finito de X. Si

Orb(T,F) := Orb(T,x1) ∪ ·· · ∪ Orb(T,xn)

es denso en X, entonces T es hipercíclico.

Prueba.Es consecuencia inmediata del Lema 1.6.1 y del Teorema de Bourdon-Feldman. �

El Teorema de Kitai en combinación con el Teorema de Ansari permite demostrar la ausencia de opera-
dores compactos enLHC(X).

Corolario 2.2.40. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach sobreC y sea T∈ L(X). Si T es compacto, entonces
T no es hipercíclico, es decir,K(X)∩LHC(X) =∅.
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Prueba.SeaT compacto y suponga queT es hipercíclico. Por el Teorema de Kitai,T∗ no posee autovalores,
es decir,σp(T∗) = ∅. Por otro lado, comoT es compacto,T∗ también lo es y se cumple, además, que
σ(T) = σ(T∗) = {0}∪σp(T∗) = {0}. Por la fórmula del radio espectral tenemos que

ĺım
n→∞

‖Tn‖1/n = 0

lo cual nos asegura la existencia de unn0 ∈ N tal que‖Tn‖ ≤ 1 para todon≥ n0. Por el Teorema de Ansari
resulta queTn es hipercíclico para todon ≥ n0, lo cual es violatorio al hecho de que‖Tn‖ > 1 para todo
n≥ n0. �

La noción de operador hipercíclico está estrechamente relacionada a un concepto de transitividad topo-
lógica ampliamente conocido en el estudio de dinámica topológica y que al parecer fue utilizado por primera
por G. D. Birkhoff en 1920.

Definición 2.2.36. Sea X un espacio vectorial topológico. Un operador T: X →X se llamatopológicamente
transitivo, o simplementetransitivo, si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X,existe
algún n∈ N tal que Tn(U)∩V 6=∅.

En otras palabras, el operadorT : X → X es topológicamente transitivo si para cada par de subconjuntos
abiertos no vacíosU y V deX, existex∈U cuya órbita, Orb(T,x), intersecta aV. Observe también que la
condiciónTn(U)∩V 6= ∅ es equivalente aT−n(V)∩U 6= ∅, por lo queT es topológicamente transitivo si
para cada par de subconjuntos abiertos no vacíosU y V deX, existe algúnn∈N tal queT−n(V)∩U 6=∅. Es
fácil ver que cualquier operador hipercíclico es transitivo, aunque el recíproco no es necesariamente cierto.
Sin embargo, como se muestra a continuación, en espacios de Banach separables de dimensión infinita ambos
conceptos coinciden.

Teorema 2.2.139 (Transitividad de Birkhoff). Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimen-
sión infinita y T: X → X un operador lineal continuo. Son equivalentes:

(1) T es hipercíclico.

(2) T es transitivo.

Prueba. (1) ⇒ (2). Supongamos queT es hipercíclico y seax∈ X tal que su órbita Orb(T,x) es densa en
X. SeanU y V abiertos no vacíos deX. Como Orb(T,x) es denso enX, resulta que Orb(T,x)∩U 6= ∅ y,
en consecuencia, existek ∈ N tal queTkx∈U . Por otro lado, comoX no posee puntos aislados, cualquier
conjunto densoD ⊆ X permanece denso si de él se remueve una cantidad finita de puntos, esto significa,
en particular, que Orb(T,Tkx) = Orb(T,x) \ {x,T x, . . . ,Tk−1x} = {Tmx : m≥ k} es denso enX. Por esto,
Orb(T,Tkx)∩V 6=∅, y entonces podemos determinar la existencia de unn∈N tal queTk+nx= Tn(Tkx)∈V.
Tomandoy = Tkx ∈ U , vemos queTny ∈ V y, por consiguiente,Tn(U)∩V 6= ∅. Esto prueba queT es
transitivo.

(2) ⇒ (1). Supongamos queT es transitivo. ComoX es separable podemos elegir una base numerable
para la norma-topología deX, digamos{Vn : n ∈ N}. En efecto, la separabilidad deX nos garantiza la
existencia de un subconjunto denso numerableD = {x1,x2, . . .} de X y, entonces la base{Vn : n ∈ N} se
obtiene enumerando todas las bolas abiertas con centro en puntos deD y radio racional. Definamos, para
cadan∈ N, el conjunto

Gn =
∞⋃

m=1

T−m(Vn) =
{

x∈ X : existem∈N para el cualTmx∈Vn
}
.
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Vamos a probar que cadaGn es abierto y denso enX. Como cadaTm es un operador lineal continuo, resulta
queT−m(Vn) = (Tm)−1(Vn) es abierto y, en consecuencia,Gn es abierto. Para probar queGn es denso en
X, tomemos un abierto no vacío arbitrarioU deX. Nuestra tarea es demostrar queGn∩U 6= ∅. Pues bien,
siendoT transitivo, existem∈ N tal queTm(U)∩Vn 6= ∅ y, por consiguiente, existex ∈ U para el cual
Tmx∈Vn. Esto prueba quex∈ Gn y, por lo tanto, De aquí se sigue quex∈ Gn∩U y, así,Gn es denso enX.
Puesto queX un espacio métrico completo, el Teorema de Categoría de Baire nos garantiza queG=

⋂∞
n=1Gn

es unGδ-denso enX.
Veamos que cada puntox∈G tiene órbita, respecto deT, densa enX. En efecto, seax∈G y suponga que

U es un subconjunto abierto no vacío deX. Como{Vn : n∈ N} constituye una base deX, existe un entero
positivon0 tal queVn0 ⊆U . Por otro lado, comox∈ G⊆ Gn0, existe unm∈ N para el cualTmx∈Vn0 ⊆U .
Esto prueba que Orb(T,x)∩U 6=∅ y termina la prueba. �

Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Para cadaT ∈L(X), denotemos por Sim(T) la órbita de similaridad
deT, esto es,

Sim(T) =
{

S−1TS : S∈ L(X) es invertible
}
.

Esta noción de equivalencia ignora la geometría del espacioconcentrándose fundamentalmente en su estruc-
tura vectorial. El Teorema de Transitividad de Birkoff permite demostrar el siguiente interesante resultado.

Teorema 2.2.140.Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión infinita y T: X → X un
operador hipercíclico. Entonces:

(a) HC(T) es un Gδ-denso de X.

(b) Cualquier vector en X es la suma de dos vectores hipercíclicos; es decir,

X = HC(T)+HC(T).

(c) Si (Tn)
∞
n=1 es una sucesión de operadores hipercíclicos sobre X, entonces existe un vector hipercíclico

que es común a todos los Tn, n∈ N. De hecho, el conjunto

HC∞ =
∞⋂

n=1

HC(Tn),

de todos los vectores hipercíclicos que son comunes a todos los Tn, es un Gδ-denso de X.

(d) Sim(T) ⊆ LHC(X).

Prueba. (a). Sea{Vn : n ∈ N} una base numerable para la norma-topología deX. De la demostración del
Teorema de Transitividad de Birkhoff hemos visto que

G :=
∞⋂

n=1

∞⋃

m=1

T−m(Vn) ⊆ HC(T).

Par ver la otra inclusión, seax∈HC(T). Para cualquiern∈N, Orb(T,x)∩Vn 6=∅ y, por consiguiente, existe
unm∈N tal queTmx∈Vn, es decir,x∈ T−m(Vn). De esto se sigue quex∈⋂∞

n=1
⋃∞

m=1T−m(Vn). Esto prueba
queHC(T) es unGδ-denso enX.

(b). Tomemos ahora cualquierx ∈ X. Como siempre, denotemos porHC(T) + x =
{

z+ x : z∈ HC(T)
}

.
Observe queHC(T)− x, así como−HC(T) siguen siendo, ambos,Gδ-densos enX, pues traslaciones y
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multiplicaciones por escalares son homeomorfismos que transforman conjuntosGδ-densos en conjuntosGδ-
densos. Por el Teorema de Categoría de Baire, la intersección

(
HC(T)−x

)
∩
(
−HC(T)

)

es, de nuevo, unGδ-denso enX. Elijamosz∈
(
HC(T)− x

)
∩
(
−HC(T)

)
. Entonces, puesto que tanto−z,

así comox+z, están enHC(T), resulta quex = (x+z)−z∈ HC(T)+HC(T), por lo que

X = HC(T)+HC(T).

(c). Si (Tn)
∞
n=1 es una sucesión de operadores hipercíclicos sobreX, entonces por(a) cadaHC(Tn) es un

Gδ-denso deX y de nuevo, por el Teorema de Categoría de Baire, Teorema 1.8.1, el conjunto

HC∞ =
∞⋂

n=1

HC(Tn)

es unGδ-denso común a todos losTn; es decir, cadax∈ HC∞ es un vector hipercíclico para todoTn.

(x). Suponga queS−1TS∈ Sim(T) y seanU,V subconjunto abiertos no vacíos deX. ComoSes un homeo-
morfismo, resulta queS(U) y S(V) son subconjuntos abiertos no vacíos deX y, gracias al hecho de queT
es hipercíclico, existe unn∈ N tal queTn

(
S(U)

)
∩S(V) 6=∅. Se sigue de esto que

∅ 6= S−1
[(

TnS(U)
)
∩S(V)

]
=
(
S−1TnS

)
(U)∩V =

(
S−1TS

)n
(U)∩V

y así, por el Teorema de Transitividad de Birkhoff,S−1TSes hipercíclico. �

La propiedad(a) del Teorema 2.2.140 se puede expresar, en términos probabilísticos, como una ley
“cero-uno”: Un operador T∈ L(X) o no posee vector hipercíclico o contiene un Gδ-denso de ellos.Un
consecuencia inmediata del apartado(a) del resultado anterior se expresa en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.41. Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión infinita y T: X → X un
operador hipercíclico. Entonces, para cada x∈ X, existe un conjunto Gδ-denso Gx ⊆ X con la siguiente
propiedad: para cada y∈ Gx, el conjunto

R(y) :=
{

Tn(y)−Tn(x) : n = 0,1,2, . . .
}

es denso en X.

Prueba.Seax ∈ X. Lo que deseamos es encontrar unGδ-densoGx deX tal quey− x ∈ HC(T) para todo
y∈ Gx. En efecto, para ello es suficiente tomarGx = x+HC(T) que resulta ser, por el resultado anterior, un
Gδ-denso enX. �

Corolario 2.2.42. Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión infinita y T: X → X un
operador lineal continuo. T es hipercíclico si, y sólo si, para cualquier subconjunto abierto no vacío U de
X, el conjunto

⋃∞
m=1T−m(U) es denso en X.

Prueba.Fijemos una base numerable para la norma-topología deX, digamos{Vn : n∈ N}. Suponga queT
es hipercíclico y seaU cualquier subconjunto abierto no vacíoU deX. Puesto que{Vn : n∈ N} es una base
deX, existe al menos unn∈ N tal queVn ⊆U . Se sigue de la igualdadHC(T) =

⋂∞
n=1

⋃∞
m=1T−m(Vn) que
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HC(T) ⊆⋃∞
m=1T−m(Vn) ⊆

⋃∞
m=1T−m(U) y comoHC(T) es, por(a) del Teorema 2.2.140, unGδ-denso en

X, resulta que
⋃∞

m=1T−m(U) también es denso enX.
Recíprocamente, suponga que

⋃∞
m=1T−m(U) es denso enX para cualquier subconjunto abierto no vacío

U de X. En particular,
⋃∞

m=1T−m(Vn) es abierto y denso enX para todon ∈ N. Se sigue del Teorema de
Categoría de Baire queHC(T) =

⋂∞
n=1

⋃∞
m=1T−m(Vn) es no vacío y, en consecuencia,T es hipercíclico. �

Nótese que del corolario anterior también se sigue queT ∈L(X) es hipercíclico si, y sólo si,
⋃∞

m=1Tm(U)
es denso enX para cualquier subconjunto abierto no vacíoU deX. De esto se deduce que

Corolario 2.2.43. Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión infinita y T: X → X un
operador lineal continuo. Si T es invertible, entonces T es hipercíclico si, y sólo si, T−1 es hipercíclico.

Situándonos de nuevo en el caso en queX es un espacio de Banach separable de dimensión infinita y
T : X → X es un operador hipercíclico, la afirmación(b) del Teorema 2.2.140 nos revela que hiperciclicidad
no es un fenómeno lineal, es decir, la suma de dos vectores hipercíclicos no es necesariamente un vector
hipercíclico. No obstante surge, como en el caso de las funciones continuas nunca diferenciables, la pregunta
de siHC(T) contiene algún subespacio vectorial de dimensión infinita compuesto sólo de vectores hiper-
cíclicos con excepción del vector cero el cual, por supuesto, nunca es hipercíclico. La respuesta es positiva
y fue dada por B. Beauzamy en [44] quien exhibió un operadorT sobre un espacio de Hilbert complejo
con un subespacio vectorial denso, invariante bajoT y compuesto sólo de vectores hipercíclicos. Posterior-
mente varios matemáticos, entre ellos, Godefroy y Shapiro,Herrero, Bourdon, Bès y Wengenroth obtienen
resultados similares (véase, por ejemplo, [192], p. 356). La idea clave fue tomar un vector hipercíclicox y
estudiar el subespacio denso e invariante

[{
x,Tx,T2x, . . .

}]
=
{

p(T)x : p∈ Kx
}

. Definiendosubespacio
hipercíclico como el subespacio linealYHC (no necesariamente cerrado) deX en el cual cualquier vector no
cero es hipercíclico, tenemos que:

Teorema 2.2.141 (Herrero, Bourdon, Bès, Wengenroth).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable
de dimensión infinita y T: X → X un operador hipercíclico.

(1) Si x∈ HC(T), entonces p(T)x∈ HC(T) para cualquier polinomio no nulo p∈Kx.

(2) HC(T) contiene subespacio hipercíclico de dimensión infinita quees denso en X e invariante bajo T .

(3) HC(T) es conexo.

Prueba. (1). Supongamos queX es un espacio de Banach sobreC. Seanx∈HC(T) y p cualquier polinomio
no nulo enCx. Como T conmuta conp(T) tenemos queTnp(T)x = p(T)Tnx, para todon ∈ N y, por
consiguiente,

Orb(T, p(T)x) = p(T)
(
Orb(T,x)

)
, (α)

es decir, la órbita del vectorp(T)x bajoT es la imagen porp(T) de la órbita del vectorx bajoT.
ComoT es hipercíclico, resulta que Orb(T,x) es, en particular, denso en alguna parte deX y se sigue

del Lema 2.2.29 quep(T) tiene rango denso enX. Usando la continuidad dep(T), vemos quep(T)(X) =

p(T)
(
Orb(T,x)

)
⊆ p(T)

(
Orb(T,x)

)
, de donde se deduce queX = p(T)(X) = p(T)

(
Orb(T,x)

)
, y entonces

Orb(T, p(T)x) es denso enX gracias a(α). Esto prueba quep(T)x ∈ HC(T) para cualquier polinomio no
nulo p∈Cx. El caso cuandoX es sobreR también es válido y la prueba se puede ver, por ejemplo, en [301].

(2). Fijemos un vectorx∈HC(T). Comoxes un vector cíclico, el subespacio hipercíclico que necesitamos es
YHC :=

{
p(T)x : p∈C[x]}=

[
Orb(T,x)

]
. Por definición,Y es un subespacio denso enX y, por consiguiente,

de dimensión infinita el cual es claramente invariante bajoT. Por(1), YHC \{0} ⊆ HC(T).
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(3). Por serYHC =
{

p(T)x : p∈ C[x]} un subespacio lineal deX, resulta que él es conexo. Más aun, como
dim(YHC) > 1, el conjuntoY \{0} sigue siendo conexo y, gracias a(2),

YHC\{0} ⊆ HC(T) ⊆ X.

Suponga queHC(T) no es conexo. Esto significa que existen dos subconjuntos abiertos no vacíos y disjuntos
en X, digamosU y V tal queHC(T) = U ∪V. En particularYHC \ {0} ⊆ U ∪V. Puesto queYHC \ {0} es
conexo, resulta queYHC\{0} debe estar contenido enU o bien enV. Suponga queYHC\{0} ⊆U . Usando el
hecho de queYHC\{0} es denso enX, tenemos que(YHC\{0})∩V 6=∅. Por otro lado, como hemos supuesto
queYHC \{0} ⊆U y comoU ∩V =∅, tenemos que(YHC \{0})∩V = ∅. Esta contradicción establece que
HC(T) es conexo. �

El siguiente resultado, demostrado por primera vez por C. Kitai en su tesis doctoral de 1982 [266], y
posteriormente redescubierto por R. M. Gethner y J. H. Shapiro en [180], permite demostrar los teoremas de
Birkhoff y MacLane de un modo simple.

Teorema 2.2.142 (Kitai-Gethner-Shapiro).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión
infinita y T : X → X un operador lineal continuo. Suponga que existe un subconjunto norma-denso D de X
y una aplicación S: X → X, la cual no se asume ni lineal ni continua, tal que

(a) TS= I, donde I es el operador identidad sobre X,

(b) ĺımn→∞ ‖Tnx‖ = 0 y ĺımn→∞ ‖Snx‖ = 0 para cualquier x∈ D.

Entonces T es hipercíclico.

Prueba.Puesto queX es norma-separable, existe una sucesión(xn)
∞
n=1 densa en dicho espacio. Para cada

j,m,k∈ N, definamos el conjunto

F( j,m,k) =
∞⋃

n=m

{
x∈ X :

∥∥Tnx−x j
∥∥< 1/k

}

=
∞⋃

n=m

T−n
(
U(x j ,1/k)

)
,

donde, como siempre,U(a, r) es la bola abierta con centro ena y radior. De la continuidad deT se sigue que
para todon∈ N, el conjuntoT−n

(
U(x j ,1/k)

)
es abierto enX y, por consiguiente, también lo es el conjunto

F( j,m,k). Veamos que también ellos son densos enX. En efecto, fijemosj,m,k ∈ N y seaV un conjunto
abierto no vacío deX. Seaz∈ V y escojamos una bola abierta arbitraria contenida enV, digamosU(z,ε)
para algúnε > 0. Por la densidad del conjuntoD, existeny0 y z0 enD tales que,

‖z−z0‖ < ε/2 y
∥∥x j −y0

∥∥< 1/2k, y0 6= x j .

Puesto queTn y Sn convergen puntualmente a 0 sobreD (por la condición(b)), podemos escoger un entero
positivon≥ m tal que

‖Tnz0‖ < 1/2k y ‖Sny0‖ < ε/2.

El vectorx∈ X, definido porx = Sny0 +z0, satisface

‖x−z‖ ≤ ‖x−z0‖+‖z0−z‖ = ‖Sny0‖+‖z0−z‖ < ε/2+ ε/2 = ε,
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es decir,x∈U(z,ε) ⊆V. Finalmente, comoTS= I , entonces tambiénTnSn = I y, en consecuencia,

∥∥Tnx−x j

∥∥=
∥∥Tn(Sny0 +z0)−x j

∥∥=
∥∥TnSny0−x j +Tnz0

∥∥
≤
∥∥y0−x j

∥∥+‖Tnz0‖ < 1/2k+1/2k = 1/k.

Esto prueba quex∈ F( j,m,k)∩V y, por lo tanto,F( j,m,k) es denso enX. Por el Teorema de Categoría de
Baire,

HC(T) =
∞⋂

j=1

∞⋂

k=1

∞⋂

m=1

F( j,m,k) 6=∅

es unGδ-denso enX, lo que confirma queT es hipercíclico. �

Una pequeña observación es pertinente referente al resultado anterior. La conclusión del Teorema 2.2.142
sigue siendo válida, y casi con la misma prueba, si en lugar dela condición(b) ésta se reemplaza por esta
otra condición que es más débil:

(b′) existen conjuntos densos D1 y D2 en X tales que

(I) ĺımn→∞ Tnx = 0 para cualquier x∈ D1 y

(II ) ĺımn→∞ Snx = 0 para cualquier x∈ D2.

Usando el resultado anterior es fácil demostrar los teoremas de Birkhoff y MacLane. Sif es una función
entera yα ∈ C, denotemosfα el trasladado def por α:

fα(z) = f (z+ α) para todoz∈ C.

Teorema 2.2.143 (Birkhoff). Para cada j∈ N, existe un subconjunto Gδ-denso Gj de funciones enteras tal
que, para cada f∈ Gj , los trasladados{ fn j : n∈N} son densos enH(C).

Prueba.Para poder aplicar el Teorema 2.2.142, seanX = H(C), T el operador de traslación porj sobre
H(C), es decir,

T f(z) = f j(z) = f (z+ j), ( f ∈ H(C), z∈C),

y Sel operador de traslación por− j sobreH(C). Es claro queTS= I . El problema es encontrar un conjunto
densoD sobre el cual las potencias de esos operadores tiendan, puntualmente, a cero. Para cada par de enteros
k > 0 y m≥ 0 defina la función enterafmk por

fmk(z) = zm
[(z

k

)−1
sen
( z

k

)]m+1

, z∈ C,

y seaD el subespacio lineal generado por tales funciones. Para cada m y k fijos, un cálculo simple muestra
que las sucesiones

(
Tn fmk

)∞
n=1 y

(
Sn fmk

)∞
n=1, ambas convergen a 0 enH(C) cuandon → ∞ y, en conse-

cuencia,(Tn)∞
n=1 y (Sn)∞

n=1 convergen a 0 sobreD. Resta demostrar queD es denso enH(C). En efecto, si
fijamosm> 0, resulta quefmk(z) → zm uniformemente sobre subconjuntos compactos deC cuandok→ ∞.
Con esto, hemos demostrado que todas las hipótesis del Teorema 2.2.142 se satisfacen y, en consecuencia,T
es hipercíclico. Una aplicación del Teorema 2.2.140 finaliza la prueba. �

Teorema 2.2.144 (MacLane).Existe un subconjunto Gδ-denso G de funciones enteras tal que, para cada
f ∈ G, las derivadas

{
f (n) : n∈N

}
son densas enH(C).
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Prueba.SeanX = H(C), T el operador de diferenciación sobreH(C), es decir,

T f = f ′ para todaf ∈ H(C),

Sel operador integración definido, para cualquierz0 fijo enC, por

S f(z) =
∫ z

z0

f (ζ)dζ para todof ∈ H(C) y z∈ C,

y D es el conjunto de los polinomios enH(C). No es difícil ver que todas las hipótesis del Teorema 2.2.142
se cumplen, por lo queT es hipercíclico. �

Otro ejemplo que se obtiene como consecuencia del Teorema 2.2.142 es el siguiente. Considere el ope-
rador de RolewiczR : ℓ2 → ℓ2 definido por

R(x1,x2, . . .) = 2(x2,x3, . . .), para todo(xn)
∞
n=1 ∈ ℓ2

y defina S : ℓ2 → ℓ2 por S(x1,x2, . . .) = 1
2(0,x1,x2, . . .). EntoncesRS= I y ya queR(1,1/2,1/4, . . .) =

(1,1/2,1/4, . . .), resulta que(1,1/2,1/4, . . .) es un autovector deRque, obviamente, no pertenece aHC(R).
El Teorema 2.2.142, garantiza queR es un operador hipercíclico ya queRnx→ 0 y Snx→ 0 cuandon→ ∞
para cadax∈ D := [{e1,e2, . . .}]. Así, en este caso,V =

{
p(R)x : p es un polinomio

}
es un espacio vectorial

denso de dimensión infinita pero propio, pues no es cerrado, véase [317].

Comentario Adicional 2.2.30 Similar al caso de los vectores hipercíclicos, Pei Yuan Wu en[447] demostró
que cualquier operadorT ∈ L(H), dondeH es un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita,
es la suma de dos operadores cíclicos. Casi diez años después, S. Grivaux en [191] logró demostrar
que cualquier operadorT ∈ L(H) es la suma de dos operadores hipercíclicos. Sin embargo, la des-
composición anterior no se cumple en cualquier espacio de Banach. En efecto, Grivaux también pudo
construir un espacio de Banach separable de dimensión infinita (X,‖·‖) con la propiedad de que no
todo operador enL(X) es la suma de dos operadores hipercíclicos.

Recordemos que cualquier operador hipercíclicoT ∈ L(X) satisface‖T ‖ > 1, por lo que el conjunto
LHC(X) de todos los operadores hipercíclicos nunca puede ser norma-denso enL(X). Sin embargo,
en el año 2001, Kit C. Chan, [92], demuestra el siguiente resultado.

Teorema 2.2.145 (Chan, [92]).SeaH un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita. Enton-
cesLHC(H) esSOT-denso enL(H).

En particular, comoLHC(H) ⊆ LC(H), entoncesLC(H) también es SOT-denso enL(H). (Para la
definición de la SOT-topología véase la página 430).

El resultado de Chan se puede extender a cualquier espacio deBanach separable de dimensión infinita,
véase, por ejemplo, [41], Proposition 2.20, p. 44.

¿Qué ocurre con la clausura de los operadores cíclicos en la norma-topología deL(H)? La respuesta
es la siguiente.

Teorema 2.2.146 ([41], p. 47).SeaH un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita. Enton-
cesLC(H) es nunca-denso en la norma-topología deL(H). En particular,LC(H) es nunca-denso en
la norma-topología deL(H).

Por otro lado, si en lugar deLHC(H) consideramos el subespacio lineal que dicho conjunto genera, se
tiene el siguiente resultado.
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Teorema 2.2.147 (Chan, [92]).
[
LHC(H)

]
, el subespacio lineal generado por los operadores hiper-

cíclicos definidos sobreH, es norma-denso enL(H). En particular,
[
LC(H)

]
también es norma-denso

enL(H).

Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de dimensión infinita y seaT ∈ LHC(X). El conjunto de
los vectores hipercíclicosHC(T) posee algunas propiedades topológicas interesantes. Por ejemplo, ya
hemos visto queHC(T) es conexo, pero además,HC(T) eshomeomorfo a X(véase, [41], p. 16). Esto
último permite deducir lo siguiente: Suponga queH es un espacio de Hilbert separable de dimensión
infinita y seaT ∈LHC(H). Seaϕ el homeomorfismo deHC(T) sobreH según lo anterior. Si definimos
f := ϕTϕ−1 resulta quef : H → H es una aplicación continua con la propiedad de que la órbita de
cualquier puntox∈ H bajo f es siempre densa enH.

Más aun, Godefroy demuestra que:si (X,‖·‖) es un espacio de Banach separable de dimensión in-
finita y si G⊆ X es un subconjunto Gδ conteniendo un subespacio lineal denso de X, entonces G es
homeomorfo a X.

El Teorema de Birkhoff puede ser reestablecido en el lenguaje de los operadores hipercíclicos del
modo siguiente:el operador traslación Tn : H(C) → H(C), n∈ N, definido para todo z∈C, por

Tn( f )(z) = f (n+z),

es hipercíclico.Puesto que, para cadan∈ N, HC(Tn) es unGδ-denso enH(C), el Teorema de Cate-
goría de Baire, Teorema 1.8.1, página 47, nos dice que

⋂∞
n=1HC(Tn) también es unGδ-denso (véase,

Teorema 2.2.140(c)). Por consiguiente, existen abundantes vectores hipercíclicos comunes a todos los
Tn.

El resultado anterior puede ser generalizado para familia no numerables de operadores traslación. En
efecto, si para cadaα∈C, α 6= 0, el operadorTα : H(C)→H(C), es definido porTα( f )(z) = f (z+α),
resulta que la familiano numerable(Tα)α∈C\{0} de operadores hipercíclicos posee, como en el caso
anterior, abundantes vectores hipercíclicos común a todosellos. Este hecho fue demostrado por G.
Costakis y M. Sambarino en [107]:

Teorema de Costakis-Sambarino. Existe un conjunto Gδ-denso G⊆ H(C) tal que

G⊆
⋂

α∈C\{0}
HC(Tα).

A la misma conclusión llegan los autores anteriores para el Teorema de Maclane referente a los ope-
radores de diferenciación.

Teorema de Costakis-Sambarino. Existe un conjunto Gδ-denso G⊆ H(C) tal que

G⊆
⋂

α∈C\{0}
HC(Dα),

donde, para cadaα ∈ C \ {0}, el operador Dα : H(C) → H(C) viene dado por la igualdad
Dα( f )(z) = α f ′(z) para todo z∈ C.

Si denotamos porMk, parak∈ N, el conjunto de todas las funciones enteras cuyak-ésima potencia es
hipercíclico para el operador de diferenciaciónD, es decir, si

Mk =
{

f ∈ H(C) : f k ∈ HC(D)
}
,
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entoncesMk es unGδ-denso enH(C) y, entonces, por el Teorema de Categoría de Baire,
⋂∞

k=1Mk es
también unGδ-denso deH(C) (véase, [15]).

Muchas otras situaciones concernientes a la residualidad de vectores hipercíclicos pueden ser con-
sultadas en [193], [192] y las referencias allí citadas. Porejemplo, Abakumov y Gordon [3], dando
respuesta a un problema planteado por Salas [394], han demostrado la existencia de vectores hipercícli-
cos comunes enℓ2 para la familia no numerable{λB : |λ| > 1}, dondeB es el operador de Rolewicz
(unilateral backward shift) actuando sobreℓp, 1≤ p < ∞. Por otro lado, Bayart [36] demuestra que
la familia no numerable{λT : |λ| > 1}, posee un vector hipercíclico común, dondeT = M∗

φ es el

adjunto de un operador multiplicación sobre el espacio de Hardy H2(D) por una función internaφ.
Recordemos que sif es una función analítica sobre el disco unitarioD con φ(D) ⊆ D, entonces la
ecuaciónCφ( f ) = f ◦φ define un operador de composiciónCφ sobre el espacioH(D). Aunque Bayart
[36] ha demostrado que los operadores de composición invertibles sobre el espacio de HardyH2(D)
no admiten un vector hipercíclico común, sin embargo, E. Gallardo Gutiérrez y J. R. Partington [169]
demuestran que:

Teorema. Seaφ una función interna tal queφ(0) = 0 y φ distinta de la función identidad. Entonces la
familia {λC∗

φ : |λ|> 1} actuando sobre H20(D) = { f ∈ H2(D) : f (0) = 0} posee un conjunto residual
de vectores hipercíclicos comunes.

Finalizamos esta sección haciendo mención sobre el siguiente hecho. Uno de los criterios más práctico
para determinar si un operador dado es hipercíclico es el “Criterio de Hiperciclicidad”. Quien primero
lo aisló fue C. Kitay en [266] y se expresa del siguiente modo:

Teorema 2.2.148 (Criterio de Hiperciclicidad). Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach separable de di-
mensión infinita y sea T∈ L(X). Suponga que existen conjuntos densos D1 y D2 en X y una sucesión
creciente(nk)

∞
k=1 de enteros positivos tal que:

(1) ĺım
k→∞

Tnk(z) = 0 para todo z∈ D1, y

(2) para cada z∈ D2, existe una sucesión(xk)
∞
k=1 en X tal que

ĺım
k→∞

xk = 0 y ĺım
k→∞

Tnk(xk) = z.

Entonces T es hipercíclico.

Otra formulación equivalente al Criterio de Hiperciclicidad dado por Godefroy-Shapiro en ([187],
Theorem 3.2) es el siguiente:

Teorema 2.2.149 (Condición de los tres conjuntos abiertos). Sea T un operador definido sobre un
espacio de Banach(X,‖·‖). Suponga que para cualesquiera dos conjuntos abiertos no vacíos U,V y
para cualquier entorno abierto del origen W, existe un entero positivo n tal que

Tn(U)∩W 6=∅ y Tn(W)∩V 6=∅.

Entonces T es hipercíclico.

Recordemos que siX es un espacio de Banach, entonces la suma directaX
⊕

X se define como el
conjunto de todos los puntosz que pueden ser representados de manera única en la formaz= x+ y
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conx,y∈ X. Escribiremosx⊕ y en lugar dez. X
⊕

X resulta ser un espacio de Banach con la norma
‖x⊕y‖ = ‖x‖+ ‖y‖. Si T ∈ L(X), entonces el operadorT

⊕
T : X

⊕
X → X

⊕
X se define por

T
⊕

T(x⊕ y) = Tx⊕Ty para todox,y ∈ X. Es un hecho no trivial, aunque no difícil de probar, que
si un operador lineal acotado T definido sobre X satisface el Criterio de Hiperciclicidad, entonces
el operador T

⊕
T es hipercíclico. En [51], J. Bès y A. Peris demuestran el recíproco:si T

⊕
T es

hipercíclico, entonces T satisface el Criterio de Hiperciclicidad.

El siguiente problema, originalmente propuesto por Domingo Herrero en [214] en la formaT
⊕

T ha
sido considerado como una de las cuestiones más interesantes en Dinámica Lineal.

Problema DH. Sean X un espacio de Fréchet separable y T un operador lineal acotado sobre X.
Si T es hipercíclico, ¿satisface T el Criterio de Hiperciclicidad? De modo equivalente,¿ es T

⊕
T

hipercíclico siempre que T lo es?.

Muy recientemente, M. De La Rosa y C. Read [114] han demostrado que el Problema DH posee una
respuesta negativa al construir un espacio de BanachX y un operador hipercíclicoT ∈ L(X) tal que
T
⊕

T no es hipercíclico, es decir, tal queT no satisface el Criterio de Hiperciclicidad. Más ejemplos
sobre operadores hipercíclicos que no satisfacen el Criterio de Hiperciclicidad puede ser consultado
en [40].

2.2.26. ‖ ◮ Abundantes bases ortonormales

El objetivo de esta sección consistirá en demostrar, vía el Teorema de Categoría de Baire, la abundancia
de bases ortonormales en la esfera unitaria de cualquier espacio de Hilbert separable de dimensión infinita,
un resultado probado por Richard Mercer en [306].

En lo que sigueH denotará un espacio de Hilbert sobre el cuerpo de los númeroscomplejos, separable y
de dimensión infinita. Como siempre, el producto interno enH será denotado por〈u,v〉 para todou,v∈ H,
mientras que la norma asociada a dicho producto interno la denotaremos por‖u‖ = 〈u,u〉1/2. La esfera
unitaria enH será denotada porS1 en lugar deSH. Así,S1 =

{
v∈H : ‖v‖= 1

}
. Un conjuntoO =

{
ui : i ∈ I

}

de vectores enH se llamaortonormal si

〈ui ,u j〉 = 0, para todoi, j ∈ I , i 6= j, y

‖ui ‖ = 1, para todoi ∈ I .

Dos conjuntosA y B enH se dice que sonortogonales, en notaciónA⊥ B, si 〈a,b〉 = 0 para todoa∈ A y
todob∈ B. Para cada subconjuntoA deH, el complemento ortogonaldeA, denotado porA⊥, se define por
A⊥ =

{
v∈ H : 〈u,v〉 = 0 para todo u∈ A

}
.

Definición 2.2.37. Una sucesiónB =
{

vn : n = 1,2, . . .
}

de vectores ortonormales enH se llama unabase
ortonormal paraH si cada v∈ H se puede expresar de modo único en la forma v= ∑∞

n=1〈v,vn〉vn.

Observe que, por la desigualdad de Bessel,∑∞
n=1 |〈v,vn〉|2 < ∞. Es fácil establecer que siB es una suce-

sión ortonormal de vectores enH, entoncesB es una base ortonormal paraH si, y sólo si, H = [B].
Recordemos que elproceso de Gram-Schimdtestablece que toda sucesión

{
un : n ∈ N

}
de vectores

linealmente independientes enH genera una sucesión
{

vn : n = 1,2, . . .
}

de vectores ortonormales enH tal
que[{u1,u2, . . . ,un}] = [{v1,v2, . . . ,vn}], para todon∈N.

Un hecho conocido e interesante referente a la existencia debases ortonormales es cuando se tiene un
subespacio lineal denso en el espacio de Hilbert.
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Lema 2.2.30. Todo espacio de HilbertH (separable y de dimensión infinita) posee una base ortonormal.
Más aun, si F es un subespacio lineal denso enH, entonces F contiene una base ortonormal.

Prueba.Ya queH es separable, podemos escoger un subconjunto numerableD =
{

xn ∈ H : n = 1,2, . . .
}

que sea norma-denso enH. Defina

(a) u1 = x1, y

(b) parak≥ 2, seauk el primer elementoxnk enD tal queuk 6∈ [{u1,u2, . . . ,uk−1}].

Por construcción,
{

un : n∈N
}

es un conjunto de vectores linealmente independientes enH satisfaciendo

[{u1,u2, . . . ,uk}] = [{x1,x2, . . . ,xnk}], para todok∈ N,

lo que a su vez conduce a que
[{

un : n∈ N
}]

=
[{

xn : n∈ N
}]

= X. Aplicando el proceso de Gram-
Schimidt a la sucesión

{
un : n∈ N

}
, se obtiene una nueva sucesión

{
vn : n = 1,2, . . .

}
de vectores ortonor-

males enH tal que

[{u1,u2, . . . ,un}] = [{v1,v2, . . . ,vn}], para todon∈ N,

y así, [{
vn : n∈ N

}]
=
[{

un : n∈N
}]

=
[{

xn : n∈ N
}]

= X.

De la observación dada anteriormente se tiene queB =
{

vn : n = 1,2, . . .
}

es una base ortonormal paraH.
Supongamos ahora queF es un subespacio lineal denso enH y seaD =

{
xn : n = 1,2, . . .

}
un subcon-

junto denso enF, el cual podemos suponer, por la primera parte, que es linealmente independiente. Entonces
D también es denso enH y podemos aplicar de nuevo el proceso de Gram-Schimdt aD para obtener el
resultado deseado. �

Definamos

S∞
1 =

∞

∏
n=1

Sn
1

dondeSn
1 := S1 = {v∈H : ‖v‖ = 1} para todon∈N. Puesto queS1 es un espacio métrico completo, resulta

queS∞
1 también es un espacio métrico completo con la métricaρ definida por

ρ(u,v) =
∞

∑
n=1

‖un−vn‖
2n ,

dondeu = (un)
∞
n=1 y v = (vn)

∞
n=1 son elementos deS∞

1 . Sea(uk)
∞
k=1 una sucesión enS∞

1 , donde para cada
k ∈ N, uk = (ukn)

∞
n=1. Si (uk)

∞
k=1 converge au en la métricaρ, entonces de la definición deρ se sigue que

(ukn)
∞
k=1 converge en la norma aun enS1 para cadan∈ N. Sea

SO(H) =
{

u ∈ S∞
1 : u = (un)

∞
n=1 es una sucesión ortonormal enH

}
.

Por lo que acabamos de decir, SO(H) es un subconjunto cerrado de(S∞
1 ,ρ) y, por consiguiente, un espacio

métrico completo. Para cadan∈N, seaπn : S∞
1 → S1 la n-ésima proyección canónica dada porπn(u) = un.

Lema 2.2.31. La restricciónπn|SO(H) : SO(H) → S1 es una aplicación continua, abierta y sobreyectiva.
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Prueba.Lo único que necesita demostración es que dicha aplicación es abierta. SeaU un subconjunto abier-
to no vacío de SO(H) y seau∈U . EntoncesU contiene una bola abierta con centrou, digamos,Uρ(u,ε)⊆U
para algúnε > 0. Puesto queS1 es separable, las bolas abiertas con centro en todos los puntos de un subcon-
junto denso numerable deS1 y radioε forman un cubrimiento numerable por abiertos de dicho espacio. Esto
nos permite elegir un vectorv∈ S1 para el cual‖un−v‖ < ε. Afirmamos que existe un vector

v ∈ SO(H)∩Uρ(u,ε) tal que vn = v.

SeaP el plano determinado por los vectoresun y v, y seaθ el ángulo entre los vectoresun y v. SeaP⊥ el
complemento ortogonal deP, es decir,P⊥ = {x∈ H : 〈x,y〉 = 0 para todoy∈ P}. DefinaT por

T(x) =

{
eiθx, si x∈ P

x si x∈ P⊥.

Si ahora definamosv = (vk)
∞
k=1 pidiendo quevk = T(uk) parak = 1,2, . . ., resultará quev ∈ SO(H) y,

además,vn = v. Ya que‖vk−uk‖< ε para todok∈N, entoncesρ(u,v) < ε. Esto prueba nuestra afirmación.
Finalmente, puesto queπn(v) = v, tenemos que

U‖·‖(un,ε) ⊆ πn
(
SO(H)∩Uρ(u,ε)

)
⊆ πn(U),

lo cual dice queπn|SO(H) es abierta. �

Teorema 2.2.150 (Mercer).SeaH un espacio de Hilbert separable y de dimensión infinita. Suponga que
D es un conjunto de S1 que además es un Gδ-denso en S1. Entonces

S(D) =
{

u ∈ SO(H) : un ∈ D para cadan∈ N
}

es un Gδ-denso enSO(H).

Prueba.Para cadan∈ N, defina el conjuntoSn(D) por Sn(D) =
{

u ∈ SO(H) : un ∈ D
}

. Entonces

S(D) =
∞⋂

n=1

Sn(D).

Por los Lemas 2.2.31 y 1.8.2, el conjuntoSn(D) =
(
πn|SO(H)

)−1
(D) es unGδ-denso y, de nuevo, por el

Teorema de Categoría de Baire, S(D) es unGδ-denso en SO(H). �

Recordemos que un operador (= lineal continuo)P : H → H se dice que es unaproyección ortogonal
si P2 = P y 〈Px,y〉 = 〈x,Py〉, para todox,y∈ X. Notemos que, en este caso,‖P ‖ = 1 siempre queP 6= 0.

El siguiente resultado importante, y que forma parte del folklore, será demostrado en la próxima sección.
Aquí, T(H) representa la imagen del operadorT : H → H, mientras que Ker(T) es el kernel o espacio nulo
deT. Algunas veces escribiremos Img(T) o Rang(T) en lugar deT(H).

Teorema C. SiM es cualquier subespacio lineal cerrado deH, entoncesH = M
⊕

M⊥. Más aun,
existe una proyección ortogonal P sobreM tal queImg(P) = M y Ker(P) = M⊥.

Usando elTeorema Ces fácil deducir el siguiente resultado:
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Hecho 1. Cada base ortonormalu = (un)
∞
n=1 ∈ SO(H) tiene asociada una sucesión creciente

(Mn)
∞
n=1 de subespacios lineales de dimensión finita y una sucesión(Pn(u))∞

n=1 de proyecciones
ortogonales tales que

Pn(u)(H) = Mn para todon∈N y ĺım
n→∞

‖Pn(u)v−v‖ = 0 para todov∈ H.

En efecto, para cadan ∈ N, seaMn el subespacio lineal (de dimensión finita y, por consiguiente,
cerrado enH) generado por los vectores{u1,u2, . . . ,un}. El Teorema Cgarantiza la existencia una
proyección ortogonalPn(u) sobreMn. Puesto que

⋃∞
n=1Mn = [{u1,u2, . . .}] = H, y como cualquier

v∈ H se puede representar en la formav = ∑∞
k=1〈v,uk〉uk, resulta que

Pn(u)v =
n

∑
k=1

〈v,uk〉uk → v,

cuandon→ ∞. �

Lema 2.2.32. Seau = (un)
∞
n=1 ∈ SO(H). Entoncesu es una base ortonormal si, y sólo si, para cada v∈ S1

existe un n∈N tal que‖Pn(u)v‖ > 1/2.

Prueba.Supongamos queu es una base ortonormal y sean(Mn)
∞
n=1 y (Pn(u))∞

n=1 las sucesiones de sub-
espacios lineales de dimensión finita y de proyecciones ortogonales respectivamente, asociadas a la base
ortonormalu. Por elHecho 1se sigue que

ĺım
n→∞

‖Pn(u)v−v‖ = 0 para todov∈ S1.

En particular,
ĺım
n→∞

‖Pn(u)v‖ = ‖v‖ = 1 para todov∈ S1.

Tomemos ahora cualquierv∈ S1 y escojamos unn∈ N lo suficientemente grande de modo que se cumpla
que‖Pn(u)v‖ > 1/2.

Recíprocamente, supongamos queu no es una base ortonormal. Entonces[{u1,u2, . . .}] 6= H y puesto
que

⋃∞
n=1Mn ⊆ [{u1,u2, . . .}] podemos determinar unv∈H tal quev 6∈⋃∞

n=1Mn pero conv⊥ [{u1,u2, . . .}].
Un llamado alTeorema Cnos revela quePn(u)v = 0 para todon∈N. Esto termina la prueba. �

Lema 2.2.33. Si (uk)
∞
k=1 es una sucesión enSO(H) la cual converge en la métricaρ a v, entonces para

cada n∈N, la sucesión(Pn(uk))
∞
k=1 converge en la norma operador a Pn(v) cuando k→ ∞, esto es,

ĺım
k→∞

‖Pn(uk)−Pn(v)‖ = 0.

Prueba.Para cadak∈N, seauk = (ukn)
∞
n=1 y pongamosv= (vn)

∞
n=1. Supongamos que ĺımk→∞ ρ(uk,v) = 0.

Entonces, para cualquierf ∈ S1, se cumple que

‖Pn(uk) f −Pn(v) f ‖ =

∥∥∥∥∥
n

∑
m=1

〈 f ,ukm〉ukm−
n

∑
m=1

〈 f ,vm〉vm

∥∥∥∥∥

≤
n

∑
m=1

(
‖〈 f ,ukm−vm〉ukm‖ + ‖〈 f ,vm〉(ukm−vm)‖

)

≤
n

∑
m=1

2‖ukm−vm‖ ≤
n

∑
m=1

2·2n‖ukm−vm‖
2m

≤ 2n+1ρ(uk,v).
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De esto se sigue que, para cadan∈ N,

‖Pn(uk)−Pn(v)‖ = sup
{
‖Pn(uk) f −Pn(v) f ‖ : f ∈ S1

}
≤ 2n+1 ·ρ(uk,v),

el cual converge a cero cuandok→ ∞. �

Denotemos por BO(H) el conjunto de todas las bases ortonormales en SO(H). He aquí el resultado
principal de esta sección.

Teorema 2.2.151 (Mercer).BO(H) es un Gδ-denso en(SO(H),ρ).

Prueba.En primer lugar vamos a demostrar que BO(H) es denso en SO(H). Seau ∈ SO(H) y seaUρ(u,ε)
cualquier bola abierta en SO(H) con centro enu y radioε > 0. Escojamos un enteroN tal que 1/2N−1 < ε.
Entonces, cadav ∈ SO(H) satisfaciendo quevk = uk parak = 1, . . . ,N pertenece aUρ(u,ε) ya que

ρ(u,v) =
∞

∑
k=1

‖vk−uk‖
2k =

∞

∑
k=N+1

‖vk−uk‖
2k ≤

∞

∑
k=N+1

2
2k =

1
2N−1 < ε,

Seav = (vk)
∞
k=1 cualquier base ortonormal que extienda al sistema{u1, . . . ,uN}, es decir, tal quevk = uk para

k = 1, . . . ,N. Entonces BO(H)∩Uρ(u,ε) 6=∅ por lo que BO(H) es denso en SO(H).
Nos queda por demostrar que BO(H) es unGδ. Sea( fm)∞

m=1 un conjunto denso numerable enS1. Afir-
mamos que BO(H) =

⋂∞
m=1 Gm, dondeGm =

{
v∈SO(H) : ‖Pn(v) fm‖> 1

2 para algúnn∈N
}

. En efecto, si
v ∈ BO(H), entonces por el Lema 2.2.32 se tiene quev ∈ Gm para todom∈N, con lo cual queda demostra-
do que BO(H) ⊆ ⋂∞

m=1Gm. Para demostrar la otra dirección, suponga quev ∈ ⋂∞
m=1Gm. Si v 6∈ BO(H)

podemos elegir, haciendo de nuevo uso del Lema 2.2.32, un vector f ∈ S1 tal quePn(v) f = 0 para todo
n∈ N. Siendo la sucesión( fm)∞

m=1 densa enS1, se puede escoger unm∈ N tal que‖ fm− f ‖ < 1/4 y, en
consecuencia,

‖Pn(v) fm‖ = ‖Pn(v) fm−Pn(v) f ‖ ≤ ‖Pn(v)‖‖ fm− f ‖ <
1
4
,

para todon ∈ N, lo que nos dice quev no puede estar en
⋂∞

m=1Gm. Esta contradicción establece que⋂∞
m=1Gm ⊆ BO(H).

Para finalizar la demostración de nuestra afirmación sólo resta por ver que cada conjuntoGm es abierto
en SO(H). Pero comoGm =

⋃∞
n=1 Gmn, dondeGmn=

{
v∈SO(H) : ‖Pn(v) fm‖> 1

2

}
, entonces es suficiente

demostrar que cadaGmn es abierto en SO(H) o, equivalentemente, que su complemento es cerrado. Fijemos
m,nenN y suponga que(vk)

∞
k=1 es una sucesión en SO(H)\Gmnconvergiendo, en la métricaρ, av∈SO(H).

Puesto quevk ∈ SO(H)\Gmn para todok∈ N, entonces se cumple que‖Pn(vk) fm‖ ≤ 1
2. Por otro lado, por

el Lema 2.2.33,Pn(vk) converge en la norma operador aPn(v), de donde se sigue que‖Pn(v) fm‖ ≤ 1
2. Esto

prueba quev ∈ SO(H) \Gmn por lo que SO(H) \Gmn es cerrado en SO(H). Esto termina la prueba de
nuestra afirmación y con ello la demostración del teorema. �

Teorema 2.2.152 (Mercer).Sea D un subconjunto Gδ-denso en S1. Entonces existe una base ortonormal
paraH contenida en D. De hecho, el conjunto

G =
{

u = (un)
∞
n=1 ⊆ D : u ∈ BO(H)

}

es un Gδ-denso enSO(H).
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Prueba.Por el Teorema 2.2.150, el conjunto S(D) =
{

u ∈ SO(H) : un ∈ D para cadan∈ N
}

es unGδ-
denso en SO(H). Más aun, BO(H) es también unGδ-denso en SO(H) gracias al Teorema 2.2.151. El
Teorema de Categoría de Baire nos revela queG = S(D)∩BO(H) es unGδ-denso en SO(H). �

Es importante destacar que en el teorema anterior, la condición de que el conjuntoD sea unGδ no se
puede eliminar. En efecto

Ejemplo 2.2.1. Existe un subconjunto D0, denso en S1, que no contiene bases ortonormales.

Prueba.Nuestro objetivo será construir, vía inducción, un conjunto denso numerableD0 que no es base
ortonormal paraH. Sea(Un)

∞
n=1 una base numerable para la topología deS1. Asuma que los vectores

vi ∈ Ui , i = 1,2, . . . ,n− 1 han sido seleccionados. Puesto que los subespacios linealesHi = [{vi}]⊥, para
i = 1,2, . . . ,n− 1 son cerrados y propios, ellos son nunca-densos enH (Ejemplo 8.2, página 212) y, en
consecuencia, sus intersecciones conS1 siguen siendo nunca-densos enS1. ComoS1 es un espacio métrico
completo, el Teorema de Categoría de Baire nos garantiza que

n−1⋃

i=1

(
S1∩Hi

)
$ S1.

Elijamos entoncesvn ∈Un \
⋃n−1

i=1

(
S1∩Hi

)
. Afirmamos que el conjuntoD0 =

{
vn : n = 1,2, . . .

}
es denso

enS1 pero no es una base ortonormal paraH. En efecto, es claro queD0 es denso enS1 ya que la sucesión
(Un)

∞
n=1 es una base numerable para la topología deS1. Por otro lado, para todok 6= l , 〈vk,vl 〉 6= 0, lo cual

nos dice que el conjuntoD0 no puede ser una base ortonormal paraH. �

2.2.27. ‖ ◮ Abundantes operadores diagonales e irreducibles

En esta sección abordaremos, entre otras, la demostración de un resultado de C. K. Fong [162] el cual
establece que los operadores diagonales constituyen un conjunto residual en el espacio de los operadores
normales definidos sobre un espacio de Hilbert complejo, separable y de dimensión infinitaH, y también de
un resultado de P. R. Halmos [203] que dice que los operadoresirreducibles forman un conjunto residual en
la norma-topología deL(H).

Para alcanzar tales objetivos es necesario recordar algunas definiciones y ciertos resultados sobre los
operadores lineales acotados sobreH. Comencemos por fijar un espacio de Hilbert complejo, separable y de
dimensión infinitaH cuya norma viene dada por‖x‖ = 〈x,x〉1/2 para todox∈ H, siendo〈·, ·〉 el producto
escalar en dicho espacio. La bola unitaria cerrada deH será denotada como siempre porBH := {x ∈ H :
‖x‖ ≤ 1}, mientras que su esfera unitaria la escribiremos comoSH := {x∈ H : ‖x‖ = 1}.

El Teorema de Representación de Riesz para funcionales lineales acotados sobreH establece que:
para cada funcional lineal acotado x∗ ∈ H∗, existe un único vector y∈ H tal que

x∗(x) = 〈x,y〉

para todo x∈ H y se cumple, además, que‖x∗ ‖ = ‖y‖.

Este hecho permite identificar isométricamente aH con su dualH∗ y, por consiguiente, la convergencia
débil enH se expresa del modo siguiente: una sucesión(xn)

∞
n=1 converge débilmentea unx∈ H si

ĺım
n→∞

〈xn,y〉 = 〈x,y〉

para todoy∈ H. De aquí resulta que todo espacio de Hilbert es reflexivo y, enconsecuencia, las topologías
débil y débil-∗ coinciden sobreH∗. Se sigue del Teorema de Banach-Alaoglu que:
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Corolario 2.2.44. SeaH un espacio de Hilbert. Entonces BH, la bola unitaria cerrada deH, es débilmente
compacta.

Como antes,L(H) denotará el espacio de Banach de todos los operadores (= transformaciones lineales
acotadas)T : H → H, provisto de la norma uniforme de operadores‖T ‖op = sup{‖Tx‖ : ‖x‖ = 1}. De
nuevo, escribiremos‖T ‖ como una abreviación de‖T ‖op cuando no exista ningún vestigio de confusión
en la notación. En lo que sigueI denotará el operador identidad sobreH y 0 el operador nulo. Un elemento
T ∈ L(H) se llama unoperador escalarsi T = λI para algúnλ ∈ C.

El Teorema de Representación de Riesz para funcionales bilineales-conjugados acotados sobre el
producto H×H afirma que:a cada funcional bilineal-conjugado acotadoϕ : H×H → C le corresponde
un único operador Tϕ ∈ L(H) tal que

ϕ(x,y) = 〈Tϕx,y〉
para todo x,y∈ H.

Recordemos queϕ : H×H → C es un funcional bilineal-conjugado acotado si él es lineal en la primera
variable, lineal-conjugado en la segunda variable y existeuna constante no negativac tal que |ϕ(x,y)| ≤
c‖x‖‖y‖ para todox,y∈ H. De éste resultado y la identidad de polarización se sigue que siS,T ∈ L(H)
y 〈Sx,x〉 = 〈Tx,x〉 para todox∈ H, entoncesS= T.

Se sabe que, para cada operadorT ∈ L(H), existe un único operadorT∗ ∈L(H), llamado eladjunto de
T, tal que

〈Tx,y〉 = 〈x,T∗y〉 para todox,y∈ H.

Además, se cumple que

(a) (aT +bS)∗ = aT∗ +bS∗,

(b) (TS)∗ = S∗T∗,

(c) (T∗)∗ = T,

(d) ‖T∗T ‖ = ‖T ‖2,

(e) ‖T ‖ = ‖T∗ ‖.

Un operadorT ∈ L(H) se dice que es

(a) Autoadjunto si T = T∗.

(b) Normal si TT∗ = T∗T.

(c) Unitario si TT∗ = T∗T = I , dondeI es el operador identidad.

Observe que cadaT ∈ L(H) se puede escribir de modo único en la formaT = A1+ iA2, donde

A1 =
T +T∗

2
y A2 =

T −T∗

2i

son operadores autoadjuntos. Además,T es normal si, y sólo si,A1A2 = A2A1. A los operadoresA1 y A2 se
les llama, respectivamente, laparte real y la parte imaginaria deT.

Se puede demostrar que un operadorT ∈L(H) es autoadjunto si, y sólo si,〈Tx,x〉 ∈R para todox∈H.
Esta feliz circunstancia permite definir un orden parcial sobreAdj(H), el conjunto de todos los operadores
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autoadjuntos sobreH, del modo siguiente: Un operador autoadjuntoT ∈ L(H) se diceno-negativo, y se
denota porT ≥ 0, si〈Tx,x〉 ≥ 0 para todox∈ H. Así, siT,S∈ Adj(H) entonces

S≤ T significa que T −S≥ 0,

esto es,〈Sx,x〉 ≤ 〈Tx,x〉 para todox ∈ H. Observe queTT∗ y T∗T son operadores autoadjuntos no-
negativos. El siguiente resultado es fácil de demostrar y sedeja como ejercicio al lector.

Lema 2.2.34. Sea A∈ L(H). Son equivalentes:

(a) 0≤ A≤ I.

(b) 0≤ A y ‖A‖ ≤ 1.

(c) A = A∗ y A2 ≤ A.

‖ ◮ Topologías sobreL(H).

SobreL(H) existen varias topologías interesantes. En esta sección sólo nos interesa recordar las tres
siguientes:

(1) Topología uniforme de operadores. La topología uniforme de operadores es la topología generada por
la métrica-norma, esto es, la topología generada por las bolas abiertasU(T, r) = {S∈ L(H) : ‖S−T ‖ < r}
conT ∈ L(H) y r > 0 variando. A esta topología la denotaremos porτuo Así, una sucesión de operadores
(Tn)

∞
n=1 enL(H) se dice que converge aT ∈ L(H) en lanorma uniforme, o simplemente en lanorma de

L(H), si

ĺım
n→∞

‖Tn−T ‖ = 0.

La notaciónTn
‖·‖−→ T, o T = τuo− ĺımn→∞ Tn también será usada.

(2) Topología fuerte de operadores. Otra de las topologías interesantes que se pueden definir sobreL(H),
que en la literatura sobre el tema se conoce con el nombre detopología fuerte de operadores, se define
declarando los entornos básicos de cualquier operadorT0 ∈ L(H) como:

V(T0;x1, . . . ,xn;ε) =
{

T ∈ L(H) : ‖(T −T0)xi ‖ < ε, i = 1,2, . . .n
}

para cualquiern ∈ N, cualquier conjunto finito{x1, . . . ,xn} ⊂ H y cualquierε > 0. A esta topología la
denotaremos porτsot o escribiremos la SOT-topología. Así, una sucesión de operadores(Tn)

∞
n=1 enL(H) se

dice queconverge en la topología fuerte de operadoresa T ∈ L(H), si para cadax∈ H, la sucesión de
vectores(Tnx)∞

n=1 converge en la norma deH al vectorTx, es decir,

ĺım
n→∞

‖Tnx−Tx‖ = 0, para todox∈ H,

lo que también será expresado en la formaTn
sot−→ T, o por T = τsot− ĺımn→∞ Tn.

Una consecuencia inmediata del Principio de Acotación Uniforme es el siguiente:
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L(H) esτsot-completo. Esto quiere decir que si(Tn)
∞
n=1 es una sucesión enL(H) tal que(Tnx)∞

n=1
es de Cauchy para cada x∈ H, entonces existe T∈ L(H) tal que T= τsot− ĺımn→∞ Tn.

Prueba.Puesto que(Tnx)∞
n=1 es de Cauchy para cadax∈ H y ya queH es completo, resulta que

ĺımn→∞ Tnx existe para cadax∈ H y entonces la aplicaciónT dada porTx= ĺımn→∞ Tnx está bien
definida y es lineal. La siguiente desigualdad, válida para cualquierx∈ H,

‖Tx‖ ≤ ‖Tnx−Tx‖+‖Tnx ‖ ≤ ‖Tnx−Tx‖+‖Tn ‖‖x ‖

acompañada con el Principio de Acotación Uniforme (supn‖Tn‖ < +∞) revelan queT ∈ L(H). �

(3) Topología débil de operadores. Para cada par de vectoresx,y∈ H, definamos el funcional linealωx,y :
L(H) → C por

ωx,y(T) = 〈Tx,y〉
para todoT ∈L(H). La topología débil de operadoressobreL(H), en notaciónτwot, es la que posee como
base de entornos a la familia de los conjuntos de la forma

V(S;ωx1,y1, . . . ,ωxn,yn;ε) =
{

T ∈ L(H) :
∣∣〈(T −S)x j ,y j〉

∣∣< ε, j = 1, . . . ,n
}
,

dondeε > 0 y x1, . . . ,xn,y1, . . . ,yn ∈H conn∈N y S∈L(H). Se sigue de ésta definición que una sucesión
de operadores(Tn)

∞
n=1 enL(H) converge en la topología débil de operadoresa T ∈ L(H), si para cada

x∈ H, la sucesión de vectores(Tnx)∞
n=1 converge en la topología débil deH a Tx, esto significa que, para

cadax,y∈ H,
ĺım
n→∞

〈Tnx,y〉 = 〈Tx,y〉.

Cuando esta convergencia ocurra escribiremosTn
wot−−→ T o tambiénT = τwot− ĺımn→∞ Tn.

Observe que, si para un par de vectoresx,y∈ H y operadoresT,T0 ∈ L(H) se cumple la desigualdad

‖(T −T0)x‖ < ε(1+‖y‖)−1, entonces |〈(T −T0)x,y〉| < ε.

Esto nos revela que cada conjunto abierto relativo a laτwot-topología es abierto relativo a laτsot-topología,
lo que se traduce diciendo que la topología débil de operadores es más débil que la topología fuerte de
operadores.

Para evitar cualquier grado de confusión con las notacionesde las topologías débiles, a la topología débil
deH la denotaremos simplemente porω.

L(H) es τwot-completo. Esto significa que si(Tn)
∞
n=1 es una sucesión enL(H) tal que

(〈Tnx,y〉)∞
n=1 es de Cauchy para cada x,y ∈ H, entonces existe un operador T∈ L(H) tal que

T = τwot− ĺımn→∞ Tn.

Prueba.Fijemosx∈H. Puesto que(〈Tnx,y〉)∞
n=1 es de Cauchy enC para caday∈H, la completi-

tud deC nos asegura que ĺımn→∞〈Tnx,y〉 existe para todoy∈ H. PongamosTx= ω− ĺımn→∞ Tnx
para todox ∈ H, donde la convergencia es en la topología débil deH. Puesto que losTn son
operadores lineales,T también es lineal. Siendo(Tnx)∞

n=1 una sucesión débilmente convergente
ella resulta ser norma-acotada y el Principio de Acotación Uniforme nos garantiza entonces que
supn‖Tn‖= M < +∞. Combinando estos resultados con el hecho de que las bolas norma-cerradas
enH sonω-cerradas (Teorema de Mazur), podemos concluir que, para cadax∈ H

‖Tx‖ ≤
∥∥∥ω− ĺım

n→∞
Tnx
∥∥∥ ≤ sup

n∈N

‖Tnx‖ ≤ M ‖x‖ ,

y, así,T ∈ L(H). �
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Si bien es cierto queL(H) provisto de la topología fuerte de operadores nunca es metrizable (recuerde
que estamos asumiendo que dim(H) = +∞), resulta que todos los subconjuntos acotadosL(H) si lo son. De
hecho, ellos también son metrizables en la topología débil de operadores.

Lema 2.2.35. Las topologíasτsot y τwot son metrizables sobre subconjuntos acotados deL(H).

Prueba.La separabilidad deH nos permite seleccionar un conjunto denso numerableD = {xn ∈S1 : n∈N},
dondeS1 representa la esfera unitaria deH. Si T,S∈ L(H), definamos

ds(T,S) =
∞

∑
n=1

‖(T −S)xn‖
2n y dω(T,S) =

∞

∑
n,m=1

∣∣〈(T −S)xn,xm〉
∣∣

2n+m .

La densidad del conjuntoD nos garantiza queds y dω son, efectivamente, métricas sobreL(H). Más aun,
se puede verificar, sin mucha dificultad, que ellas definen lastopologíaτsot y τwot, respectivamente, sobre
subconjuntos acotados deL(H). �

Otro resultado que se puede demostrar es el siguiente (véase, por ejemplo, [142], Theorem 4, p. 476):

Teorema 2.2.153.Si F : L(H) → C es un funcional lineal, entonces son equivalentes:

(1) F esτsot-continuo.

(2) F esτwot-continuo.

Combinando el resultado anterior con el Teorema de Mazur, seobtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.2.45. Si C es un subconjunto convexo deL(H), entonces

C
τsot = C

τwot.

En lo que sigue, la bola unitaria cerrada deL(H) será denotada porB(H)1, esto es,

B(H)1 :=
{

T ∈ L(H) : ‖T ‖ ≤ 1
}
.

Teniendo en cuenta queB(H)1 es un conjunto convexo yτsot-cerrado, entonces el Teorema 2.2.35 en com-
binación con el hecho de queL(H) esτsot-completo, nos garantiza que

(
B(H)1,τsot

)
es un espacio comple-

tamente metrizable.
Un aspecto interesante de la topología débil de operadoresτwot es que ella se comporta de modo muy

similar a laω∗-topología sobre el dualX∗ de cualquier espacio de BanachX en el siguiente sentido.

Teorema 2.2.154.La bola unitaria cerrada B(H)1 deL(H) esτwot-compacta.

Prueba.Para cadax,y∈ H, defina

Dx,y =
{

z∈ C : |z| ≤ ‖x‖‖y‖
}

Observe que siT ∈ B(H)1, entonces
∣∣〈Tx,y〉

∣∣ ≤ ‖T ‖‖x‖‖y‖ ≤ ‖x‖‖y‖, por lo que〈Tx,y〉 ∈ Dx,y para
todox,y∈ H. Por esta razón, la aplicación

Φ :
(
B(H)1,τwot

)
→
(
Φ(B(H)1),τp

)

que asigna a cadaT ∈ B(H)1 el puntoΦ(T) =
{
〈Tx,y〉 : x,y ∈ H

}
en el espacio productoΠx,y∈HDx,y, es

un homeomorfismo, dondeτp es la topología producto restringida aΦ(B(H)1). Puesto queDx,y es compacto
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para todo parax,y∈ H, el Teorema de Tychonoff nos asegura que
(
Πx,y∈HDx,y,τp

)
es un espacio compacto,

de donde resulta queΦ(B(H)1) seráτp-compacto si logramos demostrar que él esτp-cerrado. Veamos esto
último.

Seaϕ ∈ Φ(B(H)1)
τp

. Entonces cualquierτp-entorno deϕ, digamosVϕ, intersecta aΦ(B(H)1), lo cual
quiere decir que existe unT ∈ B(H)1 tal que

Φ(T) =
{
〈Tx,y〉 : x,y∈ H

}
∈Vϕ.

De lo anterior se deduce que cualesquiera seanx1,y1,x2,y2 enH, a∈ C y ε > 0 existeT ∈ B(H)1 tal que
para todoj,k = 1,2

∣∣aϕ(x j ,yk)−a〈Txj ,yk〉
∣∣< ε,

∣∣ϕ(x j ,yk)−〈Txj ,yk〉
∣∣< ε,

∣∣ϕ(ax1 +x2,y j)−〈T(ax1 +x2),y j〉
∣∣< ε,

∣∣ϕ(x j ,ay1 +y2)−〈Txj ,ay1 +y2〉
∣∣< ε.

De aquí se sigue que ∣∣ϕ(ax1 +x2,y1) − aϕ(x1,y1) − ϕ(x2,y1)
∣∣ < 3ε

y ∣∣ϕ(x1,ay1 +y2) − aϕ(x1,y1) − ϕ(x1,y2)
∣∣ < 3ε.

Así,
ϕ(ax1 +x2,y1) = aϕ(x1,y1) + ϕ(x2,y1)

y
ϕ(x1,ay1 +y2) = aϕ(x1,y1) + ϕ(x1,y2).

Además,|ϕ(x,y)| ≤ ‖x‖‖y‖ puesϕ(x,y) ∈ Dx,y. Esto prueba queϕ(·, ·) es un funcional bilineal-conjugado
sobreH acotado por 1. Por el Teorema de Representación de Riesz paratales funcionales, existe un operador
T0 ∈ L(H) tal que

ϕ(x,y) = 〈T0x,y〉 para todox,y∈ H.

Esto demuestra queϕ ∈ Φ(B(H)1) y, en consecuencia,Φ(B(H)1) es τp-cerrado. Por esto,Φ(B(H)1) es
τp-compacto y, puesto queΦ es un homeomorfismo, concluimos queB(H)1 esτwot-compacto. �

El Lema 2.2.35 y el resultado anterior garantizan entonces que
(
B(H)1,τwot

)
es un compacto metrizable.

En particular, un espacio métrico completo y separable. Másaun, toda bola cerrada de(L(H),‖·‖) esτwot-
compacta y metrizable.

‖ ◮ Proyección Ortogonal.

Sabemos que siM es cualquier subespacio lineal cerrado deH, entoncesH se puede descomponer en la
formaH = M

⊕
M⊥. Esto significa que todox∈ H se puede escribir de forma única comox = y+z, donde

y ∈ M y z∈ M⊥. Al subespacioM⊥ se le llama elcomplemento ortogonalde M. En general, siX es
un subespacio lineal cerrado deH y L es un subespacio lineal cerrado deX, entonces existe un subespacio
lineal cerradoX0 deX, llamado elcomplemento ortogonal deL con respecto aX, tal queX = L⊕X0.
A X0 lo escribiremos comoX0 = X⊖L. Una vez descompuesto el espacioH en la formaH = M

⊕
M⊥,

entonces podemos definir un operador linealP : H → H por Px= y, dondex = y+zcony∈ M y z∈ M⊥

y se cumple claramente queP2 = P.
Un operadorP ∈ L(H) se llama unaproyección ortogonal (sobre un subespacio lineal cerradoM de

H) si
P = P∗ y P2 = P.
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Es fácil ver que siP es una proyección ortogonal sobreM, entonces〈Px,x〉 = ‖Px‖2 para todox∈ H, es
decir,P es un operador positivo, y se cumple que‖P‖ = 1 si P 6= 0. Resulta también claro que siP es una
proyección ortogonal sobreM, entonces(I −P) también es una proyección ortogonal sobreM⊥ tal que
P(I −P) = (I −P)P = 0. En general, siP y Q son proyecciones ortogonales, entoncesPQ= 0 si, y sólo
si, sus rangos son ortogonales, esto es, Rang(P) ⊥ Rang(Q). En efecto, Rang(P) ⊥ Rang(Q) si, y sólo si,
〈Qx,Py〉 = 0 para todox,y∈ H, es decir, si, y sólo si,〈PQx,y〉 = 0 para todox,y∈H, lo cual equivale a que
PQ= 0.

Uno de los resultados importantes acerca de proyecciones ortogonales viene dado por el siguiente teore-
ma (véase, por ejemplo, [182], Theorem 14.9, p. 198).

Teorema 2.2.155 (Teorema de la Proyección).SeaH un espacio de Hilbert.

(1) Si P es una proyección ortogonal, entoncesRang(P) = {x ∈ H : Px= x} es cerrado y se cumple que
H = Rang(P)

⊕
Ker(P).

(2) Si M es cualquier subespacio lineal cerrado deH, entoncesH = M
⊕

M⊥ y existe una proyección
ortogonal P sobreM tal queRang(P) = M y Ker(P) = M⊥.

Prueba. (1). Suponga queP es una proyección ortogonal sobreH. EntoncesH = Rang(P)
⊕

Ker(P). Sean
x= Py∈Rang(P) y z∈ Ker(P). Entonces〈x,z〉 = 〈Py,z〉= 〈y,Pz〉= 0. Esto prueba que Rang(P)⊥ Ker(P)
y se sigue que Rang(P) = Ker(P)⊥, es decir, Rang(T) es cerrado. Es claro que Rang(P) = {x∈H : Px= x}.
(2). Es inmediata si se tiene en cuenta lo dicho en el párrafo anterior. �

El resultado anterior establece una correspondencia biunívoca entre el conjuntoProj(H) de todas las
proyecciones ortogonales sobreH y el conjuntoSub(H) de todos los subespacios lineales cerrados deH

que se expresa identificando cada proyección ortogonalP sobreH con un único subespacio lineal cerrado
M := Rang(P) deH y recíprocamente. Más aun, Ker(P) = M⊥ para talesP.

Teorema 2.2.156.SeanM1 y M2 subespacios lineales cerrados deH y suponga que P1 y P2 son las proyec-
ciones ortogonales sobre ellos. Son equivalentes:

(a) P1 ≤ P2,

(b) M1 ⊆ M2,

(c) P1P2 = P1.

Prueba. (a) ⇒ (b). Seax∈ M1. Entoncesx = P1x, de donde obtenemos que

〈x,x〉 = 〈P1x,x〉 ≤ 〈P2x,x〉 = ‖P2x‖2 .

De esto se deduce quex = P2x∈ M2. Las otras dos implicaciones se dejan como ejercicios. �

El teorema anterior permite reinterpretar el orden enProj(H) del modo siguiente: siP1,P2 ∈ Proj(H),
entonces

P1 ≤ P2 si, y sólo si, Rang(P1) ⊆ Rang(P2).

El siguiente resultado, que nos será de gran utilidad, establece que sucesiones monótonas de proyecciones
ortogonales siempre convergen en la topología fuerte de operadores.

Teorema 2.2.157.Sea(Pn)
∞
n=1 una sucesión monótona de proyecciones ortogonales sobreH. Entonces exis-

te una proyección ortogonal P sobreH tal que P= τsot− ĺımn→∞ Pn.
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Prueba.La demostración la haremos sólo para una sucesión no-decreciente (Pn)
∞
n=1 ya que si(Pn)

∞
n=1 es

no-creciente, entonces(I −Pn)
∞
n=1 es no-decreciente. Suponga entonces que(Pn)

∞
n=1 es una sucesión no-

decreciente de proyecciones ortogonales sobreH. Para cadan∈ N, seaMn = Rang(Pn). Por los Teoremas
2.2.155 y 2.2.156,(Mn)

∞
n=1 es una sucesión no-decreciente de subespacios lineales cerrados deH. Pongamos

M =
⋃∞

n=1Mn. EntoncesM es un subespacio lineal cerrado deH y, de nuevo, por los Teorema 2.2.155 y
2.2.156 existe una proyección ortogonalP sobreH tal quePn ≤P para todon= 1,2, . . .. Consideremos ahora
el subconjunto deH

M0 =

{
x = y+x0 : y∈

∞⋃

n=1

Mn, x0 ⊥ M

}
.

Puesto queH = M
⊕

M⊥, resulta queM0 es denso enH. Si x∈ M0, entoncesx = y+ x0, dondey ∈ Mn

para algúnn∈ N y x0 ⊥ M. Tomemos cualquierm≥ n. Entoncesy∈ Mm y comoPmx0 = 0 obtenemos que

Pmx = Pmy + Pmx0 = Pmy = y = Px.

Esto demuestra quePx= ĺımm→∞ Pmx para cualquierx∈ M0. Teniendo en cuenta que‖Pm‖ = 1 para todo
my queM0 es denso enH, se concluye quePx= ĺımm→∞ Pmx para cualquierx∈ H. �

Una consecuencia inmediata del Teorema 2.2.157, y que nos será de gran utilidad en lo sucesivo lo
constituye el siguiente:

Corolario 2.2.46. SeanH un espacio de Hilbert complejo, separable, de dimensión infinita, B = (en)
∞
n=1

un conjunto ortonormal enH, Mn = [{e1, . . . ,en}] el subespacio lineal generado por{e1, . . . ,en} y Pn la
proyección ortogonal sobreMn, n= 1,2, . . .. La siguientes condiciones son equivalentes:

(1) B es una base ortonormal enH.

(2) Pn
sot−→ I.

Prueba. (1) → (2). Suponga queB es una base ortonormal. Entonces
⋃∞

n=1Mn = H y como(Pn)
∞
n=1 es una

sucesión creciente de proyecciones ortogonales sobreH, el resultado sigue del Teorema 2.2.157.

(2) → (1). Suponga que(2) se cumple pero queB no es una base ortonormal enH. EntoncesM :=⋃∞
n=1Mn 6= H y, por consiguiente, existex ∈ H, x 6= 0 tal quex ⊥ M⊥. Esto implica quePnx = 0 para

todon∈N y, en consecuencia, 0= ĺımn→∞ Pnx = x lo que contradice la elección dex. �

Un operadorK ∈ L(H) se llamacompactosi K(BH) es compacto, es decir, si para cualquier sucesión
(xn)

∞
n=1 en BH, la sucesión(Kxn)

∞
n=1 posee una subsucesión norma-convergente. Un operadorT ∈ L(H)

se llamaoperador de rango finito si el rango deT es un subespacio de dimensión finita deH. Observe
que un operador de rango finito es, esencialmente, una matrizcuadrada. Denotemos porR f (H) el conjunto
de todos los operadores de rango finito enL(H) y por rank(T) la dimensión del rangode T, esto es,
rank(T) = dim(Rang(T)).

Lema 2.2.36. Si P y Q son proyecciones ortogonales sobreH tales que‖P−Q‖ < 1, entonces

rank(P) = rank(Q).

Prueba.Si 0 6= x∈ Rang(P), entoncesPx= x y, en consecuencia,

‖x−Qx‖ = ‖Px−Qx‖ = ‖P−Q‖‖x‖ < ‖x‖ .

Esto prueba queQx 6= 0, por lo queQ aplica uno-a-uno los elementos de Rang(P) en rank(Q). Esto nos dice
que rank(P) ≤ rank(Q). De modo enteramente similar se prueba la otra desigualdad. �

Un hecho interesante, que también es consecuencia del Corolario 2.2.46, es el siguiente:
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Teorema 2.2.158.SeaH un espacio de Hilbert complejo, separable y de dimensión infinita. Entonces existe
una sucesión de operadores(Pn)

∞
n=1 enR f (H) tal que

ĺım
n→∞

‖PnK−K ‖ = 0,

para todo operador compacto K∈ L(H).

Prueba.SeaB una base ortonormal paraH. Invocando el Corolario 2.2.46, se garantiza la existenciade
una sucesión(Pn)

∞
n=1 de proyecciones ortogonales las cuales, por construcción,pertenecen aR f (H) tal que

Pnx → x para todox ∈ H. SeaK ∈ K(H) y suponga que‖PnK−K ‖9 0. Entonces existe unε > 0 y una
subsucesión(nk)

∞
k=1 tal que

‖PnkK −K ‖ ≥ ε para todok∈ N. (2.2.15)

De aquí se sigue que, para cadak≥ 1, existe un vectorxk ∈ BH tal que‖PnkKxk−Kxk‖ ≥ ε/2. ComoK es
compacto, existe una subsucesión de(Kxk)

∞
k=1, que la seguiremos denotando del mismo modo, convergiendo

en la norma deH a algún elementox∈ H, de donde resulta que

‖PnkKxk−Kxk‖ ≤ ‖PnkKxk−Pnkx‖ + ‖Pnkx−x‖ + ‖x−Kxk‖
≤ 2‖Kxk−x‖ + ‖Pnkx−x‖ → 0

lo que evidentemente contradice a la desigualdad (2.2.15). �

Si (Pn)
∞
n=1 es la sucesión de operadores de rango finito obtenida en el resultado anterior y siK ∈ K(H),

entonces, definiendoRn := PnK para todon∈ N, resulta queRn es un operador de rango finito y se cumple
que:

Corolario 2.2.47. R f (H)
‖·‖

= K(H).

El corolario anterior establece quetodo operador compacto definido sobreH es límite, en la norma uni-
forme de operadores, de una sucesión de operadores de rango finito. Debemos tener presente, sin embargo,
que dicho resultado no es válido, en general, en cualquier espacio de Banach. Por otro lado, como estamos
suponiendo que nuestro espacio de HilbertH es de dimensión infinita, entoncesK(H) nunca es igual a
L(H) y, por consiguiente,

R f (H)
‖·‖ 6= L(H).

Pero si cambiamos la topología de la norma uniforme de operadores por la topología fuerte de operadores
podemos obtener el siguiente resultado también conocido.

Teorema 2.2.159.R f (H)
τsot

= L(H).

Prueba.SeaB = {e1,e2, . . .} una base ortonormal paraH y sean(Mn)
∞
n=1 y (Pn)

∞
n=1 las sucesiones cre-

cientes de subespacios lineales de dimensión finita y de proyecciones ortogonales respectivamente, asociadas
a la base ortonormalB. Sabemos, Corolario 2.2.46, quePnx→ x para todox∈H, (en particular,PnTx→Tx),
de donde se deduce que

‖PnTPnx−Tx‖ ≤ ‖PnT(Pn− I)x‖ + ‖(Pn− I)Tx‖
≤ ‖T ‖‖(Pn− I)x‖ + ‖(Pn− I)Tx‖ → 0 (cuandon → ∞)

para todo operadorT ∈ L(H) y todox∈ H. Puesto quePn es un operador de rango finito resulta quePnTPn

también es de rango finito y la prueba es completa. �
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Si para cadan∈ N, definimos

Rn
f =

{
F ∈ R f (H) : rank(F) ≤ n

}
,

resulta queRn
f es τwot-cerrado. En efecto, sea(Tk)

∞
k=1 una sucesión enRn

f tal queτwot − ĺımk→∞ Tk = T
y suponga queT 6∈ Rn

f . Entonces rank(T) > n y, por consiguiente, en el conjunto Rang(T) podemos en-

contrar un conjunto de vectores{Tx1, . . . ,Txn+1} linealmente independientes. En particular,Tkxi
ω−→ Txi

para cadai = 1,2, . . . ,n+ 1. Por otro lado, el hecho de queTk ∈ Rn
f para cadak ∈ N, implica que exis-

ten α(k)
1 , . . . ,α(k)

n+1 enC con máxi=1,...,n+1 |α(k)
i | = 1 tal que∑n+1

i=1 α(k)
i Tkxi = 0. Supongamos, sin cambiar la

notación, que ĺımk→∞ α(k)
i = αi existe parai = 1, . . . ,n+1. Entonces

0 =
n+1

∑
i=1

α(k)
i Tkxi

ω−→
n+1

∑
i=1

αiTxi

por lo que∑n+1
i=1 αiTxi = 0. Sin embargo, como evidentemente máx{|αi | : i = 1, . . . ,n+1} = 1 resulta, de la

independencia lineal de los vectoresTx1, . . . ,Txn+1, que∑n+1
i=1 αiTxi 6= 0. Esta contradicción establece que

T ∈ Rn
f y, por lo tanto,Rn

f esτwot-cerrado. Más aun,

R f (H) =
∞⋃

n=1

Rn
f

es unFσ en laτwot-topología.

SeaT ∈L(H). Recordemos que un subespacio lineal cerradoM deH se diceT-invariante o invariante
bajo T si ocurre queT(M)⊆M. El subespacioM se dice no-trivial si{0} 6= M 6= H. Si un subespacio lineal
cerrado no trivialM deH es tal que tantoM, así comoM⊥, son invariantes ambos bajoT ∈L(H) (es decir,
si T(M) ⊆ M y T(M⊥) ⊆ M⊥), entonces diremos queM reduce a T. Un operadorT ∈ L(H) se dice
reducible si él posee un subespacio no trivial que lo reduce. Es un ejercicio sencillo verificar queM reduce
a T si, y sólo si,M es invariante bajoT y también bajoT∗. Existen, por supuesto, operadoresT ∈ L(H)
que poseen un subespacio invariante, digamosM, pero tal queM⊥ no es invariante bajoT. Por esta razón,
un operadorT ∈ L(H) se llamareductivo si cualquier subespacio lineal cerrado no trivial invariante bajoT
reduce aT.

Teorema 2.2.160.Sea T∈L(H) y suponga que P es la proyección ortogonal sobre algún subespacio lineal
cerradoM deH.

(1) Son equivalentes:

(a) M es invariante bajo T .

(b) PTP= TP.

(2) Son equivalentes:

(a) M reduce a T.

(b) PT = TP.

Prueba. (1a) ⇒ (1b). Si x ∈ H, entoncesPx∈ M y comoM es invariante bajoT, T(Px) ∈ M. Por esto,
P(TPx) = T(Px) y así,PTP= TP.
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(1b) ⇒ (1a). Seax∈ M. EntoncesPx= x y comoPTP= TP, tenemos que

Tx = T(Px) = P(TPx) = P(Tx) ∈ M.

Esto prueba queM es invariante bajoT.

(2a) ⇒ (2b). Si M y M⊥ son invariantes bajoT, entonces(1a) implica que las igualdadesPTP= TP
y T(I −P) = (I −P)T(I −P) se cumplen. Efectuando la multiplicación de ésta última ecuación nos da que
T −TP= T −TP−PT +PTP, de donde se sigue quePT = PTP= TP.

(2b) ⇒ (2a). Si PT = TP, entoncesPT∗ = T∗P. Multiplicando las dos igualdades anteriores porP, resulta
quePT = PTP= TP y PT∗ = PT∗P= T∗P. Así, por la equivalencias(1a) y (1b) tenemos queM y M⊥

son invariante bajoT. �

Observe que siT ∈ L(H) es un operador autoadjunto yM es un subespacio invariante bajoT, entonces
M reduce aT. En efecto, siy ∈ M⊥, entonces〈x,y〉 = 0 para todox ∈ M, en particular〈Tx,y〉 = 0 ya
queTx∈ M puesM esT-invariante. Pero comoT = T∗, resulta que〈x,Ty〉 = 0 para todox∈ M, lo cual
equivale a decir queTy∈ M⊥. Por otro lado, siT es un operador normal pero no autoadjunto, entonces
pueden existir subespaciosT-invariantes que no reducen aT. También observe que siM reduce aT, entonces
T = T|M⊕T|M⊥, es decir, six= y+z∈H = M⊕M⊥, entoncesTx= T|M(y)+T|M⊥(z)∈H = M⊕M⊥.

‖ ◮ Abundancia de Operadores Diagonales.

La teoría espectral es una versión, en dimensión infinita, del proceso de diagonalización de una matriz
normal. Recordemos que una matriz cuadrada (o un operador lineal acotado sobre un espacio de HilbertH)
es normal si ella conmuta con su adjunta. Podemos considerarlos siguientes dos casos dependiendo de la
dimensión deH:

(1) Suponga queH es un espacio de Hilbert complejo de dimensión finita.El Teorema Espectral para un
Operador Normal (o matriz) N definida sobreH establece que existe una base ortonormal enH que consiste
sólo de autovectores de N(véase, por ejemplo, [23], Theorem 7.9, p. 133). Esto es equivalente a la existencia
de una matriz unitariaU con la propiedad de queU∗NU es una matriz diagonal, en cuyo caso, las entradas
de la diagonal son precisamente los autovalores deN. Este hecho permite que se pueda escribir aN en la
forma

N =
m

∑
i=1

λiEi, (N1)

dondeλ1, . . . ,λm son los autovalores deN y losEi son las proyecciones ortogonales sobre los subespaciosSi

formados por todos los autovectores asociados a los autovaloresλi, i = 1, . . . ,m.

(2) Si nuestro espacioH es ahora de dimensión infinita yN es un operador normal definido sobre dicho
espacio, entonces puede ocurrir queN no posea autovalores y, en consecuencia, no podamos escribir a N
como una suma del tipo(N1) ya mencionada. Esta dificultad conduce a la imperiosa necesidad de reemplazar
la noción de autovalor por un concepto más general conocido como elespectro de un operador, una noción
que ya habíamos definido con anterioridad. Aunque los elementos del espectro de un operador normalN no
tienen porque ser autovalores, sin embargo,N siempre poseeautovectores aproximados, es decir:

Existencia de autovectores aproximados. Si N∈ Nor(H) y λ ∈ σ(N), entonces existe una suce-
sión(xn)

∞
n=1 de vectores unitarios enH tal que ĺımn→∞ ‖(N−λI)xn‖ = 0.

Más adelante veremos que, en el caso de dimensión infinita, todo operador normal se puede aproximar por
un matriz diagonal infinita.
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Volvamos al hecho de queH es un espacio de Hilbert complejo, separable, de dimensión infinita y sea
B = {en : n∈N} una base ortonormal enH. Cada operadorT ∈L(H) queda unívocamente determinado por
su matriz representante,MT = (ai j ), dondeai j = 〈Tej ,ei〉, para todoi, j ∈ N. Existen muchas propiedades
de operadores lineales acotados sobreH que se pueden deducir a partir de sus matrices. Consideremosel
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.2. SeanH un espacio de Hilbert complejo, separable, de dimensión infinita y M ⊆ H un
subespacio lineal cerrado. Sea P la proyección ortogonal deH sobreM y suponga queλ∈C es un autovalor
de P. Entonces

(1) λ = 0 o λ = 1.

(2) Existe una base ortonormalB deH tal que la matriz representante de P es una matriz diagonal com-
puesta sólo de1’s y 0’s.

Prueba. (1). Seax un autovector asociado aλ. Entoncesx 6= 0 y comoPx= λx, resulta que

λ2x = λPx = P2x = Px = λx,

de donde se sigue queλ = 1 o λ = 0.
(2). Observe quePz= z si z∈ M y quePy= 0 si y∈ M⊥. SeanB1 y B2 bases ortonormales deM y M⊥

respectivamente. EntoncesB = B1∪B2 es una base ortonormal deH y es claro que la matriz representante
deP en ésta base es una matriz diagonal compuesta de 1’s y 0’s. �

Los operadores diagonales, que discutiremos brevemente unpoco más abajo, poseen matrices represen-
tantes que, como su nombre lo indica, son matrices diagonales. La importancia de los operadores diagonales
radica en que una amplia variedad de operadores clásicos se representan como operadores diagonales y, por
consiguiente, como una matriz diagonal infinita. Por ejemplo, el Teorema Espectral para un Operador Nor-
mal CompactoN sobre un espacio de Hilbert complejo, separable, de dimensión infinita H, establece que
(véase, por ejemplo, [361], Corollary 1.5, p. 13)

Teorema Espectral para Operadores Normales Compactos. Si N∈L(H) es un operador normal
compacto, entonces existe una base ortonormalB = {en : n∈ N} deH y una sucesión de números
complejos(λn)

∞
n=1 convergiendo a cero tal que

Nx =
∞

∑
n=1

λn〈x,en〉en.

para todo x∈ H.

Lo que deseamos demostrar en esta sección es la abundancia detales operadores enNor(H), el conjunto
de todos los operadores normales sobreH. De hecho, los operadores diagonales constituirán un conjunto
Gδ-denso en el espacio métrico completo(Nor(H),‖·‖).

Definición 2.2.38. Un operador D∈ L(H) se llamadiagonalsi existe una base ortonormal{en}∞
n=1 deH

y una sucesión acotada(λn)
∞
n=1 de números complejos, llamada la diagonal de D y denotada pordiag(T),

tal que

Dx =
∞

∑
n=1

λn〈x,en〉en

para todo x∈ H.
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SeaB = {en : n ∈ N} una base ortonormal deH y denotemos porDiag(B) el conjunto de todos los
operadores diagonales asociados a la baseB; es decir,D ∈Diag(B) si, y sólo si, existe una sucesión acotada
(λn)

∞
n=1 enC tal queDx = ∑∞

n=1λn〈x,en〉en para todox∈ H. Observe que siD ∈ Diag(B) y si (λn)
∞
n=1 es la

sucesión acotada enC tal queDx = ∑∞
n=1 λn〈x,en〉en para todox∈ H, entonces‖D‖ = sup{|λn| : n∈ N}.

Puesto que la suma de dos sucesiones acotadas es acotada, resulta claro queDiag(B) es un subespacio
lineal deL(H) y, más aun, como veremos un poco más abajo, siD ∈ Diag(B), entoncesD∗ ∈ Diag(B).
Denotemos, finalmente, porD(H) el conjunto de todos los operadores diagonales sobreH, es decir,

D(H) =
⋃

B∈BO(H)

Diag(B),

dondeBO(H) representa el conjunto de todas las bases ortonormales deH. A pesar del hecho de que todo
operador normal compacto es un operador diagonal, los operadores diagonales son considerados como muy
especiales y, en consecuencia, se les suele pensar como objetos más bien raros en algún sentido.

Veamos algunas otras propiedades simples que poseen los operadores diagonales.

(1) Cualquier operador diagonal es normal. Para ver esto, seaDx = ∑∞
n=1λn〈x,en〉en un operador diagonal

y veamos, en primer lugar, queD∗x = ∑∞
n=1λn〈x,en〉en. En efecto, pongamosBx = ∑∞

n=1λn〈x,en〉en.
Entonces, para todox,y∈ H se cumple que

〈D∗x,y〉 = 〈x,Dx〉 =

〈
x,

∞

∑
n=1

λn〈y,en〉en

〉

=
∞

∑
n=1

λn〈y,en〉〈x,en〉 =
∞

∑
n=1

λn〈x,en〉〈en,y〉

=

〈
∞

∑
n=1

λn〈x,en〉en, y

〉
= 〈Bx,y〉.

de donde se sigue queB = D∗. Finalmente,DD∗ = D∗D es consecuencia de las igualdades

D∗Dx =
∞

∑
n=1

λnλn〈x,en〉en =
∞

∑
n=1

λnλn〈x,en〉en = DD∗x.

(2) D es autoadjunto si, y sólo si,λn ∈ R para todo n∈ N.

(3) Si λ es un autovalor de D, entoncesλ = λn para algún n∈ N. En efecto, seax ∈ H un autovector
asociado aλ. EntoncesDx = λx, esto es,

∞

∑
n=1

λn〈x,en〉en = λx.

Comox 6= 0, existe algúnn∈ N tal que〈x,en〉 6= 0 y, en consecuencia,

λ〈x,en〉 = 〈λx,en〉 = 〈Dx,en〉 =

〈
∞

∑
j=1

λ j〈x,ej 〉ej , en

〉
= λn〈x,en〉

de donde se obtiene queλ = λn. En particular, si(λn)
∞
n=1 es una sucesión constante, digamosλn = µ

para todon∈ N, entoncesD = µI, es decir,D es un operador escalar.
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(4) Los operadores diagonales son aquellos operadores normales cuyos autovectores generan todo el es-
pacio. En efecto, puesto queDen = λnen, para todon∈ N, resulta que cadaen es un autovector deD y
como{en}∞

n=1 es una base ortonormal, se concluye que los autovectores deD generan todo el espacio.

Usando el resultado anterior es posible demostrar lo siguiente:

SeaB = {en : n∈N} una base ortonormal deH. Si K es un subconjunto compacto deC, entonces existe
un operador diagonal D∈ Diag(B) tal queσ(D) = K.

En efecto, sea(λn)
∞
n=1 una sucesión densa enK y seaD ∈ Diag(B) con diag(D) = {λn : n = 1,2, . . .}.

Puesto queλn ∈ σ(D) para todon ∈ N y comoσ(D) es un conjunto compacto, resulta entonces que
{λn : n = 1,2, . . .} = K ⊆ σ(D).

Para la otra inclusión, suponga queλ 6∈ K. Entoncesd := dist(λ,K) > 0 y

(
D−λI

)
x =

∞

∑
n=1

(λn−λ)〈x,en〉en.

La igualdad de Parseval nos revela que

∥∥(D−λI
)
x
∥∥2

=
∞

∑
n=1

|(λn−λ)〈x,en〉|2,

de donde se deduce que si
(
D−λI

)
x = 0, entoncesx = ∑∞

n=1〈x,en〉en = 0. Esto prueba queD−λI es
inyectivo. Para ver queD−λI es sobreyectivo, seay = ∑∞

n=1 anen. Definiendox = ∑∞
n=1an(λn−λ)−1en

se logra que(D−λI
)
x = y. Por estoD−λI es invertible y, en consecuencia,λ 6∈ σ(D). �

(5) Si D∈Diag(B) para alguna base ortonormalB, entonces, por el Corolario 2.2.46, la sucesión creciente
(Pn)

∞
n=1 de proyecciones ortogonales de rango finito definidas por Pnx = ∑∞

k=1〈x,ek〉ek cumplen

Pn
s−→ I y DPn = PnD para todo n∈ N,

de modo que, como se consecuencia del Teorema 2.2.160, todoslos subespaciosMn := Rang(Pn) =
[e1, . . . ,en] reducen aD.

(6) Proj(H) ⊆ D(H). Esto es el Ejemplo 2.2.2.

(7) Si D∈ Diag(B) para alguna base ortonormalB = {en}∞
n=1 con diagonal(λn)

∞
n=1, entonces D es com-

pacto si, y sólo si,ĺımn→∞ λn = 0.

Prueba.Suponga que ĺımn→∞ λn = 0 y para cadak∈ N, definaTk ∈ L(H) por

Rkx =
k

∑
n=1

λn〈x,en〉en,

dondex = ∑∞
n=1〈x,en〉en. Puesto que

‖D − Rk‖ ≤ sup
n≥k

|λn|,

resulta queRk aproxima aD en la norma y como losRk son operadores de rango finito, el operador
diagonalD debe, por consiguiente, ser compacto gracias al Corolario 2.2.47.

Para el recíproco, suponga queD es compacto y considere la base ortonormalB que define aD. Puesto
queek → 0 débilmente yD es compacto, tenemos que‖Dek‖ → 0 cuandok → ∞. Desde luego, esto
implica que‖λkek‖ → 0 y así, ĺımn→∞ λn = 0. �
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(8) Sea D∈ Diag(B) para alguna base ortonormalB = {en}∞
n=1 y suponga que:

(a) D es autoadjunto, y

(b) la diagonal(λn)
∞
n=1 de D son dos a dos distintos y ninguno de ellos es igual a cero.

Entonces un subespacio lineal cerradoM deH es invariante bajo D si, y sólo, siM = [{en : n∈ J}],
para algún subconjunto no vacío J deN.

Prueba.Es claro que siM = [{en : n∈ J}], dondeJ es un subconjunto no vacío deN, entoncesM es
invariante bajoD. Supongamos queM esD-invariante. Puesto queD es autoadjunto, resulta queM
reduce aD. SeaP la proyección ortogonal sobreM. Del Teorema 2.2.160 se sigue quePD = DP y, en
consecuencia,DPen = PDen = λnPen para cadan ∈ N. Por otro lado, como losλ′

ns son distintos dos
a dos, el autoespacio deD correspondiente aλn tiene dimensión 1 y, por lo tanto, existeαn tal que
Pen = αnen. Finalmente, comoP2 = P, cadaαn es 0 o bien 1. Si ahora definimosJ = {n∈N : αn = 1},
entonces tendremos queM = [{en : n∈ J}]. �

Observe que todo operador diagonal es suma directa de operadores que son múltiplos escalares de
proyecciones y éstos últimos resultan ser operadores “muy simples” en el sentido de que de ellos se conoce
una gran cantidad de información. Por ejemplo, más adelanteveremos que los operadores diagonales aproxi-
man, en la norma, a cualquier operador normal.

En general, siN es un operador normal sobre un espacio de Hilbert complejo, separable y de dimensión
infinita, entonces no siempre es posible representar aN como un operador diagonal. En este caso el Teorema
Espectral para estos operadores lo que establece es que ellos se pueden representar como una integral con
respecto a una cierta medida espectral.

Definición 2.2.39. SeanΩ un conjunto,M unaσ-álgebra de subconjuntos deΩ y H un espacio de Hilbert.
Unamedida espectralpara(Ω,M,H) es una función E: M→L(H) verificando las siguientes propiedades:

(a) E(δ) es una proyección ortogonal, para cadaδ ∈ M,

(b) E(∅) = 0 y E(Ω) = I,

(c) E(δ1∩δ2) = E(δ1)E(δ2), cualesquiera seanδ1,δ2 ∈ M,

(d) E
(⋃∞

n=1δn

)
=

∞

∑
n=1

E(δn), para toda sucesión disjunta(δn)
∞
n=1 enM.

Debemos advertir que la convergencia de la serie en(d), de la definición precedente, es con respecto a
la topología fuerte de operadores. Esto quiere decir que, para todox∈ H, la serie∑∞

n=1E(δn)x converge en
H a E

(⋃∞
n=1δn

)
x. Se sigue también de la parte(c) de la definición anterior que siδ1 y δ2 son conjuntos de

Borel disjuntos, entoncesE(δ1)E(δ2) = 0, lo cual significa que Rang(E(δ1)) ⊥ Rang(E(δ2)). Más aun, la
proyeccionesE(δ1) y E(δ2) conmutan. Otra consecuencia de(c) es que siδ1 ⊆ δ2, entoncesE(δ1)E(δ2) =
E(δ1) lo cual es equivalente a decir, por el Teorema 2.2.156, queE(δ1) ≤ E(δ2). Es una tarea no tan difícil
demostrar que siE es una medida espectral para(Ω,M,H) y si x,y∈ H, entonces la funciónEx,y : M → C
dada por

Ex,y(δ) = 〈E(δ)x,y〉, δ ∈ M

define una media numerablemente aditiva con variación total≤ ‖x‖‖y‖ (véase, por ejemplo, Lemma 1.9, p.
263 de [104]).

Una manera de representar operadores por medio de integrales con respecto a una medida espectral es
dada a través del siguiente resultado:
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Teorema 2.2.161 ([361], Theorem 1.9, p. 17).Si E es una medida espectral para(Ω,M,H) y f : Ω → C
es una funciónM-medible acotada, entonces existe un único operador T∈L(H) tal que para todo x,y∈H,

〈Tx,y〉 =

∫

Ω
f (λ)dEx,y(λ).

Suponga, además, queε > 0 y que{δ1, . . . ,δn} es una partición medible deΩ tal que siempre que t y t′ están
en algúnδ j , se cumple que| f (t)− f (t ′)| < ε. Entonces, si tj ∈ δ j para todo j∈ {1, . . . ,n} se verifica que

∥∥∥∥∥T −
n

∑
j=1

f (t j)E(δ j)

∥∥∥∥∥ ≤ ε.

El operadorT, obtenido en el Teorema 2.2.161, se le denomina laintegral de f con respecto aE.
Usaremos la notaciónT =

∫
Ω f (λ)dE(λ) como una abreviación para la relación〈Tx,y〉 =

∫
Ω f (λ)dEx,y(λ)

para todox,y∈H. Se comprueba fácilmente queT∗ =
∫

Ω f (λ)dE(λ). Más aun, siS=
∫

Ωg(λ)dE(λ), entonces

TS=

∫

Ω
f (λ)g(λ)dE(λ). (2.2.16)

SeaN ∈ L(H) un operador normal y denotemos porB0(σ(N)) la σ-álgebra de Borel deσ(N), el es-
pectro deN, el cual, como sabemos, es un subconjunto compacto no vacío deC. El Teorema Espectral para
Operadores Normales sobre un espacio de Hilbert complejo, separable, de dimensión infinita puede ahora
ser establecido del modo siguiente(véase, [104], Th. 2.2, p. 269).

Teorema 2.2.162 (Teorema Espectral, Versión Medida Espectral). Si N∈ L(H) es un operador normal,
entonces existe una única medida espectral E para(σ(N),B0(σ(N)),H), tal que

(1) N =
∫

σ(N)
λdE(λ).

(2) Si U es cualquier subconjunto relativamente abierto no vacío deσ(N), entonces E(U) 6= 0.

(3) Si T∈ L(H), entonces TN= NT y TN∗ = N∗T si, y sólo si, TE(δ) = E(δ)T para todoδ ∈ B0(σ(N)).
En particular, NE(δ) = E(δ)N para todoδ ∈ B0(σ(N)).

La única medida espectralE obtenida en el Teorema Espectral es llamada lamedida espectralparaN.
La representación deN expresada en la formaN =

∫
σ(N) λdE(λ), usualmente será referida como ladescom-

posición espectraldeN. Cada una de las proyecciones ortogonalesE(δ) conδ ∈ B0(σ(N)) obtenidas en el
teorema anterior se denominanproyecciones espectrales.

Una consecuencia inmediata del Teorema Espectral para Operadores Normales es que tales operadores
poseen subespacios lineales cerrados invariantes no triviales. Específicamente se tiene el siguiente:

Corolario 2.2.48. Todo operador normal N∈ L(H) es reductivo, es decir, existe un subespacio lineal ce-
rrado no trivial que reduce a N.

Prueba.SeaN un operador normal. Por el Teorema Espectral para Operadores Normales, existe una medida
espectralE para(σ(N),B0(σ(N)),H) tal queN =

∫
σ(N) λdE(λ). Observe que cualquiera seaδ ∈ B0(σ(N),

el subespacioE(δ)H es invariante bajoN. En efecto, comoE(δ) conmuta conN se tiene que para cualquier
x ∈ E(δ)H, Nx= NE(δ)x = E(δ)Nx de donde se sigue queNx∈ E(δ)H. Esto prueba queE(δ)H es un
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subespacio invariante bajoN y, en consecuencia,N|E(δ)H está bien definido. Sin embargo, puede ocurrir
que dicho espacio sea trivial. Afirmamos que existeδ ∈ B0(σ(N)) tal que{0} 6= E(δ)H 6= H. En efecto,
si σ(N) = {λ}, entonces por la unicidad de la medida espectral resulta queN es un operador escalar, es
decir,N = λI para algúnλ ∈ C y, en consecuencia, cualquier subespacio lineal cerrado (no trivial) deH es
invariante bajoN. Supongamos ahora queN no es un operador escalar, entoncesσ(N) contiene más de un
punto. Seanλ1,λ2 ∈ σ(N) conλ1 6= λ2 y seaU1 = {z∈C : |z−λ1|< r} la bola abierta enC con centro enλ1

y radior = |λ1−λ2|/2. Pongamosδ1 = σ(N)∩U1 y δ2 = σ(N)\U1. Entoncesσ(N) = δ1∪δ2 y puesto que
δ1 y σ(N)\U1 son subconjuntos no vacíos relativamente abiertos deσ(N) conσ(N)\U1 ⊆ δ2, el Teorema
Espectral nos dice queE(δ1) 6= 0 e igualmenteE(δ2) 6= 0. ComoI = E(σ(N)) = E(δ1∪δ2) = E(δ1)+E(δ2),
entoncesE(δ1) = I −E(δ2) 6= I , de donde se sigue que

{0} 6= E(δ1)H 6= H.

La prueba de nuestra afirmación termina si hacemosδ = δ1. Finalmente,M := E(δ)H es un subespacio
lineal cerrado no trivial deH y puesto que

E(δ) =
∫

σ(N)
χδ(λ)dE(λ),

entonces se deriva de la igualdad (2.2.16) queE(δ) conmuta conN. Uno invoca el Teorema 2.2.160 para
concluir queM reduce aN. �

Denotemos porNor(H) el conjunto de todos los operadoresN ∈ L(H) que son normales. Si bien es
cierto queNor(H) no es un espacio vectorial sobreC, dicho conjunto contiene aAdj(H), el espacio vectorial
sobre el cuerpo de los reales de todos los operadores autoadjuntos. De hecho,Nor(H) contiene al álgebra de
von NeumannD(B) para cualquier base ortonormalB deH. Más aun, vale el siguiente:

Lema 2.2.37. Nor(H) es cerrado en(L(H),‖·‖). En particular,(Nor(H),‖·‖) es un espacio métrico com-
pleto.

Prueba.Recordemos que el operadorN es normal si, y sólo si,〈Nx,Nx〉 = 〈N∗x,N∗x〉 para todox∈ H. Sea

ahora(Nn)
∞
n=1 una sucesión enNor(H) tal queNn

‖·‖−→ N ∈ L(H). Entonces,N∗
n

‖·‖−→ N∗ y, así,

〈Nx,Nx〉 = ĺım
n→∞

〈Nnx,Nnx〉 = ĺım
n→∞

〈N∗
nx,N∗

nx〉 = 〈N∗x,N∗x〉

para todox∈ H. �

Otra forma de probar el resultado anterior es observar que siS,T ∈ L(H), entonces

(T∗−S∗)(T −S) + (T∗−S∗)S + S∗(T −S) = T∗ T − S∗S

y puesto que‖T ‖ = ‖T∗ ‖, entonces

‖T∗T − S∗S‖ ≤ ‖T −S‖2 + 2‖S‖‖T −S‖ .

Sea ahora(Nn)
∞
n=1 una sucesión enNor(H) tal queNn

‖·‖−→ N ∈ L(H). Entonces, por la desigualdad
anterior,

‖N∗N − NN∗‖ = ‖N∗N−N∗
nNn +NnN

∗
n −NN∗‖

≤ ‖N∗N−N∗
nNn‖ + ‖NnN∗

n −NN∗‖
≤ 2(‖Nn−N‖2 + 2‖N‖‖Nn−N‖) → 0,
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lo cual prueba queN ∈ Nor(H).

Una manera sencilla de ver queD(H) es norma-denso enNor(H) es usar el siguiente resultado (cuya
prueba no es trivial, y puede verse, por ejemplo, en [105], Theorem 39.4, p. 216).

Teorema 2.2.163 (Teorema de Weyl-von Neumann-Berg).Sea N∈ Nor(H). Para cadaε > 0, existe un
operador diagonal D∈ L(H) y un operador compacto K∈ L(H) con‖K ‖ < ε tal que N= D+K.

De hecho, el operador compactoK, en el Teorema de Weyl-von Neumann-Berg, se puede elegir de modo
que sea de Hilbert-Schmidt (una clase muy especial de operadores compactos) con norma de Hilbert-Schmidt
menor queε (véase, por ejemplo, [108]). Weyl fue el primero en demostrar que todo operador autoadjunto
A∈ L(H) se puede representar en la formaA = D + K, dondeD es un operador diagonal autoadjunto yK
es un operador compacto. Posteriormente, J. von Neumann demuestra que el operador compactoK se puede
elegir de modo que éste sea de Hilbert-Schmidt con norma de Hilbert-Schmidt arbitrariamente pequeña. Más
tarde, Berg generaliza el resultado de Weyl al demostrar quetodo operador normalN ∈ L(H) es suma de un
operador diagonal más uno compacto y, finalmente, Voiculescu cierra el círculo al descubrir que el operador
compacto en el resultado de Berg se puede escoger de Hilbert-Schmidt con norma de Hilbert-Schmidt tan
pequeña como se desee.

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema de Fongsobre la abundancia de operadores dia-
gonales en el espacio métrico completo(Nor(H),‖·‖).

Teorema 2.2.164 (Fong).El conjuntoD(H), de los operadores diagonales sobreH, es residual en el espa-
cio métrico completo(Nor(H),‖·‖).

Prueba. (1) Densidad deD(H) en(Nor(H),‖·‖).
SeaN un operador normal, y seaE la medida espectral deN, es decir,

N =
∫

σ(N)
λdE(λ).

Fijemos unε > 0 arbitrario e invoquemos el Teorema 2.2.161 para hallar unapartición medible{δ1, . . . ,δn}
deσ(N) tal que diam(δi) < ε parai = 1, . . . ,n, de modo que siλi ∈ δi, i = 1, . . . ,n, entonces

∥∥∥∥∥N−
n

∑
i=1

λiE(δi)

∥∥∥∥∥ < ε.

PongamosMi := Rang(E(δi)), y sobre cadaMi construyamos una base ortonormalBi , i = 1, . . . ,n. Puesto
que losE(δi) son proyecciones ortogonales, es decir,Mi ⊥ M j si i 6= j, resulta queB = B1 ∪ ·· · ∪Bn es
una base ortonormal deH y, claramente,∑n

i=1 λiE(δi) ∈ Diag(B). Esto prueba la densidad deD(H) en
(Nor(H),‖·‖).

Suponga ahora que(Pn)
∞
n=1 es una sucesión creciente de proyecciones ortogonales de rango finito tal que

ĺımn→∞ ‖Pnx−x‖ = 0 para todox∈ H. Para cadan∈N, consideremos el conjuntoNn constituido por todos
aquellos operadoresN ∈ Nor(H) que satisfacen la siguiente condición: existe una proyección ortogonalE
de rango finito (dependiendo sobreN) tal que

(a) EN = NE,

(b) ‖PnE Pn−Pn‖ < n−1, y

(c) σ(N|E(H)) y σ(N|(I−E)(H)) son disjuntos.
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Afirmamos que, para cadan∈ N,

(2) Nn es denso en(Nor(H),‖·‖).
Fijemosn∈N y N ∈ Nor(H). Veamos queN se deja aproximar por operadores deNn. Sin per generali-

dad, podemos suponer, por lo probado en(1), queN ∈ D(H), es decir, suponga que,

Nx =
∞

∑
i=1

λi〈x,ei〉ei , x∈ H,

dondeB = {e1,e2, . . .} es una base ortonormal deH.
Para cadak∈ N, definamos

Qkx =
k

∑
i=1

〈x,ei〉ei x∈ H.

Puesto queQk
s−→ I y sabiendo que la bola unitaria dePn(H) es compacta, se sigue queQk|Pn(H)

‖·‖−→ I |Pn(H).
En particular, existek0 ∈ N tal que

‖PnQk0Pn−Pn‖ =
∥∥∥Pn

(
Qk0|Pn(H)− I |Pn(H)

)
Pn

∥∥∥ ≤
∥∥Qk0|Pn(H)− I |Pn(H)

∥∥ <
1
n
.

DefiniendoE := Qk0, vemos queE satisface(b) y, evidentemente, también(a). Queda por establecer(c), es
decir, queσ(N|E(H)) y σ(N|(I−E)(H)) son disjuntos. Es claro que estos dos conjuntos son, respectivamente,

{λi : i = 1, . . . ,k0} y {λi : i > k0} y, no necesariamente, disjuntos; pero si no lo son, existe unoperador
diagonalN ′, arbitrariamente próximo aN, de la forma

N ′x =
∞

∑
i=1

λ′
i 〈x,ei〉ei x∈ H,

dondeλ′
i = λi para i = 1, . . . ,k0 y tal que{λi : i = 1, . . . ,k0}∩ {λ′

i : i > k0} = ∅. En efecto, escojaλ′
i con

i > k0 de modo que|λ′
i −λi| < ε y |λ′

i −λ j | > δ(ε) > 0 para j = 1, . . . ,k0. Entonces‖N−N ′ ‖ < ε. Esto
prueba queE satisface(c) y, por consiguiente,Nn es denso en(Nor(H),‖·‖).
(3) Nn es abierto en(Nor(H),‖·‖).

SeaN ∈ Nn y seaE una proyección de rango finito, digamosk, que cumpla(a),(b) y (c). Entonces
N|E(H) : E(H) → E(H) es un operador normal sobre un espacio de dimensión finitak y, gracias al Teore-
ma Espectral para tales operadores (véase la página 438), sabemos queE(H) posee una base ortonormal
{v1, . . . ,vk} compuesta sólo de autovectores deN|E(H). Sea{λ1, . . . ,λm} con 1≤ m≤ k, el conjunto de los
autovalores distintos correspondientes a los autovectores v1, . . . ,vk. Entoncesσ(N|E(H)) = {λ1, . . . ,λm}. Si
se defineK = σ(N|(I−E)(H)) resulta, por(c), que{λ1, . . . ,λm}∩K =∅. Escojamos ahora subconjuntos abier-
tos y disjuntosΩ1 y Ω2 tales que{λ1, . . . ,λm} ⊆ Ω1 y K ⊆ Ω2 y construyamos dos contornos orientadosΓ1

y Γ2 enΩ1 y Ω2, respectivamente, que encierren a{λ1, . . . ,λm} y K, respectivamente. Se sigue del Cálculo
Funcional de Dunford (véase, por ejemplo, [387], Chapter 10) que

N =
1

2πi

∫

Γ1∪Γ2

λdλ
λI −N

, E =
1

2πi

∫

Γ1

dλ
λI −N

, I −E =
1

2πi

∫

Γ2

dλ
λI −N

N|E(H) =
1

2πi

∫

Γ1

λdλ
λI −NE(H)

, y N|(I−E)(H) =
1

2πi

∫

Γ2

λdλ
λI −N(I−E)(H)

.
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Se conoce que, siN ′ ∈ Nor(H) está suficientemente próximo (en la norma) aN, entoncesσ(N ′) se queda
en el interior deΓ = Γ1 ∪Γ2 ([387], Theorem 10.20, p. 239). De esto se sigue que para tales N ′, las fór-
mulas precedentes siguen siendo válidas conN ′ en lugar deN pero con los mismos entornosΓ1,Γ2. Por
consiguiente,

N ′ =
1

2πi

∫

Γ1∪Γ2

λ
λI −N ′ dλ

siempre que‖N ′−N‖ sea lo suficientemente pequeño para queσ(N ′) esté completamente contenido en el
interior deΓ1∪Γ2.

Definamos la proyecciónE ′ por

E ′ =
1

2πi

∫

Γ1

dλ
λI −N ′ .

Entonces I −E ′ =
1

2πi

∫

Γ2

dλ
λI −N ′ y

N ′|E(H) =
1

2πi

∫

Γ1

λdλ
λI −N ′

E ′(H)

, N ′|(I−E ′)(H) =
1

2πi

∫

Γ2

λdλ
λI −N ′

(I−E ′)(H)

,

mientras que

σ
(

N ′|E(H)

)
⊆ int(Γ1) y σ

(
N ′|(I−E ′)(H)

)
⊆ int(Γ2). (1)

Veamos ahoraE ′ satisface(a),(b) y (c) paraN ′ en lugar deN siempre queN ′ esté muy próximo aN. En
efecto, puesto que tomar inverso es una aplicación continua, resulta que

N ′ → N ⇒ 1
λI −N ′ →

1
λI −N

uniformemente sobreΓ1,

de modo queE ′ → E en norma. ClaramenteE ′ conmuta conN ′ por lo que(a) se satisface. Nótese que
si ‖E ′−E‖ es lo suficientemente pequeño, también se cumple que‖PnE ′Pn−Pn‖ < 1/n y se tiene(b).
Observe que, gracias a(1), (c) también se cumple. Falta por ver queE ′ es de rango finito. Pero esto es
consecuencia del Lema 2.2.36 ya que si‖E ′−E‖ < 1, entoncesrank(E ′) = rank(E) < ∞. Esto prueba que
N ′ ∈ Nn siempre que‖N−N ′ ‖ sea lo suficientemente pequeño.

(4)
∞⋂

n=1

Nn ⊆ D(H).

SeaN∈⋂∞
n=1Nn y seaF la proyección ortogonal sobre el subespacioM generado por los autovectores de

N. Bastará con demostrarse queF = I ya que, en este caso,M = H y H posee una base ortonormal formada
por los autovectores deN, es decir,N ∈ D(H). Fijemos entoncesn ∈ N. Puesto queN ∈ Nn, existe una
proyección de rango finitoEn satisfaciendo las condiciones(a),(b) y (c). Como el operador normalN|En(H)

sobre el subespacio de dimensión finitaEn(H) es diagonal, resulta queEn(H) posee una base formada por
autovectores deN, por lo queEn(H) ⊆ M = F(H) y, así,F ≥ En. De aquí se sigue que

PnFPn ≥ PnEnPn (2)

ya que
〈PnFPnx,x〉 = 〈FPnx,Pnx〉 ≥ 〈EnPnx,Pnx〉 = 〈PnEnPnx,x〉

para todox∈ H. También(b) implica que

〈(
Pn−PnFPn

)
x,x
〉

≤ ‖Pn−PnEnPn‖‖x‖2 ≤ 1
n
‖x‖2 =

1
n
〈x,x〉
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y, por consiguiente,

〈PnFPnx,x〉 ≥ 〈Pnx,x〉− 1
n
〈x,x〉

lo que a su vez implica que

PnEnPn ≥ Pn−
1
n
. (3)

Combinando(1) y (2) producen

PnFPn ≥ PnEnPn ≥ Pn−
1
n
,

es decir,

〈FPnx,Pnx〉 ≥ 〈Pnx,x〉− 1
n
〈x,x〉 para todox∈ H.

Puesto que ĺımn→∞ ‖Pnx−x‖= 0 para cadax∈H, se sigue, tomando límite cuandon→ ∞ en la desigualdad
anterior, que

〈Fx,x〉 ≥ 〈x,x〉 para todox∈ H,

esto es,F ≥ I , de donde se sigue queF = I . En efecto, si ocurre queF 6= I , entoncesM $H, y así, para cual-
quier 06= x∈ M⊥, tendríamos queFx= 0 y, por lo tanto, 0< 〈x,x〉 ≤ 〈Fx,x〉 = 〈0,x〉 = 0. Esta contradicción
establece queF = I . Con esto hemos terminado la prueba del teorema. �

Un resultado de D. Herrero nos dice que, similarmente, el conjunto de todos los operadores triangulares
definidos sobreH es residual en el espacio de los operadores quasi-triangulares (ver, por ejemplo [162]).

‖ ◮ Abundancia de Operadores Irreducibles.

El operadorT ∈L(H) se dice que esreducible si existe un subespacio lineal cerrado no trivial que reduce
aT. Denotemos porRed(H) el conjunto de todos los operadores reducibles sobreH. Recordemos que, por el
Corolario 2.2.48,Nor(H)⊆Red(H). Un operadorT ∈L(H) se llamairreducible si los únicos subespacios
que reducen aT son{0} y H. Esta definición de irreducibilidad deT es equivalente a afirmar que las únicas
proyecciones ortogonales que conmutan conT son 0 eI . Denotemos porIrre(H) el conjunto de todos los
operadores irreducibles sobreH. El objetivo central de esta sección es demostrar que el conjunto de los
operadores irreducibles constituye unGδ-denso enL(H), un resultado que, como ya habíamos anunciado,
fue demostrado por primera vez por P. R. Halmos [203]. Por el Teorema de Categoría de Baire tenemos que
Red(H) es un conjunto de primera categoría que contiene, por el Corolario 2.2.48, aNor(H). Lo que resulta
interesante es queRed(H) también es norma-denso enL(H), un resultado demostrado por Dan Voiculescu
[434] en respuesta a una pregunta formulada por Halmos.

Veamos ahora una clase importante de operadores irreducibles. Sean{en : n = 0,1,2, . . .} una base
ortonormal deH y (λn)

∞
n=0 una sucesión acotada enC. El operadorS∈ L(H) definido por

Sen = λnen+1 para todon = 0,1,2, . . .

se llama unshift unilateral con peso. Observe queS= AD, dondeDen = λnen es el operador diagonal y
Aen = en+1 es el shift unilateral y el adjuntoS∗ deSviene dado por

S∗e0 = 0 y S∗en = λn−1en−1 para todon = 1,2, . . ..

Es fácil verificar que todo operador shift unilateral es irreducible. En general, todo operador shift unilateral
con peso distinto de cero (esto significa queλn 6= 0 para todon= 0,1,2, . . .) es irreducible. Más aun, Noboru
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Suzuki ([418]) demuestra quetodo operador T similar a un operador shift unilateral con peso distinto de
cero es irreducible. Recordemos que un operadorA∈ L(H) essimilar a un operadorB∈ L(H) si existe un
operador invertibleU sobreH tal queB = U−1AU.

La siguiente observación nos será de utilidad en el próximo resultado. Recordemos, Teorema 2.2.164,
que cualquier operador normalN ∈ L(H) puede ser aproximado por un operador diagonal. En particular, si
nuestro operadorN es autoadjunto, entonces el operador diagonal que lo aproxima se puede elegir autoad-
junto. En efecto, seaε > 0 y suponga queN es autoadjunto. SeaD = D0 + iD1 un operador diagonal tal que
‖N−D‖< ε. Entonces

ε > ‖N−D‖ = sup
‖x‖=‖y‖≤1

∣∣〈(N−D)x, y
〉∣∣ = sup

‖x‖=‖y‖ ≤ 1

∣∣〈(N−D0)x, y
〉
− i
〈
D1x,y

〉∣∣

≥ sup
‖x‖≤1

∣∣〈(N−D0)x, x
〉
− i
〈
D1x, x

〉∣∣ ≥ sup
‖x‖≤1

∣∣〈(N−D0)x, x
〉∣∣

= ‖N−D0‖ .

Teorema 2.2.165 (Halmos).(Irre(H),‖·‖) es un Gδ-denso enL(H).

Prueba.Veamos en primer lugar queIrre(H) es‖·‖-denso enL(H). SeanT ∈ L(H) y ε > 0. Recordemos
queT = A1+ iA2, donde

A1 =
T +T∗

2
y A2 =

T −T∗

2i
son operadores autoadjuntos. Por la observación anterior,existe un operador diagonal autoadjunto, digamos
D0 ∈ D(H), tal que

‖D0−A1‖ < ε/4.

Puesto queD(H) =
⋃

B∈BO(H) Diag(B), existe una base ortonormalB deH tal queD0 ∈D(B). Sea(λn)
∞
n=1

la diagonal deD0. Ya que algunos de losλn pueden estar repetidos, elijamos otro operador diagonal autoad-
junto D1 ∈ D(B) de modo que todos sus autovalores sean distintos dos a dos y que cumpla, además, que

‖D1−D0‖ < ε/4.

Finalmente, consideremos la matriz deA2 con respecto a la baseB. Esta matriz puede tener algunas de sus
entradas〈A2en,em〉 igual a 0. Claramente podemos construir, a partir deA2, un operador autoadjuntoD2 de
modo que〈D2en,em〉 sea diferente de 0 para todom,n ∈ N (de hecho, existen muchos operadores con esa
propiedad) y tal que

‖D2−A2‖ < ε/2.

PongamosD = D1 + iD2. Entonces

‖D−T ‖ ≤ ‖D1−A1‖ + ‖D2−A2‖
≤ ‖D1−D0‖ + ‖D0−A1‖ + ‖D2−A2‖
< ε

y D ∈ Irre(H). Veamos esto último. Afirmamos que siM es un subespacio lineal cerrado deH que reduce
a D, entoncesM reduce también aD1 y a D2. En efecto, seaP la proyección ortogonal sobreM. Entonces
(D1 + iD2)P = P(D1 + iD2) o, lo que es lo mismo,D1P+ iD2P = PD1 + iPD2. Tomando adjuntos a ambos
lados de la igualdad anterior resulta queD1P− iD2P = PD1− iPD2. Sumando y restando estas igualdades
se llega a la conclusión quePD1 = D1P y PD2 = D2P, es decir,M reduce aD1 y D2. De las propiedades
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que poseen los operadores diagonales (véase la propiedad(8), página 442), sabemos que los subespacios
invariantes deD1 son los subespacios lineales cerrados generados por subcolecciones deB. Se sigue entonces
queM = [{en : n∈ J}] para algúnJ ⊆ N, y comoD2(M) ⊆ M resulta queJ = N. Por estoM = {0} o
M = H. Esto prueba queD es irreducible.

Falta demostrar queIrre(H) es unGδ. Como antes, denotemos porAdj(H) el conjunto de todos los
operadores autoadjuntos sobreH y sea

A1 =
{

A∈ Adj(H) : 0≤ A≤ I
}
.

Puesto queA1 esτwot-cerrado enB(H)1, podemos invocar el Teorema 2.2.154 para concluir queA1 esτwot-
compacto y metrizable. Consideremos el conjuntoC(I) := {λI : λ ∈ C} de todos los operadores escalares
sobreH y seaA0 = A1\C(I). Observe que como(A1,τwot) posee una base numerable (por ser un compacto
metrizable) y ya queC(I) es claramenteτwot-cerrado enL(H), resulta entonces que(A0,τwot) es un conjunto
localmente compacto con base numerable, de donde se concluye, por el Teorema 1.4.17, que(A0,τwot) es
Kσ-localmente compacto. Sea(Kn)

∞
n=1 una sucesión de subconjuntosτwot-compactos deA0 tal que

A0 =
∞⋃

n=1

Kn.

Demostrar que(Irre(H),‖·‖) es unGδ es equivalente a demostrar que(Red(H),‖·‖) es unFσ. Sea entonces

K̂n =
{

T ∈ L(H) : ∃ R ∈ Kn tal queTR= RT
}
.

Afirmamos que
∞⋃

n=1

K̂n = Red(H).

En efecto, siT ∈Red(H), entonces existe un subespacio lineal cerrado no trivialM deH que reduce aT. SiR
es la proyección ortogonal sobreM, resulta que 0≤ R≤ I y TR= RT, de donde se sigue queT ∈⋃∞

n=1 K̂n

puesR 6∈ C(I). Para ver la otra inclusión seaT ∈ K̂n. Esto significa queTR= RT para algúnR∈ Kn. El
Teorema Espectral implica queTE(δ) = E(δ)T para cualquierE(δ), dondeE es la medida espectral deR.
Puesto queR 6∈C(I), existe un conjunto de Borelδ0 tal queE(δ0) 6∈ {0, I}. Por esto,M := E(δ0)(H) reduce
aT y, así,T ∈ Red(H).

La prueba finalizará una vez que logremos demostrar que cadaK̂n es norma-cerrado. Fijemosn∈ N y
supongamos que(Tk)

∞
k=1 es una sucesión en̂Kn convergiendo en la norma aT ∈ L(H). Para cadak ∈ N,

escojamosRk ∈ Kn tal queTkRk = RkTk. Puesto queKn es unτwot-compacto metrizable, podemos asumir (en
caso contrario pasamos a una subsucesión) queRk

τwot−−→ R para algúnR∈ Kn. En particular,R 6∈ C(I). Afir-
mamos queTR= RT. En efecto, teniendo en cuenta que la sucesión(Rk)

∞
k=1 está acotada (por 1), entonces

para todox,y∈ H, se cumple que
∣∣〈TkRkx,y〉− 〈TRx,y〉

∣∣ ≤
∣∣〈TkRkx,y〉− 〈TRkx,y〉

∣∣ +
∣∣〈TRkx,y〉− 〈TRx,y〉

∣∣
≤ ‖Tk−T ‖‖x‖‖y‖ +

∣∣〈(Rk−R)x,T∗y〉
∣∣ → 0.

Esto prueba queTkRk
τwot−−→ TR. Similarmente,RkTk

τwot−−→RT, de donde se deduce queTR= RT y, así,T ∈ K̂n.
Con esto queda demostrado queK̂n es norma-cerrado y, por lo tanto,(Red(H),‖·‖) es unFσ. �

El siguiente resultado establece queNor(H) es, en realidad, un conjunto topológicamente muy pequeño
en la topología de la norma uniforme de operadores.
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Corolario 2.2.49. Nor(H) es norma-cerrado y nunca-denso en
(
L(H),‖·‖

)
.

Prueba.Ya hemos visto queNor(H) es norma-cerrado enL(H). He aquí otra manera de verlo. Conside-
remos la aplicaciónϕ : L(H) → L(H) dada porϕ(T) = TT∗−T∗T. Es una tarea no tan difícil ver queϕ
es norma-continua y, por lo tanto, el conjunto{T ∈ L(H) : ϕ(T) = 0} = Nor(H) es norma-cerrado. Por
otro lado, como un conjunto norma-cerrado es nunca-denso si, y sólo si, su complemento es norma-denso,
entonces todo lo que tenemos que hacer para finalizar la prueba es demostrar que el complemento deNor(H)
es norma-denso enL(H). Para ver esto último recordemos que, por el Corolario 2.2.48, Nor(H)⊆Red(H),
de donde obtenemos que

Irre(H) = L(H)\Red(H) ⊆ L(H)\Nor(H).

Pero como un operador irreducible puede ser normal si, y sólosi, el espacio tiene dimensión 0 o 1, y puesto
que la dimensión deH > 1, resulta que el complemento deNor(H) es norma-denso enL(H) ya queIrre(H)
es un conjunto norma-denso deL(H) gracias al teorema anterior. La prueba es completa. �

Por el Teorema 2.2.165, sabemos que(Red(H),‖·‖) es unFσ, pero ¿puede ser dicho conjunto cerrado? Si
dim(H) < +∞, entonces(Red(H),‖·‖) no sólamente es cerrado sino también nunca-denso (véase, Halmos
[203], Proposition 2), sin embargo,

Teorema 2.2.166 (Halmos).Sidim(H) = +∞, entoncesRed(H) no es norma-cerrado enL(H).

Prueba.Es claro que cualquier operador de rango finito sobreH es reducible (M = Rang(T)⊥ ∩Ker(T)
reduce aT), de modo que cualquier operador compacto (siendo el limiteuniforme de operadores de rango
finito, Corolario 2.2.47), está en la norma-clausura deRed(H), pero es fácil construir operadores compactos
que son irreducibles: por ejemplo, considere un operador dela formaT = D1 + iD2, dondeD1 y D2 son
operadores compactos,D1 es, además, un operador diagonal autoadjunto con todos los elementos de su
diagonal distintos dos a dos yD2 es autoadjunto con〈D2en,em〉 6= 0 para todom,n∈N. El argumento usado
en la prueba del Teorema 2.2.165 establece queT es un operador compacto irreducible. �

Halmos, en [203], se pregunta si el conjuntoRed(H) puede ser norma-denso enL(H). Voiculescu
demostró, por medio de un argumento muy ingenioso, que la respuesta es afirmativa estableciendo para
ello un resultado general acerca de perturbaciones compactas de representaciones deC∗-álgebras separables
(véase, [434] o también [105], p. 237).

2.2.28. ‖ ◮ Abundantes operadores que poseen un vector cíclico en común

Como antes,H representa un espacio de Hilbert complejo, separable y de dimensión infinita, mientras
queB(H)1 es la bola unitaria cerrada de(L(H),‖·‖), esto es,

B(H)1 =
{

T ∈ L(H) : ‖T ‖ ≤ 1
}
.

A cada uno de los elementos deB(H)1 lo llamaremos unacontracción o un operador contractivo. Ya
hemos visto que(B(H)1,τwot) es un compacto metrizable, donde la métricadω que genera a laτwot-topología
viene definida por

dω(T,S) =
∞

∑
i, j=1

∣∣〈Txi,x j〉− 〈Sxi ,x j〉
∣∣

2i+ j paraT,S∈ B(H)1

siendo(xn)
∞
n=1 una sucesión enS1 que es norma-densa enH. En particular,(B(H)1,dω) es un espacio métrico

completo y separable.
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SeaT ∈ L(H). Recordemos que un vectorx ∈ H se llama un vector cíclico paraT si el subespacio
lineal generado por la órbita dex respecto aT, [Orb(T,x)], es norma-denso enH. Denotemos, como antes,
al conjunto de todos los vectores cíclicos deT porVC(T).

Lema 2.2.38. SeanH un espacio de Hilbert separable, T∈ L(H) y {x1, . . . ,xn} un conjunto arbitrario de
vectores en la esfera unitaria deH. Dadoε > 0 y vectores enH, x 6= 0 y z 6=, entonces existe un operador
S∈ B(H)1 tal que

‖(T −S)xi ‖ < ε para i = 1, . . . ,n y z∈ [Orb(S,x) ]

Prueba.SeaP la proyección ortogonal sobre[{x1, . . . ,xn}], el subespacio lineal cerrado de dimensión finita
generado por{x1, . . . ,xn}. Puesto quePxi = xi para cadai = 1, . . . ,n, el operadorR∈ L(H) definido por
R= TPsatisface la igualdad

Rxi = Txi parai = 1, . . . ,n.

Por otro lado, como dim
(
Rang(R)

)
< ∞, los vectoresx,Rx,R2x, . . . son linealmente dependientes. Escojamos

ahora el entero positivo más grande, llamémoslok, para el cual los vectoresx,Rx, . . . ,Rkx son linealmente
independientes. De esto se sigue que el vectorRk+1x ∈ [{x,Rx, . . . ,Rkx}]. Escojamos un funcional lineal
x∗ ∈ H∗, usando el Teorema de Hahn-Banach, de modo tal que

x∗
(
Rkx
)

= 1 y x∗
(
Rjx
)

= 0 para j = 0,1, . . . ,k−1.

Seleccionemos ahora un número realδ tal que 0< δ < ε/(2‖x∗ ‖‖z‖) y defínase el operadorS0 ∈L(H) por

S0v = Rv + δx∗(v)z para todov∈ H.

Nótese que
‖(S0−R)xi ‖ < ε/2 parai = 1, . . . ,n.

Además, con esta definición deS0 resulta que

Sj
0x = Rjx para j = 1, . . . ,k y Sk+1

0 x = Rk+1x+ δz

lo que a su vez muestra quez∈ [{x,S0x, . . . ,Sk+1
0 }]. Finalmente, si definimosS∈ L(H) por

S =
1

1+ ε/2
·S0

tendremos que aunz∈ [{x,Sx, . . . ,Sk+1, . . .}] y, además,‖(S−S0)xi ‖ < ε/2 parai = 1, . . . ,n. Por último,

‖(S−T)xi ‖ < ‖(S−S0)xi ‖ + ‖(S0−R)xi ‖ + ‖(R−T)xi ‖
< ε/2 + ε/2 + 0

= ε. (�)

Teorema 2.2.167 (Zorin). SeaH un espacio de Hilbert separable y sea x0 ∈ H con x0 6= 0. Entonces el
conjunto de todos los operados contractivos con un vector cíclico en común,

LC(x0) :=
{

T ∈ B(H)1 : x0 ∈ VC(T)
}
,

es un Gδ-denso en
(
B(H)1,τsot

)
.
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Prueba.Fijemos una base numerable(On)
∞
n=1 para la topología de la norma sobreH y, para cadan ∈ N

considere el conjunto
Gn =

{
T ∈ B(H)1 : [Orb(T,x0) ] ∩ On 6=∅

}
.

Observe que siT ∈ LC(x0), entoncesx0 ∈ VC(T) por lo que[Orb(T,x0) ] es denso enH. En particular,
[Orb(T,x0) ]∩On 6=∅ para cualquiern∈N, lo que equivale a decir queT ∈Gn para todon∈N. Esto prueba
que

LC(x0) =
∞⋂

n=1

Gn.

Veamos ahora que cadaGn esτsot-denso enB(H)1. En efecto, fijemosT ∈ B(H)1 y sea{x1,x2, . . .} un
subconjunto deS1 que es norma-denso enH. Seaε > 0 y seax un vector6= 0 enH. Si elegimos un vector
z∈ On con z 6= 0, entonces el Lema 2.2.38 nos garantiza la existencia de un operadorS∈ B(H)1 tal que
‖(T −S)xi ‖ < ε para cualquieri = 1, . . . ,n con n ∈ N arbitrario y tal quez∈ [Orb(S,x0) ]. En particular,
z∈ [Orb(S,x0) ]∩On, con lo cual queda establecido queS∈ Gn y así,Gn esτsot-denso enB(H)1.

Para demostrar queGn esτsot-abierto enB(H)1, seaT ∈ Gn. Entonces[Orb(T,x0) ]∩On 6=∅. Tomemos
un vector arbitrario, pero fijo,z∈ [Orb(T,x0) ]∩On. Puesto quez∈ [Orb(T,x0) ] a tal vector lo podemos
representar en la formaz = ∑N

j=0a jT jx0 ∈ On para algúnN ∈ N y ciertos números complejosa1, . . . ,aN.
Consideremos ahora elτsot-entorno abierto deT generado por los vectoresx1 = x0, x2 = Tx0, . . . ,xN+1 =
TNx0, esto es,

V(T,x1, . . . ,xN+1,ε) =
{

R∈ B(H)1 : ‖(T −R)xi ‖ < ε, i = 1,2, . . . ,N+1
}
.

Entonces, el conjuntoV := {R∈V(T,x1, . . . ,xN+1,ε) : z∈ [Orb(R,x0) ]} es no vacío y, además, está contenido
en Gn. En efecto, por el Lema 2.2.38, existeR∈ B(H)1 tal quez∈ [Orb(R,x0) ] y ‖(R−T)xi ‖ < ε para
i = 1,2, . . . ,N + 1, lo cual nos dice queR∈ V. El hecho de que tambiénz∈ On, nos asegura queR∈ Gn,
quedando demostrado de este modo que el conjuntoτsot-abiertoV está contenido enGn. Con lo anterior
ha quedado establecido que cadaGn es τsot-abierto denso enB(H)1 y como (B(H)1,τsot) es un espacio
completamente metrizable, resulta, por el Teorema de Categoría de Baire, queLC(x0) es unGδ-denso en(
B(H)1,τsot

)
. �

El siguiente resultado, el cual es el objetivo principal en esta sección, es consecuencia del anterior.

Teorema 2.2.168 (Zorin, [455]).SeaH un espacio de Hilbert separable y suponga que D es un subconjunto
deH\{0} que es numerable y denso enH. Entonces el conjunto

LC(D) :=
{

T ∈ B(H)1 : D ⊆ VC(T)
}

es un Gδ-denso en(B(H)1,τsot). Más aun, para cada T∈ LC(D), el conjuntoVC(T) es residual en la
norma-topología deH.

Prueba.Por el Teorema 2.2.167, para cadax ∈ D, el conjuntoLC(x) es unGδ-denso en
(
B(H)1,τsot

)
.

Como
(
B(H)1,τsot

)
es un espacio de Baire yD es numerable, entonces el Teorema de Categoría de Baire,

Teorema 1.8.1, página 47, nos revela que

LC(D) =
⋂

x∈D

LC(x)

también es unGδ-denso en
(
B(H)1,τsot

)
.
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Para demostrar la segunda parte, seaT ∈ LC(D) y fijemos un conjunto denso numerable{x1,x2, . . .} en
H. Para cada par de enteros positivosj,m definamos

G j,m =

{
x∈ H :

∥∥∥x j −
n

∑
i=0

aiT
ix
∥∥∥< 1/m para algúnn∈ N y a0,a1, . . . ,an ∈ C

}
.

Afirmamos que

VC(T) =
∞⋂

j=1

∞⋂

m=1

G j,m.

En efecto, seax∈ VC(T). Entonces[Orb(T,x) ] es norma-denso enH y, así, para cualquierx j y cualquier
m∈ N, podemos hallar uny ∈ [Orb(T,x) ] que aproxima ax j a menos de 1/m, es decir, existen escalares
a0,a1, . . . ,an ∈ C tal quey = ∑n

i=0aiT ix y
∥∥∥∥∥x j −

n

∑
i=0

aiT
ix

∥∥∥∥∥ < 1/m.

Esto prueba nuestra afirmación. Por otro lado, comoT ∈LC(D) entoncesT ∈LC(x) para todox∈ D, lo cual
significa quex∈ VC(T) para todox∈ D, es decir,D ⊆ VC(T). Puesto queD es norma-denso enH, tenemos
queVC(T) también es norma-denso enH. En particular,G j,m es norma-denso enH para todoj,m∈N. Para
ver que cadaG j,m es abierto enH, sólo tenemos que observar que comoT y la norma deH son aplicaciones
continuas, entoncesG j,m es abierto. QueVC(T) sea residual en la norma-topología deH es consecuencia
del Teorema de Categoría de Baire. �

Comentario Adicional 2.2.31 Si en el Teorema 2.2.168, en lugar de considerar la topologíafuerte de ope-
radores se trabaja con la topología débil de operadores, se obtiene como conclusión queLC(D) es
un Gδ-denso en(B(H)1,τwot). Más aun, para cadaT ∈ LC(D), el conjuntoVC(T) es residual en la
norma-topología deH (véase, [455], Theorem 3).

Denote porB(H)r la bola cerrada con centro en el origen y radior > 1 en(L(H),‖·‖). En [455], Zorin
obtiene, entre otros, el siguiente resultado:

Teorema 2.2.169 (Zorin). SeaH un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita y sea D un
subconjunto deH\{0} que es numerable y denso enH. Entonces el conjunto

LHC(D) :=
{

T ∈ B(H)r : D ⊆ HC(T)
}

es un Gδ-denso en(B(H)r ,τsot). Más aun, para cualquier T∈LHC(D), el conjuntoVC(T) es residual
en la norma-topología deH.

Observe que, por el Teorema 2.2.140, página 415, siT es hipercíclico, entonces el conjuntoHC(T)
es unGδ-denso en norma-topología deH, por lo que la conclusión de que el conjuntoVC(T) es
residual en la norma-topología deH para cadaT ∈ LHC(D) en el resultado anterior es inmediata ya
queHC(T) ⊆ VC(T).

2.2.29. ‖ ◮ Abundantes operadores unitarios

Los operadores unitarios forman una subclase natural e importante de los operadores contractivos. Tales
operadores poseen muy buenas propiedades que no son compartidas por la totalidad de los operadores con-
tractivos. En esta sección probaremos que tales operadores, los unitarios, son “abundantes” en el conjunto de
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todos los operadores contractivos. Como siempre,H denota un espacio de Hilbert complejo, de dimensión
infinita y separable. Recordemos que un elementoU ∈ L(H) es llamado unoperador isométricosi

〈Ux,Uy〉 = 〈x,y〉 para todox,y∈ H.

Observe que de la igualdad anterior se concluye que‖Ux‖ = ‖x‖ para todox ∈ H, por lo queU resulta
ser inyectivo pero no necesariamente sobreyectivo. SiU es un operador isométrico y, además, sobreyectivo,
entonces se dice queU es unoperador unitario . Por el Teorema de la Aplicación Inversa, siU es un
operador unitario, entoncesU−1 es un operador lineal continuo que también resulta ser unitario. El ejemplo
estándar de un operador isométrico que no es unitario es “el shift unilateral ”, es decir, el operadorS: ℓ2 → ℓ2

definido por
S(a1,a2, . . .) = (0,a1,a2, . . .).

Es claro queSes una isometría que no es sobreyectiva, es decir,S no es un operador unitario. Es fácil ver
que un operadorU ∈ L(H) es

(1) isométricosi, y sólo si,U∗U = I .

(2) unitario si, y sólo si,U∗U = UU∗ = I , lo cual es equivalente a afirmar queU−1 = U∗.

Denotemos porUni(H) y Iso(H), respectivamente, el conjunto de todos los operadores unitarios y de todos
los operadores isométricos sobreH. Se tiene que

Uni(H) ⊆ Iso(H) ⊆ B(H)1.

Recordemos que cualquier elemento enB(H)1 es llamado unoperador contractivo. Se puede demostrar
queUni(H) es un grupo bajo la operación de composición de operadores y que todoU ∈ Uni(H) preserva
tanto la estructura algebraica así como la estructura topológica deH, dicho de otra manera, niU ni U∗

cambian la geometría deH. De igual forma, siU es un operador unitario yk > 0, entonceskU es unitario.
Recordemos que

(
B(H)1,τwot

)
es un compacto metrizable, donde la métricadwot que genera a laτwot-

topología viene definida por

dwot(T,S) =
∞

∑
i, j=1

∣∣〈Txi ,x j〉− 〈Sxi ,x j〉
∣∣

2i+ j paraT,S∈ B(H)1

siendo(xn)
∞
n=1 una sucesión enS1 que es norma-densa enH. En particular,(B(H)1,dω) es un espacio métrico

completo y separable. De igual forma, el conjunto
(
Iso(H),τsot

)
es un espacio métrico completo con respecto

a la métrica

dsot(T,S) =
∞

∑
i=1

‖Txi −Sxi ‖
2i+ j paraT,S∈ Iso(H),

siendo, de nuevo,(xn)
∞
n=1 una sucesión enS1 que es norma-densa enH.

Observe que siT ∈ L(H) es una isometría no unitaria, entonces Rang(T) es cerrado y distinto deH.
En efecto, que Rang(T) sea distinto deH sigue del hecho de queT no es sobreyectivo. Suponga ahora que
y∈ Rang(T) y escojamos una sucesión(xn)

∞
n=1 enH tal que‖Txn−y‖ → 0. De aquí se sigue, usando el

hecho de queT es una isometría, que‖xn‖ = ‖Txn‖ → ‖y‖ y, por lo tanto, la sucesión(xn)
∞
n=1 es acotada

en BH. ComoBH es débilmente-compacto (Corolario 2.2.44), existe una subsucesión de(xn)
∞
n=1, que la

seguiremos denotando del mismo modo, que converge débilmente a algún puntox∈ BH. Más aun,‖x‖ =
‖y‖. Ahora bien, comoxn → x débilmente y‖xn‖ → ‖x‖, entoncesxn → x en la norma y la continuidad de
T nos garantiza quey = Tx∈ Rang(T) y termina la prueba.
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Recordemos finalmente, que siT ∈ L(H), entoncesT es invertible si, y sólo si, existe una constante
α > 0 tal queα‖x‖ ≤ ‖Tx‖ para todox∈ H.

El siguiente resultado es bien conocido (véase, por ejemplo, Halmos [202], Soluciones a los Problemas
224 y 225, p. 341):

Teorema 2.2.170.SeaH un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita. Entonces

(a) Uni(H)
sot

= Iso(H), y

(b) Uni(H)
wot

= B(H)1.

Lo que deseamos demostrar en esta sección es la residualidadde Uni(H) en los conjuntos anteriores.
Para ello es necesario tener en cuenta los siguientes resultados adicionales pero sencillos.

Lema 2.2.39. SeanH un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita, T∈ L(H) y suponga que

(Tn)
∞
n=1 es una sucesión enL(H) tal que Tn

wot−−→ T.

(1) Si‖Tnx‖ ≤ ‖Tx‖ para todo x∈ H, entonces Tn
sot−→ T.

(2) Si tanto T , así como la sucesión(Tn)
∞
n=1, son isométrías, entonces Tn

sot−→ T.

Prueba. (1). Puesto queT = τwot− ĺımn→∞ Tn, entonces〈Tnx−Tx,y〉 → 0 para todox,y∈ H, en particular,
〈Tnx−Tx,Tx〉 → 0 para todox∈ H. Ahora bien, teniendo en cuenta que‖Tnx‖ ≤ ‖Tx‖ para todox∈ H,
tenemos

‖Tnx−Tx‖2 = 〈Tnx−Tx,Tnx−Tx〉
= ‖Tnx‖2 + ‖Tx‖2 − 2Re〈Tnx,Tx〉
≤ 2‖Tx‖2 − 2Re〈Tnx,Tx〉
= 2Re〈Tx−Tnx,Tx〉 → 0

cuandon→ ∞.

(2). Usando el hecho de que tantoTn así comoT son isométricos, resulta que para cadax∈ H,

‖Tnx−Tx‖2 = 〈Tnx−Tx,Tnx−Tx〉
= ‖Tnx‖2 +‖Tx‖2−2Re〈Tnx,Tx〉
= 2‖x‖2−2Re〈Tnx,Tx〉 −→ 2‖x‖2−2〈Tx,Tx〉 = 0

cuandon→ ∞. �

Estamos en posesión de los argumentos para demostrar el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.2.171 (Eisner, [149]).SeaH un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita. Entonces

(1) Uni(H) es residual en
(
Iso(H),τsot

)
, y

(2) Uni(H) es residual en
(
B(H)1,τwot

)
.
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Prueba. (1) Fijemos una sucesión densa(xn)
∞
n=1 en H \ {0} y seaT ∈ Iso(H) no-invertible. Entonces

Rang(T) es cerrado y, además, Rang(T) 6= H. Esto implica, en particular, que podemos seleccionar un
j ∈ N de modo que

dist
(
x j ,Rang(T)

)
> 0.

Lo anterior permite considerar, para cada par de enterosj,k∈ N, el conjunto

Mj,k =
{

T ∈ Iso(H) : dist
(
x j ,Rang(T)

)
> 1/k

}
.

Nótese ahora que el conjunto

Iso(H)∗ := Iso(H)\Uni(H) =
∞⋃

j,k=1

Mj,k

consiste de todas las isometrías no-invertibles. Veamos que cadaM j,k esτsot-nunca-denso enIso(H). Puesto
que, por el Teorema 2.2.170(a), Uni(H) es denso en(Iso(H),τsot), es suficiente demostrar que

Uni(H) ∩ M
τsot
j,k = ∅ ∀ j,k∈ N.

Suponga, para arribar a una contradicción, que para algún par j,k∈N, se cumple que

Uni(H) ∩ M
τsot
j,k 6= ∅.

SeaU ∈ Uni(H) ∩ M
τsot
j,k y elijamos una sucesión(Tn)

∞
n=1 enMj,k para la cualTn → U en laτsot-topología.

En particular, comoU es unitario, existe exactamente unx∈ H tal quex = U−1xj , de donde se sigue que

ĺım
n→∞

Tnx = Ux = xj ,

lo que a su vez implica que
ĺım
n→∞

dist
(
xj ,Rang(Tn)

)
= 0.

Esto último es lo que genera la contradicción, pues de allí sededuce la existencia de unn0 ∈ N tal que
dist
(
xj ,Rang(Tn0)

)
< 1/k. Por otro lado, comoTn0 ∈Mj,k, entonces dist

(
xj ,Rang(Tn0)

)
> 1/k lo que produce

un disparate. Por esto,Mj,k es nunca-denso en laτsot-topología y, en consecuencia,Uni(H) es residual en
(Iso(H),τsot) gracias al Teorema de Categoría de Baire.

(2) Como antes, sea(xn)
∞
n=1 una sucesión densa enH\{0} y considere

Iso(H)∗ := Iso(H)\Uni(H) =
∞⋃

j,k=1

Mj,k,

donde
Mj,k =

{
T ∈ Iso(H) : dist

(
x j ,Rang(T)

)
> 1/k

}
.

para cadaj,k ∈ N. Primero vamos a demostrar queIso(H)∗ también es de primera categoría pero ahora en
(B(H)1,τwot). Puesto queUni(H) esτwot-denso enB(H)1, (Teorema 2.2.170,(b)) entonces es suficiente
demostrar que

Uni(H) ∩ M
τwot
j,k = ∅ ∀ j,k∈ N.
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Veamos, como en el caso anterior, que cadaMj,k esτwot-nunca-denso enB(H)1. En efecto, suponga de nuevo
que existenj,k ∈ N tal queUni(H) ∩ M

τwot
j,k 6= ∅ y seaU ∈ Uni(H) ∩ M

τwot
j,k . Elija una sucesión(Tn)

∞
n=1 en

Mj,k tal queTn →U en laτwot-topología. Por el Lema 2.2.39(2), Tn →U en laτsot-topología. Exactamente
como en el caso anterior, tomandox = U−1x j , tenemos que ĺımn→∞ Tnx = Ux = xj , de donde resulta que

ĺım
n→∞

dist
(
xj ,Rang(Tn)

)
= 0

lo que está en contradicción con el hecho de que cadaTn ∈ Mj,k. Así, cada uno de los conjuntosMj,k es
τwot-nunca-denso y, por lo tanto,Iso(H)∗ es de primera categoría en(B(H)1,τwot).

Queda por ver queB(H)1\Iso(H), el conjunto de todas operadores contractivos no-isométricos, también
es de primera categoría en(B(H)1,τwot). Para demostrar esto último, seaT una contracción no-isométrica.
ComoT no es invertible y la sucesión(xn)

∞
n=1 es norma-densa enH, resulta que

∥∥Txj

∥∥<
∥∥x j

∥∥ para algún
j ∈ N. Este hecho permite justificar, para cada parj,k∈ N, la construcción del conjunto

Nj,k =
{

T ∈ B(H)1 :
∥∥Txj

∥∥< (1−1/k)
∥∥x j

∥∥
}

.

En consecuencia,

B(H)1 \ Iso(H) =
∞⋃

j,k=1

Nj,k.

Veamos que cadaNj,k esτwot-nunca-denso enB(H)1. Debido a laτwot-densidad deUni(H) en B(H)1, de
nuevo será suficiente demostrar que

Uni(H) ∩ N
τwot
j,k = ∅ ∀ j,k∈N.

Suponga, una vez más, que para algún parj,k ∈ N, Uni(H) ∩ N
τwot
j,k 6= ∅ y seaU ∈ Uni(H) ∩ N

τwot
j,k . Selec-

cionemos una sucesión(Tn)
∞
n=1 en Nj,k que converja en laτwot-topología aU . Puesto que‖Tnx‖ ≤ ‖Ux‖

para todox∈ H, se sigue del Lema 2.2.39(1), queTn →U en laτsot-topología, de donde se obtiene que

ĺım
n→∞

∥∥Tnx j
∥∥ =

∥∥Ux j
∥∥ =

∥∥x j
∥∥

lo que está en franca contradicción con el hecho de que cadaTn ∈ Nj,k pues
∥∥Tnx j

∥∥ < (1−1/k)
∥∥x j

∥∥ para
todon∈ N. Con esto hemos demostrado queB(H)1\ Iso(H) es de primera categoría en(B(H)1,τwot) y así,
por la primera parte, (

B(H)1\ Iso(H)
)
∪
(
Iso(H)\Uni(H)

)

es de primera categoría en(B(H)1,τwot). El Teorema de Categoría de Baire nos garantiza queUni(H) es
residual en el espacio métrico completo(B(H)1,τwot). Con esto termina la prueba del teorema. �

Comentario Adicional 2.2.32 ¿Qué ocurre con la topología uniforme de operadores? Es un ejercicio sen-

cillo verificar queUni(H)
‖·‖ 6= B(H)1, sin embargo, un resultado de Russo-Dye (véase, por ejemplo,

[245]) establece que:

Teorema 2.2.172 (Russo-Dye).SeaH un espacio de Hilbert de dimensión infinita. Entonces

co
(
Uni(H)

)
= B(H)1.
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Ya hemos visto queNor(H)
‖·‖

= Nor(H), es decir,Nor(H) es norma-cerrado enL(H), sin embargo,
si cambiamos la topología de la norma por la topología débil de operadores tenemos que:

L(H) = Nor(H)
wot

.

En efecto, como todo operador unitario es un operador normal, por (b) del Teorema 2.2.170, tenemos

queB(H)1 ⊆ Nor(H)
wot

y comoL(H) =
⋃∞

n=1nB(H)1, el resultado sigue. Observe que por(a) del
Teorema 2.2.170,Uni(H) nunca esτsot-cerrado enL(H).

Denotamos porB(H)+1 el subconjunto deB(H)1 formado por los operadores positivos, es decir, un
operadorA∈ B(H)+1 si, y sólo si, 0≤ A y ‖A‖ ≤ 1. Por el Lema 2.2.34, esto significa que 0≤ A≤ I .
Resulta queB(H)+1 con la métricadsot es un espacio métrico completo y separable. En [441], N.
Weaver demuestra el siguiente resultado:

Teorema 2.2.173 (Weaver).SeanH un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita y E un
subespacio lineal de dimensión finita deH. Entonces, el conjunto

Acic =
{

A∈ B(H)+1 : cualquierx∈ E \{0} es un vector cíclico paraA
}

es residual en
(
B(H)+1 ,τsot

)
. En particular, si S es un subconjunto numerable deH, entonces

A∗
cic =

{
A∈ B(H)+1 : cualquierx∈ [S]\{0} es un vector cíclico paraA

}

es residual en
(
B(H)+1 ,τsot

)
.

Existen otros tipos de operadores enB(H)1 que son residuales enB(H)1 en la topología fuerte de
operadores. Recordemos que un operadorT ∈ L(H) se dice que esfuertemente establesi τsot−
ĺımn→∞ Tn = 0. Diremos queT es depotencia acotadasi supn∈N ‖Tn‖ < ∞. Si T es de potencia
acotada, entonces decimos queT escasi débilmente establesi 0 es un punto de acumulación en la
topología débil deH de cualquier órbita Orb(T,x). En [150] T. Eisner y T-Mátrai, así como en [151],
T. Eisner y A. Serény demuestran, entre otras cosas, los siguientes resultados.

Teorema 2.2.174 (Eisner-Mátrai-Serény).SeaH un espacio de Hilbert separable y de dimensión
infinita.

(1) El conjuntoCcss(H) de todos los operadores contractivos fuertemente estableses residual en
(B(H)1,τsot).

(2) El conjuntoCs(H) de todos los operadores contractivos T tales que para cada y∈ SH existe un
x∈ SH para el cual Tx= y, es residual en(B(H)1,τsot).

(3) El conjuntoCker(H) de todos los operadores contractivos T que satisfacen dim(Ker(T)) = ∞ es
residual en(B(H)1,τsot).

(4) El conjuntoIcws(H) de todos los operadores isométricos casi débilmente estables es residual en
(Iso(H),τsot).

(5) El conjuntoCcws(H) de todos los operadores contractivos casi débilmente estables es residual
en(B(H)1,τwot).
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2.3. Espacios vectoriales en conjuntos excepcionalmente raros ∗∗

Como hemos podido demostrar en el transcurso de estas notas,algunas veces aparecen fenómenos muy
extraños pero que, a pesar de esa apariencia, ellos constituyen la regla y no la excepción, es decir, en todos
los casos estudiados, la totalidad de esos objetos extrañosconstituyen un conjunto “muy grande” desde el
punto de vista topológico (contienen, por ejemplo, un conjunto Gδ-denso), pero carente, globalmente, de
una estructura algebraica. Este último aspecto, que es importante y que ha sido objeto de estudio en los
años recientes, ha dado paso a una entusiasta investigaciónsobre la posibilidad de encontrar un subespacio
lineal (cerrado o no, de dimensión finita o infinita) en dichosconjuntos. Por ejemplo, cuandoT : X → X
es un operador hipercíclico definido sobre un espacio de Banach separable de dimensión infinita, entonces,
como se demostró en el Teorema 2.2.141, el conjuntoHC(T), que esGδ-denso pero no un espacio vectorial,
posee (añadiéndole a dicho conjunto el operador nulo)espacios vectoriales densosde dimensión infinita.
También, como ya hemos mencionado, Rodríguez Piazza [377] probó queND[0,1]∪{0}, que también es
un Gδ-denso sin estructura lineal en sí mismo, contiene espaciosvectoriales de dimensión infinita que son
copias isométricas de cualquier espacio de Banach separable (Observación(3), página 123).

En esta sección no demostraremos ningún resultado, sólo nosdedicaremos, como un ejercicio placen-
tero, a informar sobre algunos aspectos relacionados con laexistencia de ciertos subespacios vectoriales (en
general, de dimensión infinita, que pueden ser densos en algunos casos y cerrados en otros) que habitan en
la galería de algunos de los monstruos ya estudiados y de otros que no hemos analizados con anterioridad
pero que de igual forma existen.

La siguiente definición intenta formalizar la presencia, o existencia, de espacios vectoriales en ciertos
conjuntos de funciones raras.

Definición 2.3.1. Sea X un espacio vectorial sobreK. Suponga queP es una propiedad sobre los elementos
de X y que M es un subconjunto no vacío de X cuyos elementos satisfacen la propiedadP.

(a) Se dice que M eslinealizable(respectivamente, n-linealizablecon n∈N) si M∪{0} contiene un subes-
pacio vectorial Y de dimensión infinita (respectivamente, dim(Y) = n). La máxima cardinalidad de un
tal espacio vectorial (si ella existe), es llamada lalineabilidadde M y denotada porλL(M). El conjunto
M se dice que esno muy linealsi λL(M) ≤ 1.

(b) Diremos que M esalgebralizablesi M∪{0} contiene un álgebra A infinitamente generada, esto último
quiere decir que, existe un conjunto infinito numerable de vectores D en X que es linealmente indepen-
diente tal que A es la álgebra más pequeña conteniendo a D.

(c) Si X es un espacio vectorial topológico, M se diceespaciolizableen X si M∪{0} contiene un subespacio
vectorial cerrado de dimensión infinita.

Las nociones de conjuntos linealizables y espaciolizables, que son propiedades intrínsecas, fueron pri-
meramente formuladas por P. Enflo y V. Gurariy en [154], y posteriormente, en [18] y [196], mientras que la
noción de conjunto algebralizable, que es una propiedad relativa, fue introducida recientemente por R. Aron,
D. Pérez García y J. B. Seoane Sepúlveda en [19]. Observe que encontrar un álgebra en la galería es, en
general, una tarea más difícil que encontrar, simplemente,un espacio vectorial.

2.3.1. ‖ ◮ Funciones continuas nunca diferenciables

Recordemos queND[0,1] representa el conjunto de todas las funciones continuasf : [0,1] →R que son
nunca diferenciables. Ya hemos visto que tal conjunto es muygrande (en el sentido topológico) pero que no
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es un espacio vectorial. Con la nueva terminología, uno de los primeros resultados obtenidos en esta dirección
fue dado a conocer por V. I. Gurariy en el año de 1966 (véase [197] y también [199]) quien demuestra que

(1) ND[0,1] es linealizable.

Casi inmediatamente, V. Fonf, V. Kadeč y V. I. Gurariy [161] prueban que

(2) ND[0,1] es espaciolizable en C[0,1].

F. Bayart y L. Quarta en un artículo que pronto aparecerá publicado enIsrael J. Math., [42], cierran el
círculo al demostrar que

(3) ND[0,1] es algebralizable.

De hecho, ellos demuestran que

(4) El conjunto de todas las funciones continuas f: [0,1] → R que son nunca Hölder contine una álgebra
densa con una cantidad infinita y algebraicamente independiente de generadores.

Una función continuaf : [0,1] → R se dicenunca Höldersi para todox∈ [0,1] y α > 0,

sup
y∈[0,1]

y6=x

| f (y)− f (x)|
|x−y|α = ∞.

Resulta claro que una tal función es nunca diferenciable.

Un toque hermoso y casi mágico lo impone L. Rodríguez Piazza en 1995 [377] al demostrar que no
sólo el conjuntoND[0,1] es espaciolizable, sino que dicho conjunto esuniversalpara la categoría de
los espacios de Banach separables ya que cualquier espacio de Banach separable es isométricamente
isomorfo a un subespacio lineal norma-cerrado deND[0,1]∪{0}. Varios años después, S. Hencl [209]
profundiza en el resultado de Rodríguez Piazza al demostrarque cualquier espacio de Banach separable
es isométricamente isomorfo a un subespacio deC[0,1] cuyos elementos distintos del cero son nunca
aproximadamente diferenciable y nunca Hölder (véase el artículo de Hencl, [209], para la definición de
función nunca aproximadamente diferenciable).

En la dirección opuesta, el conjuntoD[0,1] de todas las funcionessiempre diferenciables sobre[0,1] es
lineal y, por consiguiente, linealizable. Más aun, V. Gurariy en [198], demuestra que:

(5) D[0,1] no es espaciolizable.

Recordemos queDNM(R) representa el subconjunto deC[0,1] formado por todas aquellas funciones
que son diferenciables pero nunca monótonas. En un artículopublicado en el año 2004, [18], Aron,
Gurariy y Seoane prueban que:

(6) DNM(R) es linealizable en C(R).

Más aun,

(7) Para a,b∈ R, el conjuntoDNM[a,b] es linealizable pero no espaciolizable en C[a,b].
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2.3.2. ‖ ◮ Funciones continuas con infinitos ceros

Seaf : [0,1] → R una función. Recordemos que un puntox∈ [0,1] tal que f (x) = 0 se llama uncerode
f . En [154], P. Enflo y V. I. Gurariy demuestran el siguiente resultado:

(1) Para cualquier subespacio de dimensión infinita X⊆C[0,1], el conjunto Z∞(X) formado por tadas las
funciones en X que tienen una cantidad infinita de ceros en[0,1] es espaciolizable en X.

2.3.3. ‖ ◮ Funciones siempre sobreyectivas

Una función f : R→ R se llamasiempre sobreyectivasi para cualquier intervalo no trivial(a,b) deR,
f (a,b) = R. La existencia de tales funciones extrañas fueron dadas a conocer por primera por H. Lebesgue
en suLeçons sur l’intégration, Gauthier-Villars, Paris (1904). En el Ejemplo 27, página 104, del libro de B.
R. Gelbaum y J. M. H. Olmested, [176], se puede ver la construcción de una tal función que, además, es cero
casi siempre. En [18], Aron, Gurariy y Seoane prueban que

(1) El conjuntoF(R), formado por todas las funciones f: R→ R que son siempre sobreyectivas, es2c-
linealizable, es decir,λL(F(R)) = 2c.

R. Aron y J. B. Seoane Sepúlveda demuestran en [20] que

(2) F(R) es algebralizable.

García-Pacheco, Palmberg y Seoane-Sepúlveda [172] van un poco más allá al demostrar que

(3) El conjuntoF0(R), formado por todas las funciones f: R→ R que son siempre sobreyectivas y casi
siempre cero, es linealizable.

Finalmente, en [15], Aron, Conejero, Peris y Seoane Sepúlveda demuestran que

(4) El conjuntoF(C), formado por todas las funciones f: C→ C que son siempre sobreyectivas, (esto
significa que para cualquier conjunto abierto no vacío U deC, f |U es sobreyectiva), es algebralizable.

2.3.4. ‖ ◮ Funciones continuas que interpolan sucesiones

Una función f : R→ R se dice queinterpola sucesionessi para cada sucesión(xn)
∞
n=1 ∈ ℓ∞ existe un

puntox∈ R tal que

f (x+n) = xn para todon∈ N.

La existencia de una función continuaf : R→ R interpolando sucesiones acotadas deR fue dada a conocer
por primera vez por Y. Benyamini en [48]. Denotemos el conjunto de todas las funciones continuasf :R→R
que interpolan sucesiones porIS(R). Bayart y Quarta prueban que

(1) IS(R) es2ℵ0-linealizable.

Si en lugar del conjuntoIS(R) trabajamos con funciones continuas interpolando sucesiones complejas
y denotamos la totalidad de tales funciones porISC(R), se obtiene:

(2) ISC(R) es algebralizable.
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2.3.5. ‖ ◮ FuncionesK-lineales discontinuos

SeanX y Y espacios vectoriales sobreK = (R óC). Una función f : X → Y se diceaditiva o lineal
si f (x+ y) = f (x) + f (y) para cualquierx,y ∈ X. Observe que esta definición difiere del término “lineal”
frecuentemente usado en el Álgebra Lineal. En general, diremos quef esK-lineal si ella es aditiva y satisface
f (λx) = λx para todoλ ∈ K y todo x ∈ X. Así, una funciónR-lineal coincide con la noción usual de una
función lineal. Una observación importante en este sentidoes la siguiente: no todas las funcionesf : R→ R
aditivas (o lineales en nuestra definición) tienen que ser dela forma f (x) = ax para algúna ∈ R. Ello,
sin embargo, es verdadero si, y sólo si,f es continua. Esto permite asegurar la existencia de funcionales
R-lineales discontinuosf : X → R (véase, por ejemplo, [176], p. 33). Denotemos porX′

ld el conjunto de
todos los funcionales lineales discontinuosf : X → R y por X′

R−ld losR-funcionales lineales discontinuos
f : X →R. En el artículo [172], que aparecerá muy pronto, F. J. García-Pacheco, N. Palmberg y J. B. Seoane-
Sepúlveda demuestran que:

(1) En cualquier espacio vectorial topológico real X, el conjunto X′
ld es linealizable.

(2) En cualquier espacio normado real de dimensión infinita X, elconjunto X′R−ld es linealizable.

F. J. García-Pacheco, F. Rambla y J. B. Seoane-Sepúlveda continúan el estudio sobre conjuntos lineali-
zables relativos al conjunto de los funcionalesQ-lineales, de la funciones siempre sobreyectivas y del
conjunto de las funciones sobreR cuyos grafos son densos enR2.

2.3.6. ‖ ◮ Funciones con un conjunto denso de puntos de discontinuidades removibles

Para cualquierβ ∈R+, defina la funciónfβ : R→ R por

fβ(x) =

{
n−β, si x∈Q,

0, si x∈ R\Q,

donden es el entero positivo más pequeño tal quex = k/n para algúnk ∈ Z. No es difícil ver que esta
función es discontinua en cualquier puntox∈ Q y, en consecuencia, posee un conjunto denso de puntos de
discontinuidad. Para ver que todas las discontinuidades son removibles, tome cualquierx0 ∈Q y note que

ĺım
x→x−0

fβ(x) = ĺım
x→x+

0

fβ(x) = 0.

Siguiendo con el mismo artículo de García Pacheco, Palmbergy Seoane Sepúlveda [172], ellos prueban:

(1) El conjunto DR(R), de las funciones f: R→ R con un conjunto denso de puntos de discontinuidades
removibles, es algebralizable.

2.3.7. ‖ ◮ Funciones que poseen un número finito de puntos de continuidad

El siguiente resultado también es de García Pacheco, Palmberg y Seoane Sepúlveda [172].

(1) El conjunto CF(R), de las funciones f: R→ R las cuales tienen un número finito de puntos de con-
tinuidad, es linealizable.
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2.3.8. ‖ ◮ Funciones cuyas derivadas son no acotadas sobre un intervalo cerrado

Una vez más, García Pacheco, Palmberg y Seoane Sepúlveda [172] son los responsables del siguiente
resultado.

(1) El conjunto DNA(R), de las funciones f: R→ R cuyas derivadas son no acotadas sobre un intervalo
cerrado (que depende de la función), es linealizable.

Por ejemplo, para cada número primop, considere la función

fp(x) =





x2 sen
( 1

px2

)
, si x 6= 0

0, si x = 0.

Entonces

f ′
p(x) =





2xsen
( 1

px2

)
− 2

px
cos
( 1

px2

)
, si x 6= 0

0, si x = 0

la cual es no acotada sobre[−1,1] para todo primop.

Figura 2.2: Funcionesf2 y f ′
2

2.3.9. ‖ ◮ Funciones no medibles

Sean(Ω,Σ) un espacio medible yN(Ω,K) el conjunto de las funcionesf : Ω →K que son no medibles.
F. J. García Pacheco y J. B. Seoane Sepúlveda [170] demuestran el siguiente resultado.

(1) N(Ω,K) es espaciolizable. En particular, cualquier espacio de Banach con densidad de caracterγ, es
isométrico a un subespacio consistiendo de funciones no medibles (salvo la función cero).

2.3.10. ‖ ◮ Funciones casi-siempre continuas pero no Riemann-integrables

De la teoría de la integral de Lebesgue sabemos que siI es un intervalo acotado yf : I → R es una
función acotada, entonces

f es Riemann-integrable si, y sólo si, f es casi-siempre continua.
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Si ahora tomamos un intervalo arbitrario no acotadoI deR, se puede demostrar que sif : I →R es Riemann-
integrable, entonces también se cumple quef es casi-siempre continua. El recíproco, sin embargo, no es
válido. En efecto, si tomamos, por ejemplo, cualquier intervalo no acotadoI y cualquier funciónf : I → R
constante, pero no idénticamente igual a cero, entonces ella es continua pero no Riemann-integrable.

Fijemos un intervalo no acotadoI deR y denotemosCR(I) el conjunto de todas las funciones acotadas
casi-siempre continuasf : I → R que no son Riemann-integrables y porNR(I) el conjunto de todas las
funciones continuas acotadasf : I → R que no son Riemann-integrables.

Los siguientes resultados fueron obtenidos por F. J. GarcíaPacheco, M. Martín y J. B. Seoane Sepúlveda
en [171].

(1) Para cualquier intervalo no acotado I deR, el conjuntoCR(I) es espaciolizable y algebralizable en
L∞(I).

(2) Para cualquier intervalo no acotado I deR, el conjuntoNR(I) es espaciolizable en L∞(I).

2.3.11. ‖ ◮ Funciones Riemann-integrables que no son Lebesgue-integrables

Es un hecho ya establecido que siI es un intervalo acotado deR, entoncesR(I) ⊆ L(I), dondeR(I) y
L(I) representan los espacios vectoriales reales de todas las funcionesf : I →R que son Riemann-integrables
y Lebesgue-integrables, respectivamente. SiI es no acotado, entoncesR(I)\L(I) 6=∅. En efecto, la función
f : R→ R definida por

f (x) =





senx
x

, si x 6= 0,

0, si x = 0

es Riemann-integrable ya que

∫

R
f (x)dx= ĺım

b→−∞

∫ 0

b
f (x)dx+ ĺım

a→∞

∫ a

0
f (x)dx= π,

mientras que
∫

R f (x)dx no existe en el sentido de Lebesgue, pues
∫

R
f +(x)dx=

∫

R
f−(x)dx= ∞.

Recíprocamente, sobre cualquier intervaloI (acotado o no), existe una función acotada Lebesgue-integrable
que no es equivalente a ninguna función Riemann-integrable(véase, por ejemplo, [176], Example 8.31).
García Pacheco, Martín y Seoane Sepúlveda [171] son responsable de los siguientes resultados.

(1) Si I es un intervalo no acotado, entoncesR(I)\L(I) es linealizable pero no algebralizable.

(2) Si I es un intervalo arbitrario, entoncesL(I)\R(I) es espaciolizable enL(I).

(3) En cualquier espacio métrico no compacto, el conjunto de todas las funciones continuas no acotadas
definidas sobre éste, es algebralizable.

(4) ℓ∞ \c0 es espaciolizable enℓ∞ y algebralizable.

En realidad,(2) fue demostrado por García Pacheco, Grecu, Maestre y Seoane Sepúlveda en un articulo
que aun no ha sido publicado, mientras que(4) ya era conocido (para el caso espaciolizable) por H. P.
Rosenthal (véase, [171]).



466 Cap. 2Aplicaciones del Teorema de Categoría de Baire

2.3.12. ‖ ◮ Funciones continuas con un único máximo

SeaĈ[0,1] =
{

f ∈C[0,1] : M( f ) consta de un único punto
}

, donde

M( f ) =
{

x∈ [0,1] : f (x) = sup{ f (y) : y∈ [0,1]}
}

Gurariy y Quarta [196] demuestran que

(1) Ĉ[0,1] es no muy lineal en C[0,1], puesλL(Ĉ[0,1]) = 1.

Por otro lado, sĩCB(R) denota el conjunto de todas las funciones acotadas y continuas f :R→R que no
alcanzan su supremo, entonces

(1) C̃B(R) es espaciolizable. En particular,̃ℓ∞ es espaciolizable.

2.3.13. ‖ ◮ Operadores hipercíclicos y supercíclicos

SeaX un espacio de Banach separable y suponga queT : X → X es un operador hipercíclico. Ya hemos
visto, Teorema 2.2.141, que:

(1) HC(T) es linealizable.

Un operadorT : X → X se llamasupercíclicosi existe un vectorx ∈ X tal que el conjuntoSC(T) ={
λTnx : n ≥ 0, λ ∈ C

}
es norma-denso enX. Denotemos porLHC(X) y LSC(X) el conjunto de todos los

operadores hipercíclicos y supercíclicos, respectivamente, definidos sobreX. Puesto que‖T ‖> 1 para cual-
quier operador hipercíclicoT, resulta que:

(1) LHC(X) no es espaciolizable. De hecho,λL(LHC(X)) = 0.

Sin embargo, Bayart, en [37], prueba que siH es un espacio de Hilbert separable, entonces

(2) LSC(H) es espaciolizable.

Entre otros subespacios que habitan en conjuntos interesantes que no poseen estructura lineal y recopi-
lados por Aron, García y Maestre en [17], están los siguientes:

(1) Sea T: H(Cn) → H(Cn) un operador de convolución que no es múltiplo del operador identidad. En-
tonces existe un subespacio de dimensión infinita Z⊆ H(Cn) tal que, para cualquier f∈ Z, f 6= 0, f es
hipercíclico para T .

(2) Existe un subespacio de dimensión infinita Z⊆ ℓ2 tal que cualquier vector no cero en Z es hipercíclico
para el operador de Rolewicz T: ℓ2 → ℓ2, definido por

T(x1,x2,x3, . . .) = λ(x2,x3, . . . ) conλ ∈ C y |λ| > 1.
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2.3.14. ‖ ◮ Funciones nunca cuasi-analíticas

El próximo resultado requiere de algunas definiciones. Sea(Mn)
∞
n=1 una sucesión de números reales

positivos y seaU ⊆R abierto no vacío. Denotemos porC(Mn)(U) el espacio de todas las funcionesf : U →R
de claseC∞ tal que, para algún par de constantesA y h, se cumpla que

∥∥∥ f (n)
∥∥∥ := sup

x∈U

∣∣ f (n)(x)
∣∣ ≤ AhnMn

para todon ∈ N. Diremos queC(Mn)(U) es unespacio cuasi-analíticosi dada cualquierf ∈ C(Mn)(U) y si
para algúnx ∈ U , ocurre quef (n)(x) = 0 para todon ∈ N, entonces necesariamentef ≡ 0. Una función
se dicecuasi-analíticaen x0 si existe un entornoU dex0 tal que f |U está en algún espacio cuasi-analítico
C(Mn)(U). A pesar de que las funciones que no son cuasi-analíticas no son fáciles de conseguir, J. Schmets y
M. Valdivia [400] probaron el siguiente resultado.

(1) Cualquier espacio C(Mn)(U) que no es cuasi-analítico contiene un subespacio Z de dimensión infinita
con la siguiente propiedad: si f∈ Z, f 6≡ 0, entonces f no es cuasi-analítica en todo punto de U.

2.3.15. ‖ ◮ El Teorema de Bishop-Phelps

El Teorema de Bishop-Phelps, Teorema 2.2.25, página 264, establece que NA(X) es norma denso enX∗,
dondeX es un espacio de Banach sobreR y NA(X) es el conjunto de todos los funcionales lineales enX∗

que alcanzan la norma; es decir,f ∈ NA(X) si, y sólo si,

f (x) = sup{ f (z) : z∈ BX} = ‖ f ‖

para algúnx∈ BX. Aron, García y Maestre preguntan lo siguiente:

Problema. ¿ContieneNA(X) un subespacio Y de dimensión infinita? De ser así, ¿es dicho subespacio
denso en X∗?

En todos los casos conocidos, la respuesta a dicho problema es sí. Sin embargo, como ellos muestran, no
podemos pedir que el subespacio sea cerrado en lugar de denso.

Los siguientes resultados fueron obtenidos, fundamentalmente, por Bandyopadhyay y Godefroy [32].
Recordemos que un subespacio lineal cerradoY del espacio de Banach(X,‖·‖) es unsubespacio de

proximidaddeX si para cualquierx∈ X, existe uny∈Y tal que‖x−y‖ = dist(x,Y).

(1) Sea Y un subespacio de proximidad de X. Entonces Y⊥ ⊆ NA(X) si, y sólo si, X/Y es reflexivo.De esto
se sigue que sisi existe un subespacio de proximidad Y de X tal que X/Y es reflexivo y de dimensión
infinita, entoncesNA(X) es espaciolizable.De hecho, se cumple lo siguiente:

(2) Sea Y un subespacio de proximidad de X tal que X/Y es isométricamente isomorfo a un espacio dual
Z∗. EntoncesNA(X) contiene una copia isométrica de Z.

Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach (real) tal queBX∗ esω∗-secuencialmente compacto. Son equivalentes:

(1) Existe una norma equivalente||| · ||| sobre X tal queNA(X, ||| · |||) es espaciolizable.

(2) Existe un espacio cociente de dimensión infinita de X el cual es isomorfo a un espacio dual.
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Igualmente ellos probaron que que siX es un espacio de Banach tal queX∗ esseparable, entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Existe una norma equivalente||| · ||| sobre X tal queNA(X, ||| · |||) es espaciolizable.

(2) X∗ contiene un subespacio reflexivo de dimensión infinita.

Si en el resultado anterior, en lugar de pedir queX∗ sea separable, se exige queX sea un espacio de
Asplund WCG, entonces se obtienen las siguientes equivalencias:

(1) Existe una norma equivalente||| · ||| sobre X tal queNA(X, ||| · |||) es espaciolizable.

(2) X∗ contiene un subespacio reflexivo de dimensión infinita.

Si el espacio de BanachX es de Asplund con la propiedad de Dunford-Pettis, entonces los subespacios
lineales norma-cerrados deNA(X) son de dimensión finita. De allí que NA(X) no es espaciolizable.

Si el espacio de BanachX posee la PRN, entonces[NA(X) ] = X∗. En particular, si NA(X) es un espacio
vectorial, entoncesX es reflexivo.

2.3.16. ‖ ◮ Series de Fourier siempre divergentes

El primer ejemplo de la existencia de una función integrablesegún Lebesgue y cuya serie de Fourier
siempre diverge, fue dado por A. Kolmogorov en 1926. Aunque este hecho, que en principio parecía ser un
fenómeno patológico, posteriormente se demostró que, en realidad, era genérico en el sentido de categoría
de Baire (Teorema 2.1.30). Lo que Bayart ([37], Theorem 3) demuestra es que dicho fenómeno también es
algebraicamente genérico en el sentido de espaciabilidad;es decir,

(1) SeaFdiv el conjunto de todas las funciones de L1(T) cuyas series de Fouier siempre divergen sobreT.
EntoncesFdiv es espaciolizable.

Casi enseguida, R. M. Aron, D. Pérez Gracía y J. B. Seoane Sepúlveda en [19] profundizan el resultado
anterior al obtener:

(2) Sea E⊆T un conjunto de medida de Lebesgue cero. SeaFdiv(T,E) el conjunto de todas las funciones en
C(T) cuya serie de Fourier diverge en todo punto de E. EntoncesFdiv(T,E) es denso y algebralizable.

2.3.17. ‖ ◮ Series de Dirichlet siempre divergentes

Recordemos queH∞ consiste de todas las series de Dirichlet

f (s) =
∞

∑
n=1

ann−s

que convergen y son acotadas en el semi-planoC+ = {s∈C : Re(s) > 0}. H∞ es un espacio de Banach con
la norma

‖ f ‖∞ = sup{| f (s)| : s∈ C+}.
El conocimiento de la existencia de una serie de Dirichletf (s) = ∑∞

n=1ann−s ∈ H∞ tal que∑∞
n=1 annit

diverge para cadat ∈R es de data muy reciente (véase [39]). Denotemos porDdiv(R) el subconjunto deH∞

formado por todas las series de Dirichletf (s) = ∑∞
n=1ann−s tal que∑∞

n=1annit es siempre divergente sobre
R. La abundancia de tales objetos fue establecida por Bayart [37] y Bayart-Quarta [42] respectivamente.

(1) Ddiv(R) es espaciolizable y algebralizable.
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2.3.18. ‖ ◮ Funciones de claseC∞ nunca analíticas

En [50], Bernal González demuestra que

(1) SP[0,1], el conjunto de todas las funciones de clase C∞ con una singularidad de Pringsheim en cual-
quier punto de[0,1], es algebralizable en C∞[0,1].
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CAPÍTULO 3

EL TEOREMA GRANDE DE BAIRE

Introducción

¿Cuán discontinua es una función? ¿Cómo caracterizar o clasificar las funciones discontinuas? Concep-
tualmente, la teoría de las funciones discontinuas comienza con Baire cuando, en su tesis de 1899, establece
su famosa clasificación topológica por jerarquía de las funciones discontinuas, conocida comolas clases
de Bairedonde las funciones continuas constituye sólo el primer peldaño de su escalera jerárquica. Ya en
1897, Baire había pensado sobre el problema de las funcionesdiscontinuas que son límite de funciones con-
tinuas y planteado la posibilidad de caracterizar, de manera precisa, a tales funciones. Nuestro objetivo en
esta sección es presentar algunas de las caracterizacionesclásicas de las funciones que son límite puntual de
funciones continuas, conocidas comola primera clase de Bairey presentar, sin pruebas, otras de data más
reciente.

Aunque Körner califica el Teorema de Categoría de Baire como una trivialidad profundasus aplica-
ciones, como ya hemos visto, son extremadamente interesantes. Sin embargo, la caracterización clásica de
las funciones de la primera clase de Baire, a la que llamaremos el Teorema Grande de Baire y que se susten-
ta sobre el Teorema de Categoría de Baire, es más profundo y, por consiguiente, sus aplicaciones son más
sutiles.

3.1. El Teorema Grande de Baire

A partir de este momento y por el resto de esta sección,X denotará un espacio Polaco; es decir, un
espacio que es homeomorfo a un espacio métrico completo separable, mientras queω1 denotará el primer
ordinal no numerable.

Algunos resultados importantes que usaremos a través de estas notas serán mostrados a continuación.

‖◮ (H1) Sea X es un espacio Polaco. Si{Gα}α∈Γ es una familia de subconjuntos abiertos y
disjuntos dos a dos de X, entoncesΓ es numerable.

Prueba.SeaD = {x1,x2, . . .} un subconjunto denso y numerable deX. Como cadaGα es abierto, resulta que
Gα∩D 6=∅ y, en consecuencia, podemos elegir unnα ∈ N tal quexnα ∈ Gα ∩D. Por ser la familia{Gα}α∈Γ
disjunta dos a dos, resulta que la aplicaciónα 7→ nα deΓ → N es inyectiva y, así,Γ es numerable.
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‖◮ (H2) Sean X un espacio Polaco yα un ordinal. Entonces cualquier familia estrictamente
creciente{Gβ : β < α} de subconjuntos abiertos no vacíos de X es numerable.

Prueba.Fijemos una base numerable(Vn)
∞
n=1 de X. Como nuestra familia es estrictamente creciente, para

cadaβ < α, existe unnβ ∈ N tal que

Vnβ ⊆ Gβ+1, pero Vnβ *Gβ

Es fácil ahora comprobar que la aplicaciónβ 7→ nβ del conjunto{β : β < α} enN es uno a uno y termina la
prueba. �

‖◮ (H3) Si X es un espacio Polaco y si G es un subconjunto abierto de X yε > 0, entonces existe
una sucesión(Gn)

∞
n=1 conjuntos abiertos en X tal que

G =
∞⋃

n=1

Gn =
∞⋃

n=1

Gn

y diam(Gn) < ε para cada n∈ N.

Prueba.Sea(xn)
∞
n=1 una sucesión densa enX y sea(Gm)∞

m=1 una enumeración de todas las bolas abiertas
U(xk,1/n) conk,n∈ N que verifican

U(xk,1/n) ⊆ G y
1
n

<
ε
2
.

Es claro que
∞⋃

n=1

Gn ⊆
∞⋃

n=1

Gn ⊆ G.

Para verificar la otra inclusión, seax ∈ G. SiendoG abierto, podemos seleccionar unn ∈ N de modo tal
queU(x,1/n) ⊆ G y 1/n < ε/2. Ahora bien, la densidad de(xn)

∞
n=1 nos dice que al menos un elemento de

la sucesión, digamosxk está enU(x,1/n). Entoncesx∈U(xk,1/n) ⊆U(xk,1/n) ⊆ G; es decir,xk ∈ Gm si
m∈ N se elige de modo queGm = U(xk,1/n). �

El siguiente resultado, que será de gran utilidad en el ambiente de los espacios Polacos, establece que en
dichos espacios no pueden existir colecciones transfinitasno numerables de conjuntos cerrados no crecientes;
es decir:

Teorema 3.1.1 (Principio Estacionario de Cantor-Baire).Si (Fα)α<ω1 es una familia no creciente de sub-
conjuntos cerrados en un espacio Polaco X, entonces existe un ordinal numerableα0 tal que Fα0 = Fβ para
todoβ ≥ α0.

Prueba.Es suficiente demostrar que existeα < ω1 tal queFα+1 = Fα. La separabilidad deX nos garantiza
la existencia de una base numerable(Un)

∞
n=1 para la topología deX. Para cada ordinalα, definamos

Aα =
{

n∈ N : Un∩Fα =∅
}
.

Observemos que
α ≤ β ⇒ Aα ⊆ Aβ.

En efecto, supongamos queα ≤ β. Sin∈ Aα, entoncesUn∩Fα =∅ y como la familia(Fα)α es no creciente,
tenemos que∅= Un∩Fα ⊇Un∩Fβ lo cual quiere decir que,Un∩Fβ =∅ y, así, n∈ Aβ.
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Si ocurriera queAα $ Aα+1 para todoα numerable, entonces la funciónf : ω1 → N definida por

f (α) = mı́n
{

n∈ N : n∈ Aα+1rAα
}

sería ciertamente 1−1 y, por consiguiente,ω1 sería numerable. Esta contradicción establece que para algún
α0 < ω1, Aα0 = Aα0+1 y, por lo tanto, Fα0 = Fα0+1. �

El índice de Cantor-Bendixson, que ya fue introducido con anterioridad (véase la página 281), lo vol-
veremos a revisar brevemente. Como sabemos, el objetivo de dicho índice es asignarle a los subconjuntos
cerrados de un espacio Polaco, un cierto número ordinal. Recordemos que un puntox, en un espacio Polaco
X, es un punto de acumulación (o punto límite) de un conjuntoF ⊆ X, si cualquier entorno abiertoU dex
contiene puntos deF distintos dex. Si por el contrario existe un entorno abiertoU dex tal queU ∩F = {x},
entonces decimos quex es un punto aislado deF.

SeaX un espacio Polaco y sea(Un)
∞
n=1 una base numerable para los abiertos deX. Si F ⊆ X es un

conjunto cerrado, seaFa el conjunto de todos los puntos aislados deF y suponga queFa es no vacío. Por
definición de punto aislado, para cadax ∈ Fa podemos encontrar unnx ∈ N tal queUnx ∩Fa = {x}. Esto
muestra queFa es a lo más numerable y que

F ′ = FrFa = Fr
⋃

x∈Fa

Unx

es cerrado e incluido enF . Notemos queF ′ no es otra cosa que el conjunto de todos los puntos de acumu-
lación deF. Podemos repetir el argumento anterior, aplicado ahora aF ′, para obtener el conjunto cerrado
F ′′ ⊆ F ′, que consiste de los puntos de acumulación deF ′. Usando inducción transfinita se logra obtener la
siguiente colección de subconjuntos cerrados deX:

Definición 3.1.1. Sea X un espacio Polaco. Si F⊆ X es cerrado, elderivado de Cantor-Bendixson, F′, se
define como

F ′ = Fr
{

x∈ X : x es un punto aislado de F
}
.

Para cada ordinal numerableα < ω1, definimos F(α) por inducción transfinita como sigue:

(CB1) F(0) = F;

(CB2) F(α+1) = F(α) r
{

x∈ X : x es un punto aislado de F(α)
}

= (F (α))′;

(CB3) F(β) =
⋂

α<β
F (α), si β es un ordinal límite.

Notemos que la familia(F (α))α<ω1 cumple con las siguiente propiedades:

(1) F(α) es cerrado para todoα < ω1.

(2) F ⊇ F ′ ⊇ F
′′ ⊇ ·· · ⊇ F(α) ⊇ ·· · ⊇ F(β) ⊇ ·· · , con α ≤ β.

(3) Seaα < ω. Como cadax ∈ F(α)rF (α+1) es un punto aislado deF(α), entoncesF(α)rF(α+1) es a lo
más numerable; es decir,card(F (α)rF(α+1)) ≤ ℵ0.

(4) Si F ′ = F, entoncesF es perfecto, yF (α) = F para todoα < ω1.
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(5) F =
⋃

α<β

(
F(α)rF(α+1)

)
∪F(β) para cualquier ordinalβ > 0.

Por el Principio Estacionario de Cantor-Baire aplicado a lafamilia no creciente obtenida en(2), existe
un ordinal más pequeñoα0 < ω1 tal queF(α0+1) = F(α0). A este ordinal lo llamaremos elrango o índice
de Cantor-Bendixson. El conjuntoF (α0) es, por consiguiente, el subconjunto cerrado más grande deF sin
puntos aislados (en el sentido de que cualquier subconjuntocerrado deF sin puntos aislados está contenido
enF(α0)). Esto quiere decir queF(α0) es un conjunto perfecto. SiF es compacto yF(α0) =∅, entoncesF es
disperso.

Una consecuencia inmediata de lo expuesto anteriormente esel siguiente:

Corolario 3.1.1 (Cantor-Bendixson). Sean X un espacio Polaco y F un subconjunto cerrado de X. Enton-
ces F= P∪N donde P es perfecto (posiblemente vacío), N es numerable y P∩N =∅.

Prueba.SeaF un conjunto cerrado con índice de Cantor-Bendixsonα < ω1. EntoncesF = P∪N, donde

P = F(α), y

N =
⋃

β<α

(
F(β+1)rF(β)

)
.

ClaramenteP es perfecto,N es numerable yP∩N =∅. �

3.1.1. ‖ ◮ Funciones de la primera clase de Baire

¿Qué tan discontinua debe ser una función Riemann-integrable? El problema surge con A. Cauchy a
propósito de la segunda versión del Teorema Fundamental delCálculo para la integral de Riemann la cual
estable que:

Teorema Fundamental del Cálculo. Si F : [a,b] → R es una función tal que:

(a) F es diferenciable en(a,b), y

(b) F ′ es continua en[a,b],

entonces ∫ b

a
F ′(x)dx = F(b)−F(a). (1)

Puesto que continuidad no es, necesariamente, una condición que hay que exigir aF ′ para que su inte-
gral exista (existen funciones discontinuas que son Riemann integrables), surgía entonces la pregunta: ¿qué
condición (o condiciones), que no fuese continuidad, habíaque imponerle aF ′ para que la ecuación(1),
en el Teorema Fundamental del Cálculo, siguiera siendo válida? En 1875, Gaston Darboux demostró que la
condición

(b′) F ′ es Riemann-integrable,

garantizaba la validez de(1). Sin embargo, aun persistía la cuestión de si había que asumir algo sobreF ′

distinto a su existencia. Darboux era de los que creían que siuna funciónF era siempre diferenciable y
su derivadaF ′ era acotada, entonces la integral

∫
F ′dx debía existir. Desafortunadamente, Darboux estaba

equivocado. En 1881, V. Volterra construye una funciónF : [a,b] → R que poseía una derivada acotada en
todos los puntos de[a,b], pero cuya derivadaF ′ era tan discontinua que no se podía integrar en el sentido
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de Riemann (ya hemos visto, véase el Teorema de Weil o el Teorema de Katznelson-Stromberg, que existen
abundantes funciones con derivadas acotadas pero que nuncason Riemann integrables). Este contraejemplo
motivó la pregunta: ¿Qué tan discontinua debe ser una función Riemann-integrable?

En un intento por clasificar a todas las funciones acotadasf : [a,b] →R según sus puntos de continuidad
y de discontinuidad, Hermann Hankel propuso, en 1870, la siguiente clasificación (véase, [144], p. 173-199):

ClaseH1− En esta clase Hankel colocó a todas las funciones continuas sobre[a,b].

ClaseH2− Esta clase estaba constituida por todas aquellas funcionesque eran continuas excepto en un
subconjunto finito de puntos de[a,b].

ClaseH3− Aquí Hankell incluyó a todas las funcionesf : [a,b] → R que poseían una cantidad infinita de
puntos de discontinuidad pero que aun eran continuas en un subconjunto denso de[a,b]. A tales
funciones él las llamópuntualmente discontinuas.

ClaseH4− Finalmente, él definió esta clase como aquellas funciones que no pertenecían a ninguna de las
clases anteriores y las llamótotalmente discontinuas.

Observe que una función puntualmente discontinuaf : [a,b] → R, a pesar de sus infinitas discon-
tinuidades, debe ser continua en “alguna parte” de cualquier subintervalo cerrado no degenerado de[a,b].
En efecto, si[c,d] es cualquier subintervalo de[a,b] conc < d, entonces como el conjunto de los puntos de
continuidad def , PC( f ), es denso en[a,b], resulta que PC( f )∩ (c,d) 6=∅ y, así, f |[c,d] es continua en cual-
quier punto deF := PC( f )∩ (c,d). Por otro lado, si una funciónf pertenece a la claseH4, entonces siempre
existe un subintervalo(c,d) de[a,b] donde la función restricciónf |(c,d) no posee puntos de continuidad.

Para mostrar lo valiosa que era su jerarquía de funciones, Hankel afirmaba, e intentó demostrar, que:Una
función f es Riemann-integrable si, y sólo si, f está en una delas clasesHi , i = 1,2,3. Con ese resultado
Hankel respondía a la pregunta difícil que formuláramos al comienzo de esta sección: ¿qué tan discontinua
debe ser una función Riemann-integrable? Su respuesta, según su afirmación, era: no puede ser totalmente
discontinua. Pero, Hankel estaba equivocado. Todo su edificio jerárquico se vino abajo cuando H. J. S. Smith
construye una funciónf puntualmente discontinua que no era Riemann-integrable, mostrando que había un
desperfecto en la afirmación de Hankel. El resultado devastador de Smith en combinación con el nacimien-
to de la integral de Lebesgue y un resultado del propio Lebesgue que establecía que:Una función f es
Riemann-integrable si, y sólo si,λ(Disc( f )) = 0, hicieron que pronto se abandonara el proyecto de Hankel.
Sin embargo, no todo lo propuesto por Hankel era desechable,algo se podía salvar. En efecto, su concepto
de función puntualmente discontinua era lo suficientementebuena que 30 años después de su aparición, R.
Baire la rescata al descubrir cómo caracterizar tales funciones de un modo sencillo. Más aun, Baire demostró
que el límite uniforme de cualquier sucesión( fn)∞

n=1 de funciones puntualmente discontinuas sigue siendo
puntualmente discontinua. Este resultado le permitió a Baire indagar sobre el comportamiento de la función
límite f , cuando la sucesión( fn)∞

n=1 converge puntualmente af . Sus reflexiones condujeron a un nuevo
intento de jerarquizar las funciones. Al igual que Hankel, Baire comienza su clasificación escogiendo a las
funciones continuasC[a,b] como su clase 0 y que denotaremos porB0. Suponga ahora que( fn)∞

n=1 es una
sucesión de funciones continuas, es decir, pertenecen a la claseB0, y suponga que se puede definir la función
f (x) = ĺımn→∞ fn(x), para cadax ∈ [a,b]. La función f puede ser que no sea continua en todos los puntos
de[a,b] y, si eso ocurre, entoncesf se escapa deB0. Baire entonces definió la claseB1 como aquellas fun-
ciones discontinuas que son límites puntuales de funcionescontinuas. Un hecho interesante demostrado por
Baire fue que:las funciones enB1 son precisamente las funciones puntualmente discontinuasdefinidas por
Hankel. Continuando con su clasificación, Baire define la claseB2 como todas aquellas funcionesf que no
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están en ninguna de las clases anteriores pero que son límites puntuales de sucesiones enB0∪B1. Por medio
de esta receta Baire continúa ad infinitum construyendo una descomunal jerarquía de funciones discontinuas
(Bα)α<ω1. Este proceso inimaginable de clases de funciones discontinuas produjo, y no sin razón, una caudal
de preguntas: por ejemplo, ¿cómo se puede asegurar que existen funciones, digamos, enB4, o enB10, o para
hacerlo más complicado, enB109? ¿Se agotan las funciones discontinuas con este procedimiento? ¿Qué hay
fuera deB0∪B1∪·· ·? Fue Henri Lebesgue el encargado de dar respuestas (positivas) a tales interrogantes.

Hoy en día, la jerarquía de las clases de Baire(Bα)α<ω1 se definen, por inducción transfinita, del modo
siguiente. Para cada espacio topológico de Hausdorff(X,τ), sean:

(β1) La claseB0(X) que consiste de todas las funciones continuas (no necesariamente acotadas)f : X →R,
esto es,B0(X) := C(X).

(β2) La claseBα(X). Seaα < ω1 un ordinal tal que para cadaβ < α, las funciones en la claseBβ(X) han
sido definidas. Una funciónf pertenece a la claseBα(X) siempre que existanβn < α y fn en la clase
Bβn(X) tal que f (x) = ĺımn→∞ fn(x) para cadax∈ X. Una tal f se dice que es unafunción de la clase
de Baire α o que pertenece a la claseBα(X).

(β3) La claseBa(X) de todas las funciones de Baire, esto es,Ba=
⋃

α<ω1
Bα(X). Toda funciónf pertene-

ciente aBa(X) se llama unafunción de Baire.

En lo que sigue sólo estaremos interesados en caracterizar las funciones de Baire de clase 1 o funciones
de la primera clase de Baire, demostrar algunas de sus propiedades importantes y presentar unas pocas
aplicaciones.

Definición 3.1.2. Sea(X,d) un espacio Polaco. Una función f: X →R se dice que es de laprimera clase de
Baire si f ∈ B1(X), es decir, si existe una sucesión de funciones continuas( fn)∞

n=1 de X enR convergiendo
puntualmente a f ; esto es, tal queĺım

n→∞
fn(x) = f (x) para cada x∈ X.

Comentario Adicional 3.1.1 (1) En primer lugar notemos que, gracias al Teorema 1.12.11,

Si f ∈ B1(X), entonces el conjunto de los puntos de continuidad de f ,PC( f ), es un Gδ-denso
de X.

De modo equivalente, el conjunto de los puntos de discontinuidad de f , Disc( f ), es unFσ de
primera categoría enX. Esto nos dice, en particular, que las funciones que sonsiempre disconti-
nuasenX no pueden vivir enB1(X). Por ejemplo,χ

Q
/∈ B1(R). Observe que cuandoX = [a,b],

el Teorema 3.1.5 nos dice que cualquier funciónf ∈ B1(X) es puntualmente discontinua.

(2) En segundo lugar, es fácil establecer queB1(X) es un espacio vectorial sobreR (Se deja como
ejercicio al lector verificar lo anterior). Además, sif ∈ B1(X) y g : R→ R es una función
continua, entoncesg◦ f ∈ B1(X).

(3) Ya hemos demostrado que siF es cerrado enX o, en general, siF es ambiguo, entonces la
función χF ∈ B1(X) mientras que, como ya hemos visto,χ

Q
/∈ B1(R).

A B1(X) lo vamos a dotar de latopología de la convergencia puntual, τp, la cual se define declarando
que una red( fα)α∈D en B1(X) converge puntualmentea f ∈ B1(X) si ocurre que ĺımα∈D fα(x) = f (x)
para cadax ∈ X. Cuando este tipo de convergencia suceda escribiremos ĺımα∈D fα = f puntualmente, o
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simplemente comoτp− ĺım fα = f . Observemos que si identificamos aB1(X) con un subespacio del espacio
producto∏x∈XRx vía la aplicación

B1(X) ∋ f 7→
{

f (x) : x∈ X
}
∈ ∏

x∈X
Rx

resulta queτp no es otra cosa que la restricción de la topología producto del espacio producto∏x∈XRx al
espacioB1(X), dondeRx = R para todox ∈ X. Notemos que esto también se puede expresar del modo
siguiente: dada una familiaF de funciones a valores reales definidas sobreX, entonces una funciónf está
en la clausura puntual deF, en notaciónf ∈ F

τp, si y sólo si, para cadaε > 0 y cualquier colección finita de
puntosx1, . . . ,xn enX, existe unag∈ F tal que|g(xi)− f (xi)| < ε para todoi = 1, . . . ,n.

En lo inmediato demostraremos algunas de las propiedades importantes que poseeB1(X); en particular,
probaremos que dicho espacio es cerrado bajo la convergencia uniforme.

Teorema 3.1.2.Sea(X,d) un espacio Polaco. Entonces

(1) Si f ∈ B1(X) es acotada por M> 0, entonces existe una sucesión( fn)∞
n=1 de funciones continuas

convergiendo puntualmente a f tal que cada fn es acotada por M.

(2) Si ( fn)∞
n=1 es una sucesión enB1(X) tal que‖ fn‖∞ ≤ Mn para cada n∈N y si ∑∞

n=1Mn < ∞, entonces

f :=
∞

∑
n=1

fn ∈ B1(X).

(3) B1(X) es cerrado bajo la convergencia uniforme; es decir, si( fn)∞
n=1 es una sucesión enB1(X) con-

vergiendo uniformemente a una función f , entonces f∈ B1(X).

Prueba. (1) Seaf ∈B1(X) acotada porM. Escojamos una sucesión(gn)
∞
n=1 de funciones continuas definidas

sobreX convergiendo puntualmente af . Para cadan∈ N, definamos

fn(x) =





M si gn(x) > M,

gn(x) si |gn(x)| ≤ M,

−M si gn(x) < −M,

para cadax∈ X. Claramente la sucesión( fn)∞
n=1 cumple la conclusión de(1).

(2) Observemos, en primer lugar, quef está bien definida gracias al M-test para la convergencia uniforme
de Weierstrass. Para cadan∈ N, sea( fn j)

∞
j=1 una sucesión de funciones continuas tal que

ĺım
j→∞

fn j = fn puntualmente.

Como‖ fn‖∞ ≤ Mn, por la parte(1), podemos suponer que para cadaj ∈ N,
∥∥ fn j

∥∥
∞ ≤ Mn. Fijemos un

entero positivon arbitrario y definamos

hn = f1n + f2n+ · · ·+ fnn.

Cadahn es continua enX. Para completar la prueba, demostraremos que la sucesión(hn)
∞
n=1 converge pun-

tualmente af sobreX. Para lograr esto, fijemosx ∈ X y seaε > 0. Como∑∞
n=1Mn < ∞, existe un entero

positivoJ tal que
∞

∑
n=J+1

Mn < ε.
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Por otro lado, ya que para cadan, ĺım
j→∞

fn j(x) = fn(x), podemos encontrar unN > J tal que

| fn j(x)− fn(x)| < ε/J paran = 1,2, . . . ,J y todo j ≥ N.

Notemos ahora que para cualquiern≥ N,

|hn(x)− f (x)| =

∣∣∣∣
n

∑
k=1

fkn(x)−
∞

∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣

≤
J

∑
k=1

| fkn(x)− fk(x)| +
n

∑
k=J+1

| fkn(x)| +
∞

∑
k=J+1

| fk(x)|

<
J

∑
k=1

ε
J

+ 2
∞

∑
k=J+1

Mk

< 3ε.

Por esto, ĺımn→∞ hn(x) = f (x) y puesto quex ∈ X es arbitrario, entonces(hn) converge puntualmente af .
Esto termina la prueba de(2).

(3) Supongamos que( fn)∞
n=1 es una sucesión enB1(X) convergiendo uniformemente a una funciónf sobre

X. Entonces existe una subsucesión( fnk)
∞
k=1 de( fn)∞

n=1 tal que

| fnk(x)− f (x)| < 2−k para todox∈ X.

La sucesión( fnk+1 − fnk)
∞
k=1 satisface la hipótesis de la parte(2) conMk = 2−k+1. De allí que la sucesión de

funciones continuas(hk)
∞
k=1, donde

hk = ( fn2 − fn1)+ ( fn3 − fn2)+ · · ·+( fnk+1 − fnk)

= ( fnk+1 − fn1)

converge uniformemente a la funciónf − fn1 ∈ B1(X). SiendoB1(X) un espacio vectorial, tenemos que
f = fn1 +( f − fn1) ∈ B1(X). Esto termina la prueba. �

3.1.2. ‖ ◮ El Teorema Grande de Baire - Una prueba

El resultado importante de esta sección, conocido como el Teorema Grande de Baire, nos proporciona
unas condiciones equivalentes para las funciones que son dela primera clase de Baire. Para una de esas
condiciones equivalentes vamos a requerir la construcción, a través de un proceso inductivo transfinito, de
una sucesión no creciente(Kα)α<α0 de conjuntos cerrados deX con ciertas propiedades la cual nos permitirá
caracterizar a las funciones de la primera clase de Baire. Laidea del proceso inductivo es como sigue:

Dada una función f∈ B1(X), comenzamos removiendo de X los conjuntos abiertos donde laos-
cilación de f es pequeña. Lo que queda es un conjunto cerrado yentonces repetimos la operación
anterior sobre dicho conjunto y continuamos el proceso por inducción transfinita.

Una de las tantas maneras de caracterizar la continuidad de una función f : X → R es la siguiente:f es
continuasi, y sólo si, para cadar ∈ R, los conjuntos

f−1((−∞, r)
)

=
{

x∈ X : f (x) < r
}

y f−1((r,∞)
)

=
{

x∈ X : f (x) > r
}

son abiertos enX. Una parte del Teorema Grande de Baire es un análogo a este resultado pero cambiando
continuidad por funciones que son de la primera clase de Baire y pidiendo que las pre-imágenes de conjuntos
abiertos sean conjuntosFσ.
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Teorema 3.1.3 (El Teorema Grande de Baire).Sea(X,d) un espacio Polaco y sea f: X →R una función.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f ∈ B1(X).

(b) f−1(G) es un Fσ para cualquier conjunto abierto G⊆ R.

(c) Para cada subconjunto cerrado F de X, la restricción f|F es continua en subconjunto Gδ-denso de F.

(d) Para cada subconjunto cerrado F de X, la restricción f|F posee al menos un punto de continuidad, es
decir, f es escasamente continua.

(e) f es fragmentada por| · |.
( f ) Para cada subconjunto cerrado no vacío F de X y para todo par denúmeros reales p, q con p< q, los

conjuntos {
x∈ F : f (x) < p

}
y

{
x∈ F : f (x) > q

}

no son simultáneamente densos en F.

La demostración del Teorema Grande de Baire se facilita enormemente si se tiene en cuenta los siguientes
tres lemas que dosifican la prueba.

Lema 3.1.1. Sea(X,d) un espacio Polaco. Si A y B son conjuntos Fσ de X, entonces existen conjuntos A∗ y
B∗ que son Fσ tal que:

(a) A∪B= A∗∪B∗,

(b) A∗ ⊆ A y B∗ ⊆ B,

(c) A∗∩B∗ = ∅.

Prueba.Sean(An)
∞
n=1 y (Bn)

∞
n=1 sucesiones de conjuntos cerrados enX tales que

A =
∞⋃

n=1

An y B =
∞⋃

n=1

Bn.

DefinamosA∗
1 = A1, B∗

1 = B1\A1 y paran≥ 2 pongamos

A∗
n = Anr

n−1⋃

k=1

Bk y B∗
n = Bnr

n⋃

k=1

Ak.

Notemos que cada uno de los conjuntosA∗
n y B∗

n sonFσ. Finalmente, si definimos

A∗ =
∞⋃

n=1

A∗
n y B∗ =

∞⋃

n=1

B∗
n

resulta queA∗ y B∗ satisfacen las conclusiones(a)− (c). �

Lema 3.1.2. Sea(X,d) un espacio Polaco tal que X=
⋃n

k=1Ak, donde los Ak son conjuntos Fσ y disjuntos
dos a dos. Si f: X → R se define por

f (x) =
n

∑
k=1

ck χ
Ak

(x),

entonces f∈ B1(X).



480 Cap. 3El Teorema Grande de Baire

Prueba.Para cadak, seaAk =
⋃∞

m=1Fk
m, donde(Fk

m)∞
m=1 es una sucesión creciente de conjuntos cerrados en

X. Para cada entero positivom, definamos

gm =
n

∑
k=1

ck χ
Fk
m
.

La restricción degm al conjunto cerrado
⋃n

k=1 Fk
m es continua puesto que losFk

m son conjuntos cerrados y
disjuntos. Invocando al Teorema de Extensión de Tietze, podemos encontrar una función continuafm : X →R
que coincide congm sobre

⋃n
k=1 Fk

m. Se sigue que( fn)∞
n=1 converge puntualmente af sobreX y por lo tanto,

f ∈ B1(X). �

El siguiente resultado, interesante en sí mismo, caracteriza a los subconjuntosFσ de un espacio Polaco
en términos de funciones de la primera clase de Baire.

Lema 3.1.3. Sea(X,d) un espacio Polaco. Si F es un subconjunto de X que es un Fσ, entonces existe una
función acotada f∈ B1(X) tal que

F =
{

x∈ X : f (x) > 0
}
.

Prueba.ComoF es unFσ, existe una sucesión creciente(Fn)
∞
n=1 de subconjuntos cerrados deX tal que

F =
⋃∞

n=1Fn. Definamosf : X → R por

f (x) =
∞

∑
n=1

2−nχFn
(x)

para todox∈X. Por la Observación(3) del Comentario Adicional 3.1.1, cadaχFn
pertenece aB1(X) y como

ellas son acotadas, el Teorema 3.1.2(2), nos revela quef ∈ B1(X) es acotada y, por supuesto, se cumple
queF = {x∈ X : f (x) > 0}. �

Sabemos, del Teorema 1.12.11, que sif ∈ B1(X), entonces el conjunto Disc( f ), de los puntos de dis-
continuidad def , es unFσ de primera categoría. El siguiente resultado establece el recíproco.

Teorema 3.1.4.Sea(X,d) un espacio Polaco. Si E es un conjunto Fσ de primera categoría en X, entonces
existe una función f∈ B1(X) tal queDisc( f ) = E.

Prueba.Supongamos queE es un subconjuntoFσ de primera categoría enX. EntoncesE se puede escribir
en la formaE =

⋃∞
n=1En, donde cadaEn es cerrado y nunca-denso enX. Como cadax∈ E pertenece a algún

En, el númeromx = min{n : x∈ En} está bien determinado. Si ahora definimosf : X → R por

f (x) =





1
mx

si x∈ E

0 six 6∈ E,

entoncesf ∈ B1(X) y Disc( f ) = E. En efecto:

• Disc( f ) = E. Seax ∈ E. SiendoE de primera categoría enX, él no contiene ninguna bola abierta. Esto
significa que para cadaδ > 0, existey∈U(x,δ)rE. De aquí se sigue que| f (y)− f (x) = |0−1/mx|= 1/mx.
Esto prueba quef no es continua enx.
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Supongamos ahora quex ∈ XrE y seaε > 0. ElijamosN ∈ N tal que 1
N < ε. ComoF = ∪N

n=1En es
cerrado, existe unδ > 0 tal queU(x,δ)∩F =∅. Se sigue que

| f (y)− f (x)| <
1
N

< ε

para todoy∈U(x,δ). Por esto,f es continua enx y, así, Disc( f ) = E.

• f ∈ B1(X). Lo que en realidad vamos a demostrar es quef es superiormente semi-continua. En efecto,
para cualquierr ∈ R, el conjunto

{
x∈ X : f (x) ≥ r

}
=





X si r ≤ 0,
m⋃

n=1

En si
1

m+1
< r ≤ 1

m
,

∅ si r > 1,

es cerrado en todos los casos. Por el Ejemplo 3.2 (2),f ∈ B1(X). �

Prueba del Teorema Grande de Baire. (a) ⇒ (b) Supongamos quef ∈ B1(X) y seaG un subconjunto
abierto deR. Puesto queG se puede expresar como una unión numerable de intervalos abiertos y disjuntos
dos a dos y ya que todo intervalo abierto(a,b) con a < b se puede escribir en la forma(−∞,b)∩ (a,∞),
entonces es suficiente demostrar que, para cada número racionalq, los conjuntosf−1((−∞,q)) y f−1((q,∞))
sonFσ.

Como f ∈ B1(X), podemos elegir una sucesión de funciones continuas( fn)∞
n=1 tal que para cadax∈ X,

ĺım
n→∞

fn(x) = f (x). Entonces

f−1((−∞,q)) =
{

x∈ X : f (x) < q} =
⋃

p∈Q
p>q

∞⋃

m=1

∞⋂

n=m

{
x∈ X : fn(x) ≤ p

}

y

f−1((q,+∞)) =
{

x∈ X : f (x) > q} =
⋃

p∈Q
p>q

∞⋃

m=1

∞⋂

n=m

{
x∈ X : fn(x) ≥ p

}
.

La continuidad de las funcionesfn nos asegura que los conjuntos
{

x∈ X : fn(x) ≤ p
}

y
{

x∈ X : fn(x) ≥ p
}

son cerrados, mientras que la numerabilidad deQ nos revela que cada uno de los conjuntosf−1(−∞,q) y
f−1(q,∞) es unFσ.

(b) ⇒ (a) Supongamos, en primer lugar, quef es acotada. Partiendo del hecho de que los conjuntos

f−1((−∞,q)) y f−1((q,∞))

son, por hipótesis,Fσ para cadaq ∈ R, nuestro objetivo es construir una sucesión( fn)∞
n=1 en B1(X) con-

vergiendo uniformemente af sobreX para luego aplicar el Teorema 3.1.2(3). Escojamos unM ∈ N tal
que | f (x)| < M para todox ∈ X. Para cada enteron ≥ 2, seayk = −M + 2kM/n dondek = 0,1,2, . . . ,n.
Definamos, parak = 1,2, . . . ,n−1, los conjuntos

Ak =
{

x∈ X : yk−1 < f (x) < yk+1
}

= f−1((−∞,yk+1)
)
∩ f−1((yk−1,∞)

)
.
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Notemos que, por hipótesis, cadaAk es unFσ y, además,

X =
n−1⋃

k=1

Ak.

Por el Lema 3.1.1, existen conjuntosA∗
k que sonFσ tales que

A∗
k ⊆ Ak, A∗

i ∩A∗
j =∅, parai 6= j, y X =

n−1⋃

k=1

A∗
k.

Sea

fn =
n−1

∑
k=1

yk χ
A∗k

.

Por el Lema 3.1.2, cada funciónfn ∈ B1(X). Notemos finalmente que six∈ X, entoncesx∈ A∗
k ⊆ Ak para

algúnk∈ {1,2, . . . ,n−1}, por lo que

| fn(x)− f (x)| = |yk− f (x)| < 2M/n.

Esto nos dice quefn → f uniformemente y, así, por el Teorema 3.1.2(3), f ∈ B1(X).
Para el caso general, seah : R→ (0,1) un homeomorfismo creciente. Entoncesh◦ f es acotada y para

cadar ∈ R

(h◦ f )−1(r,∞) = f−1(h−1(r,∞)) =





X si r ≤ 0,

f−1(h−1(r,∞)) si 0< r < 1,

∅ si r ≥ 1.

Con una fórmula similar para(h◦ f )−1(−∞, r) se sigue queh◦ f satisface la condición(b) en el teorema.
Por la primera parte de la prueba,h◦ f ∈ B1(X). De aquí quef = h−1◦ (h◦ f ) ∈ B1(X).

(c) ⇔ (d) SeaF ⊆ X cerrado. Para cadan ∈ N, seaGn =
{

x ∈ F : osc( f |F ,x) < 1/n
}

. Observe que, por
hipótesis, PC( f |F) 6= ∅ y que, gracias al Teorema 1.12.14, página 94, PC( f |F) =

⋂∞
n=1 Gn es unGδ en el

espacio de BaireF. Si PC( f |F) no es denso enF, entonces para algúnn0 ∈ N, el conjuntoGn0 no será
denso enF. Fijemos unU deF que es relativamente abierto enF tal queU ∩Gn0 =∅, y pongamosF1 = U .
Afirmamos que osc( f |F1,x) ≥ 1/n0 para todox ∈ F1. En efecto, esto es claro parax ∈ U pues, siendoU
relativamente abierto enF, se tiene que

osc( f |F1,x) = osc( f |F ,x) ≥ 1
n0

, para todox∈U .

Por otro lado,
{

x∈ F1 : osc( f |F1,x) ≥ 1/n0
}

es relativamente cerrado enF1 y, por consiguiente, tenemos que{
x∈ F1 : osc( f |F1,x) ≥ 1/n0

}
= F1. En particular, PC( f |F1) =∅, contradiciendo(d).

(d) ⇔ (e) Es el Teorema 2.2.58, página 310, ya que todo espacio Polaco es hereditariamente de Baire.

(d) ⇒ ( f ) Supongamos que(d) se cumple y seaF subconjunto cerrado no vacío deX. Si ocurriera que

{
x∈ F : f (x) < p

}
=
{

x∈ F : f (x) > q
}

= F, con p < q,

entonces claramentef |F no tendría puntos de continuidad, violando nuestra hipótesis.
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( f ) ⇒ (d) SeaF subconjunto cerrado no vacío deX y sea((pn,qn))
∞
n=1 una enumeración de todos los pares

de números racionales(p,q) con p < q. Para cadan∈N, consideremos los conjuntos

An =
{

x∈ F : f (x) < pn
}

y Bn =
{

x∈ F : f (x) > qn
}
.

Observemos ahora que cada uno de los conjuntosFn = An∩Bn es nunca-denso enF. En efecto, si algúnFn

no fuera nunca-denso enF, entonces existiría un conjunto relativamente abiertoU enF tal queU ⊆ Fn y, por
consiguiente,U = An∩U = Bn∩U; es decir, los conjuntosAn∩U y Bn∩U serían simultáneamente densos
en el cerradoU . Esta contradicción establece nuestra afirmación. SiendoF cerrado en el espacio métrico
completoX, él mismo es completo; es decir,F es un espacio de Baire y, en consecuencia, como cadaFrFn

es un abierto denso enF, el Teorema de Categoría de Baire nos dice que

G =
∞⋂

n=1

(FrFn) = Fr
∞⋃

n=1

Fn

es unGδ-denso enF. Puesto que cualquier punto de discontinuidad def |F está en algúnFn, concluimos que
f |F es continua en cualquier punto deG.

(a) ⇒ (c) SeaF subconjunto cerrado no vacío deX. ComoF es un espacio Polaco, y como claramente
f |F ∈ B1(F), se sigue entonces de la Observación(1) del Comentario Adicional 3.1.1, que el conjunto de
puntos de continuidad def |F es unGδ-denso enF.

(c)⇒ (a) Como ya hemos probado que(b)⇒ (a), es suficiente entonces demostrar la implicación(c)⇒ (b).
SeaG un conjunto abierto deR y seaε > 0. Definamos

Gε =
{

x∈ X : dist
(

f (x),RrG
)
≥ ε

}

donde dist(·, ·) es la distancia usual deR. Nuestro objetivo inmediato es demostrar que existe un conjunto
Fε ⊆ X que es unFσ tal que

Gε ⊆ Fε y f (Fε) ⊆ G.

La prueba la haremos definiendo inductivamente una sucesióntransfinita estrictamente decreciente de
conjuntos cerrados(Kα)α≥α0 para algún ordinal numerableα0, con Kα0 = ∅ y tal que siα < α0 y x ∈
KαrKα+1, entonces la oscilación def sobreKα en x es menor queε; esto es, osc( f |Kα ,x) < ε. De modo
más preciso esto significa que existe un entorno abiertoVx dex tal que

| f (x1)− f (x2)| < ε para todo x1,x2 ∈ Kα ∩Vx.

Vamos a trabajar. Comencemos conK0 = X y veamos como construimosK1. Puesto queK0 es cerrado,
el conjuntoK0( f ) = {x ∈ K0 : f |K0

es continua enx} es, por hipótesis, no vacío. Por consiguiente, six ∈
K0( f ) entonces existe un entorno abiertoVx de x tal que diam( f (Vx ∩K0)) < ε. Definimos entoncesK1

como lo que queda deK0 una vez que hayamos eliminado de él todos los entornosVx de x que satisfacen
diamf (Vx∩K0)) < ε cuandox varía sobreK0; es decir,

K1 = K0r
⋃{

Vx : x∈ K0, diam( f (Vx∩K0)) < ε
}

=
{

x∈ K0 : ∀ entorno Vx de x, ∃x1,x2 ∈Vx∩K0 tal que| f (x1)− f (x2)| ≥ ε
}
.

Para construirK2 observemos en primer lugar queK1 es cerrado y, de nuevo, por hipótesis, el conjunto
K1( f ) = {x∈ K1 : f |K1

es continua enx} es no vacío. Sea ahora

K2 = K1r
⋃

{Vx : x∈ K1, diam( f (Vx∩K1)) < ε}
=
{

x∈ K1 : ∀ entorno Vx de x, ∃x1,x2 ∈Vx∩K1 tal que| f (x1)− f (x2)| ≥ ε
}
.
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Supongamos queKα ha sido definido para todoα < β, β un ordinal fijo. Siβ es un ordinal límite, entonces
definimos

Kβ =
⋂

α<β
Kα.

Si β = α+1, entonces

Kβ =
{

x∈ Kα : ∀ entorno Vx de x, ∃x1,x2 ∈Vx∩Kα tal que| f (x1)− f (x2)| ≥ ε
}
.

Observemos que cadaKα es cerrado yKα+1 $ Kα puesto queKα+1, como ya hemos visto, no contiene
ninguno de los puntos de continuidad def |Kα . SiendoX un espacio separable, el Teorema 3.1.1 nos provee
de un ordinal numerableα tal queKα = ∅. Seaα0 el primer ordinal con esa propiedad. Tenemos entonces
que

X =
⋃

α<α0

(KαrKα+1).

Por definición, cadax∈ Gε ∩ (KαrKα+1) posee un entorno abiertoVx tal que| f (x1)− f (x2)| < ε siempre
quex1,x2 ∈ Vx ∩Kα. En particular, de la definición deGε se sigue quef

(
Vx ∩Kα

)
⊆ G. Definamos, para

α < α0, el conjunto
Hα =

⋃{
Vx∩Kα : x∈ Gε ∩ (KαrKα+1)

}
.

Es claro queHα es un subconjunto relativamente abierto del conjunto cerrado Kα y, en consecuencia, un
Fσ. Si ahora definimosFε =

⋃
α<α0

Hα, resulta que comoα0 es numerable, entoncesFε es unFσ y satisface
Gε ⊆ Fε y f (Fε) ⊆ G. Finalmente, si tomamosε = 1/n paran = 1,2, . . ., tendremos que

f−1(G) =
∞⋃

n=1

G1/n =
∞⋃

n=1

F1/n

es unFσ. Esto termina la prueba. �

El siguiente resultado ya ha sido obtenido para el caso en quef : X → R, dondeX es un espacio de
Baire, Teorema 1.12.17, página 99. La siguiente prueba es más directa al no hacer referencia explícita a la
oscilación def y por tal motivo la presentamos.

Teorema 3.1.5 (Baire).Una función f : [a,b] → R es puntualmente discontinua si, y sólo si,Disc( f ), el
conjunto de sus puntos de discontinuidad, es de primera categoría en[a,b], es decir,PC( f ) es un Gδ-denso
en[a,b].

Prueba.Suponga quef : [a,b] → R es puntualmente discontinua. Para cadak∈ N, defina

Dk =

{
x∈ [a,b] : ∃ (a j)

∞
j=1 convergiendo ax con

∣∣ f (a j)− f (x)
∣∣≥ 1

k
∀ j ≥ 1

}
.

Veamos, en primer lugar, queDk es nunca-denso. En efecto, fijemosk∈N y sea(c,d) un subintervalo abierto
de [a,b]. Puesto quef es puntualmente discontinua, existe unx0 ∈ (c,d) donde f es continua. Escojamos
δ > 0 de modo que

∣∣ f (x)− f (x0)
∣∣ <

1
3k

siempre que 0< |x−x0| < δ.

Afirmamos que(x0 − δ,x0 + δ)∩Dk = ∅. Suponga, por un momento, que existez∈ (x0 − δ,x0 + δ)∩Dk.
Comoz∈Dk, existe una sucesión(a j)

∞
j=1 convergiendo azpara la cual

∣∣ f (a j)− f (x)
∣∣≥ 1/k para todoj ≥ 1.
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Pero comoa j → z y z∈ (x0− δ,x0 + δ), entonces existe unN ∈ N tal queaN ∈ (x0− δ,x0 + δ). De esto se
sigue que

1
k

≤
∣∣ f (aN)− f (z)

∣∣ ≤
∣∣ f (aN)− f (x0)

∣∣+
∣∣ f (x0)− f (z)

∣∣ <
1
3k

+
1
3k

=
2
3k

lo cual es imposible. Por esto,(x0−δ,x0 + δ)∩Dk =∅ y, así,Dk es nunca-denso.
Probemos ahora que Disc( f )⊆⋃∞

k=1 Dk. Seax∈Disc( f ). Entonces existe unε > 0 tal que, para cualquier
δ > 0, podemos hallar unaδ ∈ [a,b] tal que 0< |aδ −x|< δ pero

∣∣ f (aδ)− f (x)
∣∣≥ ε. Fijemosk∈N de modo

que 1/k < ε y suponga que para cadaδ = 1,1/2,1/3, . . . hemos escogidosa1,a2, . . . tales que

0 < |a j −x| <
1
j

pero
∣∣ f (a j)− f (x)

∣∣ ≥ ε >
1
k
.

Como la sucesión(a j)
∞
j=1 converge ax, resulta quex ∈ Dk y, por lo tanto, Disc( f ) ⊆ ⋃∞

k=1 Dk, es decir,
Disc( f ) es de primera categoría.

Para demostrar la otra implicación, suponga que Disc( f ) es de primera categoría. Por el Teorema de
Categoría de Baire, PC( f ) = [a,b]\Disc( f ) es denso en[a,b] y, en consecuencia,f es puntualmente discon-
tinua. �

Como consecuencia inmediata del resultado anterior tenemos:

Corolario 3.1.2 (Baire). Si para cada n∈ N, fn : [a,b] → R es una función puntualmente discontinua, en-
tonces existe un punto (de hecho, existe un conjunto Gδ-denso de puntos) donde todas las funciones son
simultáneamente continuas.

Prueba.Por el Teorema 3.1.5, para cadan∈N, el conjunto Disc( fn) es de primera categoría y como[a,b] es
un espacio métrico completo, resulta que

⋃∞
n=1Disc( fn) sigue siendo de primera categoría. Por el Teorema

de Categoría de Baire,G := [a,b]\⋃∞
n=1Disc( fn) =

⋂∞
n=1PC( fn) es unGδ-denso en[a,b], y es claro que

en cada punto deG todas las funciones son simultáneamente continuas. �

Teniendo en cuenta que[a,b] es un espacio Polaco y, en consecuencia, un espacio hereditariamente de
Baire, entonces combinando los resultados de los Teorema 1.12.17, página 99, Teorema 2.2.58, página 310,
Teorema 3.1.5 y Teorema 3.1.3, página 479, se logra obtener el siguiente corolario.

Corolario 3.1.3. Para cualquier función f: [a,b] → R las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es exclusiva.

(2) f es puntualmente discontinua.

(3) f es escasamente continua.

(4) f es fragmentada por| · |.
(5) PC( f ) es un Gδ-denso en[a,b].

(6) f ∈ B1(X).

Ya hemos demostrado que siX es un espacio Polaco yf ∈ B1(X), entonces PC( f ), el conjunto de los
puntos de continuidad def , es unGδ-denso enX. Dicho resultado se puede generalizar para espacios de
Baire usando tanto el Teorema Grande de Baire así como el Teorema de Categoría de Baire.

Corolario 3.1.4 (Baire). Sean(X,τ) un espacio de Baire y f∈ B1(X). EntoncesPC( f ) es un Gδ-denso en
X.
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Prueba.La separabilidad deR nos garantiza, para cadan ∈ N, la existencia de una sucesión(Jn
m)∞

m=1 de
subconjuntos abiertos deR tales que diam(Jn

m) < 1/n y R =
⋃∞

m=1Jn
m. Como f ∈ B1(X) y cadaJn

m es
abierto, el Teorema Grande de Baire nos dice quef−1(Jn

m) es unFσ; es decir,

f−1(Jn
m) =

∞⋃

k=1

Fn
m,k

donde cadaFn
m,k es cerrado enX. De esto se sigue que

X =
∞⋃

m=1

∞⋃

k=1

Fn
m,k,

y entonces, por el Teorema de Categoría de Baire (Teorema 1.8.6, página 50), el conjunto

Gn =
∞⋃

m=1

∞⋃

k=1

int
(
Fn

m,k

)

es un abierto denso enX. Por una nueva aplicación del Teorema de Categoría de Baire,el conjunto
⋂∞

n=1Gn

constituye unGδ-denso enX y puesto que la oscilación def en los puntos deGn es menor que 1/n, resulta
que

∞⋂

n=1

Gn ⊆ PC( f ).

Esto demuestra que PC( f ) es denso enX y como dicho conjunto siempre es unGδ, la prueba concluye. �

El segundo resultado interesante se debe a H. Lebesgue [285]y dice lo siguiente:

Teorema 3.1.6 (Lebesgue).Sea f: [0,1] → R una función. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f ∈ B1[0,1].

(b) Para cadaε > 0, existe una sucesión(Kn)
∞
n=1 de subconjuntos cerrados de[0,1] tal que

[0,1] =
∞⋃

n=1

Kn y diam
(

f (Kn)
)

< ε.

Prueba. (a) ⇒ (b) Supongamos quef ∈ B1[0,1] y sea( fn)∞
n=1 una sucesión de funciones continuas tal que

ĺımn→∞ fn(t) = f (t) para cadat ∈ [0,1]. Dadoε > 0 definamos, para cadan∈N, el conjunto

Fn =
∞⋂

m=n

{
t ∈ [0,1] : | fn(t)− fm(t)| ≤ ε

3

}
.

La continuidad de las funcionesfn nos asegura que cadaFn es cerrado. Como ĺımn→∞ fn(t) = f (t) para cada
t ∈ [0,1], se sigue que

[0,1] =
∞⋃

n=1

Fn.

En efecto, seat ∈ [0,1]. Escojamosn0 ∈ N tal que| fm(t)− f (t)| < ε
6 para todom≥ n0. Observemos ahora

que sim≥ n0, entonces

| fn0(t)− fm(t)| ≤ | fn0(t)− f (t)| + | f (t)− fm(t)| <
ε
6

+
ε
6

=
ε
3
,
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lo cual significa quet ∈ Fn0 ⊆
⋃∞

n=1Fn.
Sea(Jk)

∞
k=1 un cubrimiento numerable deR por intervalos cerrados de longitud< ε/3 y, para cada par

de enteros positivosn y k, pongamosHn,k = Fn∩ f−1
n (Jk). Entonces cadaHn,k es cerrado y

Fn =
∞⋃

k=1

Hn,k.

Además, diam
(

f (Hn,k)
)

< ε puesto que, sis, t ∈ Hn,k, entonces

| f (s)− f (t)| ≤ | f (s)− fn(s)| + | fn(s)− fn(t)| + | fn(t)− f (t)| <
ε
3

+
ε
3

+
ε
3

= ε.

La sucesión{Hn,k : n,k∈N} que la enumeramos por(Kn)
∞
n=1 da por finalizada ésta implicación.

(b) ⇒ (a) Supongamos que(b) se cumple y seaF un subconjunto no vacío de[0,1]. Para cadak ∈ N
escojamos, por la hipótesis, una sucesión(Kk

n)
∞
n=1 de subconjuntos cerrados de[0,1] tal que

[0,1] =
∞⋃

n=1

Kk
n y diam

(
f (Kk

n)
)

<
1
k
, para todon∈ N.

SiendoF =
⋃∞

n=1

(
F ∩Kk

n

)
un espacio de Baire, se sigue del Teorema 1.8.6, página 50, que para cadak∈N,

el conjunto

Gk =
∞⋃

n=1

intF
(
F ∩Kk

n

)

es unGδ-denso enF. Veamos ahora queG :=
⋂∞

n=1Gk (el cual sigue siendo, por el Teorema 1.8.1, unGδ-
denso enF) está contenido en PC( f |F). En efecto, seax∈ G. Entonces, para cadak∈N, existe unnk tal que
x∈ intF

(
F ∩Kk

nk

)
. Ya que diam( f (Kk

nk
)) < 1

k , se sigue que osc
(

f |F ,x
)

< 1/k, y comok ∈ N era arbitrario,
concluimos quex ∈ PC( f |F). Un llamado al Teorema Grande de Baire, nos revela quef ∈ B1[0,1]. La
prueba es completa. �

Finalizamos con un resultado demostrado por G. Myerson [326] que puede ser de alguna utilidad.

Teorema 3.1.7 (Myerson).Sea S un subconjunto de[0,1]. Una condición necesaria y suficiente para que
exista una función f∈ B1[0,1] tal que

{
x∈ [0,1] : f (x) 6= 0

}
= S es que S sea un Fσ.

Prueba.Supongamos que existe una funciónf ∈ B1[0,1] tal que
{

x∈ [0,1] : f (x) 6= 0
}

= S. Puesto que
S= f−1(U), dondeU es el abiertoU = R\{0}, entonces el Teorema Grande de Baire nos dice queSes un
Fσ.

Supongamos ahora queSes unFσ y escribamosS=
⋃∞

n=1Fn, donde losF1,F2, . . . son conjuntos cerrados
tales queF1 ⊆ F2 ⊆ ·· · ⊆ Fn ⊆ ·· · . Definamos la funciónf : [0,1] → R por

f (x) =





1
k
, si x∈ Fk \Fk−1, k = 1,2, . . .

0, si x 6∈ S.

Nótese quef−1({1/k}) = Fk∩Fc
k−1, siendo la intersección de un conjunto cerrado con un conjunto abierto,

se puede expresar tanto como un conjuntoFσ así como un conjuntoGδ. SeaU un subconjunto abierto no
vacío deR. Existen dos posibilidades paraU :
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(1) U contiene al punto 0. En este caso,U contiene a todos los números de la forma 1/k salvo una can-
tidad finita. De esto se sigue quef−1(U) es el complemento de una unión finita de conjuntos de la forma
f−1({1/k}). Puesto que cadaf−1({1/k}) es unGδ, su unión finita también es unGδ, por lo que f−1(U)
resulta ser unFσ.
(2)U no contiene a 0. Entoncesf−1(U) es una unión a lo sumo numerable (posiblemente finita, posiblemente
vacía) de conjuntos de la formaf−1({1/k}), cada uno de los cuales es unFσ y, por lo tanto,f−1(U) es un
Fσ.
En cualquier caso podemos aplicar el Teorema Grande de Bairepara concluir quef ∈ B1[0,1]. �

Comentario Adicional 3.1.2 (1) La equivalencia(a) ⇔ (c) en el Teorema Grande de Baire es la que
demuestra R. Baire en su tesis de 1899, mientras que la condición (d) aparece en un artículo de
Denjoy (1915), ([121], pág. 184). Por otro lado, la condición (b) se encuentra en un artículo de
Lebesgue ([283]) y no expresa otra cosa sino que la funciónf es medible. En los libros [163],
[190] y [253] se pueden ver, por ejemplo, demostraciones delTeorema Grande de Baire.

(2) Notemos también que la condición(b) en el Teorema Grande de Baire se puede reemplazar por
la siguiente afirmación:

(b′) f−1(F) es un Gδ para cualquier conjunto cerrado F.

(3) Si X es un espacio de Baire,Y es un espacio métrico separable y si definimos

f ∈ B1(X,Y) =
{

f ∈YX : f (x) = ĺım
n→∞

fn(x), x∈ X, dondefn : X →Y es continua,∀n∈ N
}
,

entonces PC( f ) también es unGδ-denso enX. La prueba es idéntica a la anterior mutatis mutandi.

(4) Observe que los conjuntos cerrados en la condición(c) del Teorema Grande de Baire se pueden
reemplazar por conjuntos perfectos para obtener las equivalencias(a) y (c). Esta observación
será de gran utilidad para verificar, de modo más sencillo, que ciertas funciones son de la primera
clase de Baire.

(5) Sean(T,τ) un espacio topológico de Hausdorff y(X,d) un espacio de métrico. Dada una clase
H de subconjuntos deT, una funciónf : T → X se dice que esσ-fragmentada por conjuntos
deH si, para cadaε > 0, existe una sucesión(Tn)

∞
n=1 enH tal queT =

⋃{Tn : n∈ N} y cadaTn

tiene la propiedad

(Pε) Para cada subconjunto no vacío C de Tn, existe un subconjunto abierto V de T tal
que V∩C 6=∅ y diam( f (V ∩C)) < ε

Si H es la familia de todos los subconjuntos (resp. cerrados) deT, entonces diremos quef es
σ-fragmentada (resp.σ-fragmentada por conjuntos cerrados).

En [237], Jayne, Orihuela, Pallarés y Vera generalizan el resultado de Lebesgue del modo si-
guiente:

‖◮ Si(T,τ) es un espacio topológico de Hausdorff y(X,d) es un espacio métrico, enton-
ces cualquier función f∈ B1(T,X) esσ-fragmentable por conjuntos cerrados. En
particular, si X es separable entonces, para cadaε > 0, existe una sucesión(Kn)

∞
n=1

de subconjuntos cerrados de E tal que

E =
∞⋃

n=1

Kn y diam( f (Kn)) < ε.
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(6) Otros tipos de funciones que pertenecen aB1[0,1] son las funcionesf : [0,1] → R que son
aproximadamente continuas([190], Theorem 14.9, p. 228). Similarmente, las derivadasapro-
ximadas de las funciones aproximadamente continuas pertenecen aB1[0,1] ([190], Theorem
14.12, p. 229).

En las equivalencias(a),(b)y (c) del Teorema Grande de Baire podemos reemplazar aX por
un espacio métrico completo arbitrario y aR por cualquier espacio de BanachY provisto de
la topología de la norma. En efecto, Charles Stegall ([413],Theorem 4) demuestra el siguiente
resultado:

Teorema 3.1.8 (Teorema Grande de Baire en espacios de Banach). Sea f : K → X una fun-
ción, donde(K,d) es un espacio métrico completo y(X,‖·‖) es un espacio de Banach. Son
equivalentes:

(1) f es de la primera clase de Baire; es decir,ĺım
n→∞

‖ f (x)− fn(x)‖ = 0 para cada x∈ X donde,

para cada n∈ N, fn : (K,d) → (X,‖·‖) es una función continua;

(2) f |F tiene un punto de continuidad para cada subconjunto cerradoF de K;

(3) f |F tiene un punto de continuidad para cada subconjunto compacto F de K;

(4) f−1(H) es un Gδ para cada subconjunto cerrado H de X;

(5) h◦ f ∈ B1(K) para cada función continua h: X → R.

Los siguientes resultados constituyen sólo una pequeña muestra de las aplicaciones delTeorema
Grande de Baire en espacios de Banachen combinación con el Lema 2.2.25.

Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Dado un subconjuntoω∗-compactoK deX∗, es posible que
no exista ningún punto deK donde la aplicación identidad Id :(K,ω∗) → (K,‖·‖) sea continua.
Sin embargo, siK = (BX∗ ,ω∗) es norma-fragmentado, entonces Id posee abundantes puntosde
continuidad. En efecto, por el Teorema 2.2.56, página 305, sabemos que siK = (BX∗ ,ω∗) es
norma-fragmentado, entonces Id es continua en un subconjunto Gδ-denso de(K,ω∗). En real-
idad, cuandoX es separable yK = (BX∗ ,ω∗) es norma-fragmentado, podemos decir algo más
sobre Id: que dicha aplicación es de la primera clase de Baire.

Teorema 3.1.9.Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach separable. Las siguientes condicionesson
equivalentes:

(a) La función identidadId : (B
X∗ ,ω∗) → (B

X∗ ,‖·‖) es de la primera clase de Baire.

(b) La función identidadId : (B
X∗ ,ω∗)→ (B

X∗ ,‖·‖) es continua sobre un subconjunto Gδ-denso
de(B

X∗ ,ω∗).

(c) (B
X∗ ,ω∗) es norma-fragmentable.

Prueba.Puesto queX es separable, el conjunto(B
X∗ ,ω∗) es un espacio métrico completo y, por

consiguiente,(a) ⇔ (b) es consecuencia directa del Teorema 3.1.8, mientras que la implicación
(b) ⇒ (c) sigue del Teorema 2.2.56, página 305. Para demostrar(c) ⇒ (a), supongamos que
(c) se satisface y seaF un subconjuntoω∗-cerrado deB

X∗ . Dado cualquierε > 0 existe, por la
norma-fragmentabilidad de(B

X∗ ,ω∗), un subconjunto abiertoG de (B
X∗ ,ω∗) tal queG∩F 6=∅

y ‖·‖− diam(G∩F) < ε. Esto, por supuesto, lo que nos muestra es que Id es continua sobre
dicho conjunto. ComoF es arbitrario, un llamado al Teorema Grande de Baire en espacios de
Banach nos revela que Id es una función de la primera clase de Baire. �
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Recordemos que siX es un espacio numerablementeČech-completo,K un espacio topológico
de Hausdorff compacto,f : X×K → R una función separadamente continua yϕ : X →C(K) la
función asociada definida por la reglaϕ(x)(y) = f (x,y) para todox∈ X y todoy∈ K, entonces
el Lema 2.2.25 establece que:

Para cualquier x∈ X, f es continua en cualquier punto de{x}×K si, y
sólo si, la correspondiente funciónϕ : X → (C(K),‖·‖∞) es continua en x.

(⋆⋆)

(7) Sean(X,d) un espacio métrico completo, K un espacio de Hausdorff compacto y f : X×K →R
una función separadamente continua. Entonces la función asociadaϕ : X →C(K) definida por
ϕ(x)(y) = f (x,y) es de la primera clase de Baire; es decir,ϕ ∈ B1(X,C(K)).

Prueba.SeaF un subconjunto cerrado deX. Puesto queF es un espacio métrico completo, se
sigue del Teorema Grande de Namioka que existe un subconjunto Gδ-densoG deF tal que f es
continua en cada punto deG×K. Por el Lema 2.2.25, o(⋆⋆), se deduce queϕ|F es continua
sobreG. Un llamado al Teorema Grande de Baire para espacios de Banach da por finalizada la
prueba. �

(8) Sean(Z,d) un espacio métrico completo y(X,‖·‖) un espacio de Banach. Entonces, toda función
continua f: (Z,d) → (X,ω) pertenece aB1(Z,X).

Prueba.Como siempre, el espacio compacto(BX∗ ,ω∗) será denotado porK. Recordemos queX
puede ser identificado con un subespacio norma-cerrado deC(K) vía el operadorT : X →C(K)
definido porT(x) = x̂|K , dondex̂(x∗) = x∗(x) para todox∈ X y todox∗ ∈ X∗. Sabemos queT es
un homeomorfismo (no sobreyectivo) cuandoX transporta la topología débil yC(K) la topología
puntualτp. De esto se sigue que la función̂f : Z×K → R definida por f̂ (t,x∗) = x∗( f (t)) es
separadamente continua y, por el ejemplo anterior, tenemosque f : (Z,d) → (X,‖·‖) ⊆C(K) es
de la primera clase de Baire. �

Este teorema fue probado por Srivatsa [411] usando otras herramientas. Otra prueba de este
resultado se puede ver en la tesis de Licenciatura de David H.Lorenzo [297], Teorema 4.9, pág.
66.

(9) Sean(Z,d) un espacio métrico completo,(X,‖·‖) un espacio de Asplund y f: (Z,d) → (X∗,ω∗)
una función continua y acotada sobre Z. Entonces f: (Z,d) → (X∗,‖·‖) es de la primera clase
de Baire.

Prueba.Se sigue del Teorema de Namioka-Phelps-Stegall (Teorema 2.2.56, pág. 305), que el
conjunto(BX∗ ,ω∗), por serX un espacio de Asplund, es norma-fragmentado y, por consiguiente,
para cualquier conjuntoω∗-cerradoA de BX∗, la aplicación identidad Id :(A,ω∗) → (A,‖·‖)
posee, gracias al Teorema 2.2.52, pág. 301, al menos un puntode continuidad. Un llamado
al Teorema Grande de Baire para espacios de Banach nos revelaque la aplicación identidad
Id : (BX∗,ω∗) → (BX∗ ,‖·‖) es de la primera clase de Baire. Esto, por supuesto, implica que la
aplicación Id◦ f = f : (Z,d) → (X∗,‖·‖) es de la primera clase de Baire. �

Sea(K,d) un espacio compacto y(X,‖·‖) un espacio de Banach. Denotemos porWC(K,X) el
espacio de todas las funcionesf : K → (X,ω) que son continuas. Un resultado de T.S.S.R.K. Rao
[366] establece que:

(10) Si (K,d) es un espacio métrico compacto y(X,‖·‖) un espacio de Banach, entonces

WC(K,X) ⊆ B1(K,X).
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Más información sobre otros resultados y algunos criteriosde compacidad sobre el espacio
B1(K,X) pueden ser encontrados en el artículo de Mercourakis-Stamati [308].

3.2. Algunos ejemplos de funciones que pertenecen aB1(X)

En el caso particular en queX = [0,1], mostraremos algunas clases de funciones que están incluidas en
B1(X) exhibiendo, en algunos casos, tanto la sucesión de funciones continuas que converge a la función
dada así como una demostración usando El Teorema Grande de Baire.

(1) C[0,1] ⊆ B1[0,1].

(2) Si SC[0,1] denota todas las funciones f: [0,1] → R que son semicontinuas (inferiormente o superior-
mente), entonces SC[0,1] ⊆ B1[0,1].

Prueba.Es suficiente demostrar que sif : [0,1] → R es semicontinua inferiormente, entoncesf ∈
B1[0,1]. Para cadan∈N, definamosfn : [0,1] → R por

fn(x) = ı́nf
t∈[0,1]

{
f (t)+n|t −x|

}
, x∈ [0,1].

Veamos que cadafn es continua. En efecto, comof es acotada por debajo (toda función semicontinua
inferiormente es acotada por debajo pues alcanza su mínimo en [0,1]), cada fn toma sus valores enR.
Observemos que la sucesión( fn)∞

n=1 es no decreciente. Para cadax,y∈ [0,1],

fn(x) = ı́nf
t∈[0,1]

{
f (t)+n|t −x|

}

≤ ı́nf
t∈[0,1]

{
f (t)+n|t −y|+n|y−x|

}

= fn(y)+n|x−y|,

y por simetría, intercambiando los papeles dex y y, se sigue| fn(x)− fn(y)| ≤ n|x−y| y así, cadafn es
continua sobre[0,1]. Nos resta probar quef (x) = ĺımn→∞ fn(x) para cadax∈ [0,1]. Fijemosx∈ [0,1].
Por la definición defn tenemos quefn(x) ≤ f (t)+n|t −x| para todot ∈ [0,1]; en particular, parat = x
vemos que

ĺım
n→∞

fn(x) ≤ f (x).

Sear ∈R y supongamos quer < f (x). Puesto quef es semicontinua inferiormente enx, existe unδ > 0
tal que f (t) > r para todot ∈ (x−δ,x+ δ)∩ [0,1] := J. Para estos valores det,

ı́nf
t∈J

{
f (t)+n|t −x|

}
≥ r

Para los otros valores det; es decir, para lost ∈ [0,1]rJ, tendremos que|t −x| ≥ δ y así,

ı́nf
t∈[0,1]rJ

{
f (t)+n|t −x|

}
≥ −M +nδ

donde−M es una cota inferior def . De aquí quefn(x) ≥ r para todon suficientemente grande. Esto
muestra que ĺımn→∞ fn(x) ≥ r, y por lo tanto,

ĺım
n→∞

fn(x) ≥ f (x)
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puesto quef (x) > r era arbitrario. La prueba es completa. �

Otra prueba. Uno puede obtener una demostración mucho más breve del resultado anterior si se invoca
al Teorema 3.1.3. En efecto, para ello sólo tenemos que verificar que los conjuntos

{
x∈ [0,1] : f (x) < r

}
y

{
x∈ [0,1] : f (x) > r

}

son Fσ para cadar ∈ R. Observemos que por serf semicontinua inferiormente, para cadaα ∈ R el
conjunto{x∈ [0,1] : f (x) ≤ α} es cerrado enX y, en consecuencia,

{
x∈ [0,1] : f (x) < r

}
=

∞⋃

n=1

{
x∈ [0,1] : f (x) ≤ r −1/n

}

es unFσ. Además, como[0,1]r
{

x∈ [0,1] : f (x) ≤ r
}

es abierto y ya que todo conjunto abierto en un
espacio métrico es unFσ, concluimos que

{
x∈ [0,1] : f (x) > r

}
= [0,1]r

{
x∈ [0,1] : f (x) ≤ r

}

también es unFσ.

(3) Si f : [0,1] → R tiene un número finito de discontinuidades, entonces f∈ B1[0,1].

Prueba.Sin perder generalidad podemos asumir, y así lo haremos, quelos puntos de discontinuidad
de f ocurren en(0,1). Denotemos por Disc( f ) = {d1,d2, . . . ,dp} el conjunto de discontinuidades def ,
dondep∈ N. Escojamos ahora una sucesión decreciente(εn)

∞
n=1 de números positivos que cumpla con

lo siguiente:

a) ĺımn→∞ εn = 0, y

b) los intervalos[d1 − ε1,d1 + ε1], [d2 − ε1,d2 + ε1], . . . , [dp − ε1,dp + ε1] son disjuntos dos a dos y
todos contenidos en(0,1).

Para cada entero positivon, sean

Un =
p⋃

k=1

(dk− εn,dk + εn) y En =
(
[0,1]rUn

)
∪
{

dk : 1≤ k≤ p
}
,

y definamos la funcióngn sobreEn por

gn(x) =

{
f (x) si x∈ [0,1]rUn,

f (dk) si x = dk, k = 1,2, . . . , p.

Puesto que cadaEn es un conjunto cerrado ygn|En es continua sobreEn, podemos construir una extensión
fn de gn sobre[0,1] que es continua sobre[0,1]. Es realmente fácil verificar que( fn)∞

n=1 converge
puntualmente af sobre[0,1]. Por esto,f ∈ B1[0,1]. �

Observación. De nuevo, haciendo uso del Teorema 3.1.3 y la Observación 3.1.2 (4) podemos dar una
demostración más corta del resultado anterior. En efecto, seaF un subconjunto perfecto y no vacío de
[0,1]. ComoF es infinito (no numerable), entoncesf |F posee al menos un punto de continuidad.
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(4) Toda función escalera f: [0,1] → R pertenece aB1[0,1].

Prueba.Recordemos que una funciónf : [0,1] → R es unafunción escalerasi ella se puede escribir en
la forma

f (x) =
n

∑
i=1

aiχJi

dondea1, . . . ,an ∈ R y los Ji , i = 1, . . . ,n son intervalos de[0,1] disjuntos dos a dos. Claramente toda
función escalera posee un número finito de discontinuidadesy gracias al resultado anterior ella pertenece
aB1[0,1]. �

Sabemos queχQ∩[0,1] 6∈ B1[0,1]; sin embargo, uno puede usar el resultado anterior para demostrar que
χQ∩[0,1] ∈ B2[0,1], dondeB2[0,1] es la clase de Baire-2; es decir, los elementos deB2[0,1] son limites
de sucesiones de funciones que pertenecen aB1[0,1]. En efecto, si{q1,q2, . . .} es una enumeración de
los racionales enQ∩ [0,1] y si definimos

fn = χ{q1,...,qn},

resulta que cadafn es una función escalera y, por lo anterior,fn ∈ B1[0,1]. Claramente

ĺım
n→∞

fn = χQ∩[0,1] ∈ B2[0,1].

(5) En general, si f: [0,1] → R es una función con un conjunto a lo más numerable de discontinuidades,
entonces f∈ B1[0,1].

Prueba.SeaF ⊆ X un conjunto perfecto no vacío. EntoncesF es no numerable por lo quef |F posee al
menos un punto de continuidad. El resultado sigue del Teorema 3.1.3. �

(6) Si f : [0,1] → R es de variación acotada sobre[0,1], entonces f∈ B1[0,1].

Prueba.Puesto quef es la diferencia de dos funciones monótonas y ya que toda función monótona
posee a lo sumo una cantidad numerable de puntos de discontinuidad, entonces Disc( f ) es a lo más
numerable. SeaF cualquier subconjunto perfecto no vacío de[0,1]. ComoF es no numerable, entonces
f |F posee al menos un punto de continuidad. El resultado sigue del Teorema 3.1.3. �

(7) Si f : [0,1] → R es diferenciable en cada punto de[0,1], entonces f′ ∈ B1[0,1]. En particular, f′ es
continua en un subconjunto Gδ-denso de[0,1].

Esto fue establecido en elEjemplo 2 de la página 101. Este ejemplo muestra que, si bien existen
derivadas acotadas que son nunca Riemann integrables, no pueden existir derivadas acotadas que sean
siempre discontinuas en todo su dominio.

(8) Sea f∈B1(X). Si g: X →R es una función tal que Hε = {x∈ X : | f (x)−g(x)| > ε} es finito para cada
ε > 0, entonces g∈ B1(X).

Prueba.Para cadan∈N, consideremos la funcióngn : X → R definida por

gn(x) =

{
g(x) si | f (x)−g(x)| > 1

n,

f (x) en otro caso.

Es claro quegn ∈ B1(X) y como la convergencia ĺımn→∞ gn = g es uniformemente sobreX, entonces el
Teorema 3.1.2 nos asegura queg∈ B1(X). �
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(9) (Lebesgue). Cualquier función separadamente continua f: R×R→ R pertenece aB1(R2).

Prueba.Para cadan∈N y cada j ∈ Z, definamos las funcionesh jn : R→ [0,1] por

h jn(x) = máx{0, 1−|nx− j|}

para todox∈ R. Notemos que, fijadon, la colección(h jn)
+∞
j=−∞ es una partición de la unidad paraR; es

decir, para cadax∈ R,
+∞

∑
j=−∞

h jn(x) = 1

y h jn(x) 6= 0 a lo sumo para dosj ’s. Finalmente, para cadan∈N, las funcionesfn :R×R→R definidas
por

fn(x,y) =
+∞

∑
j=−∞

h jn(x) f
( j

2n ,y
)

para todox,y∈ R, son continuas y se cumple quef (x,y) = ĺımn→∞ fn(x,y) para cada(x,y) ∈ R×R. �

Observemos que las funcionesfn son, gracias a que(h jn)
+∞
j=−∞ es una partición de la unidad, combina-

ciones convexas de funciones continuas dey, con coeficientes que son funciones continuas dex y que el
conjunto{ j

2n : j ∈ Z,n∈N} es denso enR. Este resultado aparece por primera vez en el primer artículo
publicado por H. Lebesgue en 1898 ([284]). Más recientemente, en 1981, W. Rudin [388] obtiene el
siguiente resultado.

Teorema 3.2.1 (Rudin).Sea X un espacio topológico Kσ-generado transportando una medida estric-
tamente positiva µ. Si K es cualquier espacio de Hausdorff compacto, entonces toda función separada-
mente continua f: X×K → R es de la primera clase de Baire.

La demostración del resultado de Rudin requiere ciertas definiciones y algunos resultados previos.
Comencemos recordando que siX es un espacio topológico de HausdorffX, un subconjuntoF deX se
llamaσ-compacto si existe una sucesión(Kn)

∞
n=1 de subconjuntos compactos deX tal queF =

⋃∞
n=1Kn.

Un espacio topológico de HausdorffX se llamaKσ-generadosi es existe un conjuntoσ-compacto que
es denso enX. Notemos que todo espacio topológico separable esKσ-generado, así como todo espa-
cio de Hausdorff compacto. En general, todo espacio de Banach WCG esKσ-generado respecto a la
topología débil. En efecto, siX es WCG, entonces existe un subconjunto débilmente compactoF deX
tal que[F] = X. PongamosK = co(F ∪−F). El teorema de Krein-Šmulian nos dice queK es débil-
mente compacto y, además, convexo y simétrico. Si ahora definimosKn = nK para cadan∈ N, resulta
queX =

⋃∞
n=1Kn.

Un espacio topológico de HausdorffX transporta, o soporta, una medida estrictamente positivasi
existe una medida de probabilidad de Borelµ sobreX tal queµ(U) > 0 para cualquier conjunto abierto
no vacíoU ⊆ X. También, dadon ∈ N, diremos que un espacio métrico(X,d) admite unapartición
de la unidad localmente finita de malla1/n, si existe una familia(hα,n)α∈Λ de funciones continuas
hα,n : X → [0,1] tales que

(a) ∑
α∈Λ

hα,n(x) = 1 para todox∈ X,

(b) para cadax∈ X, existe un entorno abiertoVx dex tal que todas las funcioneshα,n, salvo un número
finito, son idénticamente nulas sobreVx y,
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(c) diam
(
sop(hα,n)

)
≤ 1/n, donde sop(hα,n) =

{
x∈ X : hα,n(x) 6= 0

}
.

Es un hecho conocido que todo espacio métrico admite, para cada n ∈ N, una partición de la unidad
localmente finita de malla 1/n (véase, por ejemplo, [324], Teorema 41.4 p. 293).

Vamos ahora a probar algunos resultados que son necesarios para la prueba del teorema de Rudin.

Lema 3.2.1. Sean(X,d) un espacio métrico y Y un espacio topológico de Hausdorff. Para cada n∈N,
sea(hα,n)α∈Λ una partición de la unidad localmente finita de X de malla1/n y sea D un subconjunto
denso de X tal que para cadaα ∈ Λ y cada n∈ N se cumpla que hα,n(xα,n) > 0 para algún xα,n ∈ D.
Suponga que f: X×Y → R es una función que satisface

(a) f y : X → R es continua para cada y∈Y, y

(b) fx : Y → R es continua para cada x∈ D.

Si, para cada entero positivo n, se define Fn : X×Y → R por

Fn(x,y) = ∑
α∈Λ

hα,n(x) f (xα,n,y), (∗)

entonces cada Fn es continua sobre X×Y, y f(x,y) = ĺımn→∞ Fn(x,y) para todo(x,y) ∈ X×Y.

Prueba.Observemos que la continuidad deFn es una consecuencia inmediata de la local finitud de la
familia (hα,n)α∈Λ. Fijemos(x,y) ∈ X ×Y y seaε > 0. Como f y : X → R es continua enx, existe un
n0 ∈ N tal que| f (ξ,y)− f (x,y)| < εpara todoξ ∈U(x,1/n0). Si n > n0 y α ∈ Λ es un índice para el
cualhα,n(x) > 0, entonces nuestra hipótesis sobre(hα,n)α∈Λ nos muestra qued(x,xα,n) < 1/n0, de modo
que | f (xα,n,y)− f (x,y)| < ε. Se sigue de(∗) y la definición de(hα,n)α∈Λ que |Fn(x,y)− f (x,y)| < ε
para todon > n0. Esto prueba queFn(x,y) converge af (x,y). �

Recordemos que:

‖◮ Si X es un espacio de Hausdorff compacto y si alguna sucesión( fn)∞
n=1 de C(X) separa los

puntos de X, entonces X es metrizable.

En efecto, la métricad : X×X → R definida por

d(x,y) =
∞

∑
n=1

| fn(x)− fn(y)|
2n(1+ | fn(x)− fn(y)|)

para todox,y∈ X hace el trabajo. �

Lema 3.2.2. Sea(X,τ) un espacio topológico de Hausdorff.

(a) Si X es Kσ-generado y si alguna sucesión( fn)∞
n=1 de C(X) separa los puntos del conjuntoσ-

compacto, entonces X es separable.

(b) Si X es separable, entonces cualquier subconjunto compactode(C(X),τp) es metrizable.

(c) Si X es Kσ-generado, entonces cualquier subconjunto separable yτp-compacto de C(X) es metri-
zable.
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Prueba. (a) ComoX esKσ-generado, existe una sucesión(Kn)
∞
n=1 de subconjuntos compactos deX tal

queX =
⋃∞

n=1Kn. SeaF =
⋃∞

n=1Kn. Si ( fn)∞
n=1 es una sucesión enC(K) separando los puntos deF,

entonces( fn)∞
n=1 separa los puntos de cadaKn y, así, por la observación anterior, cadaKn es separable.

De esto se sigue queF es separable y comoF = X, concluimos queX es separable.

(b) SeaE un subconjunto no vacío deC(X) tal que(E,τp) es compacto. ComoX es separable, podemos
elegir una sucesión(xn)

∞
n=1 densa enX. Definamos, para cadan∈N, la funciónϕn : E →R porϕn( f ) =

f (xn) para cadaf ∈ E. Se sigue que cadaϕn esτp-continua y como(xn)
∞
n=1 es densa enX, resulta que el

conjunto{ϕn : n = 1,2, . . .} separa los puntos de(E,τp). Por la parte(a), aplicada al conjunto(E,τp),
se concluye que(E,τp) es metrizable.

(c) SeaE un subconjunto separable deC(X) tal que(E,τp) es compacto. Asociemos, a cadax∈ X, el
conjunto cerrado

J(x) =
{

z∈ X : f (z) = f (x) para todo f∈ E
}
,

y seaT el correspondiente espacio de identificación; es decir,T es el conjunto de todas las clases de
equivalenciasJ(x) y la topología sobreT se obtiene declarando que un subconjuntoV deT es abierto
si, y sólo si,J−1(V) es abierto enX. Bajo ésta identificación, a cadaf ∈ E le corresponde un únicõf
sobreT tal que f = f̃ ◦J. Es claro quẽf es continua. Más aún,̃E =

{
f̃ : f ∈ E

}
separa los puntos deT,

y la aplicación
ψ : E → Ẽ definida por ψ( f ) = f̃

es un homeomorfismo de(E,τp) sobre(Ẽ,τp). Puesto que(E,τp) es separable, existe un subconjuntoA
deE que esτp-denso y numerable. De aquí se sigue queA y E inducen la misma relación de equivalencia
enX y, por consiguiente,̃A = { f̃ : f ∈ A} separa los puntos deT. Puesto queJ es continua, por la parte
(a), T es separable y gracias a la parte(b), (Ẽ,τp) es metrizable; en particular,(E,τp) es metrizable.�

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema de Rudin.

Prueba del Teorema de Rudin. Nuestro primer objetivo es demostrar el siguiente hecho:

(⋆)
Sea X un espacio topológico de Hausdorff Kσ-generado soportando una medida estricta-
mente positiva µ y sea E un subconjunto de C(X) tal que|g(x)| ≤ 1 para todo g∈ E y todo
x∈ X. Si(E,τp) es compacto, entonces(E,τp) es metrizable.

En efecto, suponga que(E,τp) es compacto y seaA un subconjunto infinito numerable deE. Pongamos
K = A

τp. EntoncesK esτp-compacto y, por(c) del Lema 3.2.2, se sigue queK es metrizable.

Seag ∈ (E,τp) un punto límite deA. Como(K,τp) es un compacto metrizable, existe una sucesión
(gn)

∞
n=1 enA tal quegn → g puntualmente. Por el Teorema de la Convergencia Dominada,

ĺım
n→∞

‖gn−g‖1 = ĺım
n→∞

∫

X
|gn−g|dµ = 0,

es decir,A tiene un punto límite en(E,‖·‖1), donde‖·‖1 es la norma deL1(µ). Esto muestra que(E,‖·‖1)
es compacto, en particular, separable. SeaB un subconjunto denso numerable de(E,‖·‖1). Si h ∈ E,
entonces existe una sucesión(hn) enB tal que

‖hn−h‖1 =

∫

X
|hn−h| dµ→ 0.

De nuevo, por(c) del Lema 3.2.2 aplicado aB
τp, existe alguna subsucesión(hnj )

∞
j=1 de(hn)

∞
n=1 tal que

hnj → h puntualmente.
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Aplicando una vez más el Teorema de la Convergencia Dominada, vemos que
∥∥hnj −h

∥∥
1 → 0, de donde

se concluye queg= h µ-c.s. Pero, comoµes estrictamente positiva,µ(U) > 0 para cualquier subconjunto
abierto no vacíoU deX, de donde resulta, por la continuidad deg y h, queg= h. Esto prueba queh∈B

τp

y, en consecuencia,B es denso en(E,τp); es decir,(E,τp) es separable. Un llamado, una vez más a la
parte(c) del Lema 3.2.2, nos revela que(E,τp) es metrizable. �

Una vez establecido(⋆), prosigamos con la demostración. Sin perder generalidad, podemos suponer
que| f (x,y)| ≤ 1 para todo(x,y) ∈ X×K. Sea

E0 =
{

f y : y∈ K
}
.

EntoncesE0 ⊆C(X). Afirmamos que la aplicaciónπ : K → (E0,τp) definida porπ(y) = f y es continua
y sobreyectiva.

En efecto, por definiciónπ es sobreyectiva. Para probar la continuidad deπ, fijemosy∈ K y seaV un
τp-entorno def y en(E0,τp). Entonces existen puntosx1, . . . ,xn enX y un ε > 0 tal que

{
f z ∈ E0 : | f z(xi)− f y(xi)| < ε, i = 1, . . . ,n

}
⊆V.

Si ahora definimos
U =

{
z∈ K : | f z(xi)− f y(xi)| < ε, i = 1, . . . ,n

}
,

resulta queπ(U) ⊆ V. La continuidad de las funcionesfx nos muestran queU es abierto enK y, por
consiguiente,π es continua. Como consecuencia de lo anterior tenemos que(E0,τp) es compacto y,
además, homeomorfo al espacio cocienteK/∼, donde la relación∼ se define sobreK por: x∼ y si, y
sólo si,π(x) = π(y). Se sigue entonces de(⋆), que(E0,τp) es metrizable. Para finalizar la demostración,
definamosψ : X× (E0,τp) → R por

ψ(x, f y) = f (x,y).

Puesto queψ es separadamente continua yE0 posee la topología cociente móduloπ, se sigue queψ
también es separadamente continua. Además, siendo(E0,τp) metrizable, el Lema 3.2.1 nos dice queψ
es el limite de una sucesión de funciones continuas(ψn), donde cadaψn es de la forma

ψn(x, f y) = ∑
α

hα( f y) f (x,yα).

PongamosFn(x,y) = ψn(x,π(y)). EntoncesFn ∈C(X×K), y

ĺım
n→∞

Fn(x,y) = ĺım
n→∞

ψn(x, f y) = ψ(x, f y) = f (x,y)

para todo(x,y) ∈ X×K. �

Finalmente queremos hacer mención de otra formulación equivalente para funciones que son de la
primera clase de Baire. El siguiente resultado es de Peng-Yee Lee, Wee-Kee Tang y Dongsheng Zhao
[288] y establece que:

Teorema 3.2.2 (Lee-Tang-Zhao).Sean(X,dX) y (Y,dY) espacios Polacos y sea f: X →Y una función.
Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) f es de la primera clase de Baire.

(b) Para cadaε > 0, existe una funciónδ : X → (0,∞) tal que

dY( f (x), f (y)) < ε siempre que dX(x,y) < mı́n{δ(x),δ(y)}.
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Combinando los resultados del Lema 3.1.3 y el Teorema 3.1.4 obtenemos el siguiente resultado de G.
Myerson [326]:

Teorema 3.2.3 (Myerson).Sean X un espacio Polaco y S un subconjunto no vacío de X. Las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) Existe una función f∈ B1(X) con S= {x∈ X : f (x) 6= 0}.

(b) S es un Fσ.

3.3. Aplicaciones del Teorema Grande de Baire

Dos resultados fundamentales serán establecidos sin prueba en esta sección. Uno de ellos se debe a H. P.
Rosenthal ([380]) el cual establece una elegante y poderosacaracterización de los espacios de Banach que
no contienen copias deℓ1, mientras que el otro resultado es producto de los esfuerzosde J. Bourgain, D.
H. Fremlin y M. Talagrand ([69]) basados en un resultado anterior debido a H. P. Rosenthal y que describe
los subconjuntos compactos de(B1(X),τp). Estos resultados son hermosos, sus pruebas profundas perono
triviales y con extraordinarias aplicaciones.

En todo lo que sigue(X,‖·‖) es un espacio de Banach sobreR. Recordemos que si(xn)
∞
n=1 es una

sucesión acotada enX, entonces

a) (xn)
∞
n=1 esdébilmente de Cauchysi ĺım

n→∞
x∗(xn) existe para cadax∗ ∈ X∗.

Recordemos que enℓ1, las sucesiones débilmente convergentes y las norma convergentes coinciden
(EjemploB-21), página 237). Consideremos la sucesión estándar deℓ1, (en)

∞
n=1, donde para cada en-

tero positivon, en = (0, . . . ,0,1,0, . . .) en donde el número 1 sólo aparece en el lugarn. Puesto que
‖em−en‖1 = 2 para todom,n ∈ N con m 6= n, resulta que dicha sucesión no puede ser norma conver-
gente y, en consecuencia, no es débilmente convergente. De hecho,(en)

∞
n=1 no posee ninguna subsuce-

sión que sea débilmente de Cauchy. En efecto, sea(enk)
∞
k=1 cualquier subsucesión de(en)

∞
n=1 y defina

ξ = (ξl )
∞
l=1 ∈ ℓ∞ = ℓ∗1 del modo siguiente:

ξl =

{
1, si l = n2k para algúnk∈ N,

0, en los demás casos.

Entonces,
(
〈enk,ξ〉

)∞
k=1 no es de Cauchy quedando así demostrada nuestra afirmación. Lo que deseamos

es estudiar el comportamiento de espacios de Banach que poseen sucesiones que se comporten de modo
enteramente similar a la sucesión estándar deℓ1. Esto significa que se anda en la búsqueda de alguna
sucesión en el espacio de BanachX que contenga una subsucesión que sea equivalente a la base(en)

∞
n=1

deℓ1.

b) (xn)
∞
n=1 es unaℓ1-sucesiónsi existe una constantec > 0 tal que

c
n

∑
i=1

|αi | ≤
∥∥∥∥∥

n

∑
i=1

αixi

∥∥∥∥∥

para todon∈ N y todoα1, . . . ,αn enR.
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Observemos que si definimosC = sup
i=1,...,n

‖xi ‖, entonces

c
n

∑
i=1

|αi | ≤
∥∥∥∥∥

n

∑
i=1

αixi

∥∥∥∥∥≤C
n

∑
i=1

|αi |

para todon ∈ N y todo α1, . . . ,αn enR. Denotemos por[(en)] el subespacio lineal deℓ1 generado por la
sucesión(en)

∞
n=1, dondeen = (0, . . . ,0,1,0, . . .) para cadan ∈ N. Las anteriores desigualdades establecen

que la aplicación linealT : [(en)] → X definida por

T

(
n

∑
i=1

αiei

)
=

n

∑
i=1

αixi

es un isomorfismo. Puesto que el subespacio[(en)] es norma denso enℓ1, el isomorfismoT se puede extender
de modo único a todoℓ1. A dicha extensión la seguiremos denotando porT.

Podemos ahora formular uno de los resultados más profundo e importante sobre la caracterización de los
espacios de Banach que no poseen copias isomorfas deℓ1.

Teorema 3.3.1.(Rosenthal-Dor) Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach (real o complejo). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) Toda sucesión acotada en X posee una subsucesión débilmentede Cauchy.

(2) X no posee copias deℓ1.

Este resultado de Rosenthal-Dor abrió las puertas para un estudio en profundidad de la estructura de
los espacios de Banach. Por ejemplo, los libros de Diestel ([129]) y van Dulst ([146]) dan cuentan de la
profundidad de ese resultado así como algunas de sus aplicaciones. Cuando uno se asoma por la rendija de la
puerta que esconde la estructura de los espacios de Banach, el resultado de Rosenthal-Dor permite descubrir
una propiedad de los espacios débilmente secuencialmente completos que era sólo conocida paraL1. En
efecto, M. I. Kadec y A. Pełczýnski ([243]) habían demostrado que:

L1 contiene un subespacio isomórfico aℓ1.

El teorema de Rosenthal-Dor nos conduce a la obtención de un resultado más general que el de Kadec-
Pełczýnski ya queL1 es un espacio de Banach débilmente secuencialmente completo que no es reflexivo
(véase, por ejemplo, [381]). Recordemos que un espacio de Banach se dice que esdébilmente secuencial-
mente completosi cada sucesión débilmente Cauchy es débilmente convergente.

Corolario 3.3.1. Sea X un espacio de Banach débilmente secuencialmente completo. Entonces X es reflexivo
o bien contiene un subespacio isomorfo aℓ1.

Prueba.Supongamos queX no contiene ningún subespacio isomórfico aℓ1 y sea(xn)
∞
n=1 enBX. Por el Teo-

rema de Rosenthal-Dor,(xn)
∞
n=1 posee una subsucesión débilmente Cauchy(x′n)

∞
n=1 y comoX es débilmente

secuencialmente completo,(x′n)
∞
n=1 converge débilmente a algún elemento deBX. Esto nos dice queBX es

débilmente secuencialmente compacto y, gracias al teoremade Eberlein-Šmulian,BX es débilmente com-
pacto. Como una consecuencia de un resultado bien conocido de R. C. James sobre compacidad débil,X es
reflexivo (ver, por ejemplo, [129], pág. 18). �
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Antes de formular el resultado de J. Bourgain, D. H. Fremlin yM. Talagrand [69], es menester pasearnos
por algunas definiciones y resultados ya conocidos para así poder situarnos en el marco apropiado. Recorde-
mos que:

Si (X,τ) es un espacio topológico de Hausdorff y siK ⊆ X, decimos que:

(a) K esrelativamente secuencialmente compactosi toda sucesión en K posee una
subsucesión convergente en X.

(b) K esrelativamente numerablemente compactosi toda sucesión en K posee un
punto de acumulación en X.

(c) K essecuencialmente denso en su clausurasi cada x∈ K es límite de alguna
sucesión de K.

Situándonos en un espacio métrico cualquiera, el siguienteresultado establece que sucesiones son sufi-
cientes para caracterizar a los conjuntos compactos que viven en dichos espacios, una propiedad altamente
envidiada por casi todos los espacios topológicos.

‖◮ (C1) Sea(X,d) un espacio métrico y sea K⊆ X. Son equivalentes:

(1) K es relativamente compacto.

(2) K es relativamente secuencialmente compacto.

(3) K es relativamente numerablemente compacto.

Este hermoso resultado sigue siendo válido para algunos espacios que no son metrizables. Por ejemplo, si
X es un espacio de Banach de dimensión infinita, entonces, comoya hemos visto,(X,ω) (X provisto con
la topología débil) es un espacio no metrizable, y sin embargo, gracias al Teorema de Eberlein-Šmulian, los
subconjuntos relativamente compactos en(X,ω) satisfacen las equivalencias dadas en (C1).

Los resultados anteriores condujeron a la búsqueda de espacios topológicos más generales que satis-
facieran las tres equivalencias anteriores. Nacen así los espacios angelicales.

Definición 3.3.1. Un espacio topológico de Hausdorff(X,τ) se llamaangelicalsi cada subconjunto relati-
vamente numerablemente compacto F de X es:

(1) relativamente compacto en X, y

(2) secuencialmente denso en su clausura.

Es un hecho ya establecido que en espacios angelicales las nociones de compacidad, compacidad nu-
merable y compacidad secuencial son equivalentes. Lo que Haskell Rosenthal [381], Jean Bourgain, David
Fremlin y Michel Talagrand [69] demuestran, por medio de sofisticadas y nada convencionales técnicas
topológicas, es que siX es un espacio Polaco, entoncesB1(X), provisto de la topología de la convergencia
puntualτp, es angelical. Otra prueba de este resultado se puede ver en [146], p.41-42.

Teorema 3.3.2 (Rosenthal-Bourgain-Fremlin-Talagrand).(B1(X),τp) es angelical para cualquier espa-
cio Polaco(X,τ).

Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Sabemos que la inyección canónicaJ : X → X∗∗ dada por〈Jx,x∗〉 =
x∗(x) para todox ∈ X y todo x∗ ∈ X∗, es una isometría; es decir, se cumple la igualdad‖Jx‖ = ‖x‖ para
todox∈ X. Esta afortunada circunstancia permite identificar aX con el subespacio norma cerradoJ(X) de
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X∗∗ y pensar a cadax∈ X como un funcional linealω∗-continuo definido sobreX∗, es decir, identificamos a
x conJx y escribiremos algunas veces〈x,x∗〉 como〈Jx,x∗〉 = 〈x∗,x〉 = x∗(x) para todox∗ ∈ X∗. Desde este
punto de vista, el Teorema de Goldstine se puede presentar enlos siguientes términos:BX esω∗-denso en
BX∗∗; esto es,

B
ω∗

X = BX∗∗ .

Por supuesto, esto significa que dado cualquierx∗∗ ∈ BX∗∗, existe unared (xα)α∈D enBX convergiendo ax∗∗

en laω∗-topología. La pregunta natural es: ¿bajo qué condiciones puede uno sustituir redes por sucesiones?,
es decir, ¿cuándo puede uno encontrar una sucesión(xn)

∞
n=1 en BX que converja ax∗∗ en laω∗-topología,

cualquiera seax∗∗ ∈BX∗∗? Antes de la aparición del resultado de Odell-Rosenthal, varias soluciones parciales
eran conocidas. Por ejemplo:

(1) cuandoX es separable y reflexivo,

(2) cuandoX∗ es separable, o

(3) cuandoX∗ es débilmente compacto generado (WCG).

En el caso en queX es separable vamos a demostrar, como una aplicación del Teorema Grande de Baire, el
siguiente resultado de E. Odell y H. P. Rosenthal (véase, [342] y también [129], Theorem 10, p. 236).

Teorema 3.3.3.(Odell-Rosenthal) Sea(X,‖·‖) un espacio de Banachseparable. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) X no contiene copias de l1.

(b) Cada elemento de BX∗∗ es elω∗-límite de una sucesión de BX.

Los preparativos para la demostración de este resultado requieren de una adecuada interpretación de
los elementos que viven enX∗∗. Para ello invocaremos la caracterización del Teorema Grande de Baire.
Comenzaremos con la siguiente definición.

Definición 3.3.2. Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Un elemento x∗∗ ∈ X∗∗ se llama unfuncional de la
primera clase de Bairesi existe una sucesión(xn)

∞
n=1 en X tal que

ĺım
n→∞

x∗(xn) = ĺım
n→∞

〈Jxn,x
∗〉 = 〈x∗∗,x∗〉

para cada x∗ ∈ X∗; es decir, x∗∗ es elω∗-límite de la sucesión(xn)
∞
n=1.

Denotaremos porB∗∗
1 (X) el conjunto de todos los funcionales de la primera clase de Baire enX∗∗, mien-

tras queB̃∗∗
1 (X) representará el conjunto de todos los elementosx∗∗ enX∗∗ tal que, para cada subconjunto

ω∗-compactoF deX∗, la restricción dex∗∗ aF, x∗∗|F , posee al menos un punto deω∗-continuidad, es decir,
x∗∗ es unfuncional ω∗-puntualmente discontinuo.

Observe que
B∗∗

1 (X) ⊆ B̃∗∗
1 (X). (OD)1

En efecto, seax∗∗ ∈ B∗∗
1 (X) y suponga que(F,ω∗) es un subconjunto compacto deX∗. Entonces(F,ω∗) es

un espacio de Baire y por lo tantox∗∗|F ∈ B1(F). Se sigue del Corolario 3.1.4 quex∗∗|F posee al menos un
punto de continuidad, esto es,x∗∗ ∈ B̃∗∗

1 (X). En el transcurso de esta sección veremos queB∗∗
1 (X) = B̃∗∗

1 (X)
siempre queX sea separable y no contenga copias deℓ1.
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Supongamos ahora que nuestro espacio de BanachX es separable y denotemos porK la bola dualBX∗ ⊆
X∗, provista de la topologíaω∗. EntoncesK es un espacio métrico compacto y, en particular, un espacio
Polaco. En esta sección,B1(K) denotará el espacio de todas las funcionesacotadasf : K →R que son de la
primera clase de Baire. Puesto queX puede ser naturalmente identificado con un subespacio norma-cerrado
deC(K) y, similarmente,X∗∗ puede también ser identificado con un subespacio norma-cerrado deA∞(K), el
espacio de Banach de todas las funciones afines acotadas sobre K con la norma del supremo, el Teorema de
Odell-Rosenthal se puede reescribir del modo siguiente siempre que cada elementox∗∗ deX∗∗ ⊆ A∞(K) se
piense como una función (acotada) definida sobreK.

Teorema de Odell-Rosenthal. Si (X,‖·‖) es un espacio de Banach separable, entonces las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

(a) X no contiene copias de l1.

(b) X∗∗ ⊆ B1(K).

Observe que, desde este punto de vista, el Teorema de Odell-Rosenthal muestra que siX es un espacio de
Banachseparable, entonces su doble dualX∗∗, con la topologíaω∗, consiste sólo de funciones de la primera
clase de Baire definida sobre la bola unitaria deX∗ si, y sólo si,X no contiene copias isomórficas deℓ1.

Como un aperitivo para lo que viene vamos a probar el siguiente resultado:

‖◮ (C2) Si Ω es un espacio de Hausdorff compacto, entoncesB∗∗
1 (C(Ω)) y B1(Ω)

son identificables.

Prueba.En primer lugar notemos que la aplicación

δ : Ω −→ BC(Ω)∗

ω 7→ δω

definida por δω( f ) = f (ω) para todoaf ∈C(Ω) y todaω ∈ Ω es una inmersión topológica, lo cual permite
identificar aΩ con su imagen enBC(Ω)∗ = M(Ω). De aquí se sigue que la aplicación

δ̃ : C(Ω)∗∗ −→ ℓ∞(Ω)

definida por
(δ̃x∗∗)(ω) = x∗∗(δω)

para todox∗∗ ∈ C(Ω)∗∗ y todo ω ∈ Ω está bien definida. Veamos en primer lugar queδ̃ asigna, a cada
x∗∗ ∈ B∗∗

1 (C(Ω)), la función f := δ̃x∗∗ ∈ B∗∗
1 (C(Ω)).

‖◮ (C2 a) f := δ̃x∗∗ ∈ B1(Ω) siempre que x∗∗ ∈ B∗∗
1 (C(Ω)).

En efecto, sea( fn)∞
n=1 una sucesión enC(Ω) tal quex∗∗ = ω∗− ĺımn→∞ J fn, dondeJ : C(Ω) →C(Ω)∗∗

es la aplicación canónica, es decir,

x∗∗(µ) = ĺım
n→∞

(
J fn
)
(µ) = ĺım

n→∞

∫

Ω
fndµ, para todoµ∈C(Ω)∗∗.

En particular,

f (ω) = δ̃x∗∗(ω) = x∗∗(δω) = ĺım
n→∞

∫

Ω
fn dδω = ĺım

n→∞
fn(ω), para todoω ∈ Ω,
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lo cual muestra quef ∈ B1(Ω).
Lo acabado de probar nos dice que la aplicaciónδ̃, cuando se restringe aB∗∗

1 (C(Ω)), envía dicho con-
junto enB1(Ω) y claramente tal restricción es inyectiva. Falta por establecer, para terminar la demostración,
que dicha restricción también es sobreyectiva.

‖◮ (C2 b) Cada f∈ B1(Ω) es de la formãδx∗∗, para un único x∗∗ ∈ B∗∗
1 (C(Ω)).

Sea f ∈ B1(Ω). Entonces existe una sucesión( fn)∞
n=1 enC(Ω) tal que f (ω) = ĺımn→∞ fn(ω) para cada

ω ∈ Ω. Por el Teorema 3.1.2(1) podemos suponer, y así lo haremos, que‖ fn‖∞ ≤ ‖ f ‖∞ para todon∈ N.
Podemos invocar al Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue para que nos garantice que

ĺım
n→∞

(
J fn
)
(µ) = ĺım

n→∞

∫

Ω
fn dµ =

∫

Ω
f dµ

para cadaµ ∈ C(Ω)∗. Esto, por supuesto, lo que nos revela es que la sucesión
(
J fn
)∞

n=1 converge, en la
ω∗-topología deC(Ω)∗∗, a un elementox∗∗ ∈C(Ω)∗∗ que cumple

x∗∗(µ) =
∫

Ω
f dµ, para todoµ∈C(Ω)∗.

Por definición,x∗∗ ∈ B∗∗
1 (C(Ω)). Además,x∗∗ satisfacẽδx∗∗ = f , pues

(
δ̃x∗∗

)
(ω) = x∗∗

(
δω
)

=
∫

Ω
f dδω = f (ω)

para todoω ∈ Ω.

‖◮ (C2 c) Observe, finalmente, que cualquierx∗∗ ∈ B∗∗
1 (C(Ω)) que cumplãδx∗∗ = f con f ∈ B1(Ω),

satisface
x∗∗(µ) =

∫

Ω
f dµ, para cadaµ∈C(Ω)∗,

lo cual significa quex∗∗ queda completamente determinado porf , es decir,x∗∗ ∈ C(Ω)∗∗. En efecto, si
x∗∗ = ω∗− ĺımn→∞ Jgn para alguna sucesión(gn)

∞
n=1 enC(Ω), entonces

ĺım
n→∞

gn(ω) = ĺım
n→∞

(
Jgn
)
(δω) = x∗∗

(
δω
)

= δ̃x∗∗(ω) = f (ω)

y, así, por una nueva aplicación del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue obtenemos que

x∗∗(µ) = ĺım
n→∞

(
Jgn
)
(µ) = ĺım

n→∞

∫

Ω
gn dµ =

∫

Ω
f dµ.

�

Para poder abordar la demostración del Teorema de Odell-Rosenthal vamos a requerir un poco más que
el resultado anterior. Para comenzar, consideremos el espacio de HausdorffBC(Ω)∗ el cual es compacto en la
ω∗-topología y pongamosK := (BC(Ω)∗ ,ω∗). Lo que tenemos en mente es el siguiente resultado:

Lema 3.3.1 (Lema Básico).Sean(X,‖·‖) un espacio de Banach y x∗∗ ∈ X∗∗. Son equivalentes:

(1) x∗∗ ∈ B∗∗
1 (X).

(2) x∗∗|K ∈ B1(K).
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La demostración del Lema Básico se obtendrá como consecuencia de dos resultados adicionales, siendo
el primero de ellos el siguiente:

Lema 3.3.2. Sea x∗∗ ∈C(Ω)∗∗. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) x∗∗ ∈ B∗∗
1 (C(Ω)).

(2) x∗∗|K ∈ B1(K).

Prueba.Es claro que(1) ⇒ (2), por lo que la implicación(2)⇒ (1) es la que requiere prueba. Supongamos
entonces que(2) se cumple pero que(1) es falso; es decir, supongamos que

x∗∗|K ∈ B1(K) pero que x∗∗ 6∈ B∗∗
1 (C(Ω)).

Observemos que esta suposición implica que

x∗∗δ ∈ B1(Ω),

dondeδ : Ω → K es la aplicación definida porδ(ω) = δω para cadaω ∈ Ω y δω es la medida de Dirac
concentrada enω ∈ Ω. Como ya hemos visto en la prueba de(C2), ello permite concluir que el funcional
y∗∗ ∈ M(Ω)∗ definido por

y∗∗(µ) =

∫

Ω
x∗∗δω dµ(ω)

pertenece aB∗∗
1 (C(Ω)). Se sigue de la implicación(1) ⇒ (2) quey∗∗|K ∈ B1(K). Definamos ahora

z∗∗ = x∗∗−y∗∗.

Es claro quez∗∗|K ∈B1(K). Este funcional será el encargado de producir la contradicción que buscamos. En
efecto, como mostraremos de inmediato, apelando al TeoremaGrande de Baire, veremos quez∗∗|K 6∈B1(K).

Para demostrar lo anterior es importante destacar tres propiedades importantes que poseez∗∗.

(I) z∗∗(µ) = 0 para toda µ∈ M(Ω) que es puramente atómica.

En efecto, observemos en primer lugar que, para cualquierω0 ∈ Ω,

y∗∗(δω0) =
∫

Ω
x∗∗(δω)dδω0(ω) = x∗∗(δω0)

por lo quez∗∗(δω0) = 0. Pero, además, como cualquierµ∈ M(Ω) puramente atómica está en el subes-
pacio lineal cerrado generado por el conjunto{δω : ω ∈ Ω}, resulta que

z∗∗(µ) = 0.

(II ) z∗∗(ν) > 0 para alguna medidaν ∈ P(Ω).

Veamos esto. Notemos quez∗∗ 6= 0, pues en caso contrario,x∗∗ = y∗∗ ∈ B∗∗
1 (C(Ω)) contrario a nuestra

suposición. De aquí se sigue quez∗∗(ν) 6= 0 para algúnν ∈ M(Ω). Podemos asumir queν ≥ 0, ya
que siz∗∗ se anula sobre el conjunto de todas la medidas no negativasM+(Ω) ⊆ M(Ω), ella debería
anularse sobreM+(Ω)−M+(Ω) = M(Ω), y entonces,z∗∗ = 0. Más aún, normalizando y, posiblemente,
multiplicando por−1, podemos asumir, y así lo haremos, que

z∗∗(ν) > 0 para alguna medidaν ∈ P(Ω).
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(III ) Existen una constante c> 0 y una medida µ∈ P(Ω) tal que

z∗∗(λ) ≥ c > 0 para cada λ ∈ P(sopµ) tal que λ << µ.

SeaZ = {λ ∈ M(Ω) : λ << ν}. Por el Teorema de Radon-Nikodym,Z puede ser identificado con
L1(ν). De allí que si restringimosz∗∗ a Z obtenemos un miembro deZ∗ = L∞(ν). En consecuencia,
existe una función acotada medible Borelϕ : Ω → R tal que

z∗∗(λ) =

∫

Ω
ϕdλ para cada λ << ν.

En particular, por (II)

z∗∗(ν) =

∫

Ω
ϕdν > 0.

Observemos que siϕ+ = máx{ϕ,0}, entonces
∫

Ω
ϕ+ dν > 0.

Seac > 0 tal que
ν([ϕ(ω) ≥ c]) > 0.

Notemos que siλ ∈ P(Ω) se anula sobre[ϕ(ω) < c], entonces
∫

Ω
ϕdλ =

∫

[ϕ(ω)≥c]
ϕdλ ≥ c.

Todo lo anterior nos permite definir, sin ambigüedad, la medidaµ∈ P(Ω) por

µ(B) =
ν(B∩L)

ν(L)
, donde L = [ϕ(ω) ≥ c].

Es claro que siλ ∈ P(sopµ) y λ << µ, entonces

z∗∗(λ) =

∫

[ϕ(ω)≥c]
ϕdλ ≥ c > 0.

Esto prueba (III).

¿A qué nos conduce realmente estas tres propiedades dez∗∗? Veamos. Hemos visto quez∗∗ se anula
sobre los miembros puramente atómicos deM(Ω) y, además, es mayor que algún número real positivo
c sobre aquellas medidas de probabilidad definidas sobre el soporte deµ que sonµ-continuas. Cabe
entonces preguntarse: ¿Tendráz∗∗ algún punto de continuidad sobre el conjuntoP(sopµ)? La respues-
ta es no. En efecto, sabemos que los conjuntosPpa(sopµ) = {λ ∈ P(sopµ) : λ es puramente atómica}
y Pac = {λ ∈ P(sopµ) : λ << µ} son ω∗-densos enP(sopµ), Teorema 2.2.41, por lo que, siz∗∗ tu-
viera al menos un punto de continuidad enP(sopµ), digamosλ0, entonces por (I) y laω∗-densidad
de Ppa(sopµ), tendríamos quez∗∗(λ0) = 0, mientras que la propiedad (III) en combinación con la
ω∗-densidad dePac, conduciría a quez∗∗(λ0) ≥ c > 0. Esta contradicción establece que el miste-
rioso z∗∗ no posee puntos de continuidad en el conjunto cerradoP(sopµ) de M(Ω) y, entonces, por
el Corolario 3.1.4,z∗∗|K 6∈ B1(K). Esto finaliza la prueba del lema. �

El segundo eslabón en la cadena de resultados que requerimosen la prosecución de la prueba del Lema
Básico requiere recordar el siguiente resultado:
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Si X es un subespacio del espacio de Banach Y, entonces X∗∗ es isométricamente isomorfo a X⊥⊥

en Y∗∗,

donde, como siempre,A⊥ = {x∗ ∈ X∗ : x∗(a) = 0 para todo a∈ A} para cadaA⊆ X.

Lema 3.3.3. Sea(Y,‖·‖) un espacio de Banach y X un subespacio de Y . Identifique X∗∗ con el subespacio
X⊥⊥ de Y∗∗. Sea G∈ X∗∗ tal que G∈ B∗∗

1 (Y). Entonces G∈B∗∗
1 (X). Más aún, si‖G‖ = 1, entonces existe

una sucesión(xn)
∞
n=1 en BX convergiendo a G en laω∗-topología.

Prueba.Suponga que‖G‖ = 1. Puesto queG ∈ B∗∗
1 (Y), existe una sucesión(yn)

∞
n=1 en Y tal queG =

ω∗− ĺımn Jyn. Afirmamos que

dist
(
BX, co{yn,yn+1, · · · }

)
= 0, para todon∈ N.

En efecto, si esto no fuera cierto existiría algúnn∈ N para el cual se cumpliría la desigualdad

dist
(
BX, co{yn,yn+1, . . .}

)
> 0.

Podemos ahora invocar el Teorema de Hahn-Banach para producir un y∗ ∈Y∗ tal que

0≤ supy∗(BX) < ı́nf
k≥n

y∗(yk).

Pero, por otro lado, el Teorema de Goldstine nos dice que

|G(y∗)| ≤ sup|y∗(BX)|
< ı́nf |y∗(yk)|
≤ ĺım

n
y∗(yk) = G(y∗).

Esta evidente contradicción prueba que la distancia deBX aco{yn,yn+1, . . .} es cero para cadan∈ N.
De lo acabado de demostrar se sigue que para cada entero positivo n, podemos encontrar unxn ∈ BX y un

σn ∈ co{yn,yn+1, . . .} tal que ĺımn→∞ ‖xn−σn‖= 0. Puesto queJyn →G en laω∗-topología deY∗∗, entonces
lo mismo ocurre con la sucesión(σn)

∞
n=1; es decir,Jσn → G en laω∗ - topología deY∗∗. Pero esto implica

queJxn → G en laω∗ - topología deY∗∗ y, por supuesto, por el Teorema de Hahn-Banach esto implica que
Jxn → G en laω∗-topología deX∗∗. �

Estamos listo para probar el Lema Básico.

Prueba del Lema Básico. Sólo (2) ⇒ (1) requiere una demostración. En primer lugar, pongamosK =(
BX∗ ,ω∗) y sumerjamosX isométricamente enY := C(K). Seax∗∗ ∈ X∗∗ tal quex∗∗|K ∈ B1(K). Sabemos,

de la prueba de(C2), que podemos identificarx∗∗ con un elementoy∗∗ ∈ Y∗∗ tal quey∗∗ ∈ B∗∗
1 (Y), y que

estey∗∗ cumple

y∗∗(µ) =

∫

K
x∗∗(x∗)dµ(x∗), para todoµ∈ M(K).

Dejamos al lector la tarea de convencerse de que estey∗∗ coincide con el elemento deY∗∗ que corresponde a
x∗∗ bajo la inmersión canónicaX∗∗ →֒Y∗∗. Esto nos permite aplicar el Lema 3.3.3 y concluir que el funcional
x∗∗ ∈ B∗∗

1 (X). �

Recordemos que nuestro interés es demostrar el teorema de Odell-Rosenthal el cual se puede reescribir
en la siguiente forma, donde hemos puestoK = (BX∗ ,ω∗)
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Teorema 3.3.4.(Odell-Rosenthal) Sea(X,‖·‖) un espacio de Banachseparable. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) X no contiene copias de l1.

(b) X∗∗ ⊆ B∗∗
1 (X).

(c) X∗∗ ⊆ B1(K).

Ya hemos avanzado en el camino para la demostración de éste resultado. Nuestra estrategia ahora es
mostrar que siX es separable y si existe unx∗∗ ∈ X∗∗ que no está enB∗∗

1 (X), entoncesX contendrá una
copia deℓ1. Observemos que six∗∗ ∈ X∗∗ no está enB∗∗

1 (X), entonces, por el Lema Básico,x∗∗ no está en
B1(K) y, así, por el Teorema Grande Baire, (nótese que es aquí dondehace falta la separabilidad deX para
garantizar queK = (BX∗ ,ω∗) sea un espacio Polaco), existe un subconjuntoω∗-cerradoF deBX∗ tal quex∗∗

es siempreω∗-discontinua sobreF. De hecho, uno puede “medir” que tan discontinuo esx∗∗ a través del
siguiente resultado.

Lema 3.3.4. Sea K un espacio de Hausdorff compacto. Si f: K → R es una función acotada sin puntos de
continuidad, entonces existe un subconjunto cerrado no vacío L de K y números reales r yδ con δ > 0 tal
que la siguiente condición se cumple:

Para cualquier subconjunto no vacío relativamente abiertoU de L, existen
y,z∈U tal que f(y) > r + δ y f(z) < r.

(∗)

Prueba.Para cadan∈ N, sea

Cn =
{

x∈ K : si U es un conjunto abierto conteniendo ax, existeny,z∈U tal que f (y)− f (z) > 1/n
}
.

Puesto quef no posee puntos de continuidad,K =
⋃∞

n=1Cn. Además, como cadaCn es cerrado enK, el
Teorema de Categoría de Baire nos provee de la existencia de un N tal queCN tiene interior no vacío.
PongamosUN = int(CN) y seanKN = UN y δ = 1/N. Tenemos ahora que

si V es un subconjunto no vacío relativamente abierto de KN, entonces UN ∩V es un subcon-
junto abierto no vacío de KN, y así, existen y,z en UN ∩V para el cual f(y)− f (z) > δ.

Sea(rn) una enumeración de todos los números racionales. Para cadan∈N, seaFn el conjunto

Fn =

{
x∈ KN : si U es abierto conteniendo a x, existen y,z∈U ∩KN

con f(z) < rn < rn + δ < f (y).

}

De nuevo, es fácil establecer que cadaFn es cerrado y, por lo probado anteriormente,KN =
⋃∞

n=1Fn. Aplican-
do una vez más el Teorema de Categoría de Baire, obtenemos la existencia de unFp con interior no vacío, al
que denotaremos porVp. DefiniendoL = Vp y r = rp conseguimos(∗). �

Recordemos que una sucesión(An,Bn)
∞
n=1 de pares de subconjuntos de algún conjuntoS, se diceinde-

pendientesiempre que:

(1) An∩Bn = /0 para todon∈ N, y

(2) para cualquier par de subconjuntos finitos y disjuntosF y G deN,
⋂

n∈F

An ∩
⋂

n∈G

Bn 6= /0.
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Lema 3.3.5. Sean L un espacio de Hausdorff compacto y f: L → R una función acotada. Suponga que r y
δ son números reales conδ > 0 y suponga que se cumple la condición

Para cada subconjunto no vacío relativamente abierto U de L,existen y,z en
U con f(y) > r + δ y f(z) < r.

(∗∗)

Asuma, además, que f está en la clausura puntual de alguna familia acotadaG de C(L). Entonces existe una
sucesión(gn) enG tal que la sucesión de pares(An,Bn)

∞
n=1 es independiente, donde An = [gn(x) > r + δ] y

Bn = [gn(x) < r] para todo n.

Prueba.Por(∗∗) existena,b∈ L con f (a) > r + δ y f (b) < r. Puesto quef está en la clausura puntual de
G, podemos elegir una funcióng1 enG tal que

g1(a) > r + δ y g1(b) < r.

Consideremos ahora los conjuntos abiertos y no vacíos

A1 := [g1(x) > r + δ] y B1 := [g1(x) < r].

Usemos de nuevo(∗∗), pero ahora aplicado a los abiertosA1 y B1, para obtener puntosa1
1,a

1
2 enA1 y b1

1,b
1
2

enB1 para los cualesf (a1
1), f (b1

1) > r + δ y f (a1
2), f (b1

2) < r. Escojamosg2 enG tal que

g2(a
1
1), g2(b

1
1) > r + δ y g2(a

1
2), g2(b

1
2) < r.

Consideremos los conjuntos abiertos no vacíos y disjuntos

A2 := [g2(x) > r + δ] y B2 := [g2(x) < r].

Notemos que
a1

1 ∈ A1∩A2, a1
2 ∈ A1∩B2, b1

1 ∈ B1∩A2, b1
2 ∈ B1∩B2.

Repitamos, una vez más, el procedimiento anterior a los conjuntos abiertosA1 ∩A2, A1 ∩B2, B1 ∩B2 y
B1∩B2, para obtener puntosa2

1,a
2
2,a

2
3,a

2
4, b2

1,b
2
2,b

2
3,b

2
4 tales que

a2
1,b

2
1 ∈ A1∩A2, a2

2,b
2
2 ∈ A1∩B2, a2

3,b
2
3 ∈ B1∩A2, a2

4,b
2
4 ∈ B1∩B2

y, además, que
f (a2

i ) > r + δ y f (b2
i ) < r, i = 1,2,3,4.

La densidad puntual deG permite fijarg3 ∈ G tal que

g3(a
2
i ) > r + δ y g3(b

2
i ) < r, i = 1,2,3,4.

Definamos
A3 := [g3(x) > r + δ] y B3 := [g3(x) < r].

Se sigue que tantoA3, así comoB3, intersectan a cada uno de los conjuntosA1∩A2, A1∩B2, B1∩B2 y
B1∩B2. Continuando con este proceso podemos finalizar la demostración. �

Estamos ahora en posición de los argumentos para demostrar el resultado de Odell-Rosenthal.
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Prueba del Teorema de Odell-Rosenthal. Basta demostrar, en vista del Lema Básico, las equivalencias
(a) y (b). Supongamos que(a) se cumple pero no(b). Entonces existe unx∗∗ ∈ BX∗∗ tal quex∗∗ 6∈ B∗∗

1 (X).
Por el Lema Básico esto significa quef := x∗∗|K 6∈ B1(K) y, así, por el Teorema Grande de Baire, existe un
subconjunto no vacíoω∗-compactoL deBX∗ tal quef |L no tiene puntos deω∗-continuidad. Por el Lema 3.3.4,
existen un subconjunto cerrado no vacíoL0 de L y números realesr y δ > 0 tales que, para cualquier
subconjunto relativamente abierto no vacíoU deL0, existeny,z∈U satisfaciendof (y) > r + δ y f (z) < r.

Sabemos que cadax∈ BX ⊆ X∗∗ puede ser pensado como un elemento deC(BX∗ ,ω∗) vía la aplicación
x : BX∗ →R dada porx(x∗) = x∗(x) para todox∗ ∈BX∗ , pero además, como la topología puntual y la topología

ω∗ son la misma sobreBX∗∗ y ya queBX∗∗ = B
ω∗

X , (Teorema de Goldstine), resulta entoncesBX∗∗ = B
τp
X ; es

decir, f está en la clausura puntual deBX ⊆ C(BX∗ ,ω∗). Lo anterior, en combinación con el Lema 3.3.5,
producen una sucesión(xn)

∞
n=1 enBX tal que la sucesión de pares de conjuntos(An,Bn)

∞
n=1 es una sucesión

independiente, dondeAn = {x∗ ∈ L0 : xn(x∗) > r + δ} y Bn = {x∗ ∈ L0 : xn(x∗) < r} para todon con r y δ
obtenidos en el parágrafo anterior.

Veamos ahora que ∥∥∥∥∥
k

∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥≥
δ
2

k

∑
n=1

|an|

para cualquier sucesión(an)
k
n=1 enR. En efecto, sea(an)

k
n=1 enR con ∑k

n=1 |an| = 1 y consideremos los
subconjuntos deN, F = {i ≤ k : ai ≥ 0} y G = {i ≤ k : ai < 0}. Puesto que la sucesión(An,Bn)

∞
n=1 es

independiente, tenemos que
⋂

n∈F An ∩ ⋂
n∈GBn 6= /0 y

⋂
n∈G An ∩ ⋂

n∈F Bn 6= /0. Sean

x∗1 ∈
⋂

n∈F

An ∩
⋂

n∈G

Bn y x∗2 ∈
⋂

n∈G

An ∩
⋂

n∈F

Bn.

Entonces

2

∥∥∥∥∥
k

∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥≥
k

∑
n=1

anxn(x
∗
1)−

k

∑
n=1

anxn(x
∗
2)

= ∑
n∈F

an
(
xn(x

∗
1)−xn(x

∗
2)
)
− ∑

n∈G

an
(
xn(x

∗
1)−xn(x

∗
2)
)

>
k

∑
n=1

|an|(r + δ− r) = δ;

es decir, ∥∥∥∥∥
k

∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥≥
δ
2

k

∑
n=1

|an|

lo cual significa queX contiene una copia deℓ1. Esta contradicción establece quex∗∗ ∈ B∗∗
1 (X).

Para probar la implicación(b) ⇒ (a) supongamos que(b) se cumple y sea(xn)
∞
n=1 una sucesión acotada

en X. Para poder invocar el Teorema de Rosenthal-Dor todo lo que tenemos que hacer es demostrar que
(xn)

∞
n=1 posee una subsucesión débilmente de Cauchy. Sin perder generalidad, podemos suponer que(xn)

∞
n=1

está enBX ⊆ BX∗∗ . ComoX es separable, resulta queK =
(
BX∗ ,ω∗) es un espacio Polaco y, por el Teorema

de Rosenthal-Bourgain-Fremlin-Talagrand,(B1(X),τp) es angelical. Además,
(
B1(X),τp

)
=
(
X∗∗,ω∗). Por

esto,{xn : n ∈ N} posee la propiedad de ser secuencialmente denso en suω∗-clausura y, en consecuencia,
posee al menos una subsucesión(xnk)

∞
k=1 tal quexnk → x∗∗ en laω∗-topología. Es claro que(xnk)

∞
k=1 es la

subsucesión débilmente de Cauchy que andamos buscando y, entonces, el Teorema de Rosenthal-Dor nos
dice queX no contiene copias deℓ1. �
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El siguiente resultado de Elias Saab y Paulette Saab (véase,[391]) es una generalización del Teorema de
Odell-Rosenthal en el sentido de que éste evita la separabilidad del espacio de BanachX y, además, lo hace
bajo una hipótesis más débil: exige queX∗∗ ⊆ B̃∗∗

1 (X) en lugar de queX∗∗ ⊆ B∗∗
1 (X).

Teorema 3.3.5 (Saab-Saab).Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(1) X no contiene copias deℓ1.

(2) X∗∗ ⊆ B̃∗∗
1 (X).

Un interesante ingrediente para demostrar el Teorema de Saab-Saab es el siguiente resultado.

Lema 3.3.6. Sean X y Y espacios de Banach y T: Y → X un operador lineal acotado. Si X∗∗ ⊆ B̃∗∗
1 (X),

entonces cualquier funcional lineal y∗∗ ∈Y∗∗ fragmenta al compacto(T∗(K),ω∗), donde K es para cualquier
subconjuntoω∗-compacto de X∗. En particular, la restricción de y∗∗ a (T∗(K),ω∗) posee al menos un punto
de continuidad.

Prueba.SeaK un subconjuntoω∗-compacto deX∗ y seay∗∗ ∈ Y∗∗. Para ver quey∗∗ fragmenta al com-
pacto (T∗(K),ω∗) tomemos un subconjunto arbitrarioω∗-cerradoB de T∗(K) y seaε > 0. Pongamos
A = (T∗)−1(B)∩K. EntoncesA es un subconjuntoω∗-compacto deX∗ satisfaciendoT∗(A) = B. SeaA1

un subconjuntoω∗-compacto minimal (bajo inclusión) deX∗ tal queT∗(A1) = B. Puesto que el funcional
lineal y∗∗T∗ ∈ X∗∗, nuestra hipótesis nos dice quey∗∗T∗ ∈ B̃∗∗

1 (X); es decir,A1 contiene un subconjunto
relativamenteω∗-abiertoW tal quediam(y∗∗T∗(W)) ≤ ε.

SeaB1 = T∗(A1rW). EntoncesB1 es un subconjuntoω∗-compacto deY∗ y, además, por la minimalidad
de A1, tenemos queB1 6= B. Seanu,v ∈ BrB1. Entonces existenu1,v1 ∈ W tales queu = T∗(u1) y v =
T∗(v1). Finalmente,

|y∗∗(u)−y∗∗(v)| = |y∗∗T∗(u1)−y∗∗T∗(v1)| ≤ diam(y∗∗T∗(W)) ≤ ε.

Esto prueba quediam(y∗∗(BrB1))≤ ε y, por lo tanto,y∗∗ fragmenta a(T∗(K),ω∗). Para completar la prueba
todo lo que tenemos que hacer es aplicar el Teorema 2.2.63. �

Prueba del Teorema 3.3.5. La implicación(1) ⇒ (2) es consecuencia de la implicación(a) ⇒ (b) del
Teorema de Odell-Rosenthal: en efecto, observe que el únicolugar en esa implicación donde hacía falta la
separabilidad deX era poder invocar el Teorema Grande de Baire para obtener un subconjunto no vacío
ω∗-compactoL deBX∗ tal que f |L no tuviera puntos deω∗-continuidad y entonces poder concluir que

x∗∗ 6∈ B∗∗
1 (X) =⇒ x∗∗ 6∈ B̃∗∗

1 (X).

Sin embargo, como el objetivo en el Teorema de Saab-Saab es menos ambicioso, es decir, demostrar que
X∗∗ ⊆ B̃∗∗

1 (X), entonces uno puede saltarse el Teorema Grande de Baire puesla existencia de un tal conjunto
L se garantiza suponiendo quex∗∗ 6∈ B̃∗∗

1 (X) y la prueba continúa como se hizo en la demostración de
(a) ⇒ (b) del Teorema de Odell-Rosenthal. Es por esta razón que podemos prescindir de la separabilidad de
X.

Vamos a demostrar la otra implicación, es decir,(2) ⇒ (1). Supongamos entonces que(2) se cumple
pero queX contiene una copia deℓ1. SeaT : ℓ1 → X el isomorfismo isométrico entreℓ1 y el subespacio
norma-cerradoZ = T(ℓ1) de X. EntoncesT∗ : X∗ → ℓ∗1 = ℓ∞ es sobreyectivo. Seany∗ ∈ ℓ∗∞ = ℓ∗∗1 y K un
subconjuntoω∗-compacto deBℓ∞. Puesto que claramenteK puede escribirse en la formaT∗(K1) para algún
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subconjuntoω∗-compactoK1 de X∗, se sigue entonces del Lema 3.3.6, que la restricción dey∗ a (K,ω∗)
tiene al menos un punto de continuidad. Por el Teorema Grandede Baire (K es un compacto metrizable pues
ℓ1 es separable, en particular, un espacio Polaco)y∗ es de la primera clase de Baire. Hemos demostrado que
cualquier elementoy∗ ∈ ℓ∗∞ = ℓ∗∗1 es de la primera clase de Baire lo cual es imposible puesℓ∗∗1 *B1

(
Bℓ∞

)

en virtud del Teorema de Odell-Rosenthal. Esta contradicción establece queX∗ no puede contener copias de
ℓ1. �

Comentario Adicional 3.3.3 Si X es un espacio de Banach no separable, entonces las condiciones

(a) X∗∗ ⊆ B∗∗
1 (X),

(b) X∗∗ ⊆ B̃∗∗
1 (X)

no son necesariamente equivalentes. En efecto, siempre ocurre que(a) implica (b), pero en general
(b) no siempre implica(a). En efecto, Elias Saab y Paulette Saab prueban en [391] quec0(Γ) con Γ
no numerable, cumple(b) pero no(a).

3.4. Índices de Szlenk, de Bourgain y de oscilación

Las equivalencias dadas en el Teorema Grande de Baire permite definir o asociar, a los subconjuntos
cerrados de un espacio métrico compacto, un ordinal numerable que hace posible caracterizar las funciones
de la primera clase de Baire. Si bien estos índices se originaron en la búsqueda de espacios de Banach
“universales” para cierta clase de espacios de Banach separables, algunas modificaciones conllevan a las
caracterizaciones antes señaladas.

Los orígenes del uso de índices ordinales en la teoría de los espacios de Banach se remontan desde la
aparición del famoso libro de Stefan Banach “Théorie des opérationes linéaires”, en el año de 1932 [29].
Allí, Banach demuestra queC[0,1] esuniversalpara la clase de todos los espacios de Banach separables,
lo cual significa que cualquier espacio de Banach separable es isométricamente isomorfo a un subespacio
norma-cerrado deC[0,1]. Dichos índices comienzan otra vez a ser objeto de estudio por algunos matemáticos
cuando Szlenk [419], en el año de 1968, demuestra la imposibilidad de hallar un espacio de Banach separable
y reflexivo que seauniversal para la clase de todos los espacios de Banach separables y reflexivos. En
general, la construcción de algunos índices ordinales permiten medir la complejidad de ciertos aspectos
de la estructura de un espacio de Banach separable. Por ejemplo, supongamos que se considera una cierta
propiedadP y queremos ver si un espacio de BanachX la satisface o no. La construcción de un índice ordinal
enX, digamosα, nos permite saber que si dicho índice esω1, el primer ordinal no numerable, entoncesX
tendrá la propiedadP, mientras que siα < ω1, entoncesX no podrá satisfacer la propiedadP. Una ventaja
de operar con este tipo de enfoque es que se puede demostrar, de manera indirecta, queX tiene la propiedad
P mostrando que su índice excede cualquier ordinalα < ω1.

SeanK un espaciométrico compactoy F(K) la familia de todos los subconjuntos cerrados deK. Una
derivación enK es una aplicaciónd : F(K) → F(K) la cual satisface las siguientes propiedades:

(a) F ⊆ G ⇒ d(F) ⊆ d(G).

(b) d(F) ⊆ F.

El proceso anterior se puede llevar a cabo tantas veces como se desee, es decir, para cada ordinalξ ≤ ω1, se
define

dξ(F) =
⋂

α<ξ
d(dα(F)).
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Puesto que la topología deK tiene base numerable, se sigue que cualquiera sea el conjunto F ∈ F(K), existe
un α < ω1 tal quedα(F) = dω1(F). Un ejemplo concreto de una derivación es la derivación de Cantor ya
estudiada:d(F) = F ′.

Observemos que si existe unα < ω1 tal quedα(F) = ∅ y si α es el primer ordinal con esa propiedad,
entoncesα no puede ser un ordinal límite. En efecto, siα fuera un ordinal límite, entonces∅ = dα(F) =⋂

β<α dβ(F) 6=∅, pues
(
dβ(F)

)
β<α, siendo una familia no creciente de conjuntos compactos no vacíos posee,

en consecuencia, una intersección no vacía. Esta contradicción dice queα no puede ser un ordinal límite.

Es importante destacar, como un resumen de lo que acabamos deprobar, que la anterior definición de
derivación permite sólo dos alternativas:

Alternativa A 1 : La familia
{

dα(F) : α < ω1
}

nunca alcanza el vacío pero se hace estacionaria, es decir,

F % d(F) % · · · % dα(F) = dα+1(F) = · · · 6= ∅,

dondeα es el primer ordinal tal que dα(F) = dα+1(F). Observe queα es numerable pero
puede ser un ordinal límite.

Alternativa A 2 : La familia
{

dα(F) : α < ω1
}

alcanza el vacío, es decir,

F % d(F) % · · · % dα−1(F) % dα(F) = ∅,

dondeα es el primer ordinal tal que dα(F) = ∅. Observe de nuevo queα es numerable
pero nunca es un ordinal límite.

Nuestro siguiente objetivo es definir algunos índices asociados a un espacio métrico compacto a través
de ciertas derivaciones y demostrar que ellos son finitos si,y sólo si, las funciones definidas sobre dicho
conjunto son de la primera clase de Baire.

3.4.1. ‖ ◮ Índice de Szlenk

La derivación de Szlenk consiste en remover de la bola unitaria BX∗ del dualX∗ de un espacio de Banach
(X,‖·‖), los conjuntosω∗ - abiertos que poseen diámetro pequeño e iterar la operación. ¿Cuántos veces hay
que iterar dicho proceso para alcanzar el vacío? Pues bien, el índice de Szlenk, el cual es un número ordinal
bien definido, se obtienecontandoel número de pasos que se necesitan, en la iteración anterior, para alcanzar
el conjunto vacío.

Sea(X,‖·‖) un espacio de Banach y seaK un subconjuntoω∗ compacto deX∗. Para cadaε > 0, defi-
namos

K′
ε =

{
x∈ K : ‖·‖−diam(V ∩K)≥ ε para todo entornoω∗ - abierto V de x

}

= Kr
⋃ {

V ⊆ X∗ : V esω∗ - abierto, ‖·‖−diam(V ∩K) < ε
}
.

En otras palabras,K′
ε es lo que queda deK cuando a éste se le remueven todos los subconjuntosω∗-abiertos

de norma-diámetro menor queε. Inductivamente definimos, para cada ordinalα < ω1,

K0
ε = K, Kα+1

ε =
(
Kα

ε
)′
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y si β es un ordinal límite,
Kβ

ε =
⋂

α<β
Kα

ε .

El índice de Szlenkde un espacio de BanachX se define como sigue. Para cadaε > 0, sea

Sz(X,ε) =

{
mı́n

{
α :
(
BX∗
)α

ε =∅
}
, si α existe

ω1, en otro caso.

Observe queSz(X,ε1) ≤ Sz(X,ε2) siempre queε1 > ε2. Finalmente,

Sz(X) = sup
ε>0

Sz(X,ε) = ĺım
ε↓0

Sz(X,ε) = ĺım
k→∞

Sz(X,εk), dondeεk ↓ 0.

Este índice fue introducido por W. Szlenk [419], en 1968, para demostrar que no existe espacio de Banach
separable reflexivo que sea universal para la clase de todos lo espacios de Banach separables reflexivos.
Observe queSz(X) mide “cuan cercana” están las topologías de la norma y laω∗ sobreBX∗ .

Teorema 3.4.1.Sea X un espacio de Banach separable. Son equivalentes:

(1) Sz(X) < ω1.

(2) la función identidadId : (B
X∗ ,ω∗) → (B

X∗ ,‖·‖) es de la primera clase de Baire.

(3) X∗ es norma-separable.

Prueba. (1) ⇒ (2). La hipótesis(1) implica que laAlternativa A 2 es aplicable, para cualquierε > 0, a la
familia

{(
BX∗
)α

ε : α un ordinal
}

. Fijemosε > 0 y un ordinalα < ω1 tal que

(
BX∗
)α

ε =∅, pero
(
BX∗
)α−1

ε 6=∅.

SeaF un subconjuntoω∗-cerrado no vacío deBX∗ . Ya que,

BX∗ =
⋃

β<α

((
BX∗
)β

ε r
(
BX∗
)β+1

ε

)

existe un primer ordinal, digamosβ < ω1, tal que

F ∩
((

BX∗
)β

ε r
(
BX∗
)β−1

ε

)
6=∅.

Se sigue de la definición de
(
BX∗
)β+1

ε que existe un conjuntoω∗-abiertoV disjunto de
(
BX∗
)β+1

ε tal que

F ∩V 6=∅ y ‖·‖−diam
(
F ∩V

)
< ε.

Esto prueba que
(
BX∗ ,ω∗) es norma-fragmentable y entonces el Teorema 2.2.52, página301, nos garantiza

que la restricción de la aplicación identidad Id :(BX∗,ω∗) → (BX∗ ,‖·‖) al conjuntoF, posee al menos un
punto de continuidad. Un llamado al Teorema 3.1.9, página 489, nos revela que Id es de la primera clase de
Baire.

(2) ⇒ (3). Supongamos que(2) se cumple. Entonces existe una sucesión( fn)∞
n=1 de funciones continuas de

(BX∗ ,ω∗) en(BX∗ ,‖·‖) tal que ĺımn→∞ fn = Id puntualmente. Puesto queX es separable, el conjunto(BX∗ ,ω∗)
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es un compacto metrizable y, en particular, separable. Comocadafn es continua, entoncesfn(BX∗ ) es norma-
separable y ya que

B
X∗ =

∞⋃

n=1

fn(BX∗ ),

resulta queB
X∗ es norma-separable y, en consecuencia,X∗ es norma-separable.

(3) ⇒ (1). Para demostrar esta última implicación será suficiente probar queSz(X,ε) < ω1 para cadaε > 0
o, de modo equivalente, que para la familia

{(
BX∗
)α

ε : α un ordinal
}

vale laAlternativa A 2. Puesto queX∗

es norma-separable, resulta queX es un espacio de Asplund y, así, gracias al Teorema 2.2.56, página 305,
(BX∗,ω∗) es norma-fragmentable lo que, evidentemente, excluye la posibilidad de que

(
BX∗
)α

ε =
(
BX∗
)α+1

ε 6=
∅, es decir, laAlternativa A 1. �

3.4.2. ‖ ◮ Índice de Bourgain

SeanK un espacio métrico compacto yf : K →R una función. Para cada par de números racionalesp,q
con p < q, consideremos los conjuntos

[ f ≤ p] =
{

x∈ K : f (x) ≤ p
}

y [ f ≥ q] =
{

x∈ K : f (x) ≥ q
}
.

DefinamosK0 = K y para cada ordinalα < ω1, sea

Kα+1( f , p,q) =
(

Kα( f , p,q) ∩ [ f ≤ p]
)
∩
(

Kα( f , p,q)∩ [ f ≥ q]
)
,

es decir,

Kα+1( f , p,q) =

{
x∈ Kα( f , p,q) : para cadaε > 0 y j = 1,2, existe xj ∈ Kα( f , p,q)

con d(x j ,x) ≤ ε, f(x1) ≥ q y f (x2) ≤ p

}

mientras que siα es un ordinal límite, entonces definimos

Kα( f , p,q) =
⋂

β<α
Kβ( f , p,q).

Como antes, la familia(Kα( f , p,q))α<ω1 es cerrada y no creciente. Sean

α( f , p,q) =

{
mı́n

{
α : Kα( f , p,q) =∅

}
, si un talα existe,

ω1, en otro caso,

y
α( f ) = sup

{
Kα( f , p,q) : p,q∈Q, p < q

}
.

Teorema 3.4.2. f ∈ B1(K) si, y sólo si,α( f ) < ω1.

Prueba.Supongamos queα( f ) < ω1. Entoncesα( f , p,q) < ω1 para todop,q ∈ Q con p < q. Fijemos
p,q∈Q con p< q y escribamosKβ en lugar deKβ( f ,p,q). EntoncesK = K0 ⊇ K1 ⊇ ·· · ⊇ Kα =∅, para algún
α = α( f , p,q). Sea

D =
⋃

β<α

(
[ f ≤ p]∩Kβ r [ f ≥ q]∩Kβ

)
.
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Entonces, puesto queKβ+1 =
(
[ f ≤ p]∩Kβ

)
∩
(
[ f ≥ q]∩Kβ

)
, resulta que

D =
⋃

β<α

(
[ f ≤ p]∩Kβ r Kβ+1

)

⊇
⋃

β<α

[(
[ f ≤ p]∩Kβ

)
r Kβ+1

]

=
⋃

β<α

(
[ f ≤ p]∩ (KβrKβ+1)

)
= [ f ≤ p].

Por otro lado,

D ⊆
⋃

β<α

(
Kβr [ f ≥ q]∩Kβ

)

⊆
⋃

β<α

(
Kβr [ f ≥ q]∩Kβ

)

=
⋃

β<α

(
Kβr [ f ≥ q]

)

= Kr [ f ≥ q].

Escojamos una sucesión(pn)
∞
n=1 enQ tal quepn ↑ q y, para cadan∈ N, seaDn = D el conjunto de arriba

con p = pn. Observemos que, por la numerabilidad deα, cadaDn es unFσ y, por consiguiente, también lo
es
⋃∞

n=1Dn. Se sigue de las inclusiones

∞⋃

n=1

Dn ⊇
∞⋃

n=1

[ f ≤ pn] = [ f < q] y
∞⋃

n=1

Dn ⊆ Kr [ f ≥ q] = [ f < q]

que
⋃∞

n=1Dn = [ f < q], de donde se obtiene que[ f < q] es unFσ.
Repitiendo el razonamiento anterior intercambiando[ f ≤ p] y [ f ≥ q], se llega a la conclusión de que

también[ f > p] es unFσ. Finalmente, seaO ⊆ R un abierto no vacío y escribamos dicho conjunto en la
formaO =

⋃∞
k=1(pk,qk) con pk,qk ∈Q. Entonces

f−1(O) =
∞⋃

k=1

f−1(pk,qk) =
∞⋃

k=1

(
[ f > pk] ∩ [ f < qk]

)

es unFσ. Invocando al Teorema Grande de Baire se concluye quef ∈ B1(K).
Recíprocamente, supongamos quef ∈B1(K). Fijemosp,q∈Q conp< q y veamos que para los conjun-

tosKβ( f ,p,q) vale laAlternativa A 2, es decir,α( f , p,q) < ω1. Supongamos, para arribar a una contradicción,
que para algún ordinalβ se tiene queKβ( f ,p,q) = Kβ( f ,p,q)+1 6=∅. Por el Teorema Grande Baire, los conjuntos
disjuntosKβ ∩ [ f ≤ p] y Kβ ∩ [ f ≥ q] sonGδ’s y, además, densos enKβ( f ,p,q) por serKβ( f ,p,q) = Kβ( f ,p,q)+1.
Claramente esto contradice el Teorema de Categoría de Bairey termina la prueba. �

3.4.3. ‖ ◮ Índice de oscilación

El puente de enlace natural entre las funciones de la primeraclase de Baire y derivaciones oscilatorias
proviene de la siguiente observación. SeanK un espacio métrico compacto,f : K → R una función yε > 0.
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Definamos
(
K f

ε
)′

= Kr
⋃{

V ⊆ K : V es abierto, diam( f (V)) < ε
}

=
{

x∈ K : osc
(

f |K ,x
)
≥ ε
}

Por inducción transfinita, para cada ordinalα < ω1, sea

(
K f

ε
)(α+1)

=

((
K f

ε
)(α)
)′

y si β es un ordinal límite, (
K f

ε
)(β)

=
⋂

α<β

(
K f

ε
)(α)

.

El índice de oscilaciónde un espacio métrico compactoK se define como sigue. Para cadaε > 0, sea

β( f ,ε) =

{
mı́n

{
α :
(
K f

ε
)(α)

=∅
}
, si α existe,

ω1, en otro caso.

β( f ,ε) nos proporciona un índice el cual mide “cuan lejos” está f de ser continua. Finalmente,

β( f ) = sup
{

β( f ,ε) : ε > 0
}
.

El resultado que nos interesa es el siguiente.

Teorema 3.4.3.Sean K un espacio métrico compacto y f: K → R una función. Son equivalentes:

(1) f ∈ B1(K).

(2) β( f ) < ω1.

Prueba. (1) ⇒ (2). Supongamos quef ∈ B1(K) y seaε > 0. Veamos que los
(
K f

ε
)(β)

cumplen laAlterna-

tiva A2. Suponga, para obtener una contradicción, que
(
K f

ε
)(β)

=
(
K f

ε
)(β+1) 6= ∅ para algúnβ. De esto se

sigue quef |(
K f

ε

)(β) no posee ningún punto de continuidad, lo cual, por el TeoremaGrande Baire, contradice

el hecho de quef ∈ B1(K).

(2) ⇒ (1). Supongamos que(2) se cumple. Vamos a demostrar, en primer lugar, quef es fragmentada por
conjuntos cerrados. SeaF ⊆ K un conjunto cerrado y seaε > 0. Puesto queβ( f ) < ω1, existeα < ω1 tal que

K %
(
K f

ε
)(1) % · · ·%

(
K f

ε
)(α) %

(
K f

ε
)(α+1)

=∅.

Seaβ el primer ordinal para el cual

F ∩
((

K f
ε
)(β)r

(
K f

ε
)(β+1)

)
6= ∅.

De esto se deduce la existencia de conjunto abierto no vacíoV ⊆ X tal que

F ∩V 6=∅ y diam
(

f (F ∩V)
)

< ε.

Podemos hacer uso del Teorema 2.2.63, página 320, para concluir que f |F posee al menos un punto de
continuidad. Finalmente, el Teorema Grande de Baire nos garantiza quef ∈ B1(K). �
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