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Introduccion

En la presente monografia sobre la “La teoria del Grado, en R™ 7,
encontramos aplicaciones de la misma, para resolver algunos ejercicios y
obtener demostraciones elegantes y simples de conocidos teoremas, como el
Teorema del punto fijo de Brouwer, el teorema del puerco espin, el teorema de
la esfera cabelluda, entre otros.

En verdad, estas breves notas fueron en parte, hechas con la intencion de
aclarar, para mi mismo, muchos puntos de la teoria, la cual me atrajo desde
un principio, por su belleza y utilidad.

Jests A. Pérez Sanchez
jesusp@ula.ve



Capitulo 1

Teoria del Grado en R"

Seguramente, muchos de los problemas que el lector ha tratado encajan
perfectamente en el siguiente modelo:
Dados: un elemento y, una funciéon continua f, hallar x, tal que,

flz)=y
Mas especificamente. Sean: y € R"; {2, un subconjunto de R", abierto y

acotado; (1, la clausura (o cerradura) de Q en R"; f : Q — R", funcién
continua.

Nota 1.1. Siempre consideremos R™, provisto de la topologia euclideana, es
decir, st v = (x1,%2, - ,x,) € R™, entonces, la norma de x, denotada por
2], es \/2? + 22+ - +a2. También, OQ denota el conjunto frontera de ).
Veamos dos ejemplos:

a.- Sean:
n=1; Q= (-511); y=0; f(z) =2 + 52" — 3z +6.

Aqui, nuestro problema indicado con f(x) =y, no es otro que el de hallar
las raices, en [—5,11], de la ecuacién z7 + 52 — 32 +6 =0

b.- Dados: y € R"; A, matriz real, n X n, invertible; Q = B(0;p), bola
abierta de centro el origen 0 € R™ y radio p > 0; hallar = € B(0, p),
tal que f(x) = Ax =y

]
Regresando a la situacion inicial, planteada la ecuacion f(x) =y, estaremos
interesados, no solo en saber si existe, o no, solucion a la misma sino, en caso
afirmativo, nos gustaria saber si ella es unica.



Si hay varias solucitones, nos podemos preguntar, ademds, como estdn
distribuidas en 2. Pero hay otra inquietud sumamente importante:

Supongamos resuelto el problema para cierta ecuacion f(x) =y.

Entonces, serd interesante averiguar como cambia el resultado si la ecuacion
es f(r) = g, para f y §  “cercanos”, en algin sentido, a f e y,
respectivamente.

Es decir, nos interesamos en saber si hay alguna “estabilidad”de las respuestas
obtenidas en una situacion concreta. Pongamos por caso que en la ecuacion
polinomial:

2"+ 52" =32 +6=0

los coeficientes 1, 5, -3, 6 han sido obtenidos por interpolacion de ciertos datos
experimentales (los cuales, usualmente contienen pequenos, pero inevitables
errores). En esta situacion es deseable saber si los ceros (raices) del
polinomio x"+5x*—3x+6 estdn cercanos a los ceros del polinomio verdadero.

Ademas, en el problema de encontrar los ceros de un polinomio sobre C
(recordar el teorema  fundamental del  Algebra), el investigador
estard interesado, sobretodo, en saber la ubicacion de dichas raices en el plano
complejo: sellas estan en el eje imaginario? sen el semi-plano izquierdo?
sen el semi-plano derecho?

Siguiendo con nuestra ecuacion inicial

flz)=y

consideremos el siguiente caso:
Sean: Q = B((0,0);1) C R?, bola abierta de centro (0,0) y radio 1; y = (0,0);

f:Q— R?
dada por f(zy,x3) = (23 + 23 — 1,0).

Tenemos, entonces, que: f es continua,

fHyy = 40,0}
= {(z1,22) € Q: f(1,22) = (0,0)}
= 0N

= St (esfera unitaria)



Ahora, sea € >0 y Q e vy, como antes definamos:

f:§—>R2, porf(xl,:cg) = (:Ef+:1:§—1—e,0)

Resulta que f es continua y

fHyy = AHO0}F
_ é(xl,@) Q: f(z1,22) = (0,0)}

Como podemos tomar € > 0, tan pequeno como se quiera, concluimos que
f vy f estdn tan proximas como se desee; sin embargo, las soluciones de
las ecuaciones:

f@y =y ,  fl@)=y
son drdsticamente diferentes. (Notemos que y = (0,0) € £(092))

Veamos otro caso, mas simple aun.

Sean:n=1; y=0;, Q=(-2,2); f:Q—R

0 si x € {2,2} U0, 1]
flz) =% 2*+2x si € (—2,0)
r? =3z +2 size(l,2)

Y




f:Q—R, f(z) = f(z) — € con e > 0. Resulta que:

oY ={-2,2} U0,1] (1.1)

FHoy=0 (1.2)

Notemos que, a pesar de que f y f estan “prozimas” una de la otra , o que
una es una “deformacion continua’de la otra, 1.1 y 1.2 indican situaciones
bastante diferentes. Observemos, también, que:

o ={-2,2} Yy que 0 € f(00)

Es para evitar situaciones como las que acabamos de presentar, que colocaremos
durante la construccion de la Teoria del Grado, la condicion:

y ¢ £(0)
Recordemos que queremos construir una herramienta que nos sea util al tratar
de responder a las preguntas surgidas en relacion a la ecuacion f(x) =y.

En el camino hacia nuestro objetivo, cuando tengamos una funcion f :  —s R®?,
continua, con ) C R", abierto y acotado, ¢ y € R, tal quey ¢ £(01),
diremos que la terna (f,€),y) es admisible, y asociaremos, que denotaremos
a dicha terna un ndmero entero, denotaremos por d(f,Q,y).

Asi que, nuestra meta es construir una funcion

d : {ternas admisibles} — Z,

la cual nos dé respuestas significativas a las interrogantes planteadas al
comienzo del capitulo.

Para comenzar, ;cudles requisitos debe cumplir tal funcion d?
En primer lugar, si f =1id, la aplicacion identidad de R™,
definida por id(zx) = x, entonces, f(x) =y, cony € €,

tiene la unica solucion r = y.

De modo que, es natural requerir que:



d(id,Q,y) =1, para todoy € ; (d1)
(Esta condicion es conocida como normalizacion).

La sequnda exigencia es una expresion natural del anhelo de que d deberia
proporcionar informacion sobre la localizacion de las soluciones de nuestra
ecuacion:  f(x) =vy.

Supongamos que €21 y $o son subconjuntos de €2, abiertos y disjuntos,
tales que f(x) = y tiene un ndmero finito de soluciones en 2 U Qy, pero

ninguna solucion en Q\(Q; U Qy). (AAB={x€ A:z ¢ B})

Entonces, el numero de soluciones en ) es la suma del niumero de soluciones
en y y Qs lo cual sugiere la condicion:

d(f7 Qa y) = d(f7 Qlu y) + d(f7 Q27 y)? donde, le Q2 son conjuntos
de Q abiertos, disjuntos, tales que y & f(Q\(Q UQ)) (d2)
(Tal condicion es llamada aditividad)

El tercer, y ultimo, requisito para d tiene una motivacion prdctica: muchas
veces, calcular d(f,Q,y)  puede ser muy complicado o dificil, entonces,
en su lugar se halla  d(g,Q,ye), donde, g y yo son “deformaciones
continuas” de f e 'y, respectivamente.

Precisemos:
f: Q — R~
Q — R»
continuas, tales que: y ¢ f(0S), y ¢ g(0Q).

Sean:

Supongamos que existe

h:[0,1] x Q — R",

continua que verifica

h0,z) = f(x)

hl.z) = gla), para todo x € Q.



Se dice, entonces, que h es una homotopia entre f vy g, o que, f y g
son homotdpicas , o que, cada una es una “deformacion continua” de
la otra.

Si, ademas, h(t,x) #y para todo t € [0,1] y para todo x € 0N, se dice que
h es una homotopia admisible, respecto a y. Ast, el iltimo requisito
para d se expresa, en su forma mds general, como:

d(h(t,-),Q,y(t)) es independiente de t € [0,1], donde,
h:[0,1]xQ—R" y:[0,1] —R",
son continuas y, ademds, y(t) ¢ h(t,0?), para todo t € [0,1].  (d3)
La condicién (d3) es conocida como invariancia homotdpica.
Ejemplo 1.1. Sean Q = (—1,1);
fr=L1] =R g:[-1,

1
flx) == g(x) = ze”

Queremos hallar d(f,$2,0)
Consideremos

h:[0,1] x [-1,1] = R

h(t, z) = (1 =) f(x) +t g(2);

y(t) =0, paratodot € [0,1].
Resulta que h es una homotopia admisible, respecto a 0, entre f y g,
pues:
WO, 2) = f(z); h(l,x) = g(x); ademds,

ht,=1) = (1 -1)f(=1) +tg(=1)

£ 0, para todo t € [0, 1];



ht,1) = (1—1t)f(1)+tg(1)
(1—t)e +t
£ 0, para todo t € [0, 1];

Luego, usando (d3) vy (dl1), obtenemos:

d(f,,0) = d(g,9,0)

Mas adelante veremos que (d1), (d2) y (d3) determinan (inivocamente)
la funcion d; asi que, aunque hay varias maneras de construir la funcion d,
es irrelevante cual forma elijamos; la mas antigua, usa conceptos topoldgicos,
como: conjuntos abiertos, funciones continuas, y un poco de teoria de grupos.
Nosotros escogeremos un enfoque mds reciente, el cual utiliza herramientas
analiticas bdsicas, como: el teorema de aprorimacion de Weierstrass,
el teorema de la funcion inversa y el llamado Lema de Sard.

L.E.J. Brouwer establecio el grado para funciones continuas, en 1912. Y ya es
tradicion hablar del grado de Brouwer. Pero en verdad, debemos senalar
que el camino hacia una construccion analitica del grado fue allanado por la
investigacion de Sard sobre la medida de los valores criticos de funciones
diferenciables, en 1942.

Antes de continuar, aclararemos sobre algunas notaciones que emplearemos v,
también, daremos varias definiciones:

= ) siempre indicard un subconjunto de R™, abierto y acotado.

» Para funciones f: D C R®™ — R", indicaremos por



f(D) = {f(z):xeD}
fHyy = {zeD: f(x)=y}

» Cada aplicacidn lineal de R en R" serd identificada con sumatriz A = (a;;)
y escribiremos det A, para el determinante de A. En el caso que A sea
invertible, es decir, det A # 0, definimos:

1 sidetAd>0
sig(det A) =
—1 sidetA<0

» Si D CR" es cerrado y acotado (o sea, compacto), entonces C(D) denota
el espacio de las funciones continuas f : D — R™, y |flo = mz’g{ |f(x)].
Te

» Se dice que f : QQ — R", es diferenciable en xy € ), si existe una matriz,
que denotaremos por f'(xq), tal que:

f@o +h) = f(z0) + f'(x0) - h +w(h),
donde, h€ Q —xg={x —xp:2€Q}, yel “resto” w(h) satisface:

jw(h)| < elhl, para [h] <& = (e, x0).

Notemos que f'(x0)i; = 0;fi(xo) = %(xo), la derivada parcial de la

a.flfj

i—ésima componente de f, con respecto a ;.

En otras palabras, f = (f1, fo, -+, fn) y cada f; es funcion de xq,x,- - | Ty.
De modo que:

o o 0

a—:ﬁ(xo) a—g(l‘o) T ﬁffl(l“o)
f(wo) =

Ofn | Ofn ¢ Ofn |

o (w0) g2(zo) - §(a0)



» Usando el simbolo de Landau, la diferenciabilidad de f en xy se
expresa asi:

f(@o +h) = f(xo) = f'(wo) - h = 0(|h]),

h
cuando h — 0, donde, 0(|h|) = w(h) y % — 0, cuando |h| — 0.

= CH(Q) denotard al conjunto de las f : Q — R™, que son k—veces
continuamente diferenciables en ), mientras que

Q) = CHQ)NC@)

— 00 -k
crQ) = (@
k>1
n Si f'(xg) existe, entonces, Jp(xo) = det f'(xg) es llamado el

Jacobiano de f en xq;

zg es llamado un punto critico de f si Jy(xo) = det f'(x9) = 0.
También, denotaremos por: S;(2) = {z € Q : Ji(z) = 0}; muchas
veces, por brevedad, escribiremos Sy. Por otra parte, un punto y € R"
serd llamado valor regular de f, si

FHytnsS; =0
Si éste no es el caso, y serd llamado un valor singular de f.

Ejemplo 1.2. Sean: Q= B((0,0);2) C R? f:Q — R? dado por
f(zv y) = (x3 - 31"3/2, _y3 + 31’2?/)

Tenemos:
322 — 3y —6xy
Jr@y) = 6y —3y? + 322

= —92%y% + 9% + 9y* — 922y% + 362%y>
= 92t + 9y* + 182%y>
= (32% + 3y?)2.

10



Luego, el inico punto critico de f es el (0,0). Asi que, S¢(2) = {(0,0)}. Por
consiguiente, para que (a,b) € R? no sea un valor reqular de f , debe tenerse:

F~H(a,b)} = (0,0)

FEs decir, f(0,0) = (a,b). Pero f(0,0) = (0,0). De modo que, a =0 y b= 0.
O sea, (0,0) es el unico valor singular de f.

Recordemos que dados:
Yo € R";, ACR",

se define la distancia de yo al conjunto A, como:
0 e —
if |yo —al

Siyo & f(O)), entonces la distancia de yo al conjunto f(0S2) es un nimero
positivo, que denotaremos por:

o= p(Y0>f(aQ)) > 07

numero que serd clave en el desarrollo de la Teoria del Grado en R™.

La justificacion de que a > 0 se basa en el hecho de que f(O) es un
subcongunto compacto de R"™, y en que yo ¢ f(0Q). (Ver [10], pdgina 73)

Un hecho que no podemos dejar de mencionar es que d estd univocamente
determinada por sus valores en las funciones que estin en @OO(Q). Vedamoslo:

Sea f: Q C R* = R”, continua. Ya que Q C R"™ es compacto, podemos usar
la proposicion 1.2 de [4], parte a.), pdgina 6, para concluir que:

Dado € > 0, existe una funcion g € C° (),
tal que |f(z) — g(z)| <€, para todo z € Q.

Recordemos que y € R™ es tal que y ¢ f(09).
De modo que a = p(y, f(02)) > 0.
Tomemos € = %.

Podemos expresar lo afirmado mds arriba, asi: existe g € C (Q), tal que:

«
|f‘9|0<§

11



Ahora, vamos a definir una homotopia entre f y g:
Sea h:[0,1] x Q — R", dada por: h(t,z) = (1 —1t)f(z) +t g(z).

Resulta que h es continua; con h(0,z) = f(z), h(l,z) = g(x);
pero, ademds, es una homotopia admisible, respecto a y.

En efecto, para x € 0S) tenemos:
h(t,x) —yl = |1 —=1)f(z)+1tg(x)—yl

> |f(x) =yl = [tg(x) = f(2))]

> @)
a__
- 2
o (6%
2
> 0

Luego, usando (d3), con y(t) =y, concluimos que:

d(f,Q,y) =d(g,Q,y).

|

s, . — OO
Tenemos ast, que basta conocer el grado, en el caso de las funciones de C ().
Sin embargo, en la construccion de la Teoria del Grado, no necesitaremos tanta

reqularidad en las funciones. En realidad, nos bastard con que f € 51(9).

A estas alturas, el lector puede estar algo impaciente, pues aiun no tenemos
una expresion para d(f,€,y); ella serd encontrada en el proximo capitulo;
por los momentos, veamos dos propiedades, bastante wutiles de la funcion d.
La primera, estd relacionada con problemas de existencia de soluciones para
la ecuacion f(x) = y.

Supongamos que f~{y} = 0. Entonces, en (d2), tomemos Q1 =Q y Qy =10,
para obtener:

d(faQay) = d(f7 Q1>y) +d(fa®ay)

(tener cuenta que y & f(O) = f(2 — (Q UQy)). Luego, d(f,0,y) = 0.

12



En sequida (nuevamente usando (d2)) se llega a:

d(f7 va) = d(f7 Qlay) + d(f7 (Z)uy) = d(f7 Qlay>7 (13)

si Q) es un subconjunto de €0, abierto, tal que y & f(Q — Q).

Aprovechando que [y} =0, podemos elegir en (1,3), Q = 0, y consequir:

d(f,Q,y) =d(f,0,y) = 0. (1.4)

De forma que, y esto es lo importante, si en un problema llegdramos a consequir
que d(f,Q,y) # 0, nuestra conclusién serd, que en ese caso, Ty} #0, y
nuestra ecuacion f(x) =y, tendrd, al menos, una solucion en Q.

Nota 1.2. Sin embargo, puede suceder que sea

d(f,Qy)=0 y [y} £0.

La segqunda propiedad que queremos considerar, y con ella cerramos este
capitulo, establece que si:

f:Q—R",
g:Q—R",

son continuas, con (y ¢ f(02) U g(00Q)), y ademds, f,, = g|,,, entonces:

d(f,Q,y) = d(g,Q,y).

Demostracion. Definamos h: [0,1] x Q — R®, por:

h(t,z) =tf(x) + (1 —t)g(z).
Entonces, h es continua; h(0,z) = g(z), y h(l,z)= f(z).

Asi, h es una homotopia entre f vy g.

13



Para ver que dicha homotopia es admaisible, respecto a y, consideremos
x € 0N0.

Como entonces se tiene f(x) = g(x), resulta:

h(t,x) = g(x) # vy, para todo t € [0,1].

Ahora, podemos utilizar (d3), con y(t) =y, para concluir que

d(f,Q,y) = d(g,Q,y).

14



Capitulo 2

En la busqueda de una
expresiéon (Férmula) para
d(f,Q,y).

Comencemos con una f € 51(9) y xg € Q, tal que f(xo) es valor regu-
lar de f (o sea, J¢(xo) # 0)). Entonces, por el Teorema de la funcion
tnversa (ver [6], pdgina 283) existe una vecindad U de xq, tal que fi, €s un
homeomorfismo sobre una vecindad de f(x).

Llamaremos y a f(xg). Tenemos, entonces, que y es un valor regular
de f. Por lo que acabamos de afirmar, resulta que f~'{y} consiste de puntos
aislados. Es decir, si v; € f~'{y}, entonces, existe una vecindad U(z;) tal
que:

U(zi) N f~ i} = {ai}-

En consecuencia, f~*{y} debe ser finito.

Efectivamente, si f~Huy} fuese infinito, ezistiria, en virtud de la compacidad
de Q, un punto de acumulacion, digamos x* € Q, de f~1{y}

Por la continuidad de f, se sigue que:

fl@®) =y

Pero ya sabemos que f~{y} consiste de puntos aislados.

15



Luego, hemos arribado a una contradiccion. De manera que, f~'{y} es finito.
]
&Y qué sucede en el caso en que y no es un valor reqular de f?

Veremos que en esa situacion, basta elegir un yo € R®, wvalor regular de f,
suficientemente cercano a y, y definir:

d(fv Qv y) = d(fv Qv yO)

jClaro!, serd mecesario probar que esta definicion no depende del yo escogido.
&Y como sabemos que ezistird tal yo? Esto estd garantizado por el:

Lema 2.1. (Lema de Sard).

Si Q CR™, es abierto, f € CH() y Q* CQ es medible, entonces, f(2*) es
medible y

(@) < [ 1y@lde, (werl7),

donde, p, denota la medida de Lebesque, en R™. "

Una consecuencia muy importante de este lema es: Si 0 C R™ es abierto y
f €CHQ), entonces,
p(£(Sg)) =0

Sea, ahora, y € R™, tal que y ¢ f(0N2), no necesariamente, valor reqular de
f. Consideremos la bola abierta B(y;«), de centro y, con radio
a = p(y, f(0R)). Tenemos que:

B(y; o) N f(092) =0,

y ademds, como ,(B(y;a)) > 0, podemos afirmar, en virtud del Lema de
Sard, que eziste yy € B(y; ), tal que: yo es valor regular de f.

Ahora definamos:
= h:00,1] x Q= R", por h(t,z)= f(z),

w y(t) =ty + (1 —t)yo.

16



Como consecuencia de (d3), se sigue que:

d(fv Qv y) = d(fv Qv yO)

|
Notemos que cualquiera sea el valor reqular yo, escogido en B(y; «), el resultado
es el mismo, pues el y(t) correspondiente cumple lo exigido en (d3). De modo
que podemos afirmar:

d(f,Q,-) es constante en B(y; a). (2.1)

Continuamos en nuestro camino hacia el hallazgo de una formula para d(f, 2, y).

Sean: f € EI(Q); y, wvalor regular de f, tal que y ¢ f(0N2),
mds brevemente, y ¢ f(02N Sy).

Si f~Hy} =0, ya vimos que d(f,Q,y) = 0.
Suupongamos entonces que, f~Hy} # 0.

Ya sabemos que [~ {y} es finito, digamos,

Sy} ={zr, 20, -}
Para cada x; elegimos una vecindad U;, tal que U; NU; =10, si i # j.

Utilizando (d2), llegamos a:

k

i=1
Ahora, analicemos d(f,U;,y). Llamemos A = f'(x;).
Empleando la notacion de Landau, tenemos
fl)=f(z)+A - (z —2x;)+0(Jz —x;]), cuandox —x; — 0,
O sea,
fl)=y+A-(z—x;)+0 (|Jzr —x]), cuandozx —x; — 0,

donde, 0 = (0,0,---,0) € R™. Por otro lado, como det A # 0, resulta que A™*
existe. Esto nos permitira demostrar que

d(f, B(ws;90),y) = d(A — Ax;, B(;0),0),

17



para 6 > 0, suficientemente pequeno, y donde,
(A — Ax;)(z) = Ax — Ax;.
En efecto, definamos:
= h:[0,1] x Q — R, por:

hit,z) =tf(z) + (1 —t)A(x — ;)

n y(t) = ty.

Tenemos:

At ) —y()] = [tf(x) + (1 = )A(r — z:) — ty|
= |tf(x) —ty + (1 — t) Az — ;)]
= [tA(x —x;) +t O(|x — x;|) + (1 —t) Az — ;)|
= [A(z — i) + 0(]x — x|

> |A(x — x;)| — 0(Jz — z4]). (2.3)
Pero,
lz— ;) = |A'A(z — ;)|
< AT JA(x = z)l;
llamando = ¢, llegamos a: |A(x — ;)| > clx — x|

A~

Introduciendo esto ultimo en 2.3, resulta:
|h(t, ) —y(t)] = clz — ;| = O(|]z — z;]) > 0,

para todo t € [0,1], con la condicion |x — ;| < 0, para 6 > 0, suficientemente
pequeno.

De manera que, usando (d3), obtenemos:
d(f, B(xi;9),y) = d(A — Ax;, B(x;;9),0). (2.4)
Por otro lado, como f(z) #vy en U; — B(x;,0), utilizando (d2), se sigue que:

d(f,Usy) = d(f, B(x6),y)

18



Luego, llegamos a:

También, como x; es la unica solucidon de la ecuacion Ax— Ax; = 0, usando,
nuevamente, (d2), se deduce que:

d(A — Az;, B(x;;6),0) =d(A— Ax;, B(0;r),0), (2.6)
donde, B(0,7) D B(x;;9).

Ahora es momento de establecer una homotopia admisible, respecto a 0,
entre A y A— Ax;.

Sea h : [0,1] x B(0;7) — R", dado por: h(t,r) = Az —t A x;.
Tenemos que h es continua,
h(0,z) = Az Yy h(l,z) = Az — Az; = (A — Ax;)x.

Falta probar que, para x € OB(0;r), y todo t € [0,1], se cumple h(t,z) # 0.
En caso contrario, existirian: ty € [0,1] y zg € R, con |xo| = r, tales que:

ALE‘O - toALE‘Z = 0.
De la inyectividad de A, se deduce que:
Ty — tol’i =0.

Luego, |xo| = tolz;|. Es decir, r = to|lx;| < |z;|, lo cual es absurdo, pues
x; € B(0;r).

Asi que, podemos usar (d3) y escribir:
d(A, B(0;r),0) =d(A — Ax;, B(0;7),0). (2.7)
Entonces, de 2.5, 2.6 y 2.7, se obtiene:
d(f,Ui,y) = d(A, B(0;r),0) =d(f'(;), B(0;7),0).
Como r > 0 puede ser arbitrario, tenemos, finalmente:

d(f> Uzay) = d(f/($2)7Q70)7 (28)
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Asi que, mirando a 2.2, podemos escribir:

k

d(f,Qy) = d(f'(x:),9,0), (2.9)

i=1

Vemos entonces, que nuestro problema se ha reducido a calcular d( f'(z;), 2, 0).
Y es aqui donde el Algebra lineal llega en nuestro auzilio.

Probaremos que si A : R™ — R"™, es una transformacion lineal, con det A # 0,
entonces

d(A,Q,0) = sigdet A (2.10)

St damos 2.10 por demostrada, llegamos a la expresion buscada para d:

k
d(f,Qy) = Z sig det f'(z;)

= > sig Jy(x)

z€ f~Hy}

(2.11)

Nota 2.1. para abarcar el caso f~1{y} = 0, convenimos en que Z =0
0

Nota 2.2. No debemos olvidar, que hemos llegado a 2.11 bajo las condiciones:

fec 1(Q), y# f(0Q), y walor regular de f.

Ya sabemos qué ocurre en el caso de que y es un valor singular de f (Ver 2.1,
despues del Lema de Sard).Ya, al final del presente capitulo, consideraremos el
caso en que f, apenas, pertenece a C(Q). Por el momento, antes de analizar
2.10, apliquemos 2.11, en algunas situaciones simples.

1. Sea f:]— % 1] = R, definida por: f(z) = 2xe”.

Hallar: d(f,(—3,1),0) y Sy

Solucion: Encontremos, en primer lugar, f~1{0}.

Resulta que si x € f~1{0}, entonces, f(x) =0,
o sea, 2xe® = 0.
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Luego, x =0; asi, f~'{0} ={0}.

Ademas, notemos que

F(1) = 240
También, f'(z) = 2e” + 2ze® = 2e*(1 + z).
s Sp={re(=11): fi(x) =0} =0
Por otra parte, f'(0) =2 . sigf'(0) = 1.

Por consiguiente, usando 2.11 se obtiene:

d(f,(-1,1),0)= > sig f'(x) = sig '(0) = 1.
zef~1{0}
(Notar que 0 es un valor reqular de f.)

. Sea f:[-7,5] = R, definida por: f(z)= 2.
Hallar: Sy y d(f,(~7,5),4)

Solucion: Tenemos: f'(x) = 2x.
Luego Sy ={x € (=7,5) : f'(z) =0} = {0}.

Por otro lado, f~{4} = {—2,2}. También, f(=7) =49 y f(5) = 25, de
modo que 4 ¢ f(082) = {49,25}

También, f~1{4} N S; = {-2,2} n {0} = 0.

Utilizando 2.11, resulta:

d(f,(=7,5),4) = Y sig f'(x) = sig f'(—2)+sig ['(2) = —1+1 =0,

ze{—2,2}
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(Observar, sin embargo, que f~'{4} #0; Ver nota 1.1)

A continuacion, dediquémonos a analizar 2.10.

Analicemos el caso n = 2, el cual ayudard a entender el caso general, presen-
tado en [4], pdginas 10, 11 y 12.

Sea A = (Z 2) con ad — be # 0.

Caso 1: Cuando el polinomio caracteristico de A, o sea,
N — (a+d)\ + ad — be,

tiene como raices Ay Yy Az, ambos positivos.

Sabemos que \1 y Ao, son los valores propios de A,
Yy que A - Ay = ad— bc = det A.

Vamos a definir una homotopia admisible (respecto a 0)
entre A y la identidad I de R2.

Sean: B
r>0 y h:[0,1] x B(0;r) — R?,

h(t,z) = tAz + (1 —t)x.

Tenemos que h es continua y que
h(0,z) = ; h(l,z) = Ax.
Supongamos que, existen: ty € [0,1] y xo € 0B(0;r), tales que
toAzg + (1 —tg)xg = 0. (2.12)

Afirmamos que to > 0. En efecto, si fuera to = 0, de 2.12 tendriamos xy = 0
(lo cual es absurdo, pues |xo| = r > 0). Entonces, de 2.12 obtenemos:

to—1

0

Al’o =

Zo,

lo cual significa que

(el cual es < 0) es un wvalor propio de A

(contradiccion, pues estamos en el caso en que los valores propios de A son
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positivos).

De manera que 2.12 no puede darse, y h es una homotopia admisible (respecto
a 0) entre A y la identidad I. Asi, en virtud de (d3) y (d1), se sigue:

d(A, B(0;r),0) =d(I,B(0;r),0) =1 = sig (A1 - \2) = sig det A

Caso 2: Cuando N\ y Ao, valores propios de A, son, ambos, negativos.
Consideremos: h : [0,1] x B(0,r) — R2, dada por h(t,z) = tAx — (1 —t)x.

Esta h es una homotopia admisible(respecto a 0) entre A y la
aplicacion —1, pues h es continua, h(0,z) = —x, h(l,z) = Az, y, si fuera
toAzg — (1 — to)zo = 0, para algin ty € [0,1] y para algin xy € 0B(0;7), se
tendria:

1—1t
to

A[L’o = Zo

1—t
(Ver que to = 0 nos llevaria al absurdo: xo : 0.) Pero entonces, t—o >0
0
seria un valor propio de A (Contradiccion).
Ast que, utilizando (d3), resulta:

d(A,B(0;1),0) =d(—I,B(0;r),0). (2.13)

Ahora, s qué hacemos respecto a d(—1,B(0;7),0)¢ Para hallarlo, vamos a
0 1
-1 0)’

Definamos h : [0,1] x B(0;r) — R?,  h(t,z) =tMzx — (1 —t)z.

auxiliarnos con la matriz M = ( la cual cumple que M? = —1.

Esta h resulta ser una homotopia admisible (respecto a 0) entre M vy
—1, ya que h es continua, h(0,z) = —x, h(l,x) = Mz, y no pueden existir
to € [0,1], 2o € B(0;r), tales que:

toMLUO — (1 — to)l’o = 0. (214)

En efecto, sea x¢y = (il) , tal que 2.14 se cumple.
2
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Entonces,

es decir:
toxa=(1—to)rr y —toxr = (1—t)zs (2.15)

Esto nos lleva a que todo to ¢ {0,1},
ya que en caso contrario, seria x1 = xo = 0 (absurdo).

Luego, de 2.15 se obtiene:

) 1 Ly,
== crl4a3=0 (contradiccion).
—I T2

De manera que, podemos emplear (d3) y concluir que:
Pero, también ocurre que M e I son homotdpicas (respecto a 0); basta definir:

h:[0,1] x B(0;7r) — R?,

h(t,z) =tMx + (1 —t)z.
La demostracion es cast una repeticion de la que acabamos de hacer.
Luego, utilizando, nuevamente, (d3), llegamos a:
d(M, B(0;r),0) =d(I,B(0;r),0) =1, (2.17)
donde, la dltima igualdad se debe a (d1).

De manera que, en resumidas cuentas, usando 2.18 2.16 y 2.17, tenemos
que:
d(A,B(0;r),0) =1 = sig (A - A\g) = sigdet A.

. . L . b
Caso 3: Cuando el polinomio caracteristico de la matriz A = (CCL d) no

tiene raices reales. En otras palabras, \* — (a + d)\ + ad — be, tiene sus
raices complejas (las cuales, recordemos, son conjugadas) digamos, o + i3 y
a—1i8. Como el producto de ellas es igual al det A, y A es invertible, tenemos:

det A=o*+p5>>0 .. sigdet A =1
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Ahora, tal como se hizo en el caso 1, se define una homotopia admisible
(respecto a 0), entre A y la identidad I; asi, se llega a:

d(A,B(0;r),0) =d(I, B(0;r),0) = 1 = sigdet A.
Caso 4: (Y dltimo).

Cuando un valor propio de A (digamos A1) es negativo y el otro, \s, es
positivo. Como det A = A\ Ay < 0, resulta que el sig det A = —1. Resta,
entonces, probar que:

d(A, B(0;r),0) = —1 = sigdet A. (2.18)

Sean: x1, vector propio correspondiente a A\y; xo, vector propio correspon-
diente a \o; es decir, x1 y xy son elementos de R?, distintos del (0,0), tales
que:

ALEl = >\1.§L’1 Y AZL’Q = >\2I2.

Sabemos que {1, 2} es una base de R?,
Ademas, denotemos por:
Ny = { zy : A € R}, (subespacio generado por xy),
Ny = {Azy : A € R}, (subespacio generado por x3),
Tenemos: R? = N; @ Ns.

P12R2—>N1,

Definimos P R — N,

las respectivas proyecciones.
Es decir, para x = jy o1 + pws 19 € R2, se tiene:
Pl(l") =M T Yy P2($)=M2 T2
Establezcamos una homotopia admisible (respecto a 0) entre A y — P+ Ps.
Sea h:[0,1] x B(0;r) — R?,

Tenemos que h es continua, h(0,x) = —Pyx + Pex, h(1,0) = Az.
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Supongamos que dicha homotopia h, no es admisible (respecto a 0).

Entonces, existen:
to € 10,1 y xo € IB(0;r), (2.19)
tales que:
toAzg + (1 —to)(—Prxg + Paxg) =0 (2.20)

Afirmamos que: to ¢ {0,1}. En efecto, si fuera ty =0, resultaria, segin 2.20,
que: Pyxg = Pyxg. O sea, xo = 0 (absurdo).

Por otro lado, si ty = 1, obtenemos, de 2.20, que:
ALE‘O =0

Es decir, xyg = 0 (pues A es invertible). Asi, de nuevo llegamos a un absurdo.

Ast que, t #0 y ty # 1. También, como Py + Py = I, resulta que:
A= AP + AP, (2.21)
Sustituyendo 2.21 en 2.20, se llega, después de trasponer términos, a:
toAPixg — Pixg + toPixg = toPoxg — Poxg — toAPsxg (2.22)

Como el primer miembro de 2.22 pertenece a Ny y el sequndo miembro de 2.22
pertenece a No, resulta que:

toAPl.iC(] — Pll'o + t(]PlLUO =0
Y

topgflfo — PQLUO — toAPQSL’O =0

Es decir,

—1 to— 1
0P1330 Yy APoxo = 0
0 0
1—1¢

to

1
AP1X0 =

PQZL’().

. . - 0 ,
St es Pixg # 0, entonces la situacion es: es un valor propio de A, con

vector propio P1xg € Njy.
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_to

0 = A1, lo cual es absurdo, pues Ay < 0 y > 0.

0 0

Luego, debe ser

Mientras que, si Poxg # 0, entonces, Pyrg es un wvector propio de A,

perteneciente a Ny y con valor propio 0 , lo cual implica que t_ 0 = Ao.

0

Pero esta ultima igualdad constituye un absurdo, pues L —Oto <0, y X\>0.
De manera que, debe cumplirse que:
Pixg = Poxg = 0.
O sea, xo = 0 (contradiccion, ya que |zo| =1 > 0).
Conclusion: h es una homotopia admisible (respecto a 0)

entre A y —P; + Py, lo cual, en virtud de (d3), nos permite afirmar que:
d(A, B(0;r),0) = d(—P, + P>, B(0;7),0).
Por lo tanto, para lograr nuestro objetivo, 2.18, nos queda por probar que:
d(—P, + P,, B(0;7),0) = —1 (2.23)

Empecemos por llevar en cuenta que, como el inico cero (raiz) de —P;+ Py es
x = 0, podemos reemplazar B(0;r) por cualquier abierto, acotado, que
contenga al 0, sin cambiar d, por ejemplo, por

B(0;7) N Ny + B(0;7) N Ny
(aclaremos que Qy + Qo ={x +y:x € Qy, y € Q}).

Consideremos ey € Ny, tal que |eg| = 1.

Sean:
Q= {)\60 tAE (—2,2)},
Ql = {)\60 CAE (—2, 0)},
QQ = {)\60 CAE (0, 2)},
Ahora, definimos: f:Q— N, CR? asi

f(eo) = ([A] = 1eo.
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Resulta que:
0 ¢ f(0N2) = f{—2en,2e0} = {eo}

Por otro lado, st x € 21, tenemos:
f(x) = f(Xeg) = (=A = 1)eg = —Aeg — g = —Xx — €. (2.24)
Mientras que, si x € Qg, se cumple:
f(x) = f(Aeg) = (A —1)eg = —Aeg — €9 = X — €. (2.25)

Entonces, escribiendo eq, para indicar la funcion constante leg +— eg
(con A € (=2,2)), 2.24 y 2.25 se resumen en:

f\Ql = _Ilal —€o Y f|02 = ]|92 — €0 (2.26)
Ahora, sea
h:[0,1] x Q — Ny C R?, dada por : h(t, Aeg) = t(|A| — 2)eq + e

Tenemos que:
h es continua,

h(0, Aeg) = eo;
(1, Xeg) = ([N — 1)eg = f(Aep).

Ademds, h(t,—2ey) = h(t,2e9) = ey # 0. Luego, h es una homotopia
admisible (respecto a 0) entre f y la aplicacion constante eg.

De modo que, usando (d3), podemos afirmar que:
d(fo Py + P2, + B(0;7) N Ny,0) = d(eg o P, + P2, + B(0;7) N N2,0), (2.27)
Ademds, como
(egoP1 + Po)(p1m1 + poxs) = eg + paxs # 0, (2.28)
Tenemos que:
d(ego P+ P5,Q+ B(0;7) N Ny, 0) =0 (2.29)

(Ver (1.4), casi al final del capitulo 1.).

Asit, de 2.27 'y 2.29, consequimos:
d(f o Py + P»,Q2+ B(0;7) N N3,0) =0 (2.30)
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Luego, si en 2.50 utilizamos (d2), llegaremos a que:
d(foPy + P, Q1 + B(0;7) N N2, 0) + d(foPy + P, Q2+B(0;7) N1 N2,0) =0 (2.31)
Notar que 0 ¢ (foP + P2)(Q2 — (2, UQy)) = {—eo, €0}
Ahora, analicemos cada sumando del primer miembro de 2.81. Empecemos por:
d(foP, + Py, Qs + B(0;7) N Na, 0). (2.32)
Empleando 2.26, el niumero indicado en 2.32 se escribe:
d((,, — €o) © P1 + P2, {2 + B(0;7) N Ny, 0) (2.33)

Si ahora, reemplazamos  Q  por e I, —eo por I — e,
no alteramos el valor del nimero indicado por 2.33, pues:

[(I‘N1 —eg) o P+ Py] (Aeg) =0, con X € (-2,2),

implica que:
Aeg—eg =0, o sea, A=1,

de manera que el Aeg tomado, en verdad estd en 2y C ).

Entonces, 2.33 se convierte en:
d((1jy, — o) o Pr + P, Q+ B(0;7) N Na,0) (2.34)
Ademds, como Aeg —teg #0, para t€[0,1] y A€ {—2,2}, entonces,
h(t,x) = Aeg — tey,

define una homotopia admisible (respecto a 0) entre Iy, —eo e I ; luego,
utilizando (d3) se obtiene que el niumero representado en 2.34 es igual a:

d((Ijy, o Pr —eg)o Py + P5,Q+ B(0;7) N N, 0) (2.35)
Pero, Iy, o Py = Py, de modo que, 2.32, finalmente, se convierte en:
d(Py 4+ Py, Q+ B(0;7) N Ny, 0) = d(I,24 B(0;7) N Ny,0) =1, (2.36)

la dltima igualdad, en virtud de (d1).
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En cuanto a:
d(foP1 + P2, + B(0;7r) N Na, 0) (2.37)
la situacion es semejante.
Primero, fi, = —1I, —eo, (segin 2.26). Luego, 2.37 es igual a:
d((=T,, —e€o) o P + P, Q1 + B(0;7) N Ny, 0) (2.38)

Ahora bien, cambiando €2y por 2, e —1j,, por =1, no se altera el nimero
representado en 2.38, ya que si

(=15, —€0) o P1 + P](Aeg) = 0, con A€ (—2,2),

entonces, —Aeg—eg = 0, es decir, \ = —1; lo cual quiere decir que el elemento
Aeg, en realidad estd en £ C €.

De manera que, el nimero indicado mediante 2.38 coincide con:
d((—Iin, —€0) o P1 + P, Q2+ B(0;7) N Ny, 0) (2.39)

Pero, —Xey — teg # 0 en [0,1] x 092, de manera que, usando (d3) se llega a
que 2.39 es igual a:

d(—Ijy, o Pr + P, Q + B(0;7) N N, 0),
y ya que —I |y, o Py = Py, resulta que, finalmente, 2.37 se ha convertido en:
d(—P1 + P2, Q+ B(0;7) N Ny, 0.) (2.40)
Entonces, de 2.31, 2.36 y 2.40, se deduce que:
d((=P1+ Py, Q+ B(0;7) N No,0) = —1 (2.41)

Pero esto era lo que, segun 2.23, nos faltaba por demostrar, para dejar bien
establecida 2.18, y ast, la formula 2.11 queda, definitivamente, probada.

Recordemos que 2.11 nos dice que:

d(f,Qy)= >, sigy(a),

zef~{y}
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bajo las condiciones: Q C R™, abierto y acotado; f : Q — R™, perteneciente

aC(Q); y ¢ f(OQUS)).

Ya sabemos qué hacer en el caso en que y € Sy(o sea, cuando y es un valor
singular de f), pero, ;qué ocurre cuando, de f, sélo sabemos que es continua?.
De nuevo, el numero

a=p(y, f(0Q) >0

es clave. (distancia de 'y al conjunto compacto £(01)).

Sean g1y g2, funciones de C I(Q), tales que:

«
|f_91|0 < 3
«
If — 920 < 3

Veamos que d(g1,Q,y) = d(g2, 2, y).

Ante todo asequrémonos de que:
y & g:(09), parai=1,2.
Sea x € 052. Entonces,

l9i(@) =yl = lgilw) = f(@) + f(z) —

= |f(x) =yl = lg(z) — f(z)|
> «
= Oé—g
2
> -«
- 3
> 0

Luego, y ¢ g;(05). Ahora, vamos a establecer una homotopia admisible
(respecto a y) entre g1y ga.

Sea h:[0,1] x Q — R, dada por: h(t,z) = (1 —t)g1(x) + tga(x).
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Resulta que: h es continua, h(0,z) = ¢g1(x), h(l,z) = ga(x).
Ademds, para xqg € 050,
h(t,xo)| = [(1—t)gi(zo) + tga(wo) — ¥
= [(1 = t)g1(wo) — (1 = t)f(x0) + (1 — t)f(x0) + tg2(20) — ¥

= (1 =1)(91(x0) = f(20)) + tg2(20) = f(20)) + £(x0) =y

> |f(z0) = yl = (1= Dlga(w0) — f(0)| — tlga(o) — F(wo)
> | f(0) =yl = lor = flo — lg2 = flo

= 47373

, @

-3

> 0

De manera que:
y & h(t,00), para todo t € [0, 1].

Es decir, h es una homotopia admisible (respecto a y) entre g1 y g2, lo cual,
segun (d3), significa que:

d(glv Qv y) = d(g27 Q7 y)7

cuyos cdlculos se pueden hacer, usando 2.11.

En conclusion, todas las funciones de @I(Q) suficientemente cercanas a f,
poseen el mismo grado (de Brouwer) respecto a Q) e y.

Ast, es natural definir,
d(f, €, y) = d(g,Q,y),

_ o
para algin g € C I(Q), con |g— flo= 3

Nota 2.3. La existencia de tal g estd garantizada por el Teorema de
aprorimacion de Weierstrass. ..
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Capitulo 3

Aplicaciones

1. El Teorema del punto fijo, de Brouwer:

Sean: D = B(0;r); f: D — D, continua. Entonces f tiene un punto
fijo, es decir, existe x € D, tal que f(x) = x.

Nota 3.1. Lo mismo es cierto si D C R" es homeomorfo a un subcon-
Junto convexo y compacto (Ver [4] paginas 17 y 18).

Demostracion. Consideremos h : [0,1] x D — R"™, dada por
h(t,x) =z —tf(x).

Tenemos que: h es continua, h(0,z) =z, h(l,z) =2 — f(x);
ademds, para x € dD, resulta

|h(t,x)| = |z —tf(x)| > || = t|f(x)| >r—tr=r(1—1t) >0, (3.1)

si tel0,1).

Por otro lado, si h(1,x¢) = 0, para algin xy € 0D, entonces, xg — f(x0) = 0,
o sea, f(xg) = Xo, y no tendriamos mas nada que hacer.

De modo que, supongamos:

h(1,z) # 0, para todox € 0D (3.2)
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Luego, de 3.1 y 3.2, se sigue:

|h(t,z) — 0| >0 en [0,1] x OD

Entonces, h es una homotopia admisible (respecto a 0) entre Ip e
Ip— f.

En consecuencia, en virtud de (d3), se cumple:
d(Ip — f,B(0;r),0) =d(Ip, B(0;r),0) =1, (3.3)
donde, la ultima igualdad en 3.3 se debe a (d1).
Ast, d(Ip — £,B(0;r),0) #0, lo cual nos permite afirmar que:
(In — f)7'{0} # 0.

FEs decir, existe xop € D = B(0;r); tal que: (Ip — f)(xg) = 0, o sea,
f(l‘o) = X29-

2. El Teorema del puerco espin:

Sean: Q@ C R", abierto, acotado, con 0 € Q; f : 0Q — R — {0},
continua; n tmpar. Entonces, exvisten: xqg € ) y Ao # 0, tales que,
f(z0) = Aoo.

Demostracion. Como 0S) es compacto, [ se puede extender,
continuamente, asi que no hay pérdida de generalidad al suponer f
continua en Q. (Ver [4], pdgina 6).

Como n es impar, al aplicar 2.10 se obtiene:

d(—1,9,0) = —1.

Respecto a d(f,$2,0) tenemos dos casos:
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Caso 1:d(f,Q,0) # —1. Entonces, definimos h: [0,1] — Q, por

h(t,z) = (1 —1t)f(z) — ta.
Tenemos, entonces, que: h es continua; h(0,x) = f(x); h(1,z) = —z.

Afirmamos que h mo puede ser una homotopia admisible (respecto a 0)
entre f y —1I, pues en caso contrario, deberia tenerse, segin (d3), que:
d(f,Q,0) =d(—1,9,0) (absurdo).

Luego, ezisten: ty € [0,1], zg € 082, tales que, h(ty,zo) = 0.

O sea,
(1 — to)f(.ﬁlf(]) — to.ﬁ(]o =0.

En seguida vemos que to € (0,1), ya que to = 0 implica f(xg) = 0,
(absurdo) y to =1 nos lleva a que —xg = 0 (absurdo). De manera que

obtenemos:

to
—
11—t

f(zo) =

0

y ast, se cumple lo afirmado, con \g = .
— 1o

Caso 2:d(f,Q,0) = —1.

Sea h : [0,1] x Q — R", tal que:

ht, o) = (1 — t)f(z) + tz.

Se sigue que: h es continua; h(0,z) = f(x); h(l,2) = z.

Pero esta h no puede ser una homotopia admisible (respecto a 0) entre
f e I, pues,

d(f,Q,0)=—-1#1=d(I,9Q,0).
Esto significa que: existen to € [0,1] y xo € 09, tales que:

(1 — to)f(l’(]) -+ toSL’O = 0.
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Como en el caso 1, se tiene que tg € (0,1), y se llega a:

to
fo—1

f(zo) =

Zg.

De modo que se cumple lo afirmado, con

to

Ay —
0 1

Nota 3.2. En particular, st n = 3, el teorema quiere decir, que un
puerco espin no puede ser peinado, sin dejarle “copete”.

3. Teorema de la esfera cabelluda (Poincaré-Brouwer)

Si m es par, todo campo continuo de vectores, tangentes a la
esfera S™, posee, al menos, una singularidad.

Demostracion. Seav : S™ C R™ — R™H | continua; debemos probar
que eziste xg € S™, tal que:

v(xgp) =0

Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos que v(Xqo) # 0, para
todo v € S™.

Apliquemos el teorema del puerco espin, con Q = B(0;1) C R™!,

00 = 8™ = {(x1, 29, ,&my1) ER™ a4 af 42l =1}

Sabemos que, entonces, existen: xq € S™ y A # 0, tales que,
v(xg) = Aoxo. Pero

(v(xq),z0) =0, donde, (-,-) denota el producto interno usual de R™".

Luego, {NoXo, zo) = 0. O sea, \g|zo|* = 0. Es decir \g =0
(contradiccion).

En consecuencia, debe existir, al menos, un xo € S™, tal que v(xy) = 0.
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Nota 3.3. El que m sea par es esencial. Por ejemplo, en el caso de S,
la formula v(xy, x9) = (v2, —x1), define un campo continuo de vectores,
tangentes a S*, tal que v no posee singularidades.

En el teorema anterior estd la explicacion del por qué la mayoria de las cabezas

tiene un punto, en forma de remolino, del cual irradian todos los cabellos.

4. Teorema de Borsuk.

Ya vimos que cuando deseamos demostrar, por medio de la Teoria del
Grado, que la ecuacion f(x) =y, tiene, al menos, una solucion de €,
basta verificar que d(f,Q,y) # 0.

Se dice que Q CR" es simétrico (con respecto al origen 0) si Q = —;
f:Q—R" esllamada impar si f(—z) = —f(x), para todo x € §.
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Teorema 3.1. (Borsuk) Sea (2 C R", abierto, acotado y simétrico, con
0 € Q). Sea, también, f € C(Q2), itmpar, con 0 & f(0N2). Entonces:

d(f,,0) es impar.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
FeC(Q), yque JH0)#0.

En efecto:

Primero, aprozimamos f por ¢, € C 1(Q), luego, consideramos  gs,
tal que, gs(x) = %[gl(x) — g1(—2)] (o sea, la parte impar de g.)

Finalmente, tomamos f = go — 01, donde, 6 no es un valor propio de
95(0).

Asi, si 6y |g1 — flo son suficientemente pequenios, la f estard

oy . 1 .
“cercana a 7 y reunird los requisitos de estar en C (QQ), ser impar, con

0¢ f(09), J(0) # 0; ademds de cumplir que:
d(f,9Q,0) = d(f,©,0).

Por ejemplo, de f = go— 081 se deduce que f'(0) = g4(0) =41, y entonces,
como & no es valor propio de gy(0), resulta que no existe v # 0, tal que

f'(0)z = 0; luego, f'(0) es inyectiva y en consecuencia, J¢(0) # 0.
También, si |f —flo < %, donde, o = p(0, f(O)) > 0, ya sabemos que
d(f,9Q,0) = d(f,Q,0).

~ o
De paso, | f — flo < 3 se consigue, tomando 6 suficientemente pequeno y

g1 “muy cercano” a f. Las otras condiciones de f, también son sencillas
de verificar. Asi pues, asumamos que f € 61(9) y que J¢(0) # 0.

Para probar el teorema de Borsuk basta, entonces, hallar g € gl(Q),
impar, suficientemente cercana a f, tal que:

0 ¢ g(Sg) (3.4)
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Ya que en tal caso,

d(f,©,0) = d(g,9,0)

= sig J,(0)+ Y sig Jy(w), (3.5)
0#zeg—1{0}

donde, la sumatoria en 3.5 da como resultado un miumero par,
debido a que:
g(z) =0 si, y sdlo si, g(—z) =0

Y, ademds, Jy(e) es una funcion par. (notemos también que hemos
usado el hecho de que por ser g impar se tiene g(0) = 0).

De manera que, del sequndo miembro de 3.5, se concluye que:
d(f,€,0) es impar.
|

Nota 3.4. Tal funcion g es definida mediante un proceso inductivo. (Ver
[4], pdginas 21 y 22).

Corolario 3.1. Sea 2 C R", abierto, acotada y simétrico, con 0 € Q.

Sea f € C(Q), tal que: 0 ¢ f(O) vy f(—x)# Mf(x) en 0Q, para todo
A > 1. Entonces, d(f,,0) es impar.

Demostracién. Consideremos h : [0,1] x Q@ — R", dada por
h(t,z) = f(z) —tf(—x).

Tenemos que h es continua, h(0,z) = f(x), h(l,z) = f(x) — f(—x).

LLamemos ¢ a la funcion ¢:Q — R", definida por

g(x) = f(x) = f(==).

Afirmamos que h es una homotopia admisible (respecto a 0) entre f y g.
(ademds, g es impar y 0 ¢ g(0x)).
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Nos faltaria ver que 0 ¢ h(t,09), para todo t € [0,1].

Ahora, si ezistiesen: tg € [0,1] y xo € 0N, tales que, h(ty,z9) = O,
tendriamos:

f(wo) —tof(—x0) = 0.

Pero entonces, ty # 0, pues si no resultaria f(zo) = 0 (contradiccion).

Asi que, 0 <ty <1y
1
f(=20) = o~ f(o);

0

1

de modo que tomando \ = - > 1, estamos contrariando una propiedad
0

de f.

Por lo tanto, h si es una homotopia admisible (respecto a 0) vy, segin
(d3), se cumple:
d(f’ Q’ 0) = d(g? Q? 0)7

Pero, d(g,€2,0) es impar, en virtud del Teorema de Borsuk.

Corolario 3.2. (Teorema de Borsuk-Ulam)

Sean: Q) C R™, abierto, acotado, simétrico, con 0 € §2;
f 00 — R™, continua.

Supongamos también, que m < n.

Entonces, para algin xo € 052, se cumple:
f(xo) = f(—x0).
Demostracion. Supongamos, al contrario, que:

g(z) = f(x) — f(—x) # 0, para todo z € ON.

Tenemos que
g:00Q CR" — R™
g9(x) = f(x) = f(=2).

Sea §, extension continua de g a €.
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Es decir: g : Q C R* — R™, continua, tal que Gg0 = Y-
Tomemos G igual a la parte tmpar de §.

0 sea, F(x) = L[glx) —F(~).

Sea o = p(0,9(00Q)).

Este a > 0, pues para x¢ € OS2, se tiene

[9(z0) — g(—20)]

N —

g(z0) = %[?(36’0) —g(=mx9)] =

ORI
1
= 5lf(xo) = f(=20) = f=20) + f(20)]
= f(o) = f(—m0)
= g(xzo) #0.
(3.6)
De modo que:
a= mf |0-g(x)] = mf | —g(x)] >0,
en virtud de 3.6 y la compacidad de Of).
Entonces, para'y € B(0;«a) se tiene:
d(g, 2 y) = d(g,Q,0), (3.7)

(ver 2.1).  Pero d(g,2,0) # 0, segiin el Teorema de Borsuk.

Ast, de 3.7, concluimos que:

d(g,%y) #0,
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pero esto significa (ver inmediatamente antes de la nota 1.2) que:
—1
g {yp#0.

De manera que, para cada y € B(0;«), existe x € §2, tal que:
9(z) =y,

O sea, la bola n-dimensional, B(0;q), estd contenida en g(Q2) C R™,
lo cual es absurdo.

Ast, lo supuesto para g es falso, y, por consiguiente, existe xo € 052, tal
que g(xg) = 0, es decir, f(x¢) = f(—xXo).

Nota 3.5. El Teorema de Borsuk-Ulam tiene una interpretacion
meteorologica: si se supone que la temperatura T’y la presion P son
funciones continuas, sobre la superficie de la tierra, ambas determinan
una aplicacion

f:S5?CcR®—R%

El Teorema afirma que, entonces, existe, por lo menos, un par de pun-
to antipodas, con las mismas condiciones de presion y temperatura,
respectivamente .

5. Aplicaciones sobreyectivas.

Sea f : R" — R", continua. Veamos como una cierta condicion de
crecimiento sobre f, implica que £f(R™) = R™. Supongamos que

{(f(x),z)

2] — 400 cuando || — +o0.
x

({(f(x),x) significa el producto interno usual de los vectores f(x) y

Sean: y € R™; r >0 (a ser escogido apropiadamente);

h:[0,1] x B(0;r) — R"
h(t,z) =tz + (1 —t)f(x) —y
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Tenemos que: h es continua; h(0,x) = f(x) —y; h(1,x) =x—y.

Afirmamos que, para r suficientemente grande y x € 0B(0;r) se cumple
que:
h(t,z) # 0, cualquiera que seat € [0, 1].
En efecto, para |x| = r, tenemos:
(h(t,z),z) = (to+(1-1)f(z) -y, )

{f(x), )

= tr’+(1—t)r ol (y, )
> tr? (1 — t)r% —rlyl,

donde, hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz: |(z,y)| < |z||y|.

Luego,
{f(x),%)
X

para todo t € [0, 1], si tomamos r > |y|, suficientemente grande.

(h(t,x),z) > r|tr+(1—t) —lyl| > o0,

En consecuencia, h(t,z) # 0.

De manera que, denotando por f —y e I —vy, respectivamente,
las funciones definidas por:

f—y:BO;r) =R ; I—y:B(0;r)—R"
(f—y)x) = f(z)—y (I —y)(z)=2—y,

podemos decir que: h es una homotopia admisible (respecto a 0) entre
f—y e I—y.

Entonces, aplicando (d3) se obtiene:

d(f =y, B(0;7),0) = d(I —y, B(0;7),0) (3.8)
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Pero ahora, definimos
h:[0,1] x B(0;r) — R,
h(t,z) =2 —ty
Asi, h es continua; h(0,x) =x; h(l,x)=x—y.
Ademds, para |x| = r, se tiene que h(t,z) = x —ty # 0, pues, en caso

contrario, tendriamos: x = ty; luego, r = |x| = t|y| < |y|,
y estamos tomando r > |y|.

Resulta, entonces, que h es una homotopia admisible (respecto a 0) entre
I—y e I

Por consiguiente, si usamos (d3) se llega a:

d(I —y,B(0;r),0)=d(I,B(0;r),0) =1, (3.9)

donde, hemos usado (d1) para la dltima igualdad. Asi que, 3.8 y 3.9 nos
permiten concluir que d(f —y,B(0;r),0) =1 # 0.

De modo que (f —y) {0} # (0. Lo cual significa que existe x € B(0;r),
tal que (f —y)(x) = 0, vale decir, tal que f(x) —y = 0.

O sea, y € f(R™).

Como y es cualquiera, concluimos que f(R™) = R™.

6. Sean: Q2 C R™, abierto y acotado; f € C(Q); g € C(Q),
tales que, |g(z)| < |f(x)| en 0.
Entonces, d(f + ¢g,2,0) = (f,9Q,0).

Solucidén: Sea h: [0,1] x Q — R", dado por:

h(t, ) = t(f(z) + g(x)) + (1 =) f ().
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Ast, h es continua; h(o,x) = f(x); h(l,2) = f(z) + g(x).
Veamos que 0 # h(t, ), para todo t € [0, 1].

En efecto, si existieran xo € 022 y to € [0,1], tales que,
to(f(xo) + g(o)) + (1 — o) f(z0) = O,

resultaria  tog(xo) + f(xo) = 0.

tolg(zo)| = [ = f(zo)| = [f (o) (3.10)

Por otro lado, como por hipdtesis |g(zo)| < |f(xo)|, concluimos que

|f(z0)] >0y que ||?Ejf;§‘| < 1.
Pero como, o @o)
g\Zo)| .
tom =1, (segin 5.10),

se sigue que ty > 1 (contradiccidn).

Luego, h es una homotopia admisible (respecto a 0)
entre f y f+g
Asi que, usando (d3) se llega a:

d(f+9,9,0) =d(f,©,0).
Observacién 3.1. La condicion |g(x)| < |f(x)| en 09, implica que

0 7# f(09)

y que 0 7 (f +9)(09).
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7. Demostrar que el sistema

20 +y+sen(z+y)=0
x—2y+cos(z+y)=0

1
tiene una solucion en Q = B(0;r) C R?, donde, r > —.

NG
Solucion: Sean:

Q= B(0;7), con r a ser escogido adecuadamente;

f:Q—R? dada por: f(x,y)= 2z +y,z—2y);
g:Q —R? definida por: g(x,y) = (sen(z +y), cos(x +y)).

Notemos que f y g son continuas.

Ademds, |g(z,y)| =1 y |f(z,y)] = /5a? + 5y2.

Luego, para (x,y) € 082, resulta:
gz, )| =1 y |f(z,y)| = V5r.

. . 1 .
De modo que, si /51 > 1, es decir, 1 > —, se tiene:

\/g;
lg(z,y)| < |f(x,y)], en OQ.

Ast, por el ejercicio (6), se concluye que:

d(f +¢,Q,0) = d(f,Q,0). (3.11)

Como f~{0} = {(0,0)}, y

2 1
J¢(0,0) = '1 _2‘ = —b,
Tenemos, usando 2.10, que:
d(f,Q,0) = -1
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Empleando este resultado en 3.11, llegamos a que:

d(f +9,Q,0) = —1#£0.

Asi que, (f +g)7'{0} # 0.

Por lo tanto, existe (xq,yo) € Q tal que f(xo,v0) + 9(zo,v0) = (0,0), es
decir,

220 + Yo + sen(xg + yo) =
xo — 2yo + cos(xo + yo) =

0
0
8. Sean: f:R? - R?, dada por:

flz,y) = (2% = 3ay?, —y° + 32%y);

a=(1,0); Q= B((0,0);2).
Calcular: d(f,€, a).

Solucion: En primer lugar, es rutinario verificar que si (o, yo) € 02,
entonces, f(xo,yo) # a. Ahora, hallemos f~*{(1,0)}.

Ello nos lleva a resolver el sistema:

22— 3z’ =1
—y3 + 322y =0

Se obtienen las soluciones:

1 V3 1 V3
1 - — — ). 12
(10, (535 ¥ (-5-%) (312)
Como
32?2 — 3y? —6zy

= (322 + 3y?)?
(después de desarrollar el determinante y simplificar), tenemos que:
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Jp(a,y) > 0 si (,y) # (0,0).
En consecuencia,
sigJy(z,y) =1, si (z,y) # (0,0) (3.13)

Asi, tomando en cuenta 3.12, 3.18 y 2.10, llegamos a:

d(f.B(0;2),(1,0) =1+1+1=3.

9. Sea f:{x € R": |z| = r} — R™, con m < n; continua e impar.
Probar que f tiene un cero.

Solucion: Sea 2 = B(0;r) C R™. Por el corolario 3.2, tenemos que:
existe xo € 02, tal que:

f(xo) = f(—x0).
Pero como f es impar, resulta:

f(xo) = f(=x0) = — f (o)

- f(xo) =0, como queriamos probar.

10. Sean: Q C R", abierto y acotado; f € C(Q).

Supongamos, ademds, que eziste xg € ) tal que f satisface la siguiente
condicion de frontera:

“Si f(x) —xo = Ma — xo), para algin x € OS2, entonces, X\ < 17.
Probar que tal f posee un punto fijo.

Solucion: Veamos lo que ocurre con d(I — f+ xq, 2, xg), suponiendo que

Xo & (I— £ +xo,)(94),

ya que en caso de existir x € 02 tal que, (I — f + xg)(x) = xo,
o sea, v — f(x) + xg = g, resulta f(x) =z, y no tenemos mds nada
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que probar.
También, si fuese d(I — f + xo,$, x¢) # 0 se cumpliria:
(I = f+0)"{xo} # 0,
es decir, existe x € Q tal que: (I — f + xo)(x) =z .. f(x) = 2.
Supongamos entonces, que:
d(I — f+20,Q,20) =0 (3.14)
Ahora, definamos:
h:[0,1] x Q — R",
h(t,x) =tz + (1 —t)(x — f(x) + o)
Resulta que, h es continua; h(0,x) = x — f(x) + xo; h(1,x) = x.

Si, ademds, se cumpliera que:

xg # h(t,x), para todo t € [0,1] y para todo x € 0, (3.15)

tendriamos que h seria una homotopia admisible ( respecto a xg)
entre I — f+xy e I, lo cual, segin (d3), nos llevaria a:

d([ — f + Zo, Q,SL’(]) = d(I, Q,XO) = 1,

en contradiccion con 3.14. Luego, 3.15 no se cumple, y xo = h(ty, z1),
para algin ty € [0,1] y para algin z; € 0. O sea,

Ty — tol‘l + (1 — to)(l‘l — f($1> + ZL’(])
Luego,

xo = tox1 + o1 — f(21) + 2o — tox1 + tof(21) — too,

o sea, (1 —1to)(—f(z1)+ x0) =20 — 21,
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es decir,
(1 —to)(f(z1) — 20) = 21 — 70 (3.16)

Vemos que ty # 1, pues, en caso contrario, tendriamos: x; = xg
(absurdo, ya que x1 € 0 y xo € Q).

De modo que obtenemos (de 3.16):

1

f(!)fl)—l"o:l_to

(x1 — xp).

1
11—t
lo cual obliga a que ty = 0. Y esto ultimo, en virtud de 3.16, nos permite
concluir que:

Pero entonces, de acuerdo a “la condicion de frontera”, debe ser <1,

f(ifl) =T

11. Sea f : R* — R", funcidn de C'(R™), con Js(xz) # 0, en R", y
ademads
|f(x)] = +o0, cuando |x| — +oo.

Probar que f(R") =R™.

Solucion: El plan consiste en demostrar que f(R") es abterto y
cerrado, en R". Luego, como R"™ es conexo, concluiremos que

f(R") =R".
Empecemos por deducir que f es, localmente inyectiva.

En efecto, como f € CYR™) y Jg(x) # 0, para todo x € R, usando
el teorema de la funcion inversa, resulta la inyectividad (local)
de f.

Ahora, veremos que f es una aplicacion abierta, o sea, envia abiertos
en abiertos. En particular, resultard que £f(R™) es abierto en R™.
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Demostremos que dado xq € R", existe una bola B(xo; 1) tal que f(B(xo;1))
contiene una bola con centro f(xo).

Pasando a R" —zy ya f(z) = f(x+x0) — f(0), parax € R" — xy,
st es necesario, podemos asumir que

x9=0 Yy f(0)=0.

Elijamos un r > 0, tal que f,, ., es inyectiva.

Definamos

h:[0,1] x B(0;r) — R",

htz) = f <1L+tx) _y (-%tm)

Tenemos que: h es continua;
1 1
00,) = £ h(1.0) = f (o) - /(- 57)
(Notemos que h(1,e) es una funcion impar).

Por otro lado, de existir ty € [0,1] y xo € OB(0;r), tales que:
h(to, ZL’Q) =0 (317)

1 to
f(1+t0x°) :f<_1+t0x0)’

lo cual dado que f,,,, es inyectiva, implica que:

se tendria:

1 o

- = ——07
T+t 07 "1t

0 sea, o =0 (absurdo).

Luego, 3.17 no puede darse, y h es una homotopia admisible
(respecto a Q) entre f y la funcion impar h(1,e).
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Asi que, en virtud de (d3) y el Teorema de Borsuk, resulta:

d(f,B(0;r),y) =d(h(1,e), B(0;7),0) # 0, (3.18)
donde, y es cualquiera en B(0;«), con o = p (0, h(1,e)(0B(0;7))
(recordar 2.1 y que O ¢ h(t,e)(0B(0;r)) y que dB(0;r) es compacto)
Entonces, de 3.18 se sigue: f~{y} # 0, para todo y € B(0;q).

Es decir, dado y € B(0;«), existe x € B(0;r) tal que, f(x) =1y.

En otras palabras,
B(0; ) C f(B(0;7)).

Lo cual significa que f es una aplicacion abierta.

A continuacion, probemos que f(R™) es cerrado en R™.

Sea

Yo € f(R™). (3.19)

Entonces, existe (y,), sucesion en f(R™), tal que, yn — yo-
Tenemos que: para cada n, eziste x,, € R™, con y, = f(x,).

Resulta que (x,) es una sucesion acotada, pues en caso contrario, seria
|f(xn)| = |yn| — +o0 (absurdo, pues (y,), al ser convergente, es acota-

da).
Ast, (z,) posee una subsucesion (z,,) convergente, digamos,
Ty, — v € R".

Como f es continua, resulta:
f(an,) = f(2).
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Pero, también, y,, — yo
Es decir, y,, — f(x).
Luego, yo = f(7).

O sea,
yo € f(R"). (3.20)

De 3.19 y 3.20 resulta:

12. Sean: Q = (=3,6); n=1;

f:[-3,6] = R, g:[-3,6] = R
—9z —3<z<0
f(x) =2*— 62 g(z) =< =3z 0<z<3

Jr—18 3<2x<6

Calcular d(g,(—3,6),16).

Solucion: Grificamente, la situacion es:
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g¢C ((3,6))

T27

9(09) = ¢{~3,6} = {27,0}
a=p(16,{27,0}) =9
f €T ((~3.6))

9 o o
_ = — = — < —
‘f 9|0 1 1 3

o.d(g,(—3,6),16) = d(f,(—3,6),16)

= f
(Ver lo dicho al final del capitulo 2).

Ahora, usando 2.10, resulta:

d(f,(—3,6),16) =

Z sigJy(x) = sigJp(—2) = —1
wef-1{16}
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Apéndice

En esta parte final de la presente monografia haremos referencia, someramente,
a algunos casos no contemplados en nuestra incursion a la Teoria del Grado.

Por ejemplo, ;como se trata el caso en el que €2 no es acotado?.

Recordemos que en el caso 2 C R", acotado, lo importante era que obteniamos,
como consecuencia, que f~{y} era un subconjunto de S, compacto
(no olvidemos tampoco que y ¢ f(OS?) ). Ahora, en el caso: @ C R",
abierto, posiblemente no acotado, obtendremos que f~'{y} serd compacto, si
f mo crece demasiado rdpido. Mds precisamente, asumimos que:

fec@); S%plx—f(x)l <+oo;  y ¢ f(09)

Entonces, f~H{y} es compacto y d(f,QNQ,y) es el mismo entero, para todo
Q0 O Yy}, abierto y acotado. Asi, tenemos la siquiente extension de la
definicion de grado ya conocida:

Para Q2 C R™, abierto,

sea é(ﬁ) el conjunto de las funciones f : Q — R™, continuas, tales que,

sup |z — f(x)]| < +o0.
Q

Sea
M={(f,Qy): QCR" abierto; feCQ), y¢ f(OQ)}

Definimos: d: M —Z, por

d(f7Q>y) = d(f7QmQan)a

donde, Qo C R™ es cualquier abierto, acotado, que contiene a f~{y}.
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Ejemplo 3.1. Sean=1; Q= (1,+00);

fi[l,400) =R
flz)=2—-2

Tenemos que f~{0} = {2} y 00 = {1}. Entonces,
d(f, (1,+00),0) = d(f, (1,+00) N, 0),

donde, )y es un abierto, acotado, que contiene a {2}.

Llamemos ' = (1, +00) N Q. Resulta que d(f,,0) = sigf'(2) = 1. Luego,
d(f,©Q,0) = 1.

]
Al intentar extender las ideas de la Teoria del Grado al caso de funciones
definidas en espacios de dimension infinita, una serie de sorpresas comienzan
a aparecer. Por ejemplo.

Sea f : B(0,1) — B(0,1), continua, donde, B(0,1) es la bola unitaria,
cerrada, de algun espacio de Banach de dimension infinita. ; Tiene f un punto
fijo? A continuacion veremos que, en general, la respuesta es no.

Sea (5, el espacio de Hilbert de las sucesiones € = (e1,€9,... ,€p,...), de
“+oo

numeros reales, para los cuales E 2 converge.
i=1

La norma en (? es dada por:

Definimos T : B(0;1) — B(0;1), donde, B(0;1) = {c € £ : ||g]| < 1},

T(e)=(/1—ell?, e1,€2,... ,Eny...).

T es continua y la imagen de T estd contenida en 0B(0;1).
Esta t no tiene punto fijo.
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En efecto:

Supongamos que existe € = (e1,€2,... ,&p,...) € B(0;1), tal que T(c) = ¢.
Entonces:
1- ||5||2 =&1; &1 = &2, & =¢&3; &3 = &4, (>I<)

“+oo +00
Como ||e||* = Zaf = Za% < +o0.,
i=1 i=1

se deduce que, e1 =0 y € = 0. Pero esto contradice la primera igualdad en (x).
Asi que, T' no posee punto fijo. De paso, este ejemplo tiene dos consecuencias
importantes.

Una, que existe una retraccion continua de B(0;1) sobre su frontera.

Veamos, dado x € B(0;1), como T(x) # z, la recta que une a x con T(x)
intersecta a 0B(0;1) en dos puntos, T(x) y R(zx). La aplicacion que envia a
x en R(z) es continua, lleva a B(0;1) sobre su frontera, y R(x)=x, para
todo x € 0B(0;1).

Asi que, R es la retraccion requerida. La otra consecuencia del ejemplo
citado es: que no tiene mucha utilidad tener una Teoria del grado (en el caso
de dimensidn infinita) para todas las funciones continuas.

Por ejemplo, sean f,g:0B(0;1) — 0B(0;1), continuas,
donde, B(0;1) es la bola unitaria en ls.

Consideremos:
H :[0,1] x 0B(0;1) — 0B(0;1)

H(t,x) = R(t(f(z) + (1 = t)g(z) ),
donde, R es la citada retraccion que acabamos de presentar.
Entonces, H es continua, H(0,z) = g(x), H(1,z)=f(z).
Como 0 # H(t,z), para todo t € [0,1] vy para todo x € 0B(0;1) resulta
que H es una homotopia admisible (respecto a 0) entre f y g. De modo que,
de existir una Teoria del Grado en la cual valga la propiedad de invariancia

homotopica (d3), resultaria que: “Todas las aplicaciones continuas tendrian el
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mismo grado”, y esto mo haria muy util tal teoria.

La dificultad reside en el hecho que el conjunto de las aplicaciones continuas,
en espacios de dimension infinita, es muy grande.

Ahora bien, en muchos de los problemas en ecuaciones diferenciales surgen
aplicaciones, entre espacios de Banach, que tienen otras propiedades, ademds
de la continuidad, por ejemplo, la compacidad, y para ellas si se puede
construir una teoria del grado que sea util. Precisemos:

Sean: X e Y, espacios de Banach; D C X,
T:D —Y es compacta, si

a.- es continua.

b.- para cada B C D acotado, se tiene que T(B) es compacto.
Ahora bien, si Q C X es abierto, acotado y T : Q — X es una apli-
cacion compacta, entonces, dada ¢ > 0, ewxisten: un subespacio
F C X, condim F < 400, y una aplicacion compacta. T. : Q — F, tal
que: | Tz — T.x|| < e, para todo x € Q.

Esto permite presentar, la, asi llamada, Teoria del Grado Topologico de
Leray-Schauder. FEste grado serd definida para perturbaciones
compactas de la identidad, o sea, para aplicaciones ¢ = I — T, donde,
T :Q — X es una aplicacion compacta, con Q C X, abierto, acotado, y X
un espacio de Banach.

Definicién 3.1. Sea T : Q — X, compacta, tal que T(Q) estd contenida en
F C X, de dimension finita; secan: ¢ = [ —T; p € F, con p ¢ p(90).
Entonces, definimos:

d(p, Q,p) = d(¢p, ., LN F,p),

donde, el grado (en el lado derecho) es el grado de Brouwer, que ya conocemos.
Se prueba que d no depende de F, o sea, que d estd bien definido (Ver [8]).
Las propiedades del Grado de Leray-Schauder se deduden en forma andloga a
como fueron deducidas las propiedades del grado de Brouwer.
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