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Introduccién

Esta monografia, en realidad, es un viaje, o paseo, por algunos espacios
maravillosos de la Matemaética. Nos toparemos con teoremas fundamentales
de la Matematica y algunas aplicaciones de los mismos.

Para mi ha sido placentero este deambular por la Aritmética, el Algebra y
el Anélisis.

Con la esperanza de que este sencillo material sea de utilidad, sobre to-
do a los alumnos de nuestra Licenciatura, solo les pido que observaciones y
sugerencias, sean enviadas a : jesusp@ula.ve

Mérida, marzo de 2008.
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Capitulo 1

Teorema Fundamental de la
Aritmeética.

Al hacer una presentacion formal del conjunto de los nimeros naturales,
N = {0,1,2,3...}, debemos recurrir a los axiomas de Peano (matematico
italiano, 1858-1932):

P)) El objeto 0 (cero) pertenece al conjunto N, 0 € N.

(P1)

(P,) Siz € N, existe (y es unico) s(z) € N (el sucesor de x).

(P;) Para todo z € N, es s(z) # 0 (0 no es sucesor de otro niimero natural).
(P4)

Py) Si s(x) = s(y), entonces, x = y (un nimero natural no puede ser sucesor
de dos naturales distintos).

(Ps) Si A es un subconjunto de N, tal que:
i) 0 e A
ii) a € A implica que s(a) € A,

entonces, A = N.

Nota 1.1: Después de definir la suma (+) y el producto (.), en N, se demuestra
que: s(x) =z + 1, para todo x € N (ver [1], pag. 33)

A partir de (Ps), podemos deducir el

Primer Principio de Induccién Completa:

1



2 CAPITULO 1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA.

Sea mg un numero natural, y supongamos que para cada natural n > nq,
hay asociada una afirmaciéon A,,. Admitamos que sea posible probar que:

i) A,, es verdadera

ii) Para cada natural k > ko, si Ay es verdadera, entonces A, ; también
es verdadera.

En estas condiciones, A,, es verdadera, para todo n > ng.
Demostracion:

Sea S = {n € N: A, es verdadera }. Tenemos que, segun i), 0 € S.
Supongamos que k € S.

Luego, A, 1 es verdadera.

Ahora, en virtud de ii), resulta que A, .11 también es verdadera; de modo
que: k+1€S.

Asi, S satisface las condiciones del axioma (Ps).
Conclusion: S = N. n
Ejemplo 1.1:

a) Demostrar que 2'" — 1 es multiplo de 15, para todo ntimero natural
n > 1.

b) Demostrar que 2" > 2n + 1, para todo nimero natural n > 3.
Solucién:

a) En este caso, A, significa:
21" _ 1 es multiplo del5.
Luego, A; es la afirmacion:
21 _ 1 es multiplo de 15, la cual es verdadera.
Supongamos ahora que:
2% _ 1 es maltiplo de 15, con &k > 1. (1.1)

Queremos ver si, entonces, 2*&+1D — 1 también es miltiplo de 15.



Pero,
10D — 1 = 2% 2t —1 = 2% (154+1) — 1 = 2" .15 + 2%-1 (1.2)

En (1.2), el primer sumando, obviamente es miultiplo de 15, y el segundo
también lo es, en virtud de (1.1).

Asi, 2441 _ 1 queda expresado como suma de dos miltiplos de 15, por
lo cual, también es miltiplo de 15, como queriamos probar.

b) Tenemos que, A,, quiere decir:

2" >2n+1, para n >3
Asi, A3 nos dice:

2% > 2.3 + 1,10 cual es verdadero.
Supongamos que Ay es cierto, para k > 3, o sea,
2k > 2k + 1, k>3 (1.3)
Queremos saber si (1.3) implica que
okl > 2(k+1)+1, para k>3
Ahora bien, multiplicando ambos miembros de (1.3) por 2, llegamos a:
2F > 4k + 2

O sea,
2F+1 > 2k 42k + 2 (1.4)

Pero, como k > 3, resulta que 2k + 2 > 3. Usando este tltimo resultado en
(1.4), llegamos a:

2FHL > ok + 3 = 2(k+1)+1, como queriamos.

Ahora, a partir del Primer Principio de Inducciéon completa, obtendremos
un notable resultado, conocido como Principio de Buena Ordenacion (que
abreviaremos como P.B.O):

Todo subconjunto A C N, no vacio, posee un elemento minimo.
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Demostracion: Sea X el conjunto de todos los nimeros naturales n, tales
que {0,1,2,...n} CN— A.

Asi, 0 € X significa: 0 ¢ A; y si ng es tal que nyg € X, entonces, ng ¢ A,y
0,1,2,...,n9 — 1 tampoco pertenecen a A.

No olvidemos que queremos probar que A tiene un elemento minimo.

Si 0 € A, no tenemos méas nada que probar, (0 seria el elemento minimo de
A).

Supongamos, entonces que 0 ¢ A, luego, 0 € X.
También resulta que X # N, pues X CN - Ay A # (.

Asi, en virtud de (Ps), concluimos que: existe un nimero natural my tal
que, mp € X 'y s(mg)=mo+1¢X.

De modo que,
mo+1€A y {0,1,2,...,mo} CN— A,
En otras palabras, mg + 1 es el elemento minimo de A. "

Veamos a continuacion, que el P.B.O implica el Primer Principio de in-
duccién completa.

En efecto, sea P una propiedad, referida a los nimeros naturales.
Supongamos que:

e 1ng tiene la propiedad P.
(1.5)
e Si n >ng verifica la propiedad 7P, entonces,

n-+1, asu vez cumple con dicha propiedad.
Consideremos

Y ={neN,n>ng:nnocumple P}

Supongamos que Y # ().

Aplicando el P.B.O, deducimos que Y posee un elemento minimo (llamé-
moslo mg). ;Que podemos decir acerca de mg?

mo € Y (16)



(O sea: mg >ng 'y mpno cumple P)

Asi que, mas precisamente, mg > ng. Luego, m, — 1 es un niimero natural,
tal que m,—1 > n, y, ademas, my—1 ¢ Y (ya que mg es el elemeneto minimo
de Y) Pero entonces, mg — 1 cumple P. Y, ahora, utilizando (1.5), llegamos
a que: mg cumple P (en contradiccion con (1.6))

Por lo tanto, Y = (). O sea, para todo n > ng se cumple P "

En seguida, a partir del P.B.O, obtendremos el: Segundo Principio de
Induccién Completa:

Supongamos que para cada nimero natural n > ng, hay asociada una
afirmacion A,

Si A, es verdadera, y podemos probar que la veracidad de Ay

(para ny < k <n) implica la veracidad de A, (1.7)
entonces, A, es verdadera, para cualquier n > ng.
Demostraciéon: Sea S ={neN:n>mnyy A, es falsa }
Debemos demostrar que S = ().
Supongamos que S # ().

Entonces, de acuerdo al P.B.O, S tiene un elemento minimo (designémoslo
por mg). Tenemos que:

mo>ng y Apm, es falsa. (1.8)

Como A, es verdadera, concluimos que mgy > ng. También, para todo k,
con ng < k < mo, es Ay verdadera (por la minimalidad de my).

Luego, segtun (1.7), A,,, es verdadera, en contradicion con (1.8). De modo
que S =), y A, es verdadera, para todo n > ny. .

A continuacion probaremos que el segundo Principio de Induccion tiene
como consecuencia el P.B.O.

Efectivamente, sea A C N, no vacio. Demostraremos que A posee un
elemento minimo.

Si 0 € A, no necesitamos hacer mas nada.

Supongamos entonces, que 0 ¢ A. Sea X, el conjunto de los nimeros
naturales n, tales que {0,1,2,...,n} C N — A. (Notemos que 0 € X).
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Como X C N —Ay A+#0, deducimos que X # N.

Entonces, en virtud del Segundo Principio de Induccion Completa, debe
existir un mgy € N, tal que, X contiene todos los niimeros naturales menores
que mg, pero mg ¢ X (luego, mg > 0).

Es decir, mg € Ay 0,1,2,...,mg— 1 no estan en A. Esto significa que my
es el elemento minimo de A. "

En resumen, ha quedado probado que: el Primer Principio de Induccion
Completa, el P.B.O, y el Segundo Principio de Inducciéon Completa son
equivalentes entre si. "

El proximo Principio es de enunciado muy sencillo, pero de gran importan-
cia, conocido como el Principio del nido de las palomas:

Si n+1 palomas son colocadas en n nidos, entonces, por lo menos, un nido
deberé tener 2 6 mas palomas. En efecto, si el nimero maximo de palomas, en
cada nido, fuese 1, estarian distribuidas, a lo sumo, n palomas (contradiccion).

Este principio también es llamado: Principio de las gavetas de Dirichlet,
por el hecho de ser usualmente, enunciado asi: Si colocamos n objetos en un
niamero r de gavetas (con r < n), entonces por lo menos, una gaveta debera
contener, al menos, dos objetos.

Una forma més general de enunciar el citado Principio es:

"Si n nidos son asignados a n.k+1 palomas entonces, por lo menos, un
nido albergara, al menos, a k41 palomas"

Efectivamente, si cada nido abrigara, a lo maximo , a k palomas, se ten-
dria, a lo sumo, un total de n.k palomas, lo cual es contradictorio.

Ejemplos:

1.1) Una gran ciudad tiene 5.000.011 habitantes. El niimero méaximo de
cabellos que puede crecer en una cabeza humana es de 500.000. Demostrar
que hay, al menos, 11 habitantes, de la citada ciudad, con el mismo nimero de
cabellos.

Solucion: En este caso, k+1 =11 .. k=10; n = 500- 001 (un "nido"para
las personas de 0 cabellos, un "nido"para las personas de un cabello, ..., un
"nido"para las personas de 500.000 cabellos)

Luego, n.k + 1 = 500011.



De manera que, una aplicacion directa de la dltima version dada del Prin-
cipio que nos ocupa, prueba lo afirmado.

1.2) Demostrar que si se marcan 5 puntos, al azar, en la superficie de un
cuadrado, de lado 2cm, por lo menos, uno de los segmentos marcados, tiene
longitud menor o igual a v/2cm.

Solucién: Dividamos el cuadrado dado, en cuatro cuadrados, de lado 1cm.
(éstos seran los "nidos": n—=4). Como hay 5 puntos (5 "palomas"), entonces,
en alguno de los 4 cuadrados caeran, al menos, dos de dichos puntos.
Cualquiera que sea la ubicacion de dichos puntos en el cuadrado (de lado
lem), la longitud del segmento formado sera menor o igual que la longitud de
la diagonal del cuadrado, la cual es v/2cm.

1.3) Diremos que un punto (z,y), de R?, es “entero” si sus coordenadas son
enteras. Por ejemplo, (1,7),(—2,5), (0,32), son todos “enteros”. Mientras que,
(g,?), (8, _?2), no lo son. Consideremos, al azar, 5 puntos “enteros”, de R2.
Demostrar que el punto medio de alguno de los segmentos que unen parejas

de esos puntos, es “entero”.
Solucién: consideremos los cuatro "nidos"siguientes:

ni= {(x,y) € R?: (z,y) es “entero”, x par, y par}

ne= {(z,y) € R*: (z,y) es “entero”, x impar, y par}

(2,9) (2,y
(2,9) H(z,y)

n3= {(z,y) € R?: (x,y) es “entero”, x par, y impar}
(2,9) :(z,y)

ny= {(x,y) € R?: (z,y) es “entero” , x impar, y impar}

Entonces, por el principio del nido de las palomas, al menos dos de los
puntos “enteros” dados, caen en el mismo "nido", digamos, (x1,41), (22, y2).

Como par + par da par e impar + impar da par, resulta que:

T1+ T o Y1+ Y2
2 2

son enteros; o sea , el punto medio del segmento determinado por (x1,y;),
(x2,y2) es “entero”.

Es inmediato ver que, con s6lo 4 puntos no es cierta la conclusion;
consideremos, por ejemplo, los puntos: (2,2), (1,1),(2,3) y (1,4) u

El concepto siguiente es uno de los méas importantes en toda la Matemaética.
Se trata de Los ntimeros primos.
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Ellos son los "ladrillos" de construcciéon, a partir de los cuales, los otros
enteros son formados, multiplicativamente.

Recordemos que un niimero natural, mayor que 1, y que sélo es divisible
por 1 y por él mismo, es llamado nimero primo.

Los niimeros primos son: 2,3,5,7,11,13,17,... Un nimero mayor que 1, y
que no es primo, sera llamado compuesto.

Cada uno de estos nimeros se puede descomponer, progresivamente, en
factores hasta llegar finalmente a tener solo factores primos. Por ejemplo, se
puede descomponer 120 en 12 - 10; 12 como 2 -2 - 3, y 10 como 2 - 5, para
finalmente obtener:

1200=2-2-3-2.-5=2%.3.5.
También pudimos haber procedido asi:

120 =8-15; 8=12-2-2; 15=3-5,de donde, 120 =2-2-2-3.5 = 23.3.5.
El obtener el mismo resultado en ambos casos , parece obvio porque estamos
acostumbrados a ello.

Damos por sentado que, si descomponemos en factores un nimero entero,
hasta donde sea posible, obtendremos siempre los mismos factores; no
importa como realicemos la descomposicidn.

Consideremos ahora, un nimero mayor, por ejemplo, el 18.833. Después de
mucho tabajo llegariamos a que es igual a 37 - 509, y que estos factores son
primos. Pero, ;como saber si hay, o no, otra factorizacion del ntiimero 18.833,
completamente distinta a la mostrada?

La respuesta a esta inquietud nos la dara el Teorema Fundamental de
la Aritmética, que analizaremos un poco mas adelante. Por los momentos
para liberarnos de ideas preconcebidas, consideraremos un sistema numeérico
que no es el usual.

Nuestro "nuevo" sistema numérico, denotado por Z[/—5], va a estar cons-
tituido por los elementos de la forma a + by/=5, con a,b € Z. (Tenemos asf,
un subconjunto de niimeros complejos, con las operaciones de suma y multi-
plicacion, usuales, de C).

Nos serd muy ttil la nocion de norma de un elemento de dicho sistema:
N(a + by/—5) = a® + 5b? (esta expresion se obtiene multiplicando a + by/—5



por su conjugado, a — bv/—5). Sucede que en Z[\/—5], se cumple:
21=3-7

y también,
21 = (1 +2v/=5) - (1 — 2v/=5). (1.9)

De manera que si logramos probar que, en Z[v/—5], los elementos:
3,7,1 4+ 2y/=5,1 — 24/=5, son irreducibles (lo que sustituye la nocion de
primos, de nuestro sistema ordinario), entonces (1.9) nos indicaria que hay
dos diferentes factorizaciones del ntimero 21, en Z[\/=5].

Supongamos que 3 = «a.(3
Ahora bien, una computacion directa muestra que se cumple:

N(a.) = N(a).N(B), cualesquiera sean «, 3 € Z[v/—5]

Asi que,
O sea,
Por lo tanto,

Supongamos que
a=a+b/=5
Entonces, si N(a) = 1, se tendria:
a® + 50 = 1.
Luego,b=0 ya==£1 .. a==1
Por otro lado, el caso N(a) = 3 queda descartado, ya que no puede tenerse
a*+5¥ =3, con a y b enteros.
Si N(a) =9, entonces, es N() = 1, y resulta g = £1.

En todo caso, no se obtiene una factorizacion (no trivial) de 3, en Z[/—5],
asi como en el sistema nimerico ordinario no se considera 3 =1 -3, como una
factorizacion del 3. En otras palabras, 3 es irreducible, en Z[\/—5].

Un argumento similar prueba que 7 es irreducible, en Z[y/—5]
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Supongamos ahora que:

14+2vV-5=7~.0

Entonces
21 = N(1+2v—=5) = N(v.0) = N(v).N(9)
Luego,
N(v)=1, 3, 7 o 21
Sea
v =m+ny-5.
Entonces
N(y)=1 implicaque m=+1 y n=0 .. ~vy==1

Si fuera N(vy) = 3 resultaria m? + 5n* = 3, lo cual no se cumple, para
valores enteros de m y n.

Anéalogamente, si N(v) = 7, llegamos a una contradiccion.

Finalmente, para N(y) = 21, se obtiene N(d) = 1, lo cual implica que
0= =+l1.

De modo que, 1+ 2y/—5 es irreducible, en Z[\/—5]
Similarmente, 1 — 21/—5 es irreducible, en Z[\/—5].

Conclusidn: 21 es factorizable, de dos maneras diferentes, como pro-
ducto de irreducibles, en Z[v/—5].

Un hecho como ese no podra ocurrir en el sistema niimerico ordinario, pues
una particularidad del mismo es que la descomposicion en factores primos
es unica. Ademas, los nimeros primos son suficientes para generar todos los
nimeros naturales. Este es el contenido del Teorema Fundamental de la
Aritmética:

Todo nimero natural, mayor que 1, o es primo, o se escribe de modo tinico
(salvo el orden de los factores) como un producto de factores primos.

Para demostrarlo, necesitaremos dos lemas.
Denotaremos por P = {2,3,5,7,...} al conjunto de los niimeros primos.
Lema 1.1: Sean: pe P,y m,n € N— {0}

Si p divide a m.n, entonces, p divide a m 6 p divide a n.
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(Este lema lo encontraremos, ya, en Los Elementos de Euclides, proposicion
30, libro VII).

Demostracion: Asumimos que p divide a m.n, pero que no divide a m.
(También se dice en este caso que p y m son primos entre si. Ver [2], paginas
60-61). Entonces, existen r, s € N, tales que:

rp—sm=1

Por lo tanto
rpn —smn =mn (1.10)

Ahora, p divide al primer miembro de (1.10). Por lo tanto, p divide a n. =
Lema 1.2: Sean: p,qi,q,...,q, € P.

Supongamos que p divide a ¢1.qz .. . qy.

Entonces, p = ¢;, para algin j € {1,2,...,n}.

Demostraciéon: Usaremos el Primer Principio de Induccién Com-
pleta.

Si n=1, lo afirmado es cierto, pues tenemos que p es un divisor de ¢,
diferente de 1, es decir, p = ¢;.

Asumamos ahora, que el resultado es valido para cualquier

producto con k factores (hipotesis inductiva) (1.11)

Escribamos:
q1-92 - - - Qr+1 = (CJ1-C]2 .- -Qk)-QkH

Como p divide a este producto tenemos, segin el lema 1.1, que p divide
a q1.qa...qx 0 p divide a qgyq. O sea, p dividea ¢1.q2...qx 6 p = Qri1-

De modo que si usamos, ahora, (1.11) podemos afirmar:
p=gq;, paraalgin jc {1,2,...,n}
]

Ya estamos en condiciones de demostrar el Teorema Fundamental de la
Aritmética.

Recordemos lo que dice: Sea n € N, con n > 1. Entonces, existen nimeros
primos (inicos) p1 < po < ... < p;, tales que: n = py.ps...p;.
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Demostracién:
a) Existencia de la descomposicion de n.
Si n fuese primo, basta escoger p; = n.

Supongamos entonces que n ¢ P. Como n es un nimero compuesto, existe
d e N, tal que: 1 <d < ny ddivide a n, digamos, n = d.n;.

Luego, también tenemos que : 1 < ny < n. Ahora, vamos a utilizar el
Segundo Principio de Inducciéon Completa, cuya hipotesis inductiva consiste
en admitir que: todo niimero menor que n puede ser escrito como un
producto de primos. Por lo tanto, existen:

1,72, s Tm, q1, G2, - - -, Qs € P, tales que,

d=ri.r9...Tm; ny=q1-qo-..qs
Asi,
n=mry.1r9...".q1.92 . . . gs
Es decir, n también puede ser escrito como un producto de primos.
b) Unicidad de la descomposicion n = py.ps. .. .. D;
Supongamos que n posee dos descomposiciones en factores primos, digamos,
n=pi.p2....Pk =q1.92- .. .qi.
Sin pérdida de generalidad, asumamos que [ > k. Como p; divide a ¢1.¢s. . . .. q,

aplicamos el lema 1.2, y concluimos que existe j € {1,2,...,1}, tal que p; = g;.

Reordenando los indices de los g5 (si es necesario) podemos suponer que
p1 = q1, para obtener:

p1-p2..-Pr = DP1-92---41,
luego,
P2 -Pk=4q2---qQ
Continuando con este razonamiento, llegamos a que, para todoi € {1,2, ...k}
existe j € {1,2,...,1}, tal que p; = ¢;.

Asi, reordenando los indices de los gy (si es necesario), podemos asumir
que:
pi = ¢, paratodo i€ {1,2,... k}

Si [ = k, la demostracion habra terminado.

Sea, entonces [ > k.
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En este caso, llegaremos a que:

P1.P2...-Pg =P1-P2 - -Pe-Gk+1---4q

lo cual implica que,
1=qrs1...q, absurdo

Por lo tanto, concluimos que [ = k, y que p; = ¢;, paratodoi € {1,2,...,k},
quedando establecida la unicidad de la descomposicion. "

Observacion: En la descomposicion de un nimero natural n, en la for-
ma indicada por el Teorema Fundamental de la Aritmética, es posible que
tengamos repeticion de algunos primos. Es comin reagrupar estos factores
primos y escribir:

n=pi'.py* ... P

Donde los p;s son distintos, y a; es un natural que cuenta el niimero de
veces que el primo p; aparece en la factorizacion de n.

A estas alturas, surge una cuestiéon natural: ; Cuantos elementos tiene P?
Euclides, en los Elementos, libro IX, nos dice:

"El conjunto de los niimeros primos es infinito"

Demostraciéon: Supongamos que P es finito, digamos,
P=A{P,P,,..., P}
Consideremos el nimero
u=P.Py...P,+1.

Este u no puede ser primo, pues u > P, para todo i € {1,2,...,k}.

Entonces, en virtud del Teorema Fundamental de la Aritmética, existe
P; € P, tal que P; divide a u.

Luego, podemos escribir, para algiin m € N,
u=P.P...P,+1=m.F;,
lo cual implica que:
l=m.Pj—P.Py,...P,=P;j.(m —P.Py...Pj_1.Pj1;...P).

O sea, P; divide a 1 (absurdo).
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Conclusiéon: P es infinito. n

A continuacién veremos dos proposiciones en las cuales se utiliza el Teo-
rema Fundamental de la Aritmética, ambas tienen que ver con numeros irra-
cionales: una, con el nimero v/2; otra, con el nimero e, base de los logaritmos
neperianos.

He aqui, la clasica prueba de que v/2 es irracional:

Supongamos lo contrario, es decir, que existen m y n, naturales, tales que
B = V2, en donde, se utiliza la (tinica) expresion de m y n, respectivamente,
como producto de ntimeros primos, y ademas, suponemos que hemos cancelado
ya, aquellos factores comunes a ambos. O sea, m y n son primos entre si.
Como () = 2 obtenemos: m?* = 2n?, o sea, m? es par, lo cual implica que m
es par.

Asi podemos escribir: m = 2k, para algun natural k.

m? = (2k)* =2n* . 4k* =207 . n®=2k%

Luego, también n es par.

Pero entonces hemos llegado a una contradiccion: 2 es factor comin de m
y n, sabiendo, de antemano, que ellos eran primos entre si.

Luego, no pueden existir tales m y n.
Conclusion: /2 es irracional. n

Ahora bien, v/2 es solucién de la ecuacion
2 —-2=0

Lo cual se expresa diciendo que /2 es un irracional algebraico, para
diferenciarlo de los irracionales trascendentes (como e, ), que no pueden
ser soluciones (raices) de ecuaciones polinomicas con coeficientes enteros. (Para
analizar la irracionalidad de e y m, ver [3], volumen 2).

Charles Hermite (1822-1901), matemético francés, en 1873 demostro la
trascendencia del nimero e. Sin embargo, no tuvo éxito en demostrar que 7 es
trascendente, hecho logrado por el matematico aleman Ferdinand Lindemann
(1852-1939), en 1882, con lo que quedd resuelto, definitivamente, el problema
de la cuadratura del circulo, de un modo negativo, es decir, tal problema no
se puede resolver con regla y compas.
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Resumiendo entonces, ni e ni m pueden ser raices de una ecuacién alge-
braica, con coeficientes enteros:

Qo+ a1z + ax® + ...+ ax" =0,

No importa lo grande que sean los enteros ag, ay, as, ..., a,, y el grado n.

Lo esencial es que los coeficientes sean enteros. Aunque seria sufi-
ciente, sin embargo, decir racionales, puesto que siempre podemos convertirlos
en enteros, multiplicando por el minimo comtn multiplo de los denominadores.

En el curso de la demostracion de la trascendencia del ntimero e, usaremos
propiedades sencillas de los nimeros enteros, como la divisibilidad, y el hecho
de que existen infinitos nimeros primos. El plan de la demostracion es el
siguiente:

Supondremos que:

ap + are + ase’ + ...+ ane” =0, (1.12)
donde, ag # 0, con ag,a,as, ..., a, enteros.
Escribimos
M+ ¢ My + € M, + ¢
e Mt _Mote o Mte g
M M M
donde, M, My, My, ..., M, son enteros, y 57, 3, - -, 35 son fracciones positivas

muy pequenas. Entonces usando (1.13) y multiplicando por M, llegamos a que
(1.12) toma la forma:

(apM + a1 My + ...+ a, M) + (a1€1 + ases + ... + ane,) =0 (1.14)

El primer paréntesis, en (1.14), encierra un nimero entero (que veremos,
es diferente de cero). En cuanto a la suma encerrada en el segundo parén-
tesis, probaremos que es una fraccién propia (denominador mayor que el
numerador) positiva. Tendremos asi, una contradiccidn:

Un namero entero, diferente de cero, agM—+aMi+...+a,M,, aumentado
en una fracciéon propia, ai€; + ases + ...+ a,€,, da como resultado el niimero
cero. Asi, la igualdad (1.12) no puede ser posible.

En el camino, usaremos el hecho siguiente: si un nimero entero k no es
divisible por un cierto namero (distinto de cero), entonces k no puede ser
cero (puesto que cero es divisible por cualquier nimero, no nulo).
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Probaremos que M, Ms, ..., M,, son divisibles por un determinado nimero
p, pero que p no divide a ayM. Entonces, p no divide al ntumero
aoM + a1 My + as My + ... + a,M,. En consecuencia, esta tltima suma es
diferente de cero.

Una gran ayuda, en la ruta hacia nuestra meta, la proporcionara una inte-
gral creada por Hermite:

A
M_/O T dz, (1.15)

donde, n es el que aparece en (1.12), y p es un niimero primo, suficientemente
grande.

Usaremos la siguiente notacion:

Y Pl GRSV I W
M, = /A = d (1.16)
BN CE [ W et
o = /O = d (1.17)

Ahora, la demostracion en detalles:

Empecemos con la funcién gamma:

+oo
[(w) :/ ez,
0
de la cual sabemos que si @ es natural, entonces:

I'(p) = (n— 1! (1.18)

Con (1.18) podemos evaluar facilmente la integral de Hermite. Veamos:
(z=1D(z=-2)...z=n)PP=["+...+(=1)"]P ="+ ...+ (=1)"(n!)P,

donde, s6lo hemos escrito los términos de mayor y menor grado, respectiva-
mente; el valor de la integral de Hermite sera:

_1\n 1\p 0 np+p ) too
M= (D" () / 27 ez + Z G )'/ 271 e dz,
0 0

(p—1)! o -1
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donde, las Cj/; son constantes enteras que se deducen del desarrollo del poli-
nomio [(z—1)(#—2)...(z—n)]P. Aplicando ahora, a cada una de las integrales,
la formula (1.18), obtenemos:

ey -1 TG (G
V== X o

Jj=p+1

Como, en la sumatoria, el indice j es, siempre, mayor que p, resulta que:

es un entero miiltiplo de p

Asi, sacando p como factor comin de toda la suma, llegamos a:
M= (=1)" ()" +p [Cpis + Cpalp+ 1)+ Cpa(p+ D)(p+2) +..]

De modo que, si tomamos p, primo, suficientemente grande, obten-
dremos que p no divide a (—1)"(n!)? y, en consecuencia, p no divide a M.

. v i
Como ademaés, ag # 0, vemos que si escogemos p mayor que |ag|, entonces
ap no es divisible por p.

En fin, el producto agM no sera divisible por p, primo, suficientemente
grande.

Estudiemos ahora, los nimeros My, con A € {1,2,...,n}. (No olvidemos
que queremos ver lo que sucede con agM + ay My + ... + a,M,).

Nos remitimos a (1.16), e introducimos el factor e*, bajo el signo integral.
Tomemos, a su vez, § = z — A, como nueva variable de integracion. Resulta:

MA:/H’" BN BAEN-D(B+A=2)...0...(B+A—n)
0 (p—1)!

Esta expresion tiene una forma analoga a la (1.15).

e Pdg

Si multiplicamos los factores del integrando tendremos una suma de poten-
cias, con coeficientes enteros, de los cuales, el de menor grado sera (GP.

La integral del ntimerador sera, por lo tanto, una combinacién lineal de las
integrales:

—+00 “+00

+oo
8 e0dg, 8 e Pdp, ..., / BoHIP1 ~Ag,
0

0 0
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Las cuales, segin (1.18), son iguales, respectivamente, a :

pl, (p+ DL (p+2)L ..., [(n+1)p —1]%
de manera que:
My = Py
donde, Ay es un entero, y A=1,2,...,n.

En otras palabras, cada M), es un entero, mualtiplo de p.

De modo que, en agM + a1 M; + ...+ a,M,, todos los sumandos, excepto
aoM, son divisibles por p ; luego, agM 4+ a; My + . . . + a,,M,, no es divisible por
p, y consecuentemente, es distinto de cero.

.Y qué ocurre con ai€q + asex + ...+ an€,7
Segin (1.17),
EA:/*ﬁ1Kz—nu—2y~@—nw;,ﬁwz
0 (p—1)!

Probaremos que estos €y, pueden hacerse tan pequenos como se quiera, si
elegimos a p adecuadamente. Hasta ahora, las condiciones exigidas a p son:
que sea primo, mayor que n, mayor que |ag|; requisitos que son llenados por
infinidad de nimeros primos, suficientemente grandes.

Sean: G y g, los maximos, respectivos, de los valores absolutos de
2z—1)(z=2)...(z=n) v (z=1)(2—2)...(¢—n).e ™™ en [0,n]
Luego,
2(z=1)(z2—=2)...(z =n)| <G v [(z=1)(2=2)...(z—n)-e | < g,
para 0 < 2z < n.

Entonces,

A p—1 p—1
kﬂg/G Dy, < & DA (1.19)
o (p—1) (p—1)!

Ahora bien, como G, gy y A no dependen de p, y, ademés, (p — 1)! crece
mas rapidamente que GP~! (piénsese en la convergencia de la serie Zfoo %’f),
la fraccion,

Gr-1
(p—1)V
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llega a ser, para valores de p suficientemente grandes, més pequena que cualquier
e > 0 dado.

Asi, tomando en cuenta (1.19), podemos lograr que cada uno de los ¢
llegue a ser tan pequeno como deseemos, eligiendo p suficientemente grande.

Luego, podemos conseguir que ai€; + ases + . .. + a,€, sea arbitrariamente
pequena.

Efectivamente,
‘a1€1 + ag€x + ...+ a/nen‘ < |a1||€1| + |a2‘|€2‘ +...+ ‘a/nHEn‘ <

Gr-1
(p—1)!

Ya que la suma entre paréntesis no depende de p, resulta que,

(laaf - 1+ [ga] +[azl - 2+ |gal + ... + [an] - 7 - |gnl)

a1€1 + ag€ey + <. Ap€p,

puede ser tan pequena como queramos y, en particular, en valor absoluto,
menor que 1.

Asi que, (1.14) nos proporciona una contradiccion:

Un nimero entero, distinto de cero, incrementado en el valor de una
fracciéon propia, da como resultado el nimero cero.

Conclusién: e es trascendente.
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Capitulo 2

El Teorema Fundamental del
Algebra.

En su tesis de doctorado en la Universidad de Helmstadt, escrita a los 20
anos de edad (en 1797), Gauss di6 la primera demostracion plenamente satis-
factoria del Teorema Fundamental del Algebra. Newton, Euler, D’Alembert y
Lagrange habian hecho tentativas, frustradas, de probar ese teorema. Casi 20
anos después, en 1816, Gauss public6 dos nuevas demostraciones, y mas tarde,
en 1850, una cuarta demostracion.

Teorema Fundamental del Algebra:
Todo polinomio
f(Z) = anzn + an—lzTh1 + ...+ a2 + ag,

donde, cada a; es un nimero complejo, a, # 0 y n > 1, tiene una raiz, o sea,
existe un nimero complejo zp, tal que: f(zy) = 0.

Demostraciéon: Sin pérdida de generalidad, suponemos n > 2. Tenemos:

If()| = lan 2"+ an_1 2"+ ... +ay 2+ ag
> lay 2" = |an_1 2" P4 .. a2+ agl

|an 2| |ai| |ao| }

A T e T

> lag] [2]"  [o"! [|an_1| ;

> lag] [2]" = | [\ann anal ot ] + w],

= |z\"’1[||an\ |z| — R], para |z| > 1,

21
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donde, |z| > 1y R = |ap_1| + |an_2| + ...+ |a1| + |ao|-
Asi que,

1
If(2)| > |2|™", para |z]| > méx{l RL} (2.1)

" fan]
Sea Fy = [f(0)] = [aol
Entonces, de (2.1) se sigue que: existe T' > 0, tal que,
|f(2)| > Py, para |z|>T. (2.2)
(Recordar que n — 1 > 1y que |z|"! — +o0, si |z| — +00).
Consideremos D = {z € C: |z| < T}.

Resulta que D es un subconjunto cerrado y acotado de C = R?; luego, D
es compacto (Teorema generalizado de Heine-Borel. Ver [4]).

Como la funcion |f| : D — R es continua, entonces, |f| alcanza un valor
minimo, en algin punto zy € D.

De modo que,
|f(z0)| < |f(2)|, paratodo z¢€ D.

Pero, por (2.2), para todo z ¢ D, se tiene:

|f(2)] > Py = |f(20)-
En consecuencia,

|f(20] < |f(2)|, paratodo =€ C. (2.3)

A todas estas el lector ya sospechara que el z; es la raiz buscada. Y es
aqui, donde viene una jugada magistral:

Hacemos una traslacion, al definir:
P(z) = f(z+ 2).
De manera que segun (2.3), queda:

|P(0)] <|f(2)|], paratodo z¢€ C. (2.4)
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Y el problema de probar que f(zp) = 0, se convierte en demostrar que,
P(0) =0.

Pero,
P(z) =by2" + b, 12" "+ ...+ bz+by, donde, b €C

Luego, P(0) = by.

Por lo tanto, nuestro objetivo es probar que by = 0. Supongamos que by # 0,
entonces
P(z) = by + bez" 4+ 2"1Q(2), (2.5)

donde, by, es el mas pequeno b; #0, @ >0y Q(z) es un polinomio.
Por ejemplo, si
P(z) = 52" + 72° + 42* — 112° + 2,

tenemos que: b, = —11y P(z2) = 2 — 1123 + 2%(4 + 7z + 52°), de modo que,
Q(z) =4+ 7z +52°.

Prosiguiendo con la demostraciéon, aparece otra jugada maestra, al
considerar w € C, una raiz k-ésima del nimero:

Por otro lado, para t real,

tlw* ' Q(tw)| — 0, cuando t — 0

Asi que, existe tg € (0,1), tal que:

t0|wk“Q(t0w)| < |bo| (26)

Ahora bien, de (2.5), se obtiene:
P(tow) = bo + bk(tow)k + (tow)k“Q(tow)
b
= by + bpth (—2) + i W L Q(tow)

by
= bo(1 —t§) + tE w1 Q(tyw).
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Por lo tanto,

|[Ptow)] < [bol (1 —tg) + £ [w* ' Q(tow)]
< |bo|(1 — t&) 4+ tf|bo| (usando (2.6))
= [bo| = [P(0)]
| (tow + 20) = [P(tow)| < |P(0)]. (2.7)

Pero (2.7) estd en contradiccion con (2.4). En consecuencia, la suposicion
by # 0 no puede ser verdadera, es decir,

F(z0) = P(0) = by =0

Corolario 2.1: Un polinomio complejo (no constante) se factoriza com-
pletamente en factores lineales.

Demostracion: Usaremos el Segundo Principio de Induccion Completa.
Sea p(x) € C[z], con grado de p(z), mayor o igual a 1.

El corolario es claramente cierto si el grado de p(z) es 1, ya que entonces,
p(z) es de la forma:

p(z) = a1z + ap, con a; #0.

Supongamos que el grado de p(x) es n, y que el corolario es cierto para
todos los polinomios de grado mayor o igual a 1, y menor que n. Segin el
Teorema Fundamental del Algebra, existe 2o € C, tal que, p(xg) = 0.

Entonces, p(x) = (x —x0).g(x), con g(z), polinomio de grado menor que
n. Por la hipotesis inductiva, g(x) se factoriza en factores lineales, digamos,

g(z) =alr —x1)(x —29) ... (x — x_1)

Luego,
p(z) = alx —zo)(x —z1)(x —22) ... (T — Tp_1)

Corolario 2.2: Sea p(z) € C[z], con grado de p(x) igual a n.

Si las raices de p(z) son x1, s, . . ., x,, (puede haber repeticiones), entonces,

p(z) =alx —z)(x —23)...(r —x,), con aecC
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Corolario 2.3: Un polinomio real (no constante) se factoriza en poli-
nomios de grado 1y 2.

Equivalentemente, los tinicos polinomios reales, irreducibles, son los poli-
nomios lineales, y los polinomios cuadraticos sin raices reales.

Demostracion: Sea p(z) € R[z]|. Entonces, también se tiene: p(x) € C|x].
Sean: 21, 29, ..., Zn, las Unicas raices complejas de p(x).

Asi, p(z) = alr — 2)(x — 2z3) ... (z — z,), donde, @ € R, ya que es el
coeficiente de z".

Si z; es real, entonces, x — z; es un factor lineal (real) en la factorizacion de
p(x).

Si z ¢ R, entonces, zp = ag + ibg, con a, by € Ry by # 0. Ahora, sucede
que Z = a — ibg (el conjugado de z;), también es raiz de p(x), (para que se
cumpla este hecho es importante que todos los coeficientes de p(z) sean reales).

De modo que, el producto (z — z;)(x — Zx) aparece en la factorizacion de
p(z)-
Pero,

(x — z) (2 — Z) = 22 — 20,2 + a; + b3,
polinomio real, irreducible, de grado 2.

Corolario 2.4: Un polinomio real (no constante), irreducible, debe ser de
grado 1 6 2. "

Finalmente, veamos una aplicacion del Teorema Fundamental del Algebra,
en los predios del Algebra Lineal.

Probaremos que, dada una transformacién lineal A : £ — E, donde, F
es un espacio vectorial (real) de dimension finita, o bien existe un vector (no
nulo) w € E, tal que,

Aw = \w,

o entonces, existen u,v € F, linealmentes independientes, tales que, Au y Av
son ambos, combinaciones lineales de u y v, o sea,

Au = au + [v
Av = yu+ ov
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En otras palabras, existe, en F, un subespacio vectorial, de dimensiéon 1 6
2, invariante por A, de acuerdo con la siguiente definicién:

Definicién: se dice que un subespacio vectorial F' C E es invariante por
el operador lineal A : E — E, cuando A(F') C F es decir, cuando la imagen
Aw, de cualquier vector v € F, pertenece a F.

Si F' es un subespacio invariante por el operador A : £ — F, la restriccion
de A a los vectores de F', define un operador (que indicaremos con la misma
notacion, A : F — F). Entonces, si FF C E, obtenemos un operador mas
simple, por estar definido en un dominio menor.

Ejemplos:

a) Los subespacios {0} y E son invariantes por cualquier operador
lineal A: £ — E
Nota: 0 simboliza al vector nulo de E.

b) El nicleo N(A) = {v € E : Av = 0}, y la imagen
Im(A) = {Av : v € E}, son también subespacios invariantes por el
operador A : F — F. "

Un subespacio F' C E, espacio vectorial real, de dimensién 1 (recta que
pasa por el origen) es invariante por A: E — E, si, y solo si, existe un nimero
real \g, tal que, Av = A\gv, para todo v € F'.

En efecto, tomando u # 0 en F, resulta que {u} es una base de F.
Como Au € F, se tiene: Au = \gu, para algin \g € R.
Sea v € F'; entonces, v = au, para algin o € R.

Luego,
A(w) = A(au) = aAu = adgu = Ao(au) = A\

Si u,v € E son linealmente independientes, el subespacio F, generado
por uy v (plano que pasa por el origen) es invariante por A si, y solo si, Au € F'
y Av € Fes decir, si:

Au=au+ (v y
Av = yu + dv
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Un vector (no nulo) v € E, se llama auto-vector (o vector propio) del
operador lineal A : E — E, cuando existe A € R tal que

Av = .

El nimero A € R, a su vez, se llama un auto-valor (o valor propio) del
operador lineal A : E — FE, cuando existe un vector (no nulo) v € F, tal que,

Av = .

Se dice, entonces, que el auto-valor A corresponde al auto-vector v Yy,
viceversa, que el auto-vector v también corresponde al auto-valor A. En tal
caso se cumple, para todo w = awv, que:

Aw = aqw.

De manera que, hallar un auto-vector (o, lo que es equivalente, un auto-
valor) del operador lineal A : E — E, es lo mismo que encontrar un subespacio
de dimensioén 1, invariante por A.

Ejemplos:

a) Una rotacion 6 : R? — R?, entorno del origen, de angulo diferente de 0°
y 1807, s6lo admite como subespacios invariantes: {0} y R?.

b) Para todo a € R, la rotacion A : R® — R3 de 4ngulo «, en torno del
eje z,
A(z,y,z) = (xcosa —ysina , zsina+ycosa , z),

tiene al eje z y el plano z = 0, como subespacios invariantes.

c) Si un operador lineal A : E — E tiene nacleo no trivial, entonces, todo
vector, no-nulo, v € N(A), (ntcleo de A), es un autovector de A, pues:

Av =0v
| |

Dados: el polinomio p(z) = ap + a1z + ... + a,z™ y el operador lineal
A: E — E, la notacion p(A) indica el operador lineal:

p(A) = agl + ay A+ agA® + ... + a, A"

Lema 2.1: Para toda transformacion lineal A : E — FE, donde, E es de
dimension finita, existen: Un polinomio ménico (o sea, el coeficiente de la
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mayor potencia de z es el 1) irreducible p(z) de grado 1 6 2, y un vector,
no-nulo, v € F, tales que,
p(A)v = 0.

Demostracion: Sea n = dimFE.

Denotaremos con L(E, FE), el espacio vectorial de todas las transforma-
ciones lineales de F en E. Como la dimension de L£(E, E) es n?, los n* + 1
operadores: I, A, A2, .... A" son linealmente dependientes.

Luego, existen nimeros reales g, a, ..., a,,no todos nulos, tales que:
aol + A+ A+ ... +0a,A" =0 (2.8)
Sea v, el coeficiente, no nulo, de mayor indice en (2.8).

Dividiendo, ambos miembros de (2.8), por a,,, resulta:
Bol + BLA+ ...+ Bt A" A" =0 (2.9)
Entonces, segiin (2.9), se cumple:
g(A) =0, (2.10)

para, ¢(x) = B0 + b1z 4+ ... + Ba™ ! 2™
Sabemos, por una consecuencia del Teorema Fundamental del Algebra
(corolario 2.3) que:
q(z) = p1(z).pa(x)....px(T),

donde cada p;(x) es un polinomio ménico, irreducible, de grado 1 6 2.

Asi que: p1(A).p2(A)....px(A) = 0, segtin (2.10). Entonces, por lo menos,
uno de los operadores p;(A) no es invertible, es decir, existe un vector, no-
nulo, v € FE, tal que,

pi(A)v =0.

Ahora si estamos en condiciones de presentar la aplicacion anunciada in-
mediatamente después del corolario 2.4.

Teorema 2.1: Toda transformacion, lineal en un espacio vectorial real de
dimension finita, posee un subespacio invariante de dimensiéon 1 6 2.

Demostraciéon: Dada A : F — FE, lineal, sean: p, el polinomioy v € F, el
vector no-nulo, dados por el lema 2.1, con p(A)v = 0.
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Si p(z) = = — A, entonces,
0=pA)w=(A=X)v=Av— v

Luego, Av = \v.

Asi, la recta que pasa por el origen, y contiene a v, es un subespacio (de
dimension 1) invariante por A.

Si p(z) = 2% + ax + b, (polinomio moénico irreducible), entonces:
0=p(A)w=(A*+aA+bl)v= A% +aAv + b (2.11)

Luego, A(Av) = —aAv — bv.

Es decir, el subepacio generado por v y Av es invariante por A.

Ademés, v y Av son linealmente independientes, pues en caso contrario,
tendriamos:

Av = v,
y de (2.11) se seguiria:
0 = A% + aAv +bv = N0+ alv + bv = (A\* + a) + b)v.

Lo cual implica que:
M +al+b=0,

en contradiccion con el hecho de que p(z) = 2? + az + b no tiene raiz real.

De manera que, el subespacio invariante, generado por v y Awv, tiene
dimension 2. "
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Capitulo 3

El Teorema Fundamental del

Calculo

Recordemos que la nociéon de derivada nos resuelve el problema de hallar
la recta tangente a una curva dada, en uno de sus puntos. Asi mismo, la
integracion nos permite encontrar el area bajo una curva.

y

Recta pendiente: f'(zo)

y

A= fabf(x)dx

Lo notable y sorprendente, es que estos dos conceptos, aparentemente sin
conexion alguna, estdn intimamente relacionados: son inversos el uno del otro.
Este es, en esencia, el contenido del Teorema Fundamental del Calculo.

Se considera, en general, que Isaac Barrow (1630-1677), profesor de Isaac
Newton, fue el primero en percibir plenamente, que la diferenciacion y la inte-
gracion son operaciones inversas entre si. Pero los que reconocieron con claridad
y explotaron por primera vez este Teorema Fundamental del Célculo fueron

Leibniz (1646-1716) y Newton (1642-1727).

31
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Para formular el Teorema en cuestion, consideramos la integral de una fun-
cion y = f(x), desde un limite inferior fijo a, hasta el limite superior variable,
x.

Escribimos:

F(z) = / " Fu)du

Esta funcion F(z) es el area bajo la curva y = f(u) desde u = a hasta
u=x

\
{\ u

El Teorema Fundamental del Calculo establece que:

Si F:[a,b] = R, esintegrable, y

F:la,b] = R es definida por: F(z) = / f(u)du,

entonces, en cada x € (a,b) donde f es continua, existe la derivada F’(x)
y ademaés, en cada uno de esos puntos x, es:

Desde un punto de vista intuitivo la demostraciéon es muy simple:
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La diferencia F'(z) — F'(zo) indica el area desde z hasta zy. Notemos que
esta area esta comprendida entre (rg — ) -my (zg — x) - M, siendo M y m,
respectivamente, los valores mayor y menor de f(u) en [z, zo].

O sea,
(xog —2)m < F(x9) — F(x) < (xg — ) M.
Luego,
m< o) = F@
To— X

Como F es continua en x se tiene que cuando xy — x+, entonces, tanto m
como M se aproximan a f(x).

Asi que:
F(z) - F
F'(z) = lim —(:c) (z0)
zo—axt Tog— T

= f(z)

Cuando F'(x) = f(z), para todo = € [a, b], se dice que F' es una primitiva
de f (claro que en a y b se consideran derivadas laterales)

Decimos una funcién primitiva, y no la funcién primitiva, pues si, también
G'(z) = f(z), para todo = € [a,b] entonces, H(z) = G(x) + ¢, donde, ¢ es
cualquier constante, es una primitiva de f ya que:

H'(z) = G'(x) = f(2).
Reciprocamente, si G y H son dos primitivas de f, en [a,b] consideremos:
U=G—-H, definida en [a, b].

Entonces,

U'x) = G'(x) — H'(x) = f(x) — f(z) = 0.
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Luego, como el dominio de U es un intervalo, debe ser U igual a una
constante (digamos, c).

Esto nos proporciona una importante y util regla para encontrar fab f(z)dz,
para f continua en [a,b], si conocemos una primitiva G de f

En efecto, como F(z) = [ f(u)du es también una primitiva de f, por lo
anterior resulta:

F(z) =G(z)+¢, siendo ¢ una constante.

Asi queda:

y para x = b, obtenemos:

b
/ f(uw)du = G(b) — G(a).

Ejemplos:

a) Como (Inz) = I, entonces

2
/ —dr=In2—-—Inl=1Imn?2.
. T

b) Como (senx) = cosx, entonces

2 T
/ cosxdx:seng—seHO:l.
0

¢) Como (%) = e*” - 2z, entonces

1
2
/ 2rev dr =e' — e’ =e— 1.
0
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Ahora, veamos una propiedad que nos serd muy ttil en seguida:

Sea f continuaen [a,b] y F(z) = [ f(u)du, para x € [a, ], entonces, existe
c € (a,b) tal que:

b
[ =) - a) (3.1)
Demostracion: F es continua en [a,b] y derivable en (a,b), con
F'(x) = f(x), para todo = € (a,b).

Luego, aplicando el Teorema del valor intermedio de Lagrange, a la
funcion F, tenemos: existe ¢ € (a,b), tal que;

F(b) - F(a) = F'(6)(b - a),

es decir,

t/f@ﬂUzﬂd@-@-

.Y como seré la derivada de

donde, f es continua, y « es derivable?

Usando (3.1), podemos escribir:

Fleg) ~ F(x) _ Jaw F@du_ f(o)]a(xo) — a(x)

donde, ¢ esta entre a(x) y a(xg).

:vloiglz F(x.;()] : 5(x) - f(a(l‘)) ‘ O/(:L‘)7
| F'(z) = f(a(z)) - o'(z) (3.2)

Un resultado mas general es el siguiente:

Sea R ={(z,y):a<z<b c<y<d}
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Supongamos que f y % sean continuas en R.

Consideremos, también, p y ¢ , funciones derivables, en [c,d], con
a<ply) <b, a<qly) <b paracaday e [e.d].

Definimos F : [¢,d] — R por

Entonces, existe F’(y), para y € (¢,d), dada por:

, Q(y) 0 , ,
F(y)z/p(y) % flx,y)de + f(q(y),v) - d'(v) — f(p(),y) - P'(v).

Demostraciéon: Consideremos,
xr2
G(xla T2, .flfg) = / f(ta x3)dt
1

con xy1,xs € [a,b], x3 € [c,d].

Asi,

Usando la regla de derivacién en cadena, (ver [5]), obtenemos:

F'(y) :aa_i (p(y),a(y),y)-p'(y) + S—Z (p(y),q(w),y) - d'(y)
+ s—i (r(y),q(y),y) -1 (3.3)

Por otro lado, utilizando (3.2), se sigue:

Dl’l Dl’l < / f t T3 dt) f(l'l,l‘g).

Luego,

Anéalogamente,
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Por lo tanto:

oG
@( (v),a(y),v) = fla(v),y)
Finalmente, .
0 2
0—1.3 = \/x\l o—ng(t,l'g)dt

(Ver [6], pagina 336).

Asi que,
G
033'3

q(y)
(r(y);q(y),y) :/ %f(t,y)dt.

Sustituyendo los resultados parciales, en (3.3), se obtiene lo afirmado. =

Ejemplos:
1) Sea g(t) = fth sen(z?)dx. Hallar g’({l/g)
Solucién:
! - 4 . ° e E — . 4 E
g'(t) = sen(t%) - 2t. S g< 2) 2 < 2)

2)Si g(z) = ["edt. Hallar ¢'(0)
Solucién:

g () = e W gePy — e - 1 S d0)=1-1=0

3) Sea f:[0,1] — R, continua, tal que: f(z) = [ f(t)dt. Probar que:
f(x) =0, paratodo =z € |0,1].
Solucién: f'(x) = f(x).  Luego,

f(x) = ce®, para cierta constante c.
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4) Calcular el
, fox sent?dt
lm —=—br—.
z—0t T
Solucién: Como el limite es de la forma indeterminada g, y se reunen las
condiciones para aplicar la Regla de L.’Hopital, tenemos:

T
i Jo sent*dt senx? 1
m ——— = lim ——— = —-.
z—0 3 z—0 32 3

5) Una de las maravillas sorprendentes que nos presenta la integracion a
lo largo de una curva plana es la siguiente:

Si v es una curva continuamente diferenciable, a trozos, cerrada, y que no
pasa por el punto a, entonces,

1 dz
271 N2

es un namero entero (llamado el niamero de giros de v, alrededor de a)

Demostracion: Si la ecuacion de 7 es:

z=z(t), a<t<p, con z(a)=z(),
Consideremos h : [a, §] — C, dada por:

h(t) = / t /ﬂdu. (3.4)

(u) —a
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Entonces,

e O(2(t) — @) = e MO (=R' (1) (2(t) — a) + eV -2 (1)
= e MO (1) + 2/ (1)]

donde, hemos utilizado (3.4).

De modo que, [e7"®(2(t)—a)]" se anula en [, 3], con excepcion, tal vez,
de un niimero finito de valores de ¢; de ello, y la continuidad de e="®) (2(¢) —a),
resulta que, existe una constante k£, tal que,

e "O(2(t) —a) = k.

O, lo que es lo mismo,

ey _ 2(t) —a
‘ z
Como h(a) = 0, se sigue que k = z(a) — a.
Luego,
) z(t) —a
z(a) —a

Por lo tanto,
h(B) = 2nmi, para algin n € Z,

(recordar que e = cos 6 + i cos 6)

De manera que:

B (¢
/ Z () dt = 2nmi,

z(t) —a

O sea,
1 dz

- =ne€Z.
271 Sy Z—a




40 CAPITULO 3. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

i) Demostrar que ¢'(z) + f'(z) = 0, para todo =.

ii) Utilizar i) para probar que

1fm e dt = VT

r— 400 0 2

Solucion:

i) Consideremos f,g : (a,b) — R, donde, a,b € R, cualesquiera,
cona<b y 0¢ (a,b). Tenemos:

Flz) =2 ( /O ' etht> e

y (3.5)

1 (42 —x2(t2+1) 1
t“+1
g'(z) Z/ T+ 1)e dt = —Qxe_xQ/ e dt
0 0

241

Ahora bien, en la ultima integral, hagamos el cambio de variable: w = tx;
por lo tanto, dw = xdt, y resulta,

2

g(x) = —2:106“2/ C dw= —2612/ e dw (3.6)
0 0

T

Asi, de (3.5) y (3.6) se sigue:

() +¢'(x) =0, paratodo =z € (a,b),
donde, a,b € R, son cualesquiera, con 0 ¢ (a,b).

Por otro lado,

f'(0) = lim Ho) = 1O M.

z—0 x—0 z—0 X

Usando la regla de L’Hopital, tenemos:

2 ( foz et dt) e’
7'(0) = lim =0.

z—0 1 o
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Andalogamente,
1 e"‘Q(t2+1)dt s
— 0 c — at 7n
gl(o) — llm g(l') g( ) — Hm fO t241 4
z—0 xr — z—0 x

—22 rT 2
L —2e7" [FeTdw
= lim

z—0 1 - O’

donde, hemos usado, nuevamente la Regla de L’Hopital, (3.6), y que, se puede
introducir el limite, bajo el signo integral, es decir,

1 o—a2?(2+1) 1 e~z (t*+1) | I 7
lim/ —dt = / lim ————dt = / ——dt = arctgt| = —,
z—0 J, t2—}—1 o =—0 t2—|—1 0 t2—|—1 0 4

e—m2(t2+1) 1

2+1 2+

pues uniformemente en ¢ € [0,1], si z — 0.

De manera, que ahora, podemos afirmar que ¢'(z)+ f'(z) es igual a 0,
para todo = € R.

Luego, g¢g(x)+ f(x) es constante.

Pero,
7

f0)=0 v g0)=7.

Conclusién:

gla) + f() = 7.

ii) Por lo probado en i) tenemos que:

a2 Le—e(*+1) T
(/0 e’ dt) —i—/o ﬁdt: 70 bara todo ze€R (3.7)

—z2(t2+1)
e
Como i 0, uniformemente en ¢t € [0,1], si z — +oo.
Entonces,
1 o—2?(t*+1) 1 e~ (t*+1) 1
lim ——dt = / lim ————dt = / 0dt = 0.

(Ver [3], pagina 615).
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Luego, de (3.7) se sigue que, existe el

1 "o ar) e =~
) B t>’ m
x_l)lﬁ)()(/oe y vale

Ahora, s6lo nos falta probar que existe el
xX

, 42
lim e Udt
T—400 0

Llamemos a, = [’ e~ dt.

2

2) converge (su

Tenemos que: (a,) es una sucesion creciente, tal que (a
o ﬂ
limite es T).

Luego (a?) es acotada, y, en consecuencia, (a,) también es acotada.

De modo que (a,) converge, lo cual equivale a que:

+o0 )
/ e Udt existe.
0

Podemos escribir, entonces:
T , r 42 2 , * 42 , z 42
— = lim ( e dt) = < lim e dt) . < lim e dt).
4 r——+00 0 xr——+00 0 x——+00 0

Conclusioén: /i
X
, 42 T
lim e Udt = X—
xr——+00 0 2



Capitulo 4

El Teorema de Baire.

Este teorema tiene, entre otras cosas, la importancia de ser la fuente de
notables resultados del Anélisis Funcional.

Preparativos:
Un Subconjunto S, de un espacio métrico M, es llamado:
a) Raro en M (o denso en ninguna parte) si S no tiene puntos interiores

Ejemplo: Si M = R, con la métrica usual, y S = {21, 29,..., 24},
donde, z; e R,2=1,2,...,k, entonces, S es raro en R

También, N, Q, y cualquier subconjunto de R, numerable, es raro en R
(con la métrica usual)

b) Magro en M (o de primera categoria), si es la uniéon numerable de
conjuntos, cada uno de los cuales es raro en M.

Por ejemplo, si M = R, con la métrica usual, y S = Z, conjunto de los
nimeros enteros, entonces S es magro en M.

Asi mismo, N y @Q son magros en R (con la métrica usual).

Otro ejemplo, menos trivial, lo podemos conseguir, en el espacio M, de las
funciones continuas, f : [0, 1] — R.

La distancia entre dos elementos f, g € M se define como

d(f,9) = mix |f(z) — g(z)|.

0<z<1

43
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Como S, tomamos el subconjunto de M, formado por todas aquellas fun-
ciones continuas con derivada en algin punto de [0, 1].

Resulta (ver [4], pagina 195) que S es magro en M. Por cierto, fue en
1872 cuando Karl Weierstrass asombr6 al mundo matematico presentando un
ejemplo de funcién continua en todos sus puntos, tal que el conjunto de los
puntos donde ella es derivable es vacio. Lo sorprendente es que la "mayoria"(en
cierto sentido) de las funciones continuas son asi.

c) De segunda categoria en M (0 no-magro):
Si S no es magro en M

Ejemplo: sea M = R (con la métrica usual), y S = R. Entonces, S es de
segunda categoria en R.

La justificacion de ese hecho la conseguimos a través del
Teorema de Baire:

Si un espacio métrico M, no vacio, es completo, entonces, él es de se-
gunda categoria en él mismo. En consecuencia, si M # () es un espacio
métrico completo y

+00
M= A
k=1
(con cada Ay cerrado en M) entonces, el interior de, por lo menos, algin Ay,
es no vacio.

Demostracion:

Supongamos que el espacio métrico M # () es completo y magro en si
mismo. Entonces,

+oo
M= Ay,
k=1
donde, cada Ay es raro en M. Construiremos una sucesion de Cauchy, (z,),
con x,, € M, para todo n, la cual nos conducira a una contradiccién.

Veamos:

Aq es raro en M, de modo que A; no contiene un subconjunto abierto,
no vacio. Pero M si contiene a un abierto, no vacio (por ejemplo, M mismo).
Luego, A; # M.
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1 C » .
Entonces, A; es no vacio y abierto.

Elijamos un punto x; en A;, y una bola abierta, digamos,
By = B(xy1;71) C Ay, conry < %

Como Aj es raro en M, tenemos que A, no contiene un conjunto abierto,

no vacio. Por ejemplo, no contiene la bola abierta B(zy; 3 ).

- 1 C . s
Asi, Ay (Y B(x1; %) es un abierto, no vacio.

Sea
B :B(x'r)CACﬂB(:E'E) con ry < L
2 2,12 2 1 9 2 9 .
Por induccion, obtenemos una sucesion de bolas abiertas:
1
By = B(xg;rg), con 71 < o

r
tales que, By mAk =0 Yy By C B("L‘/ﬁ7 Ek) C By, k=1,2,..

Como 1y < 2%, la sucesion (xy), de los centros, es de Cauchy.

Por la completitud de M, dicha sucesiéon converge, digamos, x, — v € M

También, para m,n, con n > m, se tiene: B, C B(zp; 5*), de manera que:

A, ) < d(Tpm, xn) + d(x,, ) < %n + d(xp, x). (4.1)

Como 2 + d(x,, ) — 2>, cuando n — +00, se sigue de (4.1), que:
T
d(zpm,x) < 7m < 7Ty, esdecir, x€ B, paratodo m.

Ademas, ya que B,, C A,, *, resulta que x ¢ A, para todo m. Luego

+oo

¢ U An=M
k=1
(contradiccion). Asi, el Teorema de Baire esta probado n

Teorema de la Acotacién Uniforme (o de Banach-Steinhaus)

Sean: B, espacio de Banach; N, espacio vectorial normado; {T;}, conjunto,
no vacio, de transformaciones lineales continuas de B en N, con la propiedad
de que {T;(x)} es un subconjunto acotado, de N, para cada x € B, digamos,

L@ < o i=1,2,... (4.2)
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Entonces, {||T;||} es un subconjunto, acotado, de R; o sea, existe ¢ € R,
tal que
I|1T:]| <c, i=1,2,... (4.3)

Demostracion:
Para cada k, nimero natural, sea

Ac={z e B:||T,(x)]| <k para n=12 ..}
Tenemos que: A, es cerrado.

En efecto, sea € Aj.

Entonces, existe (x;), sucesion en Ay, tal que,

T; — T. (4.4)

Pero, para cada n, fijo, se tiene:

Tl < K,
de lo cual se sigue que:
| Tn ()] < &,
al usar (4.4), la continuidad de T}, y la continuidad de la norma || - ||; de modo

que, x € Ay, v asi, Ay es cerrado.

Por otro lado, dado x € B, se tiene que, segin (4.2), existe ¢,, tal que
[T (2)]] < ¢y paran =1,2,3, ...

Entonces, = pertenece a algun Ay (basta tomar k > ¢,). De modo que,
+oo
B=|JA
k=1
En este momento, aparece el toque mégico dado por el Teorema de Baire:
Como B es completo, resulta que, algiin A, contiene una bola abierta, digamos:
BO = B(l’o,?") C Ako
Ahora viene, un lance magistral:

Dado cualquier x € B, no nulo, lo multiplicamos por un escalar
apropiado, luego trasladamos el vector resultante, y conseguimos que el nuevo
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vector esté en By. Lo demas, corre por cuenta de la linealidad de T},, para cada
n; veamoslo:

Sea

- +
z = r + x9
2| |||

,
||z—x0||:§<r

z € By

Tn(2)|| < ko, n=1,2,3,...
T
T (=2 + z0)|| < ko,
g+ )

o0 sea,
r

2| ]|
T ()] < Ko+ [|Tn (o) || < 2o

r
2|J||

T() + Tulwo) || < ko

Akg

4k
1T =2, n=1,2,3,...
T

Asi, para obtener (4.3) basta tomar

_ ik
_7“

C
n

Corolario 4.1: El espacio vectorial normado X, de todos los polinomios;
con la norma definida por:

|lp|| = méx|«a;|, donde, «p, ai,... son los coeficientes de p;
(2

no es completo.
Demostracion:

Construiremos una sucesién (7},) de transformaciones lineales de X en R,
la cual satisface (4.2), pero no cumple (4.3). Asi, X no puede ser completo.

Escribamos un polinomio p, distinto del polinomio nulo, de grado N, en
la forma:

“+o0o
p(t) = Zajtj, donde «; =0, para j> N,
j=0
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Para cada nimero natural n, definimos T}, : X — R, por:
T,(0) =0,

T,(p) =ap+ a1+ ... + ap_y

La linealidad de T,, es inmediata; el que T,, es acotado (continuo) se obtiene
asi:
gl < lpll . [Tu(p)] < nllpll

Ademas, para cada p € X, la sucesion (|T,,(p)|) satisface (4.2), porque un
polinomio p, de grado N,, tiene N, + 1 coeficientes, y asf,

Ta(p)] < (N, + 1) mix || = 5,

lo cual es de la forma (4.2).

Ahora, veremos que (7)) no satisface (4.3), o sea, no existe ¢, tal que
||To]] < e, paran=1,23,..

Sea, p,, definido por:
pu(t) =14+t +12 4.+ 1™
Entonces,

||pn||:1> y Tn(pn):1+1+"'+1:n:n||pn||

T (pn)]
Nl 2 = =
|[Pnl]
Luego, (||T5]|) no es acotada. ]
Nota 4.1: Si consideramos
B 1 2 t3 tn
Pn = +§+§+.“+m’

puede probarse que (p,) es una sucesion de Cauchy, pero (p,) no converge en
X.

El tercer "gran" teorema, que presentaremos a continuacion, es el Teorema
de la Aplicaciéon Abierta.

El esta relacionado con la aplicaciones abiertas; éstas son funciones que en-
vian conjuntos abiertos en conjuntos abiertos. Mas especificamente, el Teorema
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de la Aplicacion Abierta establece condiciones bajo las cuales una transforma-
cion lineal acotada (o lo que es lo mismo, continua) es una aplicacion abierta.

Como en el Teorema de la Aplicacion Uniforme, la propiedad de
Completitud es importante.

El Teorema también da condiciones para garantizar la continuidad de la
inversa de una transformacion lineal acotada.

Lema 4.1: Si B y B’ son espacios de Banach y, si T es una transforma-
cion lineal continua de B sobre B’, entonces, la imagen de cada bola abierta,
centrada en el origen, en B, contiene una esfera abierta, centrada en el origen,
en B'.

Demostracion: Denotamos por S, yS!, las bolas abiertas, con radio r,
centradas en el origen, en B y B’, respectivamente. Es simple probar que

T(S,) =T(rSy) =rT(S1),

asi que, es suficiente probar que 7'(S7) contiene alguna S'.

Comenzaremos mostrando que 7'(S,) contiene alguna S;.

Ya que T es sobreyectiva, resulta que

+o0
B =[] T(S,).
n=1

Como B’ es completo, se sigue del Teorema de Baire que algin 7'(S,,)
tiene un punto interior, o, el cual podemos asumir que esta en 7'(S,,).

La aplicacién y — y — 1o, es un homeomorfismo de B’ sobre si mismo,
de manera que

T(Sn,) — Yo tiene el origen como punto interior (4.5)
Ademas, ya que yo € T(S,,), se sigue que
T(Sno) — Yo g T(52n0)7 (46)

de modo que:

T(STLO) — Yo = T(STLO) — Yo - T(S2n0>7

lo cual, segin (4.5), prueba que el origen es un punto interior de 7'(Sa,, ).
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Por otro lado, la multiplicacién por un escalar, no nulo, es un homeomor-
fismo de B’ sobre si mismo, asi,

T(Sgno) = 2”0T(Sl) = 2”0T(Sl)

Luego, el origen es, también, un punto interior de 7°(S;), o sea,

S! CT(Sy), paraalgin € >0 (4.7)

Ahora probaremos que S! C T'(Ss), es decir, S’§ C T(Sy).

Ya hemos utilizado la completitud de B’; es el momento de que aparezca
la completitud de B.

Sea yo € B, tal que ||yo|| < e.
De (4.7) se sigue:

Yo - Sé Q T(Sl)

Luego, existe 1z, € B, con ||lzif| <1, y |lyo—wll <%,

donde,

También, de (4.7) se obtiene:

S. C T(Sh),

e
N|=

que, junto con (4.8), permite escribir:

Yo —y1 € T(S1).

De modo que, existe x5 € B, tal que:

1 €
kool <50 v o= Gn+wll <5,

donde, yo = T'(x3). Prosiguiendo de esta manera, conseguimos una sucesion
(z,), en B, tal que:

[l < (4.9)

2n71

€
||y0_ (y1+y2+yn)” < 2_n’ donde, Yn :T(xn)7 n = 1727"' (410)
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Llamemos S,, = 21 + T3 + ... + Ty;
De (4.9) se deduce que (S,) es una sucesion de Cauchy, en B.
Como B es completo, existe x € B, tal que S,, — .

Ademaés,

1 1
1Sull < Mlzafl + [lzafl + oo H llan]| < T4 54 24 <2

2 4 2n—1
Por otro lado,
l|z]] < || Hm S,|| =lm||S,|| <2< 3, esdecir, =€ Ss.
Ahora bien, usando la continuidad de 7', se tiene:
T(z) =T(mS,) =1mT(S,) = lim(y; + y2 + ... + Yn) = Yo,
(usando (4.10)).

Es decir,
Yo € T(Sg)

Conclusion: S! C T'(S3). .
Teorema de la Aplicacién Abierta.

Sean: B, B’, espacios de Banach; T' : B — B’, transformacion lineal,
continua, sobreyectiva.

Entonces, T" es una aplicaciéon abierta.

Por lo tanto, si T es biyectiva, entonces 7! es continua.
Demostracion:

Sea G C B, abierto. Probemos que T'(G) C B’, también es abierto.
Tomemos y € T(G).

Sea x € G, tal que y = T'(z).

Como G es abierto, existe una bola abierta, con centro en x, contenida
en G.

Dicha bola la podemos expresar como:

x+ S, (4.11)
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donde, S, es una bola abierta, de radio r, centrada en el origen de B.
Ahora bien, el lema 4.1 nos indica que 7'(S,) contiene alguna S,

Entonces, y + S, es una bola abierta, centrada en y, contenida en T'(G),
pues:

y+ S, Cy+T(S,)=T(x)+T(S,)=T(x+S,) CT(G), usando (4,11)
Finalmente, si 7! : B’ — B, existe, resulta que, como T es abierta, 7!
es continua (vale decir, acotada. Ver [7], pagina 238) ]
Ejercicios:

1) Una proyeccion P sobre un espacio de Banach B, es una proyeccion
sobre B, en el sentido algebraico (es decir P? = P), que, ademas, es continua.
Sea B un espacio de Banach, y sean M y N, subespacios vectoriales, cerrados,
de B, tales que B = M @ N (suma directa).

Si z =2 +y eslatnica representacion de un vector z € B, como una
suma de vectores en M y N, entonces, P : B — B, definida por P(z) = x es
una proyecciéon sobre B, cuyo rango y niicleo son M y N, respectivamente.

Demostracion:

Lo que no es tan trivial es la prueba de la continuidad de P.

Sea B’, el espacio vectorial B, equipado con la norma, definida por:
21| "= Il + [yl

Resulta que B’ es un espacio de Banach (ejercicio para el lector: ahi se usa
que M y N son cerrados en B).

Ahora bien, como:
1P = lll] < [zl + lyll = 1211,
se sigue que P es continua, como una aplicacion de B’ en B.

Basta entonces, para lograr nuestro propoésito, probar que B’ y B tienen la
misma topologia.

Sea T': B' — B, definida por: T'(w) = w.
Tenemos:

TG = 1l2ll = [lz +yll < [l + [yl = 121 -
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Luego, T' es continua, y, ademas, biyectiva.

Asi, en virtud del Teorema de la Aplicaciéon Abierta, T' es un homeomor-
fismo, lo cual implica que B’ y B tienen la misma topologia. "

2) Demostrar que T : R?* — R, dada por: T'(e1, €2) = €1, es abierta.
.Es W : R? — R?, definida por: W (e, €2) = (€1,0) una aplicaciéon abierta?
Solucién:

T es lineal, continua, sobreyectiva; R? y R son espacios de Banach. Luego,
por el Teorema de la Aplicacion Abierta, T' es abierta.

En cambio, W no lo es.

Basta considerar A = B((0,0);1), y notar que W(A) = (=1, 1), el cual no
es abierto en R?.

3) Sea X, el espacio vectorial normado cuyos puntos son las sucesiones de
nameros complejos z = (¢;), con so6lo un namero finito de términos diferentes
de cero, y la norma dada por:

||| = sup |e;]
Sea T : X — X, definida asi:

1 1
y:T.fC: (61,5 €2,§ 63,...)

Demostrar que 7" es lineal y acotada, pero T~! no es continua.
Solucién:
Sea A € C, entonces:

TOx) = TOer, Mea,...) = (New, % % L) = Me,

Aey A
ﬁ,ﬁ,...) =Tz
23
Anéalogamente, si

Tr = (61, €9, €3, .. )

Y= (01a027037 .- ')7

entonces,
r+y= (61+91,62—|—92,...)
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€5+ 0

S T(x+y) = (e + 61, 22 2
€y €3 02 03
= = 0, = —=...)0=T T

(6172737 )_'_(172737 ) T+ Yy

T es lineal.
Ahora,
I7all = ler. G 5l =00 |2 < suplea] = el

Tes acotado, con ||T]| < 1.

Por otro lado,
T Yx) = (1,2 €2,3 €3,...)

Si tomamos zo = (0,0,...,0,1,0,...), donde el 1 esta en la k-ésima casilla,
tenemos:
lzoll = 1, pero [T aol| = k = k]|

Como k puede ser tan grande como se quiera, no existe ¢, tal que:
|T'z|| < c||z||, para todo z€ X
Luego, T~ ! no es acotado (vale decir, continuo).

4) Sean: X e Y, espacios de Banach; T': X — Y, lineal, acotado, inyecti-
vo.

Demostrar que:
T-':R(T) — X, (donde, PR(T) eselrangode T),
es acotado si, y solo si, R(T") es cerrado en Y.
Demostracion:

Si R(T") es cerrado en Y, entonces R(T") es de Banach. Entonces, como
T : X — R(T) es sobreyectiva, una utilizacion directa del Teorema de la
Aplicacion Abierta nos permite concluir que 7! es continuo (o sea, acotado).

Supongamos, ahora, que: 771 : ®R(T) — X es acotado.
Sea y € R(T).

Luego, existe (y,), sucesion en R(7T), tal que:

Yo =Y EY (4.12)
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Tenemos: y, = T(x,), z, € X

Asi que,

Nz = @l | = 1T () = T W) [l = 1T (v — vl S NT M- Ny — Y|

Como (y,) converge, entonces, (y,) es de Cauchy, y, usando la anterior
desigualdad, concluimos que (x,,) también es de Cauchy.

De modo que, existe x € X, tal que z,, — x (ya que X es completo)

Usando, ahora, la continuidad de T', tenemos:

Yn = T(x,) — Tz (4.13)

Asi, de (4.12) y (4.13), se sigue: y = T'z, o sea, y € R(T)
En otras palabras, 23(7") es cerrado en Y.

5) Recordemos que el conjunto 7, de todos los subconjuntos abiertos
de un espacio métrico X, es llamado una topologia para X. En consecuencia,
cada norma sobre un espacio vectorial X define una topologia para X. Si
tenemos dos normas en X, tales que X7 = (X, || ||1) v X2 = (X, || - ||2) son
espacios de Banach y las topologias 7; y 73 definidas por || - ||1 v || - ||2,
respectivamente, satisfacen 7o C 77 (se dice que 77 es maés fina que 75),

Probar que 7; = 7.
Demostracion: Consideremos la aplicacion identidad I,
I: X1 — X2

I(z) = .
Tenemos que [ es lineal; continua, pues todo abierto en X, es abierto en

X4

Como I es sobreyectiva, y ademas, X; y X5 son espacios de Banach, resulta,
en virtud del Teorema de la Aplicacion Abierta, que I es una aplicacion abierta,
y, en consecuencia, I~!: Xy, — X, es continua.

Conclusion: 7; = 7. "

En muchas aplicaciones del Analisis, surgen transformaciones lineales que
no son continuas, pero que , en compensacion, tienen una propiedad impor-
tante, que es descrita en términos del concepto de grafico de una funcion.
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Sean By B’, espacios de Banach. Definimos una métrica sobre el producto
B x B’ por:

d((1,91), (22, y2) = max = {[|z1 — 25|, |[y1 = v2|[}-

La topologia resultante es llamada topologia producto, y la convergencia
respecto a esta métrica es equivalente a la convergencia coordenada a coorde-
nada.

Sea T una transformacion lineal de B en B’

El grafico de T es el subconjunto de B x B’ que consiste de todos los
pares ordenados de la forma (z,Tz).

Fécilmente, vemos que si 7" es continuo, entonces su grafico, Gr(T), es
cerrado, como subconjunto de B x B'.

Por su parte, El Teorema del Grafico Cerrado establece que: si B
y B’ son espacios de Banach, y si T' es una transformacion lineal de B en B’,
con Gr(T) cerrado, entonces, T es continua.

Demostracién: Denotemos por By, al espacio B, con la norma:
2|l = [[=]] + [T

Como
[ Tz|| < ||z|| + | Tx|| = ||]]1,

resulta que T' es continua como aplicacion de By en B'.
Resta probar que B y Bj tienen la misma topologia.

La aplicacion identidad de B; sobre B es continua, pues:
|| < ]| + [ T[] = [|2[].

Si pudiéramos probar que B; es completo, entonces, el Teorema de la
Aplicacion Abierta, garantizaria que I : By — B es un homeomorfismo y
esto terminaria la prueba.

Sea (z,), una sucesion de Cauchy, en B;. Esto implica que (z,) v (Tx,)
son sucesiones de Cauchy en B y en B’, respectivamente.

Ya que ambos son espacios completos, existen: x € B, y € B, tales
que:
|lzn — 2| =0 y [Tz, —yl[—0 (4.14)
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(0 sea, (xn, Tx,) — (x,y)).
Nuestra suposicion de que Gr(T') es cerrado en B x B, implica que:
(x,y) € Gr(T).
Asi, y = Tw.
De ello se obtiene que B; es completo, pues:
|lzn = 2|y = [lzn — 2] + [T (27 — 2)]]
= [lzn — 2|[ + [| Tz, — Ta||
= ||z, — || + ||Txn — y|| — 0, segun (4.14)
]

Veamos, a manera de ilustracion, un ejemplo de una transformacion lineal,
cuyo grafico es cerrado, pero que no es continua.

Sea T : X — Y, dada por Tx = 2/, donde, Y = C[0, 1], espacio de las
funciones continuas de [0, 1] en R, con la norma de la convergencia uniforme:

ol = i (1)

mientras que
X={reY:2'eY}

Sea (z,y) € Gr(T), entonces existe (z,), sucesion en X, tal que:
2, — 2z, (convergencia en X)
T(z,) = 2z,, — y (convergencia en Y)

Ya que la convergencia en Y es la convergencia uniforme, tenemos: Para
t €10,1],

t t t
/ y(u)du :/ lim 2z (u)du = lim 2! (u)du
0 0

= lm_(20(t) = 2:(0)) = (1) — 2(0)
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De modo que, =z € X y Tz =2 =1y (de acuerdo al Teorema
Fundamental del Célculo).

En otras palabras, (z,y) € Gr(T), y asi, Gr(T) es cerrado en X X Y.

Para ver que T no es continua, basta considerar la sucesion (x,,), donde,

xn :[0,1] — R es dada por: x,(t) =t".

Tenemos:
[lnl] = méx |za ()] = 1;
Mientras que,
o ! o ¢ n—1| __
1T (@nll = [lz]] = méx nt™"] = n
Asi,
xn
— — 0, cuando n — 400,
n
pero,
/
n n
]
Ejercicio:

Sean, X e Y, espacios vectoriales normados; T : X — Y, lineal, cuyo
grafico es cerrado. Probar que:

a) Si K C X es compacto, entonces T'(K) es cerrado en Y.
b) Si K CY es compacto, entonces T !(K) es cerrado en X.
c) Si Y es compacto, entonces, T es acotado.

d) Si X es compacto, y T es biyectiva, Entonces T~! es acotado.

Solucion:

a) Sea y € T(K), entonces existe (z,), sucesion en K, tal que :
T(xn) — y-

De la compacidad de K, se deduce que existe (z,,), subsucesion de (z,),
tal que:

Tn, — x € K.
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Asi,
(@, T(n,)) — (2, y).
Luego,

(x,y) € Gr(T) = Gr(T)

En consecuencia,
y=Tz, con zxeK

O sea,
yeT(K).

Conclusion: T(K) es cerrado en Y.

b) Tomemos = € T—(K). Luego, existe (y,), sucesion en K, tal que:
T (y) — .

Como K es compacto, existe (y,,), subsucesion de (y,), tal que,
Yn; — Y € K.

Sea z,, = T '(y,), es decir, y,, = Tx,. Tenemos que:

(@n;, T(@n,)) = (T Yn,)s Yn,) — (2,9)

Asi que,
(x,y) € Gr(T) = Gr(T)
Luego,
y="Tuz,

O lo que es lo mismo,

z=T"(y)
De modo que,

re T HK)

En resumen,
T YK) escerradoes X.

c) Sea F' C Y, cerrado. Como Y es compacto, entonces F' también es
compacto.

Asi que, por la parte b), T~!(F) es cerrado en X.

Queda, entonces, probado, que la imagen inversa de cada cerrado en Y, es
un cerrado en X.
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Es decir, T' es continuo (léase, acotado).
d) Tenemos: T7!': Y — X. Sea F' C X, cerrado.
La compacidad de X implica que F' también es compacto.

Para nuestro proposito, basta probar que
(T (F) escerradoen Y;

O sea, que T'(F) es cerrado en Y'; pero esto es, precisamente, lo que afirma
la parte a). ]
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