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PREFACIO

E ste libro fue concebido originalmente como un (pequeno) manual
auxiliar sobre series para estudiantes de Calculo; posteriormente la
idea fue evolucionando y ampliando las perspectivas para ofrecer al lector
una vision general sobre el tema y sus relaciones con otros en Analisis.

El libro se inicia con un capitulo introductorio (aunque no prescin-
dible) sobre sucesiones para pasar inmediatamente al estudio de las series
propiamente dichas, primero hacia series numéricas y luego series de fun-
ciones.

En cada capitulo se presentan los conceptos y resultados fundamen-
tales ilustrados con ejemplos de casos particulares. Los teoremas y los ejem-
plos estan enumerados en forma consecutiva. Para enfatizar la diferencia
teorica, el final de la demostracion de cada teorema se indica con el “sim-
bolo” N, mientras que para los ejemplos se usa un “cuadrado vacio” OJ.

Como parte integral del estudio se presentan conjuntos de problemas
que permiten al lector poner a prueba la asimilacién de cada uno de los
contenidos. Casi todos los problemas y los ejemplos son tomados de los ex-
celentes libros Calculus (volumen 1) por T. Apostol y Calculus por M. Spivak,
lo cual de alguna forma indica el nivel de dificultad. Algunos problemas es-
tan divididos en partes, en algunos casos éstas se senalan con niimeros y en
otros con letras del alfabeto latino para indicar que los primeros ponen a
prueba la “destreza operatoria” mientras que los segundos son de natura-
leza tedrica, probablemente de interés para estudiantes de Matematicas que
se preparan para cursar estudios de Analisis Real. En todo caso esta nomen-
clatura no debe interpretarse como un indicador del nivel de dificultad de
los problemas, para lo cual presentamos un sistema de indicaciones con
uno y dos asteriscos. En general, el instructor debe hacer una seleccion
adecuada para sus estudiantes. Al final se encuentran las soluciones de al-
gunos de los problemas.

Otro aspecto que se debe mencionar es la incorporacién de algunas
notas historicas que complementan las traducciones de trabajos originales
sobre series de Isaac Newton, Leonhard Euler y Neils Henrik Abel. El estu-
dio de este material es altamente recomendado, no solamente por su valor
técnico, sino porque ayuda a formar una idea acerca de la evolucién del
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concepto de serie desde los primeros trabajos; después de todo, muchas de
las mas elaboradas teorias y técnicas matematicas de la actualidad tienen sus
raices en las obras de estos tres cientificos. Estas lecturas estan complemen-
tadas con una Resenia Bibliogrdfica que pretende servir de guia al estudiante
para profundizar en los temas tratados, buscar problemas y ejercicios adi-
cionales y explorar algunas de las aplicaciones del tema en otras areas de
las Matematicas.

Para concluir, quiero reconocer el aporte de todas las personas e
instituciones que han colaborado para la produccién de este libro. Los
profesores Roy Quintero, Edgar Rosales y Wilfredo Zuleta del Nucleo Uni-
versitario “Rafael Rangel” leyeron una de las primeras versiones e hicieron
varias recomendaciones valiosas; algunas conversaciones con los profesores
Armando Montilla y José Romano, asi como con otros amigos también han
servido de apoyo y estimulo, y ayudado a mejorar la presentaciéon. Narviz
Mejias ayudo6 a corregir numerosos errores de imprenta. La mayor parte
de soluciones a los problemas “de calculo” que aparecen al final del libro
son obra de mi hija Ixhel quien los resolvié cuando estudiaba el tema en
un curso de Calculo (la tarea mia en este particular ha sido principalmente
agregar el componente didactico, es decir, resumir las soluciones originales
suprimiendo la mayor parte de los detalles). La Comisién de Desarrollo del
Pregrado de la Universidad de Los Andes ha contribuido gentilmente para
que el conjunto de notas se convierta en un libro. Finalmente, después
de indicar que, por supuesto, todos los errores e imperfecciones que aun
quedan son mi responsabilidad, deseo expresar a todos mi agradecimiento
sincero.

Universidad de Los Andes FERNANDO MEJIAS

Niicleo Universitario “Rafael Rangel”
Trujillo, Jueves, 21 de Abril de 2011
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Las series divergentes son un invento del demonio, vy es

vergonzoso basar sobre ellas cualquier demostracion.

NIELS HENRIK ABEL






CAPITULO

SUCESIONES INFINITAS

Es digno de ser meditado el hecho de que, cada vez que

es posible, el hombre elimina apresuradamente el infinito. . .

La matematica moderna exhibe una considerable variedad de
infinitos. . . Desde luego, todos son inintuibles y jalonean el creciente
alejamiento entre el mundo sensible y el mundo matematico.

ERNESTO SABATO

1 objetivo primordial de este libro es establecer formalmente la nocién

de “suma infinita” (es decir, una suma con infinitos términos) y explo-
rar sus propiedades; para lograr esta meta, debemos dar un paso prelimi-
nar que consiste en arreglar los supuestos infinitos términos, poniéndolos
en forma ordenada, algo asi como ay, az, as,.... Este es el punto al que se
dedica el presente capitulo.

APROXIMACION DE FUNCIONES POR POLINOMIOS

En algunos casos resulta muy dificil o tal vez imposible determinar el valor
f(x) de una funcién dada en un punto x y por tanto es deseable disponer
de un mecanismo que permita hacer una estimacién de tal valor. Uno
de esos mecanismos es aproximar la funcién f por un polinomio, ya que
sus imagenes son faciles de calcular. Una forma de abordar esta tarea es
particularmente sencilla cuando la funcién f posee derivadas de orden
n en un intervalo Z que contenga a un punto a, en este caso tenemos el
polinomio de Taylor de gradon y centrado en a para f definido para todo x € T
por

™ (a)

x—a)> 4+ T(x—a)”.

@) (a)
Pra(x) = fla)+ fPl@)(x—a) + fT<
El nombre de este polinomio fue establecido en honor al matematico in-
glés Brook Taylor quien contribuy6 al progreso y la difusion de las ideas
originales del Calculo de acuerdo a la escuela de Isaac Newton.
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En general existe una diferencia o resto R, 4(x) entre f(x)y Pp q(x):

flx) =

Pn,a(x) + Rn,a(x)-

Asi, lo buena o mala que pueda ser la aproximacion de f(x) por Py 4(x)
depende de lo pequeno que resulte ser R, 4(x).

Desarrollando el polinomio de Taylor para las funciones sen, cos,
exp, log y arctg tenemos las siguientes igualdades:

TEOREMA 1

¥3 45 2n+1
n—
senx-x—?—i-——i- '+(—l) (21’l+1)! +Rn,a(x),
2 4 x2n
— — DECEY n
cosx =1-— o + 1 4+ -4 (=1) ) + Ry 0(x),
2 n
X X
T=14— T +§+"'+_+Rn,0(x),
X0 S
log(l—i—x):x—?—i—?—i—---—i—( 1) + Ry 1(x),
¥3 45 2n+1
aretgx =x — =+ =+ (—1)"2n 1 + Ry,0(x).

Un teorema clasico en Analisis provee formas de estimar R, 4;(x) a
partir de informacién sobre f.

Sea f una funcion tal que las derivadas fV,. .., fY estan definidas sobre un

(TEOREMA DE  jntervalo [a, x] y Rp.q(X) esta definido por
TAYLOR)
(k)
£ = f(@) + Z LD (a4 Ry,
Entonces
ARG n ,
(1) Rp,a(x) = m(x —&)"(x —a) para algin § € (a, x).
ARG w1 ,
(2) Rya(x) = m(x —a) para algun § € (a, x).
Ademas, si f @D ¢ integrable sobre [a, x], entonces
x r(n+1)
6) Ruat) = [ I gyrax

La ecuacion (1) es conocida como la forma de Cauchy para el resto, mien-
tras que la ecuacion (2) se denomina la forma de Lagrange y la ecuacion (3)
es la forma integral.

En muchos casos resulta que Rj ,(x) es razonablemente pequeno
para valores grandes de n y la idea general es que la aproximacion tiende a
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mejorar en la medida en que el grado del polinomio de Taylor P, ,4(x) au-
menta. Aunque este fenémeno no ocurre siempre, dentro de este esquema
de ideas surge la pregunta ;cual sera la mejor aproximacién posible? y
una respuesta ingenua e interesante seria si podemos plantear una “suma
infinita” de la forma

f(z)( ) f(”)( )

fO=f@+fP@E-a)+ =@ -a)’+ +— = —a) +
Por ejemplo en la lista de igualdades presentadas arriba, si asumimos
que en todos los casos el resto tiende a 0 cuando n es muy grande, entonces

obtendriamos las siguientes igualdades:

x3 x> X
SCHX:X—?-F—'—T-F"',
_q_x xt o x®
TR THR T
2 3
x X X

e —l+1!+—2!+—3'+ ;
X2 x3 4

log(1 —x—— == 4.
og(l+x)=x 2—i—3 4+
w35 7

t — - — —_
arctgx = x 3+5 7+

De ser ciertas estas féormulas, entonces tenemos algunas igualdades
muy interesantes, asignando algunos valores especiales a x, por ejemplo:

73 o  x’
OZJI—?-F?—?'F ,
2 4 6
T T T
0=1-om v e " 26e T
Lo
e=ld gt +gto
log2=1—+4 11,
o8 = 373 ’
T _ 1 11
4 35 7

Aunque estas ideas resultan plausibles y sobre todo muy atractivas,
todas tienen un gran defecto y es que la adiciéon de nimeros reales es una
operacion binaria, es decir podemos sumar solamente dos nameros reales
a la vez y por un proceso de induccién podemos definir la suma de una
coleccioén finita de nimeros, pero por esa via no podemos llegar a definir
y trabajar con “sumas infinitas”. Y es que la nocién no es tan sencilla como
pudiera parecer en una primera mirada. Consideremos por ejemplo la
“suma infinita”

I-1+1-1+1-1+4"--,

donde los términos son sucesivamente 1 y —1. Si una suma infinita ha de
tener sentido uno esperaria que se cumpla la “ley asociativa”, es decir que
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si uno agrupa unos sumandos esto no debe alterar el valor del resultado.
Pero observemos que tenemos:

I+1+D+E1+D+(E1+D)+-=14+0+0+0+--- =1,
mientras que por otro lado
=D+ =1+ =D+ =0+0+0+ =0,

lo cual resulta ser contradictorio, y por tanto debe ser evitado. El resto de
este pequeno libro es una exposicion del desarrollo de la teoria de “sumas
infinitas” de la forma

ay+ay+ -ty

pero para ello debemos primeramente enfocar nuestra atencién hacia la
coleccioén infinita misma de elementos que queremos “sumar”.

SUCESIONES

Una sucesioén (infinita) de nimeros reales es una funcién cuyo dominio es
el conjunto de los nimeros naturales y cuyo recorrido es un subconjunto
de R. La convencién usual indica que una sucesion a se debe denotar por
a : N — Ry que el valor de a en un numero n € N (el término n-ésimo) por
a(n), pero la tradicion ha llevado a hacer casi universal otra notacion, en la
que escribimos a, en lugar de a(n) y la sucesiéon misma se denota por {a, }.

Por supuesto, es posible considerar sucesiones finitas, para lo cual es
suficiente hacer una ligera modificacion a la definicién anterior, sin em-
bargo este concepto no tiene mucha importancia pues lo interesante de
una sucesion {a,} es su comportamiento para valores muy grandes de n.
Por este motivo tenemos que la representacion grafica usual de funciones
resulta poco interesante cuando se trata de sucesiones pues no ilustra lo
que ocurre a la mayor parte de los términos.

24
14 .
. X3 X2 X1
o 1 2 3 4 0 114 1
FIGURA 1.1(a) FIGURA 1.1(b)

Por ejemplo, en la Figura 1(a) se muestra la representacion grafica
usual de lasucesion {x,} definida por x, = 1/n. Para mejorar esta situacién



TEOREMA 2

DEMOSTRACION

1. Sucesiones Infinitas b

se ha disenado un sistema de representacion grafica que se aplica exclusi-
vamente a estas funciones y que suele ser mas ilustrativo (Figura 1(b)).

La sucesion {x,} tiene un comportamiento interesante para valores
grandes de n: el hecho de que sus términos tienden a acumularse en torno
a un punto dado (especificamente al 0). En general decimos que una suce-
sién {a,} converge hacia el limite A si para todo ¢ > 0 existe un namero
natural N tal que para todo n, sin > N entonces |a, —[| < & (también deci-
mos que la sucesion {a, } es convergente, Figura 2). En este caso escribimos
anp — | cuando n — oo o simplemente nll)rgo anp = 1. Si{a,} no converge,

decimos que diverge o que es divergente. Notemos que si la sucesion {a, }
diverge significa que para todo nimero real / existe un ¢ > 0 tal que para
todo nimero natural N existe un n > N tal que |a, —[| > e.

X3 XN—-1X1 X2

{ \
\ T 7

[ —¢ / [+ ¢

FIGURA 2.

A continuacion presentamos un resultado que establece la unicidad
del limite de una sucesion convergente, un hecho que es bastante evidente
y sirve como un ensayo para el uso del concepto de convergencia.

Si la sucesion {an } converge hacial y también converge hacia m, entonces | = m.

Supongamos que [ # my consideremos ¢ = |/—m|/2. Puesto que nll)rgo a, =
[ tenemos que existe un N € N tal que para todo n, sin > Nj se cumple
que
|l —m|

2
Analogamente, existe un namero natural N tal que para todo n, sin > Nj
se cumple que

lan — 1] <

|l —m|
2
Luego, si tomamos n > N = max(/Np, N2) tenemos

lan —m| <

|l —m| |l —m]|
2 2

= |l —ml,

{l—m|=|l—an+apn—m| <l|a,—1|+|an—m| <

lo cual es una contradiccién. |
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EJEMPLO 3

EJEMPLO 4

EJEMPLO 5

LEMA

Si x, = 1/n para todo n, entonces lim x, = 0. Este resultado es una con-
n—>oo

secuencia de la propiedad arquimediana de los numeros reales (ver Pro-
blema 20) que establece que para todo ¢ > 0 existe un nimero natural N

tal que

l<
— <e.
N

Por tanto tenemos que para todo nuimero natural n, si n > N se cumple
que

Supongamos que y, = (—1)"*! para todo n, entonces {y,} diverge. Note-
mos que si / > 1 podemos tomar ¢ = [ — 1 y entonces resulta que para
todo n se cumple |y, —[| > €. Analogamente si / < —1, es suficiente tomar
¢ =—1-1.Si—1 <[ < 1 entonces podemos considerar ¢ = min(1—/,/+1).
Sil = —1 basta tomar ¢ = 1 para ver que |y2,+1 + 1| > ¢. Finalmente, si
[ = 1, entonces con ¢ = 1 tenemos |y, — 1| > . O

A continuacion presentamos otro ejemplo acerca de una sucesion di-
vergente pero cuyo comportamiento es totalmente distinto al de la sucesion
descrita en el Ejemplo 4.

Supongamos que z, = n para todo n, entonces {z,} diverge y escribimos
Zn — oo cuando n — oo. [

Como en el caso de limites de funciones en un punto, existe un teo-
rema sobre el “dlgebra de limites de sucesiones” que facilita la tarea de
hacer calculos. La semejanza entre estos resultados no es casual, en efecto
la demostracion es practicamente la misma, sobre todo si utilizamos el si-
guiente lema tomado de Calculus por Spivak (referencia [1] de la Reseiia
Bibliografica, p. 101).

(1) Si
x—xol <= y ly—yol<=
ol <5 ol <3
entonces
[(x +y) = (x0 + yo)| <e.
(2) Si
|x — xo <min(l,;) y |y =yl < ;,
2(lyol + 1) 2(|xo| + 1)
entonces

|xy —xoy0| <e.
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(3)Siyo# Oy

. (1vol elyol?
oo < i (2 2258
entonces y # 0y
’l 1
———|<es
Yy Yo

Ahora tenemos el siguiente resultado.

Sean {an} y {bn} dos sucesiones convergentes tales que a, — | y b, — m cuando
n — 00. Entonces las sucesiones {an + by} y{ay - bn} también convergen y

(1) 1im (an +bp) =1 +m,
(2) nli_)rgo(an -by)=1-m.

Ademds sim # 0, entonces la sucesion {an /bn} también converge y tenemos

dn [

(3) lim

(1) Para cualquier ¢ > 0 existen dos nimeros naturales N1 y N, tales que
para todo n

. £
sin > Ny, entonces |a, — 1| < 3
. £
ysin > N, entonces |b, —m| < X
Entonces si N = max(Ny, N2) yn > N, tenemos que
£ g
a, — 1| < = by, —m| < =,
lan | 5 y |bn | 5

luego, por el Lema (1) tenemos que
[(an + b)) — (I +m)| < e.

(2) Dado ¢ > 0 existen dos nimeros naturales N; y N, tales que para todo

n
&
sin > Ni, entonces |a, —[| <min |1, ——— |,
=M an =11 < min (1575
&

201+ 1)°

Entonces si N = max(Ny, N2) yn > N, tenemos por el Lema (2)

ysin > N, entonces |b, —m| <

lan — 1] < mi (1 ° ) by —m| < —

- min {1, —— - —_—.
" 2qm+ ) 7 2001+ D)
Luego, el Lema (2) implica que

|anby — Im| < e.
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TEOREMA 7

DEMOSTRACION

(3) Es suficiente demostrar que la sucesion {1/b,} converge hacia 1/m;
pero existe un detalle que conviene aclarar: el hecho de que b, — m # 0
cuando n — oo no garantiza que 1/b, esté definido para todo n, en efecto,
es facil dar un ejemplo donde este fenémeno se presente. Sin embargo,
resulta que si b, — m # 0 entonces existe solamente una cantidad finita de
valores de n para los cuales b, = 0 (esta es una consecuencia de la primera
parte del Lema (3)).

Por tanto b, puede ser nulo solamente para algunos de los numeros
1,2,..., N — 1. En este caso podemos trabajar con una nueva sucesion ¢
la cual converge hacia m y ¢, # 0 para todo n definida asi ¢, = by—1+4n.
Comunmente este procedimiento se considera como algo puramente for-
mal y se trabaja directamente con la sucesion {by, }.

Ahora, sea ¢ > 0 existe un namero natural N tal que para todo n

m|  elm|?
27 2 )

sin > N, entonces |b, —m| < min(

Entonces, por el Lema (3) queda que

1 1
— ——|<e
5 m’ e 1

La diferencia de comportamiento entre las sucesiones {y,}y {z,} de
los Ejemplos 4 y 5 ilustra un punto sutil que determina una caracteristica
muy importante de las sucesiones convergentes. Notemos que el conjunto
de términos de la sucesion {z,} no esta acotado, es decir no es posible en-
contrar dos nameros a,b € R, tales que z, € (a, b) para todos los nimeros
n, mientras que el conjunto de términos de la sucesion {y,} si esta aco-
tado. En este ultimo caso decimos que la sucesion esta acotada y, resulta
evidente que todas las sucesiones convergentes estan acotadas, en efecto
esta proposicion se formaliza en el siguiente teorema.

Si{ay} es una sucesion convergente, entonces {ay} esta acotada.

Supongamos que a, — [ cuando n — co. Entonces tomando ¢ = 1 en la
definicion de sucesion convergente tenemos que existe un nimero natural
N tal que, para todo n, sin > N, entonces

lan — 1| < 1,
luego
—l<a,—1<1,

es decir
[—1<a, <[ +1.

Por tanto, para todo n > N tenemos que a, € (/ — 1,1 + 1). Por otro lado,
el resto de los términos de la sucesion, a saber ai,ds,...,dy—1, constitu-
yen una cantidad finita, entonces existe una intervalo abierto (u,v) que
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los contiene a todos. Finalmente, si consideramos ¢ = min(u,/ — 1) y
b = max(v, [ + 1) tenemos que todos los términos de la sucesion {a, } estan
contenidos en el intervalo abierto (a, b). |

En algunos casos tenemos que el conjunto de los términos de una
sucesion {a,} esta acotado superiormente, entonces decimos que la suce-
sion esta acotada superiormente y si tal conjunto esta acotado inferior-
mente decimos que la sucesion esta acotada inferiormente. Por tanto, una
sucesion esta acotada si y solo si esta acotada tanto superior como inferior-
mente.

Notemos que el Teorema 7 es equivalente a la siguiente proposicion:
St una sucesion {an } no esta acotada, entonces la sucesion es divergente.

Concluimos esta seccién con un resultado muy importante que de-
pende de la completitud del sistema de los nameros reales y para el cual
necesitamos unas definiciones sobre ciertas caracteristicas especiales de al-
gunas sucesiones. Decimos que la sucesion {a,} es creciente si a, < dp1
para todo n (Figura 3). Andlogamente decimos que la sucesion {a,} es
decreciente si a, > ap4; para todo n.

Algunas veces no se necesitan condiciones tan estrictas y decimos que
la sucesion {a,} es no creciente si a, > a,41 para todo n; mientras que la
sucesion {a,} es no decreciente si a, < a,4; para todo n. Finalmente,
decimos que una sucesion {a,} es monoétona si {a,} es o bien no creciente
o bien no decreciente.

ai az asag an dp+1

FIGURA 3.

Si{an} es una sucesion no decreciente y acotada superiormente, entonces {a,} con-
verge.

Sea A el conjunto formado por todos los a,. Por hipétesis tenemos que
A esta acotado superiormente y como A # @, existe un @ € R tal que
a = sup A.

{ .
ayp ar X —& AN o

FIGURA 4.
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LEMA 9

LEMA 10

COROLARIO 11
(TEOREMA DE
BOLZANO-WEIERSTRASS)

Dado ¢ > 0 existe un x € 4 tal que o — x < ¢, es decir existe un N tal
que o —ay < ¢ (Figura 4).
Por otro lado tenemos que sin > N entonces a, > ay, de donde

o—ap <oa—ay <e,

osea,d, — o« cuandon — oo. 1

SUBSUCESIONES

Algunas veces conviene realizar el analisis de una sucesion examinando el
comportamiento de una o varias colecciones infinitas de sus términos. Por
ejemplo, consideremos la sucesién {y,} definida por y, = (—1)"*1, tene-
mos dos colecciones infinitas de términos notables

(LL1,...} vy {=L—-1,-1,..}%

Evidentemente, si consideramos cada una de estas colecciones como suce-
siones tenemos que ambas convergen, la primera hacia 1 y la segunda hacia
-1 y de la unicidad del limite deducimos que la sucesion {y,} es divergente.

En el examen anterior hemos considerado una coleccion infinita de
términos de una sucesion dada como una sucesion en si misma y las dos
colecciones asi formadas son llamadas “subsucesiones”. Formalmente, una
subsucesion de una sucesion {a,} es la composicion de {a,} con una suce-
sién creciente de nimeros naturales {k,}, y la denotamos por {ag, }. La
discusion inicial de esta seccion queda formalmente establecida con el si-
guiente lema (cuya demostracion es casi obvia a partir de la observacion de
que k, > n).

Si la sucesion {ay} es convergente hacia l y {ay, } es una subsucesion, entonces la
subsucesion también converge hacia l .

Una propiedad muy interesante de las sucesiones queda plasmada en
el siguiente resultado.

Toda sucesion {ay, } contiene una subsucesion la cual es o bien no creciente o bien no
decreciente.

Este lema se combina con el Teorema 8 para producir uno de los
resultados tedricos mas importantes sobre sucesiones.

Toda sucesion acotada tiene una subsucesion convergente.



TEOREMA 12

DEMOSTRACION

TEOREMA 13

DEMOSTRACION

1. Sucesiones Infinitas 11

SUCESIONES DE CAUCHY

Si {a,} es una sucesiéon que converge hacia el limite /, intuitivamente, esto
nos indica que los puntos a se encuentran muy cerca del punto / cuando n
toma valores arbitrariamente grandes, en cuyo caso, los diferentes términos
ap y am S€ encuentran muy cerca entre si cuando 7 y m son nimeros muy
grandes, porque

lan — am| < |an —I| + || — am|.

Analogamente, resulta razonable pensar que si los términos a, y a;, de
una sucesion dada se encuentran muy proximos entre si para valores muy
grandes de n y m, entonces la sucesion es convergente. Motivados por esta
observacion establecemos la siguiente definicion que proporciona un ins-
trumento muy eficaz para el estudio de las sucesiones: decimos que la suce-
si6n {a,} es una sucesion de Cauchy si para todo ¢ > 0 existe un nimero
natural N tal que para todos n 'y m, sin,m > N, entonces |a, —am| < €.

Si{an} es una sucesion convergente, entonces {a,} es una sucesion de Cauchy.

Supongamos que a, — [ cuando n — ooy sea ¢ > 0. Entonces existen
N € N tales que si n > N entonces |a, — [| < ¢/2. Luego, sin,m > N
entonces . .

|an—l|<§ y |am—l|<5.

Por tanto, si n,m > N tenemos
£

&

Como hemos sugerido arriba, el reciproco del Teorema 12 también
es cierto.

Si{an} es una sucesion de Cauchy, entonces {ay, } converge.

Para empezar notemos que toda sucesion de Cauchy esta acotada (este he-
cho se puede probar siguiendo el esquema de la demostracion del Teo-
rema 7). Ahora, de acuerdo con el Teorema de Bolzano-Weierstrass {a, }
tiene una subsucesion {ay, } 1a cual converge hacia un limite /.

Dado ¢ > 0, existe un N; tal que para todos n'y m, si n,m > Ni,
entonces

P
lan —am| < 7

También tenemos que existe un N3 tal que para todo n si k, > N5 entonces

e
lax, — 1| < 7
Luego, sin > N = max(N;, N,) (recordemos que k, > n) tenemos
e e
lan —a, | <5y o, =A< 5,
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TEOREMA 14

y por tanto tenemos
&

2 =&

)
lan =11 < lan —ax, | +lak, =1l < 5 +

esdecir lim a, =1[. 1
n—>oo

SUCESIONES Y CONTINUIDAD

Esta seccion esta dedicada al estudio de la continuidad de funciones me-
diante el uso de sucesiones. La idea central consiste en demostrar qué
condiciones de continuidad de una funcién f garantizan la posibilidad de
intercambiar la funcién con limites de sucesiones convergentes (Figura 5),
asi
i, £y = f (Jim, )

El resultado presentado a continuacion establece condiciones necesarias
para que se cumpla tal igualdad y ademas demuestra que el problema puede
ser abordado en sentido inverso, es decir que la posibilidad de intercambiar
la funcion con limites proporciona informacion sobre la continuidad de la
funcién.

FIGURA 5.

Sean p un punto de un intervalo abierto I y f una funcion definida en todos los
puntos de T (excepto quiza en p) tal que

lim f(x) =gq.
X—>p
Supongamos que {an } es una sucesion con términos en L que converge hacia p, con
an # p para todon. Entonces
lim f(an) = q.
n—>00

Reciprocamente, si esta proposicion es cierta para toda sucesion {an } que satisface las
condiciones anteriores, entonces

lim f(x) =gq.
xX—>p
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DEMOSTRACION Supongamos que lim f(x) = ¢. Entonces, dado un nimero ¢ > 0 existe
xX—>p

COROLARIO 15

un § > 0 tal que, para todo x € Z,si 0 < |[x — p| < § entonces

|f(x) —ql <e.

Si {a,} es una sucesion con términos en Z — {p} la cual converge hacia
p, entonces existe un nimero natural N tal que para todo n, sin > N,
entonces

0 <la, — p| <6.

Luego
| fan) =gl <e.

Por tanto, f(a,) — g cuando n — oo.
Supongamos ahora que lim f(a,) = ¢ para toda sucesion {a,} con
n—>0o0

términos en Z—{p} talque lim a, = p. Sino fuese lim f(x) = g, existiria
n—o00 xX—>p

un ¢ > 0 tal que para todo § > 0 existirfaun x con 0 < |x — p| < &
y | f(x) —¢| > e. En particular, para cada n existiria un x, tal que 0 <
|xn — p| < 1/n pero | f(x,) —q| > . Asi, la sucesion {x,} seria convergente
hacia p, pero la sucesion { f(x,)} no seria convergente haciag. 1

Una consecuencia inmediata del Teorema 14 es el siguiente resul-
tado.

Sean A un subconjunto de R, f : A — R wuna funcion y p un punto de A.
Entonces f es continua en p siy solo si para toda sucesion {x,} con lim x, = p,
n—00

se cumple

Tim f(xn) = £ ( lim xa) = f(p).

La igualdad establecida por el Corolario 15 constituye una herra-
mienta invaluable para efectos de cdlculo de limites, junto con el Teorema 6
y las siguientes igualdades forman toda la maquinaria necesaria para re-
solver casi todos los problemas de este libro (que conciernen a limites, claro
esta).

TRES EJEMPLOS NOTABLES

Esta seccion presenta tres ejemplos de aplicaciones del concepto de con-
vergencia en la exploracion de algunos problemas. La primera de tales
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aplicaciones es un resultado que se usa para la exploracion de la estructura
del conjunto de los nameros reales, el cual es conocido como el teorema de
los intervalos encajados (de Cantor, en honor al matematico George Cantor,

Figura 6).

FIGURA 6. Retrato de George Ferdinand Ludwig Philipp Cantor.

EJEMPLO 16 Dada una sucesion de intervalos cerrados I1 = [a1, b1], I2 = [az, ba],..

., los

cuales se encuentran encajados, es decir

I,y €1, para todo n,

entonces

o0
() 1n # 0.
n=1

o sea, existe un numero x tal que x € I, para todo n (Figura 7).

| I |
I, ‘
|
L 1 H
a az as by baby
FIGURA 7.

La demostracion del teorema se realiza partiendo de la observacion
que la hipétesis I, +1 € I, para todo n es equivalente a decir que la sucesion
{a,} es no decreciente y que la sucesion {b,} es no creciente y, puesto que
ambas estan acotadas, tenemos que existen « y f tales que

Iim a, =«
n—>oo

Y e n = P
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Ademas tenemos que «, B € [an, by] para todo n, entonces podemos tomar
x cualquier punto de [o, B]. Notese que es posible que el intervalo [, ]
conste solamente de un punto, en efecto este es el caso si se considera la
hipétesis adicional lim (b, —a,) = 0.
n—>00 X .

En este contexto, el nombre de Cantor se asocia también con un ob-
jeto matematico de naturaleza muy singular, el cual se construye de la si-
guiente forma: sean

—_

Jo () u(ER)]

w

Observemos que Kj resulta de extraer del intervalo [0, 1] el intervalo abierto
q

(% %), resultando que K; = [0, %] U [% 1]; analogamente K> se puede re-
presentar como la unién de 22 intervalos cerrados y, en general K, como

la unién de 2" intervalos cerrados (Figura 8).

0 1

FIGURA 8.

Notemos ademas que 0 € K, para todo n, entonces ¢l conjunto de
Cantor C se define por:
oo
C=()Kn
n=0

Evidentemente el conjunto de Cantor contiene muchos mas elemen-
tos que 0 (en efecto una coleccion infinita, ver Problema 19) y, para pro-
barlo es suficiente aplicar el teorema de los intervalos encajados a subcon-
juntos de los K, convenientemente elegidos.

Notemos que la conclusion del teorema de los intervalos encajados
no se obtiene si la hipétesis de que los intervalos I, sean cerrados se reem-
plaza por la suposicion de que son abiertos. Por ejemplo, si I, = (0, 1/n)
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para todo n, tenemos que I, +1 C I, paratodony

El siguiente ejemplo ilustra una aplicacion del concepto de conver-
gencia para probar la existencia de soluciones de cierto tipo de ecuaciones
especiales y se conoce como (un) teorema de punto fijo. Para establecer el
resultado necesitamos una definiciéon preliminar: dada una funcién f, un
“punto fijo” para f es un nimero « tal que f(@) = «.

EJEMPLO 17 Supongamos que f : [0,1] — [0, 1] es una funcién continua y creciente
sobre [0, 1]. Entonces para todo x € [0, 1] la sucesion

x, f(x), fUfG). fUAFXD)). ...

converge hacia un punto fijo de f. La idea geométrica en el fondo del
argumento estd ilustrada en la Figura 9.

FIGURA 9.

De forma anecdética el matematico Littlewood cuenta como un gréfico si-
milar a éste le sugiri6 la idea para resolver un problema y de alli su opinién
de que en algunos casos solamente una figura es suficiente como solucién
a un problema (ver la pagina 135).

En primer lugar coloquemos etiquetas a la sucesion asi: ag = xy

an+1 = f(an), para todo n > 0,
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es decir
an+1 = f(an)

= f(f(an-1))
= f(f(f(an—2)))

= fo oo f (@)

N — —
n + 1 veces

Supongamos que f(x) > x, es decir a; > ap. Como f es creciente
tenemos que

F(x) > f(x),

O S€a
ar > daj.

En general tenemos que
an+1 > dp para todo n > 0.

Como el recorrido de f esta contenido en [0, 1], resulta que la sucesion

{an} es creciente y acotada, y es por tanto convergente. Sea ¢ = lim a,,
n—>0o0

entonces por el Corolario 15 tenemos
o= Jim dnir = Jim fan) = 1 (Jim,an) = S

es decir, @ es un punto fijo para f. Para el caso en que f(x) < x se procede
en forma analoga. U

Nuestro ultimo ejemplo consiste en la aplicaciéon de sucesiones con-
vergentes para hallar raices de una funcion, utilizando las rectas tangentes
a su grafica, el procedimiento fue desarrollado por Newton y es conocido
como el método de las tangentes de Newton.

Sean f : R — R una funcién derivable y x¢ un niamero real. Entonces la
ecuacion de la recta tangente en el punto (xg, f(xp)) es

y1(x) = f'(x0)(x — x0) + f(x0).

Es facil verificar que el punto de interseccion de esta recta con el eje
horizontal es (x1, 0) donde

si f'(xo) # 0.

X1 = X9 —

Ahora consideremos la recta tangente a la grafica de f en el punto
(x1, f(x1)), cuya ecuacion es

y2(x) = f'(x)(x — x1) + f(x1).
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Andlogamente, si suponemos que f’(x;) # 0, tenemos que el punto de
interseccion entre esta rectay el eje horizontal es un punto (x2, 0), donde

L S (x1)
1)

X2 = X

FIGURA 10.

En general, obtenemos una sucesion {x, } tal que (x, 41, 0) es el punto
de interseccién entre la recta tangente a la grafica de la funcién f en el
punto (xn, f(x,)) y el eje horizontal (Figura 10), ysi f’(x,) # 0 tenemos

que
. S (xn)
S (xn) '
Resulta que bajo las hipétesis [/, f” > 0y f(xo) > 0 se tiene que {x,} es
una sucesion no creciente la cual converge a un punto « con f(«) = 0.
Utilizando el método de Newton para f(x) = x2 —2y xo = 1,4 con
los primeros cuatro términos de la sucesion {x,} obtenemos aproximacion

muy buena de /2, asi

Xn+1 = Xn

xo=14

x1 = 1,4142857
X2 = 1,4142136
x3 = 1,4142136.0
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PROBLEMAS

1

Para cada una de las siguientes sucesiones {a,} hallar una expresion
para el término general aj.

(1)
(2)
(3)
(4)
te)

111
]‘727 47 87"
1.3.2 27
727 47 87
13927
248 16
2,1,4,3,6,5,..
1,0,—%,0,%,0,—%,0,.... Indicacion: Puede definirse a, por

partes segliin si 7 es par o impar, pero una solucién mas elegante
se puede obtener observando el comportamiento de la sucesion
definida por sen(nfl) para cierto valor de 6.

En cada uno de los siguientes casos decidir si la sucesiéon dada es con-
vergente o no. En caso de que la respuesta sea afirmativa calcular el
limite respectivo.

(1)
(2)
(3)
(4)
()
(6)
(7)

(8)
9)

(10)
(11)

12)
(13)
(14)
(15)

(16)

4 — n n—+1
"+ n o
. nm
a, = cos 7
_n
an — 2_n.
_n
an — 3_n.
ap =1+ (D"
1+ (—1)"
an e ——
n
-1 14+ D"
GV G Vi
n 2
a, =21/,
a, =n=D",
In2 cos(n!)
an s e——
n+1
an = (_1)n+1 4+ on+1°
3n 4 (_2)n
a, =

3n+1 4 (_2)n+1‘
anp = na, con |a| < 1.
nmw

cos —.
n+1 2

_(=D)"/nsen(n")
N n+1 '

ap = vVa"+b", a,b>0.

a, =1+

n
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(17)

on?

an .
n!

(18)  ay = (=1)" (1 + 1).
n

1 1
19 = st —.
(19) an w1 +- o
Ve + Ne2 -4 Ve
(20)  an = .
n
3 (Cadauna de las sucesiones presentadas a continuaciéon converge hacia

el limite £ indicado. Verificar este hecho obteniendo en cada caso un

valo
n =

(1)
(2)
(3)
(4)

5)

r de N, para un ¢ > 0 dado, de tal forma que para todo n, si
N, entonces |a, —£| < e.
1
ayp = —, g - O.
n
n
=——{=1/2.
R P /
1
anp = —, g - O.
n!

an, = (=1)" (%)n, {=0.

1
d, = sen (—),E = 0.
n

4 Probablemente las sucesiones mas simples son las constantes. A conti-
nuacién discutimos esta proposicion y establecemos las candidatas a
ser sus mas fuertes competidoras.

()

(b)

5 (a)

(b)

()

Sea {a,} una sucesién convergente de nimeros enteros. Demos-
trar que existe un numero natural N tal que a, es constante para
todon > N.

Determinar todas las subsucesiones convergentes de la sucesion

{(=D"+1.

Supongamos que {x,} es una sucesiéon convergente y que existe
un numero natural N tal que x, > 0 para todo n > N. Demostrar

que lim x, > 0.
n—>oo

Demostrar que si {x,} y {y»} son dos sucesiones convergentes y
que existe un numero natural N tal que x, > y, paratodon > N,

entonces lim x, > lim yj,.
n—>oo n—>oo

Demostrar mediante un ejemplo que si {x,} es una sucesiéon con-
vergente y existe un nimero natural N tal que x, > 0 para todo
n > N no se sigue necesariamente que lim x, > 0.

n—>0o0

6 Dar un ejemplo de una sucesion {a,}, tal que para cada nimero na-
tural k, exista una subsucesion de {a,} la cual sea convergente hacia

k.
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Dar un ejemplo de una sucesion {ay,}, tal que para cada nimero real
o, exista una subsucesion de {a, } la cual sea convergente hacia .

Supongamos que {x,}, {yn} y {Zn} son tres sucesiones tales que x, <
Yn < Zpyque lim x, = lim z, = {. Demostrar que {y,} converge
n—00 n—00

y
lim y, = ¢.

n—>0o0

Demostrar que si lim a, = £, entonces
n—>oo

lim art---tan — (.
n—00 n

Existen casos en que es necesario (o conveniente) determinar que
{xn} es una sucesion convergente cuyos términos pertenecen a un
conjunto, se tiene necesariamente que el limite también pertenece
a dicho conjunto. En este problema se discuten dos casos concretos.

(a) Demostrar que si {x,} es una sucesiéon convergente hacia p y to-
dos sus términos estan en el intervalo cerrado [a, b], entonces p €
[a, b].

(b) Demostrar que la parte (a) no necesariamente es cierta si el inter-

valo [a, b] se reemplaza por (a, b).

Este problema plantea el estudio de una sucesiéon muy interesante y
que constituye una bonita aplicacion del Corolario 15. Para empezar
notemos que si 0 < a < 2, entonces 0 < +/2a < 2.

(a) Demostrar que la sucesion

V2, \/2% \MM,...

es creciente y acotada superiormente y, por tanto, convergente.

(b) Hallar el limite. Indicacion: observe que si lim a, = {, entonces

n—00
lim 2a, = v24.

n—>00

Existe una sucesion {a,} “definida por recurrencia” que despierta ad-
miracién general

ay = l,
a =1,
ap = dp—1 + an—> paran > 3.

Asi los primeros diez términos de la sucesion son

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55.
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La sucesion {a, } es conocida como la sucesion de Fibonacci en honor al
italiano Fibonacci, también conocido como Leonardo de Pisa quien
la descubri6 en el estudio de un problema relacionado con la cria
de conejos (para los detalles consultar el Problema 2-20 de la refe-
rencia [1] de la Resenia Bibliografica). Posteriormente se ha encontrado
que los nameros de Fibonacci aparecen en muchos contextos de fenoé-
menos naturales. Demostrar que para todo n se cumple la siguiente
igualdad

1+v5\" [(1-+5
2 2

NE

El nombre del matematico suizo Leonhard Euler se encuentra aso-
ciado a un par de nameros muy interesantes. En primer lugar el
numero ¢ que puede definirse como

anp =

e = log_l(l),

donde log denota la funcién logaritmo (natural), es decir

1
log x :/ —dt.
1 ¢

Es un hecho notable que ademas el numero de Euler se puede expre-
sar como el limite de una sucesion particularmente notable, a saber

l n
e = lim (l + —) .
n—o00 n

Algunos autores prefieren tomar la ecuacion anterior como definicién
de e, después de probar que la sucesién en cuestiéon es no decre-
ciente y acotada superiormente (otra definiciéon puede tomarse en
consideracion después de realizar un estudio sobre series).

Ciertamente no resulta exagerado plantear que el nimero e es uno
de los niimeros mas importantes del Calculo y de las Matematicas en
general y entre sus multiples propiedades se destaca el hecho de que
es un numero irracional (mas auin, es un nuamero trascendente, es
decir no se puede obtener por el proceso de resolver ecuaciones alge-
braicas). Por otro lado esta otro niimero asociado al nombre de Euler,
que no desempena un papel tan crucial en Calculo y ni siquiera se ha
determinado si es racional o no. Tal nimero es conocido como la
constante y de Euler y esta definido en términos de sucesiones como se
indica a continuacion.

(a) Demostrar que para todo nimero natural n se tiene que

1
pa— <log(n+l)—logn<;.

Indicacion: use la definicion de log indicada arriba y aplique algu-
nas propiedades elementales de la integral.
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(b) Usar la parte (a) para demostrar que si

1 1
an:l+5++;—logn,

entonces a, es convergente (probando que {a,} es decreciente y
acotada inferiormente). La constante y de Euler estd definida por

n—>0o0

1 1
y = lim (1+5+---+;—logn).

Como en el problema anterior, en éste explotamos algunas propie-
dades de la integral aplicadas a la funcién log para establecer unos
hechos notables acerca de alguna sucesion especial que involucra en
su definicion al factorial de un niimero (que suele ser muy compli-
cada de manipular por lo dificil que es estimar el valor de n! cuando
n es muy grande).

(a) Demostrar que si f es creciente sobre [0, 00) entonces

f(l)—i—----i—f(n—l)</1 f(x)dx < fQ2)+---+ f(n).

Indicacion: hacer una representacion grafica (y recuerde que toda
funcién creciente es integrable).

(b) Ahora considere el caso particular f = log para demostrar que

n” <nl<M

en—l eh ’
y por tanto
. vn! 1
lim — = —.

Lo cual a veces se expresa asi

Y~ 2
n!~ — para n grande.
e

15 El Corolario 15 establece, en términos generales, que funciones con-

tinuas llevan sucesiones convergentes a sucesiones convergentes. En
este problema se estudia la relacion entre la continuidad de funciones
y las sucesiones de Cauchy.

(a) Darun ejemplo de un conjunto de nimeros reales X, una funcién

f X — R continua sobre X y una sucesiéon de Cauchy {x,} con
términos en X, tales que { f(x,)} no sea una sucesion de Cauchy.

La situacién descrita en la parte (a) se puede mejorar conside-
rablemente introduciendo un refinamiento al concepto de conti-
nuidad: Decimos que la funcion f : X — R es uniformemente
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*17

18

19

(b)

(b)

continua sobre X si para todo ¢ > 0 existe un § > 0 tal que para
todos x,y € X

si |[x —y| < 6, entonces | f(x) — f(y)| < e.

Notemos que si f es uniformemente continua sobre X entonces
f es continua sobre X, pero que la proposicion reciproca no siem-
pre es cierta.

Demostrar que si f : X — R es una funcién uniformemente con-
tinua sobre X, entonces para toda sucesion de Cauchy {x,} con
términos en X se cumple que { f(x,)} es una sucesion de Cauchy.

Demostrar que si la sucesion {a, } converge hacia £ entonces {|a, |}
converge hacia |{|. Indicacion: se puede dar una solucién elemen-
tal utilizando la desigualdad triangular pero otra prueba muy ele-
gante puede construirse usando el Corolario 15.

Demostrar mediante un ejemplo que la convergencia de {|a, |} no
implica la convergencia de {a, }.

Sea 9 la coleccion de todas las sucesiones de nimeros reales {a,}
acotadas. Si @ = {a,}, B = {bn} € M, definir la funcién d por

d(o, B) = sup{lan —bp| :n en}.

Demostrar que la funcién d satisface las siguientes propiedades para
todos @ = {an}, B = {bn},y = {cn} € M.

()
(b)
(c)

(Positividad) d(a, B) > 0. Ademads, d(c, B) = 0siy solo si = B.
(Simetria) d(«, B) = d(B, o).
(Desigualdad triangular) d(«, B) < d(a,y) + d(y, B).

Este problema suele interpretarse diciendo que la funcién d define
una distancia (o métrica) en el mundo 91 de las sucesiones acotadas,
que es en consecuencia un ejemplo de un espacio métrico.

Sea {a, } una sucesion tal que a, > 0 paratodony

. an+1
lim

n—>o0o

= (.

1/n

Demostrar que existe lim a, /"y
n—>00

lim a,Y/" = ¢.
n—>oo

Sea {a,} una sucesion acotada y consideremos la sucesion definida

por

Xpn = Sup{an,an+1, ...}.
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(a) Demostrar que {x,} converge. Ellimite lim x, se denomina limite
n—>0o0

superior de {a, } y es denotado por lL_m an o limsup a,. Analoga-
n—oo

n—>0o0
mente se define el limite inferiory se denota por lim a, oliminfa,.
n—o0 n—00

(b) Demostrar que

liminfa, <limsupay,.
n—00 n—00

(c) Demostrar que {a,} converge siy solo si

liminfa, = limsupa,.
n—>00 n—00

En este caso tenemos

lim a, = liminfa, = limsupa,.
n—>oo n—>oo n—00

En términos elementales el proceso de “contar” consiste en asignar
a cada elemento de un conjunto una etiqueta que corresponde a un
numero natural. En el siguiente problema se describe algunas aplica-
ciones generales de este concepto, pero primero establecemos cierto
marco formal. Un conjunto 4 # @ es finito si existen un nimero na-
tural N y una funcién biyectiva a : {1,2,..., N} — A; en este caso
decimos que A posee N elementos (por convenio tenemos que @ es
finito con 0 elementos). Decimos que un conjunto es infinito si no
es finito. Un conjunto A es infinito numerable (o contable) si existe
una funcién biyectivaa : N — A, es decir, sus elementos se pueden
representar como una sucesion {aj, dz, ... }. Decimos que A es nume-
rable si es finito o infinito numerable. El ejemplo tipico de un con-
junto no numerable R; otro caso notable es el conjunto de Cantor C
(Ejemplo 16).

En este problema examinamos la numerabilidad de ciertos conjuntos
importantes. Nuestro estudio se inicia con el caso mas emblematico
de conjuntos numerables.

(a) Demostrar que el conjunto N de los numeros naturales es nume-
rable.

(b) Demostrar que el conjunto Z de los numeros naturales es numera-
ble. Indicacion: establecer una definicion formal para la sucesion
0,1,-1,2,-2,....

(c) Utilizar un artificio similar al de la parte (b) para demostrar que
la unién de dos conjuntos numerables también es numerable.

(d) Demostrar el hecho mas sorprendente de que el conjunto Q de
los numeros racionales es numerable. Notemos que de aqui se
deduce que la coleccién R \ Q de los nimeros irracionales no es
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numerable. Indicacion: utilizar el siguiente diagrama sin preocu-
parse por los elementos repetidos y luego utilizar la parte (c)

1 1 1 1
1 2 3 1
e /" e /"
2 2 2 2
1 2 3 1
/" e /" e
3 3 3 3
1 2 3 1
e /" e /"
4 4 4 4
1 2 3 4
/" e /"
(e) Imitando la parte (d), demostrar que si A1, Az, ... son conjuntos

numerables, entonces A; U A U --- es un conjunto numerable.

21 Demostrar que las siguientes proposiciones son equivalentes.

(PAI) El conjunto N de los nimeros naturales no esta acotado.
(PA2) Paratodo e > O existeunn € N talque 1/n < ¢.

(PA3) Para todo x € R y para todo k > 0 existe un n € N tal que
nk > x.

Frecuentemente la proposicion PA3 es conocida como la propiedad
arquimediana de los nimeros reales en honor al sabio griego Arquime-
des quien la formul6 en términos geométricos: la distancia entre dos
puntos cualesquiera de una recta puede medirse con una regla cual-
quiera mediante una cantidad finita de pasos.



CAPITULO

SERIES INFINITAS

... Sostener el infinito en la palma de la mano
y la eternidad en una hora.

WILLIAM BLAKE

I aidea central de este libro es explorar la posibilidad de desarrollar una
“suma infinita”, es decir, dada una sucesion {a,} queremos asignarle
un significado preciso a la expresion de la forma

a +ax+az—+---,

y luego comparar las propiedades de estas “sumas infinitas” con las sumas
ordinarias. La forma en que se resuelve este problema es definir una nueva
sucesion que consiste en ir sumando ciertas porciones finitas de la sucesion
{an} y luego examinar la convergencia de la nueva sucesion.

SuMAS INFINITAS

Dada la sucesion {a, }, consideramos la sucesion de sumas parciales {s, } de la
siguiente forma

S1 = aq

S2 =ay +az

Sp =a1 +az+as+---+an.

Entonces decimos que la sucesion {a,} es sumable si la sucesion {s,} es
convergente, en cuyo caso escribimos

o0
E ap = lim sy,.
- n—->oo

27
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EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

o0
Permitiendo un cierto abuso del lenguaje decimos que la serie E an
n=1
converge (o que es convergente) si la sucesion {a,} es sumable, en caso
o0

contrario decimos que la serie E ap diverge o que es divergente

n=1
Practicamente todo el desarrollo de este texto es una investigacion

de diversos métodos para decidir si una serie dada es convergente o diver-
gente. Antes de iniciar tal estudio vamos a considerar un par de ejemplos
que en el juego de las series son como un par de caballos en un juego de
ajedrez.

o0
La serie Z — diverge. La veracidad de esta proposicion queda ilustrada
n

n=1
por el siguiente diagrama, el cual sugiere que la sucesiéon de sumas parciales

de {1/n} no estd acotada

Flitit+itg| s+ttt
= + > +

P
+
+
A= W=
+
IS

_|_
Bl
Il
=

o0
Con frecuencia E — es denominada la serie armonica.

n=1
El siguiente ejemplo establece ante todo un “principio” que con fre-

cuencia vamos a olvidar (mas atn, que con frecuencia vamos a contradecir)
el hecho de que dos series tengan términos generales muy similares no sig-
nifica que ambas se comporten igual con respecto a la convergencia.

o0
. 1 .
La serie E — converge. En efecto, observemos que la sucesion {s,} de
n
=1

sumas parciales de {1/n2} es creciente. Si definimos la sucesién {x,} por

n
1

Sn <1+ xp, para todo n.

tenemos que

Pero ademas notemos que

S| 1
. 3 3n¥

Asi que {x,} es no decreciente y li_{n xp = 1/3. Entonces x, < 1/3 para
n o0
todo n, luego

S < para todo n,
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es decir {s,} esta acotada superiormente y, de acuerdo al Teorema 1-8, es
convergente.

Observemos que si tenemos que estudiar una suma infinita de la
forma
ak + ag4+1 + k42 + -,

podemos simplemente considerar las sumas parciales {S,} de la sucesion
{A,} definida por A, = ag4,—1. Es evidente que la convergencia de {S,}
o0

implica la convergencia de la serie E ap (aunque los limites pueden ser
n=1
diferentes). En general, cuando no esta en consideracion el limite hacia el

cual converge la serie no prestamos mayor atencion al valor que determina

su primer término y para resaltar este hecho a veces escribimos E an en
o0

lugar de E ap para algun k (lo cual es, ciertamente, un abuso de notaciéon

n=k
establecido sobre un abuso aceptado previamente).

Una manera simple de generar series convergentes se obtiene me-

o0 o0
diante una aplicacion directa del Teorema 1-6. Si las series Z an'y Z bn

n=1 n=1
o0 o0
convergen y ¢ es una constante, entonces las series E (an +bn)y E c-ay
n=1 n=1

también convergen y

00 00 00
Z(an +byp) = Zan + an,
n=1 n=1 n=1

00

Zc-an :c-Zan.

n=1

Como en el parrafo anterior, cualquier resultado sobre convergencia
de sucesiones puede ser convenientemente adaptado para establecer con-
diciones sobre la convergencia de series. Por ejemplo, si {s,} es la sucesion
de sumas parciales de {a, }, entonces una condicion necesaria y suficiente para

o0

la convergencia de la serie Z an es que {s,} sea una sucesion de Cauchy
n=1
(ver Teoremas 1-12y 1-13). Es decir que para valores muy grandes de n y m

tenemos que |s, — S| es muy pequeno, o que lim (s, — s») = 0; pero
n,m—o00

Sn—Sm =a1+tax+--+am +amy1+---+tap— (@1 +az+---+am)
=ay+ax+--+am+amy1 +--+ap—ay—ax—--—dam
=am+1 + -+ an.

Por tanto tenemos el siguiente resultado conocido a veces como la
condicion de Cauchy.
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o0
TEOREMA 3 (CRITERIO La serie Z an converge sty solo s
DE CAUCHY) n=1

lim (ami1 + -+ an) = 0.
o0

n,m—

Tomando m + 1 = n en el criterio de Cauchy obtenemos el siguiente
teorema que puede ser mas util en la practica que tal criterio.

o0
TEOREMA 4 (CONCICION S la serie Z an converge, entonces
DEL RESTO) n=1
lim a, = 0.
n—>oo

Otra prueba de este teorema se desarrolla escribiendo a, = s, —s,—1, luego
o0

si la serie E an converge hacia o tenemos
n=1

lim a, = lim (s, —sp—1) = lim s, — lim s, =a—a =0.
n—>oo n—>oo n—>oo n—>oo

FIGURA 1. Retrato de Agustin—Louis Cauchy.

Notese que el Teorema 4 es una condicion necesaria para la convergen-

cia de una serie, mas no es una condicion suficiente, es decir el hecho de que
o0

se cumpla que nli)ngo an = 0 no garantiza que la serie Z ap sea convergente
n=1
(ver el Ejemplo 1).
Una aplicacion elemental de la condicion del resto esta dada en el
siguiente ejemplo.



EJEMPLO 5

EJEMPLO 6
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o0
La serie Z (—1)"*! diverge. Una demostraci6n alternativa de esta proposi-
n=1
ci6n se obtiene observando que la sucesion {s,} de sumas parciales respec-
tiva tiene una subsucesion que converge a 0 y otra que converge a 1, en
efecto
0 sinespar

Sn = . .
1 sin esimpar.

En el juego de las series, la condicion del resto puede parecer un
inocente pe6én de muy poca utilidad, que algunas veces puede sorprender
cuando corona y aparece como en el siguiente ejemplo que nos ahorrara
problemas cuando en el futuro una herramienta poderosa simplemente
nos falle.

o0 n,
e"n!
La serie Z — diverge. Segun el Problema 1-13(a) tenemos

n
n=1

n" i (n+l)n+1
en—l n: eh

’

de donde

e"n! (n4+ 1)1
< .

n" n"

e <

Por tanto la sucesion {e”n!/n"} no converge a 0.

Como podemos observar el analisis de unas pocas series relativamente
sencillas requiere el uso de diferentes técnicas para determinar la conver-
gencia o divergencia de las mismas. Afortunadamente, existe una gran can-
tidad de resultados tedricos que constituyen herramientas muy eficientes
para explorar muchos problemas. En el resto del capitulo examinaremos
algunos casos con hipétesis especificas que van a ser muy utiles en el tra-
bajo sucesivo. En las siguientes dos secciones vamos a examinar dos casos
especiales que, siguiendo la analogia con el juego del ajedrez, constituyen
algo asi como dos torres en el escenario de las series. En la Gltima seccién
la hipétesis especial que se asume es sobre el signo de los términos de la
serie.

SERIES TELESCOPICAS

En esta seccion consideramos cierto tipo de series cuyos “sumandos” aj
tienen una forma especial a, = b, — b, 41 para alguna sucesion {b,}. En-
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tonces si {s, } denota la sucesion de sumas parciales de {a, }, tenemos
n
k=1

=Y (bx —biy1)

k=1
= (b1 —b2) + (ba —b3) + -+ (by — bpy1)
=Dy — bp+1.

La igualdad a, = b, — by 41 se denomina propiedad telescopica e implica que
la sucesion {s, } converge si y solo si la sucesion {b,} también converge. Asi
tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 7 Sean {an} y {bn} dos sucesiones tales que

an = by — byt para todo n.
o0
Entonces la serie Z an converge siy solo si la sucesion {by} converge y

n=1

o0

Zan =by — lim by,
n—00
n=1

EJEMPLO 8 Tenemos la igualdad

o0
1 1
2 S =1,
n n+1
n=1

es decir, la serie indicada converge y tiene por limite 1. La demostracién
de esta proposicion es una aplicacion directa del Teorema 7. Algunas veces
suele ocurrir que la serie tiene un disfraz que no permite apreciar de in-
mediato que se trata de una serie telescopica, por ejemplo si uno tiene que

determinar si la serie
o0

>

n 4+ n2
n=1

es convergente o no, conviene observar que

1 1 1 1

n+n2 an+1) n n+l

oo

. . n
EJEMPLO9 Consideremos la serie E
n=1

n+Dmn+2)(n+3)

Aplicando el método de
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descomposicion en fracciones simples queda
n B 1 4 2 3
m+Dm+2)n+3) 2m+1) @+2) 2m+3)

lo cual no parece indicar que la serie de nuestro problema es telescopica

Sin embargo una pequena manipulacion algebraica produce

n 1 1 3 3
=— + + — .
(n+1)(1n+2)(n+3) 2m+1) 2m+2) 2m+2) 2n-+3)
Como las series Z ! Z ! ! son telescopi-
n+1 n+2) &\ 2 nt3 P
converge y

cas tenemos que la serie ) (n + 1)(n +2)(n +3)

- n 131 1
’;(n+l)(n+2)(n+3):_5 — (n+l_n+2)

3i 1
2 = n+2 n+3
1/1 ) 1
=—|=-— lim
2\2 n—>oon+l
3/1 ) 1
+=|=-— lim
2\3 n—oon+2
_l
=7

El siguiente ejemplo es otro ejercicio para poner a prueba la destreza

en manipulaciones algebraicas.

EJEMPLO 10 La serie
i log 1+ )”(l +n))
4 (logn™) log(n + 1) +!

converge hacia log, /¢ (nétese que el primer término de la serie es con

n = 2 para que la fraccién correspondiente tenga sentido)
Para comprobar que ésta es efectivamente una serie telescopica tenemos

log ((1 + 1) (1 + n)) _ log(1 + )"
(logn™) log(n + 1)7+1 — (logn™) log(n + 1)"+1
log(1 + n)

(logn™) log(n + 1)n+1
g g

B 1 1 1 N 1
(41 logn log(n+1) nlogn
1 1

~ nlogn  (n+ Dlog(n + 1)
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EJEMPLO 11

Entonces
i log (1+ #)"(1+n) i 1 1
“— (logn™") log(n + Hr+l — \nlogn  (n+ 1)log(n + 1)
1 . 1
= — lim
2log2 n—oonlogn
1
~ 2log?2

= log, Ve.

En algunos casos el disfraz que se coloca para ocultar que se trata de
una serie telescopica pueder ser un poco mas elegante que los indicados
arriba. Por ejemplo, consideremos el siguiente caso.

Sean f y g dos funciones tales que f es continua, g’ = f sobre el intervalo
[0, +00) y lirf g(x) existe. Comprobaremos que la serie
X—>T00

00 n+

1
> F(x)dx

n=1""

es convergente.
Por el Teorema Fundamental del Calculo tenemos

n+1
/ f(x)dx =gn+1)—g(n) para todo n.

Entonces

o] n+1 o]
> / J@)dx == (g(n)—g(n+ 1) = lim g(n)—g(1).
n=1"" n=1

SERIES GEOMETRICAS

En esta seccion abordamos el estudio de una serie cuyos sumandos son los
términos de una sucesion geométrica de razon r:

En este caso la simplicidad del patrén de la sucesion {r” } permite encontrar
facilmente una formula para determinar el término general de la sucesion
de sumas parciales {s,}. Observemos que

sn=1+r+r>+r> 4. +r",

por tanto
rSp=r 417+ 44" L



TEOREMA 12

EJEMPLO 13
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Estas dos expresiones pueden acomodarse de tal forma que con un pe-
queno trabajo algebraico permite cancelar la mayoria de los términos en
los segundos miembros de las igualdades:
sp=14+r+r2+r3 4. 4"
rsp=  rHri4rd et 4t
De donde
(1 —=r)sp =1 —r"*1L

Entonces si r # 1, tenemos

1— rn—f—l
Sn -
1—r
o0
Asi, la convergencia o divergencia de la serie geométrica E r'" depende de
n=0

la existencia del limite lim r”. Notemos que este limite existe solamente si
n—>0o0

|r| <1, en cuyo caso nos queda

lim s, = .
n—00 1—r

En conclusion tenemos el siguiente teorema.
o0

La serie geométrica E r’™ converge si y solo si |r| < 1, en cuyo caso tenemos

n=0
00
1

rt =

1—r"
n=0

Para r = 1/2 obtenemos

ORI

n=1 n=0

0, tal vez con una apariencia un poco mas sugestiva:
1, 1 1 1 —
sty tst+tat--=1

Esta igualdad tiene un significado histérico particularmente intere-
sante. En el siglo V antes de nuestra era, el fil6sofo griego Zen6n de Elea
(495-435 a.C.) formul6 un acertijo que se ha conocido tradicionalmente
como la paradoja de Zenon. El planteamiento del fil6sofo, puesto en térmi-
nos modernos, es el siguiente: supongamos que un corredor debe recor-
rer un camino rectilineo de longitud £ con una rapidez constante v, por
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tanto el tiempo ¢ transcurrido en completar el recorrido es t = £/v. Ahora
notemos que al cabo de un periodo de tiempo ¢ /2 el corredor habra reco-
rrido la mitad de la trayectoria, faltando la otra mitad. Analogamente, al
cabo de un periodo de tiempo ¢ /4 adicional, habra recorrido la mitad del
trayecto que faltaba anteriormente y le queda la mitad de éste por recorrer.
Continuando de esta manera, razonaba Zeno6n, siempre que el corredor
recorra la mitad del tramo que resta en la parte anterior le faltara la mitad
del camino por recorrer y como esto ocurre indefinidamente, entonces el
tiempo total invertido por el corredor sera infinito. La falacia en la ultima
parte del razonamiento de Zenén queda al descubierto por la siguiente
igualdad:

t t t
_ 4 — + —

+ 22 23 0 24

N~

UNA NoOTA HISTORICA

La nocién de “infinito” ha sido histéricamente una de las mas complejas
tanto en Matematicas como en Fisica y, especialmente en Filosofia. Al-
gunos pensadores de la antigua Grecia consideraron problemas relaciona-
dos con este concepto, en particular Arquimedes, quien obtuvo algunas
férmulas no triviales para areas de ciertas figuras planas, en las cuales us6
la idea de cantidad “infinitamente grande” (y cantidad “infinitamente pe-
quena”). Algunos de esos trabajos vieron nuevamente luz con la llegada
del Renacimiento cuando las obras de los autores clasicos fueron estudi-
adas después del largo olvido de la Edad Media.

La nocién de infinito recibié un nuevo impulso, como por ejemplo
con el pensamiento de Giordano Bruno, especialmente en su obra Sobre el
Infinito y los Infinitos Mundos. En matematicas, los problemas tratados por
Johannes Kepler, Pierre de Fermat y Blaise Pascal sirvieron de base para
la invencioén del método de fluxiones y el método de fluxiones inversas
de Newton o el cdlculo diferencial y el calculo integral como los llamaba
Gottfried Wilhelm Leibniz.

Newton y Leibniz encontraron en las series infinitas una herramienta
fundamental que les permitia tratar una gran cantidad de problemas geo-
métricos y mecanicos. A partir de sus trabajos las matematicas alcanzaron
un desarrollo sin precedentes y se amplié enormemente su campo de apli-
cacion. Muchos matematicos de la época se distinguieron por sus aportes
en este sentido, ocupando Euler un lugar especial.

Después de esta etapa tan fructifera llegd una época de evaluacion
critica de las técnicas utilizadas, especialmente aquellas relacionadas con
la nocién de limite y de serie infinita. Con respecto a la segunda, se ob-
servaron algunas contradicciones que implicaban trabajar con ciertas series
(divergentes). Un ejemplo particularmente famoso, que ya hemos men-
cionado es el de la serie

T—141—14+1—14---.
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Aplicando la ley asociativa para la suma se obtienen las igualdades

I+1+D+EE1+D+(E1+D)+-=1404+0+0+---=1,

=D +(A=D+(A—-1)+--=04+0+0+---=0.

La situacion se hace mas critica si se trata de aplicar la férmula obtenida
para la serie geométrica:

o0

n_ 11
2 ("= 1—(=1) 2

n=0

Todo el panorama fue aclarado y corregido gracias a los aportes de toda
una generacion de matematicos que establecieron el rigor estricto como
norma para tratar con los resultados. Entre todos estos grandes cientifi-
cos sobresalen los nombres de Agustin-Louis Cauchy, Karl Friedrich Gauss,
Niels Henrik Abel y Bernard Riemann.
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PROBLEMAS

1 En cada uno de los siguientes casos decidir si la serie dada es conver-
gente o no, argumentando la respuesta.

> 1
1) 2::1 Qn—1DQRn+1)

CEDI =

n=1

o]
2" 4 3"
Y

n=1

i«/n—i—l—\/ﬁ
1 Vn?2+n '

2n +1
® 2

(4)

n=1
o0
3" +n*+n
©) D T
= nn+1)
X n+1

o
"N > —gr» donde Ja| < 10.

n=0

- (D" +2"
Iy

® o

n=1
9) ,12::1 n sen (%)

n+1 1
n

(10) ’;/

2 Demostrar que si la serie E an converge y la serie E b, diverge,

1+ x2 ax.

entonces la serie Z(an + by) diverge.

3 Dar un ejemplo de dos series Zan y an divergentes tales que la

serie E (an + by) converge. Dar también un ejemplo de dos series
divergentes cuya suma sea divergente.
4 Unanocion especial de convergencia de series es nombrada en honor
oo
al matematico italiano Ernesto Cesaro. Decimos que la serie E an €s
n=1
Cesaro convergente si la sucesion
ap+---+ap
n



**5

2. Series Infinitas 39

converge. El Problema 1-9 demuestra que toda serie convergente es
Cesaro convergente. Dar un ejemplo para demostrar que el reciproco
no es cierto.

Sea £?(R) la coleccién de todas las sucesiones de niimeros reales {a, },
o

tales que a,? converge. Definimos la funcién A por
q g p

n=1

oo

Z (an — bn)z,

n=1

Ale, B) =

para todos @ = {an},B = {bu} € €*>(R). Demostrar que la fun-
cioén A satisface las siguientes propiedades para todos @ = {a,}, f =
{bn},y = {cn} € CR).

(a) (Positividad) A(e, B) > 0. Ademas, A(e, B) = 0siysolo sia = B.

(b) (Simetria) A(a, B) = A(B, o).

(c) (Desigualdad triangular) A(e, B) < A(a, y) + A(y. B). Indicacion:
Utilizar la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

n
DXk v
k=1

n n
= Zsz-i- Zykz-
k=1 k=1

El lector probablemente ha notado la semejanza entre éste y el Pro-
blema 1-14. Usando la misma terminologia que en aquél, tenemos
que la funcién A define una distancia (o métrica) en el mundo ¢?(R),
y que éste es otro ejemplo de un espacio métrico.

El espacio £2(R) tiene un subconjunto muy notable §), que se deno-
mina el cubo de Hilbert en honor al matematico aleman David Hilbert
(Figura 2), considerado una de las figuras matematicas mas importan-
tes e influyentes de todas las épocas.

FIGURA 2. Retrato de David Hilbert.
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**6

El cubo de Hilbert esta formado por las sucesiones de £2(R) que tienen
la siguiente forma

{1,0,0,0,...}, {0,1,0,0,...}, {0,0,1,0,...}.....

Observemos que sia, B € §), con o # f, entonces la distancia A(a, B) =

V2.
Demostrar la desigualdad de Minkowski: si p > 1y si{x,} e {yn} son dos
o0 o

sucesiones tales que E [xn|?y E |yn|? convergen, entonces

n=1 n=1

(zpcn—ym) f(zw) +(z|ym) |
n=1 n=1 n=1

La desigualdad de Minkowski permite desarrollar una generalizacién
del Problema 5(c) (el cual corresponde al caso p = 2). A pesar de
que las desigualdades que involucran series pueden tener un aspecto
intimidante, en este caso el resultado es una consecuencia directa de
una desigualdad similar que involucra sumas finitas que es la desigual-
dad de Minkowski original:

n 1/p n 1/p n 1/p
(z o —ym) - (z w) " (z w) |
k=1 k=1 k=1

y esta ultima desigualdad es a su vez una consecuencia de la desigual-
dad de Holder (que viene a ser una generalizacion de la desigualdad de

Cauchy-Schwarz): sea p > 1 yq > 1, tales que — 4+ — = 1, entonces
P 4

1/q

n n 1/p n
> Ik vkl < (Z |xk|P) + (Z |yk|‘1)
k=1 k=1 k=1

Uno de los problemas fundamentales en matematicas es el de “medir”
algunos conjuntos. La longitud de intervalos en R, el drea de rectangu-
los en el plano R? (producto cartesiano de dos intervalos) y el volumen
de paralelepipedos en el espacio R? (producto cartesiano de tres in-
tervalos) son ejemplos de tales medidas; recordemos que si [a, b] es
un intervalo, entonces su longitud es £ = b — a (en el caso trivial
la,a] = {a} tenemos (a,a) = @y £ = 0). Para empezar se puede
atacar el problema facil de “medir” algunos conjuntos muy pequenos.
Decimos que un conjunto X C R es de medida 0 (o que tiene me-
dida 0 si para todo ¢ > 0 existe una coleccion de intervalos cerrados
lai, b1], [az, ba], ... tales que

X c | (@n, bn)

n=1
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o0
E l, < e.
n=1

Evidentemente el conjunto R de los niimeros reales no tiene medida
cero. El siguiente problema no es en realidad dificil y el asterisco
indica mas bien que es exoético en el contexto de este libro

El objetivo de este problema es hallar algunos conjuntos notables que
son de medida 0.

(a) Demostrar que si X es finito, entonces X es de medida O.

(b) Demostrar que si X es numerable, entonces X es de medida 0 (en
particular N, Z y Q son conjuntos de medida 0). Indicacion: Para
dada x, € X aplicar la definicion tomando & multiplicado por un
factor que dependa de n de tal forma que al sumar los términos
sobre n resulte una serie geométrica cuya suma sea €.

(c) Demostrar que si X1, X2, ... es una colecciéon numerable de con-
juntos de medida 0, entonces X = U, X}, es de medida 0 (en com-
binacién con la parte (b) tenemos que el conjunto R\ Q de los
numeros irracionales no tiene medida 0). Indicacion: Imitar la
solucion de la parte (b).

(d) Demostrar que el conjunto de Cantor tiene medida 0. Indicacion:
Demostrar que la “medida” del complemento [0, 1] \ C del con-
junto de Cantor mide 1 y usar el hecho de que

medida de C + medida de [0, 1]\ C = medida de [0, 1].

(e) Generalizar el concepto de conjundo de medida 0 para subcon-
juntos del plano R? partiendo del drea de rectangulos.

(f) Analogamente al caso anterior, generalizar el concepto de con-
junto de medida 0 para subconjuntos del espacio R* partiendo
del volumen de paralelepipedos.






CAPITULO

SERIES DE TERMINOS
NO NEGATIVOS

... los matematicos de comienzos del siglo XIX, cansados de este
Sformalismo desenfrenado y sin fundamento, trajeron de

nuevo al Analisis por el camino del rigor. Una vez precisada

la nocion de serie convergente, se hizo patente la

necesidad de criterios sencillos que permitiesen demostrar

la convergencia de series e integrales por comparacion

con series o integrales conocidas. . .

NICOLAS BOURBAKI

R esulta evidente que es imposible tener un mecanismo unico para de-
cidir si una serie dada es convergente o no, asi que la estrategia mas
conveniente es clasificar las series seguin algunas propiedades generales de
sus términos y determinar si al hacer tal agrupacion se puede establecer al-
gun criterio. Esta idea, de alguna forma, ha sido aplicada en el Capitulo 2
al considerar las series telescopicas y las series geométricas; ahora pasamos
a establecer otra clasificacion que sorprendentemente proporciona una
abundante gama de resultados basicamente considerando que todos los tér-
minos de la serie tengan el mismo signo.

CRITERIO DE ACOTACION

Algo muy importante (que de momento no estamos en condiciones de pro-
bar) es el hecho de que para una sucesion cualquiera {a, }, la convergencia
de la serie ) |ap| implica la convergencia de ) a,. Como una anticipacién
a este resultado, en este capitulo concentramos la atencion sobre aquellas
series cuyos términos son no negativos para desarrollar estrategias que se
aplicaran posteriormente en situaciones de mayor generalidad. Resulta evi-
dente que en este caso la sucesion de sumas parciales {s, } es no decreciente

43
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TEOREMA 1 (CRITERIO
DE ACOTACION)

TEOREMA 2 (CRITERIO
DE COMPARACION)

pues
s1=ay; =20,
S) =ay +ax =581 +ax > s,

s3 =a1 +ax +asz =sy +asz > sy,

Sp =ay+ax+---+ay =Sy—1+an = Sp—1.

Entonces la hipotesis adicional de que la sucesion {s,} sea acotada es una
condicion necesaria y suficiente para deducir su convergencia (ver Teo-
rema 1-8). Tenemos pues el siguiente resultado.

oo

Sea {a, } una sucesion de términos no negativos. Entonces la serie E an es conver-
n=1
gente si y solo su sucesion de sumas parciales esta acotada.

El criterio de acotacion es un instrumento muy versatil y sera utilizado
para establecer otros resultados que se presentan a continuacion.

CRITERIO DE COMPARACION

Los comentarios que aparecen en la seccion anterior sugieren la estrategia
que vamos a emplear a continuacién. Asi pues buscaremos condiciones
que aseguren que la correspondiente sucesion de sumas parciales {s, } esté
acotada superiormente. Una de las formas mas simples de asegurar esto es
suponer que para cada n se cumple

an E bn,

donde ) b, es convergente. En tal caso tenemos que si {#,} es la sucesion
de sumas parciales de {b, }, entonces

in <Y bn,

de donde obtenemos
Sn E Z bn,

lo que deseamos comprobar. Asi, formalizando un poco el argumento an-
terior tenemos el siguiente teorema.

Sean {an} y{bn} dos sucesiones tales que an, by, > 0 para todon. Si
anp < by para todo n

y la serie Y by converge, entonces la serie ) a, converge.
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DEMOSTRACION  Sean {s,} vy {t,}, 1as sucesiones de sumas parciales de {a,}y {b, }, respectiva-
mente. Puesto que a, < b, para todo n, tenemos que

Sp <ty para todo n.

Ademas la serie ) _ by, es convergente, entonces la sucesion {7, } estd acotada
superiormente, luego la sucesion {s, } esta acotada superiormente y es, por
tanto, convergente. |

Notemos que en la demostracién anterior podemos refinar un poco
mas un detalle: como b, > 0 para todo n, tenemos que la sucesion {z,} es
no decreciente y en consecuencia

es decir, Y _ b, es una cota superior para {f,} y en consecuencia lo es para
{sn}; de donde

Ahora recordemos que el hecho de que una serie ) a, sea conver-
gente no depende del valor de una cantidad finita de términos y en conse-
cuencia las hipétesis del Teorema 1 pueden hacerse un poco mas flexibles:
podemos asumir que existen dos numeros naturales M y N tales que

0<a, para todon > M

anp < by paratodon > N,

Mas aun, podemos tomar K = max(M, N) y asumir la hipotesis
0<a, <b, paratodon > K.

Otro comentario oportuno y, de hecho, muy importante en este mo-
mento es que el Teorema 1 es légicamente equivalente a la proposicion
siguiente: si {an} y{bn} son dos sucesiones tales que 0 < a,, < by, para todon vy si
la serie Y ay diverge, entonces la serie ) by es divergente.

Las dificultades asociadas a la aplicacion del Teorema 2 consisten pre-
cisamente en encontrar la serie adecuada que sirva para establecer la com-
paracion. Esto sugiere que es conveniente elaborar un “banco de series”
donde se van depositando en cuentas separadas las series convergentes y
las divergentes, luego la idea es usar el conocimiento particular que uno
tenga de las funciones involucradas y, por peligroso que parezca el juego,
juzgar por las apariencias, como en los siguientes ejemplos.

. . |sennf)| )
EJEMPLO 3 La serie Z ——— converge. Efectivamente, tenemos |sennf| < 1 para
n

n=1
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EJEMPLO 4

EJEMPLO 5

todo n, de donde

| senn6| 1
—— <= para todo n.
n n
|
Entonces obtenemos el resultado buscado al notar que la serie Z — con-
n
n=1

verge. [

Un enfoque ligeramente distinto viene dado por el siguiente ejemplo
y es una ilustracién del comentario anterior acerca de lo peligroso de juzgar
por las apariencias.

o0
. 1
La serie E S€En (—2 converge. En este caso no debemos gularnos por
n
=1

una supuesta semejanza con la serie del Ejemplo 3; mas bien debemos enfo-
— 1

carnos en la semejanza entre la serie de nuestro problema y la serie E —
n

n=1
basados en otra propiedad de la funcién sen que conduce a una semejanza

que va mucho mas alld de una simple apariencia tipografica. Notemos que

senx < Xx para todo x > 0,
de donde . .
sen (n_z) < n_2 para todo n. U

Algunas cosas realmente frustrantes ocurren si uno trata de seguir un
patrén a ciegas. Consideremos el siguiente “ejemplo”.

o0
1
Si queremos investigar la serie E sen (— , probablemente uno quiera se-

n
n=1

guir la idea del Ejemplo 4, obteniendo

n) =

1 1
sen (—) < — para todo n,
n

pero resulta que “la serie mayorante” en este caso es divergente y no es
posible aplicar el Teorema 2. Desafortunadamente en este momento no
disponemos de una herramienta para tratar este problema y su solucién
debe posponerse por cierto tiempo. [

El siguiente ejemplo esta ubicado aqui para recuperarnos de la mala
experiencia del anterior.
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o0
EJEMPLO 6 Ahora demostramos que la serie Z 1 diverge. Probablemente uno no
= logn
o0
esté muy dispuesto a admitir una semejanza entre €sta y la serie Z —, pero
n
n=1

en efecto tenemos que

logx < x para todo x > 0.
En particular

logn <n paratodon > 1,
de donde | |

- < para todo n > 2.

n ~ logn

o0
Entonces la divergencia de la serie Z — (Ejemplo 2-1) implica que la serie
n=2 n

o0
Z I diverge. [
— logn

Ahora utilizamos este ejemplo para aumentar considerablemente nues-
tro saldo en la cuenta de las series divergentes.

— 1

EJEMPLO 7
! 2. Togny
mente grande se cumple la desigualdad siguiente

diverge si s > 1. Basta con demostrar que para n suficiente-

1
(logn)s

1
- <
p—

Esta desigualdad es consecuencia del hecho de que

n

n—ir—i{loo (log I’l)s

En efecto, si kK es un nimero natural cualquiera, aplicando la Regla de
L’Hopital obtenemos
e’ .er
im ————= lim — = lim —==4o0.

x—>+o0 (log x) y—>+oo y y—+oo k!
Para un namero real arbitrario s consideremos un entero k tal que s < k,
entonces

(logx)* < (log x)*,

de donde
1 1

<
(log x)k = (log x)*’
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y, por tanto
X

im ——— < lim ——.
x—+00 (log x)k ™ x—>+o00 (log x)*

Estos ejemplos tal vez hayan traido a la memoria del lector que en su

o0 o0
1 1
momento comentamos que las series E -y E — son como dos caballi-
n n

n=1 n=1
tos de batalla en el juego del ajedrez para el estudio de las series. En este

orden de ideas el siguiente ejemplo es una confirmacién de esa afirmacion.

EJEMPLO 8 Consideremos la serie

(%) > pry

para diferentes valores de s, analizando caso por caso.
Caso 1. Si s < 0 entonces

lim — = lim n % = 400,

n—oo ns n—o00
luego la serie (*) diverge por la condicién del resto.
Caso 2. Analogamente, si s = 0 la condicion del resto implica que la serie
(*) diverge pues

Iim — = lim 1 =1.
n—oon n—o00

Caso 3. Si0 < s < 1 tenemos que n° < n para todo n, luego
1

1
=< — para todo n
n

S

y en consecuencia la serie (*) diverge.
Caso 4. Si s > 2 tenemos que n® > n para todo n, luego

1
< —
i para todo n
y por tanto la serie (*) converge.
Caso 5. Unos cuantos intentos deben ser suficientes para convencer al lector
que nuestra suerte se agota aqui y que para 1 < s < 2 no estamos en

condiciones de asegurar nada con respecto a la convergencia o divergencia
de la serie (x). U

Algunos problemas estan disenados con un toque de maliciay pueden
hacer que el lector navegue perdido en aguas desconocidas por cierto tiem-
Po; un caso tipico es el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 9 Demostrar que la serie
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1/n

(%) Z/ l+x2

es convergente.
Un estudiante desprevenido podria dedicarse por un tiempo a calcu-

lar la antiderivada / —_—
1+ x2

tal del Calculo y tener una féormula mas simple (?) del término general a,

de la serie (**). En lugar de proceder de esta forma utilizamos una herra-

mienta mas refinada que nos permite tener una estimacion de la integral
1/n ﬁ

1+ x2
0
Teorema del Valor Medio para Integrales establece que si f es una funcion

continua sobre [a, b], entonces existe un & € [a, b] tal que

dx para luego aplicar el Teorema Fundamen-

dx sin necesidad de determinar su valor exacto. El (Primer)

b
/ F) dx = FE® - a).

Aplicando este resultado para f(x) = /x/(1+x2),a =0yb = 1/n, queda
que existe un £ € [0, 1/n] tal que

1/n o \/g.(l 0)

0 1 + .X'2 N 1 + 52 n
_l V8
n 1+§£2°
Notemos que f es creciente sobre [ i] por tanto para valores muy

pequenos de n tenemos
VE _ m
1+£2 = 1 +n?
1 VE 1 1
n 1+8 ~n 1+n2  Ju(l+n2)

Asi nuestra tarea se resume a aplicar el criterio de comparaciéon donde b, =
1

Vil 4n?)’

de donde

Notemos que

1 1
- <«
Jn(l+n?) = n?

> 1

entonces la serie E m converge y en consecuencia la serie (*x*)
n

para todo n,

también es convergente.

Existe al menos otra forma de resolver este problema que algunos
encuentran mas atractiva (por lo menos es mas corta). Notemos que para
todo x se cumple que 1 + x? > 1, por tanto

iV
l+x2§\/_
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EJEMPLO 10

Entonces Y Y
n n
i dx < / Jxdx.
o 1+x? 0
Pero /
o0 1/n (e .e]
2 1
Z o ﬁdx:gzns/z’
n=1 n=1
oo
asi que la convergencia de la serie Z 372 implica que la serie (**) es
n

n=1
convergente. []

El siguiente ejemplo esta un poco fuera del esquema de los anteriores
pero constituye una bonita ilustracion del valor tedrico (e historico) del
criterio de comparacién y, mas general, del concepto de serie en gene-
ral. A pesar de lo que uno pudiera pensar, la obra Elementos de Geometria
de Euclides no trata solamente de la disciplina de la Geometria, sino que
en efecto, en ella encontramos algunos resultados importantes sobre Arit-
mética y Teoria de Numeros. Uno de estos famosos teoremas establece
que la coleccion de los numeros primos es infinita. Recordemos que un ndmero
natural p > 1 es primo si es divisible s6lo por 1y por p; por ejemplo los
siguientes numeros son primos:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,51,53, . ...

Esta coleccion ha representado siempre una suerte de misterio y muchos
matematicos han concentrado sus esfuerzos en descubrir sus secretos. El
teorema de Euclides aparece como la Proposicion IX-20 de los FElemen-
tos, y ha sido demostrada en varias oportunidades de diferentes formas.
Aunque muchos de los teoremas que aparecen en los Elementos habian sido
demostrados antes del trabajo de Euclides, casi todo el mundo coincide
con que la demostraciéon de este teorema es de su propia cosecha (ver la
referencia [13] de la Resenia Bibliogrifica, p. 92). En el siguiente ejemplo se
asume conocido el hecho de que todo numero natural se puede expresar
en forma unica de la forma como el producto de niimeros primos.

Demostracion de Euler del teorema de Euclides sobre la infinitud de la coleccion de los
numeros primos.
Supongamos que la coleccion de los ntimeros primos es:

p17p27"'7pN7
entonces todo namero natural n > 1 se puede escribir de la forma

— o1 a2 anN
n= pl p2 T pN ’
donde los o son numeros enteros no negativos. Si

o = max{oy,d2,...,0AN},
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entonces
o

I ;L ;L_ Lyt

o PN?

Para cada uno de los factores que aparecen en el segundo miembro de la
desigualdad tenemos:

j=0 i '

pi’ pi/ pi—1
Entonces para todo nimero natural n tenemos que

n
IL__m _p PN
k= pi—1 pp—1 py-—1

k=1
o0
. . L. 1.
lo cual contradice el hecho de que la serie arménica Z — diverge.
n

n=1
Otro resultado importante de Euler (que requiere otras herramientas

fuera del contexto de este libro) es el hecho de que la serie
1,1 .1 .11
2tsts+tstato

es divergente. [

A la luz de los Ejemplos 9 y 10 puede surgir la idea de que la apli-
cacion del criterio de comparacion puede ser muy artificiosa y, efectiva-
mente existen muchos casos en que eso es cierto. La dificultad principal
consiste en que, como hemos senalado, no disponemos de una via segura
para estimar el grado de semejanza entre dos series dadas. A continuacién
presentamos un resultado, que no es exactamente una aplicacién del crite-
rio de comparacioén, sin embargo si es la ilustraciéon de una comparacién
muy elaborada. La demostraciéon de dicho resultado sigue practicamente la
misma linea de razonamiento que la demostracion de que la serie armoénica
es divergente, pero la motivaciéon para tal resultado es otra historia (al igual
que su nombre).

o0
Supongamos que {an} es una sucesion decreciente. Si la serie E an converge, en-
n=1
o0
tonces la serie E 2"apn converge.
n=1

Notemos que a, > 0 para todo n, pues {a,} es decrecientey lim a, = 0
n—>0o0

(ya que la serie ) a, converge). Asi tenemos

ayza=aszz=---,
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lo cual justifica el siguiente diagrama

a1+a2‘+‘a3+a4‘+‘a5+a6+a7+a8‘+‘a9+a10+...+a16 R

>az >2a4 >4asg >8aie

Entonces

1 k . 2k ')
Ezzjazjfzanfzan- |
j=1 n=1 n=1

EJEMPLO 12 Como sugieren la demostracion del teorema anterior y nuestro argumento
sobre la divergencia de la serie armonica, ésta es una consecuencia inme-
diata del teorema de condensacién de Cauchy. En efecto, si la serie ar-
monica fuese convergente, entonces la serie

seria convergente. [

El siguiente ejemplo puede ser considerado a esta altura, y con toda
justicia, un abuso de poder.

o0

EJEMPLO 13 Cauchy tenemos que la convergencia de la serie Z — implica la conver-
n

n=1
gencia de la siguiente serie (geométrica):
o0 oo (o .¢]
1 2" "
n — —
2.2 o2 _Zﬁ_Z(E) :
n=1 n=1 n=1

Para reafirmar la idea de que este ejemplo es tal vez innecesario observemos

que a partir de él podemos probar (usando el criterio de comparacién) que
oo

la serie geométrica Z r" converge para todo r con 0 <r < 1/2. O

n=0

CRITERIO DE COMPARACION POR PASO AL LIMITE

Al inicio de este capitulo presentamos una forma de comparar los términos
de dos series, de tal manera que se puede obtener informacién sobre una
a partir de la otra. A pesar de la abundancia de ejemplos que sugieren

la eficacia de este método, tuvimos la oportunidad de encontrar un caso, a
o

saber, laserie Z sen(1/n), para el cual el método no funcioné a pesar de la

n=1



TEOREMA 14
(CRITERIO DE
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AL LIMITE)
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semejanza con la serie armonica. El objetivo de esta seccion es examinar el
significado de la palabra “semejanza” y lograr obtener resultados positivos
sobre nuestro problema.

Evidentemente, estamos interesados en la semejanza entre las dos se-
ries mas alld del parecido tipografico y de la relaciéon sen(1/n) < 1/n. En
efecto, usando nuestra experiencia previa en Calculo, podemos considerar

el hecho de que

. senx
lim =1.
x—0 X

Utilizando una técnica rutinaria de trabajo con limites, podemos escribir
n = 1/x y notar que si n — oo entonces x — 0, por tanto tenemos la
siguiente igualdad

. sen(l/n) . senx
hm _— = —

= =1.
n—00 (l/n) x—>0 X

Y entonces podemos utilizar esta relacion para plantear que si n toma va-
lores muy grandes, entonces sen(1/n) es, en algin sentido, practicamente
igual a 1/n, y por tanto la serie ) sen(1/n) tendra caracteristicas similares
a las de la serie armonica, es decir es divergente.

Esta forma de argumentar la semejanza entre dos series puede ser
mas facil de manejar que el criterio de comparaciéon. Por ejemplo, ima-
ginemos que queremos decidir si la serie ) sen(10/n) es convergente o
no. Resulta que al inicio, intentar usar el criterio de comparacién resul-
taria poco prometedor pues no tenemos forma cierta de determinar que se

cumple la desigualdad
10 1
sen (—) =-,
n n

la cual, de paso, tampoco garantiza nada de cualquier manera. Sin embargo

uno podria notar que
( 10) 10
sen| — | < —
n n

y tomar en cuenta que la serie ) 10/n también es divergente. Pero de esta
nueva falla de argumentos podemos obtener una herramienta util, obser-
vando que

sen(10/n) 1 B sen(10/n) 1

nooo  (1/n) 10 nooo (10/n)  10°

Asi tendrfamos que la divergencia de la serie ) 10/n garantizaria la diver-
gencia de Y_sen(10/n), sin importar que los términos no son tan aproxi-
madamente iguales cuando n es muy grande.

Sid{an} y{bn} son dos sucesiones tales que a, , by, > 0 para todon. Si

lim % — ¢ %0,

n—>0o0 n
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DEMOSTRACION

EJEMPLO 15

o0 oo

entonces la serie E an converge sty solo si la serie E by converge.

n=1 n=1

Supongamos que la serie ) b, converge. Puesto que £ # 0, tenemos que
¢ > 0, entonces tomando ¢ = £ en la definiciéon de limite tenemos que
existe un niumero N, tal que para todo n, sin > N, entonces

a
i—ﬁ’ <,
de donde . a_n_g »
by '
es decir an o
by ’

Por tanto, paran > N tenemos que
a, <24b,.

Luego, por el criterio de comparacién tenemos que la serie ) _ a, converge.
Puesto que £ > 0, tenemos que lim b,/a, = 1/{ # 0, y entonces
n—>0o0

tenemos que la convergencia de la serie ) a, implica la convergencia de

> by 1

Notemos que existe un caso especial en el que la hipétesis sobre el
limite en el teorema anterior puede ser ligeramente debilitada. Si supone-
mos que lim a, /b, = 0 tenemos que la convergencia de ) _ b, implica la

n—>00
convergencia de ) ay.

A continuaciéon empleamos el Teorema 14 para analizar desde otra
perspectiva un resultado ya conocido.

En el Ejemplo 2-7 se demostr6 que Z 1/(n + n?) es una serie telescopica
convergente. El trabajo realizado para demostrar la convergencia se re-
duce considerablemente si utilizamos el criterio de comparacién por paso

al limite con la serie Z 1/n?. Asi tenemos

1
) 2
lim 2577 — gim 2 — 1.0
n—00 m»m)n-%nz
n2

En los tres ejemplos que siguen a continuacién analizamos casos es-
peciales en los que el lim a,/b, = 0 (aunque el primero pudiera consi-
n—>00

derarse mas bien como un contraejemplo, mientras que el segundo puede
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ser definitivamente un imperdonable abuso de poder, salvo por el hecho
de que sugiere la generalizacion presentada en el tercero).

EJEMPLO 16 Si intentamos aplicar el criterio de comparacién por paso al limite con la

o0
1
serie armonica para evaluar la serie E —— obtenemos
nlogn
n=2
1
. nlogn . n . 1
lim nogn _ lim —— = lim =0,
n—00 1 n—oo nlogn n—o0 logn
n

y no podemos arribar a una conclusién definitiva. [

00
. 1
EJEMPLO 17 La serie E 2—n €S ConVergente. En este caso tenemos
n=1
1
- 2
. n . n
lim 2" _ lim — = 0.
n—oo 1 n—o0 2N
n2

La ultima igualdad es casi como un articulo de fe en matematicas, una fun-
cién exponencial con base > 1 siempre supera a cualquier potencia. Si
el lector desea asumir una actitud mas critica con respecto a este punto,
consideremos el limite similar pero sustituyendo “la variable” n por x, asu-
miendo que ésta ultima sugiere continuidad (mas aun, derivabilidad) y
podemos utilizar algunos de los recursos del Calculo elemental (la Regla
de L’Hopital):

. ox? . 2x . 2
lim —= lim ——= lim ———=0.0
x——+o0 2% x—>+o00 2% log 2 x—>+00 2% Jog” 2
S 4
EJEMPLO 18 Para todo k > 1 tenemos que la serie Z — es convergente. En este caso
2n
n=1
tenemos
I’lk
— k+2
. n . n
lim 2~ = lim =0.0
n—oo 1 n—oo 2N
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TEOREMA 19
(CRITERIO DEL

COCIENTE)

CRITERIO DEL COCIENTE

Continuamos nuestra exploracién en el terreno de las series de términos no
negativos, desarrollando un par de técnicas de gran versatilidad en lo que
a sus aplicaciones se refiere y de mucha importancia en el plano teérico.
Estas dos piezas vienen a constituir algo asi como dos torres en el juego de
ajedrez para las series; la primera de ellas es una especie de comparacién
de la serie )_a, consigo misma, en el sentido de que investigaremos la
proporciéon entre términos consecutivos de la sucesion {a,} mediante el
limite
dn+1

lim .
n—oo qp,

La idea es que si este limite existe y tiene valor £ entonces la serie Y _ay
es convergente o divergente segiin £ sea mayor o menor que 1, respectiva-
mente. Por ejemplo, si £ < 1, entonces para n suficientemente grande los
términos a, y ap+1 pueden ser comparados en cierta forma, de hecho casi
ordenados, hallando un niimero « tal que a,4+1 < @a,, de donde se deriva
cierto control sobre la sucesion de sumas parciales y entonces podemos
aplicar el criterio de comparacion.

En el caso en que £ > 1, un razonamiento analogo permite estable-
cer larelacion a,41 > aay, y trabajando con ella obtenemos la divergencia
de Z an. En resumen tenemos el siguiente teorema que es conocido por
algunos autores como el criterio de D’Alembert, en honor al matematico,
fisico, filosofo y enciclopedista francés Jean Le Rond D’Alembert (Figura 1).

FIGURA 1. Retrato de Jean Le Rond D’Alembert.

Supongamos que ay > 0 para todon y que

. An+1
lim = /.
n—>o0 dp
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o0 o0
Entonces si £ < 1 la serie E an converge, mientras que si { > 1 la serie E an

n=1 n=1

diverge.

Supongamos que ¢ < 1y sea ¢ un numero cualquiera tal que { < o < 1.

Puesto que
. On+1
lim

n—oo qp,

=/,

aplicando la definicion de limite para ¢ = o — £ > 0 tenemos que existe un
numero natural N, tal que sin > N, entonces

an+1 Y
an )
Entonces a
1
'l fta—l=a paratodon > N.
Aap
Es decir
ap+1 = aay paratodon > N.
Asi que

anN+1 =< aay,
aAN+2 S 0aAN+1 = a7 ay,

3
AN+3 S QaN4+2 < O ay,

kan.

AN+k = O
oo
Puesto que o < 1 tenemos que la serie geométrica Z ok converge.

k=0
tonces, por el criterio de comparacion resulta que la serie

o0
= Z AN +k
k=0

oo

%%
n=N

o0
converge y, en consecuencia, la serie E an converge.
n=1
Ahora supongamos que £ > 1. Si « es un numero con 1 < o < ¢,

con un argumento analogo al anterior tenemos que existe un numero N,
tal que

dp+1 = Qday paratodon > N.

Entonces
an < ofay, < ayk para todo k > 0.
o0
Esto implica que la sucesion {a,} no converge a 0, por tanto la serie Z an

n=1
es divergente. |



58 Fernando Mejias

Para continuar un esquema que ya hemos usado varias veces, anali-
cemos un caso en el cual el teorema no tiene aplicaciéon. Tal vez puede
resultar un poco curioso, pero las series que vamos a usar no son extranas
en absoluto y, tal vez, este sea un argumento mas para considerarlas nues-
tros caballos en este juego (por lo menos siempre se puede esperar una
sorpresa de su parte).

EJEMPLO 20 Tanto para Z 1/n como para Z 1/n?, tenemos que

. an+1
lim

n—oo qp,

=1.0

Uno podria sentirse tentado a abusar de nuevo del poder y aplicar
el criterio del cociente para comprobar de nuevo que la serie geométrica

Zr” converge si 0 < r < 1y aunque todo parece funcionar perfecta-
mente estariamos cometiendo un grave error desde el punto de vista légico,
pues el conocimiento de la serie geométrica fue un punto crucial en la de-
mostracion del Teorema 19.

Por razones obvias, el criterio del cociente resulta ser una de las he-
rramientas preferidas para tratar problemas que involucran n!, como en el
caso siguiente.

o
EJEMPLO 21 La serie Z 1/n! converge, en efecto, si a, = 1/n!, tenemos que
n=1
1
o+ 1) n! 1
fim DL gy DU —0.00
n—oo qay n—00 l n—oo (n 4+ 1)! n—oopn + 1
n!

Una combinaciéon muy simpatica de potencias y expresiones que in-
volucran n! aparece en el siguiente ejemplo que nos ensena una forma cu-
riosa de calcular un cierto limite.

o n
EJEMPLO 22 La serie Z — converge. Si escribimos a, = r"/n!, entonces
= n!
rn—i—l
any1 (DY "ty
an r’ Mt + 1) n+1
n!
Entonces
rn
Iim — =0.0

n—oo p!
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Desarrollando un esquema parecido tenemos

o0
EJEMPLO 23 Un caso similar se presenta con la serie Z nr’,la cual converge si0 < r <

n=1
1. En este caso, si a, = nr", entonces

. an+1 . (n+ l)r”“ . n—+1
lim = lim ——— = lim r=r.

n—>00 @y n—o00 nrh n—o00

Entonces, para 0 < r < 1, tenemos

lim nr" =0.0
n—>oo

Otras combinaciones interesantes de potencias con 7! se presentan a
continuacion.

|

n! "
— converge. Escribimos a, = n!/n" y obtenemos

o0
EJEMPLO 24 La serie »  —
n

n=1
(n + 1)!
nt1 _ (n+ Dt p"m+ 1! ow" 1
an n! S (4Dt 4 1) n\"
— I+ -
n n
Luego
1 1
lim 2L = im = - <1,
n—>oo ay n—00 1 e
(+7)
n
> n!
entonces la serie Z n_” converge. []
n=1

La serie del ejemplo anterior puede ser ligeramente modificada in-
volucrando factores de la forma r” y obteniendo resultados interesantes,
como en los dos ejemplos que siguen.

2"n! "
EJEMPLO 25 La serie Z — converge. En este caso escribimos a, = 2"n!/n" y obte-
n
nemos
20t 4+ 1)1
an+1 (n+ Dntl "2+ 1! 2" 2

i 20l et )2l ) N
n” Tt n
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Luego

2
lim 2~ fim — 2 —Z 1.0

n—>oo  qap n—o00 (l n l)n e

>\ 3n!
EJEMPLO 26 La serie -
o= !
ejemplo anterior nos queda

diverge. Ahora escribimos a, = 3"n!/n" y como en el

dn4+1 3
— o
" ()
n
de donde 3
im 2L 2 S O
n—o0o dy e

Los Ejemplos 25y 26 pueden resumirse diciendo que la serie

converge si 0 < r < e ydiverge sir > e. En el caso r = e nos encontramos
con el frustrante hecho de que si a, = e"n!/n" entonces

. an+1
lim

n—oo qp,

=1.

Afortunadamente, este problema ya lo hemos resuelto (ver Ejemplo 2-6).
Ciertamente la mayor parte de los casos en los que el criterio del

cociente no ofrece respuesta es cuando tenemos una serie )  a, para la

cual nll)rgo an+1/an = 1, pero las cosas pueden ser mucho peor como se

plantea en el siguiente caso (que se trata de una serie muy artificiosa).

EJEMPLO 27 Consideremos la serie
2 2 3 3

Notemos que si a, denota el término general de esta serie, entonces tene-
mos que la sucesion de cocientes a,+1/a, tiene la forma

{1.3.L.3.1.3....}.

la cual, evidentemente, tiene dos subsucesiones que convergen a limites
diferentes y por tanto tenemos, simplemente, que el criterio del cociente
no es aplicable. U
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(CRITERIO DE

LA RAIZ)

DEMOSTRACION

EJEMPLO 29
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CRITERIO DE LA RAlz

En la seccion anterior estudiamos ejemplos de series ) _ a, para las cuales el
criterio del cociente no ofrece respuesta alguna bien sea porque tenemos
lim a,41/a, = 1o porque el limite no existe. Sin embargo, existe una he-
n—>0o0

rramienta teodrica estrechamente vinculada al criterio del cociente, que en
algunos casos puede mejorar la situacion considerablemente. La fortaleza
del vinculo entre este resultado y el criterio del cociente queda clara con la
demostracion misma, sin embargo, los ejemplos y la discusion que siguen
al teorema establecen en forma explicita la naturaleza y los alcances de tal
vinculo.

Supongamos que ay > 0 para todon y que

lim Ya, =r.

n—>0o0

o0 o0

Entonces sir < 1 la serie E an converge, mientras que sir > 1 la serie E an

n=1 n=1
diverge.

Supongamos que r < 1y sea o un numero cualquiera tal que r < o < 1.
Entonces existe un nimero natural N, talque sin > N,

|an1/”—r| <o-—r,
de donde
0<a," <a para todon > N.
Es decir
0<a, <o" para todon > N,

luego, por el criterio de comparacién y utilizando el hecho de que la serie
geométrica )  o” converge, tenemos que la serie Y _ a, también converge.

Si suponemos que r > 1, tenemos que existe un N tal que para todo
n > N se cumple que a, > 1y por tanto la sucesioén {a,} no tiende a 0, de
donde se deriva que la serie 3" a, /" diverge. 1

oo

: . . . 1
Un contraejemplo importante lo constituye la serie Z . Tal

= nlogn

como planteamos en el Ejemplo 16 el criterio de comparacién por paso a

limite (aplicado con la serie Z 1/n) no aporta informacion. Resulta que
ni el criterio del cociente ni el criterio de la raiz resuelven el problema.

Sia, = 1/(nlogn), tenemos

an+1 nlogn \n _ 1
-_ y an -_— e 1 .
ap (n+ l)log(n + 1) nl/n(logn)l/n
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EJEMPLO 30

EJEMPLO 31

Entonces a
. n+1 .
lim = lim a,"/" = 1.0
n—>oo  qap, n—o0o

Como es natural, el primer punto a investigar sobre este teorema es
lo que ocurre si r = 1. Nuestra experiencia nos permite suponer que en
este caso el teorema no decide en absoluto.

Tanto para Z 1/n como para Z 1/n?, tenemos que
lim Ya, =1.0

n—>0o0

Ahora experimentemos aplicando el criterio de la raiz a la serie pre-
sentada en el Ejemplo 27, es decir

2 2 3 3
(O 3+ 3
Si a, denota el término general, entonces la sucesion ay, 1/n es de la forma
1/2 2/3 1/2 3/5
SN R ¢ R () A
y sabemos que n/(2n — 1) — 1/2, luego
1/n \/5

an " = — < 1,
y entonces, de acuerdo al criterio de la raiz la serie dada es convergente.
Puede resultar natural considerar al criterio de la raiz como la primera

herramienta a utilizar cuando el término general de la serie E ay involu-
cra potencias de exponente n (de nuevo, juzgado simplemente por las
apariencias, recordando el riesgo que ello siempre implica).

n

fore)
. —n2 . 2
La serie E e converge. Sia, = e , entonces
n=1

an'/" = (e_”z)l/n =e " = i

Luego
. .1
lim @,"" = lim — = 0.
n—o00 n—oo el
En este caso también obtenemos un resultado positivo al aplicar el

criterio del cociente pues

_ 2 2
dny1 e tD e 1

ap e—n>  en?t2n+1  e2n+l’
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luego
1
lim 24— fim —— = 0.0

n—>o0o n—o0 e2n+1

Analogamente tenemos el siguiente caso.

o0
La serie Z(nl/” —1)" converge. Sia, = (n'/* — 1)", entonces

n=1

1/
a, /" = ((nl/n _ 1)") n_ al/n _ 1

Luego
lim a, /" = lim /" —1)=0.0

n—>00 n—>0o0

Para reforzar la idea de que hay que tener cuidado al juzgar por la
mera apariencia del término general tenemos el siguiente ejemplo, aunque
esta vez la usamos en un sentido mas positivo.

o0

100" . .

La serie E — converge. En este caso la presencia de n! en el término
n!

n=1
general de la serie puede conducirnos a pensar que aplicar el criterio de

la raiz no es una idea muy prometedora pues involucraria hacer consi-
deraciones acerca de v/n! para valores grandes de n. Precisamente en este
punto podemos usar el Problema 1-13(b) donde se establece que

Yt~ 2
n!~ — para n grande.
e

Luego
»[ 1007 100 100 100e

nl ym T n

e
Entonces si a, = 100" /n!, tenemos
100e
lim a,"/" = lim — =0.0
n—o00 n—-oo n

Probablemente (y con toda razén) el lector piense que en este caso
resulta mucho mas facil y conveniente utilizar el criterio del cociente (ver
el Ejemplo 22) y, efectivamente, tenemos

100n+1
any1 _ (n+ 1! 100"l 100
a, 100" 100"(mn+1)! n+1

n!
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TEOREMA 34

DEMOSTRACION

entonces
a1 . 100
lim = lim =
n—>o0o n—oon + 1

No resulta casual que en el ejemplo anterior (como tampoco en el
Ejemplo 31) hayamos obtenido que
An+1

lim = lim a,
n—>o00 @y n—o00

l/n'

En realidad este fenémeno es uno de los vinculos mas poderosos entre los
dos criterios asegurando que siempre que el criterio del cociente propor-
ciona informacion sobre una serie, entonces también lo hace el criterio de
la raiz (aunque no funciona a la inversa como ya pudimos observar) y por
este motivo muchas personas prefieren siempre intentar en primer lugar
con el criterio del cociente. En el fondo de todo este asunto se encuen-
tra un resultado sobre sucesiones que presentamos a continuacion (ver el
Problema 1-18).

Supongamos que a, > 0 para todon y que
lim an+1/an ={.
n—>0o0

Entonces la sucesion { %/an} converge y

lim %/a, = {.

n—>00

Dado ¢ > 0 existe un N tal que para todon > N, tenemos que

a
it S N
Aap
Es decir a
1
(—g < F <l4+¢ paratodon > N,
Aap
entonces
a Apsf— Api1
(E—g)k< ntk  Yntk—1  Ynt <(£+8)k.
An+k—1 An+k—2 an
De donde
a
k[Intk gl < g paratodon > N,
%%
Pero

[An+k
n+k/an+k — n+k ’;_+ . n+k/an'
n

Ahora, puesto que lim "*%/a, = 1, se sigue que existe un M tal que
k—o00

a1k — €| <e paratodok > M. 1
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Un caso muy curioso para el estudio de la relacion entre el criterio
del cociente y el criterio de la raiz es el que presentamos a continuacion.

La serie 5 ) 3 3

1,1 1 1 1 1

2+t3+() +GE) +E) G+
converge. Una forma sencilla de verificar este hecho es considerando a, =
(%)” + (%)”, entonces, de acuerdo al Problema 1-2(16) tenemos

n n
lim a,'" = lim (1) =1
n—>oo n n—00 3 2'
y
@@ 0 g
lim = lim = 77— = — lim = -
n—>oo q, n—00 (%) + (%) 6 n—oo 20 4 31 2

Por otro lado uno puede describir el término general de la serie de
la siguiente forma

o (%)(n+1)/2 sin es impar,
n = (%)n/Z sin es par.

Entonces podemos verificar facilmente que

\/5/2 si n es impar,

bnl/n —
V3/3 sinespar.

Por tanto tenemos que la sucesion {b, 1/ "} no converge y, en consecuencia,
el criterio de la raiz no es aplicable. Por supuesto, con este enfoque tam-
poco es aplicable el criterio del cociente. La explicacion definitiva a este
fenémeno viene dada por el Problema 6. [

CRITERIO DE LA INTEGRAL

En esta seccion estudiamos una variante del criterio de comparaciéon con
la particularidad de que utilizamos como patrén de comparacion una serie

muy especial y que ya hemos usado en un caso particular; en efecto, en el
o0

Ejemplo 2-2 se demostro la convergencia de la serie E — demostrando
n
n=1

n
la convergencia de la sucesion {/ = dl}. En ese caso comprobamos la
1

existencia del limite "

lim —dt,
n—oo Jq1 [2

lo cual es equivalente a la convergencia de la serie

2 31 41
— dt —dz—i-/ —dt+---.
/1 2 +/2 2 3 12
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Ahora vamos a considerar una version general de este caso y com-
oo

probar que bajo ciertas condiciones la convergencia de la serie Z an es
n=1
n
equivalente a la existencia del limite nll)rgo / f. donde f esuna funcién tal
que f(n) = a, para todo n (Figura 2). Forlmalmente tenemos el siguiente
resultado.

FIGURA 2.

TEOREMA 36  Supongamos que a, > 0 para todon y que f : [1,4+00) — R wuna funcion

(CRITERIO DE o0
LA INTEGRAL) decreciente tal que f(n) = ap para todon. Entonces Z an converge si y solo si el
. n=1
limite
A
lim
A—00 /1 f
existe.
Dada una funcién cualquiera f : [a, +00) — R decimos que la inte-
gral impropia

[

A
;
A;“;oL /

existe, en cuyo caso escribimos

[Fr=pm s

es convergente si el limite
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En caso contrario decimos que la integral impropia diverge. En forma

a
analoga podemos establecer la definicion de las integrales impropias / f
—0o0

+o0
y /-
_w . . . . - .
Como mencionamos arriba, la existencia del limite

A
)
A;“;O/I /

es equivalente a la convergencia de la serie

/12f+/23f+/34f+---.

Por hipétesis tenemos que
f(n+1)< f(n) para todo n,
luego
n+1
f(”+1)§/ f = fn) para todo n,
n

es decir

n+1
Ap1 = / f <ay para todo n.
n

Entonces por el criterio de comparacion tenemos que la convergencia de

oo n+1 oo
la serie Z / J implica la convergencia de Z ap+1 Yy por tanto la con-
=1"" n=1
oo
vergencia de Z an y vice versa. I
n=1

Tal vez a estas alturas es innecesario notar que no importa cual es
la etiqueta que coloquemos al primer término de una serie para estudiar
su convergencia y por tanto en aplicaciones del criterio de la integral no
es imprescindible que la integral impropia a considerar sea de la forma
floo f ypuede bien ser una integral de la forma faoo f, siendo @ un nimero
positivo cualquiera. Esta idea es aplicada en el siguiente ejemplo, para la
cual hicimos intentos fallidos de aplicar los criterios de comparacién por
paso al limite (Ejemplo 16), del cociente y de la raiz (Ejemplo 29).

o0

) 1 ) )
La serie diverge. Para demostrar este hecho consideremos la
nlogn g
=2

funcion f definida sobre [2, +00) por

f) = ——

xlogx’
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Es claro que f es decreciente; por ejemplo, es facil verificar que
<0 para todo x > 2.

Ademas

A A
1
— dx = log(log A) — log(log 2).
/2f /leogx x = log(log A) —log(log 2)

Entonces la integral impropia

* 1
/ dx
2> xlogx

es divergente. [

En el ejemplo anterior, para la aplicaciéon del Teorema Fundamental
del Calculo, se utilizé6 la antiderivada

1
dx = log(l C.
/ Tlog x = log(log x) +

Este resultado se obtiene aplicando el método de sustitucion sencilla, escri-
biendo ¥ = log x. Con la misma sustitucion se obtienen las antiderivadas

1 log? 1 1
/ngdx: ng-i-C y / >—dx = — — +C,
X 2 log” x 3log” x

las cuales utilizaremos en los siguientes dos ejemplos.

o
1
EJEMPLO 38 Laserie Z o871 diverge. Consideramos la funcién f definida sobre [1, +00)
n=1

n
pOI‘
log x
flx) = 22,
X
En este caso tenemos 1 1
— 10g X
flx) = —522,

Entonces f es decreciente sobre [e, +00). Por otro lado

/A log x dx — log? A B log23'
3 X 2 2

Entonces la integral impropia

o0
1
/ ogx dx
3 X

diverge. [
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o0
1
La serie Z >— converge. Consideramos la funcién f : [2, +00) — R
=y nlog”n
definida por
1
X) = .
J@) x log? x
En este caso tenemos -
' + log x
x _— —
S @) x2log> x

Entonces f es decreciente sobre [2, +00). Ademas

4 1 1
/ >—dx = = = -
2 xlog®x 3log”2 3log” A

Entonces la integral impropia

*° 1
/ >—dx
2 xlog®x

converge. []

También utilizando el método de sustitucion sencilla obtenemos
.2 1 _.»
/xe x dx:—Ee 4 C.

Asi tenemos el siguiente ejemplo.

oo
La serie Z ne™’ converge. Sea f :[1, +00) — R la funcién definida por
n=1

f(x) = xe ™,

En este caso tenemos f'(x) = (1 — 2)62)«9_’“2 y por tanto f es decreciente
sobre [1, +00). Ademads

A
1
/ xe ™ dx = —(e7 ! - e_Az).
2 2
Entonces la integral impropia converge y

l l 2 l
—x2 : -1 —A

dx = = 1 — _ = — 0O
/1 xe X 7 im (2(8 e ) e

A continuacion utilizamos de nuevo el criterio de la integral para
resolver un problema que ya hemos tratado. En el Ejemplo 8 consideramos
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EJEMPLO 41

EJEMPLO 42

o0
la serie E — demostramos que la serie diverge para s < 1y converge para
nS

n=1
s > 2, pero no obtuvimos ninguna conclusién para 1l <s < 2.

La serie

converge para todos s > 1y diverge si s < 1. Esta conclusion es una conse-
cuencia inmediata del criterio de la integral pues

1 1
A .
l l_ ) 17
/ — dx = S—l( AH) w7
1

log A, sis = 1.

o0
Entonces la integral impropia / — dx converge si s > 1y diverge si
1 X

s <1
Este resultado sirve de base para definir una de las funciones mas
notables del Calculo Avanzado: para todo s > 1 se define la funcion zeta de

Riemann § por
1
JOEDPws
n=1

Uno de los resultados mas famosos asociado con la funcion zeta de Rie-
mann es la siguiente igualdad establecida por Euler:

1 2

1 1 T
(Q)=14—=+—=+ +---:?.D

22 732 T g2

El altimo ejemplo de esta seccion constituye un caso muy instructivo
porque arroja luz sobre una de las integrales impropias mas notables en
Analisis (y también de forma muy especial en Teoria de Probabilidades):

+o00 5
/ e dx.
—00

Como es “bien sabido”, la integral

/e_x2 dx

no tiene solucién en términos elementales, asi que no podemos proceder
como en los ejemplos anteriores para explorar la convergencia de la serie

o0
E e,
n=1

En el Ejemplo 3-30 utilizamos tanto el criterio del cociente como el criterio
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o0

. —n2 .

de la raiz para demostrar que la serie E e converge. Notando que si
n=1

f(x) = ¢~ sobre [1, 4+00) se cumple que
ple q
f(x) = 2xe ™ <0 para todo x € [1, +00),

asi que f es decreciente sobre [1, +00). Entonces tenemos que la integral

+o00

. . —x2 .

mpropia / e x dx también converge. Puesto que
1

—+00 1 —+00
/ e~ dx = / e dx + / e dx
0 0 1

+o00
. . —x2 .
deducimos que la integral / e ™ dx es convergente. Luego, utilizamos
0
el hecho de que la funcién f es pary concluimos que

+o00 5 +o00 5
/ e X dx = 2/ e dx.
—00 0

o0

Asi pues la convergencia de la serie E e

n=1

n implica que la integral

+o00
—x2
/ e " dx es convergente.
—0o0

Algunas personas prefieren plantear la situacion en el sentido inverso

para lo cual se necesita determinar la convergencia de la integral impropia
por otra via. Existen varias formas de resolver este problema, algunos de los
cuales no so6lo determinan la convergencia sino que permiten determinar
el valor exacto de la integral:

+o0o 5
/ e ™ dx = /7.
—0o0

Alguna vez el Lord Kelvin dijo que “un matematico es aquel para quien esta
igualdad es tan evidente como para cualquiera el hecho de que dos mas dos
es cuatro”. [

EL CRITERIO DE RAABE Y EL. CRITERIO DE GAUSS

A este nivel de nuestro juego trabajamos con los peones centrales en este
tablero de ajedrez, que rara vez coronan, pero cuando lo hacen son deter-
minantes para el final del juego. En esta seccién estudiamos dos criterios
que no tienen muchas aplicaciones, pero en algunos casos son los ultimos
recursos disponibles. El primero de estos resultados es nombrado en honor
al analista suizo Josef Ludwing Raabe, mientras que el segundo tiene su de-
nominaciéon en honor al “Principe de los Matematicos” (Figura 3). Para
empezar establecemos el siguiente resultado que servira de base para la
prueba de los resultados principales.
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LEMA 43 Sean {a,} y {bn} dos sucesiones de términos positivos y

buy1an+1
an '

Cn:bn_

Si existe un niumero r > 0 y un nimero natural N tales que ¢, > r para todo
o0

n > N, entonces la serie E an converge. Por otro lado, sic, < 0 paratodon > N

n=1

o0 o0
1
st la serie — diverge, entonces la serie ay diverge.
b b g g
n

n=1 n=1

L bnt1an+1 .
DEMOSTRACION  Supongamos que ¢, = b, — Pt -, para todo n > N. Es decir
dn
bry19k+1
by — ——

>r paratodok > N.
ag

Entonces
apr < apbyp — ag+1bk+1 paratodok > N,

de donde

n
anb
E ap < non paratodon > N.

r
k=N

Es decir, la sucesion de sumas parciales de {a, } esta acotada y por tanto, la
serie ) _ a, converge.
Ahora supongamos que ¢, < 0, es decir

bnt1an+1
b, < ZnA17n+1 paratodon > N.
%%
En particular
b 14 1
by < 2L paratodon = N,
Aap
de donde
1 1
< an+1 paratodon > N.

bn+1 ~ anby

Entonces, por el criterio de comparacion, la divergencia de la serie
> 1/b, implica la divergencia de la ) a,+1 y, en consecuencia, la de la

serie Y a,. |

TEOREMA 44  Supongamos que a, > 0 para todon y que existen unr > 0 y un nimero natural
RAABE) an+1 1 r

<]l—-—-—- para todon > N,
an n o n
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o0
entonces la serie Z an converge. Si
n=1
a 1 1
ot >1—-- para todon > N,
an n
o0
entonces la serie Z ay diverge.
n=1
< an+1 r
DEMOSTRACION Supongamos que —— < 1 — — — — paratodon > N y que b, = n.
an n o n
Entonces
bnt1an+1 ndp+1
ch=bp—————=n-1- .
an an

luego, por hipotesis tenemos
1 r
cnzn—l—i-n(—l—i-——i-—):r paratodon > N.
n o n

Entonces, por el Lema 3.41 tenemos que la serie ) a, converge.
Ahora supongamos que

1
i [ paratodon > N.
n

Entonces, tomando nuevamente b, 1 = n, tenemos que para todon > N
se cumple

b 1
cn:bn_mzn_l_m_ﬂfn_l_n(__l):o.
ap an n

Puesto que la serie ) 1/n es divergente, segin el Lema 41 la serie ) _ay,
diverge. 1

EJEMPLO 45 La serie

il-3-5---(2n—l)

2np!
n=1

diverge. Si escribimos
1-3-5---2n—1)

a == b
" 2np!

entonces

1-3-5---2n = 1)@2n + 1)
nt1 2n+1(n 4 1)! _ 2n41

an 1-:3.-5---2n—1) 24 1)
2!
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TEOREMA 46
(CRITERIO DE

GAUSS)

DEMOSTRACION

. an+1
Notemos que lim
n—>oo ay,

ble. Por otro lado tenemos

= 1, asi que el criterio del cociente no es aplica-

an+1 1 2n+1 _ _ 1 >_l
n S 2(n+1)  2m+ 1D T on’

entonces de acuerdo al criterio de Raabe obtenemos que la serie

il-3-5---(2n—1)

2np!
n=1

diverge. []

Supongamos que ap, > 0 para todo n y que existen dos nimeros s, M > 0y un
numero natural N tales que

:1——+—S para todon > N,

donde {x,} es una sucesion tal que |x,| < M para todo n. Entonces sio > 1 la
o0 o0
serie Z an converge y st < 1 la serie Z an diverge.

n=1 n=1

Supongamos que « > 1, entonces para todo n > N tenemos

M 1 1 M
t—=l--t—(lmat+—].
ns n o n ns—1

an+1
ap

o
:l—;-i-—sfl—

S | =
—| R

Podemos encontrar k suficientemente grande tal que si n > k entonces
n* Yo —1) > M. Es decir

fes—1 =0.

M
l-a+—=<1-a+
ns—l

Por tanto, sin > max(N,k)ysir =a —1— M/ks_l, tenemos

a o r
n_—'—lfl____'

an n o n

Entonces, por el criterio de Raabe tenemos que ) a, converge.
Sia > 1 tenemos que para todo n > N se cumple

An+1
ap

O [
n ns n n

entonces de acuerdo al criterio de Raabe la serie ) a, diverge.
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Finalmente, supongamos que o = 1. Tomando b, 1 = nlogn (ver
el Ejemplo 5) obtenemos que para todo n > N se cumple

buny1an+1
an

=(n—-1)log(n—1)—

Cn:bn_

nlognan4q

n
1 x,
—(n—1)log(n —1) —nl 412
(n—1)log(n —1) nogn( n+ns)
Xn
:(n—l)log(n—l)—nlogn—i—logn(l—n—s).
Como |x,| < M existe un k tal que

cn < (n—1)log(n —1) —nlogn <0 para todo n > max(N, k).

X1

Entonces, como la serie diverge, el Lema 41 implica que ) _ay,
n

= logn

diverge. 1

FIGURA 3. Retrato de Karl Friedrich Gauss.

EJEMPLO 47 Consideremos la serie

2 1-3.5-..2n—1)
> .

£ 7246 (2n)
Si
1.3.5...2n—1)
=T 4 62n)
entonces

Ap+1 2n+1

an  2(m+1)
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TEOREMA 48
(TEOREMA
DE ABEL'Y

PRINGSHEIM)

DEMOSTRACION

Es facil comprobar que

a”+1:1_i+—n i
an 2n  2(m+1) n?

asi que si consideramos o« = 1/2,x, =n/2(n+1), M = 1ys = 2, entonces
del criterio de Gauss se deduce que la serie

1-3-5---Q2n—1)

n=1

diverge. [

TEOREMA DE ABEL Y PRINGSHEIM

Para concluir esta fase de nuestro juego trabajamos con otro peén que difi-
cilmente corona y por tanto es poco estimado, pero que en algunas opor-
tunidades se convierte en una herramienta muy poderosa. El resultado fue
demostrado por Abel y luego quedé practicamente olvidado, hasta que fue
redescubierto por el matematico aleman Alfred Pringsheim. Escasamente
uno encuentra en la literatura algin nombre para el teorema y en muy
pocas ocasiones suele usarse el nombre de uno u otro matematico; una de
las referencias mas inusuales la hace el matematico inglés Godfrey Harold
Hardy quien lo denomina teorema de Abel o Pringsheim (ver la referencia [3]
en la Resenia Bibliogrdfica, p. 350). Probablemente la poca aplicabilidad del
teorema de Abel-Pringsheim estd relacionada con el hecho de que establece
una condicion necesaria para la convergencia.

Supongamos que {an } es una sucesion decreciente tal que a, > 0 para todon. Sila
o0

serie E an converge, entonces

n=1

lim na, = 0.
n—->oo

De acuerdo con la condiciéon de Cauchy, dado ¢ > 0 existe un numero
natural N tal que para todo n,m > N se cumple

am +---+a, <e.
Si consideramos n > m > N tenemos a; < a, param <i < n. Luego

dm+--tan > an+---+apn = —m)ay,
N —— | ———
n —m términos
de donde
(n—m)a, <e, paran>m>N.
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Por otro lado tenemos que lim n/(n —m) = 1, asi que si escribimos
n—00

n
na, = ——-(n—m)ap,
n—m
deducimos que para n suficientemente grande se cumple que
nay < e,

es decir

lim na, =0. 1
n—>oo

o0
. . 1
Notemos que en particular tenemos que la serie E — es divergente,
n

n=1
pues en caso contrario, de acuerdo con el teorema de Abel-Pringsheim se

cumpliria

Iim n— =0,
n—-oo n

lo cual es una contradiccion.
Otra aplicacion del teorema de Abel-Pringsheim es la igualdad si-
guiente:

lim nr" =0, para0<r <1,
n—>00

o0
pues en este caso la serie (geométrica) E r’" es convergente.

n=0
Notemos también que el reciproco del teorema de Abel-Pringsheim

no es cierto (ver el Problema 4).
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PROBLEMAS

1 En cada uno de los siguientes casos decidir si la serie dada es conver-
gente o no, argumentando la respuesta.

1+ |cosnf
1) Z#
n=1 n
> 2
2 —_—.
@ L ge
1

(3)

WK
N

S
I
I\
S
|

M8

N

~
—

Q

aQ

S
~
N

(4)

3
Il

w

M8
=4>
+ =S

te)

n=1
S |
(6) ’;nslogn’s > 1
> n!
) ’; (n + 3)!
1
® 2
n=1
> logn
O L AST
> 1
10 _—.
(10) ,12::1 vnn+1)
> n
(1) nX=:1 Bn—=2)3n—1)
2\ V3n—T1log(4n + 1)
(12) nX=:1 nn+1) ’
(13) i 4| con |ay| < «
an’ " '
n=1
(14) i n? sen;Emr/3)'
n=2
(15) ZZ—Z,cons >lya>1.

3
Il
-
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o0 2
(16) 3 (n!) 1

1

oo 2
a3 ()"
(18) Z(nl/”—l)”.

> /1 2
(19) Z(;—e n )

> 2
(20) Znn-l—l'

(21) Z sen(logn).

n=1
(22) ’;(1—“@%)
23) Z l—nszn(l/n)
n=1
(24) nX::llog (n sen %)
25) Z cos(nl/n)'
n=1
o0 n+1 5
(26) Z/ e dx.
n=1""
o0 1/n 5
(27) Z/ e > dx.
n=1 0

oo

2 Demostrar que si a, > 0 para todo n vy Z an converge, entonces

n=1
fore) 1 .
Z — diverge.
nzlan
oo
3 Demostrar que si a, > 0 para todo ny Z an diverge, entonces la
n=1

o0
. an .
serie E diverge.
= 1 +a,

4  Utilizar la serie

N R R (SR TR P
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*6

*7

10

para demostrar que el reciproco del teorema de Abel-Pringsheim no
es cierto.

Demostrar que la hipoétesis de que la sucesion {a,} es decreciente es
imprescindible en el teorema de Abel-Pringsheim. Indicacion: com-
probar que la serie siguiente es divergente

1 1 1 1 1 1 1 1 1
l+2—2+3—2+1+5—2+6—2+7—2+8—2+§+m+"'.

(En general a, = 1/n si n es el cuadrado de un nimero natural y
an = 1/n? en cualquier otro caso.)

Demostrar el “criterio delicado de la raiz”: Sea {aj,} la sucesion tal
o

que a, > 0 para todo n. Silimsup {/a, < 1 entonces la serie Z an

—
n—o00 n—1

o0
converge y si Si limsup {/a, > 1 entonces la serie Z ap diverge. El

—
n—o00 n—1

criterio no decide si limsup {/a, = 1.
n—oo

Usando como referencia el problema anterior, establecer y demostrar
el “criterio delicado del cociente”.

En cada uno de los siguientes casos decidir si la integral impropia
dada es convergente o no, argumentando la respuesta.

oo X
1 —dx.
) /0 14 x4 !
o0 1
——dx.
® /0 Sz
Sl |
3 dx.
(3) /0 — dx

Hallar un valor de la constante C para que la siguiente integral sea

convergente
/ oo Cx 1
— dx.
2 X2 + 1 2x + 1

Hallar un valor de la constante C para que la siguiente integral sea

convergente
/ o0 X C
— dx.
1 2)62 + 2C X + 1




CAPITULO

CONVERGENCIA
ABSOLUTA

Las primeras lecturas matematicas de Leibniz fueron principalmente
sobre geomelria, pero él tuvo otros intereses. . . Uno de los frutos

de su estudio de problemas sobre cuadraturas fue el “Ietragonismo
Aritmético”, en el cual hallo que el area de un circulo es cuatro

veces la serie infinita 1 — % + % - % + -+ -. Estas consideraciones

Sformales y aritméticas se iban a combinar ahora en una forma
inleresante con la geometria. . .

CARL B. BOYER

L o extenso del Capitulo 3, que trata de series de términos no negativos,
esta justificado por un comentario que aparece al inicio del mismo
(sobre un hecho que aun no hemos probado) y que ahora repetimos: para
una sucesion {a, } cualquiera, la convergencia de la serie ) |a,| implica la
convergencia de ) a,. Sin embargo, como es de esperar no todo puede
resumirse a series de términos positivos, entre otros motivos porque el
reciproco de esta proposicion no es cierto.

CRITERIO DE LEIBNIZ

Ahora ha llegado el momento de ampliar el panorama considerando series
cuyos términos no necesariamente tienen el mismo signo. En primer lugar
tenemos la situacion obvia en la que todos los términos de la serie Y ay
son no positivos y basta considerar la serie ) (—a,). Asi pues, los casos
realmente interesantes surgen cuando algunos términos de la serie son po-
sitivos y otros negativos. En realidad, puesto de esa forma el problema pasa
a ser entonces muy complejo, y es conveniente enfocarse primero en una
localidad sencilla dentro de este escenario. En primer lugar consideramos
series de la forma

ay—az +asz—as+---

81
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TEOREMA 1
(CRITERIO DE

LEIBNIZ)

DEMOSTRACION

EJEMPLO 2

o0

o Z(—l)"“am donde a, > 0 para todo n. Una serie de este tipo se
n=1
denomina alternada. Un teorema de Leibniz garantiza la convergencia de

una serie alternada Y (—1)"*!a, bajo algunas hipétesis sobre la sucesion

{an}.

Sea {an } una sucesion no creciente tal que lim a, = 0. Entonces la serie alternada
n—00

o
Z (=" a, converge.

n=1

Sea {s,} la sucesion de sumas parciales de {a,}. Si {s2,} V {S2n41} son las
subsucesiones de {s,} formadas por los términos de indice par e indice
impar respectivamente, tenemos que {s2,} es no decreciente y {s2,4+1} €s
no creciente. En efecto tenemos

S2n+2 = S2n + A2n+1 — A2n+2-

Pero por hipétesis {a,} es no creciente, entonces az,+1 — dan+2 > 0, de
donde

S2n42 = S2n.

Andlogamente tenemos
S2n+3 = S2n+1 — d2n+2 t+ d2n+43 Z S2n+1-
En general tenemos que
Sok < S2j41, paratodoky j.

De tal manera que la sucesion {s», } esta acotada superiormente (por ejem-
plo s1 es una cota superior) y es por tanto convergente. Similarmente tene-
mos que {s2,+1} también converge. Sean

o = lim Son y ,3 = lim $2n+1-
n—00 n—>oo
Entonces
B—a= lim s3,41 — lim 53, = lim ($2441 —$2,) = lim az,+1 =0,
n—00 n—00 n—>oo n—>oo
es decir o = B. Por tanto

lim s, =a =4. 1
n—00

Probablemente el ejemplo mas clasico de aplicacion del criterio de Leibniz
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es la serie “armonica alternada”:

i (_l)n-H
n=1 n

la cual es convergente.

FIGURA 1. Retrato de Gottfried Wilhelm Leibniz.

DT -
Notemos que la serie Z — | = Z s divergente.

Esinteresante el hecho que se han desarrollado diversas técnicas para
explotar detalles de esta serie en particular. Por ejemplo, existen varias
pruebas de la igualdad:

2, (-1t

ZT:logZD

n=

Muy similares al ejemplo anterior tenemos los siguientes.

o0
) —1ntl ) o
EJEMPLO 3 La serie E % es convergente. Si escribimos a, = 1/ /n tenemos
n
=1

que {a,} es decreciente y obviamente a, — 0 cuando n — 00, entonces
por el criterio de Leibniz la serie dada converge. [

o0

. . 1 o

EJEMPLO 4 Consideremos la serie Z (=1)"t! (1 —cos — ] . En este caso escribimos

n
n=1

ap = 1—cos1/n. Para demostrar que esta sucesion es decreciente tomemos
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EJEMPLO 5

TEOREMA 6

f(x) =1—cosl/x parax > 0. Luego para x suficientemente grande tene-

mos | |
f'(x) = ——5sen (—) <0,
X X
es decir, f es decreciente. Ademas lim (1 — cos1/n) = 0, entonces el
n—00

o0
1
criterio de Leibniz implica que 2:(—1)"Jrl (1 — cos —) converge. [
n

n=1

o
La serie 2:(—1)"Jrl (% — arctg(log n)) converge. Si definimos la funcién
=1

f por f(x) = % —arctg(log x) para x > 0, tenemos

1

S = _x(l + logzx) =

0 para todo x > 0.
Entonces la sucesion {7/2 — arctg(logn)} es decreciente. Por otro lado
tenemos
. 7 /4 . T
nll)rgo (5 — arctg(log n)) =5 nll)rgo arctg(logn) = 775 0.
Entonces, por el criterio de Leibniz tenemos que la serie dada es con-
vergente. [J

CONVERGENCIA ABSOLUTA

En un par de ocasiones hemos mencionado que la convergencia de la serie
> lan| implica la convergencia de ) a,, ahora llegé el momento de probar
tal afirmacion, pero antes notemos el hecho de que la proposicion reci-
proca no es cierta (ver el Ejemplo 2), motivo por el cual se establece una

o0
terminologia que permite diferenciar lo distintos casos: si la serie E |an|
n=1
oo
converge, decimos que E an converge absolutamente. Por otro lado, si
n=1

oo oo oo
E an converge y E |an| diverge, decimos que la serie E an es condicio-

n=1 n=1 n=1
nalmente convergente. Asi tenemos el resultado tantas veces anunciado.

o0 oo
Si la serie E an converge, entonces la serie E |an| también converge y

n=1 n=1

oo

00
D_an| = ) lanl
n=1

n=1
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DEMOSTRACION  Sean {s,} v {t,} las sucesiones de sumas parciales de {a,} y {|a,|} respecti-
vamente. Por hipétesis tenemos que {z,} converge, entonces de acuerdo al
criterio de Cauchy tenemos

lim (¢t —ty) =0,

n,m—o00
es decir

lim (lam+1| + -+ lan]) = 0.
00

n,m—
Por la desigualdad triangular obtenemos que
lam+1 + -+ anl < lam+1| + -+ |an].
Por tanto
lim (sp —sm) = lim (dm+1 + -+ an)
n,m—o00 n,m—o00

< lim (lamt1| + -+ lan]) =0,
n,m—>o0

luego, la serie ) a, es convergente y

lim s,| < lim f,,
n—>oo n—>oo
es decir
o0 o0
E an EE lan]|. i
n=1 n=1

o0
) sen(nf
EJEMPLO 7 La serie Z # converge absolutamente para todo 6 y para todo s > 1.
nS
n=1
En efecto, tenemos
sen(nf) 1
_ << —
nS T ns’
entonces por el criterio de comparacion y el Ejemplo 3-39 la serie

o0

2

ns
n=1

sen(n@)’ B 2, | sen(nb)|
ns N
n=1

converge. []

Una forma de analizar una serie ) _ a, es considerar dos nuevas series
Y af v a; formadas por los términos no negativos la primera y por los
no positivos la segunda. Formalmente, dada la sucesion {a,} definimos las
sucesiones {a;} y {a; } por

0, sia, =0

gt = )an: sia, >0
n - . .
0, sia, <0, an, siay <O0.
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TEOREMA 8

DEMOSTRACION

Entonces

+_an+|an| __an_lanl

e R A e e
La convergencia de las series Y a7 y > a, esta ligada a la convergencia de
> ay por el siguiente teorema.

o0 o0 oo
La serie E an es absolutamente convergente si y solo si las series E a,:r y E a,

n=1 n=1 n=1
convergen ambas.

Supongamos que la serie ) |a,| converge, entonces ) a, también con-
verge (por el Teorema 6) y

Yat =3 Y an +lanh = 5 (Yan + Y fanl)

es por tanto convergente. Analogamente tenemos que

> a; = % (Zan —Zlanl)

también converge.
Ah ay ay E
ora supongamos que y_da, y y_a, convergen. Entonces

Y lanl = 3 Y ey = 5 (Y ar - Y )

converge. 1

REORDENACION DE SERIES

En esta seccion exploramos mas profundamente la fuerza del concepto de
convergencia absoluta. Dada una sucesion cualquiera {a, } producimos una
nueva sucesion {b, } reordenando los términos de la primera y luego com-
paramos las dos series Y a, v D _ by.

En este esquema encontramos dos resultados notables. En primer lu-
gar resulta que si la serie ) a, es absolutamente convergente, cualquier
reordenacién también lo es, mientras que si )_a, es condicionalmente
convergente podemos encontrar una gran variedad de reordenaciones que
convergen hacia limites arbitrarios. Antes de establecer estos teoremas for-
malmente debemos definir con rigor la nocién de reordenacion y para ello
empezamos por reordenar los nimeros naturales: una permutaciéon es una
funcion biyectiva o0 : N — N; es decir para cada k € N existe un n € N tal
que o(n) =k ysin,m € N, n # m entonces o(n) # o(m).

Si{a, } es una sucesion cualquiera entonces una reordenacion de {a, }
es una sucesion {b,} de la forma

bn = dg(n),
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siendo 0 una permutacion (es decir b = a o 0).

o0 o0
Si E an es una serie absolutamente convergente y E by es una reordenacion cual-

n=1 n=1
o] o]

quiera de Z an , entonces Z by también converge absolutamente y

n=1 n=1

o o
E bn - E day.
n=1 n=1

Sean o una permutacion y b, = dq(,) una reordenacion de {a,}. Si {Ty}
denota la sucesion de sumas parciales de {|b,|} tenemos que

o
T, < Z |an| para todo k.
=1

Entonces por el criterio de acotacién tenemos que ) |b,| converge, es de-
cir, la serie ) _ b, converge absolutamente.

Denotemos por {s,}, {Sn} y {#x} las sucesiones de sumas parciales de
{an}, {lan|} y {bn}, respectivamente. Dado ¢ > 0 existe un nimero natural
N tal que

o
£ £
sn—E an<§ y Sn—E |an|<§.
n=1
Tomemos M € N tal que

(1,2,....N} C {0(1),0(2).....0(M)}.

Entonces para todo n > M se cumple

00 1% 1%
Zn_zan :Zn_sn+sn_zan flln_sn|+ Sn_zana
n=1 n=1 n=1
luego
s &
Zn_’;an flln_snl'i‘i-

Ademas tenemos

n

n N n N
|ty — sn| = ij—Zaj = Zbg(j)—zaj = Z aj
j=1 j=1 j=1 j=1

Jj=N+1
de donde

n

N 00

&

tn—sal = D lajl =D lajl = ) lanl| < 5.
j=1 n=1

j=N+1

TE
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Entonces tenemos que para todo n, sin > M se cumple

o)
thy — E ay| < €&,
n=1

es decir

Una versiéon un poco mas débil del teorema anterior fue demostrada
por el famoso especialista en Analisis y Teoria de Numeros de origen aleman
Peter Gustav Lejeune Dirichlet en el ano 1837, aunque el resultado en si

era conocido con anterioridad, particularmente por Cauchy (ver el libro
de Hardy [3], p. 347).

o0 o0
TEOREMA 10 S Z an es una serie de términos no negativos convergente y Z by es una reor-
(TEOREMADE  ,— oy
REORDENACION o0 o
DE DIRICHLET) denacion cualquiera de Z ay, entonces Z bp también converge absolutamente
n=1 n=1
)
o0 o0
D bn=2 an
n=1 n=1

e

Y -

P

FIGURA 2. Retrato de Peter Gustav Lejeune Dirichlet.

Ahora supongamos que ) a, es una serie condicionalmente conver-
gente y x un nimero cualquiera. A continuacién presentamos la estrategia
de juego elaborada por Riemann que consiste en rodear a x con términos
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de la serie, de tal forma que construyamos una reordenacion {b,} de {a,}
con ) b, = x.

Sabemos que Y a; diverge, entonces x no puede ser cota superior
de las sumas parciales de {a;}, entonces hallamos el primer término de
{a;}} tal que la correspondiente suma parcial sobrepasa a x. Andlogamente
usamos el hecho de que ) a, diverge para hallar el primer término de
{a,;} tal que al sumar la correspondiente suma parcial al agregarlo a la
suma anterior resulte un niimero menor que x, y seguidamente se repite el
procedimiento con {a;}.

FIGURA 3. Retrato de Bernard Riemann.

De esta manera logramos atrapar a x. El siguiente teorema de Rie-
mann establece formalmente esta discusion.

oo

TEOREMA 11  Sean Z an una serie condicionalmente convergente y x un nimero real cualquiera.
(TEOREMA DE a1

REORDENACION oo 0o
DE RIEMANN) Entonces existe una reordenacion Z by, de Z an, tal que
n=1 n=1
o0
Z b, =x
n=1

DEMOSTRACION Como Y a, es condicionalmente convergente tenemos que las series Y_ a;F
y Y _a, son ambas divergentes (Teorema 7). Sea n; el nimero de términos
de {a;f} tal que

ni p
E al > x, pero E af <x si p <nj.
=1 =1
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Sea m el numero de términos de {a, } tal que

ni mi p

+ p— —_ .
E a, + E a, <x, pero E a, <x S1 p <mj.
n=1 =1 =1

Prosiguiendo de esta forma obtenemos {b,}, la reordenacion de {a,} si-
guiente:

+ .+ + = = -+
Ay Ay o eeo Ay A7 A0 ey Gy s

+ + - -
Api420 s A 41> Amp 425 -+ -

La diferencia entre la suma parcial de {b,} y x es siempre a lo sumo un a,
o |a, |. Pero la convergencia de ) a, implica que a, — 0 cuando n — oo,
asi que las sumas parciales de {b, } se hacen arbitrariamente cercanas a x,

es decir
o0
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PROBLEMAS

1 En cada uno de los siguientes casos decidir si la serie dada converge
absolutamente o no, argumentando la respuesta.

(1) i(—l)"“/n+1 .
n=1 n *

(2) 2(—1)"“ (1 — nsen %)

(3) 2(—1)"“ (1 — cos %)

(4) 2(—1)"“ arctg 3-——-

(5) ’12::1(—1)”le (% — arctg(log n)).

- _1\nt1 _ l "
(6) n;( 1) [e (1+n) ]

o0 ntl nlOO
(7) ’;H) (2—)

o0 (_l)n+1
8 —_—
®) X_:log(l—i-l/n)
( 1)n+1
(9) Z
—n log (1+n)
X (—1)rtH137
10
(10) ; (n+ D!
oo
2 Demostrar que si la serie Z ap converge absolutamente entonces
n=1
o0 oo
Z an| < Z |an|.
n=1 n=1
oo
*3 (a) Demostrar que si la serie Z an converge absolutamente y {b,}
n=1

o
es una subsucesion de {a, }, entonces la serie E b, también con-

n=1
verge absolutamente.
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(b) Demostrar mediante un ejemplo que la convergencia absoluta de
oo

la serie E ap es imprescindible.
n=1
o0
4 Demostrar que si la serie E an converge absolutamente, entonces la

n=1
00

serie E an? converge.

n=1



CAPITULO

TEOREMA DE ABEL

Toda la obra de Abel lleva impreso el sello de una genialidad y fuerza
de pensamiento que es inusual y a veces asombrosa, aunque no
tomara en cuenta la juventud del autor. Se puede decir que era capaz
de penetrar todos los obstaculos hasta llegar al fondo de los problemas,
con una fuerza que parecia irresistible; El atacaba los problemas con
una energia extraordinaria. . .

AUGUST L. CRELLE
I ) n este corto capitulo estudiamos dos teoremas relacionados con la
convergencia de series de la forma ) a,b, (como en el caso de las

series alternadas). Los dos resultados se basan sobre una bonita y aparente-
mente inocente férmula demostrada por Abel en 1826.

FORMULA DE ABEL

Dadas las sucesiones {a,} y {b,}, consideremos {s,} la sucesion de sumas
parciales de {a, }. Por definicion tenemos

aiby = s1b1

aiby + azby = s1by + azbs
= s51b1 —ai1bz + a1by + azbs
= 5101 — 5102 + 5202
= 51(b1 — b2) + 52b>.

93
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TEOREMA 1

DEMOSTRACION

Analogamente

a1b1 + azbs +azbs = s1(by — ba) + s2b2 + azbs
= s1(b1 —b2) +s2b2 —a1bs — azbz +a1bs +arbs +azbs
= s1(b1 — b2) + s2b2 — (a1 + a2)b3 + (a1 + az + az)bs
= 51(b1 — b2) + 52by — s2b3 + s3b3
= s51(b1 — b2) + 52(b2 — b3) + s3b3.

Continuando de esta forma obtenemos en general

arby +---+apby = s1(b1 —ba) +52(b2 —b3) + -+ sp—1(bp—1 —bn) + spby.

Sean {an} y{bn} dos sucesiones y denotemos por {s, } la sucesion de sumas parciales
de{an}. Entonces, para todon se cumple la igualdad

n n—1
() Y akbe =) si(bk — b t1) + subn.
k=1 k=1

La demostracion consiste en un calculo simple:

n—1
> sic(b = bies1) + Snbn = s1(b1 — b2) + 52(b2 — b3) + -+
k=1
+ Sn—l(bn—l - bn) + Snbn
= s1b1 + (52 — s1)b2 + (53 — 52)b3 + - --
+ (Sn—l - Sn—2)bn—1 + (Sn - Sn—l)bn
=a1by +axby + -+ apby,. 1

La ecuacion (*) es conocida como la formula de sumacion parcial de
Abel, denominacion sugerida por la semejanza con la férmula de integracion
por partes, sobre todo si las sumas se interpretan como integralesy las dife-
rencias como “diferenciales” y escribimos

n n—1
> bag = subn — Y si(bry1 — bi).-
k=1 k=1

En realidad la semejanza es mucho mas profunda que un simple parecido
tipografico y, en efecto, la féormula de Abel puede utilizarse para demostrar
algunas identidades sobre integrales. Una discusiéon muy interesante sobre
este particular, asociando la férmula de Abel con sumas de Riemann, se
encuentra en el Problema 19-35 de Calculus por M. Spivak.

En realidad, la forma en que se utiliza la formula de Abel, tanto en el
caso de integrales como el de series, es mediante el siguiente resultado.
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DEMOSTRACION
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Sean {an} y{bn} dos sucesiones, tal que {b,} es no creciente y by, > 0 para todon.
Supongamos que existen m y M tales que

m=<ay+--+an <M
para todon. Entonces
bxm < agbx + -+ anby < b M

para todok < n.

Notemos que
mby = mby —mby +mby —---—mb,,_1 +mby_1 —mb,, + mb,
=m(by — bp) + m(by —b3) + --- + m(by—1 — by) + mby,
y, similarmente

Mby = M(by —b2) + M(b2 —b3) + -+ -+ M(bp—1 — bp) + Mby,.

Si {s,} denota la sucesion de sumas parciales de {a,}, por hipétesis
tenemos que
m=<s; <M para todo ;.

Puesto que {b,} es no creciente se cumple que b;_1 — b; > 0 para
todo j. Luego

m(bj_l - bj) =g (bj_l - bj) < M(bj_l - bj) para todo ;.

Entonces
n—1 n—1
m Y (bj—1 —bj) +mby <Y sj(bj—1 = bj) + Subn
j=1 j=1
n—1
<M ) (bj—1—bj)+ Mby,
j=1
es decir
n—1
mby < Zsj(bj—l —bj) + spby < Mby.
j=1

Usando la férmula de Abel tenemos que

n
mby <) ajbj < Mby.
j=1

Finalmente, dado el nimero natural k, aplicamos este resultado a las suce-
siones {ay,ag4+1....}V bk, bk+1, ...}, obteniendo

n
mby < Zajbj <Mbg. 1
j=1
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TEOREMA 3
(CRITERIO DE

DIRICHLET)

DEMOSTRACION

EJEMPLO 4

EJEMPLO 5

CRITERIO DE DIRICHLET

A continuacion presentamos una consecuencia del Lema de Abel que fue
demostrada por Dirichlet.

Sean {a, } una sucesion cuyas sumas parciales estan acotadas y {b, } una sucesion
o

no creciente con lim b,, = 0. Entonces la serie E anby converge.
n—>oo
n=1

Supongamos que
m=ay+--+ap <M

para todo n. Entonces, por el lema de Abel tenemos
bgm < apby +---+ apb, < bpM

para todo k < n.
Puesto que lim b, = 0, entonces
n—>oo

lim (agbg + -+ anbn) = 0,

k.,n—o00

y por el criterio de Cauchy tenemos que Y a,b, converge. |

Un corolario del teorema de Dirichlet es el criterio de Leibniz. En efecto,
consideremos la serie alternada

o
Y (=),
n=1

donde {b,} es una sucesion no creciente que converge hacia 0. Entonces
si a, = (=1)**1 tenemos que la sucesion de sumas parciales de {a,} es
{1,0,1,0,1,0,...}, y estd acotada. Entonces Y (—1)"T1b, converge. [

o0
. sen(nm/2) .
La serie E ——— es condicionalmente convergente.

n
n=1

Primero notemos que la sucesion {|sen(nx/2)/n|} es

101010 0 ! 0
0,3:0,5,0,0,0, 722, 0,

y por tanto la serie ) |sen(nn/2)/n| diverge.

Por otro lado tenemos que si a, = sen(nm/2), entonces la sucesién
de sumas parciales {1,1,0,0,1,1,...} es obviamente acotada y puesto que
b, = 1/n es no creciente y tiende a 0, por el criterio de Dirichlet tenemos
que Y _sen(nm/2)/n converge. [
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CRITERIO DE ABEL

Concluimos este capitulo con un corolario del criterio de Dirichlet, el cual
fue demostrado por Abel en 1826 (y cuya prueba original debe haber sido
algo diferente).

o0

TEOREMA 6 Supongamos que Z an converge y que {by } es una sucesion la cual es o bien no cre-
(CRITERIO DE 1

ABEL) o0
ciente o bien no decreciente cwyas sumas parciales estan acotadas. Entonces E anbn

n=1
converge.

DEMOSTRACION Supongamos que la sucesion {b,} es no decreciente. Como las sumas par-
ciales de {,} estan acotadas, tenemos que también {b,} esta acotada vy,
por tanto, converge hacia un limite . Consideremos la sucesion dada por
Bn = b — b,. Entonces {,} es no creciente y converge hacia 0. Por otro
lado, la convergencia de ) a, implica que sus sumas parciales estan aco-
tadas, entonces por el criterio de Dirichlet tenemos que ) a, B, converge.
Pero

anPn = an(b —by) = anb —ayby,

de donde

Entonces la convergencia de Y a, y ) anf, implican que ) anb, con-
verge.

Silasucesion {b, } es no creciente podemos proceder de forma andloga,
pero usando B8, = b, —b. |






CAPITULO

PRODUCTO DE SERIES

... aplicamos las operaciones del andlisis a series infinitas

de la misma manera que lo hacemos con series finitas y me parece
que esto no podemos considerarlo como demostracion propiamente
dicha. Por ejemplo, si queremos multiplicar dos series.

NIELS HENRIK ABEL

C omo establecimos al inicio de nuestro estudio, para series convergen-
tes se cumple la “propiedad aditiva”, es decirsi Y _a, y ) _ b, son con-
vergentes entonces también ) (a, + b,) es convergente y

Z(an +by) = Za” + an-

Ahora estamos interesados en investigar la posibilidad de obtener una for-
mula razonable que involucre el producto ) ay - ) b,. Para empezar uno
podria pensar en la igualdad

(%) Zanbn :Zan'zbn-

Un resultado en ese sentido fue descubierto por Cauchy, pero su demostra-
ciéon completa es debida a Abel.

ProDUCTO DE CAUCHY

Si consideramos la igualdad (*), inmediatamente resulta evidente que en
la expresion del primer miembro falta mucha informacion, pues uno es-
peraria que una férmula razonable que involucre al producto ) a, - >_ by
lleve implicita de alguna manera cierta variante de la “ley distributiva”, algo

99
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asi como:

00 00
Zan-an:(a1+a2+---)-(b1+b2+---)
=1 =1

0o 00
:alzbn+022bn+"'
n=1 n=1

=a1by +aiby + a1bz +ar1bs + - --
4+ azb1 + azby + azbz + azbs + - -
4+ aszby + aszby + azbz + azbs + - --

Aunque no resulta del todo claro si todos los términos pueden ser
acomodados para formar una sucesion, en este esquema sugiere que si
Y.cn = Y an - Y bn, entonces la serie ) _ ¢, debe involucrar de alguna
manera lodos los productos de la forma a;b;. Observando el siguiente dia-

grama contentivo de tales productos

podemos encontrar una forma de acomodarlos, tratando de no involucrar
al principio los puntos suspensivos de cada horizontal. Existe una forma
muy ingeniosa de hacer tal acomodo con la cual obtenemos algunos resul-
tados interesantes. La idea principal es considerar los términos ¢, como la
suma de los elementos de las diagonales sennaladas en el siguiente diagrama:

NN N

/
e
/
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es decir
¢y = apby,
c2 = aiby + azby,
c3 = a1bs + azby + azby,
c4 = arbs + azbz + azby + asby.

En general tenemos

n
cn = aiby +azby—1 + -+ apby = Z agbp_41.
k=1

oo oo
La serie Z cp definida asi se denomina el producto de Cauchy de Z an'y

n=1 n=1

o0
2 bn
n=1

Por supuesto, nuestro objetivo es determinar condiciones que ga-
ranticen la convergencia de ) ¢, y que se cumpla la igualdad ) ¢, =
> an - Y by. Resulta mds o menos natural que alguna hipétesis de conver-
gencia absoluta sea requerida pues {c,} es en el fondo una reordenacién
particular de la sucesion de los productos a;b;. En efecto, tenemos que la

convergencia condicional de ) a, y Y_ b, ni siquiera garantizan la conver-
genciade ) cp.

Siay, = b, = (=1)""1//n para todo n, entonces las series Y a, y Y_ by
son condicionalmente convergentes mientras que su producto de Cauchy
diverge.

La convergencia de ) a, es una aplicacion del criterio de Leibniz
mientras que la divergencia de ) |a,| se obtiene comparando con la serie
armonica (ver el Ejemplo 4-3).

Ahora

n
Cn = Z akbn—k—i—l
k=1

_ Z( l)k+1 ( l)n —k+2 1

vn—k+1

_( 1)k+1 Z k(n_k+

Notemos que
k(n —k +1) < (g+1)2_<g_k)2§ (g+1)2: (n-Zl)z’

luego
2 1

< .
n+1~ Jk(n—k+2)
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TEOREMA 2

DEMOSTRACION

Entonces

n

1
kz::l Vi —k £ 2)

para todo n. Luego {c,} no tiende a 0 cuando n — oo y por la condicién
del resto ) ¢, diverge. O

n

_k_ln-l—l n+17~

lenl =

o0 o0
Sean {an} y{bn} dos sucesiones tales que Z an converge absolutamente y Z bn

n=1 n=1
o]

converge. Entonces su producto de Cauchy Z Cn converge y

n=1

00 00 00
(%) ch:Zan-an.
n=1 n=1 n=1

Sean {an}, {bn} y {Cn} las sumas parciales de {a,}, {b,} y {cn} respectiva-
o

mente. Ademads consideremos 8, = b, — Z b,,. Entonces

n=1

n
Cn = ZCJ'
j=1
= a1by + (a1by + azby) +--- + (a1by + -+ + anby)
=ai(b1+ba+ -+ by) +as(by + -4 bp—1) + -+ + anbs
=a1Bp +azBp—1 + -+ an By

ai (;Bn+ an) +a (,Bn—l + an) +---+ap (;31 + an)
n=1 n=1

n=1

oo
=aifn+-+anfr+ @ +-+an) Y by

n=1
00
= al,Bn + "'+an,31 + Ay an
n=1

oo
Como la serie Z by, converge absolutamente, tenemos que dado & >

n=1
0 existe un N tal que

. &
(1) Jm By 4 B < ———

2 lan|
n=1
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o0
para todo n > N (nétese que podemos asumir que Z lan| > 0 ya que el

n=1
otro caso es una trivialidad).

Por otro lado, segtin la condicién de Cauchy tenemos
(2) lim (lan|+ -+ lam|) = 0.
n,m—00

Luego

la1Bn + -+ anPi1l <la1Bn + -+ an—-n-1Bn +1|

+ lan—NBn + -+ anBi]
o

D an
n=1

+ |lan—NBn + -+ anPi|

=

(Bn +-+-+ Bn+1)

< lanl-(Bn+--+ BN+1)
n=1

+ |an—NBn + -+ anPil.

Entonces por la desigualdad (1) obtenemos
&
|a1,3n + .- +an,31| < 5 + |an—N,3n + ---+an,31|.

Como {f,} es convergente, existe un B € R tal que B = sup{|Bx] :
n € N}. Luego

lan—NBn + -+ anP1l < lan—N||Bul + -+ lan| |B1]
=< (lan—Nl +- |an|) :3

Entonces la ecuacion (2) implica que para N suficientemente grande se
obtiene

(3) lim |ap—NBn + -+ anf1| =0.
n—>oo

Luego, de la igualdad (3) deducimos que

|
A
)

€
i <
lim aify +---+anpi] < 7
Pero como ¢ es arbitrario concluimos que
lim |a1Bn +---+anP1| =0.
n—>0o0

Finalmente tenemos

o0 o0 o0 o0
Ji, G = fin, (A" Zb") = (Jim An) 2 obn = T 3on-
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TEOREMA 3

TEOREMA 4
(TEOREMA DE

CAUCHY-ABEL)

TEOREMA DE ABEL PARA EL PRODUCTO

Esta corta seccion esta dedicada a ilustrar algunas condiciones que garan-
tizan el cumplimiento de igualdades como (*). El primero de los resul-
tados impone convergencia absoluta a las series ) a, y D _ b, para garan-
tizar que cualquier reordenaciéon del producto de Cauchy converge hacia

Y an- Y bp.

o0 o0

Si Z an y Z by convergen absolutamente y {¢y,} es una reordenacion cualquiera

n=1 n=1
o]

de la sucesion de productos a;bj, con1 < i, j, entonces Z ©n converge y

n=1

Por otro lado, si en el Teorema 2 sustituimos la hipétesis de con-
vergencia absoluta de ) a, por la de convergencia de ) a, y agregamos
la hipétesis de convergencia del producto de Cauchy se cumple la igual-
dad (*), pero la prueba de este hecho requiere una técnica que estudia-
remos en el proximo capitulo, por lo cual enunciamos a continuacion el
resultado y posponemos su demostraciéon hasta el momento oportuno (el
resultado mismo era conocido por Cauchy, pero la primera demostraccién
fue aportada por Abel, en efecto la discusion de este problema fue pre-
sentada por Abel como la motivacién en su memoria Recherches sur la série
1+ % x+ m(T;I) x2+ m(m;lz).(Sm—Z) x3 + .-+ (ver introduccién y el teorema
VI de este articulo en el Capitulo 10).

oo oo
Sean Z an, Z by dos series convergentes y supongamos que su producto de Cauchy

n=1 n=1
o]

E Cp también converge, entonces

n=1



CAPITULO

SERIES DE FUNCIONES

Newton a partir de 1665, Gregory a partir de la publicacion
de Mercator de 1668, y Leibniz a partir mas o menos de 1673,
se consagran fundamentalmente al estudio del tema de

moda, las series de potencias.

NICOLAS BOURBAKI

hora volvemos al problema inicial que ha estimulado nuestro estudio

de las series. En el Capitulo 1 planteamos que si f es una funcién con
derivada de orden n sobre un intervalo abierto que contiene algiin punto
a, escribimos

f(x) = Pn,a(x) + Rn,a(x),

= )
|

donde Py 4(x) = Z T (x —a)¥ respresenta el polinomio de Taylor
k=0

de grado n centrado en a para f y R, 4(x) el resto. La inquietud planteada

en aquel entonces era: si logramos demostrar que para un valor de x se

cumple

lim Ry.q(x) =0,
n—->oo

entonces /Jtiene sentido plantear la igualdad

o0 (n)
=3 L o
n=0 ’

Nuestro principal inconveniente en ese momento era el de establecer
de manera rigurosa el significado de una suma infinita. Ahora ya tenemos
una buena idea de la solucién de tal problema y nos interesa determinar la

105
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validez de ecuaciones como las siguientes:

N
R R T T
x2  x* x°
cosv=l-gtw et
2 3
X X X X
e _l+l!+_2!+_3'+ ,
2 3 4
X x> X
log(1 R R R
og(l +x)=x > 3 4+
x3 x> X7
t — —_— _— .o
arctgx = x 3+5 7+

La dificultad que se nos plantea actualmente es que cada una de estas ecua-
ciones representa una serie para cada valor de x, es decir que debemos
estudiar la convergencia de “series de funciones”. Naturalmente, para que
esta nocion adquiera verdadero rigor, debemos establecer en primer lugar
el significado de la convergencia de una “sucesion de funciones” y luego “las
series de funciones” en términos de sucesiones de sumas parciales como en
el caso de las series numéricas.

SUCESIONES DE FUNCIONES

Sea A un conjunto de niimeros reales y supongamos que para cada ndmero
natural n existe una funcién f, definida sobre A. A la coleccién de todas
estas funciones la denotamos por { f,} y la denominamos sucesion de fun-
ciones sobre A. Notemos que para cada x € A tenemos la sucesiéon (de
numeros) { f,(x)} (Figura1).

[
19

FIGURA 1.

Es posible que una sucesion de funciones {f,} sobre A sea conver-
gente para algunos puntos de A y sea divergente para otros. En nuestro
estudio son de especial interés aquellas sucesiones de funciones { f,} para
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las cuales se cumple que {f,(x)} converge para todo x € A, en este caso
podemos definir una funcién f sobre A por la igualdad

fx) = lim_ fu(x).

En el proceso de investigar las sucesiones de funciones, en primer
lugar debemos determinar qué propiedades de las funciones f, hereda la
funcién f. Resulta que en general la situacion es bastante desalentadora,
como ilustran los siguientes ejemplos.

Consideremos la sucesion de funciones {f,} definida sobre el intervalo
[0, 1] por fr(x) = x".

Tenemos que para cada x € [0, 1] la sucesion { f, (x)} converge hacia
f(x) definida asi:
six €]0,1),

six = 1.

0
S =4

Como puede notarse, cada una de las funciones f, es continua sobre
[0, 1] mientras que la funcién f no es continua en x = 1, es decir f no
hereda la continuidad de las funciones f, (Figura 2). O

FIGURA 2.

Ahora consideremos un ejemplo similar en el que la funcién f no
hereda algo sobre la integral de las funciones f,.

Sea { fn } 1a sucesion de funciones definida sobre el intervalo [0, 1] por

1 §ixe [# L]
n+1-> 2n ’
Ja(x) = 2 .
en Cualquler otro caso.
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En este caso tenemos que para cada x € [0, 1] la sucesion { f,(x)}
converge hacia f(x) = 0 (Figura 3), por tanto

1
/ f(x)dx =0,
0

mientras que para cada n se cumple
1 1/2n+1 1/2" 1
[ nwax= [ pwaxs [ pwaxr [ peods
0 0 1 1 1/2n

/211+
1/2"
= / 2"+ gx
1

/2n+1
1/2"
:2”+1/ dx
1/211+1
=1.
1 — 14 —
N f2
1 1 1
0 7z 2 1 8% 2 1
Figura 7.3(a) Figura 7.3(b)

1
Es decir, / Jn(x)dx = 1 para todo n, asi que
0

1 1 1
lim fax)dx=1#0= / f(x)dx = / lim f,(x)dx.O

El hecho de que

1 1
lim fn(x)dx # / lim f,(x)dx,
0 n—>oo

n—>0o0 0

no es originado por la discontinuidad de las funciones f;, en efecto pode-
mos conseguir una sucesiéon de funciones continuas sobre [0, 1] con ca-
racteristicas similares.

EJEMPLO 3 Consideremos {f,} la sucesion de funciones definida sobre el intervalo
[0, 1] por
2ntlx si x € [0,1/2"*1],
fu(x) = 2"t 2 —x) sixe[1/27F1/27],

0 en cualquier otro caso.
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Entonces para todo x € [0, 1] la sucesion {f,(x)} converge hacia f = 0
(Figura 4), asi que

1
/ f(x)dx =0.
0

Por otro lado, para cada n tenemos

1
/ fa(x)dx = 1.
0

44 1
27 S
1 1
0 i 5 1
FIGURA 4.

Luego

1 1 1
lim / fax)dx=1#0= / f(x)dx = / lim f,(x)dx. O

n—>00

Para la derivada tenemos una situacion similar: podemos encontrar
una sucesion de funciones derivables sobre un intervalo abierto tal que para
cada x la sucesion { f, (x)} converge hacia un punto f(x) ylafuncién f no
es derivable en alguno de los puntos del intervalo o que

Tim f1(0) # /().

para algun x.

EJEMPLO 4 Sea { f,} la sucesién de funciones definida sobre R por

sen(nx)

Ja(x) = n .

Entonces 1
| fn(x)] < = para todo x € Ry para todo n.
n
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Luego
fx) = nll)ngo fa(x)=0 para todo x € R.

Ademas
f(x) = cos(nx) para todo x € Ry para todo n,

y por tanto la sucesion { f, (x)} no converge hacia f(x) para algunos valores
de x, por ejemplo si x = 2x, tenemos f,(x) = cos(2nm) = 1. Inclusive
podemos hallar algunos valores de x para los cuales la sucesion { f,) (x)} no
converge, por ejemplo para x = /2. [

Antes de pasar a plantear la posibilidad de definir “series de fun-
ciones” debemos encontrar una forma de mejorar la nocion de convergen-
cia y poder asi manipular los limites con mayor grado de libertad.

CONVERGENCIA UNIFORME

Pasemos ahora a estudiar la posibilidad de obtener algunos resultados posi-
tivos en el sentido de que dada una sucesion de funciones { f, }, tal que cada
una de las funciones tenga una determinada propiedad sobre un conjunto
A, entonces (si existe) la funcién f(x) = nll)rgo fn(x), también f satisface
esa propiedad.

Para establecer ese tipo de resultados es necesario estudiar con mayor
profundidad la funcién limite f. Si para todo x € A tenemos

fx) = lim fu(x),

significa que para todo x € Ay para todo ¢ > 0 existe un namero natural n
tal que
| fa(x) = f(X)] <e, paratodon > N.

Notemos que el nimero n al que se refiere en este comentario depende
tanto de ¢ como del punto x y puede ocurrir que dado un ¢ > 0 para dos
numeros x # y, los correspondientes valores de n sean diferentes, lo cual
significa de alguna manera que una de las dos sucesiones numeéricas { f,,(x)}
y {fn(y)} se esta acercando momentaneamente mas rapido a su limite que
la otra.

Un escenario completamente distinto al que encontramos en los E-
jemplos 1, 2 y 3 surge cuando imponemos la condicién de que el valor
de n no dependa del punto x. Decimos que una sucesién de funciones
{fn} converge uniformemente (o es uniformemente convergente) hacia la
funcién f sobre un conjunto 4 si para todo ¢ > 0 existe un nimero natural
N tal que

| fu(x) — f(x)] <e, paratodox € Ayn> N,
y utilizamos la siguiente notacién

lim f, = f.

n—>0o0
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Si tenemos que

fx) = lim f(x),

para cada x € A, decimos que la sucesién de funciones { f,} converge pun-
tualmente (o es puntualmente convergente) hacia la funcion f.

FIGURA 5.

Evidentemente, la convergencia uniforme de una sucesiéon de fun-
ciones implica la convergencia puntual, pero la proposicién reciproca no
es cierta.

FIGURA 6.

En algunos libros de Calculo se usaba la notacién f, = f para in-
dicar que {f,} converge uniformemente hacia f, mientras que f, — f
denotaba convergencia puntual. En este libro, como en todos los textos
modernos, no usaremos la primera en absoluto y siempre se indicara con
palabras el tipo de convergencia.
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EJEMPLO 5

EJEMPLO 6

TEOREMA 7

DEMOSTRACION

Si {fn} eslasucesion de funciones definida en el Ejemplo 1, es decir

Sa(x) = x"

para todo x € [0, 1], entonces { f,} converge puntualmente, pero no uni-
formemente sobre [0, 1] hacia la funcién f definida por:

0 sixel01),

FO= Gv—1.0

Analogamente tenemos el siguiente caso.

Si {fn} eslasucesion de funciones definida en el Ejemplo 2, es decir

n+1 : 1 1
2 S1 X € [_2,1+1 s 27]7

en cualquier otro caso.

Ju(x) =

Entonces { f, } converge puntualmente, pero no uniformemente sobre [0, 1]
hacia la funcién f = 0.

De la misma forma tenemos que la sucesién de funciones {f,} de-
finida en el Ejemplo 3 converge puntualmente, pero no uniformemente
sobre [0, 1] hacia la funciéon f =0. O

El siguiente teorema demuestra que las dificultades encontradas con
respecto a la continuidad de la funcién limite desaparecen cuando consi-
deramos la hipétesis de convergencia uniforme.

Supongamos que { fn} es una sucesion de funciones que converge uniformemente ha-
cia la funcion f sobre un conjunto A. Si cada una de las funciones f, es continua
sobre A, entonces f es continua sobre A.

Sea x un punto cualquiera de A y sea ¢ > 0. Puesto que {f,} converge
uniformemente hacia f* tenemos que existe un ndamero natural N tal que

M O = fO)] < 5

paratodo y € Ay para todon > N. En particular tenemos

©2) uum—fun<§

paratodon > N. Ahora cada f, es continua en x, en particular paran = N
tenemos que existe un § > 0 tal que para todo A, si || < § (conx +h € A)
entonces

®) a4+ ) = fu@)] < 5.
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Ahora, aplicando la desigualdad (1) para y = x + hyn = N tenemos que

4) v G+ ) = fGe+ )] < 5.

Finalmente, usando las desigualdades (1), (3) y (4), tenemos que para todo
hsix+h e Acon |h| <§ entonces

| f(x+h) = f) =[f(x+h) = f(x)+ fN(x+h) = fn(x+h)
+ /v (x) = fN(x)]
<|/NGx+h) = f(x + )]+ [fv(x +h) = fv(x)]
+ | fv(x) = f(x)]

<8+8+8
3 3 3
=e.
Es decir,
(5) ;irr}) fx+h)=f(x). 1

Con respecto alarelacion entre la convergencia de sucesiones de fun-
cionesy laintegracion, la convergencia uniforme también es una condicién
suficiente para obtener resultados positivos.

Supongamos que { fn} es una sucesion de funciones integrables sobre [a, b] que con-
verge uniformemente hacia una funcion [ la cual es integrable sobre [a, b]. Entonces

b b
nll)rgo fa(x)dx = / f(x)dx.

Dado ¢ > 0, puesto que {f,} converge uniformemente hacia f tenemos
que existe un numero natural N tal que para todon,sin > N

) = FG)] < 5.
—a

para todo x € [a, b]. Entonces

b b b
/Vmww~/°ﬂww /[ﬁm—fmwx

b
§/|ﬁur4unw

b—a

b —4)

= €&.
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Es decir

b b
(6) nll)ngo fu(x) dx:/ f(x)dx. 1

Notemos que la convergencia uniforme es una condicion suficiente
pero no una condicién necesaria para la igualdad (6). En efecto, si consi-
deramos { f,} v f definidas sobre [0, 1] como en el Ejemplo 1, es decir

0 sixel0,1),
) =x" vy f(x)= .
1 six =1,
tenemos
1 1 1 1
lim / fu(x)dx = lim / x"dx = lim :0:/ f(x)dx.
n—>oo J, n—o00 Jo n—oopn + 1 0

La ecuacion (6) suele expresarse de una forma muy sugestiva, to-
mando en cuenta que lim f,(x) = f(x) tenemos
n—>00

lim / ’ fo(x) dx = / ’ [nli)ngo f,,(x)] dx.

n—>00

Inclusive, puede ser mucho mas sugestivo escribirla de la siguiente forma

(©) lim /ab fo = /ab lim /.

n—>00 n—>00

pues resalta el hecho de que la convergencia es uniforme. En todo caso,
la igualdad en si es interpretada como un “intercambio” entre los procesos
de integracion y limite. Una consideracion analoga puede hacerse para la
ecuacion (5), donde la convergencia uniforme garantiza un “intercambio”
entre dos procesos de limite, puesto que tenemos nll)rgo fa(x) = f(x)y

lim f,(x +h) = f(x + h) entonces tenemos
n—00

(5) lim [ Jim fuCx+m)] = 1im [,yg}) falx + h)] .

Después de las dos victorias que representan los Teoremas 7 y 8, te-
nemos que enfrentarnos al hecho de que la relacion entre la convergencia
uniforme y la derivabilidad es decepcionante. En efecto el Ejemplo 4 mues-
tra que la sucesion de funciones { f, } dada por

sen(nx)

Ju(x) =

para todo x € R
n

converge uniformente hacia la funcién f = 0, sin embargo no se cumple
que

Tim_ /() = f'(x).
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DEMOSTRACION
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Un resultado parcial en este sentido viene dado por el siguiente teorema.

Supongamos que { fn} es una sucesion de funciones derivables sobre [a, b], tal que
las derivadas f, son integrables sobre [a,b]. Si{fn} converge puntualmente hacia
S y4f,)} converge uniformemente hacia alguna funcion continua g, entonces | es
derivable y

b
f'w = gim [ .

Six € [a, b] es un punto cualquiera, entonces por el Teorema 8 tenemos

/a " o) dx = /a ’ [nli)ngo f,,’(x)] dx

X
= lim fr(x)dx
n—00 a

Por el Segundo Teorema Fundamental de Calculo y la convergencia pun-
tual de { f,} hacia f tenemos

X
tim, [ A0 dx = lim [0~ fol@)] = £() - @),
n—>oo a n—00
Luego, por el Primer Teorema Fundamental del Calculo (el cual es aplica-
ble porque g es continua) resulta que f’(x) = g(x)y por tanto

(7) £ = Tim_ £

Como en los casos anteriores, la ecuacion (7) puede escribirse ilus-
trando un “intercambio” entre el proceso de derivacion y el de limites, asi:
! /
/ . o
(7" ( lim fn) = lim f,.
n—00 n—>0o0
Claro esta, la aplicabilidad de los teoremas anteriores depende de
la disponibilidad de alguna condicién suficiente para la convergencia uni-

forme de una sucesion de funciones. Los dos resultados que se presentan a
continuacioén suelen ser tutiles en la practica.

Supongamos que { fr} es una sucesion de funciones continuas sobre [a, b] que con-
verge puntualmente hacia la funcion constante f = 0. Si f, > 0 para todon y
si la sucesion { fn(x)} es no creciente para cada x € [a, b], entonces { fn} converge
uniformente sobre [a, b].

Supongamos que { f,} no converge uniformente hacia f = 0 sobre [a, b].
Entonces existen un ¢ > 0 y un namero natural n tal que

fn(x) > ¢ para todo x € [a, b].
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TEOREMA 11
(TEOREMA

DE DINI)

DEMOSTRACION

Asi podemos elegir una coleccién de puntos x1, x2,... € [a,b] y nimeros
naturales n; < np < --- tales que
(8) fnj(xj) > &

La sucesion {x;} estd acotada y por tanto contiene una subsucesion {xj, }
que converge hacia algin punto « € [a,b]. Para simplificar la notacién,
podemos asumir que la subsucesion es {x;} (lo cual equivale a descartar
de la sucesion original los términos que no pertenecen a la subsucesion y
luego cambiar las etiquetas). Puesto que la sucesion { f, (@)} converge a 0,
existe un numero natural N tal que

Jala) < e paratodon > N.

Como f, es continua, el Corolario 1-15 indica que para j suficientemente
que para j
grande se cumple

Jn(xj) <e.
Podemos elegir j de tal forma que n; > N y por tanto
fnj (Xj) =< fn(xj) <eé,

lo cual contradice la desigualdad (8). |

La condicién de que la sucesion { f, (x)} es no creciente para cada x €
[a, b] que aparece en el Lema 10, se expresa diciendo simplemente que la
sucesion { f, } es no creciente. El teorema que presentamos a continuacién
fue demostrado por el analista italiano Ulisse Dini.

Supongamos que { f,} es una sucesion no creciente de funciones continuas sobre
la, b] que converge puntualmente hacia una funcion continua f. Entonces { f}
converge uniformente sobre [a, b].

Sea { fn } 1a sucesion de funciones definida sobre [a, b] por

Jn(x) = fa(x) — f(x).

Entonces {f,} converge puntualmente a la funcién f = 0 sobre [a,b].
Ademas, para todo n y para todo x € [a, b] tenemos

Jn () = fat1(X) = fu(x) = f(x) = for1(X) + f(X) = fu(x) = fat1(x) = 0.

Entonces, la sucesion { f, } es no creciente sobre [a, b], por tanto, de acuerdo
al Lema 10, la sucesion { f,} converge uniformemente sobre [a,b]. 1

Para evaluar la importancia de la hipoétesis de continuidad de la fun-
cién f en el Teorema de Dini, tomemos { f,} y f sobre [0, 1] como en el
Ejemplo 1, es decir

0 sixel0,1),
1 six=1.

Sy =x"y  flx)=
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Andlogamente definiendo { f,}y f por
f(x) =x"y f(x) =0 para todo x € [0, 1),

vemos la importancia de que el intervalo sobre el cual estan definidas las
funciones sea cerrado. Existe otro detalle sobre este particular: también es
importante el hecho de que el intervalo [0, 1] es acotado. En efecto, si { f, }
esta definida sobre el intervalo [0, +-00) por

X
Ja(x) ==
n
para todo 7, entonces tenemos que se cumplen las otras hipétesis del teo-
rema de Dini pero la convergencia hacia f = 0 no es uniforme sobre
[0, +00).

A continuacién estudiamos una condicién necesaria y suficiente para
la convergencia uniforme.

Supongamos que { fn} es una sucesion de funciones definidas sobre un conjunto A.
Si f es una funcion definida sobre A y{8,} esta dada por

§n = sup{[fn(x) = f(X)] : x € A}.

Entonces la sucesion { f,} converge uniformemente hacia f sobre A si y solo si

lim §, = 0.
n—>00
Supongamos que lim 6, = 0, entonces dado ¢ > 0 existe un nimero
n—>00
natural N tal que
dp < e para todon > N.

Pero §, = sup{|fu(x) — f(x)|: x € A}, entonces por definicién tenemos
que
[ fn(x) = f(X)] < 6n para todo x € A.

Entonces para todo x € Ay para todo n > N tenemos

|fn(x) = f(X)] <e,

es decir { f, } converge uniformemente hacia f sobre A.

Para probar la proposicién reciproca, supongamos que tenemos que
lim f, = f, dado ¢ > 0 existe un ndamero natural N tal que sin > N,
entonces

| fn(x) — f(X)] < % para todo x € A.

Por definicion de supremo de un conjunto tenemos que /2 es una cota
superior para {| f,(x) — f(x)| : x € A} y por tanto

™

sup {[fu(x) = f(x)] : x € 4} < 5.

N
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es decir .
5n§5<8 paratodon > N.
Entonces
lim §, =0. 1
n—>oo

El Teorema 12 es particularmente util cuando A = [a, b] y las fun-
ciones involucradas son continuas sobre [a, b], en cuyo caso tenemos que
sup = max y uno puede utilizar algunas de las herramientas del Calculo
elemental para estimar la sucesion definida por

8p = max{[fn(x) = f(¥)| : x € [a, b]}.

Como es natural, dada una sucesion de funciones { f,, } definida sobre
un conjunto A, podemos considerar la “sucesion de sumas parciales”

L.+ i+ 2+ 3,

es decir, la sucesion de funciones {S,} sobre A definida por

Sn(x) = fi(x) + -+ + fulx).
oo
Decimos que la serie de funciones Z Jfn converge uniformemente sobre A
n=1

si la sucesion {S,} converge uniformemente sobre A. Decimos que la serie
o

E Jfn converge puntualmente si la sucesion {S, } converge puntualmente.
n=1
Como una consecuencia inmediata de los Teoremas 7, 8 y 9, tenemos
el siguiente resultado.

TEOREMA 13 Supongamos que { fn} es una sucesion de funciones sobre el intervalo [a, b].

o0
(1) Si fn es continua para todo n vy la serie Z Jn converge uniformente hacia

n=1
una funcion f sobre[a, b], entonces f es continua sobre [a, b].

o0
(2) Si cada una de las funciones f, es integrable sobre [a,b] y la serie Z fn
n=1
converge uniformente hacia una funcion f integrable sobre [a, b), entonces

/bfzi e
.=,

(3) Si cada una de las funciones fy es derivable sobre [a, b), con f, integrable

oo o0
sobre [a, b). Si Z Jn converge puntualmente hacia f y si Z Sy converge

n=1 n=1
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(EL CRITERIO M

DE WEIERSTRASS)

DEMOSTRACION
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uniformemente hacia alguna funcion continua sobre [a, b, entonces f es de-
rivable y

1) =" fr0).

n=1

FIGURA 7. Retrato de Karl Theodor Weierstrass.

Ahora para poder desarrollar todo el potencial del teorema anterior
necesitamos una condicién suficiente para la convergencia uniforme de se-
ries. El siguiente resultado constituye un recurso fundamental para casi
todo nuestro trabajo; el resultado mismo lleva una etiqueta poco comun,
ligada al nombre del matematico de origen aleman Karl Theodor Whil-
helm Weierstrass (Figura 7).

oo
Sea { fn} una sucesion de funciones definidas sobre A y supongamos que E M, es
) ) n=1
serie numeérica tal que

| fu(x)] < M, para todo x € A.

oo oo
Entonces la serie Z Jn(x) converge absolutamente para todo x € A 'y Z fn

n=1 n=1
converge uniformemente a la funcion f definida por

f) =) fulx).

n=1

Para cada x € A tenemos que

| fn(X)] < My
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y la serie )~ M, converge, entonces de acuerdo al criterio de comparacién
tenemos que la serie ) f,(x) converge absolutamente. Por otro lado, la
convergencia de la serie ) M, implica que dado ¢ > 0 existe un N tal que

Entonces para todo x € A tenemos

SO =LA@+ + @l =| Y fal®)
n=N+1

> 1

n=N+1

o0
< > M,
n=N+1
<e.

A

Entonces tenemos que la serie ) | f, converge uniformemente sobre A4 ala

funcion f(x) =) fu(x). 1

SERIES DE POTENCIAS

Ahora disponiendo del concepto de convergencia para series de funciones
enfocamos nuestra atenciéon de nuevo al problema de determinar las con-
diciones bajo las cuales se verifica la igualdad

X f)
=3 I ar

n=0

En realidad vamos a considerar el problema mas general (en principio,
pero al final de cuentas no tan general) de determinar las condiciones bajo
las cuales se cumple la igualdad

f) =) an(x—a)"

n=0

para cierta sucesion de nameros {ay }.
Una serie de potencias sobre un conjunto A centrada ena € A4 es

o0
una serie de funciones Z fn sobre A, donde
n=0
fa(x) = an (x —a)" para todo n,

donde {a,} es una sucesiéon numérica y escribimos

(9) Yy (x—a)
n=0
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entendida como

o0
agp + Zan (x—a)".
n=1

FIGURA 8. Retrato de Brook Taylor.

En particular la serie de potencias de la forma
v /@
S LDy
n=0 )
se denomina la serie de Taylor para f centrada en a (y es, por supuesto,
una version infinita del polinomio de Taylor).
Para simplificar la notacion consideraremos una serie de potencias
de la forma

(10) Zan x".

Al proceder de esta forma no estamos perdiendo generalidad pues la
serie Y an (x —a)" converge sobre el intervalo abierto (b, ¢) si y sélo si la
serie Y a, x" converge sobre el intervalo (b + a, ¢ + a).

Si o, = a, x" tenemos

lotn | = Jan |V |x],

entonces de acuerdo con el criterio de la raiz, la serie ) a, x" converge si

lim |V < 1, es decir
n—00

lim |an|Y" |x| = |x| lim |a,|Y" < 1.
n—->oo n—>oo

1/n

Observemos que si lim |a,|"/" = 0, entonces ) a, x" converge para
n—oo

1/n

cualquier x € R. Mientras que si lim |a,|"/" = +o00, entonces ) a, x"
n—>00
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converge solamente cuando x = 0. Por otro lado, si lim |an|1/” > 0,
n—>oo
1

entonces E anx" converge para todo x con |x| < — n"
lim |a,|
n—>oo

r = radio de convergencia
[
( | \
€ ' )
a—r a a+r

Intervalo de convergencia

FIGURA 9.

Motivados por esta observacion si lim |an|1/ " > 0 denominamos ra-
n—00
dio de convergencia de la serie ) a,x" al nimero
1

lim |a,|Y/"
n—->oo

y al intervalo abierto (—r, r) lo llamamos el intervalo de convergencia (Figu-
ra 9). Para facilitar los calculos adoptamos los siguientes convenios: si

lim |an|1/" = 0, entonces r = +o00 y el intervalo de convergencia es

n—>0o0

R = (—o00,4+00); si lim |an|1/” = 400, entonces r = 0y el intervalo
n—>00

de convergencia se reduce a {0}.

o
1"
EJEMPLO 15 Consideremos la serie de potencias Z =D x". Sia, = (=1)"/n, tene-
n
mos ”;ln ) 1
lim |a,|" = lim ’(_ Lo
n—o00 n—o00 n n—oo ph
o~ (D"
Entonces r = 1 y el intervalo de convergencia de Z x" es
n
n=1
(—1,1). O
— (=1)"
EJEMPLO 16 Parala serie’; ETEST 2nt1
(=D"

n

T en+
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luego
any1 _ (=D"M12n+ 1! 1
an  (=D"@n+3)!  2n+3
Entonces
. an+1 .
lim = lim — =
n—oo | ay, n—oco 2n + 3

Por el Teorema 3-33 tenemos lim |a,|" = 0, entonces la serie
n—00

( l) 2n+1
Z n+

tiene radio de convergencia r = 4-o00. [

oo
Para la serie E n!x", la condicion del resto nos indica que tenemos r =

n=1
0, es decir la serie converge solamente cuando x = 0. Este resultado se

confirma con los siguientes calculos: si a, = n! tenemos

a n+1)!
ntl (1) =n+1
an n!
a
Luego lim 2L = oo, por tanto lim |a,|" =0. O
n—oo | ap n—o00

Con el fin de poder manipular las series de potencias en la practica
debemos determinar bajo qué condiciones la convergencia es uniforme y
asi poder aplicar el Teorema 14 y, en tltima instancia tenemos que abrir
paso al criterio M de Weierstrass.

Supongamos que la serie ) a,x" converge sobre (—r,r) y que xo €
(—r, 1), x0 # 0, es decir 0 < |xo| < r, entonces

lan| - |x"| < |an| - |x0"| para todo n

y como ) _ |a, xo"| converge, tenemos que |a, xo"| — 0y por tanto la suce-
sion {|a, xo™|} esta acotada. Si tomamos |x| < a < |xg|, queda

lanx"| = lan| - |x"|

< lan| - |a”|

a
X0

a n

X0

M

A

luego, si M,, = M|a/xo|", el criterio M de Weierstrass garantiza que la serie
> aux™ converge uniformemente sobre el intervalo cerrado [—a, a].
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o0

TEOREMA 18  Supongamos que la serie Z an xo" converge y sea a un nimero con 0 < a < |xo|.
n=0
o0
Entonces la serie Z an X" converge uniforme y absolutamente sobre [—a,a). Por
n=0

otro lado, lo mismo es cierto para las series

o o a
n—1 n n+1
nap x x
,12—:1 " D D

y si la funcion f estd definida por

o0
o) =) anx",
n=0
entonces | es derivable sobre el intervalo (—|xo|, |xo|) ¥
o
fl(x) = Z na, x" 1.
n=1

Ademas f es integrable sobre cualquier intervalo cerrado [b, c| contenido en el inter-
valo abierto (—|xol, |Xol) y

oo

¢ _ An an4l o+l
/]]f(x)dx—’;n+l(b M,

DEMOSTRACION  Puesto que la serie ) _ a, x¢" converge, la condicion del resto implica que la
sucesion {a, xo" } converge hacia 0y, por tanto, estd acotada, es decir existe
un M tal que

lan xo"| < M para todo n.

Sea a un ndamero cualquiera con 0 < a < |xp|, asi

lan x"| = lan| - |x"|
flanlwanl

a n

= lan| - [xo"|-

a n

X0

<M

Escribiendo M,, = M|a/x¢|" nos queda
lan x"| < M,.

Como a < |xg| tenemos que la serie geométrica Y |a/x¢|" converge y por
tanto también )  M,. Entonces por el criterio M de Weierstrass tenemos
que la serie ) a, x" converge uniformemente sobre [—a, a].
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Notemos que la serie

Zfli "l Z

converge (por el criterio del cociente) entonces, aplicando nuevamente
o0

el criterio M de Weierstrass tenemos que la serie E na, x"~! converge
=1
uniformemente sobre [—a, a]. Entonces por el Teorema 13 tenemos

Xo

o0
f(x) = Z na, x"1 para todo x € [—a,a].
o

Como a es arbitrario, tenemos que la igualdad se cumple sobre el intervalo
(=lxol. [xo)-
Ahora observemos que

n
a n
—| =laMy ——
0 || Zn(n—i—l)

converge, aplicando el criterio de comparacién con la serie Zn|a/x0|”.
n+1

a

n+1 x_o

Luego, por el criterio M de Weierstrass tenemos que la serie Z ?
n
converge uniformemente sobre [—a, a]. Entonces por el Teorema 13 tene-

mos que para todos by c, con —a < b < ¢ < a se cumple

c c
/ f(x)dx:/ Zanx”dx
b b n—1
oo c
= Z/ a, x"dx
n=1 b
o0 c
= Zan/ x"dx
n=1 b
o
_ Z dn (Cn+1 _bn—i—l)'
n=1

n+1

Como a es arbitrario, tenemos que la igualdad se cumple para cualesquiera
b,C € (—|XO|,|XO|). I

EJEMPLO 19 Para ilustrar la utilidad del teorema anterior consideremos la serie de po-
o0

tencias Z(—l)"xzn para |x| < 1. Podemos escribir
n=0

- n n - n n l
n;(‘” x? =’§)<—1> ()" = Z( A =1
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Entonces por el Teorema 18 para cualquier b € (-1, 1) tenemos

b ) b 1
n
2:_ = = b
/On 0( x“)"dx /01 5 = arctg

Pero
2 nd n* 2 d n* x2n+1
[exrar = [enar= s
entonces
00 y2n+1
tgx = D" O
arctg x Z( ) 1
n=0
o0
EJEMPLO 20 Andlogamente, si consideramos la serie Z(—l)”x” para 1 < x < 2. Pode-
n=0

mos escribir

oo oo l
NI DR
n=0 n=0
Entonces por el Teorema 18 para cualquier b € (0, 2)
b

b X 1
—x)tdx = — =logb
/1;)< W dv = [ o =log

1

Pero
xn+1

—x)"dx = (D" | x"dx = (-1)"
/ /

n+1

entonces
xn+1

o0
logx = " .
8 ’;( )n-l—l

Algunos prefieren escribir esta ultima igualdad de la siguiente forma:

0 n
log(1 = St c(=1.1).0
og(l + x) Z( ) " para x € ( )

n=0

El siguiente ejemplo es un intento adicional para no dejar lugar a
dudas sobre la importancia de las series de potencias.

en x

dx no tiene solucién en términos elementales, sin

bsenx

o 8
EJEMPLO 21 La antiderivada /
X

embargo podemos calcular la integral definida / dx con cualquier

a
grado de precision deseado.
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Consideremos la funcion f definida sobre R por

sen x

six #0,

six = 0.

flx) =

Sabemos que
l)n 2n+1

senx = Z ((2n+ Dr
entonces Ciyan
Z (2n+ D!
Luego para b > 0 tenemos

( 1)n 2n
/*ﬂ”dx_/) Qn+D!
FU" b2n
<2n+1>'/ dx

( )n b2n+1
n+1)!2n+1

2
( l)nb2n+1
(2n +D!2n+1)

||M8 QFH18 ||M8

o0
Supongamos que f(x) = Z an x" sobre un intervalo abierto Z. En-

n=0
tonces por el teorema anterior tenemos que

o0

1) =) napx"",
n=1
o0

@) =D nn—1)anx"2,
n=2

") = nn—=2)(n—3)ap x"3,

n=3

oo

fO@ = n—1--(1—k +Dayx"F,

n=k

luego

_ f™(0)

a, =
n!

para todo n,
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TEOREMA 22

EJEMPLO 23

es decir

© £
f(x):’;fn!( )x” para todo x € .
Supongamos que
o0
f) =) anx"
n=0

sobre un intervalo abierto T, entonces

_ "0

n!

an para todon.

o0
Es decir, Z an X" es la serie de Taylor de f sobre el intervaloT.

n=0

Debemos notar que el Teorema 22 plantea que si una funcién f
puede ser desarrollada como una serie de potencias, entonces ésta es la
serie de Taylor de f, pero no asegura que laserie de Taylor de una funcién
J sea convergente hacia f, lo cual se ilustra en el siguiente ejemplo.

Sea f la funcion definida sobre R por

e"VX? §ix #£0,
X) =
f) 0 six = 0.
Entonces
—1/h?
f/(0) = lim
= lim ——
h—0 hel/h2
= lim — (donde v = 1/h)
V—>00 oV
. 1 A
= ulggo To o (por la regla de L’Hopital)
=0.
Luego
231/ h?
f”(0) = lim ¢
h
=21 _
o hl_rﬂ) h o1/ 12
2
=2 lim — (donde v = 1/h)
V—>00 ev

=0.
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Procediendo de esta forma tenemos que f ™ (0) = 0 para todo n > 0, por
tanto

<)
Z / n'( ) x" =0, para todo x.

n=0
Pero f(x) > 0 para todo x # 0y tenemos asi que la serie de Taylor de f
converge hacia f(x) solamente cuando x = 0. [

Con algunas hipétesis adicionales sobre la funcién f y sus derivadas
se obtiene que la serie de Taylor de f converge hacia f, como en el si-
guiente resultado descubierto por el matematico ruso Sergei Bernstein.

Sea f una funcion tal que f ™ > 0 para todon > 0 sobre un intervalo [a,a + r].
Entonces

X )
=3 L
n=0 :

Podemos asumir que a = 0y x > 0. Utilizando la forma integral del resto
(Teorema 1-1) tenemos

" r®
an =3 Ly Ry,
k=0
donde
x r(n+1)
(12) R,(x) = / M(X—Z)n dt.
0 n!

para todo x € [0, r]. Notemos que la ecuacién (10) implica que para x =r

(13) Ru(r) < f(r).

Mediante el “cambio de variable” u = (x —t)/x con ¢t € [0, 1] resulta

/1 f(n—f—l)()C — xu)
0

R, (x) o (xu)"x du

ol [l '

= / u D (x — xu)n!du.
n! 0

Sea f, la funcién definida sobre (0, r] por

R, (x) 1
fn(x) = xn+1 =

1
/ u FOD (v — xu)n! du.
0

n!

Por hipoétesis tenemos que f ) es no decreciente sobre [0, r] para todo
n > 0, entonces, puesto que 0 < u < 1, tenemos

SO (x —xu) < O (1 —w)),
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de donde
Jn(x) = fu(r),
es decir,
Ru(x) _ Ra(r)
xn+1 - rn+1'
Entonces
n+1 n+1
(14) R = () R =(2) f00.

por la desigualdad (13). Luego

lim R,(x)=0. 1
n—>oo

o0 (e .e]

Supongamos que E anp x"'y E by x™ convergen sobre un intervalo

n=0 n=0
abierto (—r,r). Claro esta sobre cualquier intervalo cerrado contenido en
(—=r,r) la convergencia de cada una de las series es absoluta, entonces si

o0 o0 o0 n
Z cp es el producto de Cauchy de Z any Z b,,esdecirc, = Z arby,_k,

n=0 n=0 n=0 k=0
entonces por el Teorema 6-2 tenemos que

oo o0 o0
(15) Z cpx" = Z an x" - Z by x".  paratodox € (—r,r).
n=0 n=0 n=0

TEOREMA DEL LIMITE DE ABEL

Concluimos este capitulo con el estudio de un teorema de Abel que consti-
tuye uno de los mas grandes clasicos de la teoria de series de potencias.
Consideramos la igualdad

l o0
1 = Zx”, para—1 < x < 1.
—X

n=0

tenemos que el primer miembro de esta igualdad tiene sentido para x =
—1, aunque no es ese el caso para el segundo miembro, pues la serie es
divergente. Resulta que existen casos donde la situacién es un poco mejor.
Recordemos el Ejemplo 20, en que se establece la siguiente igualdad:

o0 n
log(1 4+ x) = Z(—l)"HX— parax € (—1,1).
n=0 "
Si en el primer miembro de la igualdad consideramos x = —1 obtene-

mos log 2y en el segundo miembro obtenemos la serie armonica alternada
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o0 (_l)n+1
Z ——— que es convergente. El teorema de Abel demuestra también

n
n=1

que para x = 1 se cumple la igualdad, es decir

o0
(_l)n-H
log2 = s
0g2=) —
n=1
o0
Supongamos que la serie Z an r" converge para unr > 0. Si
n=0

o0
f(x):Zanx”, para—r < x <r,
n=0

entonces existe el limite lim  f(x) y
X—>r—

Para simplificar la notacién supongamos que r = 1, entonces la serie E an
es convergente. Por la condicién de Cauchy tenemos que dado ¢ > 0 existe
un 7z tal que

| + - +an| <e para todos n,m > N.

Notemos que 1 > x > x2>x3>...>0 pues x € [0, 1]. Entonces por el
Lema de Abel (Lema 5-2) tenemos

lam x™ + -+ an x| < |am + -+ + an| <e. para todos n,m > N.

Entonces para todo m > N tenemos que

o0
Z an X" — (ao + -+ am_lxm_l) <e para todo x € [0, 1],
n=0

oo
es decir la serie E a x" converge uniformemente sobre [0, 1]. Dado que

n=0
cada a, x" es continua sobre [0, 1] por el Teorema 18 tenemos

o0

Zanr”: lim f(x). 1
X—>r—

n=0

El desarrollo teérico alrededor del Teorema de Abel ha sido tan im-

portante que se ha establecido la siguiente definicion: decimos que la suce-
o0

si6n {a,} es sumable Abel (o que la serie Z an es Abel convergente) si

n=0
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EJEMPLO 26

TEOREMA 27
(TEOREMA

DE TAUBER)

DEMOSTRACION

o0
lim E an x" existe. El Teorema 25 demuestra que toda serie conver-
x—>1—
n=0
gente (en el sentido usual) también es Abel covergente, pero el reciproco
no es cierto, como ilustra el ejemplo siguiente que no es mas que una for-

malizacion parcial de la discusion al inicio de esta seccion.

o0

La serie Z(—l)” es Abel convergente pero no convergente. En efecto si
n=0
a, = (—1)" entonces

o] o]
lim E anp x" = lim E (—x)"
x—>1— x—>1—

n=1 n=1

1
= lim
x—>1- 1+ x
1
=-.01
2

A pesar de que el reciproco del teorema de Abel es falso, ciertos resul-
tados parciales se pueden obtener considerando hipétesis adicionales para
{an}. El matematico austriaco Alfred Tauber obtuvo el siguiente resultado
en ese sentido. Varios reciprocos parciales del Teorema de Abel han sido
demostrados y son conocidos en general como teoremas tauberianos.

Supongamos que [ esta definida sobre el intervalo (—1, 1) por
o0
f(x) = Z an x".
n=0
Supongamos ademads que lim na, = 0y que lim f(x) = £, entonces la serie
n—00 x—1-

o0
E an converge y

n=0

Sea ay la sucesion definida por

n
> kla|
_ k=0

an = ————,
n

entonces lim a, = 0. Luego, dado ¢ > 0 existe un nimero natural N; tal
n—>oo
que para todon > N
£
a, < 5
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Por hipétesis lim na, = 0, entonces existe un nimero N tal que para
n—>00
todon > N,

£
na, < —.
3

Six, =1—1/n tenemos
lim f(x,) =<.
n—00

Por tanto, existe un numero natural N3 tal que para todo n > N3 tenemos:

[flen) =t < 5.

n
Sis, = Z ay, para x € (—1, 1) tenemos
k=0

sn—4 = f(x)—L+ Zak(l—xk)-l— Z ay x¥.
k=0 k=n+1
Si x € (0, 1) entonces
A-xF)=-x0)0+x++ 1) <k -x),

para cada k. Luego si n > max{N;, N2, N3} yx € (0, 1) tenemos

w1 S 170 =8+ (1=) Y Kl + 2.
k=0

Para x = x, obtenemos

|sn—€|<§+§+§:8.|

A continuacién usamos el Teorema de Abel para completar nuestro
estudio del producto de Cauchy (recordemos que, como comentamos en
el Capitulo 6, este resultado era conocido por Cauchy, pero la primera
demostracion fue dada por Abel y es presentado en la introduccién de uno
de sus famosos trabajos sobre series que presentamos en el Capitulo 10).

o0 o0 (o .e]
Supongamos que las series Z an, Z by y su producto de Cauchy Z Cn conver-

n=1 n=1 n=1
o] o] o]
E Cp = E day - E bn.
n=1 n=1 n=1

Por hipétesis tenemos que las series de potencias Y a, y Y _ b, convergen,
entonces por el Teorema de Abel tenemos

gen, entonces

o0

o] o] o]
lim E ay x" = E an y lim b, x" = E b,.
x—>1— x—>1—

=1 n=1 n=1 n=1
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TEOREMA 28
(TEOREMA DE

LITTLEWOOD)

Para todo |x| < 1, por la igualdad (15), tenemos

o0 o0 o0
E cp X" = E a, x" - E b, x".
n=1 n=1 n=1

oo

o0
Entonces existe el limite lim E ¢y x", o sea la serie E cn es Abel con-
x—>1—
=1

n=1

vergente. Luego

o0
E ¢y = lim E cp X"
x—>1—
n=1
o0 o0
= lim E anx”-g by x"
n=1 n=1

x—>1—
00 00
= lim E ap x" - lim by x"
x—>1— x—>1—
=1 n=1

o o
n=1 n=1

Para concluir esta secciéon establecemos sin demostracion otro teo-
rema tauberiano ligeramente mas fuerte que el Teorema 27. Como com-
pensacion (o tal vez una justificaciéon) por la ausencia de la prueba pre-
sentamos una anécdota del autor del teorema que ilustra el contexto de su
descubrimiento con indicaciones sobre la forma de pensar de los matemati-
COS activos.

Supongamos que [ esta definida sobre el intervalo (—1, 1) por
o0
f(x) = Z an x".
n=0

Supongamos ademas que existe un nimero k > 0 tal que na, < k para todo n y

o0
que lim f(x) = £, entonces la serie Z an converge y
x—>1—
n=0
o
St
n=0

El resultado fue publicado en un articulo titulado El reciproco del Teo-
rema de Abel. Un facsimil de la primera pagina del manuscrito bajo el titulo
de Ll Teorema de Abel aparece en la pagina 92 de la referencia [12] de la Re-
sena Bibliogrdficay, por supuesto, del mismo material se deriva la narracion
siguiente.
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Littlewood, un reconocido analista del siglo XX se convirtié en miem-
bro del cuerpo docente de la Universidad de Cambridge en Octubre de
1910 e inmediatamente se dedic6 al examen de lo que el denominaba
“el teorema de Abel-Tauber”, desarrollando una prueba completa en el
primer semestre de 1910. Este problema le habia sido propuesto por Hardy
quien habia demostrado una version mas débil (conocida posteriormente
como “el teorema de Cesaro—Tauber”) pero aparentemente Littlewood no
habia prestado mucha atencién al asunto en ese momento.

En su investigacion, Littlewood consideré en primer lugar el teo-
rema de Cesaro—Tauber encontrando una via de solucion para el problema
mas fuerte dependiendo de un resultado sobre funciones derivables y del
cual se enter6 después que habia sido descubierto mucho tiempo atras por
Hadamard. En su narracién de los hechos, Littlewood presenta una refle-
xion sobre este fenémeno, que si bien puede resultar controversial es una
buena ilustracion de su caracter y probablemente de la forma de actuar
de la mayoria de los verdaderos matematicos: “Por supuesto, una buena
politica que con frecuencia he practicado es empezar el trabajo sin indagar
mucho en la literatura existente”.

Un dia estaba jugando con algunas ideas sobre el problema (teorema
de Hadamard-Littlewood) su salén fue objeto de una jornada de limpieza
general, asi que sali6 a dar un paseo de dos horas bajo una fuerte lluvia
de primavera y a lo largo del camino su mente se encontré de repente
bajo una fuerte lluvia de ideas, en general muy confusas. En su forma fi-
nal Littlewood present6 el teorema en términos geométricos y sostiene que
en éste y otros casos similares eso es suficiente (como la Figura 1-9 en la
discusion del teorema de punto fijo, Ejemplo 1-17). Asi que se detuvo en
un pequeno puente donde visualizo la solucion al problema. Después de
unos angustiosos 40 minutos en su puesto de trabajo se dedic6 a verificar
las ideas. Sobre la importancia de esta experiencia dijo: “Recordando esa
época me parece que marca el arribo a un juicio y un gusto razonablemente
seguros y el final de mi ‘educacién’. Poco después inicié mi colaboracién
de 35 anos con Hardy”.
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PROBLEMAS

1

En cada uno de los siguientes casos decidir si la sucesiéon dada con-
verge o no, y en caso de ser convergente decidir si la convergencia es
uniforme o no.

(1) fu(x) = Y/ sobre [0, 1].
@ fule) = S sobre (1, +09)
(8)  fu(x) = e ™ sobre [-1, 1].
(4)  fo(x) = x" — x2" sobre [0, 1].

B)  folx) = % sobre [0, 400).

6)  fulx) = \/x2+ niz sobre [1, +00).
(7 falx) = sz + iz sobre R.
n

Demostrar las siguientes igualdades (sin preocuparse por el conjunto
donde se cumple la igualdad).

oo i X
(1) an :(l——x)2

o 2
2) Z,ﬂxn_u

= (1 -x)3
00 3 2
x° 4+4x° 4+ x
(3) PR L s
’12::1 (1—x)*

o0 4 3 2
11 11
(4) Zn4xn X7 4+ X~ + X 4+ x

= (1-x)3
o LT
7 g}(nﬁ)xn:(l_;x)z
@) Z(n—i—l;(!n—i-Z) n_(l—lx)S'



**4

**5

7. Series de Funciones 137

—~ n+Dn+2)n+3) , 1
2 3! YT a0

9)

n=0

En cada uno de los siguientes casos hallar el valor de la suma indicada.

— (=1)"@2n)*"
do

0 " (2n)
@ 3
v 2n)!
® Y 5
n=0
4 o1
(4) ’12:;)3”(114-1)‘
S 2n+1
OND DL TR
n=0

Analizar la convergencia de la sucesion de funciones {f,} definida
por fa(x) = klim (cos(n!mx))?k sobre R. La definicién de Jfn €s muy
—>00

singular y no es de sorprender que la funcién limite sea a su vez muy
especial, comtinmente denominada la funcion de Dirichlet, es muy im-
portante para los estudiantes de Analisis Matematico elemental. Indi-
cacion: Six = p/q con p,q € Z, q # 0, entonces existe un N € N tal
que N!x € Z.

o0
sennx
Analizar la convergencia de la serie 2:(—1)"Jrl —— sobre R. Indi-
n

n=1
cacion: Abel present6 en una de sus memorias esta serie como parte

de una critica a algunas proposiciones establecidas por Cauchy.






CAPITULO

LA SERIE BINOMICA

Los dos atios que siguieron a la graduacion de Newton

en Cambridge —1665 y 1666— fueron anios de epidemia de peste

9, cuando la universidad se cerraba, Newton pasaba el tiempo

en su hogar. Su madre habia enviudado y regresado a Woolsthorpe.
Aqui descubrio Newton su mina de oro: la matematica. . .

JACOB BRONOWSKI

U na de las vetas principales que Newton encontr6 es el relacionado
a la generalizacion de la féormula para la potencia de un binomio,
considerando casos en que el exponente no es necesariamente un nimero
natural, encontrando que el desarrollo correspondiente se puede escribir
como una suma infinita.

TEOREMA DEL BINOMIO

En el dominio del Algebra elemental encontramos la férmula para el cl-
culo de la potencia de un binomio. Para todos los enteros 0 < k < n,
definimos los coeficientes binomiales

ny n!
k] k'(n—k)!

Noétese que asumimos que 0! = 1, por lo que (g) = (n) = 1. Es facil
n

verificar que las siguientes igualdades se cumplen para todo k y todo n:

ny nmn—-1)-(n—k+1)
() (k)_ (k —1)! ’

o))
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La segunda ecuacion sugiere el mecanismo mediante el cual se construye
el triangulo de Pascal

Con esta notacion tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 1 Sia y b son dos nimeros reales cualesquiera, entonces
(TEOREMA DEL

BINOMIO)
(%) @+b" =Y (Z)a”—kbk

k=0

para todo numero natural n.

DEMOSTRACION Hacemos la demostraciéon por el método de induccién matematica. Para
n = 1 tenemos las igualdades obvias

(a+b)l =at+b! = ((l))a + (1)17.

Supongamos que la ecuacion (x) es valida para n = h, es decir

h
(3) (@a+b)=>" (Z)ah_kbk

k=0

Ahora debemos probar que la ecuacion (*) se cumple paran = h+1,
es decir debemos probar que

h+1
1
) (@+b" =3 (h ; )ah+1—kbk.
k=0
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Tenemos

(a+b)"' = (a+ b)a + b)"

" (h
=(@+b)) (k)ah_kbk
k=0

= (a4 b) |:<g)ah + (il)ah_lb et (Z)bh}
= (g)ahH + (il)ahb + (g)ah_lbz + -4 (:)abh
hY n Y ho1,2 h h
" (0) b (1) K (h_l)ab

h
bh+ 1 ’
luego

o) O
*K?)(;){%J“%ﬂ---ﬂ(ﬂ%(:ﬂabh

Ahora aplicando la ecuacion (2) y el hecho de que (g) = (n) = 1 para
n

todo n obtenemos

1 1
(@ + bttt = (h * )ahle + (h - )ahb
0 1
h+1) ho1)2 h+1) o (R T1)
+< 5 )a b” + -+ h ab™ + Bl b

Por tanto la ecuacién (x) es valida para todo namero natural n. |l

Con frecuencia la ecuacion (x) es descrita como “el binomio de New-
ton”, aunque lo que €l hizo fue algo mucho mas profundo al considerar
la posibilidad de extender la férmula para valores no enteros de n. En tal
caso, los coeficientes binomiales, como han sido definidos arriba, carecen
de sentido, pero podemos utilizar la ecuacién (1) para definir estos coefi-
cientes de una forma mas general. Observemos que utilizando esta forma,
el teorema del binomio puede escribirse asi

”(”_l)a”‘1b2+---+”(”_1)"'2

n
1.2 1-2--:n b=

(a+b)" =a" + %a”‘lb n
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TEOREMA 2
(LA SERIE

BINOMICA)

Para simplificar un poco la notacién podemos escribir x = b/a y entonces

la ecuacion anterior toma la apariencia mas clasica:
n nn—1) nn—1)---2
1 =1+ - — x4 ="
(1+x) tyxt— 5t T2 *

Entonces, para cualquier nimero real « y para cada nimero natural k£ de-

. . . . o
finimos el coeficiente binomial i | Por

a\ al@a—1---(a—k+1)
k| k! ’

y queremos verificar que se cumplen las igualdades siguientes

o0

a
l o — n
1+ x) Z ; X
n=0
o ale—1) ,
=14 = - 7
+ T + )

De esta forma, el logro de Newton en términos modernos esta dado por el
siguiente teorema.

4+,

Si a0 es un numero real cualquiera, entonces

o0

(%) (1+x)* = Z * x",

n=0

para todo x con |x| < 1.

En la siguiente seccion presentamos tres demostraciones del Teo-
rema 2 con argumentos y técnicas diferentes entre si y con un sélo punto

o0
) o
en comun: el hecho de que la serie E x" converge para todo |x| < 1;
n
n:() . . . .
lo cual se prueba usando el criterio del cociente. En efecto, si escribimos

o n
an = x", entonces
n
o n+1
An1 n+1
n
ale—1)---(@—n) .y
_ (n+ D!
Cale—=D)-(@—n41)
X
n!
oa—n
= X.

n+1
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Luego

o0
(07 . .
Por tanto E ( )x” converge si |x| < 1. En particular
n
o o
n

A continuacién presentamos tres demostraciones de la serie binémica. En
la primera, la herramienta fundamental es usar tanto la forma de Cauchy
como la forma de Lagrange del resto para demostrar que éste tiende a 0.
En la segunda se usa de manera indirecta la forma integral con el mismo
fin. En la tercera, mas elegante que las otras, se utilizan algunas técnicas
elementales de ecuaciones diferenciales.

(5) lim

n—>0o0

=0,

PRUEBA DE LA SERIE BINOMICA

PRIMERA Notemos que si f estd definida por f(x) = (1 + x)%, entonces para todo k
DEMOSTRACION  tenemos

DEL TEOREMA 2 flx)=a(l+x)*",

S =al—1) (1+x)*72,
f"(x) = (e =1 (e —2) (1+x)*7,

FO) =a(@—1) (@ —k + 1) (1 + x)*7%.

Por tanto, el polinomio de Taylor de grado n centrado en 0 para f viene
dado por

n (k)
Py (x) = Z SY(0) ok

k!
k=0

B Xn:a(a—l)---(a—k—i-l)xk
k=0

k!

Supongamos que 0 < x < 1, entonces la forma de Lagrange del resto
(Teorema 1-1) es:

Rn(X) — (n i l) xn+1(l + S)(x—n—l’
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siendo £ un punto cualquiera en el intervalo (0,x). Luego, puesto que

(1+ &% ! <1, tenemos
@ ) ntt
n+1 )

<

R ()] = |<n L 1) KL+

Entonces por la ecuacion (5) tenemos
lim R,(x) = 0.
n—oo

Ahora supongamos que —1 < x < 0. Entonces la forma del resto de
Cauchy es

-1 (x — —&\"
Rn(x):(n+l)a(a (n)+ 1§('x n)x(Hs)a_I (%) ,

para algin £ € (x,0). Si M = max(1, (1 + x)*~!), resulta que

x+&)* <1 sio > 1,

y
x4+ <+ t<M sia<l.
Entonces
Ix(x + )7 < |x|M,
es decir
(6) x(x+ 6% < M.

Ademas £ > x§, luego

luego
O<xx;sfl+é pues x < 0.
De donde
(7) 0<%:%-T;§§l pues 1 + & > 0.
Asi
_ afe—1)---(a—n) w1 (X —E\"
|Rn(x)| = |(n + 1) T x(x +£) (—x+$)
_|al@=D--(a=n) .4y w11 x—§ "
= py x"TH(x 4+ §) (x —X+$)

= a(a ; l) X" x(x + £)%1 (% . _;c;i;)”




SEGUNDA
DEMOSTRACION

DEL TEOREMA 2
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Entonces por las desigualdades (6) y (7) obtenemos

(“;1)xn.

Aplicando de nuevo la ecuacién (5) deducimos

|Rn (X)| < M|

lim Rn(x) =0. |
n—>oo

La siguiente prueba de la serie binémica tiene una apariencia un
poco mas oscura que la anterior. Utilizando la forma integral del resto
a través del teorema de Bernstein se comprueba que el resto tiende a 0.

Sean o > 0y ¢ la funcion definida para 0 < x < 1 por

plx)=(1-x)""%
Luego, para todo n tenemos
M) =al@+ 1) (@ +n—1)(1—x)"*™",
De donde
¢™(x)>0  paratodon >0ytodo x < 1.

Entonces por el teorema de Bernstein (Teorema 7-24) tenemos que ¢ se
puede desarrollar en serie de potencias sobre [—1, 1) y por tanto tiene desa-
rrollo en serie de potencias alrededor de 0, es decir, la serie

00 (n)
»"(0)
o(x) = — x"
n!
n=1

converge sobre (—1, 1).
Pero

eMO)=a(@+1)---(c+n—1) = (=1)"n! (‘n"‘)
Entonces
—a __ - | ¢ n
(1—x) —’;)( 1) (n)x, para todo x € [0, 1).

Es facil verificar que esta ecuacion también es cierta para o < 0 (reempla-
zando « por —a y x por —x). |

Finalmente tenemos la otra prueba de la serie binémica.
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o
. . o
TERCERA Sea f la funcion definida por f(x) = E x", para todo x con |x| < 1.
DEMOSTRACION n—o \"?

DEL TEOREMA 2 Entonces

fix) =

(l+x)f(x)—(l+x)Zn

Luego (
)

Notemos que

n(j)x +(n+1)< +l) :na(a—l)..’;!(a—n—i-l)

ala—1)...(¢—n)
+m+1) TR
_ala—1)...(a—n)(@—n+n)

n!

ale—1)...(¢—n) (a)
= = .
n! n

Entonces nos queda que para todo x, si |x| < 1 se cumple

A+0f' ()=« (2‘) * = af(x).
n=0

Sea v la funcién definida sobre (—1, 1) por

f(x)
(1+x)*

v(x) =

Luego

(1+x) /' (x) —af(x)
(14 x)ett

sobre (—1,1). Entonces, por el teorema del valor medio existe una cons-

tante C, tal que ¥ (x) = C para todo x € (-1, 1). Es decir

Y (x) = =0

fx) =Ca+x)%



8. La Serie Binomica 147

Para determinar el valor de C tomemos x = 0, entonces
C=f0)=1,

Luego f(x) = (1 + x)% sobre (—1, 1), es decir,

o0

(1+x)“:Z * x". 1
n=0 n

Dos CARTAS DE NEWTON

El resto de este capitulo trata de la lectura de dos cartas de Newton dirigi-
das a Leibniz en las que el cientifico inglés informa sobre sus progresos
en el estudio de las series infinitas, especialmente sobre la serie binémica.
Los documentos son de gran importancia tanto por razones técnicas, como
por razones histéricas. Sobre la primera misiva, las secciones previas deben
aclarar algo, y para aportar algunos elementos sobre la segunda, presenta-
mos a continuacién informacién sobre el contexto historico.

Newton obtuvo el grado de Bachelor of Arts en el Trinity College de
la Universidad de Cambridge en 1664y al ano siguiente brot6 una epidemia
de peste en Inglaterra que duré aproximadamente dos anos. Por este mo-
tivo Newton se traslado a su casa materna en Woolsthorpe donde tuvo una
época muy productiva, generalmente conocidos como los Anni mirabilis;
durante la mayor parte de este tiempo la universidad estuvo cerrada y New-
ton fue a su casa de Woolsthorpe, donde se dedic6 a sus investigaciones
privadas. En un recuento que hizo muchos anos mas tarde escribio:

A principios del ano 1665 encontré el Método de aproximacion
por series y la Regla para reducir cualquier dignidad de cual-
quier Binomio a una de tales series. En Mayo del mismo ano
hallé el método de Tangentes de Gregory y Slusiyus, y en No-
viembre obtuve el método directo de fluxiones y en Enero del
ano siguiente obtuve la Teoria de los Colores y en Mayo si-
guiente encontré el método inverso de fluxiones. Y el mismo
ano empecé a pensar en extender la gravedad a la orbita de la
Luna...Todo esto fue en los anos de la peste 1665-1666. Pues
en aquellos dias estaba en lo mejor de mi edad para la inven-
cién y pensaba en Matematicasy Filosofia mas que en cualquier
otro tiempo desde entonces. *

A suregreso ala universidad, Newton comunic6 algunos de sus logros
a su maestro, Isaac Barrow, quien desde su fundacién ocupaba la Catedra
Lucasiana de Matematicas en Cambridge, pero por lo demas, todos per-
manecieron en secreto. Hacia principios de 1668 el matematico londinense
John Collins envié a Barrow un ejemplar de la obra Logaritmotechnia, del
matematico y astronomo Nicolaus Mercator, en la que se describen técni-
cas para calcular el area bajo una hipérbola. Hacia julio de ese ano Barrow

*El texto es una traduccion libre del material citado en el libro de Westfall [24], p. 39.
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respondi6 informando sobre un amigo suyo “que tiene un excelente genio
para esas cosas, me trajo el otro dia unos papeles, donde habia desarro-
llado métodos para calcular las dimensiones de magnitudes como el de S*
Mercator acerca de la hipérbola, pero muy generales. ..” T

Cuando Barrow escribi6 esto a Collins ya habia convencido a Newton
de publicar, al menos parcialmente, sus resultados. En efecto, poco des-
pués Collins recibié de parte de Barrow un manuscrito anénimo, en latin,
titulado De Analysi per LZiquationes Numero Terminorum Infinitas (Sobre el Anali-
sis por Series Infinitas), referido frecuentemente como De Analysi. En agosto,
Barrow revel6 la identidad del autor: “su nombre es S' Newton; un fellow de
nuestra Facultad y muy joven (de hecho, estudiante del segundo ano para
Master of Arts), pero de un genio extraordinario y profundo conocimiento
de estas cosas”. ¥ Collins se comprometié a no mostrar el contenido del
ensayo asi como tampoco informar sobre su autor sin la autorizacién ex-
plicita de Newton. En 1676, Henry Oldenburg, quien ocupaba el cargo
de Secretario de la Royal Society de Londres, recibi6é una carta de Leib-
niz solicitandole informacion sobre los avances en Inglaterra en el tema de
series infinitas (parte de las funciones del Secretario era actuar como in-
termediario entre los miembros de la comunidad cientifica). Oldenburg
envio la carta a Newton, quien para entonces era ya el reconocido profesor
lucasiano de matematicas y se encontraba inmerso en una disputa con el
cientifico londinense Robert Hooke sobre su teoria de los colores. A pe-
sar de esta circunstancia, Newton accedi6 a responder y en junio envié una
carta a Oldenburg, una copia de la cual fue transmitida a Leibniz el 26 de
julio. Este examiné el documento y escribié de nuevo, informando sobre
sus propios trabajos, solicitando algunos detalles adicionales y elogiando la
obra de Newton:

Su carta contiene mas numerosas y mas notables ideas acerca
del analisis que muchos tomos voluminosos publicados sobre el
tema. .. Los descubrimientos de Newton son dignos de su genio,
el cual es tan abundantemente puesto de manifiesto por sus ex-
perimentos 6pticos y por su tubo catadioptrico [telescopio de
reflexion].

Newton redact6 una segunda carta para Leibniz en octubre, una se-
mana después que el destinatario hubiese concluido una visita de diez dias
a Londres, durante la cual Collins le dié acceso a De Analysi, sin el conoci-
miento de Newton. Anos mas tarde, Newton se entero6 de la indiscrecion de
Collins. Leibniz recibi6 la carta en junio de 1677. Aproximadamente cua-
tro décadas mas tarde se desarrollaba uno de los mas lamentables y amargos
episodios en la historia de las matematicas: la controversia entre Newton
y Leibniz sobre la prioridad en la invencion del Calculo. Newton argu-
mentaba que €l habia desarrollado primero esta teoria'y que Leibniz habia

TEsta nota también es traducida de una cita en el libro de Westfall [24], p. 68.
fLa carta aparece citada en [24], p. 68.
8También ésta es de una cita en [24], p- 99.
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cometido plagio, porque supuestamente el cientifico aleman habia visto
su version del Cdlculo en el manuscrito que custodiaba Collins y, ademas
porque habia leido algunos de los elementos en su correspondencia.

Por su parte los seguidores de Leibniz publicaban obras utilizando
las técnicas y la notacion inventadas por su maestro a la vez que argumenta-
ban que éstas habian sido inventadas antes que las de Newton y que eran
muy superiores. La reaccion de los ingleses fue inmediata y se desarrollo
un fuerte intercambio de acusaciones de ambos lados. La controversia se
extendi6 por muchos anos y muchos cientificos se vieron involucrados, al-
gunos actuando de forma no muy honesta; hasta que la Royal Society (que
era practicamente controlada por Newton) establecié un comité especial
para estudiar el caso.

El veredicto de éste comité fue favorable al cientifico inglés. Entre
los elementos probatorios de su posicion Newton present6 copias de las
cartas que habia enviado a Leibniz identificadas con las expresiones latinas
Epistola Prior (primera carta) y Epistola Posteriori (carta posterior). Hoy en
dia se acepta que los dos cientificos inventaron cada uno por su cuenta el
Calculo y que no hubo plagio alguno.

FIGURA 1: Retrato de Isaac Newton pintado en Cambridge por Godfrey Kneller en 1689.
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EprisTOLA PRIOR

La traduccion la Epistola Prior esta basada sobre la version en inglés que
aparece en A Source Book in Mathematics por David Eugene Smith, Dover,
Nueva York, 1959. ([15], pp. 224-225). Otra traduccion pero presentada
en un estilo mas moderno se encuentra en el tomo 4 de la coleccion Sigma,
El Mundo de las Matemdticas, por J. R. Newman ([16], pp. 112-115).

La expresion &c es una forma antigua de escribir et cetera.
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EPISTOLA PRIOR

Carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried W. Leibniz
a través de Henry Oldenburg
Cambridge, 13 de Junio de 1676

Aunque la modestia del Dr. Leibniz en los Extractos de su
Carta que usted recientemente me envio, atribuye demasiado a mi
trabajo en ciertas Especulaciones relativas a las Series Infinitas, ru-
mor del cual se ha empezado a expandir ya, no tengo duda de
que €l ha hallado no s6lo un método para reducir Cantidades cua-
lesquiera a Series de este tipo, como él mismo asegura, sino que tam-
bién ha hallado varios Compendia, similares a los nuestros, si no
mejores.

Sin embargo, puesto que €l desea saber los descubrimientos
que han sido hechos por los ingleses en este sentido (yo mismo cai
en esta Especulacion hace algunos anos) y con el fin de satisfacer
sus deseos, al menos en cierto grado, le he enviado a usted algunos
puntos que se me han ocurrido.

Las fracciones pueden ser reducidas a Series Infinitas por
Division y las Cantidades Radicales pueden ser también reducidas
por Extraccion de Raices. Estas Operaciones pueden ser extendi-
das a Especies de la misma forma en que se aplican a Numeros
Decimales. Estos son los Fundamentos de las Reducciones.

La Extraccion de Raices se reduce mucho por el Teorema

m-—n m—2n
2n 4n

+

caQ

m—3n

—_—m m m
P+PQ—=P—+_—AQ+
n n n

D@ + &c.

donde P + P( representa una Cantidad cuya Raiz o Potencia o
cuya Raiz de una Potencia se desea hallar, siendo P el primer Tér-
mino de esa cantidad y @ los términos restantes divididos por el

primer términoy ™ el indice numérico de las potencias de P+ P Q).
n

Este puede ser un Numero Entero o (digamos) un Numero Que-
brado; un numero positivo o uno negativo. Como escriben los
Analistas, a? y a® por aa y aaa, asi para /a, va3, Jc.a>, &c.
. 1 3 s 1 |
Escribo a2, a2, a2, etc.; para —, —, — a~ ', a”2, o >; y para
a aaq aaa
aab

Veiad+bbrx a3+ bbx:
2

3

Wi

, escribo aa x a3 + bbz| °. En este Gltimo

caso, si a3 + bbz| 3 se toma como P+ P (@ en la Férmula, entonces
P=4da% Q=bbz/a®>, m=—-2,n=3.
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Finalmente, en lugar de los términos que ocurren en el curso
del trabajo en el cociente, usaré A, B, C, D, etc. Asi A representa
el primer término P77_’LL; B el segundo término ©* A Q; y asi sucesiva-
mente. El uso de esta Formula se hara claro mediante Ejemplos.
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EPISTOLA POSTERIORI

La traduccion la Epistola Posteriori esta basada sobre la version en inglés que
aparece en A Source Book in Mathematics por David Eugene Smith, Dover,
Nueva York, 1959. ([15], pp. 225-228).

La referencia es a la obra del matematico inglés John Wallis (1616-1703)
quien publicé algunos de los resultados de Newton (entre ellos la serie
binémica) en el libro De Algebra Tractatus, Historicus & Practicus.

(Sl

—(1-x2)3 =V1-x2.

Esto es 1 — xx|
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EPISTOLA POSTERIORI

Carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried W. Leibniz
a través de Henry Oldenburg
Cambridge, 23 de Octubre de 1676

Uno de mis propios [métodos para deducir las series infinitas]
lo describi antes; y ahora voy a agregar otro, a saber, la forma
en la que descubri estas Series, pues las hallé antes de saber las
Divisiones y Extraccion de Raices que ahora uso. La explicacion
de este método dara la base del Teorema dado al principio de mi
Carta anterior el cual el Dr. Leibniz desea.

El inicio de mi estudio de Matematicas, ocurri6 sobre la obra
de nuestro mas Celebrado Wallis y sus consideraciones de las Se-
ries mediante cuya intercalacion él muestra los valores del Area de
un Circulo y una Hipérbola, y de esa serie de curvas que tienen

0
una Base o Eje z y cuyas Ordenadas son de la Forma 1 —zz|” .
1 2 3 4 5

l—zz|?> . 1—2z]?> . 1—2z|®> . 1—zz|?> . 1—zz|? . &c. Entonces si
las Areas de las alternadas, las cuales son z, z— 123, 2 — 223 + 125,
z—3x3 4+ 225 — 147, &c. tendrian valores interpolados entre estos
términos, deberiamos tener las Areas de los intermedios, el primero

-1
de los cuales 1 — zz|” es el Circulo. Por estas interpolaciones, noté

que el primer término de cada uno es z y que el segundo término
323, 123, 223, 343, &c., estan en progresion Aritmética. Asi los dos
primeros términos de la Serie que deben ser intercalados deberian
1,3 2,3 5,3

serx—2— x—3— x— 2 &c.

Intercalando el resto, consideré que los Denominadores 1,
3, 5, 7, &c. estaban en progresion Aritmética y asi sélo se re-
queriria investigar los Coeficientes Numéricos de los Numeradores.
Ademas, en las Areas alternadas dadas, éstas eran las figuras de
las potencias el onceavo numero, a saber, 119, 111, 112, 113, 11%. Es
decir, primero 1, luego 1, 1, tercero 1, 2, 1, cuarto 1, 3, 3, 1, quinto
1,4,6,4, 1, &c. Por tanto, busqué un método para deducir el resto
de elementos en estas Series, habiendo dado las dos primeras fi-
guras. Encontré que cuando la segunda figura m era dada, el resto
se produciria por multiplicacién continua de los términos de esta
Serie:

m—0 m—-1 m-2 m-3 m-—4

lx2x3x4x5&c.

Por Ejemplo: Sea (el segundo término) m = 4, entonces el tercer
m—1 . m—2
, es decir 6; y 6 X

término sera 4 x , es decir 4, el cuarto;
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Es decir

1 1, 1
.. . PR —_x __x_
2t 16
1 1
:l—§x2——x —Ex—
12—i— X +1x
= ——X — _ —
2 16
l 6
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4
es decir 1, el quinto; y 1 x m , es decir O, el sexto

y4><m

donde la serie termina en este caso.

Por tanto, apliqué esta Regla a la Serie a ser insertada. Asi
1.3
T
2__ entonces coloqué

1 -1 1o

para el Circulo, el segundo término seria

m = %, y los términos que resultaron fueron X 505 g%
1
22 o+— ! + L,2-3 asi infinitamente. De esto supe
3 TS TR TN P
que el Area deseada de un segmento de Circulo es
1.3 1.5 1.7 5 .9
s 2% 3% 16T I®mT g
3 5 7 9 '

Por el mismo proceso se hallaron las areas de las Curvas

restantes, como el area de una H1perbola y de las otras alternadas
0

en esta Serie 1 — zz|>, 1 —xx|2 1 —xx|2 1—xx|2 &c.

El mismo método puede ser usado para intercalar otras Se-
ries, inclusive con intervalos de dos o mas términos faltantes al
mismo tiempo.

Esta fue mi primer entrada a estos estudios; lo cual segura-
mente se me habria escapado de la memoria de no haber hecho
referencia a ciertas notas hace pocas semanas.

Pero cuando supe esto, inmediatamente consideré que los tér-
2 4 6

[0]
minos I —zz|?,1—zz|?>,1—zz|?, 1 —zz|?, &c. esdecir 1, 1—zz, 1—
2zx+24, 1-3224+32*—2%, etc. serian interpolados de la misma forma
y las areas serian deducidas de ellas; y que para esto no se requiere
nada mas que la omision de los denominadores 1, 3, 5, 7, etc. en

los términos que expresan las areas, es decir, los coeficientes de los
1 3

términos de la cantidad a ser intercalada 1 — zz|*, 01 — zx|?, 0 mas
—_—m . - . . .- .
generalmente 1 — zz| se produciria por multiplicacion continua de

m—1 m-—2 m-3
los términos de esta Serie m x 5 X 3 X 7 &c. Asi, (por
1 3
ejemplo) 1 — zz|> resultaria 1 — 122 — ga* — Laf &c Y1—zz|? se
convertiria en 1 — 222 + %2 + La etc. Y 1— xx|3 seria 1 — $zz +
gx4 — Lab &e.

Asi la Reduccion general de Radicales a Series se volvio cono-
cida para mi a través de la Regla que estableci al principio de la
Carta anterior, antes de conocer la Extraccion de Raices. Pero,
habiendo aprendido esto, lo otro no podia permanecer oculto para
mi por mucho tiempo. Para probar estas operaciones, multipliqué
1— 222 — 32* — L2 &c. por si mismo, y resulté 1 — zz, el resto de
los términos se desvanecieron en el infinito por la continuacion de

la serie.
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Similarmente 1 — $zz + §2* — 2% &c. fue multiplicado dos veces

por si mismo y produjo 1 —zz. Lo cual indica que éstas pueden ser
consideradas como una Demostracion de estas conclusiones, me
llevaron naturalmente a tratar el reciproco, para ver si estas Series
las cuales eran ciertamente Raices de la cantidad 1 —zz no podrian
ser extraidas por medios Aritméticos. El intento fue exitoso...

Habiendo descubierto esto, abandoné por completo la inter-
polacion de Series, y usé estas operaciones solamente como una
base mas genuina, tampoco fallé en descubrir la Reduccion por
Division, un método ciertamente mas facil.






CAPITULO

SERIES DE FUNCIONES
COMPLEJAS

... Lagrange, Laplace y Gauss conocieron y siguieron las obras

de Euler. . . El Introductio de 1748 cubrio en sus dos

tomos una amplia variedad de temas. Conliene una exposicion

sobre series infinitas incluyendo aquellas para €*, senx y cosx, y
presenta la relacion e = cosx + isenx (que ya habia sido descubierta
por Johann Bernoulli y otros en diferentes formas).

DIRK J. STRUIK

D urante los ultimos capitulos, la actividad en nuestro juego de las series
se ha concentrado en el estudio de algunos movimientos o partidas
especiales jugadas por grandes maestros. Ahora vamos a realizar el trabajo
de explorar otras variantes de juego, como cuando se juega con tres ejérci-
tos o con una pieza adicional, que en realidad constituyen otros juegos y
por tanto tienen sus propias técnicas y estrategias, pero que conservan algo
del aroma del juego original.

El objetivo de este corto capitulo es explorar la nocién de serie en
el contexto del campo C de los nimeros complejos. En general asumimos
que el lector posee conocimiento de la estructura algebraica de C y de su
descripcién geométrica.

SUCESIONES COMPLEJAS

Por supuesto, iniciamos nuestra aproximacion al problema mediante la in-
troduccién del concepto de sucesion. Una sucesion compleja es una fun-
cioén cuyo dominio es el conjunto de los niimeros naturalesy cuyo recorrido
es un subconjunto de C. Como en el caso de sucesiones reales, utilizamos
la notacién {z,} para denotar una sucesioén arbitraria con términos en C.
Notemos que para cada n existen dos numeros a,, b, € R (Figura 1), tales
que

161
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Estos niimeros son la parte real y la parte imaginaria de la sucesion respecti-
vamente.

Z
by | 2
¢ <3

bn + oin ¢
Z
1 by L .

L]
a; O a an
FIGURA 1.

Decimos que una sucesion compleja {z,} converge hacia [ si para todo & >
0 existe un numero natural N tal que para todo n, si n > N entonces
|zn — | < & (Figura 2). En este caso escribimos z, — [ cuando n — o0 o
simplemente nll)rrgo Zn = 1. Si{z,} no converge, decimos que diverge.

A continuaciéon presentamos un par de resultados evidentes que tras-
ladan los problemas de convergencia de sucesiones complejas al escenario
de sucesiones reales.

TEOREMA 1  Una sucesion compleja{z, } converge hacial siy solo si la sucesion de niimeros reales
{|zn — |} converge hacia 0.

22

21

FIGURA 2.
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9. Series de Funciones Complejas 163

En el siguiente resultado utilizamos la parte real y la parte imaginaria
para estudiar la convergencia de una sucesién compleja.

Supongamos que 2, = an + ib, para todo n. entonces la sucesion {z,} converge
hacia |l = a + ib si y solo si las sucesiones {an} y {bn} convergen hacia a y b
respectivamente.

También resulta evidente que los teoremas sobre el dlgebra de limites
para sucesiones reales se pueden extender al contexto de sucesiones com-
plejas. Una forma corta y facil de desarrollar esta tarea es utilizando el
Teorema 2.

SERIES COMPLEJAS

Ahora disponemos de los ingredientes fundamentales para estudiar el pro-
blema de la convergencia de series en el contexto de los niimeros com-
plejos. Si {z,} es una sucesion compleja, definimos la sucesion de sumas
parciales {S,} de {z,} por

Sn:Z1+"'+Zn-
o0

Entonces decimos que la serie E Zn converge si la sucesion {S, } converge.

n=1

o0
Si {S,} diverge decimos que Z Zn diverge.

n=1
o)

Notemos que si z, = a, + ib, para todo n, entonces la serie Z Zn

n=1

o0 o0
esta determinada por las dos series reales Z an 'y Z by y, tenemos el si-

n=1 n=1
guiente corolario del Teorema 2.

o0
Supongamos que 2, = an + by, para todon. Entonces la serie Z Zn converge si

n=1

oo o0
y solo si las series Z an y Z by convergen. Y tenemos

n=1 n=1

o0 o0 o0
Zzn: Zan—i-i an.
n=1 n=1 n=1

Finalmente, para ampliar la posibilidad de usar nuestros conocimien-

tos sobre series reales analizamos la serie ) |z,|. Decimos que la serie
o0 o0

Z Zn converge absolutamente si la serie (real) Z |zn| converge. Resulta

n=1 n=1
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TEOREMA 4

DEMOSTRACION

o0

evidente que si Z Zn converge absolutamente, entonces también converge
n=1
y se cumple la siguiente desigualdad

00 00
Zzn §Z|Zn|
n=1 n=1

o0

Supongamos que 2, = ay + iby para todo n. Entonces la serie Z Zn converge

n=1

o0 oo
absolutamente si y solo si las series Z an y Z by convergen absolutamente.

n=1 n=1

Supongamos que la serie ) z, converge absolutamente, es decir que ) _ [2,|
converge. Pero, para todo n tenemos

|an| =< Van2 + bn2 = |Zn|

|bn| =< \/an2 +bn2 = |Zn|a

entonces, por el criterio de comparacién deducimos que las series Y |a, |y
> |bn| convergen.

Ahora supongamos que Y_a, y Y b, convergen absolutamente, en-
tonces Y _ |an| y Y_ |bn| convergen vy, por tanto, Y _ (|an| + |bn|) converge.
Pero

|zn| = lan + ibyn| < |an| + |bnl para todo n.

Entonces, aplicando de nuevo el criterio de comparacién tenemos que
> |zn| converge. 1

CONVERGENCIA UNIFORME

Por supuesto, disponiendo de la nocién de convergencia para series com-
plejas podemos estudiar la convergencia de series de funciones complejas.

Si{ f,} es unasucesion de funciones definidas sobre un conjunto A C
C, decimos que {f,} converge uniformemente hacia una funcién f sobre
A si para todo ¢ > 0 existe un nimero natural N tal que para todo n, si
n > N, entonces

| fn(z)— f(2)] <e para todo z € A.

oo

Analogamente decimos que la serie de funciones complejas E Jfn con-
n=1
verge uniformemente sobre 4, si la sucesion {S, } converge uniformemente

sobre A, donde S,(z) = f1(z2) + -+ + fu(z) para todo z € A.
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En particular estamos interesados en series de potencias complejas, es decir
series de funciones complejas de la forma

o
Y an(z—a),
n=0

donde a y a, son numero complejos. Como en el caso de las series de
potencias reales, podemos concentrar nuestra atencion a series de la forma

o0
n
E anz".
n=0
En primer lugar notemos que si a, = a, z"* tenemos

lan |1 = Jan |V 2],

entonces, de acuerdo con el criterio de la raiz la serie ) |a, 2| converge si
lim |an|'" < 1, es decir
n—>00

lim |a,|Y"|z| = |z| lim |an|Y" < 1.
n—>oo n—>oo

1/n

Como en el caso de las series de potencias reales, si lim |a,| /" > 0, deno-
n—>00

minamos radio de convergencia de la serie ) _ a, z" al nimero

1

lim |a

1/n
nl
n—00

y al circulo determinado por |z| < r lo llamamos el circulo de convergencia
(Figura 3).

FIGURA 3.

También en este caso establecemos las convenciones r = —+00 si

lim |an|1/” = 0, en cuyo caso el circulo de convergencia es Cy,r = 0
n—>00
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TEOREMA 5

DEMOSTRACION

Un = yoo, en cuyo caso el circulo de convergencia se reduce a

si lim |a,|
n—>0o0
10}
Para la manipulacion formal de series de potencias complejas necesi-
tamos el equivalente al Teorema 7-18.

o0

Supongamos que la serie Z an 20" converge para algin 7o # 0. Entonces para
n=0

cualquier 7 € C con 0 < |z| < |zo| las series

o0 oo
E an 2" y E na, z" !
n=0 n=1
convergen absolutamente.

Puesto que la serie ) _a, zo" converge, la condicion del resto implica que
la sucesion |a, zo"| — 0 cuando n — ooy, por tanto, esta acotada, es decir
existe un M tal que

lan zo"| < M para todo n.

Para z con 0 < |z] < |zo|, tenemos

|an 2"| = lan| - |2"|
n

Z
20

n

<

20

A

M

Escribiendo M,, = M|z /zo|" nos queda
|an an <M,.

Como z < |z¢| tenemos que la serie geométrica ) |z/zo|" converge y por

tanto también )  M,. Entonces por el criterio M de Weierstrass tenemos

que la serie ) _a, 2" converge absolutamente para todo z con |z| < 1.
Notemos que la serie

o0
M
2"

n=1

n

<

20

n o0
M
= — E n
s
n=1

converge (por el criterio del cociente) entonces, aplicando nuevamente el
criterio M de Weierstrass tenemos que la serie Y na, z"~! converge abso-
lutamente si |z] < 1. 1

<
20

Ahora presentamos una proposicion equivalente a la segunda parte
del Teorema 7-18.
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TEOREMA 6 Supongamos que la serie

f@=) anz"

n=0

tiene radio de convergencia r > 0, entonces f es derivableen z si|z| <7y

f(z) = Z na, 7" 1.
n=1

Del Teorema 6 se deriva que si una funcion f se puede desarrollar
en serie de potencias

o0
f@) =) anz",
n=0
entonces
AR

Aap
n!

para todo n,

es decir, la serie de potencias es la serie de Taylor de f.

La introduccién de series de potencias complejas no es solamente un
esfuerzo por hacer el juego un poco mas extenso, en realidad las propie-
dades de éstas arrojan cierta luz sobre algunos problemas relacionados con
series de potencias reales, como se ilustra a continuacion.

EJEMPLO 7 Sea f la funcién definida sobre R por

e Ux i #0,

X) =
J@&) 0 six =0.
En el Ejemplo 7-23 demostramos que f ™ (0) = 0 para todo n > 0y por
tanto o o
n
0
Z w x" =0, para todo x.
= !

Pero como f(x) > 0 para todo x # 0, tenemos pues, que la serie de Taylor
de f converge hacia f(x) solamente cuando x = 0.

Una explicacion para el comportamiento anémalo de esta funcion se
obtiene si consideramos f definida sobre C asi

“1/z2 .
£(2) e~ /2 siz #0,
)= .
0 siz =0.

Notemos que si f tuviese desarrollo en serie de potencias para algin z¢o #
0 entonces tendria desarrollo en serie de potencias en algtun circulo que
contiene a 0 y serfa continua y acotada sobre un circulo |z| < r. Pero, si

tomamos numeros de la forma z =iy, y € R con |y| < r tenemos
—1/z2 _1/(iy)2 2
f2)=e 1/z% _ ,=1/Gy)* — 1/

’
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EJEMPLO 8

y en consecuencia, si z — 0, entonces y — 0y f(z) — +oo, lo cual
contradice el hecho de que z esta acotada. [

Concluimos este capitulo con el examen de un conjunto de series
muy importantes y la presentacion de una de las formulas mas curiosas en
todas las matematicas.

Es facil demostrar que las series
0 (_l)nz2n+1 0 (_l)nZZn 0 "
n;) Qn+ 1) n;) 2n)! Y n;)n!

tienen radio de convergencia = 0o, asi que podemos defininir las funciones
sen, cos y exp sobre C por las siguientes igualdades (coincidiendo con sus
equivalentes reales)

o0
(_l)nz2n+1
senzg = Z s e———
" (2n + 1)
0 _l)nZZn

(
cosz = Z 2n)!

’

n=0
o0
z Zn
=20
!
n=0
Entonces tenemos sen’ = cos y cos’ = —sen. Utilizando estas definiciones

Euler obtuvo todo un conjunto de identidades interesantes. Por ejemplo,
si consideramos la ecuacion senz = 0

S
R T T TR
luego, dividiendo por z queda
2 4 6
Z Z Z
Ty ty o =0

Entonces, utilizando “teoria de ecuaciones”, tenemos que la suma de los
reciprocos de las raices de esta ecuacion es el opuesto del coeficiente del
término lineal, es decir 1/6. Pero las raices de “polinomio infinito” son 7,
2w, 3m,...Entonces

1 1 1 1

6@ en?  Gae

6~ 72 2P o
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es decir
2

e 1 1
?—l++2—2+3—2+'--.

Otro uso de estas definiciones llevo a Euler a una férmula muy im-
portante. Notemos que

o o0
- (_l)nZZn ( (_l)nz2n+1)
COSZ+ZSCHZZZ—+Z Z—
! 2n)! — 2n + 1)!
o2, : SRS
= —2—!+4—!+"'+l Z—§+§+"'
G G
B TR TR
2?2
+(ZZ+ 3 + 51 + -
. . 2 . 3 . 4 . 5
1Z 1Z 1Z 1z 1z
142 (iz)*  (iz)”  (iz)"  (iz) ‘e
1! 2! 3! 4! 5!

— (i)
o Z n!
n=0
es decir
e’ =cosz +isenz.
En particular, para z = 7 tenemos

e'm =cosm +1i senm,

de donde .
et +1=0.

Esta formula tiene la particularidad de que involucra los cinco nimeros
mas importantes en el Calculo. [
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UN TEXTO DE EULER

Para concluir este capitulo estudiamos un juego muy importante de-
sarrollado por uno de los grandes maestros de toda la historia de las mate-
maticas: Leonhard Euler. El trabajo original fue publicado en latin como
un libro de texto titulado Introductio in Analysin Infinitorum (1748). Hemos
incluido aqui esta obra, entre otros motivos, porque facilita la compren-
sion de la evolucion histérica de la nocién de suma infinita. Siguiendo a
la generacion de Newton, la de Euler extendio las aplicaciones del Analisis
a diversas areas de las matematicas, en muchos casos sin aportar pruebas
rigurosas, pero obteniendo resultados validos que luego formalizaron los
analistas modernos de la generacion de Abel y otros.

Considerado el mas eminente cientifico nacido en Suiza, Euler fue
un prolifico matematico cuyo trabajo contribuyé profundamente al desa-
rrollo del Calculo y otras disciplinas, tanto en el plano teérico como en el
de las aplicaciones. Algebra, aritmética, ecuaciones diferenciales, dinamica
de fluidos, geometria diferencial, mecanicay teoria de nameros, son todas
areas en las que se encuentras su huellas; inclusive en topologia, una dis-
ciplina matematica moderna que se desarroll6 en el siglo XX tiene entre
sus origenes un trabajo de Euler en el que consigui6é resolver un famoso
rompecabezas conocido como “el problema de los puentes de Konigsber”
que trata de una isla en la ciudad, la cual esta rodeada por dos brazos de un
rio los cuales pueden ser cruzados a través de siete y se trata de determinar
si es posible hacer un recorrido pasando por todos los puentes solamente
una vez; una traducciéon de la memoria original de Euler se encuentra en el
tomo 4 de la coleccion Sigma, El Mundo de las Matematicas, por J. R. Newman
([24], pp. 164-171).

También es reconocido por el hecho de que obtuvo resultados sobre
series de Fourier, series de Bessel y transformadas de Laplace, todo esto
antes que Fourier, Bessel y Laplace nacieran.

Segun la tradicion, Euler se caracterizaba por la capacidad para desa-
rrollar calculos formales de una manera prodigiosa y una gran intuicion,
de manera que en muchos casos desarroll6 teorias sin completar todos los
detalles de las demostraciones. También se le atribuye el mejoramiento de
la notaciéon matemadtica que de una forma u otra contribuy6 a la difusion
de las ideas; en particular a €l se deben los convenios de denotar por e y
7 esos dos nimeros importantes, y el de denotar por f(x) el valor de una
funcion f en un punto x, la base de los logaritmos naturales y la razén en-
tre la longitud de una circunferencia y su diametro. También establecio la
notaciones X, sen y cos para indicar suma y las funciones trigonométricas.

Otro aspecto notable de la obra de Euler es su interés por la en-
senanza de la ciencia, por ejemplo el libro que estudiamos a continuacién
fue escrito como un libro de texto para la ensenanza del Calculo. Resulta
interesante notar como, aparte de algunos aspectos de estilo propio de la
época, se trata de un escrito moderno que presenta de una forma clara y
precisa algunos conceptos y técnicas, como se pueden hallar en un buen
libro de Calculo de estos dias. Algunos matematicos opinan que todos los
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libros de texto de Calculo son copias (o copias de copias) del libro indicado
arriba y de sus obras: Institutiones Calculi Differentialis (1755) e Institutiones
Calculi Integralis (1748-1794).

Otro hecho asombroso acerca de Euler es que durante los ultimos 17
anos de su vida estuvo completamente ciego (antes habia perdido un ojo)
sin disminuir su dedicacién al trabajo ni su productividad. En una ocasién
el gobierno suizo plante6 un proyecto (que no llegé a feliz término) para
publicar las obras completas de Euler y se estim6 que se requeririan entre
setenta y ochenta voliumenes de gran tamano.

FIGURA 4. Retrato de Leonhard Euler.
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A continuacion presentamos una traduccion de una de las obras de
Euler en la que trata sobre series infinitas. El texto de referencia fue pu-
blicado en inglés bajo el titulo Introduction to Analysis of the Infinite. Book I
([17], pp. 50-112), el cual a su vez fue traducido del original en latin Intro-
ductio in Analysin Infinitorum. En nuestra traduccién seguimos muy de cerca
la version en inglés excepto por unos cuantos aspectos relacionados con
el formato y la notacion, para los cuales hemos usado como referencia el
facsimil de dos paginas del original que aparencen en las paginas 122y 123
A Concise History of Mathematics, por D. Struik (referencia [23] en la Reseiia
Bibliografica).
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CAPITULO IV
Sobre del Desarrollo de Funciones por Series Infinitas

59. Puesto que ni las funciones racionales ni las funciones
irracionales de z son de la forma de polinomios A + Bz + Cz? +
Dz3 + ..., donde el numero de términos es finito, estamos acos-
tumbrados a buscar expresiones de este tipo con un nimero in-
finito de términos las cuales dan el valor de la funcion racional o
irracional. Inclusive la naturaleza de las funciones trascendentes
parece comprenderse mejor cuando ésta se expresa en tal forma,
inclusive sabiendo que esta es una expresion infinita. Puesto que
la naturaleza de las funciones polinémicas es muy bien conocida,
si otras funciones se pueden expresar por diferentes potencias de 2
de manera que se pueda escribir de la forma A+ Bz+ Cz?2+Dz3+---,
entonces parecen ser la mejor forma para la mente determinar su
naturaleza, a pesar de que el numero de términos es infinito. Es
claro que ninguna funcién que no sea un polinomio de z puede
ser expresada de la forma A + Bz + C2%2 + Dz + ---, en la cual el
numero de términos es finito, ya que en este caso seria una fun-
cion polinoémica por definicion. Si existe alguna duda de que una
funcion se puede expresar con una serie infinita, esta duda de-
beria desaparecer con la siguiente discusion. Con el fin de que
la siguiente explicacion sea bien general, ademas de potencias en-
teras positivas de z permitiremos que los exponentes sean nimeros
reales arbitrarios. Asi no existe duda de que cualquier funcién de
z se le puede dar la forma Az% + Bz# + Cz¥ + Dz% + ..., donde los
exponentes «, f, y, 8, etc. son numeros reales arbitrarios.

60. Mediante un procedimiento de division continuada la funcion racio-
a .. .
nal a1 B: puede expresarse como una serie infinita
o z

a aPz n aB?2?  ap33 n aB*z*
a a2 a3 at o’
. L. . . a
Como el cociente de dos términos consecutivos cualesquiera es —IB—, ésta es
z
denominada serie geométrica.

Esta serie puede ser hallada escribiendo
a

o+ Bz

y luego hallar los coeficientes A, B, C, D,..., que dan la igualdad.
Como

= A+ Bz+ C22+ D22+ Ez*-,

a=(@+pB2)(A+Bz+ C?+ D2 +--+),
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Euler deduce la férmula de la seccion 61 y luego coloca un ejemplo donde
prueba que

=1+3z+422+723 + 1z  + 1825 + -+

Entre las secciones 64 y 68, Euler explora los desarrollos en series de las
funciones definidas por las siguientes expresiones:

a+bz a+bz +cz? a+bz+cz?+dz?
(1 —az)?’ (1—az)?® ’ y (1 —az)4

De la seccion 67 a 70 hace consideraciones sobre un caso general.
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después de realizar la multiplicacion indicada,
o =aA +aBz+aC?+aD2® +aEz* + -
+BAz+ BB+ BC2 +BDz* + -

. a . .
Pero a = «A, asi que A = —. Los coeficientes de cada potencia de
o

z deben tener suma cero, asi que tenemos las ecuaciones

aB+ BA =0,
aC+ BB =0,
aD+ BD =0,
aF+ BD =0.

Una vez que cada coeficiente es conocido, el coeficiente siguiente
puede ser hallado facilmente como sigue. Si se conoce el coeficiente

—BP
P y O es el siguiente, entonces @ + P =00 Q = i Como se
o

a
determiné que el primer término A es igual a —, de aqui las letras
o

B, C, D, etc. son definidas de la misma forma en que surgirian del
procedimiento de division. Para continuar, por simple inspeccion

+ Bz

donde el signo positivo ocurre cuando n es par y el

es claro que en la serie infinita para , el coeficiente de z”

n

sera ———,
ant1
signo negativo ocurre cuando n es impar, o los coeficientes pueden

a
ser expresados como — (—f/a)".
o

61. En forma similar por medio de un procedimiento de division conti-

. , a+bz . .
nuada la funcion racional ——————— se puede convertir en una serie in-
a+pBz+yz
finita.
* * *

71. Las funciones irracionales se pueden transformar en se-
ries por

* * *

el siguiente teorema universal:

P+ Q)77_TLL _pm 4 ﬁPmﬁnQ—l- m(m—n)P7rL7LG Q2
n n-2n
m(m — n)(m _2n)Pm7L3” Q4o

n-2n-3n
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donde existe un numero infinito de términos a menos que — sea
n

un entero positivo. Asi cuando elegimos valores enteros fijos para

mynmn,

1-1-3

1 1 1 -1 1-1 -3 _s
P 2 =P+ _P3(0——P730? Pz 0%—...
(P+Q) +2 ¢ 2-4 ¢ +2-4-6 ¢
o
—1 —1 1 _ -3 1-3 -5 1-3-5 _—7
P Z =—P37 —_pP7 P73 0%— P2 03—...
(P+Q) 2 Q+2-4 @ 2:-4-6 @
o
1 1 1 _—2 1-2 -5 1-2-5 _—s
P I P34+ _P3(O0O—-—2pPF0? P303—...
(P+Q) +3 @ 3.6 @ +3-6-9 @
o
-1 -1 1 _-a 1-4 7 1-4-7 —10
P 3 —P3 ——_P3 ' p30%— P33 03—...
(P+Q) 3 Q+3-6 @ 3-6-9 @
o
2 2 2 1 2-1 -4 2-1-4_—7
P S =—pP3+Zp30-__"_p30? P303—....
(P+Q) +3 @ 3-6 @ +3-6-9 @

72. En una serie de este tipo cualquier términos puede ser

determinado por la forma del término precedente. Una serie que
—k
surge de (P + Q)%L, un cierto término tiene la forma MP "7 QF,

entonces el término siguiente tiene la forma

m—Fkn n—k+1n
m - 7 Qk+1'

(k+ Dn

Se deberia notar que en los términos siguientes el exponente de P
decrece por 1 y el exponente de () crece por 1. En ciertos casos
puede ser mas conveniente expresar la forma general (P + Q)%
como P%L(l + Q/P)%L. Entonces cuando (1 + Q/P)%L se expresa
como una serie infinita el resultado se puede multiplicar por P 0
para obtener la serie en su primera forma. Por otra parte, si m

denota no s6lo enteros, sino también fracciones, entonces n puede

ser siempre igual a 1. Ademas, si en lugar de X la cual es una

funcioén de z, colocamos Z, entonces tenemos

A
1 1-2 1-2-3 *

En lo que sigue, sera conveniente haber notado lo siguiente
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El capitulo contintia con la consideracion de los casos Z = az, Z = az +
Bz?y Z = az + Bz? + yz?3 (secciones 73-75), para concluir con el estudio
del caso general (seccion 76):

(A +az + Bz +yz2 +8z4+-- )™ L,

Continua con exploraciones de propiedades de la funcién exponencial.
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—1 —1 -2
(1+Z)77L—1 =1 + m Z+ (m )(m )Z2

1 1-2
(m—=1)(m—=2)(m—=3) 4
7
+ 1-2-3 +
* * *

CAPITULO VI

Sobre Exponenciales y Logaritmos.

96. A pesar de que el concepto de funcion trascendente de-
pende del calculo integral, antes de que lleguemos a eso, exis-
ten ciertas clases de funciones que son mas evidentes, las cuales
pueden ser convenientemente desarrolladas, y que abren las puer-
tas para investigaciones mas profundas. En primer lugar conside-
raremos las exponenciales, o potencias en las cuales el exponente
es variable. Es claro que las cantidades de este tipo no son fun-
ciones algebraicas, ya que en aquellas los exponentes deben ser
constantes. Hay diferentes clases de exponenciales, dependiendo
de si solo el exponente es variable o si ambos, la base y el ex-
ponente son variables. La primera clase es ejemplificada por a?,
mientras que la segunda lo es por y?. Ademas el exponente mismo
puede ser un exponencial como en los siguientes: a?, a’yz, v,
zY”. Nosotros no consideraremos estas diferentes formas como de
género diferente, ya que su naturaleza sera suficientemente clara
si desarrollamos solamente a”.

97. Consideremos la exponencial % donde a es una cons-
tante y el exponente z es variable. Como el exponente z representa
todos los numeros, es claro que al menos todos los enteros positi-

vos pueden sustituir a z para dar los valores determinados a!, a?,

a3, a*, a, a®, etc. Si sustituimos z por los enteros negativos -1,

1 1 1 1

PYERT Tl Sl etc. Siz = 0, entonces

1 1 2
2’ 3’ 3’
, etc. obtenemos los valores +/a, a%, a%, a%, a%, etc. Estos

-2, -3, etc., obtenemos

a® = 1. Si sustituimos z por una fraccién, por ejemplo
1

2

B~ W

simbolos pueden tener dos o mas valores, ya que la extracciéon de
raices da varios valores. Sin embargo solo vamos a considerar su
valor primario, es decir el valor real positivo puesto que a* debe ser
considerada como una funcion con un solo valor. Por esta razén
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En esta seccion se encuentra una de nuestras diferencias con la versién en
inglés: usamos la notacién i en lugar de j, pues Euler lo usaba para des-
cribir una cantidad infinitamente grande. En la version inglesa no siguen la
costumbre de Euler para evitar confusiones que pueden surgir pues i suele
usarse para denotar la unidad imaginaria.
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5 . . . .
a2 cae entre a®> y a3, y asi es una cantidad que tiene el mismo
- i . 2 2 .
género. Aunque a2 es igual tanto a —a*,/a como a a*\/a, consi-
deramos solo el segundo. De manera similar z puede tomar valores
irracionales, a pesar de que este concepto es mas dificil de com-
prender. Sin embargo, consideramos solo valores reales para z.

Asi aV7 tiene un valor que cae entre a2 y a3.

98. Los valores de la exponencial a* dependen principalmente
de la magnitud de la constante a. Si ¢ = 1, entonces siempre te-
nemos a” = 1, sin importar el valor que toma z. Si ¢ > 1, entonces
a” tendra un valor mayor si el valor de z es mayor que el que ori-
ginalmente tenia y cuando z tiende a infinito, entonces «* también
tiende a infinito.

101. Si y = a*, entonces y es una funcion de z, y como y
depende de z se comprende facilmente de la naturaleza de los ex-
ponentes. Asi para cualquier valor dado de z, el valor de a* esta
determinado.

102. Exactamente de la misma forma, dado un nuimero a,
para cualquier valor de z, podemos hallar el valor de y, asi, a la
inversa, dado un valor positivo de y nos gustaria dar un valor de
z, tal que ¢* = y. Este valor de z es, efectivamente, visto como
una funcién de y, y es llamado el LOGARITMO de y. La discusion
acerca de los logaritmos supone que existe una constante fija a
ser sustituida por a, y este namero es la base para el logaritmo.
Habiendo asumido esta base, decimos que el logaritmo de y es el
exponente de la potencia «* tal que ¢* = y. Ha sido costumbre
designar el logaritmo de y por el simbolo log y.

* * *

CAPITULO VII

Exponenciales y Logaritmos Expresados por medio de Series.

114. Puesto que a® = 1, cuando el exponente sobre a crece, la
potencia misma crece, suponiendo que a es mayor que 1. Se sigue
que si el exponente es infinitamente pequenio y positivo, entonces
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la potencia excede a 1 por un numero infinitamente pequeno. Sea
o un numero infinitamente pequeno, o una fracciéon tan pequena
que, aunque no sea igual a cero, aun se cumple ¢ = 1+ ¥, donde
¥ es un numero infinitamente pequeno. Se sigue que ¥ = w, 0
Y > w, 0¥y < w. Cual de estas es cierta depende del valor de a,
lo que no es hasta ahora conocido, asi que escribimos ¥ = kw.
Entonces tenemos que

a® =1+ ko,
y con a como base de los logaritmos tenemos
o = log(l + kw).
% * *

115. Puesto que a® = | + ko, tenemos que a'? = (1 + ko)?,
para cualquier valor que se le asigne a i. Se sigue que

i i i(i—1) 5, 5, (=1 —2) 5 ;5
=1+ -k —k —_—k e
a +lw+ 2 w” + 2.3 w” +
Si ahora colocamos i = i, donde z denota cualquier niumero finito,

como w €s inﬁnitamentecf)equeﬁo, entonces i es infinitamente gran-
de. Como tenemos w = z,, donde w es representada por una frac-
cion con un denominadcfr infinito, asi que w es infinitamente pe-
queno, como deberia ser. Cuando sustituimos ; por w queda

az:(1+k§)’i
1 iGi—1) , ,
I SO Gl
+l z+ -2 A
iG=1)G=2) 5 5, = DE=DG—3) 4
= =4y 2
Y1203 T T 1203040 o

Esta igualdad es valida suponiendo que i es sustituido por un
numero infinitamente grande, pero entonces k£ es un nuimero finito
que depende de a, como hemos visto.

: . . i—1 .
116. Puesto que i es infinitamente grande, —— = 1, y si
1
sustituimos 7 por un numero mayor, mas cercana a 1 esta la frac-

O . . .
cion ——. Por tanto, si ¢ es un numero mayor que cualquier
1

. . 3 1—1 .
numero asignable, entonces el numero —— es igual a 1. Por el
1

. . 1—2 1—3
mismo motivo —— =1,
7

— =1, y asi sucesivamente. Se sigue
2
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Euler continta explorando consecuencias de esta ecuacion para diferentes
valores de k.

Esta es, aparentemente, la primera vez que el simbolo e fue introducido
para representar la base de los logaritmos naturales.

X
Euler se refiere al hecho de que logx = i dt, que es la forma en que

1
se define la funcién logaritmica en los libros de Calculo modernos.

El resto del capitulo es dedicado al uso de series para calcular ciertos valores
particulares de la funcién logaritmo.

En este capitulo Euler hace una introduccién a las funciones trigonométri-
cas y describe sus propiedades elementales, para pasar al estudio de sus
desarrollos como series infinitas.
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i—1 1 i—2 1 =3 1 . i
que — = -, —— = -, —— = —, y asi sucesivamente. Cuando
L 21 27 33 37 44 4
sustituimos estos valores obtenemos
- kz 4 k222 4 k323 4 k424 4
1 -2 1-2-3 1-2-3-4
Esta ecuacion expresa una relacion entre a y k, ya que cuando
colocamos z = 1, tenemos
1+ k N k? N k3 N k*
a= —-
1 1-2 1-2:3 1-2-3-4
Cuando a = 10, entonces k£ es por necesidad aproximadamente
igual a 2,30258 como ya hemos visto.

* * *

122. Puesto que somos libres de elegir la base a para el sis-
tema de logaritmos, ahora tomamos a de tal manera que k = 1.
Supongamos ahora que k = 1, entonces la serie hallada en la sec-
cion 116 | | |

1
1+ =
+l+l-2+l-2-3+1-2-3-4+

es igual a a. Silos términos de esta suma son representados como
fracciones decimales y sumados, obtenemos el valora = 2, 71828182
845904523536028 ---. Cuando esta base es elegida, los logaritmos
son llamados naturales o hiperbélicos. El Gltimo nombre es usado
porque la cuadratura de una hipérbola puede ser expresada por
medio de estos logaritmos. Con el objeto de ser mas breves, para
este nimero a = 2,718281828459--- usaremos el simbolo e, el cual
denotara la base para los logaritmos naturales o hiperbélicos, que
corresponde para el valor k£ = 1, y e representa la suma de la serie
infinita

R U S
1127 1.2.3 1.2.3-4

CAPITULO VIII

Sobre Cantidades Trascendentes que Surgen del Circulo.

126. Después de haber considerado logaritmos y exponen-
ciales, ahora debemos pasar a los arcos circulares con sus senosy
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Se dice que esta es la primera vez que el simbolo 7 fue usado para denotar
la razén entre lalongitud de una circunferenciay el diametro de un circulo.

En esta seccion nuestra presentacion difiere un poco mas de la version en
inglés y nos acercamos mas a la original en latin usando en lugar de sen y
cos las abreviaturas sen. y cos. Como en la seccién 116, en la version en in-
glésusan j en lugar de i y ademas usan i para indicar la unidad imaginaria
en lugarde ./—1.

Es decir,

n—>00

e = lim (1 + 5)".
n
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cosenos. Esto no es sélo porque son un género mas de cantidades
trascendentes, sino porque se derivan de logaritmos y exponen-
ciales cuando se usan valores complejos. Esto se vera mas claro
con el desarrollo siguiente.

Si establecemos el radio, o seno total, del circulo igual a 1,
entonces es suficientemente claro que la circunferencia del cir-
culo no se puede expresar exactamente como un numero racional.
Una aproximaciéon de la mitad de la circunferencia del circulo es
3,14159265358979323846264338327950288419716939937510
5820974944592307816406286 208998628034825342117067982
1480865132723066470938446+. Con el fin de ser mas breves
usaremos el simbolo 7 para este numero. Decimos, entonces, que
la mitad de la circunferencia del circulo unitario es 7, o que la
longitud de un arco de 180 grados es 7.

* * *

138. Una vez mas usamos las formulas de la secciéon 133,
donde z es un arco infinitamente pequeno y n un numero infinita-
mente grande ¢, asi que zi tiene un valor finito v. Ahora tenemos
nz=wvyz= %, asiquesenz= 7 ycosz =1 Con estas sustitu-

ciones,
(56" (-2
2
(156 - (-2
2/-1 )

En el capitulo anterior vimos que

(l-l—z,)z = ¢e”
i

COS. vV =

S€EN. v =
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Con notaciéon moderna

e'V = cosv +isenv,

o, equivalentemente
e’ —cosv =isenv,

de donde se deduce la famosa férmula de Euler (tomando v = 7):

T +1=0.
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donde e denota la base de los logaritmos naturales; cuando susti-
tuimos z por to/—ly—-vy/—1 obtenemos

e-H)J—l + e—’uJ—l
2

COS. vV =

e-H)J—l _ e—’uJ—l
2/-1
De estas ecuaciones comprendemos como se pueden expresar las

exponenciales complejas en términos de seno y coseno reales, ya
que

SE€EN. U =

etV = cos. v + N 1-sen.v

e 'Vl = cos.v — N 1-sen. v.
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PROBLEMAS

1

En cada uno de los siguientes casos decidir si la serie dada converge o
no. En caso de ser convergente, decidir si la convergencia es absoluta
o no.

o0

1+i)"
moY
n=1 ’

o0 l 2. n
2) Z (-;—nl)
=1

Tn

(3)

n
/1 1 \"
(4) Z(5+5i).

Hallar el radio de convergencia de cada una de las series de potencias
dadas a continuacion.

WK

n

WK

1)

-
n
n=1

(2)

M2
=|‘\‘:

3
Il
-

]2
N
.3

(3)

3
Il
-

(4) 2" 7",

WK

n=1

Decimos que una sucesion compleja {z,} es una sucesiéon de Cauchy
si para todo ¢ > 0 existe una numero natural N tal que para todos
n,m > N tenemos

|zn — zml| < &.

Si {z,} una sucesion tal que z, = a, + ib,, con a,, b, € R para todo
n. Demostrar que {z,} es una sucesion de Cauchy siy solo si {a,}y
{by} son sucesiones de Cauchy.



CAPITULO

TRES OBRAS DE ABEL 1 O

La lectura de este articulo sera probablemente tan valiosa
como la de cualquier otro. . . El motivo es sugerido

por una observacion del mismo Abel, quien atribuia

su profundo conocimiento de las matemdticas al hecho de
que leia a los maestros, mas que a los discipulos.

MICHAEL SPIVAK

E n este ultimo capitulo volvemos de nuevo a nuestra (casi olvidada)
analogia con el juego del ajedrez. Por principio, las analogias se
agotan y surgen diferencias entre los “objetos” comparados. En nuestro
caso resulta que es muy dificil determinar cudl es el rey en este juego, tal
vez sea el conjunto de todos los problemas o algo asi. Sin prestar mucha
atencion a este detalle, ni tampoco preguntarnos cudl es el equivalente a
la reina, dedicaremos nuestro esfuerzo al estudio de algunos jaques magis-
trales, siguiendo una tradicion de los aprendices del juego que consiste en
estudiar las partidas jugadas por los grandes maestros.

Como hemos notado, los trabajos sobre el tema de sumas infinitas de
Newton, Leibniz, sus contemporaneos y las generaciones inmediatas am-
pliaron enormemente los horizontes matematicos, pero en muchos casos
dejaron los fundamentos un poco vulnerables. Motivados por diferentes
criticas e inconsistencias, algunos matematicos se dieron a la tarea de dar
un tratamiento riguroso a los problemas relacionados con la convergencia
(y muchos otros en Calculo que permanecian bajo un velo de misterio).
Entre todos estos pensadores surge en forma muy notable el nombre del
matematico noruego Niels Henrik Abel.

Abel mostré desde muy temprana edad un talento especial para las
matematicas y antes de iniciar los estudios universitarios ya se encontraba
realizando investigacion sobre algunos de los problemas mas importantes
de su época. Cuando se retir6 el profesor de matematicas de su universidad
todos estaban de acuerdo en que la catedra deberia quedar a cargo de Abel,

191
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pero €l declind la oferta porque, con su nobleza caracteristica argumento,
que la catedra debia ser adjudicada a uno de sus maestros, fundamental-
mente por razones de antigtiedad.

Ante la muerte temprana de su padre se vié obligado a asumir la
responsabilidad de cuidar de su madre y hermanos y, entre muchas otras
dificultades econémicas, tuvo que cancelar algunas deudas dejadas por su
padre. Signada por la pobrezay el sacrificio, la corta vida de Abel fue practi-
camente dedicada al estudio y al cuidado de su familia. A pesar de todos los
problemas personales continu6 trabajando duramente en varios problemas
matematicos de avanzada. Sus contemporaneos locales reconocieron su ex-
traordinario talento y comprendieron que su desarrollo cientifico estaria
muy limitado en su pais natal. Asi tras muchas dificultades logré una beca
para realizar un viaje de estudio por un ano, dirigido en principio hacia
Gotinga y Paris, los dos mayores centros matematicos de la época, dirigidos
por Gauss y Cauchy respectivamente.

Abel emprendi6 el viaje, llevando como carta de presentacién al-
gunos manuscritos con la soluciéon de problemas originales; pero en ningu-
na de las ciudades logroé su objetivo, pues su obra fue escasamente atendida.
Afortunadamente, en algin momento desvio su ruta y pasé mas tiempo del
que tenia previsto en Berlin, donde conoci6 y entabl6é una gran amistad
con August Leopold Crelle.

Al regresar a su patria, Abel se dedicé a sus investigaciones y luchar
para poder subsistir al no contar con un empleo permanente.

Por esta época, Crelle fund6 la primera revista dedicada exclusiva-
mente a las matematicas puras: Journal fiir die Reine und Angewandte Mathe-
matik, popularmente conocida como la “Journal de Crelle”. Abel fue uno de
los cientificos que mas aportes hizo a la revista, publicando cinco articulos
en el primer volumen y fundando la teoria de funciones doblemente perio-
dicas en un articulo del segundo volumen, asi como muchos otros, como
por ejemplo aquel famoso resultado sobre la imposibilidad de resolver la
ecuacion polinémica de grado no menor a cuatro.

La amistad y respeto de Crelle se manifestaron muchas veces en forma
significativa; por ejemplo, propuso al gobierno aleman crear una catedra
de matematicas en la Universidad de Berlin que seria adjudicada a Abel.
La catedra fue creada, pero de acuerdo a la legislaciéon de la época, un
matematico aleman solicit6 su asignacién ya que tenia prioridad por su na-
cionalidad. A pesar de la derrota Crelle sigui6 trabajando en esta direccion.

La enfermedad ligada a la pobreza y al sacrificio, truncé la vida de
este matematico a la corta edad de veintiseis anos, dejando la traza perma-
nente de un genio y una nobleza extraordinarios. Poco después del falle-
cimiento, lleg6 a su casa un telegrama que informaba que en la Universidad
de Berlin habia una nueva catedra de matematicas esperando por el joven
genio.

Un poco mas tarde se inici6 la tarea de publicar sus Fuvres Completes.
El trabajo editorial fue asumido por su amigo Bernt Michael Holmboe y fue
publicada en Oslo, en 1839. Una nueva edicién aparecié en dos volimenes
en 1881, editada por los matematicos de origen noruego Peter Ludwing
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Sylow y Marius Sophus Lie.

A continuacion se presenta un material como lectura sugerida sobre
series. El mismo consta de tres articulos que aparecieron publicados en la
Journal de Crelle junto con unas notas que solo fueron publicadas péstuma-
mente.

Hasta donde tenemos noticias estas obras no estan disponibles en
espanol y, aparentemente ni siquiera en inglés (parte del segundo articulo
esta traducido al inglés en [10], pp. 286-291).

La traduccion aparece en las paginas de numeracion impar, mientras
que en las otras aparecen algunas notas de la lectura por parte del autor.
Hemos procurado preservar el estilo del trabajo original, tanto en la redac-
cién como en el aspecto tipografico a fin de dar una idea del aroma general
de la obra, asi como una muestra de respeto y gratitud a la obra del gran
genio de Abel. Por supuesto, cualquier defecto debe ser atribuido al autor
y no a la obra original.

Figura 10.1: Retrato de Niels Henrik Abel.
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UNA GENERALIZACION DE LA SERIE BINOMICA

Este articulo aparece como la memoria X en el tomo I de las Fuvres Com-
pletes de Niels Henrik Abel, ([18], pp. 102-103), con el titulo Démonstration
d’une Expression de laquelle la Formule Binome Est un cas Particulier, publicada
en francés en la revista de Crelle en 1826.

La férmula de la que trata el articulo es un caso particular de una férmula
descubierta por Cauchy.
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DEMOSTRACION DE UNA EXPRESION DE LA QUE
LA FORMULA DEL BINOMIO ES UN CASO PARTICULAR
por

Niels Henrik Abel

Journal fir reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von Crélle,
Bd. 1. Berlin 1826.

Consideremos la siguiente expresion

(2 +)"= a"+Ta (@ + /3)"—14—”(7; S Do(a—26)(a +26)" 24 -
p 2O D D ) o )

1.2...n
+ Za@— (= DB 2@+ (1 - D) + e —np)"

siendo z, ¢ y B cantidades cualesquiera, n un entero positivo.
Cuando n = 0, la expresion queda

(z 4+ a)? = 29,

la cual es evidente. Podemos, como lo hacemos a continuacion,
demostrar que si la expresion es cierta para n = m, entonces es
cierta para n = m + 1, es decir que se cumple en general.

Sea
(l,+a)7TL — l,m+ %Oﬂ(l‘-ﬁ- ﬂ)m—l_i_%a(a_zﬂ)(l._i_zﬂ)m—z_i____
+ ﬁOt(oe —(m—=1DB)" 2(z+ (m —1)B) + ale —mp)™ .

1

Multiplicando por (m + 1)dz e integrando, tenemos

1
(l,+a)7TL+l — l,m—i—l + m;‘ Ot(l‘—i-ﬂ)m

+ P 02y (a +26)" 4
m +'l
+

ale —mpB)™ Yz + mpB) + C.

siendo C' una constante arbitraria. Para hallar el valor de C, tome-
mos ¢ = —(m + 1)8, entonces las dos ecuaciones anteriores impli-
can
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Esta linea indica que el articulo continta, pero que los editores de las (bu-
vres Complétes consideraron que el resto del material es irrelevante y lo omi-
tieron.
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(Ot _ (m + l),B)m — (_1)m[(m + l)mﬂm _ mmaﬂm—l

m(m—1)

m
o —_1Hm -2 m2 __
5 (m=1)"a(@=2p) >3

(m_2)7TL—2a(a_3IB)7TL—3+_ . _:|’

(Ot—(m-i—l)ﬂ)m+l — (_1)77L+1[(m+1)m+1mﬂm+l _ (m-l—l)mmaﬂm

+(m + 1m

> (m _ 1)m_1(¥((¥ _213)13m_1 _ :| + C.

Multiplicando la primera de estas ecuaciones por (m+1)8 y suman-
do el producto con la segunda, obtenemos

C=a@—(m+ D" + (m+ D@ —(m+ D)™,

o sea
C=a(a—(m+1)p™.

Por tanto, la ecuacion propuesta se verifica también para n =
m + 1 y también es cierta para n = 0; asi por tanto se cumple para
n =0, 1, 2, 3 etc. es decir, la ecuacion es cierta para todo valor
entero positivo de n.

Si suponemos 8 = 0 obtenemos la formula del binomio. Si

tomamos «¢ = —z, entonces tenemos
0=12z"— %l‘(l‘ + Bt 4 @m(m +2p)" !
_ nln IIZ)(Z =2 (x4 38)" 1 4 -
ahora, dividiendo por =z,
0=o" = B4 gyt 4 Mo g 2y

la cual es bien conocida; ya que el segundo miembro de esta ecua-
cién no es otra cosa que

(—1)”A(l‘n_l),

al considerar la diferencia constante igual a S.
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SOBRE LA SERIE BINOMICA

Esta es la memoria XIV en el tomo I de las (Buvres Complétes de Niels Henrik

Abel, ([18], pp. 219-250), titulada Recherches sur la Série 1+ x 421 2 1

% x3 + .-, fue escrita originalmente en francés y publicada en

la revista de Crelle en 1826 (la version en aleman fue obra de Crelle).

La parte traducida aqui comprende las paginas 219-247.

Aparentemente para la época no se acostumbraba colocar el punto final
después de una férmula cuya parte final era “...” (esto se hace consistente-
mente a lo largo del articulo).
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INVESTIGACIONES SOBRE LA SERIE

1+ 7_{L I+ m(;r.zz—l) 2 + 77L(77L;12).(3m—2) 3 +...

por

Niels Henrik Abel

Journal fir reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von Crelle,
Bd. 1. Berlin 1826.

Si realizamos un estudio critico sobre el tema de series in-
finitas en general, es decir, un estudio mas preciso, encontramos
que es basicamente insatisfactorio, y por tanto, el nimero de teo-
remas relativos a series infinitas que se encuentran rigurosamente
establecidos es muy limitado. Comunmente aplicamos las opera-
ciones del analisis a series infinitas de la misma manera que lo
hacemos con series finitas y me parece que esto no podemos con-
siderarlo como una demostracion propiamente dicha. Por ejemplo,
si queremos multiplicar dos series infinitas una por otra, escribi-
mos

(uo + u1 + uz + uz + -+ )(vo + v1 + v2 + v3 + ) = UV
+ (upv1 + uwrvo) + (uov2 + u1v1 + upvg) + -+ -
+ (uovp + U1Vp—1 + U2Vp—2 + -+ UpVQ) + -

Esta ecuacion es cierta siempre que las series ug+u;+--- y vo+v1+
- sean finitas. Pero cuando son infinitas, es necesario que sean
convergentes, ya que una serie divergente no tiene suma; luego la
serie del segundo miembro también converge. Solamente con esta
Unica condicion la expresion considerada arriba es cierta; pero, si
no me equivoco, hasta el presente no se ha demostrado. Este es el
objetivo de este ensayo. También varias operaciones similares se
justifican, por ejemplo el procedimiento comun de dividir una can-
tidad por una serie infinita, el de la elevacion de una serie infinita a
una potencia determinada, el de la determinacion de su logaritmo,
de su seno, de su coseno, etc.
Otro procedimiento que hallamos con frecuencia en analisis
y que muchas veces conduce a contradicciones, es el de establecer
las series divergentes por la evaluacion de valores numéricos. Una
serie divegente nunca puede ser igualada a una cantidad deter-
minada; es solamente una expresion alegre de ciertas propiedades
que se parecen a aquellas de las series de las cuales se derivan.
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Las series divergentes pueden en algunos casos funcionar
como simbolos formales para expresar una u otra proposicion de
manera resumida; pero nunca pueden ser colocadas en el lugar de
cantidades determinadas. Pues mediante un procedimiento de este
tipo, uno puede practicamente demostrar cualquier cosa, tanto im-
posible como posible.

Una de las series mas notables del analisis algebraico es la
siguiente:

m m(m—1) , m(m—1)(m—=2) 4
et =7 123 T
m(m —1)(m —=2)---[m—(n—-1)] ,
+ 1.2.3...n SRR

Cuando m es un numero entero positivo, vemos que la suma de

esta serie se reduce a un caso finito, la cual representamos por

(14 x)™. Cuando m no es un numero entero, la serie es infinita, y

sera convergente o divergente, dependiendo de los diferentes valo-

res asignados a m y z. En tal caso escribimos la misma igualdad
m(m —1)

(1+$)WL:1+%£U+T£U +---,

la cual solamente indica que las dos expresiones

(1+x)77L y 1+ﬁx+wx2+...’
1 1.2

tienen ciertas propiedades comunes, para ciertos valores de m y de
z, dependiendo de la igualdad numérica de las expresiones.

Asumimos que la igualdad numeérica se cumple siempre que
la serie sea convergente; pero hasta el presente este hecho no ha
sido demostrado. Ni siquiera todos los casos en que la serie es
convergente han sido examinados. Si suponemos la existencia de
la igualdad indicada, falta investigar el valor de (1 + )™, ya que
esta expresion tiene en general una infinidad de valores diferentes,
mientras que la serie 1 + mz + --- tiene solamente uno. El objetivo
de esta memoria es el de llenar una laguna existente en la solucion
completa del siguiente problema:

”Hallar la suma de la serie

m m(m—1) , m(m—1)(m—2)
1+ = B S
T T 1.2.3

”para todos los valores reales o imaginarios de z y de m para
“los cuales la serie es convergente.”
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Tal vez la idea al enfatizar el apellido en la expresion “M. Cauchy” (Mon-
sieur Cauchy) es evitar confusiones. Este punto trae a la memoria una
anécdota de Littlewood, quien comenta que creé el “fantasma matemati-
co” M. Landau, a cuyos trabajos se hacian referencias no verificadas (ver A
mathematician’s miscellany, por J. E. Littlewood, Cambridge University Press,
Cambridge, 1997. pag 164).

La expresion “para todos los valores crecientes de m” se refiere, por supuesto,
a laidea de sucesion.

*) es una forma antigua (y fuera de uso) de etiquetar las notas al pie de
pagina.
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2.

A continuacion establecemos algunos teoremas necesarios so-
bre series. En esta tarea nos servira como guia la excelente obra
de M. Cauchy ”Cours d’analyse de I'ecole polytechnique”, el cual es
muy apreciado por todos los analistas que gustan del rigor en las
investigaciones matematicas.

Definicion. Una serie cualquiera

o+ v+ V2 vy o

se denomina convergente, si para todos los valores crecientes de
m, la suma vg + v1 + v2 + --- + vy, se aproxima indefinidamente a
un cierto limite. Este limite se denomina la suma de la serie. En caso
contrario se dice que la serie es divergente, y no tiene suma. De
acuerdo con esta definicion, para que una serie sea convergente,
es necesario y suficiente que para todos los valores crecientes de
m, la suma vy, + V41 + - + Vm4n S€ aproxime indefinidamente a
cero, para cualquier valor de n.

Luego, dada una serie convergente cualquiera, el término ge-
neral v,, se aproximara indefinidamente hacia cero *).

Teorema 1. Si g¢, 01, 02 ... representa una serie de canti-
Om+1

dades positivas, el cociente , para todos los valores crecientes

m
de m, se aproxima indefinidamente a un limite « mas grande que
1, entonces la serie

000 + €101 + €202+ -+ E€moOm + -+,

em es una cantidad que para todos los valores crecientes de m se
aproxima indefinidamente hacia cero, sera necesariamente diver-

gente.
Teorema 11. Si para una serie de cantidades positivas gg +
01+ 02+ -+ om + - €l cociente Qmt1 , para todos los valores
Om

crecientes de m, se aproxima indefinidamente a un limite ¢ mas
pequeno que 1, entonces la serie

000 + €101 + €202+ -+ EmoOm + -+,

donde ¢,, es una cantidad que para todos los valores crecientes de
m se aproxima indefinidamente hacia cero, sera necesariamente
convergente. En efecto, de acuerdo con nuestra suposicion pode-
mos tomar valores de m suficientemente grandes para que 9, +1 <

QOm, Om+2 < OOm+1,.--Om+n < ¥Om+n—1-

*) Para abreviar, a lo largo de esta memoria @ representa una cantidad que es mds pe-
quena que cualquier cantidad dada.
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El teorema III es fundamentalmente el Lema de Abel (Lema 5-2).

Esta es la féormula de sumacion parcial de Abel (Teorema 5-1).

Los teoremas IV y V son esencialmente el Teorema del Limite de Abel (Teo-
rema 7-25).
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Se sigue que 9,4 < a*o,, vy por tanto

om +om+1+ -+ oman <om(l+a+a®+---+a") < lQ_an
luego, tenemos un argumento mas fuerte

Om
—a

EmOm + Em+1Qm+1 + -+ Em+nOm+n <

Ahora, como 9,4+ < ako, v @ < 1, resulta claro que ¢, tiende a
cero y, en consecuencia la suma

EmOm + Em+10m+1 + -+ Em+nOm+n

se aproximara hacia cero. Luego la serie indicada es convergente.

Teorema 111. Si tg, t1, t2, ...ty ... designa una serie de can-
tidades cualesquiera y si p,, = to + t1 + t2 + -+ + ¢, €s siempre
menor que una cantidad determinada §, entonces tenemos

r=¢eoto +e1t1 + &2ta + -+ emtm < Seo,

donde ¢, €1, &2, ... son cantidades positivas decrecientes. En efec-
to, tenemos

to = po, t1 = p1 —Po, t2 = p2— p1. etc.
luego
r=¢&opo + €1(p1 —po) + e2(p2 —p1) + -+ Em(Pm — Pm—1),
o también

r=poleo—&1) + p1(e1—&2) +--+ pm-1(Em—1 —&m) + Pmém.

Como las diferencias €9 — 1, €1 — &2, ... son positivas, la cantidad r
es evidentemente menor que §¢y.

Definicion. Una funcion fzr se denomina funcion continua de
z entre los limites z = a y = b, si para cualquier valor de z

comprendido entre estos limites, la cantidad f(z — ) se aproxima
indefinidamente al limite fz, para valores siempre decrecientes de
B.

Teorema 1V. Si la serie
fa=v9+ v + U2(¥2+ et upa™

es convergente para un cierto valor § de «, entonces sera conver-
gente para todo valor menor que § y, para todos los valores siempre
decrecientes de 8, la funcién f(«—f) se aproximara indefinidamente
al limite fo, suponiendo que « sea igual o inferior a §.
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Notemos que ¢ es continua pues es la suma finita de funciones continuas.

Es decir o
V(@) = lim ¥(@) < lim (—) »=0.
m—00 m—o0 \ §
Luego

lim[f(a) = fla +h)] = lim[p(a) —¢(a + h)] + lim [y (a) — (@ + )] = 0.
—0 h—0 h—0
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Sean

2 n—1
vo + V1@ + v2a” + -+ vy @™ = pa,

m—+1 o
Um + Um@ + Upa1 o 4= Ya,

entonces

a\m o\ m+l1
Yo = (g) Um5m + (g) Um—l—lfsm—'—1 + -

m
asi, de acuerdo con el teorema III, ya < (%) p, donde p de-

signa la mayor de las cantidades v,,8™, v 8™ + vy +18™ T, v, 8™ +
Vm+18™ T + v, 428™12 etc. Tenemos entonces que para todo valor
de «, igual o inferior a §, podemos tomar valores de m suficiente-
mente grandes para obtener

Yo = o.

Pero fo = ¢a + Ya, entonces fo — f(a — ) = pa —p(a — ) + w.
Ademas, ¢a es una funcion entera de «, podemos elegir f
suficientemente pequeno para que

pa—pla—p) =w;
0, lo que es lo mismo
fo—fla—-p) =w,

que es lo que debiamos demostrar.
Teorema V. Sea

vo + V18 + v28% + - -+

una serie convergente, donde vg v1, v2 ... son funciones continuas
de una misma cantidad variable z entre los limites z = a y z = b,
entonces la serie

fazvo+vla+vzot2+-",

donde @ < §, es convergente y es una funcién continua de z entre
los mismos limites.
A continuacion se demuestra que la serie fx es convergente.
Luego procedemos a demostrar que la funcién fz es continua.
Sea

n—1
vo + v + -+ v = gu,

m m-+1 _
Up@ " + Up410 + =Y,

de donde
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Este razonamiento es andlogo al del teorema IV.

Este es el Teorema de Cauchy-Abel (Teorema 6-4). Aqui Abel confronta

un problema de notaciéon que aun hoy en dia se presenta con cierta fre-
(o .¢]

cuencia y es el hecho de que el simbolo E an denota tanto la sucesion
n=1
{sn} de sumas parciales de la sucesion {a,} como lim s,. En este caso
n—00
{vo, v1, v2, ...} denota una sucesion, {0¢. 01, 02, . .. } la respectiva sucesion
de sumas parciales y p el limite de la segunda.
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fx =9z + Y.

Pero

a\m o\ m+1 o\ m+2
Yo = (g) v 8™ + (g) Um-l—l(sm—’—1 + (g) Um+25m+2 + e

luego, si designamos por fz a la mayor de las cantidades v,,5",

v 0™ + Um+15m+1, U Um—f—lfsm—'—1 + vm+25m+2 etc., tenemos por
el teorema III:

v < (%)m Oz.

Ahora tomamos m suficientemente grande para que se cumpla
Y = w,y en consecuencia también tenemos

fr=9pr+ w,
donde w es menor que cualquier cantidad dada.
Analogamente
f@=P) =9 —p)+o,
de donde

fr—=f(x—p)=9r—p-p)+o.

Por la forma de ¢z resulta claro que podemos elegir 8 suficiente-
mente pequefno para que se verifique

pr—9(r—p) = o,

es decir
fr—f(z—pB) = w.
Por tanto la funcién fz es continua *
Teorema V1. Designemos por 0y, 01, 02 etc. o0¢’, 01/, 02 etc.

los valores numeéricos de los miembros respectivos de las dos series
convergentes

vo+ v +v2+---=0p,
v’ + v+ v+ =7,

*) En la obra de M. Cauchy citada arriba (p. 131) se encuentra el siguiente teorema:
”Cuando los diferentes términos de la serie, ug + u; + u2 + -+ son funciones de una
"misma variable z, continuas con relacion a dicha variable, en una vecindad de un valor
“particular para el cual la serie es convergente, la suma s de la serie es también una fun-
“cion continua de z, en la vecindad de este valor particular”. Me parece que este teorema
admite algunas excepciones. Por ejemplo la serie

sen r — %Sen2m+ %Sen3m—~~~

es discontinua para todo valor (2m + 1)z de z, siendo m un nimero entero. Como bien
sabemos muchas series son de este tipo.
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Aqui hay una pequena inconsistencia de notacién: py’ significa lo mismo
/
que p.

Aqui se presenta una inconsistencia de notacién con los g similar a la
indicada arriba.

Esta es la condicion de Cauchy.
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si las series

eo+o1+o2+--
Q0/+Q1/+Q2/+...

son también convergentes, entonces la serie ro+r;+7r,+---, donde
los términos generales son

'm = UOUm/ + Ulvm—ll + U2Um—2/ + -+ UmUOI
también converge y tiene por suma
(vo+v1 +v2+ - )(vo +vi' +v2" +--4).
Demostracion. Considerando

Pm =vo+vi+va+---,
/ / / /
Pm =00 +vi +va -,

facilmente vemos que

(a) ro+ 7112+ ram = pmpm’ + [Povam” + prvam—1’ + -
+ pm—lvlm—i—l +(=1)
+ po'vam + pi'vam—1 + -
+ p/m—lvm—i—l(: t/)]-

Sea
0o +o1+o2+--=u,

/

Q0/+Q1/+Q2/+---:u,

es claro que, sin considerar el signo, tenemos,

t< U(QIZm + Qll +o2m-1+--+ le—i—l)
' < U/(QZm + 01+ 02m—1+ -+ 0m+1)-

Pero silas series go+01+02+-- Yy 0o'+01'+02'+ - - son convergentes,
entonces las cantidades ¢t y ¢/, se aproximan indefinidamente al
limite cero, para valores siempre crecientes de m. Haciendo que m
tienda a infinito en la ecuacion (a), tenemos

ro+ri+r2+r3+e=(vo+ v Fv2+-) (v + i’ + v 4.

Si to, t1, ta,...,t0/, t1/, t2’... dos series de cantidades positivas o
negativas, cuyos términos generales se aproximan indefinidamente
hacia cero, se sigue por el teorema Il que las series to+ta+tra?+---
y to’ + ti’a + ty’a? 4 ---, donde « designa una cantidad inferior a la
unidad, son ambas convergentes. Esto es lo mismo que asignar a
cada término su valor numérico luego, por el teorema anterior:
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Esta es una aplicacion del Teorema del Limite de Abel (Teorema 6-4).

Aqui hay una pequena inconsistencia o tal vez un error de imprenta. Lo
importante es tomar en cuenta que ¢ no denota la funcién definida por la
ecuacion (1), sino el argumento del nimero complejo x.

Esta es una nota de los editores de las QCuvres Completes.
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(to+tia+taa® +-- ) (to/ +ti'a+tr e’ +--)
(b) = toto + (t1to' + tot1") a + (tato’ + t1tr' + tot) &®+- -
+ (tmto' +tm—1tl +tm—ata' +- -+ toty ) a™ +---
Ahora supongamos que las tres series
to + tioa + tro® + - -
to' +t1'a + t) o + -
toto’ + (tito” + tot1’) + (tato’ + tit1' + tota') + -
son convergentes, entonces, por el teorema IV, aplicado en la ecuaciéon
(b) se tiene que o converge hacia la unidad:
(to+ t1 + tot+--)(to +t1" +t2' +--+)
= toto' + (t1to’ + tot1)) + (t2to" + taty + tot2') +---

3.

A continuaciéon examinamos la serie propuesta,

m m(m — l) 2
1+ — 22 7
+ll‘+ T2 7+

Designando por ¢m, y adoptando la siguiente notaciéon para abre-
m m(m—1) __ 1 m(m—1)...(m—m+1) _

viar 1 = mo, T = Mi, 1.2 = ma2, y €n genera 1.2..m

my, es decir

1) em = mo + miz + maz* + -+ myuat + -

A continuacion hallamos los valores de m y de x para los cuales la
serie es convergente.
Las cantidades m y z son en general imaginarias, asi *).
r=a+bi, m=Fk+ ki,
donde a,b, k, k' son cantidades reales. Por tanto los valores en la
ecuacion (1) tienen la forma
pm = p + qi,

donde p y ¢ son dos series cuyos términos tienen valores reales.
Podemos hallar estas series de la siguiente manera: Sean

1 a b

(a®> + bv?)2 =a, — = cos g, — =seng,
o a
de donde
r =0o(cosg + iseng),

donde « y ¢ son cantidades reales, @ se asume positiva.

*) Para todas las férmulas escritas en esta memoria ¢ representa +/—1. Nota del editor.
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Los “dos puntos” (:) en esta férmula no constituyen alguna notacién mate-
matica particular sino que sirven para indicar el factor por el que debe
multiplicarse a fin de obtener la ecuacion siguiente. Una traduccion mas
acorde con el espiritu (pero alejada del estilo original que queremos preser-
var aqui) del texto seria

Asi, multiplicando por
xP* = a(cos @ + i sen )" = a*(cos e + i sen ug),

obtenemos

myxt =al§18285.. .8, [cos(me +y1 +y2 + -+ yu)
+isen(ue +y1+vy2+ -+ vl
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Si escribimos
m—pu+1 E+FKi—p+1

i

=6y (cosy, + iseny,) =

hallamos

1
5 (m—u+1)2+(k')22 E—p+1 K
= _ — ;COS Yy =———F—;seny,=——.
: n n B M by

Si en la expresion

— 1
mokt Sy (cosy, + isenyy),

tomando i sucesivamente los valores 1,2, 3, ... u, obtenemos yu ecua-
ciones que multiplicadas término a término resultan

— mm—1)...(m—u+1)
e 1.2...n
= 618283 ... 0 fcos(y1 + y2 4+ -+ yu) +isen(yr +y2 + -+ vl

Asi obtenemos, multiplicando por
* = o (cosg + isen ) = at(cos up + isen puy) :

myzt = at818283 ... 8 [cos(ug +y1+v2 +--- 4+ vu)
+isen(ue +y1 4+ v2 + -+ vl

ahora usamos una nueva notacion para abreviar

810203...8u =1y, po+y1+y2+-+yu=0ayu:
myzt = A, (cosf, + isenb,,).

La expresion (1) se cambia por la siguiente,

om =1+ Iy (cos 07 + isenby) + lra (cos B + isen 6;)
+ -+ lat(cos O, +iseny) + -,

concluimos que

om =1+ lja cos 6y +l2a2c0592+---+Aﬂa“0059u+---
+ iljosen O; + lraa?senfy + -+ + lyatsenfy, +---).

Luego

© P :l+l10{C0591-‘rl2(¥2C0592+"-+lMOtMCOSQM-i-"-

q= llasenGI+lzazsen92+---+lua“sen9ﬂ+---

Entonces las series seran divergentes o convergentes, dependiendo de
que o sea superior o inferior a la unidad.
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De la expresion de [, tenemos que [, 41 = d,+1(,, luego

1
Lo = g luoh,

1

—_— a(; =+ N
L yva 1

ademas tenemos

1
2 / 2712
=[5+ ) T
u+1 w1
luego, para valores siempre crecientes de u, tenemos que 4§, se
lyprahtl
lyat
«. Luego, por los teoremas I y II de la secciéon anterior, las series
p y q son convergentes o divergentes, dependiendo de que « sea
superior o inferior a la unidad. Y esto es exactamente la serie
propuesta ¢m.
El caso o = 1, sera tratado mas abajo.
Como la serie ¢m es convergente para todo valor de « inferior
a la unidad, entonces la suma es una cierta funcién de m y de z.
A continuacién, establecemos una propiedad de esta funcion con
la ayuda de la que deseamos hallar: Tenemos

aproximara al limite 1y, por consiguiente tiende al limite

<Pm:m0+m1x+m2m2+---+mul~ﬂ+...,
90”:n0+n1m+n2m2+---+nul~ﬂ+...,

donde n, designa el valor de m, para m = n. Concluimos, por el
teorema IV:

em.on = tote’ + (tot1’ + t1to’) + (tota + t1t1’ + tato’) +---
+ (toty + t1t' y—1 + tat’ 2 + -+ tuto) + -+,

donde t,, = mya*, t,/ = n,2*, suponiendo que la serie del segundo
miembro sea convergente. Sustituyendo los valores de t, y ¢,/
tenemos

pm.en= mong + (mony1 + ming)z + (momz + miny + mzno)mz-i----

+ (mony + ming—1 + many— +---+ myne)zt + -

Ahora, de acuerdo a una conocida propiedad de la funcion my,
tenemos

(m+n)y =mony +ming—1 + many—s +---+ myno,

donde (m + n), designa el valor de m, cuando sustituimos m por
m + n. Entonces por sustitucion tenemos
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em.on = (m+n)o+ (m+n)1z+ (m+ n)x®+ -+ (m+ n)zh +---
De acuerdo a lo anterior, el segundo miembro de esta ecuacion es
una serie convergente y exactamente ¢(m + n); asi

(3) em.on = @(m 4+ n).

Esta ecuacion constituye una propiedad fundamental de la funcion
¢m. De esta propiedad deducimos una expresion de la funcion en
forma finita usando funciones exponenciales, logaritmicas y circu-
lares.

Como vimos arriba, la funcion ¢m es de la forma p + ¢i, siendo
p y q siempre funciones reales y continuas de las cantidades k, &/,
aye,ym==Fk+k'i, x =a(cosp + isen ). Sea

p 4+ qi = r(cos s + isens),
donde

1
> +¢)z=r, ézcoss, gzsens,

siendo r siempre positivo y s una cantidad real. Si escribimos
r=f(kFK), s=ykE),

resulta

(3" p+ qi =k + ki) = fk, K)[(cos ¥ (k, k') + isen ¥ (k, k).

De esta forma, colocando sucesivamente [, I’ y k+ 1, ¥’ + 1’ en lugar
de ky &/,

oI+ 1'3) =f(1, D[(cos (I, 1) + isen (1, )]
o[k + 1+ (K + 1]
=f(k+ LK +1)[(cosy(k+ LK +1)+iseny(k+ 1K +1)].

De la igualdad ¢m.¢n = ¢(m + n) obtenemos que
elk+ 1+ ik +1'i] = ok + K)o + I'4),
tomando m = k+£k"i, n = [+1'i. Entonces, sustituyendo obtenemos

FOA+LE + D)[(coswr(k + 1, K + 1) +iseny (k+ 1K + )]
= f(k,ENF( U)[cos(y (k, &)+ v (1 1)+ isen(y (k, k) + v (1, I)].

De esta ecuacion resulta, al separar los términos reales de los ima-
ginarios
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fk+1, K +cos  (k+1, K417y = f(k, ) f(1, Ucos[w (k, k') +y (1, 1]
fle+1, K+ Useny (k+ 1, K+ = f(k, K f(L, Usen[y (k, )+ (1, 1)].
Elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones miembro a miem-

bro, queda
[k + LE + )7 = [f(k, K)f(L D),
de donde

(4) ftk+ LK +1)=fk,KHFT).
Por esta igualdad, las anteriores se transforman asi:

cosY(k+ 1,k +1") = cos[y(k, k) + v (I, 1],
seny(k+ 1K + 1) =sen[y(k, k) + v, 1],

de donde se deduce
(5) vk +1LE+1)=2mmr+vk k) + v, 1),

siendo m un numero entero positivo o negativo. Ahora usando las
propiedades de las funciones f(k, k') y ¥ (k, k') de las ecuaciones (4)
y (5). De acuerdo con esto son funciones continuas de k y k' entre
dos limites cualesquiera de las variables. En efecto, de acuerdo
con el teorema V, p y ¢ son, evidentemente, funciones continuas.
Entonces tenemos
/ 2 244 / p q .

S K = 07+ P)F cosy (b K) = 2o TR
donde f(k, k'), al igual que cosvy (k, k') y seny(k, k'), es una fun-
cion continua. Podemos suponer que v (k, k') es también continua.
Ahora pasamos a examinar la ecuacion (5). La funcion ¢ (k, k') es
continua por el hecho de que m tiene el mismo valor para todos los
valores de k, k/, I, I'. Asignando sucesivamente los valores [ = 0,
k = 0, obtenemos

Yk, K +1)=2mn + vk k) +v(0,1),
V(LK +1) =2mr + (0, k) + v, 1).

Eliminando entre estas ecuaciones y la ecuacion (5) las dos canti-
dades v (k. k) y v(l,1'), queda

Yk K+ )+ E + 1) =2mr + 90, K) + 0,0 + vk +LE+1).

, seny(k, k') =

Por tanto
(6) vk K +1) =0k,
2mmx + (0, k') + ¥ (0,1) = a,
luego
(7) Ok+60l=a+0(k+1).

Asignando sucesivamente los valores | = k, 2k, ..., ok, nos queda
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20k = a + 0(2k),
0k + 0(2k) = a + O(3k),
0k + 0(3k) = a + 6(4k),

Ok +0(o— 1k = a + 6(0k),
De estas ecuaciones, tenemos
(7) 00k = (¢ —1Da+ 0(0k).
Luego, considerando k =1,
00 =o[0(1) — a] + a,
y tomando 6(1) —a = ¢,
(8) fo = co + a.

Es decir dado el valor de la funcion ak, cuando k£ es un numero
entero. Ademas la funcion 6k tiene la misma forma para todo va-
lor de k, lo cual podemos demostrar facilmente, como hacemos

. .. . .. 1% .
a continuacién. Si en la ecuacion (7') tomamos —, siendo p un

numero entero, nos queda ¢.6 (g) = (0 — 1)a + 6u. Luego, por la

ecuacion (8)
Ou = cu + a,

luego, sustituyendo y dividiendo por g, tenemos

£)-(3)

La ecuacion (8) se verifica para todo valor positivo y racional de p.
Sea | = —k, la ecuacion (7) se convierte en

Ok + 0(=k) = a + 6(0).
Entonces, tomando k£ =0
0(0) = a,

por tanto
0(—k) =2a — 0k.

Si k es un racional positivo, tenemos que 6k = ck + a, de donde
0(—=k) = —ck + a.
La ecuacion

9) 0k = ck + a,
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se verifica para todo valor racional de k£ y en consecuencia, puesto
que 6k es una funcion continua, para todo valor real de k.
Ahora 0k = y(k, k' +1'), y a = 2max + ¥(0,k") + ¥ (0,!'); con-
siderando ¢ = 6(¥, "), obtenemos
(10) vk, E+1)y=0F, ). k+2mm+¥(0,k)+v(0,0).
Por tanto, considerando k£ = 0,
YO,k +1')=2mmx + ¢ (0,k) + v(0,1).

Esta ecuacion tiene la misma forma que la ecuacion (7) y de manera
analoga

V(0,k) =Bk —2mm,
siendo B’ una cantidad independiente de &'.

Colocando !’ en lugar de £/, obtenemos v (0,1') = —2mnx + B'l'.
Sustituyendo los valores de (0, ') y ¥ (0, ') en la ecuacion (10) nos
queda

vk, K +1)=0K 1) k+ B K +1)-2mmn.
Vemos que 6(k’,1") es una funcién continua de ¥’ + I’. Designando
esta funcion por F(k' + 1), queda

vk K +1)=FK +1). k+B'* +1)—-2mmn,
y, en consecuencia, tomando [’ = 0,
vk, k) =FK . k+ 'K —2mn.
Notemos que
vk K +1)=2mr + ¢k k) + (0,10,

V(0,0 =pl' —2mmn,
entonces la ecuacion anterior queda asi
FE+U) . k+B' (K +1U)=2mr =2mr+ Fk . k+B'K —2mmx +p'l' —2mn,
es decir:

F(K +1)=FFK.

Tomando k' = 0, obtenemos FI’ = F(0) = § = Fk'. Entonces se
sigue que el valor de vy (k, k') es de la forma,
(11) V(k, k) =Bk + B’k —2mm,

donde B y B’ son constantes. Este valor de ¥ (k, k') satisface la
ecuacion (5) con toda generalidad, como es facil de ver.
A continuacion examinamos la ecuacion

[+ LE+1)=f(k,EYF(UT).
Puesto que f(k, k') es siempre una cantidad positiva, podemos es-
cribir
fl. k) = eF®RD,

donde F(k, k') representa una funcion real continua de ky &’. Susti-
tuyendo y aplicando logaritmo a los dos miembros, tenemos
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El “punto” (.) que debe ir al final de esta férmula no aparece en el original.
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Flk+1LK+1)y=FEkK)+ F(U,1).

Como esta ecuacion coincide con la ecuacion (5), colocando F' en
lugar de ¥ y 0 en lugar de m, por la ecuacion (11) resulta

(12) F(k, k) =8k + 8’

donde § y §', al igual que B y 8, son dos cantidades independientes
de k y de k’. La funcioén f(k, k') tiene la forma

f(k, k/) — 68k+8/]€/

Las funciones vy (k, k') y f(k,k') son siempre de esta forma,
luego, por la ecuacion (3')

(18) ok + K + i) = SR F +[cos(Bl + B'K) + i sen(BE + B'K),

donde falta hallar las cantidades §, &', 8, B’, que no dependen de
las funciones @ y ¢. Asi tenemos

ok + kK + 1) =p+ qi,

donde p y ¢ estan dadas por las ecuaciones (2). Separando las
cantidades reales de las imaginarias resulta

68k+8’k’+ cos(Bk + B'K') = 1 + lja cost + l2a2 cosfy + ---
+ ot cos Oy + -
SRR en(Bk + BK) = lLia sendy + la?senfy + -

+ ot senby, + - -

(14)

A continuacion consideramos el caso donde m es real, es decir,
cuando £’ = 0. Las ecuaciones (14) toman la forma

k k(k—1
e‘gkcosﬂkzl—i-—acosw-i- ( ) 2

2
N 5 cos2¢
k(k—1)(k—2
BE=DE=2) 5o
(15) 1.2-3
Sk k k(k—1) ,
e’V sen Bk = Ta sen @ + 5 a“sen2¢
k(k—1)(k—2) 5 B
T3 3 a’sen3p +--- = Oa.

Para determinar § y B, tomemos k = 1, entonces

68COS,3:1+06COS(p; e‘gsenﬂ:asen@.

Luego
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5 _ 2,4
e’ =(1+2xcosp +a)2,

1+ acose asen g
cos ff = =, sen B = T
(1 +2xcosgp + a?)2 (1 + 2 cosp + a?)2
angp o sen @
angff = ——.
8 1+ oacose

Esta ultima ecuacion se cumple, designando por s el mas pequeno
de todos los valores de B que la satisfacen, y que se encuentra

. . ” . T
restringida a los limites ) y 3

B = s+ pm,

siendo u un nimero entero positivo o negativo. De las ecuaciones
(15) se obtiene:

8 8

fa = S cos k(s + pum) = e° coskscoskum — e’ senks . sen kur,

]

0o = €% sen k(s + umw) = e’ sen ks cos kumw + ¥ cosks . sen ku.

De donde
cos kur = e_‘gk(fa. cosks + Ba . sen ks),
sen kumw = e_‘gk(Ga. cosks — fa.senks).

Ahora, de acuerdo con el teorema IV, las funciones 6o y fa son
continuas de «; en consecuencia cos kum y sen kuswr conservan los
mismos valores para todo valor de «. Por tanto, para hallarlos es
suficiente asignar a @ un valor cualquiera. Sea « = 0, observando
que =1, fa=1,0ad=0,s=0, tenemos

coskumr =1, sen kur = 0.

Sustituyendo los valores en las expresiones de fa y 6o, y recor-
dando que ¢’ = (1 4 20 cos¢ + al)%, obtenemos

k k
fo = (14 20cosg +al)? cosks, Ba = (1 +2acosp +al)? sen ks.

Entonces las ecuaciones (15) se transforman en:

k(k—1) k(k—=1)(k=2) 4

k
1+—a cos g+

1 2 a” cos2¢p+ T(x cos 3¢+ -+
= (142« cos<p+a1)§ cos ks,

(16) k k(k—=1) , k(k—=1)(k=2) 5
TO( seEn ¢+TO€ seEn 2(p +T €n 3(p+ .

k
= (142 cos p+a) 2 sen ks,
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Aqui siguen unos cdlculos bastante detallados para deducir las ecuaciones (18)
abajo.
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. - b/ b )
donde s se encuentra restringido a los limites -5y +5 y satisface

la ecuacion
o sen ¢

t =
ang f 1+ oacosy

Las expresiones (16) fueron establecidas por primera vez por M.
Cauchy en la obra citada arriba.
* * *

Las ecuaciones (14) quedan de la forma

1+ lijacos O + l2a200592+---+kua”c059u 4.
eSF=BN+ cos(Bk + 8K') = p,
liasen 67 + Ao’ sen B+ --- + lyotsenf,, + ---

eSF=BF+ sen(Bk + SK') = q.

(18)

donde

o sen

8§ = Llog(1 4+ 2 cos ¢ + a?), = .t _—
2 8 ¢ ) p=arc angl—i—otcos<p

luego la suma de la serie propuesta es igual a p + ¢i y tenemos

—1 -1)... — 1
1+ﬁm+mm2+...+m(m )...(m—p+ )$M+...
1 1.2 1.2...n

= SFPK *[cos(Bk + §K') + i sen(Bk + §K)).

Entonces tenemos
m=k+k, z =a(cosp + iseng) = a + bi,
luego

a = va%+ b2, acosp = a, aseng = b,

§ = Llog(1 +2a + a® + ) = 2log[(1 + a)® + 7],

= t
B = arc ang -——

Sustituyendo y escribiendo m por ky n por k', esta expresion
toma la forma:
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La “etiqueta” de la ecuacion (19) aparecen en esta posicion en el original.

Parece que en algunos casos Abel usaba arc. tang como una abreviatura mas
que un simbolo matematico.

La ecuacion (20) es la serie binémica.
Seguidamente Abel presenta una cantidad de calculos desarrollando los

casos para diferentes valores de a, b,. ..

Esto corresponde al apartado A de la secciéon 5 donde Abel examina la
convergencia de las series.
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(19)
. Nm — 1 ;
1+ 41_ " (a+ bi) + U +1m)(m 2+ m)(a + bi)®
+(m+nli)(m_l—;ni)(m_;+ni)(a+bi)3+"'
+(m+ni)(m—1+n2i)(m—2+;”)"'(m_m;l+ni)(a+bi)”+---

= [cos (m arc tangH_La%nlog[(l + a)? + bz])

+isen (m arc tang H_La%nlog[(l + a)® + bz])]

x [(1 + a)2 + bZ]%Le—n arctangH_La'

Como sabemos esta expresion es cierta, al igual que la expre-
sion (18), para todo valor de o = +/a? + b? inferior a la unidad.
Considerando, por ejemplo b =0, n = 0, tenemos la formula

m(m—1) ,

(20) 1+ 2 a+ at+--=0+a)™,

1 1.2

la cual vamos a explotar a continuacion.

A.

Sumacion de las series o cos ¢ — 3% cos2¢ + 2o cos3p — - -+,

2

asen@ — %a sen2¢ + %a3sen3<p—--- .

Si suponemos que « es superior a la unidad tenemos que las series
son divergentes. Si « es inferior a la unidad, tenemos que las series
indicadas arriba son convergentes y sus sumas son las cantidades
B y é§ de la secciéon 3. y en consecuencia  y § estan dados por las
ecuaciones (18),

% log (142« cos ¢+a®)=a cos <p—%a2 cos 2<p+%a3 cos3¢p—: -+
(34) o sen @

arc. tangl p— (p:a sen <p—%a2 sen 2<p+%a3 sen 3¢—--;

Entonces las sumas de estas series cuando ¢« = +1 o « = —1 con-
vergen cuando « tiende a estos limites. La primera expresion queda
de la siguiente forma suponiendo que los segundos miembros de
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las ecuaciones son series convergentes, y por tanto, de acuerdo
con el teorema II, para todo valor de ¢ excepto para ¢ = 2u + )&
en la primera expresion y para ¢ = 2un en la segunda, siendo u
un entero cualquiera positivo o negativo.

La segunda formula es, suponiendo que ¢ se encuentra entre
n'y —n y usando el hecho de que

asen @
arc. tangm

= arc. tang(tg %(p) = %(p :
(35) %(p = sen <p—% sen 2<p+%sen 3p—--(entre p = 4+mwyp = —m).

Cuando ¢ = 7 0 ¢ = —m, la serie se reduce a cero, como sabemos.
También sabemos que la funcién:

sen @ — %sen2<p+ %sen3<p—---

tiene la notable propiedad de ser discontinua para los valores ¢ = 7
y ¢ = —n. En efecto, cuando ¢ = £, la funcion se reduce a cero,
mientras que si ¢ = +(7 —«), siendo o @ un numero positivo menor
que 7, el valor de la funcién es

“5-9)
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ACERCA DE LAS SERIES

La memoria XVI en el tomo II de las Cuvres Completes de Niels Henrik
Abel, ([18], pp. 197-205), son extractos de un conjunto de notas tituladas
Sur les Séries, escritas originalmente en francés en la segunda mitad del ano
1827, parecen formar parte de un proyecto mas general y fueron publicadas
postumamente (como todo el material del tomo II).

”»

A diferencia del articulo anterior aqui se usa el punto después de “...” en
una ecuacién que aparece al final de un parrafo.

Esta es la condicion de Cauchy.
La palabra “limite” se usa aqui no en el sentido matematico moderno sino
como sinénimo de “extremo” (de un intervalo, en este caso).
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ACERCA DE LAS SERIES
por

Niels Henrik Abel

Definicion. La serie
uo +ur +uz + -+ up + -
se denomina convergente, si en
Sp = uo t Uyt U2+t up

podemos hallar un n tal que sy,+,, es diferente de una cantidad
determinada s por una cantidad tan pequena como uno quiera.
En este caso s se denomina la suma de la serie y escribimos

s=1uo+uyr +uz+----

Si s;,, para todos los valores de n esta contenido entre dos
limites finitos la serie se denomina indeterminada y si s, sobrepasa
todo limite se llama divergente.

Tenemos el siguiente:

Teorema. Para que una serie sea convergente, es necesario y
suficiente que la suma w41+ tp+42+- -+ Up+m, para un valor cual-
quiera de m y para todo valor de » mas grande que un cierto limite
tan grande como se quiera, estando contenido entre dos limites
también tan cercanos como se desee.

1. Sobre la convergencia de series cuyos términos son todos positivos.

Teorema. Sila serie

o + w1+ Uz + -y e

es divergente, entonces la serie siguiente:

U1 (%) us3 Unp
-+ttt +t—+
S S

0 1 2 n—1

también lo es, si @ no supera a la unidad. Tenemos

log n log (l + n ) <t
Sn—1 Sn—1 Snp—1
luego
U1 U2 Un Sn Sn—1 S1
sp/ = — 4+ —+-+ > log +log——+---+log—+---,
S0 S1 Sn—1 Sn—1 Sn—2 S0

sp’ > log s, —log so;
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Esta es la primera vez que la notacion X para series aparece aqui, lo cual no
significa que esta sea la primera ocasion en que Abel la usara. El tomo II

de las (Buvres complétes contiene una memoria escrita durante los viajes de
1 1 1

. ) 1
Abel la cual se titula Les fonctions transcendentes X = ) =35> ) —g e Y —
a a a a”

exprimées par des intégrales definies, pp. 1-6.

Aparentemente la notaciéon convencional para limites no estaba plenamente
establecida en los dias de Abel y parece que ¢l usaba lim. como una abre-
viacion de la palabra “limite”.
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recordando que s, puede sobrepasar todo limite, s’ es divergente
y concluimos lo mismo para

Un

o
Sn—1

U1

u u

o o
S0 51 Eb)
donde @ < 1.
Teorema. Si la serie Y u, es divergente, entonces la serie
¥y Un_ es convergente, si « es positivo.

S7L()t+l

—o —o —o —o —o —a—1 _ Un
Sp—1 — Sn = (sp—unp) = — Sy > Sn + asy cUnp —a-m,

n
en consecuencia la serie
Un
22 1+«
Sn

es convergente.
Aplicacion. Supongamos que u, = 1, tenemos que s, = n. En
consecuencia la serie

TEEEOI U
23" 4 n

es divergente, y por tanto

1
- +ot

1+ Da+1 3a+1 natl

es convergente. Si la serie Y¢n es divergente, se sigue que para
una serie convergente cualquiera X, el mas pequeno de los limites
L sea cero.

En efecto, supongamos que por el contrario

Up = Pn -@n,
donde p, no sea mayor que «. Luego
Yup > Ya.pn,

es, en consecuencia, divergente.

Sabemos que la serie 2% es divergente, luego para que una
serie Yu, sea convergente, es necesario que el mas pequeno de los
limites de nu, sea cero.

Pero esta no es una condicion suficiente. En general podemos
demostrar que no existe una funcion ¢n tal que toda serie Y u,, sea
convergente si lim.(¢n.uy) = 0, y divergente en caso contrario. En

efecto, la serie
1
y—
on

es divergente de acuerdo con la hipétesis, y la serie siguiente
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1

1
on. Z‘—w(n_l)

es convergente; pero sabemos que esta serie es divergente al igual
que la anterior. Por tanto M. Olivier esta seriamente equivocado.

p)

La serie
l-l— ! + ! 4+ 4 ! +
I I

es divergente. Pero

1 1
log(1 + n) —log n = log (l + —) < —,
n

n

luego
REEPIL I
273 n—1_ 8™

En consecuencia, la serie

1 1 1
2log?2 * 3log3 * 4log4 o nlogn *

es divergente. Sea ¢n una funcién continua de n indefinidamente
creciente, tenemos

@"(n +0)
1.2
p(n+1)—pn < ¢'n,
@' (0)+¢'(D) +---+¢'(n) <p(n+1) —¢0);

p(n+1) =pn+g¢'n+

entonces la serie
9O+ o'+ +¢'(n) + -

es divergente.

Sea

emn =log™(n + a),
tenemos

/

(P/mn = —loggm—1n = 4 m—ln’
dn Om—-171
, 1
O mn

- (n + a). log(n + a). log*(n + a)...log"(n + a)’
entonces la serie

1

logn . log®n. log® n...log

m—1 n
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es divergente.

n d(logm n) _ (logm n)l—(x

pn =

o (log™n)® l—a
o] 1
pn= l—a (log" n)*-1’
o'n = d(log™ n) . 1

dn (log™ n)*’
pn+1)—gn=9¢'(n+1) <¢'(n+1), (<),

] 1 1
LA [log"(n — 1]l (log™ n)e=1}’

/ 1 ! !
p(n—1)< —o {[logm(n —2)|e-1 - [log™ (n — 1)0{—1]} ’

@+ (a+1)+--+¢'n<

l—a [log™ (a — 1)]*— 1"

"(a) +¢'(a+1)+---+¢'n+--- es convergente.
%
Luego la serie

1

n.logn.log*n.log> n...log"™ ' n.(log" n)lte

es convergente si o > 0.

Si
I log (un .n.logn. log? 71. log3 n...1og" 1 n) 1
m . 1 m+1 =L
og n
En efecto, en el primer caso tenemos
1 > (logm n)l—i—(x
Up.n.logn.logZn.log>n...logm" 'n ’
1
u < b
" T n.logn.log?n.log’ n...log" ' n.(log™ n)l+e
etc.
Si
1 d m
- log (U_n . d—nlog n)
lim. Toa 1 > 1, convergente;
og n

<1, divergente;

=1, puede ser convergente o divergente.
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Este es el teorema V del articulo sobre la serie binémica.
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Si la serie Ya, z" es convergente entre —« y +«, entonces tam-
bién es convergente la serie que se obtiene derivando cada término.
Estas derivadas son todas funciones continuas entre —« y +o«.

Si go(y) + e1(y) .7+ @2(y) . 2% + -+ eu(y).a" + - = f(y) es
convergente para todo valor de z menor que «, y todo valor de y

desde B (inclusive) hasta otra cantidad cualquiera, tenemos
lim. f(y)= lim. @o(y)+z. Lm. ¢1(y)---
Yy=B-w Yy=B-w Yy=B-w
=Aog+ Az +---+Apz" +--- =B,

en todos los casos esta ultima serie es convergente.
[f(B—w) — R] = [po(B —w) — Ao] + [p1(B —w) — A1] .x + -
+lon(B—w) — Apla” +--

= [po(B —w) — Ao] + [r1901(B — @) — A1z1]T2 + -
+[(p7L(,3_w).l"iL—Anl"iL]l‘g + ...

donde 71 < @, 75 < 1.
Sea [pm (B —w).z]" — Apx]'] el mayor de los términos

<p0(,3—w)—A0, (,01(,3—&))—/111‘1,...,

entonces

k
fB—w)=R+ . [om (B — ) . x{" — Amzl'],

donde k es un numero comprendido entre +1y —1. El coeficiente &
converge para valores decrecientes de w que tienden a cero, luego

li%n- f) =R =Ag+ Az + Apz? + Asza® + .-+
Y=p—w

Por tanto tenemos el siguiente teorema:
Si oy, ¢1%,... son funciones continuas de y entre 8 y o, si
ademas la serie

@) = 0o(y) + 1(y) .z + @2(y) . 2% + -+

es convergente para todos los valores de z menores que «, entonces
f(y) es también una funcion continua de y.
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Este uso de la expresion “Lim.” sugiere la idea de mi interpretacion de la
notacion usada por Abel.
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Por ejemplo, la serie

f)=1Y.z+2Y 22 +3Y 23 +4Y 2* 4. 4 0¥ 2" ...
es convergente si z < 1, para cualquier y; entonces f(y) es una
funciéon continua de y desde —oco hasta +oo.

1 1
fly) :seny.m+§sen2y.m2+EsenSy.mz’—i----

es una funcion continua de y, si z < 1. Si z = 1, la serie es tam-
bién convergente, pero en este caso f(y) es discontinua para ciertos
valores de y.

Y Y 2 Y 3
l+y2m+4+y2$ +—9+y2$

fy) =

es convergente si x < 1, para todo y. Luego f(y) es una funcion

continua de y. Si por ejemplo y converge hacia %, entonces f(y)

converge hacia cero. Por el contrario x = 1, la serie ain es conver-
. . T
gente, pero para valores crecientes de y, f(y) converge hacia > y

no hacia cero.
Nota I. Siuna serie

vo(y) +(P1(y).l‘+(p2(y),;p2+ "'+<pn(y).x" T

es convergente paraz < @y y < 8, entonces la serie siguiente nunca
es convergente:

A0+A1.:E+A2.:E2+---+An,l~”+...;
por ejemplo

2 n+1
sen a sen a sen a
y+ yl«+...+—yl~"+...
) ) )

es convergente, si z < 1, y > 0; mientras que la serie
Ao+ A1z +-+ o a+a*z+---+a" 2" +...

es divergente si az > 1.

Nota 1I. Lién. [po(y) + @1(y) .z + -+ @p(y). 2" + ---] es finito

Y=p—w
siempre que la serie Ag + A1.2+---+ A, .2" 4+ --- es convergente;
por ejemplo,
I+a+--+a’—[14+2a+---+(y+ Da?].z

1 2)
+(1+3a+...+way)l«2_

1 4 a 4 4 ay lim. (f) 1
= ceef ————— lim. =\
1+z (1422 (ot O =13y
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Esta y otras frases que aparecen entre corchetes fueron agregadas por los
editores de las (buvres Completes.

Este es, evidentemente, un error de imprenta. Por supuesto tanto en la
igualdad como en la desigualdad se trata de a,, en lugar de a” en el primer
término.

Aqui los editores de las QFuvres Completes omitieron unos detalles.

La notacion lim. significa, por supuesto, lim .
n:% n—o00
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[Coloquemos]
_ : m m-+1 m-+2 m—+n
R = lim. (am2z™ + amt12™"" + G220 4+ ampnz™ ),
donde a,, am+1,... son positivos, [y sean]

(a —w)" =a™s,
w=uo (l— %)

[tenemos]

m m+1 m
R=a"asn + Clm+105m+15 44 a7n+n05m+n s +1’

m
R > (ama + am+1(¥m+l N am_'_nam—i—n)(g T +1’

etc.

Sea
fo = (af’ + aPz+a¥e?+ ) + (afP+aPerai a4 -
P IO ) SR I

una serie convergente, si z < 1.
Sean

(1)

Ao = 1im1-(a(()0) +aV + a0 . a0,
n=1

A = liml.(ago) + agl) + agz) + .4 agn)), etc.,
n=g

tenemos

fl‘:A0+A1x+A21‘2+...+Amxm+__.’

si la ultima serie es convergente.
[Escribiendo]

fnT = A(()n) + Agn) + Agn) +oeet Am(n) + -
se deduce que

fl‘:A0+A1£L‘+---+Aml'm+....

Desarrollando f(z + w) como serie de potencias de w. Asi tenemos
que

lim. (ao+ a1x + axaz® +-++) = ag+ a1f + azp? + azf> + -+,
r=B+w
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si la Gltima serie es convergente; puesto que si a,z" es positivo
finito,

1
P:lmLm0+mx+@ﬁ+~0=6,

=p—-w

si ag + aja + ara® + --- es divergente.
[Coloquemos]

flz+ o) =a0+ a1z + o)+ ax(z + ©)* +--, r+ow<l;
f(z+ ) = ag+ (a12 + a10) + (2222 + 2a20 + ar0?) + ---,

luego
f(x+ o) = a0+ a1z + azz® + -+ (a1 + 2022+ - o + -+,

es decir: 7 5
T T
f(l“'f‘w):fl"‘f‘Tw-i-iwz'f"“,

si esta serie es convergente. Entonces lo sera siempre: Tenemos

[z (n+1)(n+2)

17 n= anp + (m+ Dap+12 + T2 Ap4at® + -0,
:L‘;L&:l‘?an—i-(n-i-l)anq_ll‘?—'—l+w an+2$?+2+---,
1.2...n 1.2
T+ w =1, z1 <1,
T = 1112, zp < 1,
. a) | U,
m11.2...n<vn(x1—$1x2) l—xzzl—xz’

}Li:i {m} = cero, luego etc.
0
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EriLOGO

Los matematicos, en su forma muy particular han rendido honor a la memo-
ria de Abel, siguiendo la tradicion de asociar el nombre a los teoremas
obtenidos por el investigador. En este caso, como hemos visto, en el tema
de series existen varios resultados que llevan el nombre de Abel, pero el
asunto no se limita a este tema, de hecho existen muchos otros teoremas, asi
como objetos matematicos, entre los que destacan las integrales abelianas y
los grupos abelianos.

En el ano 1902 el Rey Oscar II de Suecia y Noruega propuso crear un
premio internacional, tal como lo habia sugerido el matematico Lie, pero
la propuesta no se critalizé porque los dos paises se separaron en 1905.

Mucho después, en agosto del 2001 el primer ministro de Noruega
anuncio el establecimiento del Premio Abel, como parte de la conmemora-
cion del bicentenario de su nacimiento. El premio, de caracter interna-
cional, se otorga anualmente desde el ano 2003 y es considerado equiva-
lente al Premio Nobel.
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Los libros se hacen a partir de un arbol. Es un conjunto de
partes planas y flexibles (llamadas todavia hojas) impresas con
signos de pigmentacion oscura. . . La escritura es tal vez

el mayor de los inventos humanos. Un invento que une personas,
ciudadanos de épocas distantes, que nunca se conocieron

entre si. Los libros rompen las ataduras del tiempo. . .

CARL SAGAN

1 tema de series, de una u otra forma se encuentra presentado en
cualquier texto de Calculo o de Calculo avanzado. Entre todos los

libros disponibles sugerimos los siguientes que son verdaderos clasicos de
la disciplina.

[1]

(2]

Calculus (4% edicion), por Michael Spivak, Publish or Perish, Hous-
ton, 2008.

Este libro considerado con frecuencia como una excelente “Introduc-
cion al Andlisis Real” ya que frecuentemente es utilizado en cursos
donde el estudiante ya maneja los aspectos operatorios del Calculo
y se dedica por tanto a la exploracion de los aspectos tedricos con
mucho mas énfasis y profundidad de lo que se hace en los libros or-
dinarios. (Es de esperar que esta edicion sea publicada en espanol
pronto por la Editorial Reverté, mientras tanto tenemos disponible la
segunda edicion de 1993).

El otro clasico del tema, dirigido a un espectro mas amplio de estu-
diantes es:

Calculus (volumen 1, 2% edicién), por Tom Apostol, Editorial Re-
verté, Barcelona, 1983.

Uno de los aspectos mas singulares de este libro es la presentacion del
Calculo siguiendo un orden histérico. La exposicion de las diferen-
tes materias es muy precisa y con frecuencia presenta ejemplos que
ilustran muy claramente los conceptos y teoremas, asi como motiva-
ciones historicas y geométricas que contribuyen a facilitar la lectura
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(en el caso de las series, por ejemplo, se presenta una descripcion de
la paradoja de Zenon).

Como indicamos en alguna ocasién, estos textos son la fuente de to-
dos los ejemplos (y de casi todos lo problemas) presentados en este libro.

Otro famoso libro de Calculo, un poco viejo (lo cual lo hace muy
interesante desde el punto de vista histérico) y muy notable desde el punto
de vista pedagogico, en sus tiempos mas o menos el equivalente al libro de
Spivak, es:

[3] A Course of Pure Mathematics (10™* edicién), por Godfrey H. Hardy,
Cambridge University Press, Cambridge, 1994.

En cuanto a textos de Calculo Avanzado que pueden servir en el con-
texto tenemos los dos clasicos siguientes, aunque un estudiante de un curso
mas o menos comun de Calculo probablemente nunca necesite acudir a es-
tas referencias, pero sin duda seran muy utiles para el quiera profundizar
en los aspectos teoricos.

[4] Analisis Matematico (24 edicion), por Tom Apostol, Editorial Reverté,
Barcelona, 1983.

[5] Principles of Mathematical Analysis (3™ edicion), por Walter Rudin, Mc-
Graw-Hill, Nueva York, 1976.

La siguiente referencia es un pequeno libro dedicado exclusivamente
al tema de sucesiones y series el cual se caracteriza por un esquema muy
riguroso y una gran cantidad de ejemplos.

[6] Infinite Sequences and Series, por Konrad Knopp, Dover, Nueva York,
1956.

En este libro hemos trabajado haciendo énfasis en la importancia
de la convergencia de una serie para usarla como objeto matematico, de
tal manera que la divergencia suele interpretarse como una propiedad no
deseada (ver epigrafe en la pagina xi). Aunque hemos trabajado princi-
palmente con un concepto de “serie convergente” y hemos mencionado
incidentalmente otros dos: “segun Abel” y “segtin de Cesaro”, los cuales
incorporan ciertas restricciones especiales. Como establecimos en los lu-
gares correspondientes estos dos conceptos de convergencia implican la
convergencia en el sentido convencional, sin embargo las proposiciones
reciprocas no son ciertas, asi que podemos tener una serie convergente en
el sentido de Abel o de Cesaro y no en el sentido usual, pero con algu-
nas propiedades matematicamente importantes, resultando que, después
de todo, la divergencia no es algo tan malo. Con esta idea de fondo te-
nemos el siguiente texto especializado, probablemente el tnico sobre la
materia.
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[7] Divergent Series (2da edicion), por Godfrey H. Hardy, Chelsea, Nueva
York, 1991.

Por motivos evidentes, la lectura de esta obra es recomendada a aque-
llos que ya han completado un buen estudio sobre series en términos
generales, pero una revision ocasional puede ser muy util para el lec-
tor interesado en informacion histérica sobre series. Esta es la fuente
de donde fue tomado el pensamiento de Abel (indicado arriba) que
aparece como epigrafe de este libro.

Un estudio avanzado de series de potencias complejas se encuentra
en todos los libros de Analisis Complejo, particularmente en el clasico:

[8] Complex Analysis, por Lars Ahlfors (3™ edicion), McGraw-Hill Co.,
Nueva York, 1979.

El concepto de sucesion convergente puede ser planteado en esque-
mas mas amplios mediante una generalizacion del concepto de distancia
(como por ejemplo en los Problemas 1-15y 2-5). La idea es considerar un
escenario brindado por un conjunto cualquiera X en el cual se encuentra
definida una “distancia”; entonces una sucesion en este “espacio métrico”
es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los niimeros naturales y su
recorrido es un subconjunto de X y la nocién de convergencia es una tra-
duccion del concepto de convergencia estudiado aqui reemplazando ade-
cuadamente los signos de “valor absoluto”. Una presentacion muy elegante
de este tema y de muchos otros relacionados con la naturaleza de estos
espacios se encuentra en el libro siguiente:

[9] Set Theory and Metric Spaces (2% edicién), por Irving Kaplansky, Chel-
sea, Nueva York, 1977.

Otro libro dedicado al mismo tema (y que por motivos diversos he
tenido que leer en multiples ocasiones) es

[10] Topologia de los Espacios Métricos, por Fernando Mejias, Publicaciones
del Vicerrectorado Académico de la Universidad de Los Andes, Méri-
da, 2006.

Un area especializada sumamente ttil en el estudio de la convergen-
cia de series es el de las desigualdades y sobre este particular hay varias
fuentes disponibles; sin embargo debe hacerse notar que existe otra varian-
te del problema que es el estudio de desigualdades que involucran series
como por ejemplo la desigualdad de Minkowski en el Problema 2-6; sobre
este particular, a pesar del paso de los anos (la primera edicién fue publi-
cada en 1934), la referencia generalmente aceptada como texto clasico por
excelencia es:

[11] Inequalities (2% edicién), por Godfrey H. Hardy, John E. Littlewood y
George Pélya, Cambridge University Press, Cambridge, 1997.
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Los tres autores de esta colaboracion escribieron material sobre filo-
sofia, psicologia y ensenanza de las matematicas; en particular el libro de
Littlewood tiene caracter anecdoético sobre experiencias que pueden resul-
tar interesantes para cualquier aprendiz de esta ciencia.

Mucho mas alla de esta obra maestra la colaboracién entre Hardy y
Littlewood es considerada como una de las mas fructifera de la historia (se
dice que fue Littlewood quien agregé en la referencia [7] el pensamiento
de Abel que hemos colocado como epigrafe de este libro en la pagina xi).

[12] A Mathematician’s Miscellany, John E. Littlewood, Cambridge University
Press, Cambridge, 1997.

En cuanto al libro de Hardy, es una presentaciéon personal del sig-
nificado de la profesion de matematico, en especial son interesantes sus
observaciones sobre la relacién entre “matematica pura” y “matematica apli-
cada”, ya que términos generales a ésta tiltima no la considera matematica
en absoluto.

[13] A Mathematician’s Apology, Godfrey H. Hardy, Cambridge University
Press, Cambridge, 1990.

A continuacién pasamos a referencias tutiles para evaluar el papel del
concepto de serie en el desarrollo del Calculo. La primera de las referencias
no es precisamente un libro de historia, sino una excepcional exposicién de
los conceptos fundamentales del Calculo partiendo del concepto de serie,
tal y como fue el proceso historico, pero presentado en forma sistematica.

[14] An Infinite Series Approach to Calculus por Susan Bassein, Publish or
Perish, Houston, 1993.

Sobre los aspectos historicos senalados en este libro, para empezar,
las cartas de Newton a Leibniz sobre la serie binémica fueron traducidas de
una notable seleccion de textos matematicos:

[15] A Source Book of Mathematics por David E. Smith, Dover, Nueva York,
1959.

Otra traduccion de los documentos pero con una apariencia muy mo-
derna se encuentra en el tomo 3 de otra valiosa seleccion, particularmente
interesante para quien gusta de leer escritos originales y biografias.

[16] Sigma, el Mundo de las Matemdticas (3" edicion, tomos 1-6), por James R.
Newman, Ediciones Grijalbo, Barcelona, 1968.

El material sobre series infinitas de Euler es traducido del siguiente
libro (el cual a su vez es una traduccion del texto original en latin).

[17] Introduction to Analysis of the Infinite, Book I por Leonhard Euler, Sprin-
ger-Verlag, Nueva York, 1988.
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Para la traduccion de los articulos de Abel que aparecen en el Capi-
tulo 10, hemos usado, por supuesto:

[18] uvres Completes por Niels H. Abel, Christiana, Johnson Reprint Cor-
poration, Nueva York, 1965.

Para profundizar en los detalles de la vida de Abel existen varias refe-
rencias disponibles pero tal vez la mejor de todas es la siguiente biografia,
muy bien documentada y excelentemente expuesta.

[19] Niels Henrik Abel, Mathematician Extraordinary, por Oystein Ore, Chel-
sea, Nueva York, 1974.

Algunos aspectos sobre el desarrollo histérico de las series se encuen-
tran dispersos en las siguientes obras de caracter escolar.

[20] Elementos de Historia de las Matematicas (2d'd1 edicion), por Nicolas Bour-
baki, Alianza Universidad, Madrid, 1976.

[21] The History of Calculus and its Conceptual Development, por Carl Boyer,
Dover, Nueva York, 1949.

[22] An Introduction to the History of Mathematics (6" edicion), por Howard
Eves, Saunders College Publishing, Nueva York, 1990.

[23] A Concise History of Mathematics (4* edicion), por Dirk Struik, Dover,
Nueva York, 1987.

En las paginas 122 y 123 de esta ultima referencia se encuentra una
reproduccién de la deduccién de la igualdad e'* = cosx + i senx del
Introductio in Analysin Infinitorum de Euler. Mas detalles sobre esta férmula
aparecen en:

[24] ;Qué Son las Matematicas?, por Richard Courant y Herbert Robbins,
Fondo de Cultura Econémica, México, 2002.

Sobre el papel historico de las cartas de Newton a Leibniz acerca de
la serie binémica, se encuentra un buen estudio en:

[25] The Life of Isaac Newton, por Richard Westfall, Cambridge University
Press, Cambridge, 1993.

Algunos elementos adicionales sobre el particular se hallan en:

[26] Isaac Newton, Adventurer in Thought, por A. Rupert Hall, Cambridge
University Press, Cambridge, 1992.

Claro esta, los libros indicados arriba son biografias de Newton y no se
dedican exclusivamente a temas de Calculo. Otra biografia que trata minu-
ciosamente todos los detalles, en especial los pormenores de la controversia
entre Newton y Leibniz sobre la prioridad en la invencién del Calculo es:

[27] Newton (2 volimenes), por Gale Christianson, Salvat Editores, Barce-
lona, 1986.






SOLUCIONES A PROBLEMAS ESCOGIDOS

... Euclides, que sistematizo de modo brillante la geomelria y que
en cierta ocasion dijo a su rey, que luchaba con un dificil problema
matemdtico: “no hay camino real hacia la geometria’. . .

CARL SAGAN

n esta seccion se ofrece indicaciones generales para resolver algunos

de los problemas del texto. En cada caso se presenta la idea princi-
pal con una referencia sobre su aplicacion y se deja al lector la tarea de
desarrollar los detalles.

CariTuLo 1

1 (1) a, = (1/2)" 1,
(2) an = (3/2)""".
(8) an =3""1/2m.
(4) Podemos definir a, =sin esimparya, =n—1sin espar, o
también a, = n + (—1)".
(5) an = (=1)""Y2/n para n impar y a, = 0 para n par. Una
version muy elegante es a, = sen(nx/2)/n.
2 (1) “”:nil_n:l - 11 —(1+%).
1+ o

Entonces lim a, = 0.
n—>oo

(2) Observemos que paran = 4k, k € N tenemos que a, = cos(2knm) =
I; mientras que paran = 2k — 1, k € N se cumple que a, =

cos(2km) = 0. Por tanto la sucesion diverge.

(3) Por la Regla de L’Hopital tenemos

1
llm —_— = 1m e
X—>00 2% x—00 2* log 2

’
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(4)

()

(6)

(7)

(8)
9)

(10)

(11)

por tanto

Similarmente al problema anterior tenemos que

. n
im = =0

Para n par tenemos que a, = 2y paran = 2k — 1, k € N se
cumple que a, = 0. Luego la sucesion diverge.

Notemos que —1 < (—1)" < 1 para todo n. Entonces

_1\n
ool 2
n n

de donde
1 -1
lim L = 0.
n—oo n

Como en la parte (6) podemos probar que

I =D
—— < < - para todo n,
n n
por tanto
—1)"
lim =1 =0.

Por otro lado tenemos que la sucesion {1 + (—1)"} diverge, luego
-D" 1+ (D"
=D (2 )

la sucesion a, = es divergente.

lim 2" =20 = 1.
n—>oo
Para n par tenemos que (—1)" =1, por tanto {2,4,6,...} esuna
subsucesion divergente de {ay, }.
2/3

Sabemos que —1 < cos(n!) < 1 para todo n. Ademas lim

n—oopn + 1
0, de donde

_ n2cos(n!)
lim —— =0
n—o00 n+1

Tenemos

1 n
(—1y" + 2n (_5) +1

ay = = .
—1 n+1 2n+1 1 n
0T _(__) 12




(12)

(14)

(15)

(16)

5 (a)

(b)
(c)
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Entonces

lim a, = —.
n—o00 2

Con un procedimiento andlogo al del problema anterior resulta

) 1
wi5,on = 3¢
nmw
Observemos que paran = 4k, k € N se cumple que cos -5 = 1,

nmw
mientras que paran = 2k + 1,k € N, cos -5 = 0. Por otro lado
la sucesion {n/(n + 1)}, converge hacia 1, entonces la sucesion

{1 + 735 cos BE} es divergente.
Sabemos que —1 < sen(n") < 1 para todo n y que

. (=D"n
lim ——— =0.
n—oo pn+1

Entonces

. (=D /n sen(n™)
lim =
n—o00 n+1

0.

Sia = b = 0 es evidente que la sucesion converge hacia 0. Ahora,

sea @ = max(a, b) > 0, entonces

n
an = Va" +b" =« ,"/in (" +b") =af (ﬁ)n + (é) :
o \ \a o

luego

lim a, = «.
n—>oo

Supongamos que x, — o < 0. Entonces aplicando la definicién
de limite para ¢ = —o tenemos que existe un N, tal que para
todo n > N se cumple que

|xn —a| < —a.
Es decir
o <xp—o<-—o paratodon > N.

De donde
20 < xp, <0 paratodon > N,
pero esto contradice la hipotesis.
Aplicar la parte (a) a la sucesion definida por a, = x, — yj.

Tomar x, = 1/n.
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6 Dar un ejemplo de una sucesion

{ar1,a12,a13,....41n,...,021,022,023,...,0425, ...}
donde |
ag, = k+—.
n

Formar una sucesion {a,} con todos los numeros racionales em-
pezando por 0 y continuar con el siguiente esquema (sin preocu-
parse por las repeticiones):

1 1 1 1
1 2 3 4
v / v /
_1 _1 _1 _1
1 2 3 4
/ v / v
2 2 2 2
1 2 3 4
v / v /
_2 _2 —2 _2
1 2 3 4
/ v / v
3 3 3 3
1 2 3 4
v / v

y luego utilizar el hecho de que todo intervalo abierto contiene algiin
nimero racional.

Dado ¢ > O existe un N € N tal que para todo n > N se cumple

£
|an—€|<§.
Luego
Me
|aN+aN+1+---+aN+M—M£|<T,
de donde
1 ML
— ML) —
’N+M(GN+GN+1 +an+m ) N M
Me e
< — < —.
3(N+M) 3

Podemos elegir M suficientemente grande para que se cumpla que

Mt o< (a1 +az + +a)<8
J— — a a “ e —.
N+ M 3 Y INgm T NI =3

Luego

’N+JM@1+'“+GN+M—£4<8-
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10 (a) Supongamos que p ¢ [a,b], esdecir p <aop >b. Sip <a,
existe un N tal que para todo n

sin > N, entonces |x, — p| <a — p.

Luego
2p—a < x, <a, paratodon > N,

lo cual es una contradiccién. Proceder en forma andaloga si p >

b.
(b) Tomemosa =0,b=1,x, = 1/n.

16 (a) Dado e > 0 existe un namero natural N talque sin > N entonces
|an — £]
Pero ||an| — |€]| < |an — €|, entonces sin > N tenemos
llan| — |€]] < e.

Para una segunda demostracion consideremos f(x) = |x| para
todo x y apliquemos el Corolario 1-15.

(b) Consideremos a, = (—1)" para todo n.
17 Tomemos o = {a,}, B = {bn}, y = {bn} € M.

(a) |an — by| = 0 para todo n, por tanto sup{|a, — b,|} > 0.
Sisup{|a, —bn|} = 0, entonces |a, —b,| = 0 para todo n, es decir
an = by, para todo n.
La proposicion reciproca se prueba en forma analoga.

(b) Esta es una consecuencia inmediata del hecho de que
lan — bn| = |bn — an|

para todo n.

(c) Por la desigualdad triangular para niimeros reales tenemos
lan —bp| < lan — cn| + |cn — bnl.
entonces
sup{lan — bnl} < supilan — cal + [cn — bnl}
< supi{lan — cnl} + supilcn — bal}.
18 Ver el Teorema 3-33.

20 (a) Tomar a : N — N la funcién identidad.
(b) Definira : N — Z por
_J1—=(n+1)/2 sinesimpar,

n — .
n/2 sin es par.
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(c) Evidentemente el caso mds importante es cuando A y B son in-
finitos. Si A = {ai,a2,...} y B = {b1,bs,...}, considerar « :
N — A U B definida por

__)a@+1)/2 sin esimpar,

an .
bnj2 sin es par.

(d) Un poco mas general que en la indicacion es el Problema 1-6.

(e) Supongamos que A, = {an1,dan2, ...}y consideremos el siguiente

diagrama:
ail aiz ais ai4
v /! v /!
azi azp az3s az4
/! v /! v
asi asp ass as4
v /! v /!
asy aqn as3 aq4
/! v /!

21 Para demostrar que PAl implica a PA2 supongamos que existe un
e > 0tal que 1/n > ¢ para todon € N. Entonces 1/¢ < n para todo
n lo cual contradice PA1.
Ahora supongamos que PA2 es cierto. Dado k > 0si x < 0 es sufi-
ciente tomar n = 1. Supongamos que x > 0, Para ¢ = k/x existe
una n € N tal que % < %, de donde x < nk.

Ahora probaremos que PAl es cierta a partir de PA3. Sea x un
numero real cualquiera, para k = 1 existeun n € N tal que x < n.

CApriTULO 2

1 (1) Utilizando el método de descomposicion en fracciones simples
para demostrar que

1 1/ 1 1
Cn—)@2n+1) 5(2n—1 _2n+1)’
— 1 . .
entonces ’; (2}1 — l)(2n i 1) €S una serie telescoplca que Ccon

verge hacia 1/2.
> 2 2 =\t 2 &1
Y -w2(3) w23
o BEE-E0)
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™ g’;)al”(;l - i;)(f_o)n - 1(1)(?05'

(9) Notemos que

oo
. Z 1 .
entonces la serie n sen — €s dlvergente.

n=1 n
1 L
(10) Recordando que / 2 dx = arctgx, entonces es facil ve-
X
e n+1
rificar que la serie Z /n T2 dx es telescopicay converge

n=1

hacia /4.

Si la serie Z(an + bp) fuese convergente, entonces la serie Z b, =
Z(an + by) — Z ap seria convergente.

Tomar cualquier serie convergente E ap y definir b, = —ay.

a
Consideremos a, = (—1)". La serie Zan diverge y lim =0.
n o0

—oo 1
Consideremos o = {a,}, B = {by}.y = {cn} € L2(R).

(a) Puesto que (a — by)? > 0 para todo n tenemos que la sucesién
n

de sumas parciales s, = Z(ak — by)? cumple s, > 0 luego

k=1
A(a, B) > 0 (ver Problema 1-4(a)).

Por otro lado, si A(«, B) = 0 entonces
o0
Z(an - bn)2 =0,
n=1

y an = by para todo n. La proposicion reciproca se prueba de
forma similar.



266 Fernando Mejias

(b)
(c)

(b)

(c)

Basta notar que para todo 1 se cumple que (a, —by)? = (bp—an)?.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que

n n
PIESRRTDIEE
k=1 k=1

de donde obtenemos que

n n
D+ Y xu’+
k=1

k=1

Luego

Dk —b)? < | D (ak —c)* +
k=1 k=1

Entonces, por el Problema 1.4(b) tenemos

o0 o0
Y an —bn)? = (| D an —cn)® +
n=1 n=1
Supongamos que X = {x1,x2,...,xn} es finito. Dado ¢ > 0

consideremos la coleccién de intervalos [x; — /4N, x; + ¢/4N],
i=1,2,...,N. Entonces

2 EREARRRES) L
U AN T AN/l 2
Supongamos que X = {x1, x2,...}. Dado ¢ > 0 consideremos la

coleccién de intervalos [x, — &/2" ! x, +¢/2" 1, n = 1,2,....
Entonces

3 [+ 5o (s 7m)] =+ X

Dado ¢ > 0 para cada n existe una colecciéon numerable de inter-
valos [anm, bnm] tal que

o)
Xm C U(anm,bnm)
n=1

oo
Z nm<2m+2
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Entonces
o0 o0
U Xmc U @ims bam),
m=1 m,n=1
y
o0 o0 s s
D tam =) s = <
m=1 m=1

(d) Notemos que el complemento [0, 1] \ C del conjunto de Cantor
es la union numerable de intervalos cerrados, uno de los cuales
tiene %, dos miden 3%, cuatro miden 3% y asi sucesivamente. En-
tonces tenemos que

> 2o 12\
medidade[O,l]\C:ZWZEZ(g) — 1.

n=0 n=0

de donde
medida de C = 1 — medida de [0,1]\ C = 0.

(e) Un rectangulo cerrado en R? es el producto cartesiano [a, b] x
[c,d], siendo [a, b] y [c, d] intervalos cerrados (andlogamente de-
finimos los rectangulos abiertos (a,b) x (c,b)). El area A del
rectangulo [a, b] X [c, d] esta definida por

A= (b—a)d—c).

Entonces, decimos que un conjunto X C R? tiene medida 0'si para
todo ¢ > 0 existe una sucesion de rectangulos cerrados [a,, b,] x
[cn, dp] tal que

X C U(an,bn) X (Cn,dn)

n=1

o0
E A, <e.
n=1

(f) Imitar la parte anterior.

CariTULO 3
o0
. ) 1
1 (2) Divergente, comparar con la serie Z PEYER
n=1
(3) Divergente, utilizar el problema anterior.
1 1

(4) Convergente, porque < o7 para valores grandes de n.

(logn)”
(5) Divergente, note que n3/(n* + 1) “es practicamente” 1/n para

valores grandes de n.
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(6) Convergente, pues v li)gn < nis
(7) Convergente, pues ! = ! .
m+3)! +3)n+2)n+1)
(10) Divergente, pues —ﬁ es practicamente \/11_2 = % paran
grande.
. n . n 1
(11) Divergente, pues Gn—2)n—1) es practicamente oz = on
para n grande.
00
2 Puesto que la serie Z an converge tenemos que nll)rgo an = 0, en-
tonces "=
lim L = +o00,
n—>0o q,

o0
1
de donde concluimos que la serie Z — diverge.

a
n=1 "

4 Comparando con la serie
1.1 ,.1.1,1.1
It 3+33t3 3+
obtenemos que la serie sugerida es divergente.

5 Los términos de la serie sugerida E an pueden reordenarse de la
forma

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(Bt td+drdtgtmt ) +(1+i+5+).

Es decir, E apn esla suma de dos series convergentes. Ademas para
los casos en que n es un “cuadrado perfecto” se cumple que na, = 1.

CAPiTULO 4

1 (3) Notemos que para todo x > 0O suficientemente pequeno se cumple
senx < x, entonces para n suficientemente grande tenemos que
sen(1/n) < 1/n, de donde

1 1
2
sen” — < —.
n~— n?
Luego, notando que cos(1/n) > 0, tenemos que para todo n sufi-

cientemente grande se cumple

1 sen?(1/n) - 1 1

1 —cos— = < —.
O Ty cos(1/n) = n?[1 + cos(1/n)] ~ n?




(4)

()
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oo

1
Asi que la serie 2:(—1)"Jrl (1 — cos —) es absolutamente con-
n

n=1
Vergente.

o0
La serie E (-1t arctg es condicionalmente conver-

ot 2n+1
gente. En efecto, se cumple que
. 1
arctg
im — =Xt Ly X,
X—>00 1 y—=>01tgy
2x + 1
o0
Pero como la serie Z ! es divergente, tenemos que la serie
Lot sente, 4

- 1
,12::1 arctg il diverge.

Por otro lado, si definimos la funcién f por

= t s
Sf(x) = arctg 1
entonces
fl(x) = 2
14+ Q2x 4+ 1)

Es decir, la funcién f es decreciente, por tanto tenemos que la

sucesion {arctg(1/(2n + 1)} es decreciente. Ademas tenemos que

o0
lim arctg = 0, asi que la serie 2:(—1)"Jrl arctg

n—00 2n +1 2n+1

n=1
converge (por el criterio de Leibniz).

o0
T
Laserie Z (=1)"t! (5 — arctg(log n)) es condicionalmente con-

n=1

o0
. . ) b4
vergente. La divergencia de la serie Z (5 — arctg(log n)) se de-
n=1
muestra aplicando el criterio de comparaciéon por paso al limite

oo
. 1 . .
con la serie E ey PAra lo cual es suficiente observar el si-
ogn
n=2

guiente calculo:

. 5 —arctgx . x2
llm _— = llm
X—>00 l/x x—>o00 1 + x2

=1.

Por otro lado, aplicando el criterio de Leibniz obtenemos que la
oo
serie 2:(—1)"Jrl (% — arctg(log n)) es convergente (ver el Ejem-

n=1
plo 4-5).
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(7) Observemos que

1100 2n+1 1 1 100 1
i D /2T L L
nvoo | ;100 /on D

00 100
. n
Por tanto la serie E (—1pnt! (—) converge absolutamente.
2n
n=1

(8) Observemos que lim log(l +1/n) = 0 de donde obtenemos que

( 1)n+1
la serie Z log(l 1/ diverge.

9) Notemos que si definimos la funcién f por

f(x) = 1/(xlog* x)

tenemos que

x2log® x~

Entonces f es decreciente para x > 2. Ademas

/ 1 1

X =- .
xlog? x 3log> x
1

nlog n

Asi que la serie Z converge y por tanto la serie

i (_l)n-H
—n log?(1 + n)
converge absolutamente.

(10) Sia, = (=1)""1n37/(n + 1)! tenemos
lim (” il ) = 0.
n—oon + 2 n

Entonces la serie Z (=

converge absolutamente.

2 Por la desigualdad triangular tenemos que

N N
Y| <Y laxl
k=1 k=1

para todo N. Ademas, la sucesion de sumas parciales de {|a,|} es

creciente, luego

N le%s)
Z lak| < Z lay|, paratodo N.
k=1 n=1
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N

o0
Para concluir notemos que E a, = lim an.
1

N—o0
n=1 n=

o0

4 Puesto que la serie E an converge absolutamente, tenemos que
n=1 .
an — 0 cuando n — oo. Entonces, para n suficientemente grande se

cumple que |a,| < 1, por tanto

a;% = |an|2 < lan]|.
00

Luego la serie E an? converge.

n=1

CariTuLO 7

1 (1) Notemos que

1 sixe(0,1]

lim X) =
=00 k=,
Asi que {f,} no converge uniformemente ya que cada f, es

continua.

(2) Para cada x > 1 tenemos que x"” — oo sin — 00, entonces
lim f,(x) = 0 para todo x > 1. Pero f, no converge uni-
n—00

formemente pues para cada n, dado ¢ > 0 podemos hallar un
X

x tal que f,(x) > eyaque xlggo — = +o00.
(3) La sucesion { f,} no converge uniformemente pues cada f, es

continuay
1 six=0

lim X) =
iz, fn (%) 0 six#0.

2 (1) Sea f(x) = Z x". Entonces

n=0
o0 l o0
fx) = an”_l == an”.
n=1 x n=1
1
Por otra parte f(x) = m; luego

£l = —

(1-x)%
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(2) Sea f(x) = Y nx" =) nx" =
n=0 =1
blema 7-2(1)). Entonces

X
(1-x)?

(segun el Pro-

1 o0
f’(x) an n1:;2n2xn
n=1

1+x

f()_(—x)g,-

2 x2 4 x
(3) Si f(x) = Z n = (Problema 7-2(2)). Entonces

C(1-x)?

l o0
[l = na"
n=1

y
s x4 ax+1
S(x) = Aot
4) Si f(x) = Zns n_ M—xx):rx (Problema 7-2(3)). En-
tonces
S == Yonta
n=1
y
po X3 1Ix? 4+ 1lx+ 1
S(x) = d—x)
(5) Sea f(x) = Zx ——. Entonces

/Ox f@)dt = /Ox (ni;z”) dt
/Oxz”dz

xn+1

n+1"

e

n=0

e

3
Il
o

Por otra parte tenemos

/xf(l)dZ:/del:—log(l—x):
0 0

1—1t

1
logl_x.
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y también tenemos que

/Oxf(z)dz:/()xﬁdz

1 1
=3 log(1l + x) — 3 log(1 — x)

l1 1+x
=-1lo .
2 8T,

- n - n - n X
(7) ’;(n—i-l)x :’;(n—i-l)x +n§(:)x :(l—x)2+l—x'

(8) (n + 1)(n + 2) = n? + 3n + 2, entonces

o0 o0 o0 o0
1 2 1
z:(”+ ;('n'i‘ )xn:5<§:n2xn+3§ nxn+2§ xﬂ)’
) n=0 n=0 n=0

n=0

y, por tanto, basta con aplicar algunas de las identidades de-
mostradas arriba.

(9) Analogamente al problema anterior tenemos

(n+Dn+2)n+3)=n>+6n>+11n+6,

entonces
i (n+ D +2)(1+3) , _
= 3!

%(Zn3x”+62n2x”+112nx +6Zx )

o o0 l n
3 (3) Y 2£n = "n (5) = 2, (segtin el Problema 7-2(1)).
n=0

n=1

[ore) 3
(4) Z 3”(11 n l) Z % (—) = log (%) (de acuerdo con el

Problema 7.2(5)).
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n+1 & 1 nN"t!t 1
(5)2 2nn) n;(n—l)!(i) ;7(‘) 2.

4 Notemos que si x € Q es decir x = p/q, con p,q € Z, q # 0,
entonces existe un numero natural N tal que N!x € Z (es suficiente
tomar N = |gq|), entonces f,(x) = 1 para todon > N. Por otro
lado, si x € R\ Q tenemos que n!7wx no es multiplo entero de 7 para
todo n por tanto cos(n!rx) < 1, luego hm (cos(n'nx))Zk = 0. En

conclusion, la funcion de Dirichlet esta deﬁnlda por

si x es racional,
fx) =

0 six esirracional.

Observemos f es discontinua en fodos los numeros reales, por tanto
{ fn} converge puntualmente hacia f".

) sennx .
5 Laserie Z (—nnt1 converge puntualmente pero no uniforme-
n
n=1
mente sobre R. En efecto, si f es el limite puntual del la serie, en-
tonces f () = 0 pero

gim f(r) =3

es decir, f no es continua ; para mayores detalles sobre este pro-
blema ver el articulo de Abel titulado Recherches sur la Série 1 + 5 x +

mm 1) (2 4 mm-Dm=2) \3 | .. (paginas 209y 233).
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