DEFINICION

El limite de una funcién f en un punto X,examina el comportamiento de los valores de la

funcion, f(x), cuando los valores X se aproximan al punto X, . Para tener una idea de la complejidad
del problema pongamos el siguiente ejemplo:
x*01
x01

Observe que la funciéon no estd definida en 1. Sin embargo podemos tomar valores arbitrariamente
cercanos a 1. La siguiente tabla nos hace intuir el resultado del proceso limite.

Sea f(x)0 . Se quiere saber el comportamiento de la funciéon cuando X se acerca a 1.

x tendiendo a 1 por la izquierda 0 U x tendiendoa 1 por la derecha

X 0.9 0.99 | 0.999 | 0.9999 1 1.0001 | 1.001 | 1.01 1.1
f(x) | 2710 | 2.970 | 2.997 | 2.9997 | No= 130003 | 3.003 | 3.03 | 3.31
f(x) tiende a 3

Vemos que los valores de la funcién se
acercan a 3 conforme x se acercaa 1.

Esto se escribe como:

1i1r11f(x) 03

La siguiente es una definicion informal de
limite de /(%) .

\ 4

—> | e—x

Definicion intuitiva: Una funcion [ tiene limite un niimero real L en ¢ si f(X) se acerca cada vez

mas al numero L cuando x se aproxima mas y mas al nimero c, sin llegar a valer ¢, en cualquier
sentido.

La notacion usada es }}Dn}f ()0 L y se lee como:



el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ vale L.

En ocasiones se escribe /(x)0 L cuando xU a y se suele leer como: f(X) tiende a L
cuando Xtiendea €.

Comentario: Es importante que la funcioén esté definida cerca de c¢. No hace falta que esté o no
definida en ¢, pues el valor de la funcidon en ¢ no importa para decir cuanto vale el limite. Lo
importante son los valores de la funcion evaluados en puntos cercanos a c. Observe como la funcién

J(x) O
PROPIEDADES DE LOS LIMITES

no esta definida en 1

x*01
01

En esta seccion estableceremos las propiedades de los limites. Ellas permitiran calcular y
establecer limites sin usar la definicion formal. Las dos primeras propiedades resultan evidentes.

Suponga k una constante, entonces
1 limkD k Propiedad de la funcién constante

0
x, ‘ Propiedad de la identidad
3. limx0a

x0 a

El siguiente Teorema agrega mas propiedades de los limites, estas propiedades permitiran calcular
algunos limites a partir del limite de otras funciones.

Teorema 1.-Suponga f(x) y g(x) dos funciones tales que }CIDH; J)y }}EH; g(%) existen. Entonces:

3.-Si k es una constante tenemos que 1i]mD€f (x) I_k Mum f(x) Propiedad del factor constante
XU a XU a

Propiedad de la suma

4. Im(f(0) 0 g(x)) =lim /(x) 4 lim g(x).
5.-1im(/ ()0 g(x)) =lim ()0 lim g(x)

Propiedad de la diferencia

6.- lim(/(x) Dg(x)) =lim £ (x) Clim g(x). Propicdad del producto.

- tim( (x)) _ lim () img(x)00. Propiedad del cociente
Wa g(x) }ciungg(x) Sl

8.-Para n entero positivo tenemos }Ciung(f (x))" =ﬁ E’Ena f (x)ﬁn Fropiedad de la potencia

9. 11Dn3 4/ F(x) =» }clurr; f(x) , es valido siempre en el caso de n Propiedad de la raiz

impar y si n es par podemos

garantizarlo si lrm; S()Uo,

Comentarios:
1.- Las conclusiones del Teorema tienen dos partes, una implicita: la funcién que se le toma limite en
el lado izquierdo de la igualdad tiene limite en a y otra explicita: se dice que este limite vale el lado

derecho de la igualdad. Por ejemplo, si tenemos que lim/(¥) y Engg(x) existen entonces podemos

asegurar que el limite de (/U g)(x) cuando x va a a existe y vale el lado derecho de (4)

2.- Para aprenderse mejor estos resultados se suelen usar expresiones como: los factores constantes
salen fuera del limite (propiedad 3); el limite de una suma es la suma de los limites (ésta es la
propiedad de la suma: (propiedad 4); el limite de un cociente es el cociente de los limites si el limite
del denominador es distinto de cero; el limite se introduce dentro de la raiz, en el caso que el indice de
la raiz sea par podemos garantizar la propiedad si el limite del radicando es mayor que cero.



En los siguientes ejemplos se calculara limites usando estas propiedades precisando de igualdad en
igualdad que propiedades de limites se estan usando, es importante para ello interpretar la expresion
algebraica a la que se estd tomando limite: si es una suma o producto, etc.

Ejemplo 1.- Calcular los siguientes limites, justificando que propiedades se estd usando.
03
lim3x* L, limx® 0 x? 0150, mel—L_ im >
o ity SRS g tmd s lm T

Solucion:

Jactor cons tan te potencia identidad

a) 11'mEBx4D 0 3limx* [ 3U HDHZIXH4 0 3(2)*048.

x0 2 <02

b) La propiedad de la suma y diferencia puede ser aplicadas reiterativamente cuando hay mas de dos
términos, utilizando apropiadamente la propiedad asociativa. Directamente podemos ver la primera
igualdad

iferencia
limlk® 0% 15Ud 0 limx®0limx?0lim15

x0 3 suma  x0 3 x0 3 x0 3
potencia H’ H3 H’ E . . . .
O dimxd D limx D15 Ahora aplicamos la propiedad de la identidad

0(3)°03201502709015033

lim 01500 0

4{/ 1 e 4{/ ] 1 cociente Se puede verificar que M , entonces

¢) lim i

x0 1

i
x015 AWix015 podemos aplicar la propiedad del cociente

lim1
x0 1

L
lim(x 0 15) suma

1 identidad
Uy [
limx 0 lim15  const.
x0 1 x0 1

4
LM 1

1015 45+ 2

cte

04

04

) ; limk 02 00
L03 cociene }Clr%( x03) dierencia Se puede verificar que xluné , entonces

2 T, oA 0
(X D 2) HDII(%()CD 2) potencia

d) }Clng podemos aplicar la propiedad del cociente

limx 0 lim3 identidad, cte
_x0o0 x0 0

= > 0
(li[r%(x 0 2)) diferencia

identidad
003 i

(limx 0 lim2)?  const.
x0 0 x0 0

03 DD3

AL




Comentarios:

1) Observe que en c) efectivamente se cumple la condicion li[rrll 5 U 0. Esta condicion nos permite

X
aplicar la propiedad de la raiz del limite, cuando el indice es par. Si no fuese asi entonces pudiese
ocurrir que este limite no tuviese sentido por estar evaluando fuera del dominio de la funcion.

2) Como se podra apreciar en todos estos ejemplos, el limite se hubiese podido obtener sustituyendo,
sin embargo hay que ser muy cautos, no todos los limites los podremos obtener de esta forma.
Debemos siempre basarnos en alguna propiedad para ir obteniendo los limites. El siguiente Teorema
nos permitira en el caso de funciones polindmicas hacer la sustitucion.



10.-Propiedad del limite de una funcién polinémica:
Teorema 2. Sea p(x) una funcién polindmica. Entonces

lim p(x) 1 p(a)

Demostracién: Sea p(x) 1 c,x" Oc,,x"" 0...0¢,x0 ¢,. Entonces
factor  cte

lime,x" Oc,.x""...c;x0c¢, O lime,x" Olime,,,x"" 0...0lime,x0lime, [
x0 a

x0 a suma x0 a x0 a x0 a cons tan te
potencia

’ n r nl1 r z n r n01
Oc,limx"Oc,p limx"" 0...0¢ limx0cy, 0  ¢,(limx)" Uc,;(limx)" 0...0calc,
x0 a x0 a x0 a identidad x0 a x0 a

1 c,a"0c,pa™' 0.
identidad

.0calceyl pla).
De este Teorema y de la propiedad del limite del cociente deducimos rapidamente la siguiente
propiedad

11.-Propiedad del limite de una funcion racional:
Corolario.- Sea r(x) una funcion racional definida en a. Entonces
h'Drn r(x)0r(a)

Observe como en el siguiente ejemplo el radicando es una funcion racional, en el calculo del
limite cuando quede expresado como el limite de una funcion racional aplicaremos esta propiedad sin
necesidad de recurrir a la propiedad del cociente y luego de la suma.

/ 1. | x*04x03
Ejemplo 2.- Calcular hrnH3x2 0 —3\/; H
x0 2H 2V 5024203 H

Solucion:
1 3 D 4 D 3 suma 3
1i7mH3x2 I —%}xsisz 7 lim 32 O fim Lo X2 4x03
LzH 2Vx’02x*03 x0 2 0223025203
polinomio 3
0 3Mm2%[0 l lim 3 M
Jfactor  cte 2 x02 x5 0 2x2 03
raiz 3
0120 l 3/lim M La funcion racional esta definida: el denominador no se anula

2V 255025203
f. racional 3
. 12D}J/2 040203
2V2°02m2%03
3
Dlzulﬁiiulzuﬁg,
2V 27 6

Pronto estudiaremos las funciones continuas en donde valdra la sustitucion para calcular el limite.

Ejercicio de desarrollo.- Calcular el siguiente limite justificando que propiedades se esta usando

0 [2x* D 4x 037
lim03x 0 1)° O ———( Respuesta: -9
*oig 3x*0x01 ]



CALCULO DE LIMITES USANDO MANIPULACIONES
ALGEBRAICAS.

En esta seccion estudiaremos algunos limites donde las propiedades dadas anteriormente no
podran ser aplicadas directamente y habra que reescribir f{x) de una manera equivalente. El siguiente
ejemplo nos aclarard muchas situaciones y conceptos

Ejemplo 1.- Calcul meim
jemplo 1.- Calcular xD2(xD2)2

Solucién: Observe que el denominador se hace 0 cuando x tiende a 2, asi que no se puede aplicar la
propiedad del cociente. Sin embargo observara que cuando x se acerca a 2, el numerador se acerca a 1
y el denominador va siendo cada vez mas pequefio y positivo, por consiguiente, el cociente se hace
cada vez mas grande (de manera ilimitada) conforme x se acerca a 2. Diremos entonces que el limite
no existe y abusando de nuestra propia terminologia diremos que vale [ U . Estos conceptos
proximamente los aclararemos.

x02
2
x- 04
Solucion: De nuevo el denominador es 0 en 2, pero en este caso el numerador también, quedando la

Ejemplo 2.- Calcular hDrrzl

forma indefinida 6 . Cuando ocurre este tipo de situacion se debe manipular algebraicamente, en el

caso de polinomio sobre polinomio se debera factorizar y luego simplificar.
., ox02 x02
lim =lim ]
w2204 2(x02)(x02)

Al simplificar nos quedard la funcién 5 la cual es igual a la original salvo en x=2 donde

X
la primera no esta definida, pero en la definicion de limite no se considera el valor 2, asi que

racional
lim— 222 gL L ]
x0 2

(}M’f(xuz):xlur?(xuz) 202) 4

(]

Un limite del tipo Hmm diremos que tiene la forma indeterminada 0/0 si tanto f

x0 ¢

como g tienden a 0 cuando x tiende a c. Para calcular dicho limite hay que realizar
manipulaciones algebraicas apropiadas, segin el caso, que nos lleve a una simplificacion,
entre un factor del numerador y un factor del denominador que se anulan en c.

Observacién.- Un limite con una forma indetermina 0/0 puede valer una constante, cero o no existir.

Veamos distintas situaciones triviales de limites de la forma 6 :

2 simplificar . X
a) lim>— [ lim=100
x00 x x101]
simplificar
by im T limE ok
x00 x x001]

simplificar
o lim>~ [ 1imi2mu

X000 53 x00 x



simplificar 1
d) lim— 0 IIDI%_ . Este altimo limite no estd definido, si x se acerca a 0 por la derecha va a mas
x0 0 x X
X

infinito, si se acerca a 0 por la izquierda va a menos infinito.

El siguiente es otro ejemplo con forma indeterminada 0/0, donde el numerador y el
denominador son polinomios. De nuevo la idea sera factorizar y simplificar.

2
Ejemplo 3.- Calcular limw
A3 x7 027

Solucion.-

=}

2 0
20203 8 090D
x0 3 )C3 027 factorizar  x0 3 ()C J 3)(X2 03x0 9)
GO0
simplificar  x0 3 (xl 03x0 9)

f.racional
- 301 4
evaar 91909 27

En el proximo ejemplo tendremos otra vez la forma indeterminada 0/0, pero en esta ocasion
no sera de la forma polinomio sobre polinomio, asi que no podremos factorizar y simplificar de una
vez.

Ejemplo 4.- Calcular lim LDD‘?’lM
x01 X

" 0 .
Solucion: De nuevo, al evaluar tenemos la forma 0 pero esta vez aparece una raiz cuadrada en uno de

los términos del numerador. El secreto de trabajar este tipo de limite con al menos uno de los dos
miembros de la fraccion con dos términos uno de los cuales lleva una raiz cuadrada en la variable es
reescribir la expresion para x [ 1. La forma de manipular es introducir la conjugada. Entonces
tenemos para x U 1 que:

\/xD3D2D\/xD3D2D1D\/xD3D2D\/xD3D2

Se reescribe 1 como la conjugada sobre la conjugada

x01 x01 x01 Vx0302
5 Se realiza el producto (a+b)(a-b) que nos ayudara a
D\/ x[ 3[% 02 0 x0304 0 eliminar la raiz. El otro producto del otro miembro de
()C i 1)( ’XD 30 2) (x 0 1)( ’XD 30 2) la fraccion no se ejecuta.

x01

1
0 0
(x0DWx0302) x0302

Se simplifico.

\/xD3D2D 1
xUl1 Vx0302

definida, por tanto podemos sustituir cuando se esta trabajando con limites x [ 1.

. o~x0302_ .. 1 1 1 1
llp?TDh]n]l\/_ 0 — s 0 — DZ
Xl X : x0302 lxlﬂrrll x0302 /£1DII’11(XD3)D2

Asi tenemos que , salvo en x=1 donde la primera expresion no esta




: . .S . :
Algunas recomendaciones para calcular limites }rluncl»gﬁlxﬂ con forma indeterminada 0/0.

[J Si tantof como g son polinomios entonces factorice y simplifique.

L0 Sifo g es una expresion con dos términos donde al menos uno de los dos tiene radical
entonces multiplique y divida por la conjugada de la expresion con radical, efectlie solo el
producto notable, el otro producto no lo ejecute. Luego siga manipulando para cancelar un
factor del numerador con uno del denominador.

Veamos otro ejemplo que intenta ilustrar la forma de trabajar. Algunos detalles de aplicacion
de propiedades son omitidos.

Ejemplo 5.- Calcular limM

2 x?03x02
Solucién: En este limite se tiene otra vez la indeterminacion 0/0, donde en el numerador hay dos
términos, ambos tienen radicales. Entonces se reescribe la funcion, multiplicando numerador y
denominador por la conjugada

0
C Aaxo2Jvx0ro. Vaxo2Jx0d
lim 0 lim a1

M2 x203x02 M2 x203x02

DmnVE;D2JxD1DVE;D2JxD1
W2 x203x02 2x02/x01

I i LN
12 (x2 03x02)(\2x 0 24/x01)

2x04(x01)

Se ejecuta solo el producto notable

0 lim

02 (x2 03x02)(2x 0 24/x0 1) ) )
Se factoriza numerador y denominador en
) 02x0 4 los factores que al evaluar
- )lrlun% (x> 0 3x 0 2)( J2x 02 M) dan 0. Posteriormente se simplifica.
i 02(x02) Observe que se simplifica los factores que se
= lim
2 (x 0 1)(x 0 2)(¥2x 0 2Jx0 1) anulan en 2

0 lim 12 132 gl
<2 (x0)(W2x02Jx01) 103/201202) 2°

UxD2

Ejemplo 6.- Calcular lim

Soluciéon: El limite tiene la forma indeterminada 0/0. Pero de ningin modo por el hecho de haber un
radical podemos aplicar el consejo de la conjugada, primordialmente porque las expresiones del
numerador y el denominador son de un término (no dos términos). En este caso podemos aprovechar
que tenemos un cociente de raices con igual indice asi que lo reescribimos como la raiz de un cociente
y aplicamos la propiedad del limite de la raiz.

Luego de aplicar la propiedad del limite de la raiz

o Vx02  fx02 [ x02 , oo x02
lim = lim 3 0 3/lim tenemos que determinar el limite lim — el cual
2 3 25308 02 x” 08
es del tipo polinomio/polinomio con forma
indeterminada 0/0. Factorizamos y simplificamos.



. x02
= 3/lim Se simplifica y desaparece la indeterminacion
\/xmﬂxuzmczuzxmu prieay desap

1
0 3/lim
\/xwﬂ;zuzxmﬂ

03 ! D3L
bo2moal Vi2

Ejercicio de desarrollo.- Calcular los siguientes limites: a) lim

FORMAS INDETERMINADAS: |-

La forma 0/0 no es la tinica forma indeterminada. Tenemos también la forma 1° .

2x°03x01

X201

Se evalua pues la indeterminacion desparecio.

’

b) lim

10 x
\/xDID\/E

; k0
Diremos que un limite del tipo }Clun}(f [y tiene la forma indeterminada 1° si f ko 1 y

ngDD 0 cuando xU ¢

I}
El limite: 1iDII(1)(1D x)é tiene esta forma indeterminada. Este limite y similares en formas a éste

aparece con frecuencia en aplicaciones.

Un calculo mas avanzado permite demostrar que
este limite es el nimero e, recordemos que es un nimero
irracional cuyos primeros digitos son 2,71828 y es la base
de los logaritmos naturales.

Los valores numéricos de la tabla fueron obtenidos a
través de una calculadora, Vemos a través de la tabla que
este limite parece acercarse cada vez mas al niimero e
cuando x se acerca a 0.

En ocasiones se asume que este limite vale el
numero e para calcular a través de €l otros limites con
formas semejantes, por medio de manipulaciones y
sustituciones apropiadas.

1
. |anw”
-10" [(0.9)™ =2.8679
-102(0.99)1% =2.7279
10 [(0.999)™ [=2.7196
-10*](0.9999)'% | =2.7184
0
10 [(1.0001)™™ [=2.7181
10° [(1.001)™ [=2.7169
102 [(1.01)"® =2.7048

Jf(x)

e?‘

En ocasiones se asume que este limite vale el nimero e para calcular a través de €l otros limites
con formas semejantes, por medio de manipulaciones y sustituciones apropiadas. Veamos el siguiente

ejemplo.

1 ’ x ’ X
Ejemplo 7.- Asuma que lim(10 x)A =e. Calcular a) lim(0 02 ) lim (11 3x)"
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1
Solucién: La idea es llevar este limite a la forma ng%(l 0 x)A usando las propiedades de limites y
algebraicas.
y lim(10 )" 0 1im (10 x)"*[?
a x0 0 x0 0

p.potencia

0 Hiﬂrré(lﬂ x)”xHZ 00?0 e

1

[ - El numerador y denominador del exponente se multiplica por -3 a fin
r 1/x r 2x y p p p
b) )lcling (103x)"" O )lrl]né(l 0 3x)> de preparar un cambio de variable

03
0 1im(10 (0 3x)) 203
x0 0

Se hace la sustitucion ¥ U 03x, esto es, sustituimos la
expresion (-3x) por y, tomando ademas en consideracion que
si x 0,entonces 03x0 0 y por consiguiente ¥y 0.

13
i 1im§(l 0y)> E Observe que el limite tiene que estar completamente en
o i términos de la nueva variable y.
I exll
d }l[rréﬂ 10y’ 0 Se reescribe a fin de usar la propiedad de la potencia de limites
0 0

p.potencia H
li

0

! 1
mi0y’ L o s

Dy:O

1 3
Ejercicio de desarrollo: Asuma que liDn(l)(l 0 x)A =e. Calcular 1im4(10 5x)2~
X! x0 0

PLANTEAMIENTOS DE LIMITES EN EL CALCULO DIFERENCIAL

El siguiente es un limite que se plantea en el calculo diferencial:

Uh)O
Ejemplo 8.- Encontrar }IEI%M ,donde f(x)0 x*02.

Solucion:

2 2
limf(xu 0 f(x) - lim(xu n*020((x*02)
nl 0 h hl 0 h

o x*D2xh0R*020x%02
=lim
) h

o Observacion: en este caso la variable
2xhl B2 0 B(2x 0 h) . sobre la que se esta tomando limite es 4,

0 lim 0lim X se comporta como constante.
ho 0 h ho 0 /i

donde f(x) 0 v1Ox 02

Ejercicio de desarrollo.- Calcular }11[r1%

SxImOfx)
h



EJERCICIOS

1) Hallar los siguientes limites, justifique de igualdad en igualdad las propiedades que esté usando.

L VA0 295 ) tim3x0 V2015 13) tim

xD—
4

x> 04x01

lIim————

2) Encuentre los siguientes limites.

A0 0x5D2x2D5xD1

1
K DlxOx03

2 2 3
2.1)11'rnx D25xD6; 2.2) Hm2x3|]5x52; 2.3) lim 2D 4x01
2 x 04 02 x7 [0 2x x02x 03x04
3 2 D 1
2.4) limw : 2.5) [im¥2* 22, 2.6) lim—————
M1 x Ox 2 x02 W1x0302x
2.7) Hm—“xElD ulDX; 2.8) Hm—uxDiD ulDX; 2.9) lim2(10 3x)**
o x 02x01 x0 0 x-02x 00
o x0x? ), = lim(10 2x%)"*
2.10) lim(=——)""; 2.11) 1im2(103x) * 2.12) lim(10 2x7)
X X
3 2
2.13) 1imXD2’2‘—DDxD2; 2.14) Jim V¥ 04 D(XD 25 2.5 lim 410207
x0 1 X X x0 0 X
160 ¢ ¥’ 08 01
2.16) lim ; 2.17) lim 2.18 Hm%/i;
)D42fu4 )xDD2xD16 ) i 20302
h Jx 14
lim : . i
20 2 Thor 220)1152qu2@
0 h)0O
3) Encontrar llmw para cada una de las siguientes funciones:
3.1) f(x)0 x*02x; 32) f(x)0x*02; 3.3) f(x)0305x;
1
34) S0 ——; 3.5) f(x)0x01; 3.6) f(x)02x
X
Yx0101 Vx0101 \/xD 101
. : . 1i .
4) Calcular: 4.1) lim — 4.2) lim——=— —; 4.3) li 0101
V2 1 1 1
Respuestas: 1.1) R 1.2) 01; 1.3)1; 1.4) 01;2.1) DZ; 2.2) 3/4-1; 2.3) 7 2L 25) 3 26)

1
0 g; 2.7) 0; 2.8) 05 2.9)2¢% 2.10) ¢'; 2.11)2e"; 2.12) &1 2.13) 6; 2.14) -1 2.15) 2¢; 2.16) -16:

3 1 1 1
n=- Q. . . _ 5. J— - . _
2.17) 8,2.18) 3;2.19) 0;2.20) 243; 3.1) 2x-2 3.2)2x 3.3)-5; 3.4) 100 3.5) 27201 ; 3.6) I



LIMITES QUE NO EXISTEN

12

En ocasiones el limite no existe ya que el valor de la funcion f(X) no se aproxima a

un Unico valor cuando X tiende a un X,. Pretendemos mostrar en los siguientes ejemplos distintas

formas en que un limite puede no existir. La primera que mostramos es una funciéon muy irregular

cerca de 0,

Ejemplo 1.- Determine }cljr%f (¥), donde festa definida por

B 4
1

Hl, Si xDL

H 21n
f»O0gotr s xO

D ZI’ZDI

n0 si no

g

Con n numero natural.

Y

X

-1

En el lado derecho mostramos la grafica de la funcioén /'y abajo una tabla de distintos valores de
la funcion para x cada vez mas proximos a 0, escogidos estratégicamente para exhibir el

comportamiento oscilatorio de la funcion alrededor de 0. Esto es,

la grafica va de —1 a 1, pasando por

cero, un numero infinito de veces, en una vecindad de 0. Resulta imposible que f{x) este cerca de un

solo numero L, de aqui podemos decir que el lm% S (%) no existe.

—uo

1U1 1VZ

2 2(101)(102)
punto medio entre 1/101 y 1/102

y

x |12[1/3][7/24[1/4[1/5]11/60]1/6]1/7|...[1/100]1/101 U To
fooof 1 (-1 0 [ 1|-1] 0 1 |-1 1 -1 |0

Se hace referencia a este tipo de situacion diciendo que la funcion oscila infinitamente cerca
de Xx,.

Ejemplo 2.- Determine En} JS(x) , donde f esta definido por
Ox01, x01
f(x)0 E 1 x01
Hx2 01 si x01

Si

Si
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Solucion:

Observe que para valores de x muy cercanos a y
1, pero menores que 1, los valores de la funcion f
son muy cercanos a 0. Por el otro lado, si los
valores de x estan cerca de 1, pero mayores que 1,
entonces los valores de la funcion alli son cercanos
a 2. Como usted podra ver no hay un solo niimero
tal que los valores de la funcion se acerquen
cuando x se aproxima a 1. De aqui concluimos que

Ecm}f(X) no existe. e

Cuando la grafica de la funcion da un salto en un punto, el limite puede no existir.
Especificamente no existe el limite de f{x) en la situacion que la funcion tiende a un nimero L,

)\

cuando x se acerca a X, por la izquierda distinto a cuando x se acerca X, por la derecha.

T
Ejemplo 3.- Determine lim—-.
x0 0 x
Solucién: En la seccion pasada vimos que el valor de la funcion tiende a U U . Ahora bien U noes
un nimero es una expresion para decir que los valores de la funcion aumentan sin limite, cuando x se

acerca a X, . Esta es otra situacion en que un limite puede no existir.

LIMITES LATERALES

En el ejemplo 2 de la seccion pasada teniamos que la funcion
Ox0L si x0O1

f(x)DE 1 si x01
dx*01 si x01

Habiamos establecido que el limite de esta funcion no existe en 1, sin embargo si nos acercamos a 1
por la derecha los valores de la funcién tiende a 2 y si nos acercamos por la izquierda los valores de la
funcion tiende a 0. Este hecho lo podemos expresar a través de los limites laterales.

Si x tiende a a por la derecha escribimos x [ 4"

a <X

L: v l
a a+l

Definicion (intuitiva).- Si f{x) se acerca a un nlimero especifico L, cuando x se aproxima a a por la
derecha decimos que el limite de f{x) cuando x tiende a a por la derecha es L y escribimos:

lim f(x)0 L

x0 d” :

De manera andloga podemos definir xlulr?u J()
Observacién.- Las propiedades de los limites bilaterales se siguen cumpliendo en el caso de los

limites laterales. Esto es, el limite de una suma es la suma de los limites cuando estos limites existen, el
limite de un producto, el limite de una raiz, etc. siguen las mismas reglas.
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Podemos demostrar la existencia de determinados limites a través del siguiente Teorema.

Teorema.- Sean a y L dos niumeros reales y funa funcion real definida en un intervalo abierto

conteniendo a a. Tenemos entonces que XIDH?D S(x)=p y Ylﬂirg J(X) =L si y sélosi }H? J)=f,

Este Teorema tiene dos formas de usarlo:

1.- Si los dos limites laterales son distintos, entonces concluimos que XIDH[? J (%) no existe.

2.- En el caso que los dos limites laterales existan y sean iguales entonces concluimos que xle: f(x)

existe y vale L.

Ejemplo 1.- Calcular a) Enll J(X)yp) lxln;f (¥) | donde
Exz 01, si x0O1

f)05 3 si x01
H 3x01 si x01

Solucion:

a) Como la funcion esta definida con una formula antes de 1 y otra después de 1, hay que usar limites
laterales y luego ver si son iguales o no para concluir la existencia del limite que nos interesa.

. 0
x—»1 Observe que si x[J 1", estos x son menores que

> 1, asique f(x)0 x> 01 alli.
0 1 Por tanto

lim f(x)0 lim(x*01)01>0102
x0 1° x0 1"

0.99
i De manera analoga, si x[ 1°, estos x son
! be l:‘___l > mayores que 1, asi que f(x) 0 3x01 alli.
0 1 Asi
lim f(x)0 Hm Gx0DO3.10102
1.01 x0 1 x0 1

Como los dos limites laterales son iguales a 2, concluimos que
lim f(x) =
x0 1

b) Para calcular llurgf (X) tomamos en cuenta que a medida que estamos mas cerca de 2, los x son

mayores que 1, por tanto S(x)O3x01,
Asi

lim f(x) 0 lim3x 0105

x0 2 x0 2 :

Observacion.- En la parte a establecimos que }mll () existe y vale 2. Observe que no se toma en

cuenta en el calculo de este limite el valor de la funcion en x=1, en este caso )}ér? VACI NI il
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0 2
D4Dx , siox002
’ 0 x02
Ejemplo 2.- Calcular xleD’Zf (x),donde f(0Q
S x01 s x002
I

Solucién:
Como la funcidn esta definida con una formula antes de -2 y otra después de -2, hay que usar limites
laterales y luego ver si son iguales o no para concluir la existencia del limite que nos interesa.

Observe que si x[ 02", estos x son menores que -2,

asique f(x)[ 40+ alli. Por tanto I \'T‘:Z‘Jl >
X . >
1 x02 -3 /-2
0
, 40x% 0 20 x)(20 -2.01
lim £(x)0 lim 2228 pim CIOCID 5 0004
x0 027 x0 02" x x0 02° x02 x0 02
De manera analoga, si x[ 02", estos x son mayores que -2, i
asique f(x) U xU1 alli. De aqui -3 -2 -1
lim f(x)0 lim (x01)00201003 -1.99
x0 02" x0 02" : .

Como los dos limites laterales son distintos concluimos que xlulrglz S (%) no existe.

X|
Ejemplo 3.- Calcular 11’mU .
x0 0 x
Solucion: Sabemos que al evaluar el valor absoluto tenemos que tomar en cuenta el signo de la

variable x. Si x esta cerca de 0, entonces tomaremos limites laterales

Si x0 07, estos x son menores que 0, por
consiguiente los x s son negativos y de aqui |x|=-x

1-0.011=0.01
Por consiguiente: x—>0
o Ox
lim—10 lim — 0 lim(01) 001 -1 0
x0 0° X x0 0° X x0 0°
Si x0 0", estos x son mayores que 0, por 408
consiguiente los x s son positivos y de aqui |x|=x
0e—x
Asi obtenemos: 4 0 )
tim 2 im0 1im )7
im—0 lim—=0 lim1)O1. 0.01

ot x xmo0®x x0oOF

Como los limites laterales son distintos concluimos que
R
lim— no existe.
x0 0 x

Ejercicio de desarrollo- Calcular xlén; S () ’xluinzn] J(x), xlumz} Sy xhn; J(¥) donde

0Jx2 0 12, si x02 ) )
VACII 3 si x02 Respuesta: lér? S () =9; IDH? S (¥) s existe y vale 4.
0 x si xU2 * *
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Okx02, si xU3

Ejemplo 3.- Consiga el valor de k para el cual )}H? S (x) existe, donde f(x)L H

sz 01 si x03
Solucién: La funcion estd definida por partes y justo en 3 cambia la férmula para evaluar la funcioén.
Para que el limite vljmél S (%) exista los limites laterales deben ser iguales. Asi que el procedimiento es

calcular el limite lateral por la izquierda, que dependera de £, y el limite por la derecha, luego plantear
la ecuacion que los dos limites laterales son iguales, resolviendo la ecuacion se obtendra el valor de k.
El limite por la izquierda:

lim f(x)0 limAkx0204AB02
0 3" x0 3"
El limite por la derecha
lim f(x)0 limx*01090108
x0 3" x0 3°
Se plantear la ecuacion
lim f(x)0 lim f(x)
x0 3" x0 3"
3k0208
La solucion de esta ecuacion es k [ 2, asi que para este valor de £, los limites laterales son iguales y

por consiguiente el limite )}m; J(X) existesiysélosi k02.

Observacién.- De nuevo insistimos que la existencia de un limite en un punto no depende si la funcion
esta definida o no en ese punto o si el valor de la funcion en ese punto es igual o no al limite.

Comentario.- Los limites laterales no solo se introducen para el caso en que la funcidn sea sospechosa
de dar un salto. También son necesarios en el caso que la funcion tenga un dominio restringido.

Por ejemplo, el dominio de la funcién f(x) 0 vx 01 es el conjunto [-1,U0 ). Si queremos

saber que sucede con los valores de la funcidon cuando x se aproxima a —1, solo tiene sentido plantear
el limite cuando x tiende a —1 por la derecha, pues alli es donde esta definida la funcion. No tiene

sentido plantear en este caso }Dmull VxOl pj lim vxO1

x0 01

Ejercicio de desarrollo. Consiga el valor de & para el cual xlﬂir[nl S (x) existe, donde
03x02, si x00O1

0 :
fxO0g 1 si x001 (Respuesta: £=8)
dxk03 si x001
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LIMITES INFINITOS

, 1
Ya habiamos visto que lljrl%—2 no existia, pues los valores de la funcion se hacen
X0 0 x

arbitrariamente grandes cuando x se acerca a 0. Esto se escribe como liDn(i)—2 =00 .
A 0x

. ., 1 , .
Veamos los limites de la funcion  f(x) U — en 0, cuya grafica es conocida.
X
. . A
Observe de la grafica que si x se acerca a 0 por la y
derecha, la funcién toma valores arbitrariamente grandes, esto es
1
lim—000,
x0 0 x
Por el otro lado, la funcién (la y) toma valores
negativos, pero arbitrariamente grandes en magnitud conforme
x se aproxima a 0 por la izquierda, esto lo expresamos diciendo 0 >
que la funciéon va a -0 . En nuestra notacidn, esto es:
, 1
Iim—000D0.

x0 0 x

Ejemplo 1.- Determinar lim 5.
22x0x

Solucion: El denominador tiende a 0 cuando x se acerca a 2, pero el signo es distinto dependiendo por
que lado vaya x a 2. Asi tomamos limites laterales

X , 1 o Si xO 2", entonces los x’s son mayores
lim lim g 00- .
2 25T 52 02220 x que 2, por lotanto 20 x0 0 .
1
o0
lim —=— L% oo
x02° 2x 0 x x02" 20 x
De aqui concluimos que lim 5 No existe.
x022x0 x

Hay que remarcar que siempre que se pueda, se simplifica la expresion, en este caso resultd mas
facil el analisis una vez simplificada la expresion. Pero no siempre se puede. Las expresiones
factorizadas también ayudan en el analisis del signo del limite.

01
Ejemplo 2.- Determinar lim zxi .
01 x 04x03

Soluciéon: Conviene factorizar, para realizar mejor un estudio de signos

2
01 01 0°q02) Si x0 1%, entonces x010 2,
lim m ey - CF 110 0° y x030 02
1 x* 04x03 x01° (x01)(x03) X y X .
Observe que el denominador es el producto de
dos niimeros negativos, por tanto el denominador
es positivo y se acerca a 0.

3

Ejercicio de desarrollo.- Calcular el siguiente limite lim (Respuesta: 00)

w02t 40 ¢2
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FORMA INDETERMINADA [ 0U
Un limite del tipo }(szf 0 gkl se dice que tiene forma indeterminada U U0 si tanto f

como g van a U cuando x tiende a c. (La definicidn vale si se toman limites laterales). Intuitivamente
podemos ver que un limite de esta naturaleza puede dar cualquier cosa, por ejemplo si f va mas
rapidamente a infinito que g puede esperarse que el resultado sea mas infinito, si van a infinito con la
misma velocidad puede esperarse que de una constante. Una manera para resolver este tipo de limite
es manipular la expresion, reescribiéndola como un cociente y seguir trabajando este limite aplicando
las recomendaciones del caso.

Ej lo 3.- Determinar: lim LD* b) lim LD !
jemplo 3.- Determinar: a) lim 51— GO ) B0 01

Solucion:

1 1
T 0 _ , , . L,
a) xDHDI}]H_xD ol H 0000 000 Observe que aqui no habia indeterminacion. Debe estar

claroque 00 00 000
b) Para calcular este limite debemos calcular el otro limite lateral. EI limite lateral por la derecha si
queda de la forma indeterminada U 00 . Para convertirlo en un cociente sumamos fracciones:

oo
Lo i O D gy X pgyg
x01 (x01)? SO (x0DF 00E (x01)

En conclusion como los dos limites laterales van a U U , tenemos que

limf— 0L _Hooo
o Ex0l (x01)

lim
x0 01"

Eiemplo 4.- Determi limi—~ g1 by limf—*— 01
jemplo 4.- Determinar a) W&~ 8 s B A T S0
Solucion:

a) Al tomar limites a los dos términos queda la forma U0 00 | es claro que el limite a) es una forma
indeterminada. Sumamos fracciones, en este caso resulta mas rapido por m.c.m. de los denominadores

¥ 1 0000 %201 Qoo
limg——1[ 0 lim 0  Como quedd 0/0 factorizamos y simplificamos
A'gxll x(x01) D1 x(x01)
1 lim (xOD(xO1)
1°7 x(x01)
x01

=lim——102.
x0 17 X

b) Para calcular el limite bilateral tenemos que calcular el limite por la derecha. El lector se puede dar
cuenta que los pasos para calcular el limite por la derecha son los mismo que en la parte a) y da

mA—>- 01 Ho2
Agxll x(x01)

Por tanto como los dos limites laterales son iguales podemos concluir que:

imi—* 0L Hoo
Wigx0l x(x01)

t 1 0

t
4042 208 )

1
Ejercicio de desarrollo.- Calcular a) HEIZI]E mli?; Em 0 EE ()00 ,b)0)

t0
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APLICACIONES
Ejemplo 1.- El costo de eliminar el p por ciento de contaminacion en un lago estd dado por

1500
C(p)C 100 DI; . a) ;Cuadl es el costo de eliminar el 50% de la contaminacion del lago? b) Encuentre
ptliglou C(p) ¢) (Se puede eliminar el 100% de la contaminacion?
Solucion:
a) Se tiene que evaluar C(p) en p U 50, Esto da

15000
C(50) 0 1500E50 01500 UM

1000 50

. 1500p : : .
b) Observe que en  lim el denominador se acerca a 0 con signo positivo y el numerador a
p0100° 1000 p
1500p

0o

i lim
150000, asi pues L2100 1000 p

¢) El costo aumenta ilimitadamente cuando el porcentaje de contaminacién que se quiere eliminar se
acerca al 100%, asi que es imposible eliminar toda la contaminacion.

EJERCICIOS
1) Calcule los siguientes limites. Si alguno no existe, justifique
L1) lim ——; 1.2) lim 2%, 1.3) lim ———;
03 x03 x12° 20 x x002° x~04x04
02 .
1.4) lim zxi ; 1.5) lim Vg ; 1.6) lim ;
L2 x 03x02 x0 1 2 20x
’ 0 2
1.7) lim (10 %), 1.8) lim|——; 1.9) qjm Y207,
x0 01 x01 | x01 st 20x
, 2 01 , /
1.10) lim = H 1.11) lim zxi; 1.12) lim xv10x
I A0 Y10 y 10 x*04x03 x0 11
1.13) lim v10x* 1.14) lim 1[0 2 ; 1.15) lim _xaL
A0 017 00t x2 01 00 x2 0 x02
2 4
0 . , 1 01
1.16) lim 2~ 1.17) lim xv10x ; 1.18) lim —— 1 f—H
w0 2y 05y x0 01 M4 0x04 x“04x0
1 x* 01 1 1
1.19 1imH2 0 ——0; 1.20) lim H 1.21 limH 0——
)xDI”D x204x030° )xDl[xzﬂl, )xDIFsz[Il 10x[
, H2 01 / 2 2
1.22) hrqH-D y—3H 1.23) fjm Y295, 1.24) 1im |20 al
swongy y st S50x x05"¥Sx0x

2) Para las siguientes funciones encontrar los limites indicados. Si alguno no existe, justifique.

HDx3D1, si x00 Iovx*01, si x002
2)f(x)0g O si xO00 2.2)g(x)0 0

S 3x01 si x00 2 01 s x002
0 m005 by i 7003 0 I f00; o limeC) ¢ p) fim a0

d) im /()5 ¢ lim f(x) ¢ lim g(); g lim g()

x0 027



0 e si x00

i
2.3) f(x)0[
EDID 3x0™*™ si x00

a) Im f(x) 5 p) lim f(x);
o) im f(x); gy lim 7 (x)
0 x302x?

%xz 02x038
2.5) h(x)0 [

x02

x202
6
o ) ) o)
0
E x03x? x02
2.7) h(x)0 0
Ux*016

Di
7410 /8x

0
0
i

x02

a) H A2 py lin 0 ) limhco)

20

o001, si x00
24) f)00 1 si x00
Hx[]l si x00

a) lm /() ; p) lim /() ;
¢) Im f(x); gy lim /()5 ¢) lim f(x)

0 10x? ,

I————=> si xU1
2.6) g(x)00x"04x03

0 X, si x01

0

a) £i[rr11g(X) ; b) lér{l g(x)

0
(o g)”x x00
0

2.8) H(x)U [

0 3
0 \/; x00
0 10x

U H )

O0x201, si x01

. 0
3) Consiga el valor de £ para el cual el limite de ;H? J(X) existe, donde f(x)0[

Hka si xO1

4) Consiga el valor de k para el cual el limite indicado exista

03x02, si x0O01

0 kx0O1, si x02

4.1) f(x)DH s x001 ImfG); 42) f(x)DH lim / (x)

xk si x001

Hxsx/ED9 si x02

Respuestas: 1.1) UL 1.2) 0 ; 1.3) U0 ;1.4) 0; 1.5) \/5; 1.6)No existe; 1.7) U ; 1.8) U ; 1.9) 0;

1.10) U ;1.11) U ; 1.12)0; 1.13)0;

1.14) U 0; 1.15)-1/3 1.16) UU 1.17)0; 1.18) 0 1.19) UL

1.20) 3/2;1.21) 00 ; 1.22) 0 ;1.23) 00 ;1.24) V25 2.12)2; b)-1; ¢)l; d)noexiste e) U 2.2)

1
a)-1; b)3; ¢)-+/3 d)no existe; 2.3) a) E; b) ¢*?; ¢) ¢¥*; No existe;

2.4) a)l b)-1; ¢)-1; d)-1; e)-1; 2.5) a)1/2; b)no existe; 2.6) a)no existe; b)1;
2.7) a) -32 b) -32; ¢)no existe. 2.8) e 3)1;4.1)1;4.2) 4
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ASINTOTAS VERTICALES

Intuitivamente una asintota de una funcion es una recta tal que la grafica de la funcién se
acerca cada vez mas a ella en cierto sentido. Si hablamos de asintota vertical nos referimos a una recta

vertical.

En la figura se puede apreciar como la grafica de la funcion A

1
x) 0
S () 202
2. La grafica de la funcion se acerca cada vez mas a la recta
x=2 La recta x=2 la llamaremos una asintota vertical de la

grafica de f-

o recta x=2
crece o decrece sin limite cuando x se acerca a

Este tipo de comportamiento es descrito por 0
los siguientes limites.

lim oog .

«02° 20 x

lim ! ooo .

0220 x

Esto dice que cuando x se acerca a 2 por la izquierda, los valores de la funcion (las y) toman valores
positivos y arbitrariamente grandes, como efectivamente ocurre en la grafica. Asi que hay una
correspondencia entre asintotas verticales y limites laterales.

Definicion.- La recta x=a es una asintota vertical de la grafica de f{x) si se cumple cualquiera de las

siguientes:
a)xljiran[f(x)lj oo, b)xljirral[f(x)D oo, c)xluirzlnf(x)ﬂ 00 4 d)}uﬁ?ﬂf(x)u 00,

Para buscar las asintotas verticales de la grafica de una funcion, debemos conocer algo acerca
de los valores que toma la funcion. En el caso que la funciéon tenga algun término fraccionario
deberiamos buscar asintotas x=k, para aquellos valores & donde el denominador se hace 0.

Ejemplo 1.- Encontrar las asintotas verticales de la grafica de la funcion
2
)0 —.
/&) (x01)(x03)
Bosquejar la grafica de la funcion en la zona donde se aproxima a la asintota.

Solucién:
Los candidatos @ para que x=a sea una asintota vertical son los x donde se anula el denominador de la

funcion; planteamos entonces la ecuacion
(x0D)xO03)00

cuyas soluciones son 1y —3.
A fin de llevar a cabo la graficacion requerida, planteamos todos los limites laterales
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2 2
03 0’3
lim 2 0 00 lim 2 0 00
1" (x01)(x03) 1 (x01)(x03)
De aqui concluimos que x=1 es una asintota vertical.
2 2
140" 2 040"

lim ——— 0 00 lim ———
x0 03" (xO1)(x03) x0 03" (x O 1)(x03)

Tenemos entonces que x=-3 también es una asintota vertical. Esta informacion de los limites
laterales es exhibida en la siguiente figura donde la grafica estd incompleta sélo se ha bosquejado en
las zonas cercanas a las asintotas.

A
Ex=-3 Yy : lim ;zwc
/ : ot (x=1)(x+3)
Wil = 5 : :
x—-3 (x—l)(x+3) E H
a : x
} !
-3 0 i1
[~ e
0 ) /v :
lim =-—w
x-3 (x=1)x+3)
2

lim ———=
ol (x=1)(x+3)

Comentario: Una funcion puede no tener o tener un numero finito o infinito de asintotas verticales.

2
. . 02x01
Ejemplo 2.- Encontrar las asintotas verticales de la grafica de la funcion f(x) [ % .
X
Solucion: Observe que el denominador se hace 0 en x=1. Asi planteamos
2 0/0 2
i X 02x01 . 11,m(xDI)
x0 1 (x D 1) simplificar  x[ 1° X D 1

simplificar

0 limGxODDO
x0 1°

Igual valor nos da el limite cuando x tiende a 1 por la izquierda. Concluimos que esta funcion no
tiene asintotas verticales.

Recuerde que en una funcién fraccionaria, los x’s donde el denominador se hace 0 son sélo
candidatos a asintota vertical.

x>03x02

Ejercicio de desarrollo.- Encontrar las asintotas verticales de la grafica de la funcién f(x) 0 00
X X

(Respuesta: x U 0x=0yx U 1 son asintotas verticales)
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APLICACION

Ejemplo 1.- El costo de eliminar el p por ciento de contaminacion en un lago estd dado por

1500p . : o :
C(p)t 1000 p a) Determine la asintota vertical de la grafica de C(p) b) Dibuje el comportamiento
A

de la funcidn costo cerca de la asintota (D4

Solucion
1500p

lim
po100° 1000 p
asintota vertical de la grafica de C(p) p

a) Como ,entonces P U100 esuna

Y

b) Al lado se muestra la grafica de C(p) en una vecindad de p=100 0 100

EJERCICIOS

1) Determinar todas las asintotas verticales de las funciones dadas. Dibuje la grafica cerca de las
asintotas. (Puede hacer un pequefio trazo vertical para representar la grafica de la funcion, no tiene
porque darle la curvatura)

X X
Ly S@0 55 1D @8 Z7 13 S8 S nx02
WA LECHES 15)MﬂDX%u- 1.6) f(x)0 x*
’ o0y’ x* 0 4x
2 2
L e R IO LR R DO
3 40 x
110) S ENExT-—ms Ly fO0——

1.3 X00L xOL X002y o ). 15

x02; xO00

Respuestas: 1.1) No tiene; 1.2) x00L x0 1;

x002 x02

x002;1.6) ; 1.8) No tiene ; 1.9) x U U1; 1.10) x 0 1; 1.11)
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CONTINUIDAD

Intuitivamente una funcién f es continua en un punto x, si la grafica de f no tiene saltos,
dicho de otro modo: podemos hacer su grafica sin levantar el lapiz al pasar por ( Xy, f(X,) ). En el caso

que la funcién no sea continua en x, decimos que es discontinua en el punto. Antes de dar la definicion
formal de continuidad, veamos estos tres ejemplos de funciones discontinuas en xo,

A
Y »

\ 4

El trazo de la grafica de esta funcion La grafica de esta funcién se ve
se ve interrumpido en Xx, porque la

e : . ’ interrumpida en x, porque el )}Dm;‘ AC)
funcion no esta definida alli. 0

no existe.

‘L}
La figura de al lado muestra la grafica de una

funcion discontinua en x, donde el XIDH?O S (%) existe, la
funcion esta definida en xo, sin embargo la discontinua

se debe a que }Dlrf}ﬂ J(¥) no coincide con f(x,).

Y

Estos tres ejemplos motivan la siguiente definicion

Definicion.- Decimos que una funcion f es continua en un punto x,si cumplen las siguientes
condiciones:

1.- f(x,) esta definida.
2.- El xhrfclo T () existey
3. lim SO f(x,).

Comentario: Observe que en las graficas de las funciones dadas arriba al menos una de estas
condiciones no se cumple.
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Los siguientes ejemplos muestran como concluir si una funcion es continua o no en un punto
usando la definicion anterior.

0L si x00
i

Ejemplo 1.- Determinar si la funciéon fes continua en 0 donde /(x) [ [J
Hx01 si x00

Solucién: Para determinar la continuidad iremos chequeando una por una las tres condiciones de la
definicion, en cuanto una condicidon no se cumpla podremos concluir de una vez que la funciéon no es
continua en el punto en cuestion.

1.- festd definida en O: efectivamente f{0)=1.

2.- llun%f (¥) no existe, pues XIDH(I){ S)OOTy }DH(I){ J(®) U1 De aqui concluimos que la funcién es

discontinua en 0.

Remarcamos que para ver que una funcion es continua en un punto hay que chequear que se
cumple las tres condiciones.

Ejemplo 2.- Determinar si la siguiente funcion es continua en 1.
H x*, s x01
VACI N :
2x01 i x01
Soluciéon: Chequeamos una por una las tres condiciones de continuidad en un punto,

1.- f'esta definida en 1:
sOlo2moror.

2.- Para la segunda condicion calculamos limites laterales:
lim f(x)0 lim2x0101 y
x0 1 x0 1

lim f(x)0 limx* 01
x0 1" x0 1" ’
Por tanto Liunllf (X) existe y vale 1

3.- Finalmente pasamos a la condicion 3: vemos que f{1)= £ijn}f () . De aqui concluimos que la

funcidn es continua en 1.

x01

Ejemplo 3.- Determinar si la siguiente funcion g(x) O es continua o no en 0.

Solucion: La funcion no esta definida en 0, 0 no esta en el dominio de la funcién. Por tanto la funcion
no es continua en 0.

Ejercicio de desarrollo.- Determinar si las siguientes funciones son continuas en -1.

0 .2
x3D1’ si x001
g x 01 5
I 2 . 01
a) h)D0 02 s %001 b) f(x)0 =
0 3] x 01
0 x - x si x001

Ha(x* 0
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(Respuesta: a) es continua en x [ [J1, b)No es continua en x [ U1 porque no esta definida en este
punto)

Anteriormente enunciamos y demostramos que si p es un polinomio entonces: )}Dlrf}() p() U p(xo)

De este resultado y del hecho que cualquier polinomio esta definido en cualquier punto tenemos que:

Proposicion 1.- Las funciones polinémicas son continuas en cada x,

Para funcion racionales, 7 , teniamos que xhrfclo r(x) 0 r(x,) , en los puntos X, donde r esta definido. Asi

pues es elemental ver que el siguiente resultado es cierto.

- R . , , o op()
Proposicion 2.- Sea » una funcion racional definida a través del cociente de polinomios —— . Si X,

q(x)

esta en el dominio de 7 entonces » es continua en X .

El siguiente Teorema tendra consecuencias muy importantes

Teorema 1.- Sean fy g funciones continuas en x, y ¢ un numero escalar. Entonces las funciones

cf. f+g, f-g, fg son continuas en x,. Si g€(x,) U 0, entonces — es continua en x

La operacidén de composicion entre funciones continuas en un punto x,, también producen funciones
continuas en Xx.

Teorema 2.- Sean g funcion continua en x, y f funcion continua en g(X,). Entonces la

funcion f og es continua en x,.

Si asumimos que f(x) [ Jx en cada punto de su dominio, podemos verificar continuidad puntual de
una gran familia de funciones sin recurrir a la definicion

Ejemplo 4.- Examinar la continuidad de a) f(x) 0 2x? [ Jx ; b) h(x)0vx? 01 en cualquier punto
X, perteneciente al dominio.

Solucién:

a) La funcion f puede ser expresada por la suma de: f;(x) [ Jx y la funcién £, (x) 0 2x*. Hemos

asumido que f;(x)U[ Jx es continua en cada punto de su dominio. La funcion f, también es
continua en cualquier punto por ser polinomio. Es claro que el dominio de la funcién f'es el intervalo
[0,0) y en cada punto de este intervalo tanto la funcién f; como f, son continuas, asi la funcion
suma es continua.
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b) La funcién /4 puede ser expresada por la composicion de: f(x) [ Jx y la funcion g(x)0 x* 01.

Hemos asumido que f(x) [ Jx es continua en cada punto de su dominio. La funcién g también es
continua en cualquier punto por ser polinomio.

Como fy g son continuas para cada punto de su dominio entonces /4(x) 0 Uf o gl(x) es
continua en cualquier punto X, de su dominio.

El Teorema anterior se puede deducir del siguiente:

Teorema 3.- Sean g tal que }CEH}O gL

lim £(g(0) 0 /(lim g(x)

v ffuncion continua en L. Entonces

A continuacion extendemos el concepto de funcion continua en un intervalo abierto.

Definicion.- Diremos que f es continua en un intervalo abierto si f es continua para
cada punto de dicho intervalo.

Comentarios.-
1.- Las funciones polinémicas y racionales son continuas en intervalos abiertos contenidos en su
dominio.

2.- Intuitivamente una funcion es continua en un intervalo abierto si la grafica de la funcidén en ese
intervalo no se ve interrumpida en ningin punto.

3.- Casi todas las funciones que se tratan en los cursos de calculo son continuas en su dominio salvo
quizas en un conjunto finito de puntos.

A través de las graficas usted puede ver que funciones como f'(x) [ Q/; Jhdn x" g(x)0 ]x‘

son continuas en su dominio.

De comentario 3 y del Teorema 3 se puede verificar propiedades como las que siguen:
1 lim/glkllC \/1i]m gL cuando lim glklo o

2l 0 im 1],

Con estas propiedades podemos determinar algunos limites

Ejemplo 5.- Calcular el siguiente limite. Sefiale, en caso de usarlas, las propiedades de continuidad que

‘1 0 xz‘
estd aplicando: lim 3 .
¥ ‘x 0 x‘
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Solucion: Se tiene una indeterminacion 0/0. Se tiene que manipular. Para ello primero aplicamos la
propiedad del cociente del valor absoluto, con el fin posterior de sacar el valor absoluto fuera del limite:

10 xz 10 2
; : X
lim | > | 0 lim/— ‘ Como la funcion valor absoluto es continua usamos la propiedad de continuidad
xDl‘x Dx‘ Dlx2 0 x
10 52 Quedo dentro del valor absoluto un limite con forma indeterminada
0 lim d 0/0 del tipo polinomio sobre polinomio: factorizamos y simplificamos
D1 x* [0 x
Do xMox Sacando (-) de factor comun en el primer factor del numerador podemos
0 EWW simplificar
000 x o N ot
0 11_11}— Desapareci6 la indeterminacion. Se evalta el limite
0 X
Oo2/02

El siguiente Teorema cuya demostracion es sencilla, amplia la familia de funciones en que
podemos concluir rapidamente que son continuas:

Teorema 4.- Suponga [y g funciones continuas en un intervalo abierto / y ¢ un nimero
escalar. Entonces las funciones ¢/, f U g,f0g y fg son continuas en /. La funcién z es

continua en / si g no se anula en ningin punto de /.

Por este Teorema podemos concluir que una funciéon como  f Belo Vx sz 0 1[ es continua en

su dominio por ser producto de funciones continuas. Podemos establecer un Teorema similar para
funciones compuestas. Por simplicidad se enunciara suponiendo que el Rango(g) este contenido en el
Dom (f), pero hay otras versiones que engloban mas casos.

Teorema 5.- Sean f'y g funciones continuas en su dominio tales que el Rango(g) esta contenido en
el Dom (f), entonces la funcion f © g es continua en cualquier intervalo abierto contenido en el
dominio de g.

Mediante este Teorema podemos concluir que la funcion 4[]0 x> 01 es una funcién continua pues

hlo x201

ella es obtenida mediante la composicion de las funciones continuas: A, [x[/l Jx y h

int

Para analizar continuidad debemos siempre considerar el dominio de la funcion y luego a
través de los Teoremas establecer si en el dominio es continua la funcion.

J2x 01

Ejemplo 7.- Determinar el conjunto de puntos donde la funcion f(x) [ NEE. es continua.
X b

Solucion:
El dominio de la funcion es el conjunto de los reales positivos, excepto el 2. Dom f= 0,200 (2,0)
Veamos que el numerador es una funcion continua: /,(x) I 2x es una funcién continua por ser

un polinomio. La funcién definida por +/2x es una funcion continua por ser una composicion de
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funciones continua: 4, (x) [ Jx con la funcién %,(x) 0 2x. De aqui concluimos que +/2x +1 es una

funcion continua por ser suma de funciones continuas.
Por otro lado el denominador es continuo por ser un polinomio.

Jax i

x202x

funciones continuas en puntos donde el denominador no se anula.

Finalmente la funcion f(x)[0 es continua en (0,2)0 (2,0) por ser cociente de

Comentario: Si queremos analizar los puntos donde una funcion definida por partes es continua es
conveniente dividir el dominio en partes: Los puntos donde la funcion cambia de féormula, que
llamaremos puntos de empate y los intervalos. En los intervalos se usaran los Teoremas y Corolario
dados y en los puntos de empate nos valemos de la definicion para ver continuidad.

Ejemplo 7.- Determinar el conjunto de puntos donde la siguiente funcién es continuas

0x*01
Mmuu_;_ x00
HVx02 x00

Solucién.:

Para analizar continuidad de esta funcion definida por partes, dividiremos el dominio en tres partes: El
empate: x=0; Parte donde trabaja la primera formula: (-U ,0) y parte donde trabaja la segunda
formula sin considerar el empate: (0, U )

PARTE I ;Continuidad en (-U ,0) ?
La funcion # es continua en (-U ,0) por ser una funcién racional tal que el denominador no se anule
en esta parte.
PARTE II ;Continuidad en (0, [ )?
En (0, U ) es continua por ser suma de funciones continuas.
PARTE III ;Continuidad en el empate (x=0)?
Recuerde: En los puntos de empate nos valemos de la definicion para ver continuidad.

Condicion 1: 4(0) esta definida y vale #(0) O Jooanoa2.

00 0. Por tanto ll’ungh(x)

2
CmMEMnZ:mgh@ﬂl@3455252,gnmmmgo1mlmxﬂ1mnx /1
XU x x0 0° x0 0" x

no existe y de una vez podemos decir que la funcion es discontinua e 0.
Concluimos que la funcién es continua en (-0 ,0)0 (0,0 ).

Ejemplo 8.- Determinar el conjunto de puntos donde la siguiente funcidn es continuas

DDxD% x01
(CLIET T
310 x2 *

Solucién: Como es una funcion definida por partes analizamos la continuidad en tres partes
Los dos intervalos y el empate
PARTE I: (U U,1) (Se concluye por Teoremas) La funcién esta definida en esta parte como

1
f(x)00xC 5 es un polinomio y por tanto continua.
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PARTE II: (1,0) (Se concluye por Teoremas) La funcién en esta parte estd definida como

x> 01 . . . .
f(x)O P es una funcion racional tal que el denominador no se anula en este intervalo y por tanto
X

continua en esta parte.

PARTE III: El punto x U1 Se discute por definicion.
3
1. festddefinidoen 1y vale /(1)UL 5"

2. lim f(x)0 lim[ x010 D2
x0 1" x0 1" 2

0100 2
01 lim(xDl)(x DxDl)DDi

1 0 lim 0
lim f(x) glm <1 (10X )

3
De aqui el limite existe y li_n? f(x)0O 5

3 p
3- f(H00O 3 0 Lljn} J(¥) . Por tanto la funcién es continua en 1.

En definitiva tenemos que la funcidn es continua en R

Ejercicio de desarrollo.- Determinar el conjunto de puntos donde las siguientes funciones son

continuas
0 x%[
x01 H 210
SO ———; b) A(x) 0 x
VI aTs 0 S TP
ﬁ x02

x00

x00

Ejercicio de desarrollo.- Consiga el valor de £ para que la siguiente funcion sea continua en su

dominio.
OkxO01 si x003

hx) 0
Hox0k si x003

TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO.
METODO DE LA BISECCION PARA
ENCONTRAR RAICES DE UNA ECUACION

El Teorema del Valor Intermedio establece un resultado sobre
funciones continuas con aplicaciones muy importantes como es la
de garantizar sobre ciertas condiciones la existencia de soluciones
de ecuaciones y es la base para desarrollar métodos numéricos que
aproximan las soluciones de las ecuaciones que tienen al menos
una solucion

fla
I/

J(b)

X

-
>

0 a )

f'es una funcién continua en el

intervalo cerrado.
El valor V es un valor que esta
entre f(a)y f(b).
(Existe un x, entre a y b tal que

Sflx)=V?
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A
}:
fla o .
A continuacion enunciados este Teorema.
Vi
Teorema del Valor Intermedio.- Sea f funcion continua
_ en el intervalo cerrado [a,b]. Sea V un valor entre (@)
J BNt y /(b) . Entonces existe al menos un x, [ [, b0 tal que
-;x V'O f(x)
0| ax, b

El Teorema del valor intermedio
nos garantiza para funciones
continuas que para cualquier V|
entre f(a) y f(b) existe x, en el
intervalo (a,b) tal que f(x,)=V,

Las siguientes figuras muestran algunos comentarios graficos pertinentes sobre el Teorema del Valor
intermedio.

fdiscontinua

' “,_, Vemos en esta grafica
- i que no existe x, en (a,b)
fla J@) tal que f(x,)=V,
v, v
. VI
J(b) f(b)
x
0l a x, x, x,b 0f a x, b "

Si la funcion no es continua puede ser
que se cumpla la conclusion del
Teorema o puede ser que no se cumpla.

Puede ser que el valor se alcance
mas deunavezen (a,b).

La siguiente figura muestra como el Teorema del Valor Intermedio puede ser usado para garantizar la
existencia de soluciones de determinadas ecuaciones de la forma: f(x)U 0 con fcontinua

A fcontinuaen [a,b]
)y

En este caso un valor intermedio es 0.

£(b) Entonces el Teorema del valor intermedio
‘ garantiza que existe x, en el intervalo (a,b)
a X & tal que f(x,)=0.

0 / b " Podemos ahora pensar que:
fla x, esuna solucion de la ecuacion f(x)=0

En el ejemplo grafico anterior se pudo establecer que f'(x)=0 tiene solucién porque [ ] y
f b son de signos contrarios y por tanto 0 es un valor intermedio entre ellos.
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El Teorema del Valor intermedio nos puede ayudar a establecer si una ecuacion tiene solucion e
incluso aproximarnos a la solucion de la ecuacion.
Suponga que tenemos una ecuacion de la forma:
“Expresion matematica en la variable x”0 0 .

Por ejemplo  ¢* 0 5x010 0. Esta ecuacion no puede ser resuelta por métodos analiticos conocidos.

Si definimos la funcion  fIx[0 e* 05x0 1, entonces esta ecuacion la podemos expresar como

skloo

A continuacion describimos un algoritmo para resolver ecuaciones con la forma f oo empleando
el método conocido como la biseccion y el cual se basa en el Teorema del Valor Intermedio.

Resolucion numérica de la ecuacion f Koo por el método de la biseccion con error a la
verdadera solucion menor que [, donde f es una funcion continua en una vecindad de una raiz.
1.- Establezca un intervalo cerrado [a,b] tal que f ] y f (b son de signos contrarios (esto se

abrevia como LU0 0 ). Si no consigue este intervalo no puede aplicar el método. Si consigue
este intervalo cerciorese que la funcion es continua en este intervalo. Por el TVI existe al menos una
raiz en el intervalo [a,b]
2.- Si la longitud del intervalo [a,b] es menor que 20, tome el valor de la mitad como aproximado de
la solucion de la ecuacion

Si no, divida el intervalo [a,b] en dos parte iguales. Tome el intervalo donde f evaluada en los
valores extremos del intervalo son de signos contrarios y repita este paso con este nuevo intervalo.

En el siguiente ejemplo mostramos en su desarrollo parte de la justificacion del método

Ejemplo 1.- a) Determine que la ecuacion ¢* [ 5x0 10 0 tiene al menos una solucion real.
b) Usando el método de la biseccion obtenga un aproximado de la verdadera raiz.
Solucién: a) Primero definimos la funcion f como el lado izquierdo de esta ecuacion

f [0 e* 05x01. El dominio de esta funcion es R y la funcion es continua en su dominio.

Ahora hay que buscar dos nimeros tal que al evaluarlos en f'den de signos contrarios para asi usar el
Teorema del valor intermedio.

En este caso f[bDD e’ 0500010200 y fDlDD e' 05010100. Por el Teorema del valor

intermedio podemos garantizar que al menos hay una raiz de la ecuacion ¢* [ 5x 010 0 en el intervalo
[0,1].

b) El intervalo [0,1] se parte por la mitad. Se evalta el valor del medio en /- En este caso 'z se evalia
en f y se anota el signo. Se toma el intervalo donde los valores de la funciéon evaluados en los
extremos del intervalo son de signos contrarios porque hay garantia que en ese intervalo existe al
menos una raiz.

1 5 1
f@g@ Je"? D 5 0100.14 . Se toma entonces el intervalo [5 J1]. (Recuerde que 100 0)
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1
Se repite el procedimiento por segunda vez ahora con el intervalo [5 ,1]. El valor de la mitad del

. 1 3 ) . 13 3
intervalo [5 ] es Z Hay dos intervalos a considerar ahora [E’Z] y [Z ,1]. Uno solo es el que

, 3
se toma. Se evalta en 2

fH HD 3/4D DIDD063 Por tanto se toma el intervalo [— —] pues fH HDfH HDO

(Los Valores de la funcidn en los extremos de este intervalo son de signos contrarlos)

Realizaremos una iteracion mas, por cansancio, (es la tercera iteracion) pero algin lector puede
querer continuar hasta conseguir un aproximado a la raiz con un error prefijado. Normalmente este
trabajo lo hace la computadora a través de un algoritmo codificado, dando el usuario la aproximacion
que desea a la verdadera raiz.

Ahora es bueno recordar como se calcula el punto medio entre dos niumeros: @ y b.

0b
El punto medio entre dos niimeros a 'y b esta dado por a
13 1y2
Asi, el punto medio del intervalo [E’Z] es entonces 2 4 0 5.
2 8

Evaluamos f'en este nlimero

5 25
f H HD ' 1 ==01000.26. Por tanto podemos garantizar que la solucién de la ecuacién esta en el
. 15 ) ) ) .y ,
intervalo [5,§]. Podriamos tomar el valor del medio para dar una estimacion de la raiz de esta

9
ecuacion. El valor del medio esta dado por x, [ 6 00.5625.

Comentarios: 1) Empleando otros métodos fuera del alcance de este texto podemos confirmar que los
primeros digitos de la verdadera solucion son 0.54488.

15
2) Observe que la longitud del intervalo [E’g] es 1/8 y estamos dando el punto medio de este

intervalo como un estimado de la solucion de la ecuacion, en el peor de los casos la verdadera solucion
podria esta bien pegada a los extremos del intervalo, por tanto en el peor de los caso estamos a 1/16=
0.0625 de distancia de la verdadera raiz. El maximo error posible es 0.0625.

En la n-esima iteracion la longitud del intervalo donde se encuentra con seguridad al menos una raiz es

1/2".
3) Si en general el intervalo inicial es [@,b], entonces la longitud del intervalo obtenido en el n-ésimo
pasoes (b0 a)/2"

EJERCICIOS

1) Determinar si las siguientes funciones son continuas en 1. Justifique

1L1yh() 0 x01; 13) /(00 ol

14) f() 0 Ve 0135 1.5)g(w) 023 1.6) h(x)[0 ZD ;
X

X



02x0D?, si x01

10

1.7 g(x) 0 —=; 1.8) /()0 ] ;
X S l02v s x01
Ox?2 042
Dx [IDII’ si x01 sz[lﬂl, si x01
g* 0 X

1.9) f(x)0 0 ; 1.10)g(x) U O ;
H 2 si x01 HxDl si x01
0 0
BL, si x01
DxDl

1.11) f(x) 0 ]
DL si x0O1
HxDl

2) Determinar el conjunto de puntos donde las siguientes funciones son continuas. Justifique.

x01 x02
2)h(x)0 x*0x01; 22) ()0 ———; 2.3) f(x) [ ;
V() <" 0 x )/ ) x*02x03 )/ ) x*04
01 1
2-4)f(x)DxT; 2.5) f(»)O ek 2.6)h(w) 0 V20 w3
E 4, si x002 E 2, si x03
2'7)f(x)DDD2x, si x002° 2.8) h(x)DDDxDI, si x03°
O0x*04 . Ox*01 si x01
0 , si x02 0
2,9)h(x)[||]2Dx ; 2.10) A(x)0 010 2x si 10x02;
004 siox02 003 s x02
0 0
2 0 2
03x° 027 ) 0 x°01 si x01
o——, si x03 0
2.11) g(x)0g x03 212) H(x)00 0 si x01
0 18, si x03 Uvx20302
0 Hi si x01
x01

3) Calcule los siguientes limites. Precise en que parte usa la propiedad de continuidad.

3 2 . i 10 2x]

3D Ak [4x> 01

3.1) lim

1 301

4) VERDADERO O FALSO. Justifique

4.1) ( ) Si al menos una de las dos funciones ' 0 g es discontinua en x, entonces f U g es
discontinua en x,

4.2) ( ) Si f+g es una funcioén continua entonces f'es continua.

4.3) ( ) Si f'es continua entonces [f] es continua.

4.4) ( ) Si f'es una funcion racional entonces solo puede haber un nimero finitos de puntos de
discontinuidades.

00, si x es racional

4.5) ( ) La funcion g(x) 0

L si x es irracional® ™ tiene ninguin punto de continuidad.
E B
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, X 1
4.6) Si el limite lim ) existe entonces el limite vale Q
w1 g(x) g()

4.7) Si f(x) U0 para todaxy ai:nllf(x) existe entonces LiDIlllf(X) 0o,

P (xi donde p es un polinomio entonces x=1 es
X

4.8) Si f'es una funcion racional definida como f(x) [

una Asintota vertical.

2
4.9) El resultado de 1im(x2D D™ es 000
11 x“[01

4.10) Suponga se tiene un limite de la forma }flﬂn}(]grﬁlxﬂ tal que al evaluar /'y g en c ambas dan 0,

entonces decimos que el limite tiene forma indeterminada 0/0.

4.11) Si & es continua entonces }Clrrgf fe(o)l0 f @ liEn g(x)@

5) Para cada funciéon dada abajo consiga el valor de & para que la funcion sea continua en su dominio.

Okx? 01 si x0O1 0k*0x si x0O1
5.1) h(x) 0 0 sy h000 8 sioxD1

E3ka si x01 EZxD2k si x01

0 xk* si x002 0 k*x si x01
5.3) h(x) 0 © ; s4) f(0)00

06kD2x si x002 J6kD8x si xD1

6) Demuestre que si /'y g son funciones continuas en x, entonces la funcion fg es continua en x.
7) Use el método de la biseccion para encontrar una solucion aproximada a la ecuacion 9x* [ x 01

APLICACIONES
1) La sensacion térmica por efecto del viento estd modelada por la siguiente funcidon de v velocidad del
viento en Km/h.

0 T si v06.4009
W(v)0 1330 (330 )7 (0.47547534 1 0.23924v 10.0126v) si 6.40097 v 90.0601
1.61072608T 0 20.15396064 si v090.0601

Donde T es la temperatura en °C.
v es la velocidad del viento en Km/h. ;jEs la funcion continua en 6.4009 y en 90.0601? ;Por qué el
modelo para representar la sensacion térmica es continuo?

2) A fin de propiciar el ahorro de electricidad se establecio la siguiente tarifa

0 2x Si x 0100
¢(x) 0 120000 3.5(x0100) si 100 x1 400
i 4x si x0400

donde x es el numero de kilowatios-horas consumidos al mes. ;Es ¢ continua en 100? ;Es continua en
400? ;Qué importancia tiene que la funcidn de tarifa sea continua?
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Respuestas: 1.1) Continua 1.2) Discontinua; 1.3) Discontinua en 1 1.4) Continua; 1.5) Continua
1.6) Continua; 1.7) continua en 1; 1.8) Discontinua; 1.9) Continua en 1. 1.10) Continua; 1.11)
Discontinua en 1
2.1) Continua en R; 2.2) Continua en R-{-1,3}; 2.3.- Continua en R; 2.4) Continua en R
2.5) Continua en R-{1} 2.6) Continua en su dominio (U [,2]; 2.7) Continua en R;
2.8) Continua en R-{3}; 2.9) Continua en R. 2.10) Continua en R-{1}
2.11) Continua en R; 2.12) Continua en R-{1} (I limite por la derecha es 1/2 y por la izquierda 0).
3.1)1; 3.2) 1/2.

go, si x01

4.1) Falso. Defina  f(x) U Dl G x01° claramente f'es discontinua en 1. Defina g(x) U f e[l

Entonces Df [ gDDxDD 0 lacual es continuaen 1.,

4.2) (Falsa), defina fcomoen4.ly g(x)UU0f ([ Tenemos que f+g es la funcién constante 0,
pero f no es una funcion continua en 1.

4.3) (Verdadera), si la grafica de f'es un trazo continua, al simetrizar la parte negativa de las y se sigue
obteniendo un trazo continuo.

polinomio 1

4.4) (Verdadero), una funcion racional es la que se puede llevar a la forma y los puntos

polinomio 2
de discontinuidad son solo los puntos donde el denominador se hace 0, por ser un polinomio no puede
tener mas de n raices, con n el grado de este polinomio.

4.5) (Verdadero). Entre dos racionales hay un irracional asi que no existe continuidad en los racionales
porque el limite no existe. [gualmente entre dos irracionales hay un racional, por tanto no puede haber
continuidad en los racionales

01
4.6) (Falso), por ejemplo el limite ll'n}x—Dl vale 1, en este caso g(x) 0 fx0 x01 sin embargo la
A1 x

()
expresion ~— - no esta definida: 0/0.
P g(l)

o1 six01

1 e tenemos que /' (x) 0 0 para todax en el dominio de f
si x

4.7) (Falso), defina f(x)[0 E

y lxlul’Ill f(x)00
4.8) (Falso), No necesariamente, por ejemplo  p(x) U xU1, entonces x=1 no es asintota vertical

4.9) (Falso), 0/0 no es un resultado, el limite en este caso no se determina por evaluacion directa
porque da una indeterminacion, hay que manipular algebraicamente, en este caso se factoriza y se
simplifica. Se calcula el limite como sigue

(-1} -1 _,. x-1_0

1 (=) +1) " = =D(+1) = x+l 2

4.10) (F) Para tener esta forma indeterminada /'y g deben tender a 0 cuando x tiende a c¢. Por ejemplo

Ay si x01 H2x si x01 .
f(x)O %0 i 201 y g(x)L % 0 sixDl al evaluarlas en 1 ambas dan 0. Sin embargo en la

definicion del limite Hmfﬁlxﬂ el valor x=1 no se considera. Asi li_mfﬁIxDD lim—— y este limite no
Alg Wlg 01 2x

tiene forma indeterminada.
4.11) ( F) Si fes continua, no importa g, entonces la proposicion es verdadera.
51) k025 5.2) k0035 5.3) k=1,2; 5.4)2,4;7) 0.55724





