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Capitulo 3:
APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Dentro de las aplicaciones de las derivadas quizas una de las mas importantes es la de
conseguir los valores maximos y minimos de una funcién. También la derivada es una herramienta
muy 0til para graficar funciones. Estos seran dos de los temas que trataremos en este capitulo.

3.1 Extremos absolutos y puntos criticos

Un problema de mucho interés es buscar la mejor alternativa frente a muchas posibilidades de
decision. En términos matematicos, muchas veces este planteamiento se traduce en buscar el maximo
0 el minimo de una funcién y donde se alcanza este maximo o minimo. Cuando la funcién es
cuadratica se pueden determinar estos valores buscando el vértice de la gréafica de este tipo de
funcion. Para funciones mas generales, la derivada puede ayudar a resolver este problema.
Recordemos primero la definicién de valor maximo y minimo.

Definicidon.- Sea f una funcion definida en un intervalo | y ¢ un punto en 1.
e  f(c)esel valor maximo absoluto de fen I si f(c)> f(x) paratodoxen I.

e f(c)eselvalor minimo absoluto de fen Isi f(c) < f(x) paratodo xen .

Y Si f(c) esel valor maximo de f en | entonces se
AT dice que f alcanza su valor madximo en x=c.
En la figura, el punto (c, f(c)) es el punto mas
alto de la grafica de la funcién en I=(a,b).
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Los maximos o minimos absolutos de una funcién son llamados extremos absolutos. La
palabra absoluto suele ser omitida.
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Observaciones:

1) Una funcién puede alcanzar un valor

minimo mas de una vez.
Similarmente puede alcanzar mas de

una vez un valor maximo.

lo ¢ b
Funcidn continua en 1=[a,4].
Valor minimo en x=a y en x=¢

2) Hay funciones tales que en un intervalo tienen un maximo pero no tienen minimo, otras no
alcanzan ninguno de los dos extremos o alcanzan ambos. Abajo se muestran algunas posibilidades.

Y y 4 YV
> 4 x -1 1 .
o lo 4 |o i
Funcién contimaenR. i i
. mAximos m Funcién discontinua en [-4,4]. Funcién continua en el
No bay absolutos. No hay ni méximos ni minimos intervalosbierto (-1,1).
minimos - absolutos. No hay ni miximos ni
minimos absolutos.
X » »
4 0 Y S -1 o 1 . -1 0 1 v
Funci6n discontinua en [-4,4]. Funcién continua en el Funcién continna en el
) No hay maximo absoluto en este intervalo [-1,1). intervalocerrado [-1,1].
intervalo. ) No hay méximo absoluto. Se alcanza el valor
Se alcanza el minimo en los Se alcanza minimo ahsoluto  méximo y el mfnima.
extremos del intervalo. dentro del intervalo.

El siguiente teorema establece un resultado para la Gltima situacion: si la funcion es continua
y el intervalo es cerrado entonces se puede asegurar la existencia de ambos extremos.

Teorema.- Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] entonces f
alcanza un maximo y un minimo absoluto en [a,b].
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A
y imo absoluto
2 Observacion.- El Teorema da una
. . garantia para que existan ambos
. ' extremos. Sin embargo algunas de
»  Minimo absdllito " x las condiciones pudiesen no
d a b - satisfacerse y alcanzarse ambos.
Funcién contimra en I={a b).
Se alcanza el valor méximo y el
vilor minimo.

EXTREMOS RELATIVOS O LOCALES

A Funcibn continua en 1=[a,b].

En la figura observamos la gréafica de una 4
funcion f tal que f(e) es el valor maximo absoluto
de f. El valor f(c)no es el maximo absoluto, sin
embargo podemos apreciar un intervalo abierto que
contiene a ¢ tal que f(c)es el valor maximo
absoluto de la funcidn en ese intervalo. Este valor
es un valor caracteristico de la funcién y nos

referiremos a él como un valor maximo relativo o 0
local de la funcion. De manera similar hablaremos

de un valor minimo relativo f(d)si este valor s ) es el méximo ahsoluto de fen el intervalo L

el minimo que tiene f(x) para x cercanos a d. A fl@)esel minimo absoluto defen el intervalo L
continuacién damos la definicién formal. Enx=cocurreim méximo relativopero no sbsoluto.

Bd ma s 02 =m0 = =

Tod

e

e b
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Definicion.-
e Una funcidn f tiene un méaximo relativo (o local) en c si existe un intervalo abierto | en el
dominio de f que contiene a c tal que f(c) esel valor maximo absoluto en el intervalo.

e Una funcidn f tiene un minimo relativo (o local) en c si existe un intervalo abierto | en el
dominio de f que contiene a c tal que f(C) es el valor minimo absoluto en el intervalo.

Hablaremos de extremos relativos para referirnos conjuntamente a los maximos y minimos
relativos. Una de las importancias de los extremos relativos es que nos ayudard a localizar los
extremos absolutos de una funcién. Por ejemplo, en el caso de una funcion continua definida en un
intervalo cerrado, si el maximo absoluto no se alcanza en un extremo del intervalo entonces ese
maximo ocurre en un extremo relativo. EI problema que trataremos, en lo que sigue, es centrar la
busqueda de los puntos x donde se alcanzan los extremos relativos. Los extremos relativos son faciles
de localizar a través de la derivada.

De una manera grafica podemos decir que los maximos relativos son la cimas de la gréafica y
los minimos relativos son los valles.
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A Cima:
'ﬁnammo' imo relativo y
¥ absoluto .
Cima; Pico:

& aximo relativo maximo relativo

' Valle: :
minimo relativo. T ' >
290 Valle: b x
minimo relativo y
absoluto

La peculiaridad de estos puntos, por ejemplo las cimas, es que son:
1.- Cimas suaves, sin picos. En este caso la recta tangente es horizontal o
2.- Cima en forma de pico 0 angulosa, en este caso no hay derivada en ese punto.

Observaciones.-

1.-Conviene resaltar que de acuerdo a la definicién dada, si una funcién definida en un intervalo [a,b]
alcanza un maximo o minimo absoluto en uno de los extremos del intervalo, entonces ahi no hay
méaximo o minimo relativo pues para ello deberia estar definida la funcion en un intervalo abierto
conteniendo el extremo y no lo esta.

2.- Si un valor extremo de fen un intervalo cerrado [a,b] no se alcanza ni en a ni en b, entonces ese
valor extremo absoluto es también relativo.

Los valores de x donde la derivada vale 0 o no existe la derivada seran los Unicos candidatos
donde se pueden presentar extremos relativos. Damos un nombre especial a estos valores.

Definicion.- Sea ¢ un punto en el dominiode f. Si f'(c)=0 o f’(c) no esta definida entonces ¢
se denomina un nimero o valor criticoy (c, f(c)) un punto critico.

El siguiente Teorema es dado sin demostracion.

Teorema.- Si f alcanza un extremo relativo en ¢ entonces ¢ es un valor critico.

Observacién.- En un punto critico puede haber o no un extremo relativo.

s y v
x x x
4] 2 N\ o1 " /|0 1 -
En x=2 se alcanza un miximo En x= 1 se alcanza un minimo Enx=1 nn s alcanza ni un

Enesiecasof (2) no esid definida. En este caso £ (1)=0. En este caso f"(1)=0.
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Remarcamos que el Teorema no dice que si un punto es critico entonces hay un maximo o minimo
relativo en ese punto. Pero si que los puntos criticos son los Unicos candidatos a maximos o minimos
relativos.

Ejemplo 1.- Encontrar los puntos criticos de la funcion  f(x) = x-3/x+1.
Solucién: Observe que el dominio de la funcidn son todos los reales. La derivada est4 dada por

P
f/(x)=3x+1+ X = 4x+3 . Observe como la derivada se llevo a la forma—. Se
33 (x+D)?  3-Y(x+1)?

plantea ahora donde la derivada se hace 0 0 no esta definida.
o f'(x)=0

4x+3
3-3/(x+1)?

4X+3=0

x=-3/4
o f’(x) no existe sélo cuando el denominador es 0, entonces planteamos

3-3(x+1)? =0 Pasa el 3 dividiendo

(x+1)?*=0 Se eleva ambos miembros a la 3/2.

=0 Esto ocurre sélo cuando el numerador es 0, es decir

((X+1)2/3)3/2 — (0)3/2
(x+1)=0
x=-1.

Asi los Unicos puntos criticos de la funcion son (-3/4,f(-3/4)) vy (-1, f(-1)), mas

. 3 3 /1
explicitamente son (——,——-3/= -1,0).
p ( YR 4) y (-10)

Ejemplo 2.- Encontrar los puntos criticos de la funcion  f(x) = x? -e?*.

Solucién: Observe que el dominio de la funcidn son todos los reales. La derivada esta dada por

f'(x) = 2xe® + 2x%e?*.

e Laderivada f' esta definida en todos los reales. Por consiguiente los Gnicos valores criticos son
donde la derivada se hace cero.

Seplantea f'(x)=0
2xe?* +2x%e?* =0 Esta ecuacion se resuelve por factorizacion, se saca 2xe?* de factor comdn

2xe”*(1+x) =0 Planteamos tantas ecuaciones como factores
2x=006 e®*=061+x=0 Lasegunda ecuacion no tiene solucion.

Asi x=0 y x=-1 son los nicos valores criticos y los puntos criticos son (0, f (0)) y (-1,e72).
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EXTREMOS ABSOLUTOS EN INTERVALOS CERRADOS

Volviendo al tema de conseguir extremos absolutos de funciones continuas en un intervalo
cerrado, debemos recordar que hay garantia de la existencia de ambos extremos alcanzandose o bien
en los extremos del intervalo o bien donde se alcanza los extremos relativos dentro del intervalo. Pero
como los extremos relativos son puntos criticos entonces ampliaremos nuestro radio de bisqueda a los
extremos del intervalo y a los valores criticos: s6lo en estos puntos se alcanza el valor maximo y el
valor minimo de la funcidn. Para localizarlo s6lo tenemos que evaluar la funcién en estos candidatos y
el valor méaximo de la evaluacién de la f sera el valor maximo de la funcion, similar analisis se hace
con el minimo. A continuacién establecemos esta estrategia por pasos.

Estrategia para encontrar los extremos absolutos de una funcion continua en un intervalo
cerrado [a,b]:

Paso 1.- Encontrar los valores criticos de f en [a,b].

Paso 2.- Evaluar f en los valores criticos y en los extremos del intervalo: ay b.

Paso 3.- El valor evaluado mas grande es el maximo y el menor el minimo.

Ejemplo 3.- Encontrar los extremos absolutos de la funcién  f(x) = x* —3x*> —9x en el intervalo
[-2,2].
Solucién: Como la funcién es continua (por ser polinomio) y el intervalo es cerrado seguimos los
pasos dados arriba.
Paso 1.- Primero se calcula los valores criticos. Como la funcion es derivable en su dominio,
s6lo planteamos f'(x) =0 para encontrar los valores criticos.

f'(x) =3x? —6x—9=0. Las soluciones de esta ecuacién cuadraticason x=-1y x=3.
Descartamos la segunda por no estar en el intervalo [-2,2].
Paso 2.-Evaluamos f en los extremos del intervalo y en el valor critico x =-1.
f(-2)=(-2)®-3(-2)? -9(-2) =-8-12+18=-2
f(-1) =(-1)°-3(-)?-9(-1)=-1-3+9=5
f(2)=(2)°%-3(2)?-9(2) =8-12-18=-22
Paso 3.- f(2) =-22 es el valor minimo.

f(-1) =5 es el valor maximo.

Ejemplo 4.- Encontrar los extremos absolutos de f(x)=3/x?> —4 en el intervalo [-3].

Solucion: Como la funcidn es continua (por ser composicion de continuas) y el intervalo es cerrado
seguimos los pasos dados arriba.
2X

o

Debemos plantear donde f'(x)=0 odonde f'(x)no existe a fin de encontrar los valores

criticos.
o f'(x)=0

2X
3-3(x* - 4)?

2x=0

Paso 1.- Primero se calcula los valores criticos. La derivadaes f'(x)=

=0 ocurre s6lo cuando el numerador es 0, es decir
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x=0
e  f’(x) no existe sélo cuando el denominador es 0, esto es

3-3(x*-4)?% =0

(x2 -4 =0, Se eleva ambos miembros a la 3/2.
((Xz _4)2/3)3/2 _ (0)%'2

(x*-4)=0

x2 =4

X=+/4

Xx=12
Se descarta el valor critico x=+2 por estar fuera del intervalo [-3,1].

Paso 2.-Evaluamos f en los extremos del intervalo y en los valores criticos x=-2y x=0 .

f(-3)=3/(-3)? -4 =35~171
f(-2)=3(-2)? -4 =0

£(0)=3/07 —4=—34~-158
f) =317 —4=-33~-144.

Paso 3.- f(0)= -3/4 es el valor minimo de la funcion.
f(-3)= 3/5 es el valor maximo.

Ejercicio de desarrollo.- Encuentre los extremos absolutos de y = x* —2x? en [1/2,3].

APLICACIONES

En muchos problemas de la vida real y de economia se quiere conseguir el valor maximo o
minimo de una cantidad que depende de la variable independiente la cual tiene restringido sus valores
a un intervalo cerrado.

Ejemplo 5.- Una fabrica que elabora un producto tiene una capacidad de produccién de 3.000
unidades al mes. La funcion de utilidad por producir y vender g unidades mensuales esta dada por

U (q) = -100.000 + 60.000q + 985q — %q3 ,

Encuentre el nivel de produccion que maximiza la utilidad mensual.
Solucion: Tenemos que conseguir donde se alcanza el maximo absoluto de la funcién U en el
intervalo [0,3000].

Como U es una funcidn continua por ser un polinomio y queremos conseguir el maximo en
un intervalo cerrado podemos aplicar el algoritmo de busqueda dado en esta seccion.

Paso 1.- Primero se calcula los valores criticos. Como la funcién tiene derivada en todas
partes solo planteamos U'(q) =0 para encontrar los valores criticos.

U’(q) = 60.000+1970q - = 0. Las soluciones de esta ecuacion cuadrética son q=-30 y
g =2.000, descartamos la primera por no estar en el intervalo [0,3.000] .
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Paso 2.- Evaluamos U en los extremos del intervalo y en el valor critico q=2.000.

U (0) = -100.000 + 60.000- 0 + 985 - 0% — % 0° =-100.000

U (2.000) = —100.000 + 60.000 - 2000 + 985(2000)* — % (2000)*=4.179.700.000/3

U (3.000) = —100.000 + 60.000 - 3000 + 985(3000)* — %(3000)3 =44.900.000.
Paso 3.- U(2.000) = %300000 es el valor maximo.

En conclusion el nivel de produccion en que la utilidad es maxima es 2.000.

EJERCICIOS 3.1

1) Para las siguientes funciones:

a) Demuestre que su derivada es la dada.

b) Determine los valores criticos de la funcion.

1.1) f(x) = x?(x+3)* > £'(x) =6x(x+1)(x+3)*; 1.2) f(x)=(x*+De™ - f'(x) =—(x-1)%e™;

1.3) f(x) = x° —6x2 +9x — £ (X) =3(x-1)(x=3); 1.4) f(x)=x1-x)?* - f'(x) = 5-7x :
5(1—x)%°
18 ()= -2¢ > (= 4@ -5 1) f()=e"+e” > ()=
X1 g X Sl 2-X,
1.7) f(x)—x2 +l—>f (x)—(x2 Rk 1.8) f(x)= il S (x) = wht
1.9) f()=vx(x-1) > f'(x)= 32)(\/_;1 en [0,) ;

1.10) f(x)=x*Inx— f'(X)=x(2Inx+1) en (0,).

2) Encuentre los extremos absolutos de las funciones dadas en el intervalo indicado:

2.1) y=x?>-2x+3 en[0,3]; 22)y=—x>+2x+4 en[24];
2.3)y =3x—x® en [-3,0]; 2.4)y =3x—x*en[-3,3];
4 4
25)y = X? —-2x3 -4x? en [-3,0]; 2.6) y= X? -2x®-4x* en[-3,3];
2.7) y=2+x¥® en[-8,8]; 2.8) y=x*—-8x% en[1,5];
29) y= x}+x en [1,5]; 2.10) y= Lz en [-1,2];
2+X
211) y= 1% en [-1,2]; 2.12) y=+x® —27x en [-4,0];
+X
2.13) y=e” —x,en[-2,2]; 2.14) y=Inx—x, en[e*2].

3) Usando la grafica de la funcién, determine a) los valores criticos y explique la naturaleza de cada
valor critico; b) los extremos absolutos y relativos de la funcion y donde se alcanzan.
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PROBLEMAS
1) Una fabrica que elabora un producto tiene una capacidad de produccion de 120 unidades diarias. La
funcion de costo promedio esta dada por

C(q) =100+ 30q + 75.000/q.

Encuentre el nivel de produccion que minimiza el costo promedio. Respuesta: 120 unidades.
2

2) El ingreso que puede obtener un barbero a la semana esta dado por 1(q) =25p —p?, donde p es

el precio del corte. Encuentre el precio que debe fijar a fin de obtener el méximo ingreso, a) si el corte
no puede tener un precio mayor a 20UM; b) si el corte puede tener un precio mayor a 20UM.
Respuesta: a) 20UM; b) 25UM.

Respuestas:
1.1)x=-3, 0,-1; 1.2) x=1; 1.3)x=1,3;1.4)x=5/7,1; 1.5)x=-1/2,1/2, 0;1.6) x=0; 1.7) x=0;
1.8) x=2; 1.9) x=1/3; 1.10) x=1/+/e .
2.1) f(3)=6 Maximo absoluto; f (1) =2 Minimo absoluto;
2.2) f(2) =4 Méaximo absoluto; f(4) =-4 Minimo absoluto;
2.3) f(-3)=18 Maximo absoluto; f(-1)=-2 Minimo absoluto;
2.4) f(-3)=18 Méaximo absoluto; f(3)=-18 Minimo absoluto;
2.5) f(-3)=117/2 Méximo absoluto; f(-1)=-3/2 Minimo absoluto;
2.6) f(-3)=117/2 Maximo absoluto; f (3)=-99/2 Minimo absoluto;
2.7) f(0)=2 Minimo absoluto; f(-8)= f (8)=18 Maximo absoluto;
2.8) f(5) =425 Maximo absoluto; f(2) =-16 Minimo absoluto;
2.9) f(5) =130 Maximo absoluto; f(1)=4 Minimo absoluto;

1

2.10) f(0)=1 Méaximo absoluto; f(2)=§ Minimo absoluto;

2.11) f(l):% Méaximo absoluto; f(—l):—% Minimo absoluto;
2.12) f(0)=0, Minimo absoluto; f(—3)=3\/€ Méximo absoluto;
213) f(-In 2/2)=%+%In2 Minimo absoluto: f (2) =e* — 2 Méximo absoluto:

2.14) f(2)=-1 Maximo absoluto; f(l):—l—lz—1,367 Minimo absoluto.
e e

3.1) a) Valores criticos 1y 3. En x=1 la derivada no esta definida, en x=3 la derivada es cero.
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b) Valor maximo absoluto y relativo =5 y se alcanza en x=1.
Valor minimo absoluto y relativo =-1y se alcanza en x=3.

3.2) a) Valores criticos 0, 1y 2. En x=1 la derivada no esta definida, en x=0 y x=2 la derivada es cero.
b) Valor maximo relativo =5 y se alcanza en x=0. Valor minimo absoluto y relativo =1 y se alcanza
en x=2. La funcion no tiene méaximo absoluto.

3.3) a) Valores criticos -3/2, 0 y 2. En todos estos valores la derivada es cero. b) Valor maximo
absoluto y relativo =4 y se alcanza en x=2. Valor minimo relativo =-2 y se alcanza en x=3/2. La
funcion no tiene minimo absoluto.

3.2 Monotonia. Criterio de la primera derivada

En esta seccion usaremos la derivada de la funcion para determinar donde la funcién crece o
decrece. Recordemos que los extremos relativos se presentan en los puntos criticos. También en esta
seccion veremos como usar el signo de la primera derivada para clasificar los puntos criticos como
maximos 0 minimos relativos o ninguno. Antes debemos dar la definicion de funciones crecientes y
decrecientes en un intervalo .

Definicion.-

e Una funcion f se dice estrictamente creciente en un intervalo | si para cualesquiera X, X, en |,
donde X, < X, entonces f(x;)< f(x,).

e Una funcion f se dice estrictamente decreciente en un intervalo | si para cualesquiera X, X,
enl, dondeX; < X, entonces f(x;)> f(x,).

Observaciones:
1)  La palabra estrictamente se suele omitir.
2)  Sisecumple que X, < X, entonces f(x,) < f(X,), diremos que la funcién es no decreciente.
3)  Una funcion es creciente si la grafica de f asciende de izquierda a derecha. Esto ocurre con las
rectas con pendientes positivas.
Similarmente una funcién decreciente tiene una gréfica que desciende de izquierda a derecha como
ocurre con las rectas de pendientes negativas.

A A
¥ ¥
Sfix.) fox)
fx)
Ax)
0 1)
La funcidn es creciente en el intervalo (a.5). La funcién es decreciente en el intervalo {&,b).

Observe en el dibujo que en las zonas donde las pendientes de las rectas tangentes son
negativas la funcion decrece y donde las pendientes de las rectas tangentes son positivas la
funcidn crece.
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Las pendientes de las rectas tangentes son
negativas en el intervalo (5.0).
La fumcifin es decrecienie en este intervalo.

Las pendientes de 1as rectas tangentes son
positivas en los intervalos (@.,5) v (c.d4).
La funcidn es creciente en estos intervalos,

x
>

1} a b c d

Recordando que la pendiente de la recta tangente a la grafica en un punto de una funcién
diferenciable es la derivada en ese punto podemos entonces admitir el siguiente Teorema sin
demostracion.

Teorema.- Sea f una funcién diferenciable en (a,b) y continuaen [a,b]
a) Si f'(x)>0 paratodoxen (a,b) entonces f es creciente en [a,b].
b) Si f'(x) <0 paratodoxen (a,b) entonces f es decreciente en [a,b].

Asi que se debe detectar los posibles x"s donde ocurren cambios de signo en la primera derivada.
Ellos son los nimeros criticos y los puntos donde la propia funcién no esta definida.

Observacién.- Si f es una funcion continua entonces en los intervalos definidos por dos nlimeros
criticos consecutivos el signo de la primera derivada es el mismo. Asi que para determinar el signo de
la primera derivada en un intervalo delimitado por estos puntos es suficiente tomar un punto x, de

prueba dentro del intervalo y evaluarlo en la primera derivada, el signo del intervalo sera el signo de
f'(Xp) -

Ejemplo 1.- Encontrar los intervalos donde f (x) = x®> —3x? —9x es creciente y decreciente

Solucidn: Observe que la funcidn es continua por ser un polinomio.
Primero se calcula la primera derivada a fin de determinar los puntos criticos

f'(x) =3x? —3-2x -9 =3(x* —2x —3) =3(x - 3)(x +1) . Los puntos criticos en este caso son donde la
primera derivada se anula:
3(x-3)(x+1)=0.
(x=3)=06 (x+1)=0
Estos son los nimeros x=-1y x=3. o] 3

Estos dos puntos dividen la recta real en tres intervalos: (—o0,—1),(-13) y (3,%). En cada uno
de estos intervalos tomamos valores de prueba y evaluamos la primera derivada alli:

e En (-o,~1) tomamos como valor de prueba x, =-2. f'(-2) =3-(-5)(-1) = +15 . Entonces
f'(x) >0 y por consiguiente la funcién f es creciente en (—oo,~1).

e En (-13) tomamos como valor de prueba x, =0. f'(0) =3-(-3)(1) =-9 . Entonces
f'(x) <0 y por consiguiente la funcion f es decreciente en (—1,3) .

e En (3,0) tomamos como valor de prueba x, =4. f'(4) = 3-(1)(5) = +15. Entonces

f'(x) >0 y por consiguiente la funcién f es creciente en (3,0).
Siempre es conveniente resumir esta informacion en la recta real como ilustra el siguiente diagrama:
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/ . \ | /' .
-1 3
Comentario: Observe que en el ejemplo Creciente D .
pasado la funcién crece a la izquierda de -1y

luego decrece. Al intentar de representar
geométricamente esta situacion nos damos

-1
iy g Una posible
cuenta que la funcion alcanza un  maximo d
. representacion de la
relativo en x=-1. /'/-\\ funcidn,

El comportamiento del signo de la primera derivada en torno al nimero critico ¢ permite
clasificarlos. Esto se conocera como el criterio de la primera derivada

Criterio de la primera derivada para clasificar puntos criticos.
Sea f una funcién continua en un intervalo 1= (a,b) y derivable en el intervalo excepto

posiblemente en ¢, un nimero critico, donde a<c <b.

1.- Si la primera derivada cambia de positiva a negativa al pasar por ¢ entonces f alcanza un
maximo relativo en x=c.

2.-Si la primera derivada cambia de negativa a positiva al pasar por ¢ entonces f alcanza un minimo
relativo en x=c.

3.- Si el signo de la primera derivada no cambia al pasar por ¢ entonces: f NO TIENE
EXTREMOS enc.

Los siguientes pasos, para clasificar todos los puntos criticos, pueden resultarle al estudiante
mas visuales:

Pasos recomendados para clasificar puntos criticos de acuerdo al criterio de la primera
derivada

1.- Colocar en la recta real todos los puntos criticos de la funcidn, junto con los puntos donde la
funcion es discontinua (estos Ultimos no son puntos criticos, pero si pueden ser puntos donde puede
cambiar el signo de la primera derivada.)

2.- Dentro de cada intervalo limitado por estos puntos escogemos valores de prueba que evaluamos
en la primera derivada.

Si la primera derivada es positiva entonces la funcién es creciente en ese intervalo, anotamos /*

Si es negativa entonces la funcidn es decreciente en ese intervalo y anotamos N\
3.- Se concluye
a.- Si la funcién crece a la izquierda de un punto critico ¢ y luego decrece entonces en ¢ se
alcanza un maximo relativo de f.
b.- Si la funcion decrece a la izquierda de un punto critico ¢ y luego crece entonces en ¢ se
alcanza un minimo relativo de f.
c.- Si no hay cambio de monotonia en ¢ entonces ¢ no es un extremo relativo de f.

CrecientelDecrecienIe Demcleme| Creciente CrecicntelCrecicnte

[4

-

No hay extremo
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3

X +1 - .
- y clasifique cada punto critico

Ejemplo 2.- Determine los puntos criticos de la funcion f(x) =

como un maximo relativo o un minimo relativo o ninguno de los dos, usando el criterio de la primera
derivada.
1

x2

3
- . - - X _
Solucidn: Para derivar reescribimos la funcion como  f(X) = —+— =X+ X 2,
X

(También se puede usar la regla del cociente)

f'(x)=1-2x"°
ey P
3 Observe como se escribié f'(x) en laforma — afin de
F/(x) =1 2 x°=-2 Q
x3 x3 localizar mas rapidamente los nimeros criticos.

Para buscar puntos criticos se plantea:
f'(x)=0

x®—2=0, cuya Unica solucién es x = 2.

La derivada no esta definida en x =0 (tampoco la funcion), este punto hay que colocarlo
también en la recta real como delimitador de los posibles intervalos donde pueda cambiar el signo la
primera derivada. x =0 es un ndmero tal que la funcién no esta definida alli, lo marcamos con un
agujero en la recta real para recordarnos que no tiene sentido clasificarlo como maximo o minimo
pues ni siquiera la funcidn esta definida alli.

Estos dos puntos dividen la recta real en tres

intervalos: (—=,0),(0,3/2) y (¥/2,). En los
dos Gltimos tomaremos valores de prueba
b-' 2 ® donde evaluaremos la primera derivada alli:
Recuerde que queremos clasificar ax = 2.
3 ’ ’ (1)3 -2
e En (O,\/E) tomamos como valor de prueba x, =1. f'()= f'(})= 0 =-1. Entonces
f'(x) <0 y por consiguiente la funcién f es decreciente en (0, i/E) .
(2°*-2 3

e En (¥2,0) tomamos como valor de prueba x,=2. f'(2)= =Z>0- Entonces

(2)°
f’(x) > 0 en el resto del intervalo y por consiguiente la funcién f es creciente en (i/i,oo) .
 No hace falta analizar el intervalo (- ,0), ya que no tiene sentido clasificar x=0.

L~ | 7

O »
0 2
La fomncién no Se alcanza un
esth definidaen. mimimo relativo.

Aplicando el criterio de la primera derivada se puede concluir que el punto (R’/E, f(i/f)) esun
minimo relativo.

Recuerde que en 0 la funcion no esta definida, sin embargo este valor delimita los intervalos
de crecimiento y decrecimiento.

Ejercicio de desarrollo: Para la funcion f(x)=x*® —3x determine a) donde esta creciendo o
decreciendo; b) la posicion de los maximos y minimos relativos.
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Con la ayuda de la informacién que aporta la primera derivada més los analisis de
intersecciones y simetrias se puede hacer un bosquejo de la grafica de la funcidn. Veamos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.- Determine cuando la funcion f (x) = x?(x + 2)? esta creciendo o decreciendo; la posicion

de los maximos y minimos relativos; intersecciones con los ejes que pueden conseguirse con métodos
analiticos de resolucion de ecuaciones conocidos. Bosqueje la gréafica de la funcidn.

Solucion:

Primero: Se calcula la primera derivada, se suele expresar en forma factorizada a fin de conseguir
rapidamente los puntos criticos.

f/(X)=2x(x+2)% +x%-2-(x+2)=2x(x+ 2)[(x+2) +x].  Sesacd factor comin 2x(x + 2)
f'(x) =2x(x+2)(2x+2) .
Segundo: Se calcula los valores criticos. Como la funcién es un polinomio los Unicos posibles
nameros criticos son donde la primera derivada es 0.
2X(x+2)(2x+2)=0

El conjunto solucidn esta dado por las soluciones de:
2x=0, (x+2)=0 y 2x+2)=0

Las cuales son: x =0,-2 y —1. (Recuerde que un producto es cero si al menos uno de los factores es
cero).

Tercero: Colocamos los puntos criticos en la recta real y tomamos valores de prueba dentro de los
intervalos delimitados por ello. (En este caso la funcion esta definida en todo R).

N

-2 -1 0

P

e En (-o0,—2) . tomamos como valor de prueba x, =-3, al evaluar en la primera derivada queda
f'(-3)<0. Entonces f'(x) <0 en (—,—2) y por consiguiente la funcion f es decreciente
en (—o,—2). (Comentario.- Puede evitarse la cuenta exacta de f'(-3), lo que interesa es su
signo, vemos que al evaluar en la expresion factorizada f '(~3) = 2(~ 3)(=3 + 2)(2(~ 3) + 2) hay
exactamente tres factores negativos por consiguiente el producto es negativo.

e En (-2,-1), tomamos como valor de prueba x, =-1.5, al evaluar en la primera derivada se

puede chequear facilmente que f'(-1.5)>0. Entonces f'(x)>0 en (-2,-1) y por
consiguiente la funcion f es creciente en este intervalo.

e En (-10), tomamos como valor de prueba x, =-0.5y evaluamos en la primera derivada:

f'(-0.5)<0. Entonces f'(x)<0 en este intervalo y por consiguiente la funcién f es
decreciente en (-1,0).

e En (0,0) . f'(2)>0. Entonces f'(x)>0 en el resto del intervalo y por consiguiente la
funcion f es creciente en (0,) .

Esta informacidn es colocada en el siguiente diagrama donde ademéas podemos clasificar los
extremos relativos. Debajo se ha colocado el plano cartesiano donde se realizara la grafica, el eje de
las x estd cuadrado con la recta real que contiene la informacion de la primera derivada. Esto es, el eje
x del plano cartesiano y la recta real estan en correspondencia.
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Es conveniente evaluar la funcién en los
valores criticos

f(-2)=0;f(-1)=1f(0)=0.

Se colocan estos puntos junto con otros
caracteristicos en una tabla de valores.

X | y=f(x) | Ptos. caracteristicos
210 Pto. critico, corte
1)1 Pto. critico

0|0 Pto. critico, corte

El primer punto y tercero coinciden en
este caso con las intersecciones. Observe
que en esta grafica no hay simetrias.

Estos puntos se grafican en el plano
cartesiano, luego las flechas que indican
crecimiento o decrecimiento se trasladan
antes y después de estos puntos, estas
flechas indicardn como es la funcion antes
y después de los puntos caracteristicos.

Un trazo suave que una estos puntos y
siga la informacion del crecimiento
obtenida permitird obtener rapidamente un
bosquejo de la gréafica.

2

Ejercicio de desarrollo: Determine cuando la funC|onf(x)=x4(1—?) estd creciendo o

decreciendo; la posicion de los maximos y minimos relativos. Trace la gréfica.

EJERCICIOS 3.2
1) Dada la grafica de la funcién, estime los intervalos de crecimiento, decrecimiento, donde se alcanza
los maximos y minimos relativos. Estime ademas los puntos de cortes con los ejes y el dominio de la

funcion.
1.1}
YA

5

YA
5

\

-1

<

x
»

-10|

e A

1.3)

J/\ﬂ
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2) Determine los puntos criticos de las funciones dadas y clasifique cada punto critico como un
maximo relativo o un minimo relativo o ninguno de los dos, usando el criterio de la primera derivada.

21)y=x>-6x+10; 22) y=2x3-6x3; 23) y=x"-2x%; 24)y=x*-4x?;

2.5)y=x+g; 2.6) y=xvx+1; 2.7) y=§/§(x+1); 28) y=Inx-x;
X

2.9) y=x*(x-1)°3; 2.10) y = (x* +1)e**.

3) Determine cuando las funciones estan creciendo o decreciendo y determine la posicién de los
maximos y minimos relativos. No trace la gréfica.
31) y=x2—x+7; 32) y=-x2—3x+4;

4
3.4) y:X?—Zx3 +2x2;

3.3) y=2x—x°;

3.5) y=2+x%-2x%; 3.6) y=x* -2x?;

4 5, 3 . 2+x%
37) y=(1-x)*(x+4)°;  38) y=3Ix(1-x); 39) y="";
3.10) y:—il; 311) y=e*(2-x); 3.12) y=Inx-x;
X_
3.13) y:LX; 3.14) y =x"3(2+x)*.
e

4) Determine cudndo las funciones dadas estan creciendo o decreciendo; la posicion de los maximos y
minimos relativos; intersecciones con los ejes que pueden conseguirse con métodos analiticos de
resolucion de ecuaciones conocidos. Trace la grafica.

4.1) y=x*-6x+10; 42) y=—x*-6x+10;

4.4) y=2x3-6x?; 45) y=x*-2x3;

2 X3

43) y=x-3x%;
46) y=2+x*-6x3;

47) y=x*-2x;

4.10)y = %/x_z(x+1) ;
4.13) y=x*(2-x)%;
4.16) y=e7*(2-x);

3x
48)y=2+42x+—+— ;
)y 2 3
411) y=+x+1(x-1);

4.14) y =xe*;
4.17) y=x**2-x)%.

49)y=(2+x)*:

4.12) y=(x-2)3(x+4)°;
4.15) y=x‘e™?;

5) Para las siguientes funciones determine la posicion de los maximos y minimos relativos.

5.1) f(x) = x*(x+3)*;
5.4) f(x) = x1-x)%*;
x2 -1

57) f(x)= N ;

5.2) f(x)=(x*+1)e™*;
5.5) f(x) = 4x* —2x?;
1

X2

5.8) f(x)=%—

5.10) f(x)=x?Inx en (0,).

5.3) f(x) = x* —6x% +9x;
56) f(x)=e*+e™;

5.9) f(x)=+vx(x-1) en [0,0);

Respuestas: 1.1) (—1,1)u(4,5) decrece; (1,4)crece; Minimo relativo (y absoluto) -1y se alcanza en x
=1. Maximo relativo (y absoluto) 5 y se alcanza en x=4; Cortes con el eje x en x=0.5y en x=1.4.
Cortes con el eje y en y=0.5; Dominio f =[-1,5]; 1.2) (—,0)u(2,) decrece; (0,2)crece; Minimo
relativo 1y se alcanza en x =0. Maximo relativo 3 y se alcanza en x=2; Cortes con el eje x en x=4.
Cortes con el eje y en y=1; Dominio f=R.; 1.3) (- 3,-1)u(~11) decrece; (—4,—3)u (1,)crece;
Minimo relativo (y absoluto) -2 y se alcanza en x =1. Mé&ximo relativo 4 y se alcanza en x=-3; Cortes
con el eje x en x=-1y en x=2.5. Cortes con el eje y en y=-1; Dominio f =[-4, ).
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2.1) Minimo relativo 1 en x=3; 2.2) Maximo relativo 0 en x=0; Minimo relativo -8 en x=2 2.3)
Minimo relativo -1 en x=1, en x=0 no hay extremo; 2.4) Maximo relativo 0 en x=0; Minimo relativo -

4enx=—+2 yen +/2 2.5) Minimo relativo 4/+/2 en x=+/2 ; maximo relativo —4/+/2 en
x=—+/2; 2.6) Minimo relativo —é\EA en xz—g 2.7) Minimo relativo3/0.25 (0.25+1) en x=-

0.25; en x=0 no hay extremos. 2.8) Maximo relativo -1 en x=1; 2.9) Maximo relativo 0 en x=0,
minimo relativo -(2/7)* (3/7)° en x=2/7. En x=1 no hay extremos. 2.10) No hay extremos relativos.
3.1) (-0,1/2) decrece; (1/2,:0) crece; 3.2) (—o0,—3/2)crece; (—3/2,2) decrece; 3.3) (-oo0,1) crece;
(1,00) decrece; 3.4) (—,0) U (1,2) decrece; (0,1) w (2,) crece; 3.5) (—,0) U (1/3, ) decrece,
(0,1/3) crece; 3.6) (—o0,—1)w (0,1) decrece; (—1,0) U (1,0) crece; 3.7) (-11/9,1) decrece,
(—o0,~4) U (—4,-11/9) U (1,0) crece; 3.8) (—0,0) U (0,1/4) crece; (1/4,0) decrece; 3.9)
(—o0,—/2) U (\/E oo) crece; (—/2,0) U (0,4/2) decrece; 3.10) (—o0,1) U (1,0) crece

3.11) (-0,3) decrece, (3,) crece; 3.12) (0,1) crece; (1,o0) decrece;  3.13)(-o0,1) crece, (1,:0)
decrece.

5.1) Minimo relativo en x=-3 y 0; Maximo relativo en x=-1 ; 5.2) x=1 punto critico, pero no es
extremo; 5.3) Maximo relativo en x=1; Minimo relativo en x=3; 5.4) Maximo relativo en x=5/7;

minimo relativo en x=1; 5.5) Minimo relativo en x=-1/2 y 1/2, maximo relativo en x=0; 5.6)
minimo relativo en x=0; 5.7) Minimo relativo en x=0 ; 5.8) Maximo relativo en x=2; 5.9) Minimo

relativo en x=1/3; 5.10) Minimo relativo en x=1/ Je.

4.1 4.2)
) ¥ 3,19 “J’ “ yA I
0 (g1
10 T N
§ 3
x x
3 > -

1 3 I
Minimno relativo 1 en x=3 Valor mixino 19 en x=-3 Miximo 1/12 en x=1/6
Decrece (o 3) Creee (—=,-3) Creee: («,)/6)
Creee (3,a Decrece (-3,) Decrece: {1/60x)
No hay corte con x Cortes con los ejes:(—3+ Jﬁ_m’“} Cortes: (1/3,0) ¥ (0,0)
44 4 4 ’A
~» ; X,

e x=0. No hay Yalor ninmo::.::il;enFm
Valor miximo relativo O enx=0 Minimo relativo -27/16 en x=3/2
Valor minimo relativo 8enx-2  Crece (3/2) D&I:“ﬂ““(’"”m %)
mn (H)u( -) Decrece of)w@3/2) Cortes con x: Hay corte, pero uo se
C : (0,0)y G) pueden conseguir con los méivdos

visios.
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Ay 43)

4.9) .
: — > \ j
2 » I | o
|\/iﬁ * / 2 [ - l X

il
Mdiximo relativo 4/3 em x=-2

. . 2 relativo 776 1 Minimo relativo 0 en x—32
Mo s} Mg e
Decrece €0522/2) oot - Corfes con los ejes: (-2
Cortes: (0,002 Cortes con x: No se poeden consegnir ejes: (-2,0) ¥y (0,16)
@9 2 con Jos métodos algebraicos vistos.
A Corte con »: {0,2)
4.19) y 4.11) 4.12)

| / \ |
-4 -1/ x
X
-1/3 Y g
1= 1 -

_l/-._\ _: 14 -1
/50 x 57 ) Miime relativo -8847,0 en x=1/4
Mixtmo relativo en y=-2/5 Miwime relafivo —vemx=1/3  Cresss  CU/4ADUQR)
Minimo relativo en x—0 Crece: (-1/3 Decrece: o fp4-179
Crece: (o527 5pU,x) Decrece:(-1,-1/3) Cortes com los ejes: (-4,0),(2,0),(0,2")
Decrece:(-2/5,0) (%,—mlt)“ com [os ejes: {-1,0).(1,0) ¥ A
A 415)] |v
413) 54 4.14) ’
A X -1 X, : .
s 2\ I ; 5 >
7
Miximo relative enx=8/7 Valor minimo relstivo =" en x=1  Valor miéiximo relative 162" en x=2
mmmﬁﬂ Decrece: (—c0-1) Valor minimo relative 8 en x=0.
Crece: (0.8/7) Crece: (-1,@} Creee: (0,2)
Decrece: -0y 3/7.2)u(Lx) Carte con los gjes: (0,0) Decrece: {(—0,0)(2,0)
Cories con Jos ejes: (0,0) y (2,0) Carte con los ejes: (3,0)
416) 417

1 \E___=‘; I m 2\’.‘

Valor minimo relativo -¢” en x=3 Miximo relstivo em x=8/13
Creee: (3, @) Minimo relative 0 en x=0
Decrece: {(—=,3) Crece: (0,8/13)
Cortes con los ejes: (2,0) y (0,2) Decreee: (—co,8) (813 ,2)0(2, o)
Cortes con los ejes: (0,0) ¥ (2,8)
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3.3 Concavidad

Hemos visto como la primera derivada nos da informacion del comportamiento de las graficas
de funciones, mas especificamente cuando la curva crece y decrece y donde se localizan sus maximos
y minimos relativos.

Funciones crecientes

La segunda derivada también aporta ¥ T ¥
informacioén sobre la gréfica, ella dira cuando la
gréfica se curva hacia abajo y cuando hacia arriba.
En el primer caso se hablard de concavidad hacia
abajo y en el segundo concavidad hacia arriba. . .

En la figura estan las graficas de dos funciones » »>
crecientes con distinto tipo de concavidad. |° Céncava hacia abajo

0
Céncava hacia arriba

La figura de abajo permite apreciar las relaciones entre las tangentes a una curva y la
concavidad.

Céncava hacia abajo Céncava hacia arriba
A
Y omes =1 y
s~
-
' =
0 >x 0 s

Las pendientes de las tangentes son decrecientes.  Las pendientes de las tangentes som crecientes.

Tendremos las siguientes conexiones entre las rectas tangentes y concavidad:
1.- Si la gréfica es concava hacia abajo entonces las tangentes estan por encima de la curva alrededor
del punto de tangencia. Por otro lado si la grafica es concava hacia arriba, las tangentes estan por abajo
de la grafica de la funcién en una vecindad del punto de tangencia.
2.- Si la gréfica es concava hacia abajo las pendientes de las rectas tangentes decrecen cuando x
crece. Similarmente si una grafica es concava hacia arriba las pendientes crecen.

Recordemos que la pendiente de la recta tangente a la grafica de fen x,es la derivada en X, .

Asi que el concepto de concavidad esta ligado al crecimiento de la primera derivada. Damos entonces
la siguiente definicion de concavidad.

Definicion.- Sea f derivable en un intervalo abierto I.
e Sedice que f es concava hacia abajoen Isi ' esdecreciente en ese intervalo.

e Sedice quef esconcava hacia arribaenIsi f’ escreciente en ese intervalo.

Diremos que la grafica de una funcion es céncava hacia arriba en un intervalo |, si la funcién
lo es en ese intervalo.

Ya sabemos que para ver crecimiento de una funcidn en un intervalo se examina el signo de su
derivada. En este caso se quiere analizar el crecimiento de f', asi que la derivada de ella, que es la
segunda derivada f'', es la que tenemos que examinarle el signo. El siguiente criterio serd til para
buscar intervalos de concavidad.
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Criterio de concavidad.- Sea f dos veces derivable en un intervalo abierto I.
e Si f''(x) <0 paratodo x en ese intervalo entonces f es concava hacia abajo en |

e Si f"(x) >0 paratodo x en ese intervalo entonces f es concava hacia arriba en I.

Para determinar los intervalos de concavidad de una funcion, es decir encontrar los intervalos
donde la gréfica de la funcién es concava hacia arriba y los intervalos donde es concava hacia abajo
seguiremos los siguientes pasos.

Pasos recomendados para conseguir intervalos de concavidad.
Paso 1.- Determinar los x donde f'(x)=0 o f"(x)no estd definida (incluye los puntos donde la
propia funcion no esté definida).
Paso 2.- Colocar en larectareal los x donde f''(x)=0 o f"(x)no esta definida.
Paso 3.- Dentro de cada intervalo limitado por estos puntos escogemos valores de prueba que
evaluamos en la segunda derivada.
e Si la segunda derivada es positiva en el valor de prueba entonces la funcién es céncava
hacia arriba en ese intervalo.
e Si la segunda derivada es negativa en el valor de prueba entonces la funcién es concava
hacia abajo en ese intervalo.

Ejemplo 1.- Determine los intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo de la funcién
f(x)=x®-10x* —4x-1.
Solucidn: Calculamos la segunda derivada

f'(x) =6x° —40x> — 4

. . ) La expresamos factorizada a fin de encontrar la solucion de la ecuacién que
f"(x)=30x" —120x plantearemos.

f"(x) = 30x%(x* — 4)

Paso 1.- Buscamos los candidatos a cambios de inflexién. Planteamos donde la segunda derivada es 0
f"(x) =30x*(x* —4) =0

Las soluciones son cuando x? =0y (x?-4)=0.Asi x=0,+2,son los (nicos puntos candidatos

donde pueden ocurrir cambios de concavidad.
Paso 2.- Procedemos a colocarlos en la recta

real y a tomar valores de prueba en los

intervalos delimitados por ellos para 2 0 2 >
evaluarlos en la segunda derivada.

Paso 3.-

e En (-»,-2), se toma como valor de prueba x,=-3, al evaluar obtenemos f"(-3)>0.
Entonces f''(x) >0 y por consiguiente la funcion f es concava hacia arriba en (—,~2) .

e En (-2,0), se toma como valor de prueba x,=-1, al evaluar obtenemos f"(-1)<0.
Entonces f"(x)<0 en (-2,0) y por consiguiente f es cdncava hacia abajo en (-2,0).

e En (0,2), se toma como valor de prueba x, =1, al evaluar obtenemos f"(1)<0. Entonces
f"(x) <0 en (0,2) y por consiguiente la funcién f es céncava hacia abajo en (0,2).

e En (2,»), setomacomo valor de prueba x, =3, al evaluar obtenemos f"(3)>0. Entonces

f"(x) >0 y por consiguiente la funcién f es concava hacia arriba en (2,).
Estos resultados los representamos graficamente en el siguiente diagrama
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Céncava hacia arriba] Céncava hacia abajo| Céncava hacia abajo | Céncava hacia arriba
-2 0 2

»

En conclusion la funcion es concava hacia arriba en (—0,—2) U (2,0) y concava hacia abajo
en (-2,00u(0,2).

En este ejemplo hubo un cambio de concavidad en x=-2 y en x=2. Ademas en estos
puntos la funcion es continua. Estos son puntos sobre la gréfica de la funcion donde se produce el
cambio de una curvatura hacia arriba a una hacia abajo. Estos son puntos caracteristicos de la gréafica
de una funcioén por lo cual merece un nombre especial.

Definicion.- Un punto (x,, f(x,))de la grafica de f se llama un punto de inflexion si f es
continua y cambia de concavidad en dicho punto.

En el ejemplo anterior no hay punto de inflexién en x =0, aln cuando era un candidato para
ser punto de inflexion, pues no ocurre un cambio de concavidad.

Los puntos donde f''(x) =0 o donde la segunda derivada no esta definida son candidatos
a puntos de inflexion. No necesariamente son puntos de inflexidn, asi como ocurrié en x =0 del
ejemplo anterior. En el siguiente ejemplo mostraremos una situacion donde en un punto hay cambio
de concavidad pero no se llamara de inflexién pues la grafica se corta en ese punto, valga la
redundancia: la grafica no se flexiona para cambia de concavidad sino que se corta.

Ejemplo 2.- Determine los intervalos en que la funcién f(x) = x* +—es concava hacia arriba y en
X

los que es cOncava hacia abajo. Encontrar todos los puntos de inflexion.
Solucidén: Calculamos la segunda derivada

f'(x)=2x—-x"?

2(x3 +1) Esta Gltima manera de expresar la segunda derivada nos permitira

" _ -3 _
fr)=2+2x"= 3 conseguir los puntos donde ella es 0.

Paso 1.- Buscamos los candidatos a cambios de inflexion:

. Puntos donde la segunda derivada se hace 0.

2(x°+1)

Una fraccion es cero solo si su numerador es cero. Asi la segunda derivada es cero si

2*+1) =0

0

Asi, en este caso el punto donde la segunda derivada se hace cero es x =-1.
e Puntos donde la segunda derivada no existe.

En este caso es donde el denominador se hace 0, esto es x® =0, es decir x=0.

Paso 2.- En x=0 la funcion no esta definida, asi que lo representaremos en la recta real con un
circulo agujereado, como ya se ha hecho anteriormente.

Colocamos también x =—1 en la recta real.



22

3.3 Concavidad

L
0

-1

Paso 3.- Tomamos valores de prueba en los intervalos delimitados por ellos, para evaluarlos en la
segunda derivada

En (-,-1), tomamos x,=-2. f"(-2)>0. Entonces f"(x)>0 y por consiguiente la

funcion f es concava hacia arriba en (—o0,-1).

En (-10) tomamos x,=-0.5. f"”(-0.5)<0. Entonces f"(x) <0 y por consiguiente la

funcién f es concava hacia abajo en (=1,0).

En (0,0) tomamos x,=1. f”(1)>0.Entonces f"(x)>0 y por consiguiente la funcion

f esconcava hacia arriba en (0,).

Codncava hacia arriba Céncava hacia abajo l Concava hacia arriba

f O >
=1 0
Punto de Punto de
i flexid i muidad

En x, =-1 hay un cambio de concavidad y la funcion es continua, por lo tanto el punto
(-1, f (-1) = (-1,0) es un punto de inflexion.

Sin embargo, en x=0 aun cuando hay cambio de concavidad no es punto de inflexién porque
la funcién no es continua alli.

Ejercicio de desarrollo: Determine los intervalos de concavidad y los valores de x en que se

. . X
presentan los puntos de inflexion de y =

4

. No trace la grafica.

EJERCICIOS 3.3
1) Determine los intervalos de concavidad y los valores de x en que se presentan los puntos de
inflexion de las funciones dadas abajo. No trace la grafica

L1)y=x*-x-6; 12)y =" =3x+4; 13)y =1+6x? —x°;
4 2 5,3
1.4) y=x?—2x3+3x2—4x—5; 15) y=x*-2x%; 1.6) y:—2+X2 2x”
2
l.7)y:g—x; 1_8)y:2+x : 19) y=- 3 :
X X x-1
X
110)y=¥x @-%); 111)y = (1— x°)* 112)y= %

113)y=Inx-x ; 114)y=e7(2-Xx).
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2) A partir de la gréfica de la funcion estime: a) Intervalos de concavidad; b) Puntos de inflexion. c)
Intervalos donde f'(x)>0.

2.1) a 22 A 23) 4"'
s 5 7
® N,
i \\// N\ a A
>
0 3

/ x 2
o a1 "1 0 IA'Tx L/

Respuestas: 1.1) Concava hacia arriba en (-0,00) ;1.2) R; 1.3) Cdncava hacia arriba en (-«,2);
Concava hacia abajo en (2,0) ; 1.4) (—,1) U (1,0) concavidad hacia arriba 1.5) Codncava hacia
arriba en (—o0,—/1/3)U (y/1/3,); Coéncava hacia abajo en (—+/1/3,,/1/3); 1.6) Concava hacia
arriba en (—0,1/6); concava hacia abajo en (1/6,0); ; 1.7) Concava hacia abajo en (-o0,0);
Concava hacia arriba en (0,00); 1.8) ) Codncava hacia abajo en (-o0,0); Concava hacia arriba en (0,0);
1.9) Céncava hacia arriba en (-»,1); Cdncava hacia abajo en (1,0); 1.10) Coéncava hacia arriba
en(-1/2,0) ; concava hacia abajo en (—w,—1/2)u(0,0); 1.11) Concava hacia arriba en
(—oo,—JlT?)U (\/1/_7, o); Cbncava hacia abajo en (—\/m, \/1/_7) ; 1.12) Céncava hacia arriba en
(=90,1) ; céncava hacia abajo en (1,%0) ; 1.13) Coéncava hacia abajo en (0,:0); 1.14) Céncava hacia
arriba en (4,) ; concava hacia abajo en (—«,4).

2.1a) Concava hacia arriba en (2, «); Céncava hacia abajo en (—0,2) ; b) Punto de inflexién en x=2;
c) (—oo,l)u(3, ).

2.2a) Concava hacia abajo en (—,1) U (1, oo); b) No hay; c) (1,3)

2.3a) Concava hacia arriba en (—4,—2)u(0,oo); Concava hacia abajo en (—2,0); b) Punto de
inflexion en x=-2; ¢) (-3,0) U (0,x).
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3.4 Criterio de la segunda derivada

Otra de las aplicaciones de la segunda derivada es para clasificar los puntos criticos donde la
primera derivada se anula. La idea es muy gréafica: si ¢ es un punto donde f'(c) =0 y f es cdncava

hacia abajo en un intervalo abierto que contiene a ¢ entonces f(C) es un maximo relativo, pero en
cambio si es concava hacia arriba entonces se alcanza un minimo relativo en c.

Cdncava hacia abajo en un Céncava hacia arriba en un
y"‘ intervalo que contiene a c. A intervalo que contiene a c.
i Y
|
i
1
|
i i
] 4 0 -c o
S0 S eyt
A £) es un miximo relativo f{¢) es un minimo relativo

La relacién entre concavidad y segunda derivada nos permite visualizar el siguiente criterio
usado para clasificar puntos criticos.

Criterio de la segunda derivada.- Sea f una funcion tal que f’(c) =0 y con segunda derivada
definida en c.
e Si f"”(c)<0 entonces f(c) es un maximo relativo de f.

e Si f"”(c)>0 entonces f(c) esun minimo relativo de f.

Observaciones:
1.- El criterio no es concluyente en el caso en que f'(c) =0y f"'(c) =0. Se debera entonces usar el

criterio de la primera derivada.

2.- El criterio no puede usarse en el caso que la segunda derivada no exista en c.

3.- Una de las bondades de este criterio es que permite clasificar los puntos criticos con sélo evaluar la
funcion segunda derivada en los nimeros criticos, a diferencia del criterio de la primera derivada que
se debia evaluar la primera derivada a la izquierda y derecha del punto critico y entre los puntos
criticos vecinos.

Ejemplo 1.- Hallar todos los extremos relativos de las siguientes funciones. Si es posible, use el
criterio de la segunda derivada: a) f (x) = x* —4x% +2; b) g(x)=x° —6x*; ¢) f(x)=%(x+1)* .
Solucién:
a) f(x)=x*-4x3+2.
1) Primero obtenemos la primera derivada a fin de conseguir los valores criticos de f
f'(x) =4x% —-4.3x?
Los puntos criticos estan dados en este caso por la solucién de f'(x) =0. Esto es
4x® -4-3x* =0
La solucidn se obtiene factorizando e igualando cada factor a cero.
4x*(x-3)=0 < x=0 6 x=3.
Estos son los Unicos puntos criticos.
2) Clasificamos los puntos criticos, para ello se intenta primero el criterio de la segunda derivada.
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Calculemos entonces la segunda derivada y la evaluamos en estos puntos:
f(x) =12x% — 24x =12x(x - 2).
e Para x=3 tenemos que f'(3)=12-3(3-2)>0(v). Por lo tanto el punto
(3, T (3)) = (3,-25) es un minimo relativo.
e Para x =0 tenemos que f''(0)=12-0(0—2)=0. El criterio no es concluyente. Se debe
usar el criterio de la primera derivada para clasificar este nimero critico. La primera

derivada est4 dada por f'(x)=4x?(x—3). (En general colocamos en la recta real los
nameros criticos vecinos al valor critico a clasificar, en este caso 3).

Usamos -1 y 1 como valores de prueba en los

intervalos para los intervalos (—,0) y (0,) decreciente |de°re°ieme |
respectivamente. \ 0 3
f'(-1) = 4(-1)*((-)-3) <0 \\ No hay extremo
f'()=4-1°(1-3)<0

Asi que tanto a la derecha (pero antes que 3) como a la izquierda de O la primera
derivada es negativa.

En conclusion: en x=0 no se alcanza ni un maximo ni un minimo relativo.

b) g(x)=x® —6x*
1) Primero obtenemos la primera derivada a fin de conseguir los valores criticos.
g'(x)=6x> —6-4x% =6x3(x? - 4).
Para conseguir los puntos criticos solo planteamos f ’(x): 0, pues es un polinomio. Esta
ecuacion es 6x°(x®> —4) =0, la cual es equivalente a
6x°=0 6 (x*-4)=0
y sus soluciones x =0y x =12 son los Unicos valores criticos.

2) Clasificamos los valores criticos, se intenta primero clasificar usando el criterio de la segunda
derivada.

g"'(x)=6-5x* —6-12x*>  Se reescribe de manera factorizada a fin de evaluar mas rapido
g"'(x) =6x%(5x% —-12) .

e Para x=2 tenemos que f''(2)=6-4(5-4-12) >0 (wconcavidad hacia arriba). Por lo tanto
en x=2 ocurre un minimo relativo. (Este valor minimo relativoes f(2)=-32).

e Para x=-2 tenemos que ¢"(-2)=6-4(5-4-12)>0(v). Por lo tanto el punto
(-2,9(-2)) = (-2,-32) es un punto minimo relativo

e Para x=0 tenemos que g''(0)=6-0-(0—2)=0. El criterio de la segunda derivada no es
concluyente. Se debe usar el criterio de la primera derivada para clasificar este valor critico.
La primera derivada estd dada por g'(x)=6x?(x?—4) colocamos en la recta real los
nameros criticos vecinos al valor critico a clasificar, en este caso -2 y 2.

_ En el intervalo (-2,0) la primera derivada es
\ positiva y en el intervalo(0,2) la primera derivada
» €S negativa. En conclusién: por el criterio de la
-2 0 2 . : "
/ \ primera derivada, (0,g(0))=(0,0)es un méximo

relativa.

Creciente
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¢) f(x)=%(x+1*

1) Primero obtenemos la primera derivada a fin de conseguir los valores criticos de f.

La primera derivada esta dada por f'(x) = %(x +1)13 | esté definida en todo R.

El valor critico lo obtenemos entonces al plantear s6lo la ecuacion f'(x) =0, esta es
4 ., L .
3 (x+1)'* =0, cuyasolucién, x=—1, es el nico valor critico .

2) Se clasifica el valor critico
Al calcular la segunda derivada

f'(x) = g(x+1)‘2’3 __ ¢

9(x+1)%"3
nos damos cuenta que no esta definida en el valor critico -1 (Recuerde que la division entre 0

no esta definida). Asi que no podemos usar el criterio de la segunda derivada.
Para clasificar este punto critico debemos entonces usar el criterio de la primera derivada.

Al tomar valores de prueba en los intervalos
de prueba podemos concluir que: ¥ | /!
Si x< -1 entonces f'(x) <0

fi=y <0 -l 0y =0
Si x> -1 entonces f'(x) >0 70>

En conclusion: La funcién alcanza un minimo relativo en x=-1. Este valor maximo es

f(-1)=3(-1+1)* =0.

Para funciones continuas, vimos anteriormente un procedimiento de blsqueda de extremos
absolutos en intervalos cerrados. Ahora damos otro criterio para algunas situaciones que se presentan.

CRITERIO DE LA DERIVADA PARA EXTREMOS ABSOLUTOS.- Si en un intervalo
cualquiera hay un solo extremo relativo entonces él necesariamente es absoluto en ese intervalo.

F 3
¥y €} esun méximo relativo y absoluto.
En (¢, 1a funcién es decreciente.
En {-=,c) 12 funcién es creciente.
3
0 €

Comentarios.-

1.- En el ejemplo anterior, como la funcion f(x) =%/ (x+1)*

tiene un Gnico extremo relativo en x=-1 entonces podemos
concluir que el maximo absoluto de esté funcion se alcanza alli.

Valor de la funcién
A mayor que el

2.- Recuerde que tiene que haber un Unico extremo relativo para
poder hacer esta aseveracién. Al lado mostramos la grafica de
una funcién con un Unico maximo relativo y sin embargo no es
absoluto. La funcion tiene un minimo relativo (otro extremo
relativo).

3.- Todo lo dicho lo podemos aplicar para minimos.
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Ejemplo 2.- Determine los extremos relativos de y = —x* + 4x . Use primero el criterio de la segunda

derivada, si no se puede entonces emplee el criterio de la primera derivada. Vea si puede usar el
criterio de la derivada para concluir si hay un extremo absoluto.
Solucién:

1) Primero obtenemos la primera derivada a fin de conseguir los valores criticos de f

y'=—4x*>+4  Laderivada esta definida en R.
Se determinan los valores criticos planteando solo f'(x)=0
—4x*+4=0
La Unica solucidn de esta ecuacion, x=1 es el unico valor critico de f.
2) Se clasifica el valor critico, se intenta primero clasificar usando el criterio de la segunda
derivada.
y/r — _12X2
y'1)=-12-1=-12<0 ()
De aqui concluimos, por el criterio de la segunda derivada, que en x=1 se alcanza un maximo
relativo. Como (1, f (1)) = (1,3) es el Unico extremo relativo en (—w,) y como f es continua

entonces él es el minimo absoluto de la funcion en toda la recta real.

Ejercicio de desarrollo.- Hallar todos los extremos relativos de la funcion f(x) = x> —10x* +2. Si
es posible, use el criterio de la segunda derivada.

EJERCICIOS 3.4

1) Determine los extremos relativos de las siguientes funciones. Use primero el criterio de la segunda
derivada, si no se puede usar emplee el criterio de la primera. Vea si puede usar el criterio de la
derivada para concluir si hay un extremo absoluto.

11)y=-x"-1; 12) y=x-8x*; 13) y=x* —x? +1;
1.4)y=x"+x%; 1.5) y=x3-3x?+3x-2; 1.6) y=%3—x2—3x—2;
17)y = (xX* +4x+20)"; 1.8) y=x%+x; 1.9) y=5x° — 4x;

1.10) y=x+%; 1.11) y=x-x?"%,

Respuestas: 1.1) Valor critico x=0, no se alcanza ni un maximo ni un minimo relativo (el criterio de
la segunda derivada no se puede usar); 1.2) En x=1/16 hay un maximo relativo y absoluto.

1.3) En x=0 hay un méaximo relativo. En x=2/3 hay un minimo relativo. 1.4) En x=0 hay un minimo
relativo y absoluto. 1.5) Valor critico x=1, por el criterio de la primera derivada no se alcanza ni un
maximo ni un minimo relativo (el criterio de la segunda derivada no se puede usar); 1.6) En x=3 hay
un minimo relativo. En x=-1 hay un méximo relativo; 1.7) En x=-2 hay un minimo relativo, absoluto
también. (Es més rapido concluir por el criterio de la primera derivada). 1.8) No hay extremos; 1.9)

En x= —\/g hay un maximo relativo. En x = \E hay un minimo relativo;
1.10) En x=-1 hay un maximo relativo. En x=1 hay un minimo relativo; 1.11) En x=0 hay un maximo

relativo. En x:% hay un minimo relativo.
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3.5 Optimizacion

Una gran variedad de problemas requieren buscar un valor que haga minima o maxima una
cantidad. Esta cantidad puede venir dada en una formula, en otras ocasiones deberemos conseguir la
férmula. Veamos el siguiente problema donde esta dada la formula.

Ejemplo 1.- Se desea instalar un observatorio entre las ciudades X y Y cuya distancia entre ellas es
40km. La ciudad X tiene 8 veces mas iluminacion que la ciudad Y, esto se ve reflejado en el siguiente
modelo que describe | la luminosidad de un punto situado a x km. de X.

k-
(40-x)* "
donde k es una constante positiva.

|(X)=%+
X

Encuentre la mejor ubicacion
luminica del observatorio, esto es
donde la luminosidad sea minima.

40-x

Solucién:

AUn cuando en el problema no se dice nada acerca de los valores posibles de x, es claro que debe
estar en el intervalo (0,40).

Una vez que tenemos claro el intervalo donde se va a buscar el minimo pasamos a derivar para
luego conseguir los puntos criticos

1'(x) = (8kx2)" + (k(40 — x) )’
1'(x) = —16kx 2 + 2k (40— x) 3
Planteamos 1'(x) =0 a fin de conseguir los puntos criticos
—16kx > +2k(40-x)2 =0
Resolvemos observando que cada la variable sélo esta en factores elevados a la -3.

16kx % = 2k (40— x) 3

8x 2 =(40-x)"
Yox® =3/(40-x)
2xt =(40-x)!
2(40-x) =x
80
X=—
3

x=80/3 es el tnico valor critico dentro del intervalo. Para clasificarlo usamos el criterio de la
segunda derivada. Es facil verificar que la segunda derivada esta dada por:

I"(x) = 48kx ™ + 6k (40 — x)™*, cuando evaluamos esta derivada en x =80/3, obtenemos que
| ”(8—??) >0, también se puede confirmar por ser la suma de dos cantidades positivas.

Por tanto, en este punto se alcanza la minima luminosidad. Remarcamos que éste es el minimo
absoluto pues hay un solo extremo relativo en el intervalo cerrado.

En definitiva hay que ubicar el observatorio a 80 km. de la ciudad X.
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Los problemas de la vida real no se presentan tan explicitos como el problema de arriba. En los
que siguen por lo menos se plantea el problema. El lector debera entender que una de las cuestiones
que quedara en él es identificar diversos problemas de optimizacién que diariamente puede formular,
y probablemente resolver con estas técnicas.

Estos pasos deberan ser tomados en cuenta a fin de resolver problemas de méaximos
y minimos
1.- Leer el problema hasta comprenderlo, este atento que cantidad se pide optimizar.
2.- Realice uno ¢ varios dibujos de la situacion que muestre como se relacionan los elementos que
varian. Escoja nombres a las variables de interés. Si hay varias variables involucradas, vea como se
relacionan. Formule una ecuacion que plantee las relaciones entre las variables. Esta ecuacion se suele
llamar de ligadura (porque establece la relacion entre las variables), otros autores la llaman de
restriccion.
3.-Exprese la cantidad que se quiere optimizar como funcidn de una de las variables. Si necesitd dos
0 mas variables, despeje las demas variables en términos de una sola, usando la ecuacién de ligadura
(o restriccion) y sustitdyala en la funcion a optimizar. Determine el dominio de la funcion resultante
de acuerdo a la naturaleza del problema.
4.- Determine los maximos o minimos de la funcion a optimizar por algunos de los métodos
aprendidos, recuerde siempre garantizar que es absoluto.
5.- Responda con palabras cada pregunta del problema.

Terminologia.- La funcidn a optimizar se la conoce en la literatura como la funcion objetivo.

Ejemplo 2.- Se desea cercar un terreno donde uno de sus e T e T T

. . . Rio _ _ _
lados colinda con un rio, este lado no se piensa cercar. Se =TT == T
dispone de 1200 metros lineales de cerca. ;Como deben ser e B -
las dimensiones del terreno a fin de maximizar el é&rea a g
cercar? n i -~
-z I Y 1
Solucién:

Son muchas las posibilidades de cercar este terreno con 1200 metros de cerca, por ejemplo algunas de
ellas son como se muestra abajo

- T T e T —

300 m.

\
1
!
I
i
L]
|
1
1

| | 100 m.

1l 1
1000 m 1

| 600 m |

L]

o)
s ———

B

l.

} 200 m-4

Pero se quiere conseguir la que tiene area maxima. Observe que el area esta dada por
A=x-y

La cantidad A a maximizar depende de dos variables, debemos expresarla en términos de
una sola de estas variables. Para ello se debe establecer una ecuacion que de la relacion entre x y y
para luego despejar una de ellas y sustituirla en A.

La relacién entre x y y estd dada por la restriccion de la cantidad de cerca a utilizar. Esta
relacion viene dada por

. ———

- g W T T

X+ Xx+Yy=1200.
2x+y =1200. Despejamos y

prom
[—
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y =1200 - 2x
Se sustituye y en el area, a fin de expresar A como funcién de x
A(x) = x-(1200—2x).  Conviene observa que el Dom A = (0,600)

Esta funcion la podemos reescribir como
A(X) =1200x — 2x?

Derivamos a fin de obtener los niimeros criticos
A'(x) =1200 - 4x Buscamos los puntos criticos
1200-4x=0

x =300

Para clasificar este nimero critico calculamos la segunda derivada: A”(x) =—4. Al evaluarla
en 300 obtenemos que A”(300) =-4 <0, por tanto alli se alcanza un maximo relativo, al tener un
Unico extremo relativo en el intervalo (0,600) entonces él debe ser absoluto.

En conclusion: Las dimensiones del terreno deben ser 600 en el lado que corre paralelo al rio y 300
por los otros dos lados.

Ejemplo 3.- Se estima que en un terreno si se plantan 200 matas de aguacates, la produccion estimada
sera de 300 Kg. por arbol y que por cada arbol que se deje de plantar la produccién aumentara en 3
Kg. por arbol. ¢Cual es el nimero de arboles que debe plantarse en el terreno a fin de obtener la
méaxima cosecha posible en el terreno? ;Cual es este valor maximo?
Solucion:
La variable que puede ser usada para modelar este problema es
x= NUmero de &rboles que se dejan de plantar
Asi que
NUmeros de arboles a plantar=200—x y

La produccion estimada por arbol estd dada por

P= Produccidn por arbol =300 + 3x
De esta manera

La produccion total=( nimero de arboles a plantar) x ( produccidn por arbol)
P(x) = (200 — x) - (300 + 3x)

Es claro que 0< x <200. Como deseamos obtener el méximo de la produccion derivamos a fin de
conseguir los puntos criticos. Primero reescribimos la funcion:

P(x) = 6000 +300x —3x?.  Sederiva

P’(x) = 300 — 6x Buscamos los valores criticos
300-6x=0 Resolvemos la ecuacion
x=50.

Como estamos buscando el maximo en un intervalo cerrado y P es una funcién continua, evaluamos P
en 50 y en los extremos del intervalo cerrado.

P(0) = 60000
P(50) = 67500
P(200) =0

El maximo rendimiento es 67.500Kg. y se alcanza cuando se dejan de plantar 50 arboles. Esto es
cuando se plantan 200 —50 =150 arboles.
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Comentario.- En este problema también se pudo establecer la conclusion del méximo absoluto usando
el criterio de la derivada para funciones con un Gnico extremo relativo.

Ejemplo 4.- Se cuenta con 1.500UM para construir un tanque de agua para riego que tendra forma
cilindrica. Se estima que la construccion de los laterales costarda 2UM el m? y el de fondo 1UM.
¢Cudles deben ser las dimensiones del tanque de mayor capacidad que se puede construir con estos
recursos? Asuma que el tanque no tiene tapa.

Solucién: Es claro que se pide el tanque con maximo volumen.

Distintos tipos de tanques pueden ser
construidos con 1.500UM.

T Las variables apropiadas son, sin
o duda, h, la altura, y r el radio del
cilindro.

Recordemos que el volumen de un cilindro est4 dado por &rea de la base por la altura. En
férmulas esto es
V=rx-r?h
Como se puede observar la funcion que se quiere maximizar depende de dos variables.
Entonces debemos buscar una relacién entre r y h dada por una ecuacion.
La relacion entre las variables estara dada por la restriccion que se debe gastar 15.000UM.
Formulamos verbalmente la ecuacion de restriccion:

Ecuacion de restriccion: Costo total del tanque=15.000.
Vamos a expresar el costo total en términos de las variables:
Costo total=costo de la base+costo de los laterales

donde
Costo de la base= 1xAreade labase y Costo de los laterales= 2xArea de los laterales

A=2x-r-k h

2ty —mm
A=n-rt
Costo de labase= 7-r®> 'y Costo de los laterales= 2- (27 -r -h)

De esta manera
Costo total=7z - r® + 47z -rh

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion de restriccion obtenemos
7-r% +4x-rh=1.500

Esta es la ecuacion de restriccion o de ligadura. De ella despejamos una de las variables para
sustituirla en la funcién a maximizar. Resulta aqui conveniente despejar h.
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h_1.500—7z-r2
4-7-r
ho3m_r
T-r 4

Al sustituirla en la funcién a maximizar queda

vin=rz-rz. 3T
T-r 4
z-r’

V(r)=375r -

Ahora V qued6 expresada como funcion de r. Es claro que el dominio analitico de esta funcion
es R. Sin embargo el dominio dado por la naturaleza del problema es (0, o) y es aqui donde

buscaremos el méaximo absoluto.
Determinemos los puntos criticos de V:

2

v =375- 37"
2
3753 g
r= 1500 ~12.61m.
T
Tenemos que clasificar este valor critico, se usara el criterio de la segunda derivada.
Es facil de chequear que V''(r)=—-67z-r, al evaluar en el valor critico da V" fﬂ) <0,(n),
7T

por tanto por el criterio de la segunda derivada en este valor se alcanza un maximo relativo y como

hay un Unico extremo relativo en el intervalo (0,0), aqui se alcanza el absoluto. Sustituyendo
375

r~1261m en h=>"_T , Obtenemos que h ~ 6.31m .
r-r 4

En conclusién: El tanque debe tener una altura h ~ 6.31m y el radio debe ser r ~12.61m.

EJERCICIOS 3.5

1) El porcentaje de sobrevivencia de un cierto tipo de larvas a una temperatura constante T(grados
Celsius) al cabo de una semana es modelado por la féormula P(T)=-1.42T?+68T-746 para
20 <T <30. Halle las temperaturas a las cuales sobrevive el mayor y el menor porcentaje de larvas.
Respuesta: en 23.94°C sobrevive el mayor porcentaje y en 30° el menor.

2) La velocidad de la sangre que esta a r centimetros del eje central de una arteria de radio R es

S(r)=c(R? —r?), donde c es una constante positiva. ;Dénde es mayor la velocidad de la sangre?

Respuesta: En el eje central de la arteria.
3) La reaccidn del cuerpo a los medicamentos con frecuencia esta dada por una ecuacion de la forma

R(d)=d” (% —%) donde d es la dosis y ¢ es la dosis maxima que puede administrarse. La razén de

cambio de R(d) respecto a d se denomina sensibilidad. Halle el valor de d para el cudl la
sensibilidad es maxima. Respuesta: En c, la dosis maxima.
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4) De acuerdo con cierto modelo logistico, la poblacién mundial t afios después de 1960 sera
40

aproximadamente P(t) = ——
P O e

. ¢Cuando crecera mas rapidamente la poblacion?

Respuesta: Ion% afios después de 1960.

5) Un fabricante esta disefiando una caja de base cuadrada sin tapa, que debe tener un volumen de 120
cm®. ¢ Qué dimensiones debe tener la caja para que requiera un minimo de material?

Respuesta : 23/30cm x 23/30cm x 3/30cm-

6) Un fabricante esta disefiando una caja de base cuadrada de 120 cm®. de capacidad ¢Qué
dimensiones debe tener la caja para que la suma de las longitudes sea minima?

Respuesta: 23/15cm x 23/15cm x 23/15cm.

7) Se esta disefiando un embalse de base cuadrada con capacidad para 120.000 m®. El costo del
material de la base cuadrada es 2UM el m? y el material lateral tiene un costo de 1UM el m? ;Cuéles
son las dimensiones del embalse con minimo costo?

Respuesta: Cada lado de la base debe medir 200metros y la altura 50metros

8) El material de fondo de una cava de base cuadrada cuesta el triple por metro cuadrado de lo que
cuesta el material de las caras y la tapa. Encuentre las dimensiones de la cava con maxima capacidad
gue se puede construir si la cantidad total de dinero disponible para el material es de 12UM y el metro
cuadrado de material para el fondo cuesta 0.60 UM.

Respuesta: Cada lado de la base debe medir /5m. y la altura 2y/5m.

9) Una ventana termina en una semicircunferencia como muestra el
dibujo. Hallar las dimensiones de la ventana que tenga é&rea
méaxima si s6lo se dispone de 16 mts. lineales de hierro para formar
el marco. Respuesta. Base y diametro de la semicircunferencia:

1 , 1
—6 base, la altura del rectdngulo es —6 .
4 4+

+7
- —-- 2r o4

10) Se quiere cercar 1000m? divididos en tres lotes iguales, como muestra el

dibujo. Si el metro de cerca interior cuesta 2UM el metro lineal y el metro de
la exterior cuesta 3UM el metro. ;Cudles son las dimensiones de los lotes

........... Y i QUe produce la cerca mas econémica? Respuesta x =10/6m. y - 1006
6

/-j 11) Una lata cilindrica sin tapa debe tener un volumen K. Demuestre que si se
usa la cantidad minima de material, entonces el radio y la altura serén iguales a
(KIz)'®.
Ayuda: Volumen del cilindro = 7 r2h ; Area de la superficie=27 rh+ r r2.

\
\_/

12) Se requiere fabricar una lata cilindrica disponiendo para ello de K cm? de material. Demuestre que
el radio y la altura de la lata con volumen méximo son igualesa K /(37).

(Ayuda: Volumen del cilindro = r2h;  Area de la superficie con fondo y sin tapa =2z rh+z r?)
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13) En una hectarea se estima que con una siembra de 50 matas de aguacates la produccion al cabo
de unos afos sera de 300 Kg. por arbol y por cada arbol adicional que se siembre la produccion bajara
en un estimado de 3 Kg. por arbol. ;Cuantos arboles debera plantar el agricultor para maximizar la
produccién? Respuesta 75 éarboles
14) Se va a tender un cable desde una planta eléctrica ubicada a un lado de un rio de 800metros de
ancho hasta una industria que se encuentra al otro lado, 2000 metros rio arriba de la planta. EI costo de
tender el cable por debajo del agua es 5000UM por kilometro y sobre tierra es de 3000UM por
kilometro. El cable seguira la orilla del rio a partir de la planta una distancia de x kilémetros y luego
cruzara diagonalmente el rio en linea recta directamente hasta la industria. Determine el valor de x que
minimiza el costo total. Respuesta.- 1400

. 2000 m.

' M dustria

X

15) Repita el ejercicio anterior cuando el precio sobre tierra es 4.800UM. Respuesta.- x=0. Se tiende
solo el cable subterraneo directamente de la planta a la industria.

16) Un envase cilindrico debe contener 200cc de jugo. El costo de un cm? de material de las bases, es
decir la parte superior e inferior del envase, es el doble que la de los laterales. ¢(Cudles son las

. . 100
dimensiones del envase menos costoso? Respuesta I =3 e
T

-
1

[

]

]

--‘
- 1

16) Se quiere construir una caja abierta utilizando una
pieza cuadrada de cartén de 30cm. de lado, cortando un
cuadro en cada una de las 4 esquinas y doblando hacia
arriba los lados. a) ;Como debemos cortar para obtener
la caja maximo volumen? b) ¢Cual es ese volumen?
Respuesta: a) Hay que cortar cuadro de 5cm de lado; L., —
b) 2000 cm?®.

-
h

...... S B

I 30 ¢m, i

17) Se esta disefiando una lata cilindrica con tapa y fondo la cual debe tener una capacidad de 64cc.

¢Cudles son las dimensiones de la lata que utiliza la minima cantidad de material?

64
5

(Respuestar=2.16 cm.yh=436cm. r=2- ?\:/E; h=
7 T-r

18) La alcaldia de un municipio exige que el retiro de frente sea de al menos 7 metros, 5 metros al
menos de fondo y de cada lado exista un retiro de al menos 4 metros. Entre todos los terrenos de
forma rectangular con 600 metros cuadrados de area ¢cudles son las dimensiones del terreno que tiene
mayor &rea para construir? Respuesta: Fondo 30metros y frente 20metros.

19) Un agricultor puede vender el saco de apio a 30UM el primero de septiembre, el precio del apio
empieza a disminuir a una tasa aproximada de 0.5 UM por semana. Para la fecha del 1 de septiembre
él tiene 120 sacos y estima que su cosecha aumentard en tres sacos por semana. ¢Cuéndo le
convendra vender su cosecha? Respuesta: dentro de 10 semanas.
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MAS PROBLEMAS
1) La concentracion de agua en el suelo ha sido modelada para cierta regién mediante la formula

c=1-e . Determine la profundidad donde ¢ crece mas rapido. Respuesta: x = g

2) Eltamafio N de una cosecha depende del nivel de nitrégeno de acuerdo al siguiente modelo

T(N) = 2 ZI:I > Calcule el nivel de nitrégeno en que se maximiza la produccion. Respuesta: N=1.
+
3) Un modelo para la velocidad de crecimiento de una poblacion estd dada por el siguiente

3/2
Vv(N) = N{l—(%) J donde N es el tamafio de la poblacién. Calcule el tamafio de la poblacion

donde la velocidad de crecimiento es maxima.

4) Un agricultor estima que si planta 120 arboles de aguacates en un terreno, la produccion esperada
al cabo de unos afios por arbol serd 475 Kg. y esta disminuird en 5 Kg. por arbol, por cada arbol
adicional plantado en el terreno. ¢Cuantos arboles deberia plantar el cultivador para maximizar la
produccion total? Respuesta: 154 arboles

5) Se piensa establecer una fabrica de refresco para abastecer a tres ciudades ubicadas a los largo de
una carretera recta. Las ubicaciones de las tres ciudades estan representadas en el diagrama:

20 km. 40 km,

® o .

A B

¢Donde se debera establecer la fabrica a fin de que la suma de los cuadrados de las distancias de las
ciudades a la fabrica sea minima? (Ayuda: Asuma que el punto dptimo esta entre B y C). Respuesta:
En la ciudad B.

6) Resuelva el problema anterior con las siguientes distancias entre ciudades

20 km. 50 km.

® ® @
A C

B

Respuesta: A 10 Km. de distanciade BenlaviaaC
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3.6 Optimizacion en economia

Hay una gran variedad de problemas en administracion y economia donde se emplea la
derivada para encontrar maximos y minimos. Particularmente a una empresa le interesa el nivel de
produccién donde se alcanza la maxima utilidad o el maximo ingreso o a un fabricante le interesaria
saber el nivel de produccidn es que su costo promedio por unidad es minimo. Ademas de estos
problemas en esta seccidon estudiaremos en detalle el problema de control de inventario.
Empezaremos esta seccion con problemas sobre costos.

Ejemplo 1.- El costo total de producir  unidades de un articulo est& dado por

¢(q) =5000+4q +%q2. a) ¢Cuantas unidades debera producirse a fin de obtener el minimo costo

promedio por unidad? b) ;Cudl es ese minimo costo promedio?
Solucidn: Primero debemos obtener el costo promedio. Este se calcula dividiendo el costo total entre

q

5000 + 4q + L q°
c(q)= 2___ +4+=q.
q q 2
Ahora se calcula la primera derivade C .

’

c'(q) = [50000|‘1 + 4+%q) = -5000-q* +% .
Planteamos C'(q) =0 para encontrar los valores criticos.

~5000-q2 +%:o

Esta ecuacion la resolvemos despejando q2. Alternativamente  pudimos  resolver la  ecuacion
) reescribiendo el lado izquierdo como una suma de
g° =10.000 fracciones, la cual sumamos y planteamos la ecuacion
q =+100. numerador igual a cero.

Eliminamos la solucion negativa pues carece de sentido.

Tenemos que clasificar q =100 que es el Unico valor critico en el intervalo [0,00).
Usaremos el criterio de la segunda derivada

€"(q) =10000-q*, al evaluar tenemos
1

100°
Entonces en q =100 se alcanza un minimo relativo y como hay un Unico extremo relativo

entonces podemos concluir:

€"'(100) =10000- >0.

a) Cuando se producen 100 unidades tendremos el costo promedio minimo.
b) El minimo costo promedio es
2
5(100) = c(100) _5000+4-100 + (100)° /2 _ 5000 + 400 + 5000 ~104 UM.
100 100 100

Ejemplo 2.- El costo total de producir  unidades de un articulo est& dado por

c(q) =1000 + 300q +%q2 . Si la ecuacion de demanda esta dada por p=200-0.1q. a) {Cuéantas

unidades debera producirse a fin de obtener la maxima utilidad? b) ¢Cual es el precio en que se tiene
la méxima utilidad? c) ;Cual es la utilidad méaxima posible? d) Si el gobierno impone un impuesto de
10UM por unidad ¢Cudl es el nuevo nivel de produccién que maximiza la utilidad?
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Solucidn: Primero se debe conseguir la funcion utilidad U =1-C
En este caso, como | = pq = (400—0.1q)q = 400q —0.1q?, tenemos

U (q)= (400q - 0.19%) — (1000 + 300 +%q2)
U (q)=400q - 0.1q2 —1000 — 300q —%qz

u(q)z—%q2+100q—1ooo
a) Derivamos
6
U'(g)=——q+100
(@)=—554

Se plantea U’ = 0 para conseguir los puntos criticos:
3 q+100=0
10

q=1000/3

Se tiene un Unico punto critico. Se usa el criterio de la segunda derivada para clasificar el
posible extremo.
3

U”(CI)Z—B

Como U" es siempre negativa, asi lo es en el nimero critico. Por tanto en g =1000/3 se alcanza un
maximo relativo y por existir un Gnico extremo, éste es absoluto.

b) Se sustituye en la ecuacion de demanda para obtener el precio de venta maximo.
p =400-0.1(1000/3)

p=1100/3~367 UM.
c) Se consigue el valor maximo de la funcién utilidad.

u(q)z—iq2 +100qg —1000

20
2
U 1000)__ 3 (1000 +100 1000 —100==49.700/3UM ~16.567UM .
3 20\ 3 3

d) Al imponer un impuesto de 10 UM por unidad los costos totales aumentan en 10q. La nueva
funcion de costos esta dada por

¢, () =1000+310q +%q2
y la funcion de utilidad queda
Ui(q)=—2%q2 +90q —1000
Derivamos
Ui(a)=-=9+90
Se plantea U/ = 0 para conseguir los puntos criticos:

3
-—0g+90=0
10q

q=300.
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De nuevo, se tiene un Unico punto critico y Ui"(q)=—0.1, se concluye de manera similar que
arriba: En g =900 se alcanza un maximo de la funcién utilidad con impuesto. Para obtener el precio
en que se alcanza la maxima utilidad se sustituye en

p =400 - 0.1(300)
p=370
y para la utilidad maxima se sustituye en la funcion utilidad con impuesto

3
Ui(q):—%qz +90q —100

U;(300)= —% (300)2 + 90(300) —100 =13.400UM
Ahora la utilidad maxima es de 13.400UM. Observe que el nuevo precio es de 370 UM.

Ejemplo 3.- Un gimnasio tiene la cuota mensual en 100UM. A ese precio se inscriben mensualmente
un promedio de 550 clientes. Se quiere subir los precios y se estima que por cada aumento de 2UM se
pierden 5 clientes ;Qué precio se debera fijar a fin de que el gimnasio obtenga el maximo ingreso?
Solucién:
En este caso el ingreso viene dado por
Ingreso= (NUmero de clientes)x(cuota mensual)

Definimos como

X = NUmero de aumentos de 2 UM.

Es claro que x tiene que ser mayor o igual a cero. Con esta definicién tenemos:

Cuota mensual=100 + 2x
Numero de clientes= 550 — 5x

Note que el nimero de clientes dado por esta formula es una cantidad no negativa si x <110
Sustituyendo en la funcion ingreso obtenemos

1(x)= (550 — 5x)(100 + 2x)
I(x)=55000 — 500 +1100x —10x?
I(x)=10(5500 + 60x — x2) , donde x [0,110]

Esta es la funcion a maximizar. A fin de determinar donde se alcanza el maximo se deriva la funcion
ingreso y se igualaa 0

1"=10(60-2x) =0
La solucion de esta ecuacién, x = 30, es el Gnico valor critico de la funcion ingreso.
Una manera de determinar el méaximo absoluto en [0,110] es evaluar la funcién de ingreso en el valor
critico y en los extremos del intervalo:

I (0) =55000

1(30) = 64000

1(110)=0

Entonces el maximo del ingreso ocurre en x =30 y es de 64000UM. Recuerde que x es el
numero de incrementos de 2UM 'y la cuota mensual donde se alcanza el maximo ingreso esta dada por

Cuota mensual=100 + 2(30) =160

Con esta cuota se tendra que

Numero de clientes= 550 —5(30) = 400.

Comentario.- EIl problema también se podia resolver estableciendo como variables p y g. Si se
procede de esta manera entonces hay que establecer una ecuacion que relacione estas variables.
Observe que la relacion entre py g es lineal.
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CONTROL DE INVENTARIOS

Una aplicacion importante de la teoria de optimizacion dada en la administracion y economia
es el problema de control de inventarios. En términos de negocios este problema lo podemos plantear
de la siguiente manera: Se tiene una demanda fija de k unidades de un producto al afio, la cual es
vendida de una manera uniforme a lo largo del afio. EI negocio enfrenta dos costos: los costos de
almacenamientos y los costos de envio. Si el tamafio del pedido es grande el costo de almacenamiento
asi lo sera, pero se incurrird en menos costos de envio. Por otra parte, si el tamafio del pedido es
pequefio se tendran que hacer muchos pedidos al afio incurriendo en costos de envio elevados. En la
produccién de una industria se tienen problemas con planteamientos similares: una fébrica que
necesita alguna materia prima, donde estdn presentes estos dos costos. También una industria que
produce los productos en apenas unas horas, pero que el costo de almacenamiento es elevado y
presenta por otro lado un costo en cada proceso de produccion.

Ejemplo 3.- Una tipografia utiliza 6.000 resmas de pliego de papel al afio. El costo de envio de
pedido es de 30UM. independientemente de la cantidad de resmas pedidas. La resma se compra a
10,5UM la unidad. Suponga que cada pedido llega justo cuando se ha acabado el inventario del
anterior pedido. El costo de almacenamiento es de 1UM por resma al afio y las resmas son utilizadas
de manera uniforme a lo largo del afio. Determinar el tamafio del lote que minimiza el costo total.
Solucidn: Sea x =nimero de resmas de papel en cada pedido.

En este problema de control de inventarios se han hecho las suposiciones:

1) Lautilizacién de resmas por parte de la tipografia se hace de manera uniforme.

2) Justo cuando se acaba el pedido anterior llega el siguiente.
Estas dos suposiciones llevan a intuir que en el almacén existe en promedio x/2 resmas de papel al
afio. Por ejemplo si se hacen 2 pedidos al afio. Cada pedido es de 3.000 resmas. El dia que llega un
pedido hay 3.000 resmas de papel, justo llegan cuando se acaban las anteriores y el Gltimo dia hay 0
resmas. En promedio hay 1.500 resmas en el almacén en cada periodo y durante el afio. Esta cuenta
intuitiva puede ser demostrada de manera formal usando la teoria de integracion.
Tenemos entonces que:

Costo de

Costo de Nﬁmcro medio
1 femto enm

]
[EEN
N | X<

. . . , : 6.000
Si el tamafio del pedido es x entonces el nimero de pedidos es . Podemos entonces obtener

il

_6.000
X

Finalmente
Costo de Costo total Costo total por
Costo total = | acenamiento) por envios | | compra de 6.000

resmas
:g 180.000 , ¢ 000x10.5
X

Si denotamos por C(x) el costo total cuando los pedidos son de x resmas entonces tenemos:
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C(x) = g N 180.000

+63.000.

Debemos entonces encontrar el minimo absoluto de C(x) en (0,6000]

Buscamos primero los puntos criticos dentro del intervalo, para ello derivamos y planteamos donde la
derivada se anula:

1 180.000

2 x?

Las soluciones de esta ecuacion son x =+600. Sélo tomamos la solucion positiva. Para
clasificar usamos el criterio de la segunda derivada

0

., . 360.000

Cr(x) =

C"(600) = 360'0300 >0
00

Asi en x=600 se alcanza un minimo relativo y por existir un Unico extremo en el intervalo este
minimo es absoluto. En conclusion se deben pedir lotes de 600 resmas.

EJERCICIOS 3.6

1) La ecuacion de demanda de un producto es p =12—-0.01q2. ;Cuél es el precio en que se obtiene el
maximo ingreso? Respuesta: p=8 UM.

2) La funcién de demanda para un determinado articulo es p = 20e™%/*°. a) Encuentre el valor de p en
que el ingreso es maximo para 0<q<20. b) Encuentre el valor de p en que el ingreso es maximo
para 0 < q<5. Respuesta: a) p=20/e; b) p=20/\e UM.

3) La ecuacion de demanda de un determinado articulo es p=200-2q y la funcién de costo es
¢ =200+4q. ¢En qué nivel de produccidn se maximizara la utilidad? ;Cual es la utilidad maxima?

Respuesta : q=49 unidades; Unx=4602 UM.

4) La ecuacion de demanda de un determinado articulo es p:% y la funcién de costo total es
q

€c=200+25q. ¢(Cuél es el precio que dard la utilidad méaxima? ¢Cuél es la utilidad maxima?

Respuesta: p=50UM; q=9; 25 UM es la utilidad maxima).

5) El costo unitario de un producto es 3 UM y la ecuacion de demanda es p =200—3q. ¢Cual es el

precio que dara la utilidad maxima? ¢Cudl es la utilidad maxima? Demuestre que el maximo ocurre

cuando el ingreso marginal es igual al costo marginal. Respuesta: p=101,5 UM.; Upx=3234 UM.

6) La ecuacion de demanda de un determinado articulo es p= @y la funcion de costo promedio

es 5:50+@. a) ¢Cual es el precio y el nivel de produccion que dard la utilidad méxima? b)
q

Demuestre que en este nivel el ingreso marginal es igual al costo marginal. Respuesta: q=64.000
7) Se ha determinado que la funcidn de costo promedio para un determinado articulo es

5:q+32+@. a) ¢Cual es el nivel de produccion que minimiza el costo promedio si la empresa no
q

puede fabricar mas de 30 articulos? b) ¢Cual es el nivel de produccion que minimiza el costo
promedio por unidad si la empresa no puede fabricar mas de 15 articulos?

Respuesta: a) q=20; b) g=15 unidades

**@) La funcion de costos totales de un fabricante es ¢ =0.04q° —4q+100. a) ¢Cuél es el nivel de

produccidn para el cudl el costo promedio es minimo? b) ¢Cual es el nivel de produccion para el cual
el costo marginal es minimo? Respuesta: a) g=50; b) g=0.
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9) Los costos totales fijos de una empresa son 1000UM, el costo variable por unidad es de 5UM y la

ecuacion de demanda es p = 4TO a) ¢Cual es el nivel de produccion que maximiza la utilidad? ¢;Cudl
q

es el precio que hay que fijar para que la utilidad sea maxima? b) Si el gobierno fija un impuesto de

3UM por unidad, ;cual serd ahora el precio que maximiza la utilidad? Compare precios éptimos,

produccién y utilidad con y sin impuesto. Respuestas: a) q=16; p=10; b) g=25/4 unidades; p=16 UM.

*10) Un editor sabe que tiene una venta de 5.000 ejemplares de un libro si lo vende a 25UM. El estima

que por cada UM que aumente deja de vender 25 ejemplares. Si la funcion de costos totales por editar

q libros es ¢(q)=-0.001¢+2q+20.000. ¢ Cual es el precio que maximizara la utilidad?

Respuesta: 110.64 UM

11) Un hotel de 100 habitaciones dobles cobra 80UM por noche, con este precio normalmente se

alquila 40 habitaciones. La gerencia estima que por cada 5 UM de rebaja conseguird alquilar 4

habitaciones mas. ¢ Cual es el precio que maximizara el ingreso? Respuesta: p=65 UM.

12) Si la funcion de utilidad de un producto esta dada por u = —%q3 +2.502 +500q — 5000

Determine el nivel de produccién en que la utilidad es maxima considerando. a) Que la empresa no
puede producir més de 50 articulos. b) Que la empresa no puede producir mas de 20 articulos.
Respuesta: a) g=25 UM, b) g=20 unidades.

13) Si una compafiia gasta x UM en publicidad, el nimero de articulos que vendera esta dado por

q= 400%. Sin incurrir en los gastos de publicidad, la compafiia tiene unos beneficios de 100UM
+ X

por articulo. Determine el valor de g y el gasto en publicidad que maximiza la utilidad.

Respuesta: 199 UM.

14) Una concesionaria de carros vende 5000 vehiculos al afio y los pide a la fabrica en lotes de tamafio
g. Cada pedido cuesta 250 UM y el costo de almacenaje cuesta 50 UM. por auto, independientemente
del tiempo en que estard en el almacén. Determine el tamafio 6ptimo del lote, (esto es, el que minimiza
la suma de los costos de almacenamiento y pedido).

15) El costo de producir un articulo es 150+t UM, donde t es el impuesto por unidad producida. La
ecuacion de demanda del articulo esta dada por p=300-3q. a) Diga en términos de t, el nivel de
produccién que maximiza las utilidades de la empresa. ¢Cual es la maxima utilidad? b) Si t=30, ¢cual
es el nivel de produccion que maximiza la utilidad y cual es esas utilidad?. Repita con t=60.

c) Determine el impuesto por unidad t que debe imponerse para obtener una maxima recaudacion.

Respuestas: 150 -t ; b) 20; 15 unidades; c) 75 UM.

16) El ingreso total por producir q articulos esta dado por 1(q) = 4375q —25q% y su funcién de costo

es C(q)=100+55q—q?.a) ¢Cual es el nivel de produccion en que se produce la maxima utilidad si

la fabrica tiene una capacidad para elaborar 100 articulos? b) ¢Cudl es el nivel de produccion en que se
produce la maxima utilidad si la fabrica tiene una capacidad hasta elaborar 80 articulos?
Respuestas: a) 90; b) 80 unidades.

17) La ecuacion de demanda para q unidades de un producto esta dada por p :4—0 y el costo

Ja
100

promedio es C(q)=—+5.a) ¢Cudl es el nivel de produccion que maximiza la utilidad? ;Cuél es el
q

precio que hay que fijar para que la utilidad sea maxima? b) EI gobierno decide dar un subsidio de
1UM por unidad, ¢cual sera ahora el precio que maximiza la utilidad? Compare precios éptimos,
produccioén y utilidad con y sin subsidio. d) ¢Cuanto le cuesta al estado este subsidio?

Respuestas: a) q=16 p=10 U=80; b) q=25; p=8; U=25; d) 25UM.

18) Un museo cobra la admision a grupos de acuerdo a la siguiente politica. Para los grupos con 40 o
menos personas el precio es de 50UM por persona, pero por cada persona adicional el precio por
persona disminuira en 1UM (por ejemplo si el grupo es de 42 personas el precio para cada una es de
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48UM). a) Exprese el ingreso del museo en funcion del tamafio del grupo. b) ¢Cual es el tamafio del
grupo para el cual el museo obtiene el maximo ingreso? Respuesta: b) 45 personas.

19) Un museo cobra la admision a grupos de acuerdo a la siguiente politica. Para los grupos con 40 o
menos personas el precio es de 50UM por persona, y el ticket de las personas por encima de 40
disminuirdan en 1 UM por cada persona por encima de 40. (Es decir si el tamafio del grupo es 42
entonces las primeras 40 tickets costardn 50 y los tickets 41 y 42 costardn 48) a) ¢Cual es el tamafio
del grupo para el cual el museo obtiene el maximo ingreso? b) ¢Cual es ese ingreso?

Respuestas: 25 personas, 1=2625UM..

20) Una ferreteria tiene una demanda promedio de 400 cajas de bombillos tubulares tipo X al afio.
El costo de envio desde la fabrica es de 50UM independientemente de la cantidad de cajas pedidas
hasta un méximo de 400 cajas. El costo de adquisicion de cada caja es de 100UM vy el costo de
almacenamiento es de 8UM por caja por afio. Suponga que las cajas son vendidas de manera
constante durante el afio y cada pedido llega justo cuando se acabo el anterior, determine el tamafio del
lote que minimiza los costos totales. Respuesta: 80 cajas.

3.7 Gréficas de funciones polinomicas

Las funciones polindbmicas son las mas sencillas de graficar pues son pocos los elementos a
tomar en cuenta. EI dominio de la funcion son todos los reales, podemos tomar en cuenta la simetria,
ella es facil de determinarla (si todos los exponentes son pares la funcion es par, si todos los
exponentes son impares la funcion es impar, si no ocurre ninguna de las situaciones anteriores
entonces la funcién no es par ni impar).

Para graficar este tipo de funcion se suele realizar los siguientes pasos:
1.- Calcular puntos criticos, intervalos de crecimiento y decrecimiento.
2.- Determinar intervalos de concavidad y puntos de inflexion.
3.-Calcular algunos puntos de la grafica de interés. Suelen ser los puntos criticos, puntos de inflexion,
interseccion con el eje y e intersecciones con el eje x si resulta facil de calcular. Graficar estos puntos y
luego unirlos de acuerdo a la informacidn aportada por 1y 2.

Se recomienda que la informacidn aportada por los numerales 1y 2 colocarlos en la recta real
que esté alineada con el eje x del plano sobre el que vamos hacer la grafica.

_ 3
Ejemplo 1.- Bosqueje la graficade y = TX+3x.

Solucion:
1.- Se determina puntos criticos, intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos.
Para ello calculamos la primera derivada:

3x?
'=——+3
y 4
Determinamos los puntos criticos al solucionar:
2
X
_3x +3=0
4

X =2 son los puntos criticos de y. Los colocamos en la recta real y evaluamos la primera derivada en
valores de prueba tomados de los intervalos delimitados por estos puntos criticos a fin de estudiar la
monotonia de la funcion.

NN

Y0 2 yp0 2 y(3)0
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La informacion de los intervalos de crecimiento y decrecimiento es colocada en la recta
real alineada con el eje x del plano donde se trazara la grafica de la funcion

2.- Se determina intervalos de concavidad y puntos de inflexion.

La segunda derivada estd dada por y" = —3—2X . El' nico punto candidato a cambio de concavidad es

x=0. Lo colocamos en la recta real y evaluamos la segunda derivada en valores de prueba tomados en
los intervalos (—0,0) y (0,00) para examinar el signo de la segunda derivada en estos intervalos.

Cénecava hacia arriba

a

Y

Concava hacia abajo

Y10

y(1)<0

3.- Calculamos las intersecciones con los ejes coordenados y hacemos una tabla de valores donde
estan los puntos criticos y los puntos de inflexién junto con las intersecciones con los ejes.
Recuerde que para encontrar interseccion con el eje x planteamos y = 0. Esto es

—X3

=——+3x=0,
y 4

cuyas soluciones son x =0,£+/12 . Asi los cortes son (0,0),(v12,0) y (—v12,0)

Con el eje y debemos plantear x = 0.

-0°

0)=——+3-0=0
yO) =——+

Ahora hacemos la tabla de valores.

X y= f (X) Puntos caracteristicos
-2 -4 Pto. critico
2 4 Pto.. critico
Pto. de inflexion.
0 0 .
Corte con los ejes
+412 0 Cortes con el eje x

Llevamos la informacion de los intervalos de
monotonia y concavidad cuadrados con los ejes
coordenados del plano y graficamos los puntos dados en
la tabla. Las flechas indican la monotonia de la funcién
y como tienen que llegar a los puntos graficados.
Siempre es conveniente dibujar la grafica cerca del punto
de inflexion como una recta (con pendiente
aproximadamente la derivada evaluada en ese punto). En
el resto de la grafica se sigue la informacion de
concavidad y se une los puntos con un trazo suave.
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Ejercicio de desarrollo Trazar la graficade y = x* —4x? +3.

EJERCICIOS 3.7

Alinear rectss con los candidatos a
1) Rellene la informacion sobre cada una de las puntos de inflexién y valores
gréaficas de las siguientes funciones. Represente edfticosconclgerdeplans, o, ~ AN,
los puntos de la tabla de valores en el plano. Si yy » " Concavidad
es extremo relativo, desplace las flechas que ¥

corresponda a monotonia antes y después del
punto, si es punto de inflexién coloque una recta
con la inclinacién dada por la derivada en ese
punto. Por ultimo grafique.

4 X

1.1) y=—x2+%;1.2) y=6x(x-1)% -1. lo

2) En cada uno de los siguientes ejercicios, dibuje una funcion continua f en el intervalo en el
intervalo indicado [0,5] que satisfaga las condiciones dadas.

21) f(0)=2,f(3)=0;f(5)=3

f'(x)<0en (0,3); f'(x)>0en (35);

f"(x)>0en (0,4); f"(xX)<0en (4,5).

22) f(0)=-16;f(2)=4;f(1)=1(4)=0
f'(x)<0en (2,4); f'(x)>0en (0,2) U (4,5);
f"(x)>0en (35); f"(xX)<0en (0,3).

3) Para cada una de las siguientes funciones determine: dominio, intervalos de crecimiento, intervalos
de concavidad, extremos relativos, puntos de inflexion, simetrias y aquellas intersecciones que puedan

obtenerse convenientemente. Bosqueje la gréfica.
4

31) y=x>-2x+1; 3.2) y=X?—2x3+2x2; 3.3) y=x*-2x3-1;

3.4) y=3x*-x%; 3.5) y=x*-2x?; 3.6) y =3x®-5x%;
3.7) y=(@1+2x*)*; 3.8) y=—x"+2x% 3.9) y=(01-x)*(x+2)°.
4) Las siguientes graficas son las graficas de las funciones derivadas f'(x) de f(x) . Describa,

para cada una de ellas, la funcién y = f(x) y bosqueje una grafica posible de f(x) con la condicién
dada en cada una.

4.1) Busque ftal que 2)=1 42} Bl:quefﬂl que f0)=1 4.3) Busque ftal que f1)=1 4.4) Busque ftal que A1)=1

)" F y y‘ ¥y 4
I\ 1 .
\ d / N d If
T 2 4, Vi A‘ o : 2 >
3 - \Il v/
i Do f = (-1,00)




Respuestas:
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11) -¥3 A
| | ‘{5 e y
Conce. Cone. Cone.
mm—l—m—?
- Ihlﬂ 1 hacia srriba
F 3
¥
_vlf;-l 3 >
\/’ x
PRI I
oo /ﬁ' < . “x x....Ly...|. Pumos caractesisticos
Y u Y 0...4.0...].Corie con los cjes
A an YW £v6 ). 0...| . Corte con el cje x
+1. ). 5/6.| . Pumin de inflexicn
1.2) 173 1
Cone. hacia | Come.
abajo zlnllﬂl.ll.'l'lr
y 4 y
);*'3 1 .f o 13 1
) : -
B N ! :
f’ --------- ¥....|.»...|. Puntos camcteristicos
2 ... 2. .| . Corte con los cjes
Por Ia griifica hay un corte com |G... . ).-1.. .Ca'l_ncnnel:;jc_v
el eje x, pero no se poede L..J.-1.. .M&n_mnrelnﬁ_vu
determinar por ninguno de los 173 . ). -1/9 | . Méiximo relativo
métodos algebraicos vistos 2/3 |.-5/ 1. Punto de inflexiém

2.2) Unaz posible solucién. ¥
7~
0 2 4

45
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Q. F'y
30 r 32 y 3
\ 1 Plos. ini.
/. /3
- x
1 0 1 2 o
Minimo relativo 0 en x=I
Valor miximo 1/2 en x=1
Decreces—,1) Valor minimo 0 en x=0 y x=2
Crece: (1, } Crece: (0,))U (2,x)
Cont. haciz arriba: R Decrece: (-=,8) U (1,0)
Cortes con los cjes: (0,1)y (1,0) Concavidad hacls grrba:,
-l
Coneavidad hacia dbajo: *
v A 24 “'%‘ %
3.4 35
(1,1 :
L3
0 2 . -1
7 :
\r Cen\
Valor miximo relativo 4 en x=2 Miximo relativo 8§ en x=0
Valor minimo relativo 8 en x=# Minimos relatives en x=1 y -1
Crece: (0,2) Crece: (-1L,Bu(L«<)
Deerece: (—o,0)\ (2,00) Decreee: (- ThA81)
Céneava hacia arriba: (—® ,1} Con ad hadis arriba:
Ciéncava hacia abajo: (1,x ) (_c,,,_\;g ,3)U(‘/§ 13,0}
Punto de inflexién en x=1. Concavidad hacia abajo:
Cortes con los ejes: (3,0) y(0,0) /313,313

3| A

X

[
y

Minimo relative 1 enx=0
Crece: (0,)

Decrece: (—c,0)
Concavidad hacia arriba: R
Cortes con x no hay.

Cortes con y: (0,1).

Punios de inflexién en x=3/3,/3/3

38

A

3)

11.5.-2.68)
Minima relativo -2.68 en x=3/2
Creee: (3/1,00)
Decreee: (=80 (0,3/2)
Ceoncavidad hacia arriba: (0,1}
Concavidad haria abajo:

{(—= 8y {1,=)

Punitos de inflexidn en x-0y 1
Cortex x: No se por Ruff,

3.6) 1.2 ¥

Plos. inl.

(1.-2)
Valor méximo rel. 2 en x=-1
Valor minime rel. -2 en x=1

Creee: (~5,-)U(,)

bllll.u'lllllll preiary Ill.l.l.lll

21200 (2/22)
Conuvulad hacia abajo:

(—oo,—\ 2/)Hu@2/2)
Puntos de inflexién en x=0,—\211\ 272

39

e

Méximo relativo 27/16 en x=3/2
Crece: (—n0)u(8,3/2)

Decrece: (3/2,x)

Céneavo hacia arriba: €0,1).
Coneava hacia abajo: (—=,8) . (1,x)
Punios de inflexién en x=0y 1
Cortes con los ejes: (0,0) y(2,0).

Méximo relative en x=-5/7
Minimo relativo en x=1
Crece: (o225 {Lx)
Decrece: (—5/7,1)
Com:avn ha
-2, P;IU(

Céncava Ladn aba

epu (R

—5+311 DU ,m)

-s+3f
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3.8 Gréficas de funciones racionales

Las funciones racionales son de la forma:
q(x)
donde p(x) y q(x) son funciones polindmicas. Recuerde que el dominio de este tipo de funcién es

Dom f:{x tales que q(x);tO}.

Es decir son todos los x donde el denominador no se anula. Recordamos que los ¢ donde el
denominador se anula definen los candidatos x=c a ser asintotas verticales.

Para graficarlas se suele seguir los siguientes pasos:
1.- Calcular el dominio de la funcion.
2.- Hallar la primera derivada para luego calcular puntos criticos, intervalos de crecimiento y
decrecimiento, extremos relativos. Se recomienda llevar esta informacién a la recta real colocada
encima del plano cartesiano donde se realizara la grafica y alineada con el eje x de este plano.
3.- Calcular la segunda derivada para luego determinar intervalos de concavidad y puntos de
inflexion. Se recomienda llevar esta informacion a otra recta real cuadrada con la recta real del
crecimiento y con el eje x del plano donde se realizara la gréafica.
4.- Determinar las asintotas verticales. Determinar las asintotas en infinito: horizontales y oblicuas.
Dibujar las asintotas con un trazo punteado en el plano donde se bosquejara la grafica de la funcién.
5.- Calcular algunos puntos de interés de la gréafica, llevandolos a una tabla de valores. Esto son los
puntos criticos, puntos de inflexion, interseccion con el eje y e intersecciones con el eje x si resulta
fécil de calcular. (Recuerde, por ejemplo, que el valor critico, x,, debe ser evaluado en la propia

funcion para obtener el punto critico (xo, f(x0 )) el cual es un punto de la grafica de f). Graficar estos

puntos, (se recomienda trazar tenuemente las flechas de crecimiento y decrecimiento antes y después
de estos puntos caracteristico). Puede ser de gran ayuda dibujar un trozo de gréafica en la zona donde la
grafica se acerca a la asintota y luego unir los puntos caracteristicos junto con los pequefios trazos de
la grafica de acuerdo a la informacion aportada por los puntos anteriores.

Insistimos en recomendar que los puntos de la grafica obtenidos por los numerales 2 y 3 se
coloquen en rectas reales alineadas con el eje x del plano sobre el que vamos hacer la grafica, para un
mejor manejo de la informacién conseguida. Recuerde que la gréfica se aproxima a las asintotas
horizontales u oblicuas cuando x toma valores muy grandes. La grafica se acerca a las asintotas
verticales para valores grandes (positivos o negativos segun corresponda) de y.

Ejemplo 1.- Para la funcion y=

5 Determine: dominio intervalos de crecimiento, intervalos de

concavidad; extremos relativos; puntos de inflexién; asintotas horizontales y verticales y aquellas
intersecciones que puedan obtenerse convenientemente. Bosqueje la gréafica de la funcién.
Solucién:
1.- Calcular el dominio de la funcién.

El dominio de esta funcion son todos los reales excepto los puntos donde el denominador se hace 0.
Estos puntos son:

1-x*=0
X=x=1.
Asi
Dom f =R-{,-1}.
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2.- Se determinan puntos criticos, intervalos de crecimiento y decrecimiento.
La primera derivada esta dada por:
, 4x

@-x)’
La derivada se anulaen x =0 y no existe en x =+1.

\g\f/é/

y

- r

Observe como de nuevos que los valores donde la propia funcién f no esta definida se los
ha representado con circulos agujereados en la recta real. Este es el caso de x=-1y 1.

3.- Determinar intervalos de concavidad y puntos de inflexion.
Es facil verificar que la segunda derivada puede ser expresada como:
. A(L+3x%)
@-x*)*"

La segunda derivada nunca se anula, por tanto no hay candidatos a puntos de inflexion de
esta naturaleza.

Por otro lado la segunda derivada no esta definida en -1 y 1, pero la propia funcién tampoco
esta definida en estos puntos, por consiguiente no pueden haber punto de inflexion alli; sin embargo
puede haber cambio de de concavidad -1y 1. Como efectivamente ocurre cuando tomamos valores de
prueba dentro de los intervalos.

Conc. hacia -] Conc. bacia 1 Cone. hacia
abajo ,L arriba 1 sbajo
@0 T rop0 1 £R<0

En conclusion: no hay puntos de inflexidn. La grafica presenta concavidad hacia arriba en el intervalo
(-11) y concavidad hacia abajo en (- 0,~1)U (L,).

4.- Calcular las asintotas verticales y en el infinito.

Para las asintotas verticales planteamos en este caso denominador=0, para encontrar los candidatos.
Esta ecuacion es x> —1= 0y las soluciones son x =1 yx=1

Se calculamos los limites para chequear

lim =—00. lim =4
x—1" 1 — X2 x—>-1"1— X
lim 5=t lim S =—0.
x->1"1—X x>-1"1—X

Asi x=-1 y x=1 son asintotas verticales. Los resultados de estos limites pueden ser

esquematizados en el bosquejo de la grafica de la funcién mediante un pequefio trazo vertical o mas
arriba 0 mas abajo segln sea el caso (+0 0 —o0) a la derecha o la izquierda de la asintota vertical
como indique el limite lateral. Recuerde que la asintota se suele dibujar con un trazo punteado.

Asintotas en el infinito: Sabemos que tiene asintota horizontal pues es una funcion racional
con el grado del numerador menor o igual al grado del denominador. Para determinar las asintotas
horizontales calculamos los limites al infinito:
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. 2 . 2
XI—I>rPoc1_X2 =0 y XI—I>rI1001_X2 =0

Concluimos que y=0 es asintota horizontal por la derecha y la izquierda. Es claro que no
tiene asintota oblicua.

5.- Calcular algunos puntos de la grafica de interés. Suelen ser los puntos criticos, puntos de
inflexidn, interseccion con el eje y e intersecciones con el eje x si resulta facil de calcular. Graficar
estos puntos y luego unirlos de acuerdo a la informacién aportada por 1y 2.
Para las intersecciones con el eje x planteamos y=0, esto es

2

1-x2

=0. Como esta ecuacion no tiene solucidn entonces no hay corte con el gje x.

. . . 2 .
La interseccion con el eje y: evaluamos f en 0. f(0) = 1o = 2. Este punto también es

punto critico.
Llevamos toda la informacidn en el siguiente grafico, incluyendo la informacion de los limites
obtenidos arriba.

TObme que s¢ han hecho
trazos de la grifica en la zona
dondeseacercanlas agintotas

[ Y | |
. ¥y : |
—- . E Posteriormente unimos los | !
L ! . pumios y trazos hechos que !
g e A E concuerden con la informacidon :
. P 13 | ]
5 . : : i
= .- — L 5
= . -¥  Asintots y=0 : :
: ! [
n I I
. | |
: ! [

Ejercicio de desarrollo.- Para la funcién y= Determine: dominio, intervalos de crecimiento,

intervalos de concavidad, extremos relativos; puntos de inflexion, asintotas verticales y en el infinito y
aquellas intersecciones que puedan obtenerse con los métodos analiticos conocidos en la resolucién de
ecuaciones. Bosqueje la grafica de la funcién.
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EJERCICIOS 3.8

1) Rellene la informacion sobre cada una de las
graficas de las siguientes funciones. Represente
los puntos de la tabla de valores en el plano. Si es
extremo relativo, desplace las flechas que
corresponda a monotonia antes y después del
punto, si es punto de inflexién coloque una recta
con la inclinacion dada por la derivada en ese
punto. En caso que exista asintota de algun tipo,
dibuje la gréafica en la zona donde se acerca a la lo -
asintota o represente un trozo de asintota. Por
ltimo obtenga un bosquejo de la grafica.

1.1)y=x2—i; 1.2) y=x—i; 1.3) y=x+ .
4% x-1 x2 -1

2) Para las siguientes funciones determine: dominio, intervalos de crecimiento, intervalos de

concavidad, extremos relativos, puntos de inflexidn, asintotas verticales, asintotas en el infinito y

aquellas intersecciones que puedan obtenerse por métodos analiticos convencionales. Bosqueje la

grafica de la funcioén.

24X 10 x*+1

21) y="-"2; 22) y=——; 23) y="——; 24) y=02+x)";
X x° -9 X
1 2 X x?
25 y= ; 26)y=——; 2.17)y = ; 2.8) y= ;
)Y x% +1 )y x+1 )y x% +1 )Y x? +2
2 2
29) y=2+X". 210) y=27X . 211) yoxt—t o 212) y=—t
x—1 2—x? X+ 2 x3 —x

2) El nivel de ventas de un producto nuevo, después de t semanas de haberse introducido con una

buena campafia publicitaria, esta dado por V(t) = (th(]).;Z ,
+

Grafique la funcidén Ventas semanales.
Expligue como esperan los empresarios que se comporte este nuevo producto.

3) Suponga que la productividad de un trabajador por hora como una funcién de t esta dada por
2

P(t):20+15t2tm,donde t es el nimero de meses de experiencia. Grafique y describa el
+

comportamiento del trabajador en funcion del tiempo.

- . I L 100 .
4) Dibuje la curva de elasticidad para la siguiente ecuacién de demandaq :W. ¢Cuél es el
p+
maximo de esta funcién? ;Para qué precio la demanda es unitaria? Interprete su grafico. Respuesta:
2p
n=- :
p+4

5) Dibuje la curva de elasticidad para la siguiente ecuacion de demandag=hb - mp, con m>0.

¢Para qué precio la demanda es unitaria? Interprete su grafico. De acuerdo a su grafica diga cuando la

demanda es elastica. Tome en cuenta el dominio natural de p. Respuesta: La funcién a graficar esta
m
dada por n = e
mp —b
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12,0 X y | Ptos.caracteristicos
o \ T;’)\ / No Corte con y
" Conc. hacia ﬁ 0 | Cortes con x
arriba ﬁov_ arriba 2 Pto. inflexién
2 - -
K3 Dom=R-{0} -1/2 | 3/4 | Minimo relativo
ﬁ‘y .
|
\"‘f ¥4 A i
. > L - , Xy
-yzE P -12 {hz 'o]
12) 1 —
/ A / X |y | Ptos.caracteristicos
Conchacia & Cone. hacia 0 | 6 Cortecony
Amiba abajo -2 | 0 | Cortes con x
A F_. DonrR-{1) , A 3 |0 | Corte con x
g ] y P‘
b !
# g e ; .
‘;Iﬁ: -_." 61
: . I - -
a 4 7 > 2 A X
’:_-2 - A " / P : 3 -
Lo o.iﬁ E - !
s ] |
H 1
] l :

31 0 143
B 2NV
(:ommtm’a ba Jubeja), :
$ amibe
3 A : Dom=R-{-1,1}
é . i
T Yy
g: et :
2 > Lt
et | iE e
=7 TN =N
v 5 :

Ptos.caract.

Cortes
Pto. inflexion

Min. relativo

Max.relativo
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3.8 Gréfica de funciones racionales

Valor miximo relative -1/9 en x=0

Decrece: N
ot e (D) Creces (= 3)UC3.0) Doy o) U (0,0)
Concavidad hacia abajo: (=) Decreces (9,31 (3,) Concavidad hacia arriba: (0, o
cmum;muh{-z,o% C"“"""'("_;o‘“:;)‘k‘;"("i{;) Conuvida(dl ;;da abajo: (—cn,ﬂ}
Asintota ntal y= Cortes x: (-
Asinteta Vertical Concavidad hacia shajo: (-3,3) Horizontal y=1
v *0 Asintota Horizental y—0 Asintota Vertiﬂl.t=ﬂy=
. Asimtotas Verticales x=3 vy x=3 ‘A
2.4) ‘ 25) 2.6) E t ¥V
Pom=R " 116 Dom.=R-{-1} | |2
Dominio=R i K
-1 E X
A0 -
x ;
> i
-1 Miximo relativo 1 en x=0 '
Crece: ((;m.l; H
Minimo relative 0 3  Decrece(¥, Decrece:  (—oo,-Dw(-1,=)
Creee: (—2,®) al Concavidad hacia arriba: Coneavidad hacia arriba: (-1.%)

Decrece: (—=,—2)

(0313 13,) Concavidad hacia abajo: {-=c-1)

Cineaya haeia arriba: R Concavidad hacia abajo: (-/3/3,/3/3 Asintota Horizontal y=0
Cortes con los ejes: " Puntos de inflexién en x=+3/3 Asininfa Verfieal x=1
L0} v (0,16) Agintota Horizontal y=0. Carte séle con el y: (0,2)
Corte sélo con el eje y: (0,1)
27) 28) 2.9 17
Dom.~R : K_/
Dominio=R T-" Dominio=R{1} | | .-
L T Pt VoLt
-1 i > - i ? »
_[ : in 1 * x R
Y T “p :
0 :
Miéximo relative 1/2 en x=1 '
Minimo relative -1/2 enx=1  Minimo relativo 0 en x=0 ixi s _
Ere) ) M e e 5
Decrece: (-o-Du(l,) Decrece: (—=,0) Crece: (ol Bul+3m)
Concavidad hacta arriba: Céncava hacia arriba: (+/2/3,v2/3)  Decrecer (- 35001+
Dt Ciineava hacia abaje: (~2/3} {2/3} Céncava hacia arriba: (L)
Concavidad hacia m{fm Punto de inflexién en x=+/2/3 Céucava hacia abajo: (o1)
o 3pUlY3) Horizontsl y=1
Panto de inflexién cws=p V3 = Asintota Vertical x=1

Asintota Horizontal 3—=0

Asintota Oblicna y=x+1
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2.10) @nominh=n-{-1,1} 2.11) _ 2.12) yADominio=R-{-1,1,0}
] ' v A i 7
: : Dominio=R-{-2})| U
L] N ]
; A X 3 A / N |
__________ PSR | Ry ; hPEEN
H : B
h ' I
: ﬂl
] ] 1
H : '
1 1 )
Minims relativo1 enx=0 Miximo relativo -4 em x=3 Maixime relative enx=1>'
Creee: T2 Minimea relativo 0 en x—1 mm?ﬁgﬂ
Decrece: (o, -2y (—21m Crece:  (—,-3)w (L) Crece: (3730033
Concavidad hacia arriba: (V2,yz) Decrece: (3-Du2-1) Decrece:
Concavidad kacia abajo: Céncava hacia arriba: (-2, x) [P NTE YL ALY T R
(o D L] Céncava hacis ahajo: (-=-2} Céncava hacia arriba:
Agimtots Horizomtal y—1 Asintots Oblicus: y=x —1L,0)u (1,0)
Alfltﬂ‘llsverﬂﬂlHH!YF—\h Asintots Vertical: x=-2 Cﬁllmhldlllla:l
(—e-Du@)
Asinteta Horizontal y=0
Asintetas Verticales x=0, »—1¥
x=1

3.9 Graficadores

Hoy en dia se cuenta con una amplia oferta de graficadores a través de calculadoras portatiles
En los actuales momentos se puede acceder a un programa interactivo

y softwares de computadoras.

gratuito que permite graficar funciones, su nombre es fooplot. Este software pueden ser usado desde
cualquier computadora con acceso a INTERNET sin necesidad de descargar ningun archivo. Por otro
lado, existen infinidad de softwares comerciales, donde no solo se pueden graficar ecuaciones y
funciones, sino también realizar operaciones algebraicas y de calculo. Algunos de ellos son MATLAB,
MAPLE, MATHEMATICA, etc. Especialmente recomendamos el software MAXIMA por ser un
software gratuito que puede ser bajado desde Internet.

La mayoria de estos softwares usan codificaciones similares para escribir funciones. Las
operaciones basicas son codificadas de manera bastante estandar.

Operacion codificacion

Suma X+y

resta X-y

multiplicacién | x*y (a veces entiende xy)
division X1y

potencia X2

Las codificaciones de las principales funciones son similares salvo el logaritmo, el cual se
recomienda buscarlo en las ayudas del software que se este usando.

Funciones codificacion
Exponencial e | €Xp(x)

Logaritmo Buscar en manuales
Radicacion /x| SArt(x), sart[x]

Para codificar expresiones es conveniente conocer el orden con que el computador evalla las
expresiones matematicas. Esto ayudara a escribir expresiones mas sencillas.
El orden de prioridad esta dado por:
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1.- Se resuelven los paréntesis o delimitadores mas internos. La mayoria de los softwares usa solo
paréntesis.

2.- Se evallan las funciones. (exp, sqrt, sin, etc).

3.- Se evaluan las potencias. Si aparecen dos 0 mas potencias se evallan de izquierda a derecha.
4.- Se evalla * y / de izquierda a derecha.

5.- Se evalla +y - de izquierda a derecha.

Algunos ejemplos de codificacion

Formula matematica | Codificacion Comentarios

5 1 2+1/(x+1) Es necesario el paréntesis para
A indicar que la division es entre x+1

2%x2 —3x (2*x"\2-3*x)/(x+1) | EI numerador también necesita

Tt paréntesis.

3g2x1 3*exp(2*x-1) La expresion donde se evalua la

exponencial va entre paréntesis

e 41 Sqrt(exp(-x)+1)

e2><
+ 2
x-1 x°+1

Ejercicio de desarrollo.- Codifique

Recuerde que en cada software hay variantes en la codificacion, pero la mayoria no se apartan
mucho de las reglas dadas arriba. EI usuario debera siempre acceder la pagina de ayuda del software
para ver los cambios que hay.

Uno de los problemas que puede presentar el estudiante en el momento de la graficacion a
través de la herramienta computacional es la seleccion del escalamiento o la ventana, es decir
especificar el rango de valores de las variables a graficar. No siempre la ventana dada por el software
es la mas apropiada para resaltar las caracteristicas mas importantes de la grafica de la funcion. En la
mayoria de los casos el usuario debera seleccionar el escalonamiento de ambas variables.

El conocimiento adquirido hasta ahora para graficar funciones resulta muy Util para
seleccionar una ventana apropiada que realce las caracteristicas de la gréafica. El estudiante tendra que
analizar dominio y rango de la funcion a graficar y tomando este aspecto en cuenta estara pendiente
de buscar una ventana adecuada donde se realcen asintotas, puntos maximos y minimos, cortes entre
otras caracteristicas.

Ejemplo 1.- La funcion f(x) :2)(;1100 fue graficada usando el software fooplot, la funcion se
X° +

codificé como (x+1)/(x"2+100).; La ventana arrojada fue

Observe que en la figura

! no se puede percibir el
comportamiento de la funcion. Se
A & 3 2 1 b 1 2 2 2 s hizo un reescalamiento en base a

los valores que asume la funcion y
n a que tiene una asintota horizontal.
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El eje x se modificé de -50 a 50 y el eje y de -0.2 a 0.2 obteniendo la siguiente ventana. Para
obtener el reescalamiento con este software se debe ir a la parte de dominio y rango y oprimir
customs, agregando los valoresnglegidos por el usuario.

Esta ventana ofrece una

/’\ mejor idea del comportamiento
%a I w5 de la funcion.

a1
2
. - - . X+1 .
Ejemplo 2.- La siguiente es la gréfica de la funcion f(x):z;100 dada por fooplot sin dar
X —
especificaciones del escalamiento: ,
3
T
5 3 3 Z 1 1 2 1 £ 5

=3

Conociendo que la funcion tiene asintotas verticales en x ==+10, asintota horizontal y=0 y después
de algunos ensayos se sugiere el escalamiento: x de -20 a 20 y y de -3 a 3 mostrada abajo
|

A N S N
|

Ejemplo 3.- La graficade f(x)= % + 40 en la escala -20 a 20 en ambos ejes fue hecha en MAPLE, el
X

comando fue:
>plot(x/5+40/x,x=-20..20,y=-20..20,tickmarks=[10,10],color=black,thickness=2);
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207
La gréfica arrojada fue: La siguiente instruccion permite obtener la

misma grafica en MAXIMA:

163

123

B (%i1) plot2d(x/5+40/x,[x,-20,20],[y,-20,20]);
20 16 42 8 4 4 4 8 12 16 20 Una caracteristica que se ha perdido con este

“ X escalamiento son los extremos relativos de la

-8 funcion, asi como el comportamiento de una

asintota oblicua.

2u7

163
Un nuevo escalamiento en donde se

intenta que exista un intervalo amplio después de y ]
los nimeros criticos x = +10+/2 realza la forma de 5
la grafica. 4
En esta Gltima grafica incluso se puede T T

-35-30-25 -20-15-10 -5 g 5 10 15 20 25 30 35

estimar los valores extremos y apreciar la asintota 4

oblicua.

X

EJERCICIOS 3.9

1) Para cada una de las siguientes funciones obtener la grafica usando algun graficador que tenga a su
disposicion. Debera escoger una ventana que resalte las caracteristicas mas notorias de la gréafica. Esta
debe reflejar asintotas, cortes con los ejes, extremos si los hay y alguna otra caracteristica de interés.
Con algunas de las graficas quizas quede insatisfecho con los resultados de la computadora entonces
grafique a mano o muestre dos 0 mas ventanas. Luego haga un pequefio reporte sefialando los
puntos criticos determinados graficamente, las asintotas, los cortes y como se ven o no reflejada esta
informacion en la gréafica obtenida por la computadora.

2
1,1)y:x__100; 1_2)y:x\/5 ‘/;; 1_3)y:—"X29'9;
x—9.9 19.9-x x—30
14) y= x? —100 15) y= x—20 16) y_\/x2—30.1
' Ix-+99" ' V199-x’ ' x2-30

2) Para cada una de las siguientes funciones obtener la grafica usando algtn graficador que tenga a su
disposicion. Debera escoger una ventana que resalte las caracteristicas mas notorias de la grafica. Para
escoger una ventana apropiada use sus conocimientos de asintotas y dominio y rango de la funcion.
Realice un reporte donde diga: a) Dominio de la funcién. b) Candidatos a asintotas y comentarios de
lo que ocurre graficamente; c) Estimaciones de los cortes con los ejes a través de la grafica. d)
Estimaciones de méaximos y minimos relativos a través de la grafica

~Ax-2 C(x+1P - _ x2-3-4/x?-36
2.1) y_—(x—l\/;’ 2.2) y_—(x_4)2m, 23) y= (x—l) ;

2.4) y=In(x-1)—e*; 2.5) y=x%In(x+1); 2.6) y=x2+(In(x+1))*.
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3.10 Trazado de curvas generales

Es imposible clasificar la gran variedad de curvas existentes. Para funciones mas generales las
recomendaciones para graficar seran las mismas que en la seccidn pasada. Recuerde que un aspecto
importante a considerar es la determinacién del dominio. Esté pendiente si hay un radical de indice
par en la definicion de la funcion, en ese caso, recuerde que el dominio esta restringido donde el
radicando es mayor o igual a cero. Igual consideracion si hay un logaritmo, en este caso la desigualdad
es estricta. Una funcién con logaritmo puede tener asintotas en los extremos de su dominio. No se
olvide que si hay fracciones, los puntos donde el denominador es cero no estan en el dominio de la
funcién y proveen candidatos a asintotas verticales.

Ejemplo 1.- Para la funcion y= ++/x+1. Determine: dominio, intervalos de crecimiento,

1
VX +1
intervalos de concavidad, extremos relativos, puntos de inflexién, asintotas horizontales, asintotas en
el infinito y aquellas intersecciones que puedan obtenerse convenientemente. Trace la grafica
Solucion:

1.- Para calcular el dominio de la funcién: planteamos radicando mayor o igual a cero, pero en este
caso también debemos plantear que el denominador sea distinto a cero. Esto nos lleva que el dominio
es el conjunto de puntos que satisface:
X+1>0
Resolviendo esta desigualdad obtenemos que:
Dom f= (-1, )
2.- Calcular puntos criticos, intervalos de crecimiento y decrecimiento.
, 1 1 -1+x+1

y'=— =
2\/(x+1)3 +2\/X+1 2\/(x+1)3
, X

iy e

En x=-1 tanto la funcién como la derivada no estan definidas. Realizamos el diagrama para
clasificar y obtener los intervalos de monotonia, colocando en la recta real el Unico valor critico.
Observe como se ha tachado la region donde no esta definida la funcion.

0
-2

De aqui concluimos rapidamente que el Unico valor critico es x=0.

>

Por la prueba de la primera derivada determinamos que f(0)= 2 es un minimo relativo y por
ser él el Gnico extremo relativo entonces es un minimo absoluto de la funcion.

3.-Se determinan intervalos de concavidad y puntos de inflexion. Para ello determinamos la
segunda derivada

1-2(x+3)*% - xg(x +3)"?

) 24/(x+1)°

Podemos verificar que




58 3.10 Trazado de curvas generales

X—2 . . . .
y""=————— La segunda derivada vale cero en x=2, este es un candidato a punto de inflexién.

) 4 (x+1)°

La segunda derivada no existe en x=-1, la funcidn tampoco esta definida alli. Colocamos estos valores
en la recta real, eliminando en la recta los puntos que no estan en el dominio de la funcion.

il

Tenemos entonces que en el punto (2, f(2))= (21] es un punto de inflexion.

NE

Céncava hacia arriba | Céncava hacia abajo >
I

4.- Se calculan las asintotas verticales y en el infinito.
Asintotas verticales: x =—-1 es candidato a asintota vertical

lim +VX+1=+
= +00
x—>-1" \/x +1

En conclusion x =-1 es asintota vertical. S6lo tiene sentido por el lado derecho.
Asintotas en el infinito: No tiene asintotas horizontales pues lim f(x)=o. Mas aln, el
X—>+0

—0.

comportamiento en el infinito de la grafica anterior es similar al de y=+/x+1, ya que Nws]
x+1

No hay asintotas oblicuas.

5.- Calcular algunos puntos caracteristicos de la gréafica de interés, llevandolos a una tabla de valores.
Suelen ser los puntos criticos, puntos de inflexién, interseccidn con el eje y e intersecciones con el eje
x si resulta facil de calcular.

0 f X1y
0]2
“ _r AR
Conc. |Cone. hacia g~ —
hacia ariba I abajo " V3
-l r 2 ¥ A

: - E
: 2 s 2
3: En el punto de inflexion se =
5 ha dibujado una pequefia Z
<. recta con pendiente igual a < :
. Ia derivada en 2 -
. X, : X
-1t 0 - -1t 0 >
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1

Ejemplo 2.- Para la funcion y =e**. Determine: dominio, intervalos de crecimiento, intervalos de
concavidad; extremos relativos; puntos de inflexion; simetrias; asintotas horizontales y verticales y
aquellas intersecciones que puedan obtenerse convenientemente. Trace la grafica
Solucién:
1.- Hallar el dominio de la funcion: La funcion exponencial no tiene restricciones en el dominio pero
el exponente es una expresion fraccionaria, los puntos donde el denominador se hace 0 no estan en el
dominio de la funcién. Planteamos entonces

x-1=0
Asi que el dominio son todos los reales distintos de uno:

Dom f= R-{1}

2.- Determinar puntos criticos, intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos

L
e x—1

(x-12)°
La ecuacion y' =0 no tiene solucién. Asi no hay valores critico, En la recta real agregamos
x=1 para el analisis de crecimiento y decrecimiento.

\‘l ™ » [

En conclusion, la funcion no tiene extremos relativos y es decreciente en todo su dominio.

!

y'=-

3.- Determinar intervalos de concavidad y puntos de inflexion.

Podemos verificar que
1

" g x1 (2x-1)

S

Tenemos que y" =0 en x=1/2. Este punto junto con x=1 lo colocamos en la recta real para hacer el
andlisis de concavidad. Al tomar valores de prueba podemos completar el diagrama de concavidad.

. . Conec. . .
Conc. hacia abajo : Cong. hacia arriba ,
J Iamba % . T
e 1
El punto (l/2,e’2) es un punto de inflexion de la grafica.

4.- Determinacion de las asintotas.

Asintota vertical: x=1 es candidato a asintota vertical, Verifiquemos
1

lime*! =
x—1"

1
limex1 =0
X—1"

Asi la gréafica de la funcion se acerca a la asintota x=1 por el lado derecho.

Asintota al infinito: Verificamos si tiene Asintota horizontal planteando los limites:
1

lime*xt =1

X—0
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1
limex1 =1

X—>—w©

Concluimos que y=1 es una asintota por la izquierda y derecha de la funcion.

N N x [y
» 0 el
Conc 1/2 | e2
Conc. haria abajo Conc. hacia arriba .
| > I
|1
% 1
y 4 C y A :
; |
f 5
__________ f i el - lé,
- s ¥ Y E \ E
a 1 % w 0 | [ - >

EJERCICIOS 3.10

1) Para cada una de las siguientes funciones determine el dominio. Rellene la informacion sobre cada
una de las gréficas de las funciones. Represente los puntos de la tabla de valores en el plano. Si es
extremo relativo, desplace las flechas que corresponda a monotonia antes y después del punto, si es
punto de inflexion cologque una recta con la inclinacién dada por la derivada en ese punto. En caso que
exista asintota de algun tipo, dibuje la gréfica en la zona donde se acerca a la asintota o represente un

trozo de asintota. Por ultimo grafique.
X

1.1) y=XJx+2; 1.2) y=xe™; 1.3) y:e_;
X

1.4) y=x-2In(x+1); 1.5) y=9In(x+1) —In(x); 1.6) y= 2X 1—x;
X —

2) Para las siguientes funciones determine: dominio intervalos de crecimiento, intervalos de
concavidad; extremos relativos, puntos de inflexién, asintotas horizontales y verticales y aquellas
intersecciones que puedan obtenerse convenientemente. Trace la grafica

21) y:\/%? 2.2) y=2Jx - xJx ; 2.3) y=v1-x(x+1);

24) y=3x (x+1); 2.5) y=xe"; 2.6) y =xInx?—2x;
2

27) y=e(1-x); 2.8) y=+x+1(x-1); 2.9) y:Inx—X?;

2.10) y =5x% +x%°; 2.11) y=x"*(@1+x)
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3) De acuerdo con cierto modelo logistico, la poblacion mundial t afios después de 1960 sera
aproximadamente

P(t) = 40

11200 Trace la grafica.
+12e

4) Diga cuales de las siguientes afirmaciones son ciertas y cuales falsas. Justifique.

4.1)( )Si f diferenciable entonces la grafica de y =(f(x))’ es creciente.

4.2) () Si una funcion diferenciable alcanza un maximo en un punto c interior de su dominio
entonces f'(c)=0.

43)( )Si f"(c)=0 entonces (c, f(c))es un punto de inflexion.

44)( )Si f'(c)="f"(c)=0,entonces f(C) no es ni maximo ni minimo.

45) () Lasuma de dos funciones crecientes es una funcion creciente.

4.6) () El producto de dos funciones crecientes es creciente.

47)( ) Si f'(x) >0 paratodo x en (a,b), entonces el maximo de f esta en b.

48)( )Si f tiene un valor maximo absoluto en ¢ entonces f’'(c) =0.

49)( )Si f”(c)>0entonces (c, f(c)) esun punto de inflexion de la graficade y = f(x).

4.10) () Sea f derivabley decrecientey f(x) = 0 para toda x entonces la gréafica de y = % es
creciente.

4.11) () Existe una funcion tal que f(x)>0, f'(xX)<0 y f"”(x) >0 paratoda x.

4.12) ( ) Si f(x)>0 y derivable entonces los méaximos relativos de f son los mismos maximos

relativos de 4/ f (x) .

4.13) () Suponga f diferenciable en R. Si f tiene mas de dos extremos relativos entonces no hay
minimos absolutos.

4.14) () Si f tiene un méaximo absoluto en ¢ entonces la funcién g definida por g(x) =—f(x) tiene
un minimo absoluto en c.

4.15) () Si f'(x) <0 enelintervalo (0,10) entonces f(1)> f(8).

4.16) () Una funcidon diferenciable siempre alcanza un maximo absoluto en cualquier intervalo
cerrado [a,b].

4.17) () Suponga f diferenciable en R. Si f tiene exactamente un minimo y un maximo relativo
entonces no hay extremos absolutos en (—co,).

4.18) ( ) Si lim f(x)=-o entonces la funcién no alcanza el minimo absoluto.
X—>+00

5) Buscar una funcién definida en todo R cuya grafica cumpla las condiciones dadas, la solucion no es
dnica.

5.1) Asintota vertical x=-4; Minimo absoluto en x=2.

5.2) Asintota oblicua y = —x+1, Minimo relativo en x=2. Maximo relativo en x=5.

5.3) Asintota horizontal solo por la izquierda y=2. Cdncava hacia abajo en R. No tiene extremos.
5.4) Asintota oblicua y = 3x+ 6, Maximo relativo en x=2. Asintota vertical x=5. No hay méas

extremos relativos.
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Respuestas:
LI) -4/3

L e
Concavidad hacia arriba

ry o
T Domiptz, = A

Conc. hacia abajo  |Conc. hacia arriba

Dom=R

036 L . N
7 | i ——>x »x
2 Asintota y=0 /'

D NN A

Cane. ;(Conc. _
hacia abajo | hacia arriba

A

¥ \ Dom=R-{0} J,A
e \ A \_/

1
1
i
S §

'e
Asintota x=0
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|- Asintotax=-1

L.5)

314
24
Dom= (0,x)
1 1 xL
1% % > o % "
-1 1
2 N g

Conc. Imiﬁ'wi(!mc. »

haclaabajoT 0 Thaclaa:riba
:lyA | Dom=R-{ 1,-1}
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1)
= . = Ay =) J’T
: 2 x } :
: 0 (2;\ —> ]/01\1 —»
. ! 3 X
: e Dominio— (—‘m;l]s .
Dominio=(-1,x) Dominio= [9,) Miximo relativo >3% en x=1/3
Decrece:(—1,) Valor méximo relativo 4/¢/5en x=2/3 Crece: (—:,;3,#?:1})
Conc. hacia arriba: (~1,%) Crece: (0,2/3) Deerece: N
Corte can los ejes: (0.4) Decrece: (2/3,x0) Concavidad kacia abajo: (—x,1)
Asintota Horizontal y-0 Concavidad hacia abajo: (0,) Cortes con el eje x: (1,0) y(-1,0)
Asintota Vertical x—=1 Cortes con los gjes: (0,0) y (2,0) Corte con el eje y: (0,1)
2.4 y A 2.5) A
F
X
-1 > _ -1 >
/ :‘rz' [ 7 I
Dominio=R {1+
Dominio=R Minimo relativo -¢* em x=1 Dominio=R-{0) e
fximo relativo em v=2/% Crece: {—1,w} Méximo relative 2 en x=-1
gmrmmm.m:mn enx=0 Deerece: (—’m.—I) {—2,c) Minimo relative -2 en x=1
Crecesi—=,—-2 o=} Concavidad hacia arviba: Crece: (—xc,—1) (1,00)
Decrece: (-2/5,0) Concavidad hacia abajo:(—0,-2)  Decrece: {~1,0)\ (0,1)
Céneava bacia arriba: (i/5,0)  Punto de inflexién e x—2 Concavidad hacia arriba; (0, )
Céne. haela abajo: (<c0)_@,15 Corte con los ejes: (0,0). Concavidad hacia abajo: (—% ,0)

Cortes con Jos ejes: (8,0 y (-1,0)). Asintota Horizental y=0 porla  Cortes con el eje x: (2,0) y (,0)

Creee: (2,m) Dominfo= (8, x}

Decrece; (—x,2) Miximo relative -1/2 en x=I
Concavidad hacia arriba: (-=,3) m_w? enx=173 Creee: (0,1)

Foate e ialexion ooy (3@ Decrece: (1,173) O e Aiinje: (8.5)
Cortes con los ¢jes e{;l,ll) v (0,1} mh&emmn No hay cortes m.l'!:ejes
Asintota Horizontal por la m ) ¥ Asintota Vertical 20

derecha =8
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2.11)

X
o

Dominje—=R Dominio=R
Miiximo relative  en x—=-2 p i

o - Minimo relative es x—=1/4
Crece: (8,-2)}v (0,) Crece: (-1/48)L(¥,x}
Decreces(—2,0) Decrece: ¢ 1/4.0)
Concavidad bacia arribazqyz,o)  Décrecest B
Coneavidad hacia abajo: ;

o@D Comaaiae)
) Céncava hacia ahajo: (9,1/2)

Cartes con los efes: (-5,0) y(0,0) Cortes con los ejes: (-1,0) y (0,0) 0 41 r)

4.1) Falso. Si f'(x) es positivo es cierto; 4.2) Verdadero;
4.3) Falso. Si hay cambio de signo en la segunda derivada es verdadero;
4.4) Falso. Considere  f (x) = x*; 4.5) Verdadero. Para funciones derivables vea el signo de la

derivada de la suma; 4.6) Falso. Considere f(x)=xy g(x)=x"; 4.7) Falso. Si considera el

intervalo (a,b] seria cierto; 4.8) Falso. Puede ser que ni siquiera tenga derivada en el punto;
4.9) Falso. Tiene que haber cambio de signo en la segunda derivada; 4.10) Verdadero. La derivada es

y =—(f'(x))(f (x))? es positiva; 4.11) Verdadero. f(x)=e™*.
4.12) Verdadero. Derive 4/ f(x), consiga los valores criticos y use la prueba de la primera derivada
para concluir.

4.13) Falso. La figura del al lado tiene extremos relativos en a, b
y ¢. Alcanza el minimo absoluto en c.
4.14) Verdadera. f(c)>f(x) para cualquier x . Si

multiplicamos por “*-"" ambos lados de la desigualdad tenemos
—f(c)<—f(x),estoes g(c)<g(x).

4.15) Verdadera. Como la derivada en negativa en el intervalo
(0,10), entonces la funcién es decreciente en este intervalo. Por
definicion de decrecimiento tenemos que 1<8 implica : x
f(@) > f(8). Puede hacer también un gréafico de una funcién c |0 a b
decreciente en (0,10) y mostrar que el valor de la funcién en 1
es mayor que en 8.

¥y

v

4.16) Verdadera. Si una funcién es diferenciable
entonces es continua. Sabemos que una funcion
continua en un intervalo cerrado siempre alcanza
ambos extremos absolutos.

4.17) Falso. La figura del al lado tiene extremos
relativos en a y c. Alcanza el minimo absoluto en c.

Ya

0y -
=
[~
v
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Resumen

Definicién.- Sea ¢ un punto en el dominio de f. Si f'(c)=0 o f’(c) no esta definida entonces c se
denomina un namero o valor criticoy (c, f(c)) un punto critico.

Pasos para encontrar los extremos absolutos de una funcion continua en un intervalo cerrado [a,b]:
Paso 1.- Encontrar los valores criticos de f en [a,b].

Paso 2.- Evaluar f en los valores criticos y en los extremos del intervalo: ay b.

Paso 3.- El valor evaluado mas grande es el maximo y el menor el minimo.

CRITERIO DE LA DERIVADA PARA EXTREMOS ABSOLUTOS.- Si en un intervalo
cualquiera hay un solo extremo relativo entonces él necesariamente es absoluto en ese intervalo.

Pasos recomendados para clasificar puntos criticos de acuerdo al criterio de la primera derivada
1.- Colocar en la recta real todos los puntos criticos de la funcion, junto con los puntos donde la
funcion es discontinua (estos Gltimos no son puntos criticos, pero si pueden ser puntos donde puede
cambiar el signo de la primera derivada).
2.- Dentro de cada intervalo limitado por estos puntos escogemos valores de prueba que evaluamos en
la primera derivada.
Si la primera derivada es positiva entonces la funcion es creciente en ese intervalo, anotamos /*
Si es negativa entonces la funcion es decreciente en ese intervalo y anotamos e
3.- Se concluye
a.- Si la funcidn crece a la izquierda de un punto critico ¢ y luego decrece entonces en ¢ se
alcanza un méaximo relativo de f.
b.- Si la funcién decrece a la izquierda de un punto critico ¢ y luego crece entonces en ¢ se
alcanza un minimo relativo de f.
c.- Si no hay cambio de monotonia en ¢ entonces ¢ no es un extremo relativo de f.

Pasos recomendados para conseguir intervalos de concavidad.
Paso 1.- Determinar los x donde f''(x)=0 o f"(x)no estd definida (incluye los puntos donde la
propia funcion no esta definida).
Paso 2.- Colocar en larecta real los x donde f''(x)=0 o f"(x)no esta definida.

Paso 3.- Dentro de cada intervalo limitado por estos puntos escogemos valores de prueba que
evaluamos en la segunda derivada.
e Si la segunda derivada es positiva en el valor de prueba entonces la funcion es concava hacia
arriba en ese intervalo.
e Si la segunda derivada es negativa en el valor de prueba entonces la funcion es céncava hacia
abajo en ese intervalo.

Un punto (x,, f(x,))de la gréfica de f se llama un punto de inflexién si f es continua y cambia de
concavidad en dicho punto.

Los puntos donde f’(x)=0 o donde la segunda derivada no esta definida son candidatos a
puntos de inflexién

Criterio de la segunda derivada.- Sea f una funcién tal que f’(c) =0 y con segunda derivada
definida en c.
e Si f"”(c)<0 entonces f(c) es un maximo relativo de f.

e Si f"”(c)>0 entonces f(c) es un minimo relativo de f.



