FUNCIONES

Muchas cantidades dependen de otras por ejemplo:
1.- Los costos totales de produccion, ¢, dependen de la cantidad de articulos a producir, g.
2.- El nivel de contaminacion en una determinada region puede depender del nimero de vehiculos
circulando en la via.
3.- El &rea de un circulo depende del radio.
4.- La presién depende de la temperatura.

Para describir como una cantidad depende o es determinada por otra se usa el concepto de
funcion.

Una funcion tiene tres partes: Dos conjuntos A y B, no vacios, Yy una regla que relaciona
dichos conjuntos. Mas precisamente:

Definicidn.- Una funcién f de un conjunto A a un conjunto B es una regla que asigna a cada
elemento de A exactamente un elemento de B. El conjunto A se denomina dominio de la funcion y
el rango de la funcién es un subconjunto de B formado por todos los valores asignados.

Aun cuando el dominio puede ser cualquier coleccion de objetos: personas, ciudades, etc., aqui
s6lo consideraremos subconjuntos de R.

Una variable que represente los valores del dominio x se Ilama variable independiente y la
variable dependiente y es la que representa los valores del conjunto B, ya que su valor depende del
valor de la variable independiente.

Una forma de dar la relacién entre A 'y B es través de ecuaciones o férmulas, las mas usuales

son donde explicitamente se indique como obtener y a partir de x. Por ejemplo y = x* +2x—1. A las
funciones se les suele colocar nombres, es frecuente usar las letras f, g, h, F, G. Podemos, por ejemplo,
llamar f a la funcion que relaciona R con R mediante la ecuacién y = x?. Esta relacion también la

podemos escribir como f (X) = x°.

A

Para desarrollos tedricos usamos la
representaciéon de diagramas como él que se
ilustra la figura.

xXe

Para indicar que f es una funcién con un
dominio A y codominio B se escribe:
f:A>B

Si x esté en el dominio de f entonces decimos que f esta definida en x.




En una funcién, un elemento del
dominio se le asocia un solo elemento en el
rango. Sin embargo pudiera ocurrir que dos
elementos del dominio se le asocien el
mismo elemento del rango.

f(x) seleefdex6fenxafevaluada en x.

f(x) representa un valor del rango, éste es el valor de la funcion en el punto x. Por ejemplo si
f (x) = x?, entonces

f)=1
f(2)=2%=4
f(3)=3%=9

Tenemos que 1, 4 y 9  son valores del rango de esta funcién. Si el dominio est4 dado por
todos los nimeros reales entonces el rango son los reales no negativos.

Usted podra observar que para evaluar una funcién en un valor simplemente hay que sustituir
la variable independiente por el valor.

Ejemplo 1.- Sea f una funcién cuyo dominio es R dada por f(x) = x?—3x. Encontrar los siguientes
valores de f. Simplifique su respuesta.
a) f(-1), b) f(b) yc) f(b+2)
Solucién :
a) Cuando tenemos que evaluar expresiones mas complicadas recomendamos que el estudiante en un
principio piense la funcion como:

fC)=( -3 )

Es decir escriba paréntesis donde iba la x. Luego colocar dentro de cada paréntesis el valor a evaluar,
asi por ejemplo f(-1) es

f(-1)=(-1°-3(-D

Realizando y simplificando queda f(-1)=1? +3.De aqui que f(-1)=4
b) f(b)=b*-3b
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c)Para evaluar la funcién en b+1, colocamos dentro de los paréntesis de f( )=( j —3( ) la

expresion b+1:
fb+1) =(b+1)° -3(b+1).
Desarrollando tenemos:

f(b+1)=b*+2b+1-3b-3
Simplificando
flo+1)=b*-b-2.

Ejercicio de desarrollo: Sea g una funcién cuyo dominio es R dada por g(x) = v2x* +1. Complete
los espacios vacios en los siguientes desarrollos a fin de encontrar los siguientes valores de g: a) g(-3),

b)g(3t) y c)g(x+h)

Desarrollo:
a) g( ) =./2( )2 +1=4 +1= \/E Observe donde se ha colocado los paréntesis.
b)

o( ) =/ 2( )2 +1=4/2 +1 =+/18t? +1. (Complete los espacios en blanco)

c) De nuevo dejamos en blanco el espacio donde iba x, el estudiante deberd colocar x+h en el
desarrollo:

o( ) =/ 2( )? +1=4/2 +1=+/2x% +4hx+2h% +1

Cuidado
g(x+h)=g(xX)+h

g(x+h) = g(x)+g(h)

Ejercicio de desarrollo: Sea f una funcién cuyo dominio es R dada por f(x) = 2x* — x +1.
Encontrar los siguientes valores de f:

3) f(%) b) t(y2-2) ¢) f(x+h).

Recuerde: En un principio escriba la funcion sin la variable y donde iba la variable abrir y cerrar
paréntesis, luego colocar dentro de cada par de paréntesis el valor a evaluar.



En muchas ocasiones hay que evaluar expresiones que implique distintos valores de la
funcion. El siguiente ejemplo es importante en célculo.

Ejemplo 2.- Sea f una funcién cuyo dominio es R dada por f(x) = x? —3. Calcule
f(x+h)-f(x)
h
Solucion: Al sustituir obtenemos

con h = 0. Simplifique su respuesta

f (x+h) f(x)
Foxerh)— T _ (xr h)? —3—(x?-3) Desarrollando y simplificando
h h
_x*+2xh+h? -3-x*+3_2xh+h’
h h
=—(2X+h)h =2x+h.

Ejercicio de desarrollo: Sea f una funcién cuyo dominio es R dada por f(x)=x—2x*. Calcule y
f(x+h)—f(x)
h

simplifique: con h=0

DOMINIO IMPLICITO

Si la funcion se define mediante una formula, sin especificar el dominio, entonces se
entendera que el dominio es el subconjunto mas grande de R donde tiene sentido aplicar la
formula y el resultado es un namero real.

Ejemplo 3.- Encontrar el dominio de cada funcion
2
a) () =+I-3x: b) g(x) = X+

x* -1
Solucioén:
a) Para que la raiz sea un namero real, el radicando tiene que ser mayor o igual a 0. Esto es
1-3x>0
Tenemos que buscar las soluciones de esta desigualdad lineal.
-3x>-1

X<

Wl

Asi, el dominio de f es el intervalo (—oo,%].
AX + X?
2

, el dominio es el conjunto de todos los reales excepto

b) En el caso de la funcion g(x) =

aquellos niameros donde el denominador se hace 0 (pues la division entre 0 no esta definida). Entonces
tenemos que quitar a R los X's que satisfacen
x?-1=0
Estos son:
x=x1.



Podemos expresar el dominio como
Dom g=R-{-1,1}.
Esto se lee como el conjunto de nimeros reales excepto el -1 y el 1.

Recuerde:

1) Cuando queremos calcular el dominio de una funcion que tiene una expresion con radical con
indice par se debe plantear la desigualdad: radicando mayor o igual a cero, pues el dominio esta
contenido en este conjunto para que la férmula tenga valores reales. En este caso la solucion suele ser
un intervalo o uniones de intervalos.

2) Por otro lado si se tiene una fraccion donde la variable esta en el denominador, se debe plantear la
ecuacion denominador igual a 0, entonces deberemos quitar las soluciones de esta ecuacion del
conjunto de numeros reales que estamos considerando.

x3 —3x

Ejemplo 4.- Encontrar el dominio de cada funcién: a) h(x) =vx*-2x-3, b) F(x) =
Solucioén:

a) Como en la funcion h(x) =/x? —2x—3 existe un radical, el dominio es el conjunto solucién de la

desigualdad: x®-2x-3>0. (Recuerde que el radicando debe ser mayor o igual a cero). Esta
desigualdad es cuadratica, para resolverla empleamos el método de de los signos: Factorizamos,
colocamos las raices de los factores en la recta real, tomamos valores de prueba en los intervalos
definidos por las raices y evaluamos en los factores, para finalmente ver el resultado del producto. A
continuacion se da el desarrollo lo anterior:

x> —2x-3=(x-3)(x+1)

De la figura vemos que la
solucion de la desigualdad:
x> —2x-3>0
es el conjunto (—o0,—1] U [3,)

sigetesige-) OO0 00 | 00

signo{(x-3)(x-1)) -1 ¢ 3 @®

Por lo tanto Dom h= (—o0,—1] U[3,0) .

3 f—
b) La funcién F(x) = X 3X

puede ser evaluada en cualquier parte. Cualquier nimero real puede ser

elevado al cubo, restarle tres veces ese nimero, para luego el resultado dividirlo entre 2. En conclusion
Dom F=R
En este ejemplo el denominador nunca es cero.

Comentario: Para los estudiantes que saben codificar expresiones en la calculadora pueden pensar el
dominio como los valores x donde al usar su calculadora no arroja E (error). Si usted evalua la funcién

f (x) =+/1-3x en -0.5 va obtener un valor real, sin embargo si evalGa en 1( que no esta en el conjunto

(—oo,§]=D0m f) obtendra error, porque el radicando es un nimero negativo.

Ejercicio de desarrollo: .- Encontrar el dominio de cada funcién

a) F()=V4—x2; b) g(x)=%; ) f(x)=X2+l




APLICACIONES GENERALES.

Ejemplo 1.- Se quiere tender dos tuberias que salgan desde
un mismo punto de la orilla un lago y lleguen 10 km. arriba
a dos puntos diferentes A y B de una ciudad, los cuales
estan 5 km. distantes uno del otro. Suponga que la linea
gue une estos puntos corre paralela al lago. Determine los
kilometros totales de tuberia a emplear en términos de la
distancia que hay entre la proyeccion de punto A al otro
extremo del lago y el punto desde el cual sale la tuberia x.

Solucion:
Por Pitagoras podemos ver que la distancia en kilémetros desde el punto x a A es:

VX2 +102
JG-x)? +10?

La funcion buscada es la suma de estas dos distancias. En conclusion

y la distancia desde x a B es

f(x)=/x2 +10% +/(5—x)2 +10° ,
donde xe[0,5].

Ejemplo 2.- Se quiere cercar un terreno rectangular con 200
metros de malla. Si X y y son las dimensiones de los lados. x
a) Exprese el area como funcion de x .b) Diga cudl es el
dominio natural de esta funcién, tomando en consideracion
las restricciones fisicas y

Solucion:
a) El area esta dada por
A=x-y
En este caso la funcion area viene expresada en términos de las dos variable x y y. Sin embargo
podemos sustituir y por una expresién que depende de X, debido a la relacion entre x, y y el perimetro.
El perimetro del rectangulo estd dado por X+ X+ Yy + Yy y debe ser igual a 200.

X+X+y+y=200

Esto es
2x+2y =200
De aqui podemos expresar y en funcion de x , despejando
y= 200 - 2x
2
y =100 - x

Sustituyendo y en el area, tenemos finalmente
A(X) = x- (100 - x)

b) Es claro que x tiene que ser mayor que 0. Pero también x debera ser menor que 100.
Asi Dom A=(0,100)



APLICACIONES EN ECONOMIA

Ejemplo 1.- La ecuacion de demanda de un producto es 2p +3q =100. El costo de producir cada

articulo es de 3UM vy los gastos fijos mensuales de la empresa son 120UM. Exprese la utilidad mensual
a) en términos de la demanda g, b) en términos del precio p.

Solucién:

En ambos casos tenemos que considerar:

1) Costos totales= Costos fijos+costos variables
=120+ 3q

2) Ingreso=pqg y
3) Utilidad= Ingreso-Costo
a) En esta parte tenemos que expresar la utilidad en términos de la demanda, para ello despejamos p de
la ecuacion de demanda:
D= 100-3q
2
a fin de sustituirla en la ecuacion de utilidad a plantear. De

Utilidad= Ingreso-Costo
obtenemos

Utilidad= pg — (120 + 3q)

Tenemos la utilidad en términos de p y g. Si sustituimos g en funcion de p, la utilidad queda expresada
en términos de g como:

. 100-3q Como ahora quedd expresada la utilidad en
Utilidad= q-120-3q funcion de q usamos la notacién de funcion: U(q)
100q —3q* —240-6
U(g)=—1 .
2
—30% +94q - 240
U(g)=—" 21

2

b) En esta parte tenemos que expresar la utilidad en términos del precio, para ello despejamos q de la
ecuacion de demanda:

100-2
q= 3 P
a fin de sustituirla en la ecuacion de utilidad. En
Utilidad= pg — (120 +3q)
sustituimos g en funcion de p, la utilidad queda entonces expresada en términos de p como:
Utilidad= pg —120-3q

_ _ Operamos en el lado derecho y usamos la
Utilidad= pM -120- 3M notacion de funcion en el lado izquierdo
3
—2p? +106p - 660
u(p)=—""=F

3



Ejemplo 2.- Un museo tiene como politica admitir grupos grandes de 30 hasta 80 personas con la
siguiente politica de rebajas. Para grupos menores o iguales a 30 personas la tarifa es de 160UM, pero
por cada persona adicional la tarifa por persona se reduce en 2UM. Exprese el ingreso del museo
cuando recibe grupos de descuentos como funcién del nimero de persona por encima de 30.
Solucion: En este caso la variable independiente es
X= nameros de personas por encima de 30

Asi,

Numero de personas del grupo=x+30

y
El precio de entrada por persona =160-2x

El ingreso viene dado por
Ingreso=(nimero de personas en el grupo)(Tarifa por persona)
De aqui
I (x) = (x+30)(160 — 2x)
Tal como se define la funcién el dominio 1=(0,80)

Ejemplo 3.- Se quiere construir un tanque de agua rectangular de 1.000m? de capacidad, sin tapa,
donde el largo sea el triple del ancho. Se estima que la construccién del fondo es de 1.5UM por metro
cuadrado y la de los lados el doble. Expresar el costo de construccion en funcién del ancho de la base.
Solucién: Lo primero es obtener un dibujo como se muestra en la figura, mostrando las variables:
ancho y altura, observe que el largo puede ser expresado en términos del ancho.

Observe que:

x=ancho de la base
A=altura Costo total= Costo de la base+costo de los laterales
El costo de la base=(1,5)x(area de la base).
Esclaro que &reade labase es x-(3x)=3x* m? asi
h
Costo de la base =1.5-3x? = 4.5x?
X
El area de los laterales= x-h+ x-h+3x-h+3x-h =8xh. De esta manera

El costo de los laterales=3-8xh = 24 xh.

Costo total= 4.5x2 + 24xh

Esta expresion depende de x y h. Observe que nos piden el costo s6lo en funcion de x, para
conseguirlo usamos la condicion

Volumen=1.000 Expresamos el volumen en términos de las variables.
X-(3x)-h=1.000

3x’h=1.000 Despejamos la variable h para luego sustituirla en la funcién de costo total
~1.000

3x?
Al sustituir, obtenemos el costo total s6lo en funcién de x.

Costo total= C(x) = 45x° + z4x1§020 .
X

h

Simplificando obtenemos

C(x) =4.5x? + 8.000




Comentario: La condicion
Volumen=1.000 Expresada en términos de las variables puede ser escrita como:

3x*h =1.000
es llamada la ecuacion de restriccion, por ser una ecuacion que debe cumplirse. Otros autores la llaman
la ecuacion de ligadura porque establece la relacion que deben cumplir las variables. En muchos
problemas encontramos la ecuacion de restriccion.
En el ejercicio del rectangulo, ecuacion de restriccion o ligadura era :

El perimetro=200. Escrita en términos de las variables quedaba

X+X+Yy+y=200

Estas ecuaciones nos permiten expresar una variable en término de la otra.

En ocasiones existen una relacion lineal entre las variables, esto no permite encontrar
rapidamente una variable como funcion de la otra. Veamos el siguiente ejemplo

Ejemplo 4.- Un comerciante vende 100 unidades de un articulo a la semana si el precio es 55UM. El
planea aumentar los precios y estima que por cada 5 UM de aumento en el precio la demanda bajaré en
4 unidades. a) Exprese la demanda en funcion de p. b) Exprese el ingreso en funcién de p

Solucion: a) Existe una relacién lineal entre el precio y la cantidad, pues la razén de cambio es
constante, esto es la demanda baja la misma cantidad frente a una variacion de precio de 5UM,
independientemente del nivel en que este el precio. Para determinar g como funcién de p usamos la
ecuacion punto-pendiente: q-—q, = m(p - po). La pendiente es variacion en g sobre variacion en p.

Como la demanda disminuye encontramos que la pendiente es -4/5. El lector también puede encontrar
la pendiente usando los puntos (p;,q,)=(55100) y (p,,q,)=(60,96). Observe que en este caso la

variable dependiente la consideramos g y mantenemos esta consideracion en el resto del calculo.
Sustituyendo en q—q, =m(p — p, ), tenemos g —100=—4/5(p —55). Despejando q obtenemos

g(p)=-4/5p+144 Observe que hemos remarcado que g es funcion de p.
b) El ingreso | = pq, para expresar | en funcion de p, sustituimos q por la expresion del lado derecho
gue se acaba de obtener. De esta manera

|(p)=p(~4/5p+144)  Podemos realizar la multiplicacion para obtener:
|(p)=—-4/5p* +144p

EJERCICIOS

1) Sea f(x)=x*—-2x-3. Calcular f(-3) ; f(2+\/§) y f(5)

2) Sea f(x)= V2x? +1-3. Calcular f(-2) ; f(—%)yf(Z)

3) Sea. f(X)=+/x+5 Calcular f(=3): f(0)y f(5)

f(2+h)-f(2)

4) Determinea) f(2+h) y b) , para las siguientes funciones

h
4.1) f(x)=2-3x; 4.2) f(x)=2x?-3x; 4.3) f(x):i
X+3
5) Para las siguientes funciones determine a) f(x+h) y b) w
5.1) f(x)=2x*-3; 5.2) f(x)=3x—x?; 5.3) f(x)=§ 5.4) f(x):si
X - X
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6) Determine el dominio de las siguientes funciones:

6.1) g(x)=—— 13, 6.2) f(X)=+x+5;  63) f()=+3-x:  64) f(x)= ’; -
6.5) f(u):%; 6.6) f(X) =Vx?+5x; 6.7)y=43-2x-x"; 6.8)g(x)=%;
1-2u +3X° +2X
6.9) f (X) =v2x—3; 6.10) f(x )=~ _41 . 6A1)h() =(a-x2)"?; 6.12) F(x)= X31
—4X

6.13) g(t) =%t-1

Respuestas: 1) 12; —1+2+/2:12. 2)0; V/6/2-3 ;0 3) /2; +/5; 410 ;4.1a)-4-3h 4.1b)-3;
2 2

. . 2.q. . _ _h-

4.2b) 2h+5; 4.32) —; b) 5611 5.1a)2(x+h)%3 ; 5.1b) 4x+2h; 5.2b)3—2x — h;
3 1 o 6o (5 62 (ool 4] R
5.3) f(x)=m,5.4) S TGN 6.1) R-{3/2}; 6.2) [-5,);6.3) (-,3] ; 6.4) R;

6.5) R-{\2/2,~2/2}; 6.6) (~0,-5]U[0,:0) 6.7) [-31]: 6.8) R-{0,-1,-2}; 6.9) [3/2,0):
6.10) R-{0,2-2}; 6.11) (-2,2); 6.12) R; 6.13) R;

PROBLEMAS DE ECONOMIA

1) En ciertos terrenos se estima que si se plantan 100 matas de aguacates por hectérea, se obtendra una
produccién promedio de 400 aguacates por arbol en su edad adulta. Se estima que por cada arbol que
se siembre de méas hard que la produccion promedio por arbol disminuya en 2 unidades. Exprese la
produccidn total de una hectarea en funcién del nimero de arboles adicionales sembrados.

2) Un puesto de hamburguesas calcula que el costo de cada hamburguesa es 40UM cada una. Se
estima que si las hamburguesas se venden a p UM cada una, los consumidores compraran q=120-p de
éstas al dia. Exprese la utilidad diaria del puesto como una funcién del precio.

3)Una papeleria puede obtener una resma de papel a un costo de 15UM por resma y estima que Si
vende la resma a p UM el ejemplar, se venderan aproximadamente q=20(25-p) al mes. Exprese la
utilidad mensual de la papeleria por la venta de resmas como una funcién de precio.

4) Un distribuidor de chaquetas de cuero adquiere las chaquetas a un costo promedio de 40UM la
unidad. El detallista vende las chaquetas a 80UM cada una; a este precio, los consumidores compran
30 chaquetas al mes. El detallista planea reducir el precio para estimular las ventas y estima que por
cada reduccion de 5UM en el precio, se venderan 10 chaquetas mas cada mes. Exprese la utilidad
mensual del comerciante proveniente de la venta de chaquetas como una funcién del precio de venta.

5) Si una méaquina se deprecia en un 2% de su valor original cada afio, determine una funcion V que
exprese el valor de la maquina V después que han transcurrido t afios. Respuesta: 6) Suponga que el
costo para producir 10 unidades de un producto es de 30UM y el de 20 unidades es 50UM. Suponga
que el costo C esta relacionado linealmente con la cantidad q a producir. a) Exprese el costo total
como una funcién de q. b) Encuentre el costo de producir 35 unidades.

7) Una persona alquilo un vehiculo por un dia y pagé 260UM por 120km de recorrido. Ese misma dia
otra persona alquilé el mismo tipo de vehiculo, su factura fue de 320UM por 160km. Suponiendo que
la tarifa es una funcion lineal del namero de km. recorridos, determine la tarifa de alquiler en funcién
de los nimero de kilometros recorridos.

8) En una tienda de fotocopias tiene una demanda de 20 mil copias al mes si el precio es de 50UM,
pero si se fija un precio de 60UM se estima que la demanda sera de 15mil copias. Determine la
cantidad de copias que se demanda al mes, C, en funcion del precio suponiendo que existe una
relacién lineal entre la cantidad demandada y p.

10
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Respuestas: 1) P(y) =—2y? + 200y +40.000; 2) U(p) =—-p? +160p —4.800;

3) U(p) =-20(p?-40p+375);4) U(p) =—-2(p*> -135p +3.800) ; 5) V (t) =V, — 0.02V,t ;

6) a) C=2g+10; 7) T(x)=;x+80; 8) C(p)=—%p+45miles

GENERALES
1) Se corta un alambre de 20cm. de longitud en cuatro trozos para formar un rectangulo. Si x representa
el lado més corto. Expresar el area del rectangulo en funcion de x. Respuesta: A(x)=(10- x )x.

2)Desde un poste de 20metros de altura sale un trozo de cuerda que
llega a nivel de piso x metros mas alla. Si | representan la longitud de la
cuerda. @) Exprese | como funcion de x. b) Exprese x como funcién de .

Respuesta: a) [(x)= v/ x? +400 )

3) Desde un poste de 30 metros de altura sale un trozo de cuerda que llega a
otro poste de altura x metros, 24 metros més alla. Si | representan la longitud
de la cuerda. a) Exprese | como funcion de x.

b) Exprese x como funcion de |. Respuesta: a) 1(x)= /(30 — x)? + 242

L — _24. -4
4) Exprese el area de un sector circular de una circunferencia, de radio fijo <%
r, en funcion de a, el angulo del sector dado en grados. Ayuda: el area de un s
2
. ar-r
circulo = 7z -r?. Respuesta: A(a)= P~

5) En un descampado se quiere cercar un terreno rectangular de 1.000m?. Escriba la funcion perimetro
en términos del ancho del rectangulo. Respuesta: P(x) =2x + 2000/ x

6) En ciertos terrenos se estima que si se plantan 600 naranjos por hectarea, se obtendra una produccién
promedio de 300 naranjas por mata y que por cada arbol que se siembre de mas hara que la
produccién promedio por arbol disminuya en 3 unidades. Exprese la produccion promedio por arbol
en funcion del nimero de arboles adicionales sembrados. Respuesta: P(x) = (600 + x)(300 — 3x)

7) Con 120 metros se quiere cercar 2 corrales idénticos como
muestra la figura. a) Exprese el area total como funcion de x b)

Diga cual es el dominio natural de esta funcién, tomando en x
consideracion las restricciones fisicas.

Respuesta: A(x) =60x —3x%/2

¥ __. |———_}’___I

CIENCIAS NATURALES

1) El aire seco al subir se enfria. Suponga que a 200m. sobre el nivel del mar se tiene una temperatura
de 23°C y a 2 Km es de 15°C. Expresar la temperatura en funcién de la altura, suponiendo que existe
una relacion lineal entre ellas. ¢Cudl es la temperatura a 1000m sobre el nivel del mar?

2) A nivel del mar el agua hierve a 100°C . A una altitud de 1600m. sobre el nivel del mar el agua
hierve aproximadamente 92°C. Suponiendo que existe una relacién lineal entre punto de ebullicidon y la
altitud, calcule el punto de ebullicién en funcién de la altitud. (Nota: realmente el punto de ebullicion
depende de la presion atmosferica, pero ésta se puede inferir por la altitud).
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DISTINTOS TIPOS DE FUNCIONES
FUNCIONES POLINOMICAS

Una funcién f se llama funcion polindmica si puede ser escrita en la  forma
f(x)=c,x" +Cn_1XH +.+C X+ Cy donde n es un entero no negativo y los coeficientes ¢, Cp.1..Co

son nameros reales.
Si ¢, 0, entonces n es el grado de la funcion polinémica y ¢, es el coeficiente principal. El
dominio de las funciones polinémicas son todos los nimeros reales.

Hay funciones polinémicas especiales, algunas de ellas son

a.- Funcion constante es una funcion de la forma f(x)=k, con k una constante. EI grado es 0.
Por ejemplo f(x)=2. Es una funcién que siempre asume el valor 2. Por ejemplo f(-1)=2;

f(200)=2
b.- Funcion lineal: es de la forma f(x)=ax+b, donde a y b son constantes, con g = 0. El grado es 1.

Por ejemplo f(x)=4 —g es una funcion lineal, donde a = —%

c.- Funcién cuadratica: es un polinomio de grado 2. Esto es f(x)=ax*+bx+c, con a # 0
Ejemplo 1.- Diga si las siguientes funciones son polindmicas o no. En caso afirmativo clasifiquelas de
acuerdo al grado y sefiale el coeficiente principal.

X . . S - - 1
a) f(x)= ~3 es un polinomio de grado 1 o funcidn lineal, con coeficiente principal -3
b) g(x)=x"2+x no es un polinomio porque el exponente de la x del primer término es negativo.
Funciones que involucren expresiones de la forma —- tampoco son funciones polinomicas.
X

c) FX)= xY2 no es polindmica porque el exponente de la x es fraccionario. Funciones que
involucren expresiones 8/x tampoco son polindmicas.
d H(x) = V2x3 —x -1 es una funcion polinébmica de grado 3. El coeficiente del grado principal es

V2.

FUNCIONES RACIONALES

Una funcidn se llama funcidn racional si puede ser escrita como un cociente de polinomios.

Ejemplo 1.- Determine si las siguientes funciones son funciones racionales

3x-1 . . . . .
a) f(x)=————. Esel cociente de polinomios y por tanto es una funcion racional.
X +x-3
a4 ., . . x-1
b) f(x)=x-x"" esuna funcion racional. Observe que puede ser reescrita como f(x) =——
X

4x% -2

¢) f(x)=4x>—-2.Como esta funcion puede ser reescrita como f (x) = y 1 es un polinomio

entonces es una funcién racional. Mas generalmente:
Una funcién polindmica es una funcién racional

12
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FUNCION DEFINIDA POR PARTES

En algunas ocasiones hace falta méas de una férmula para poder definir una funcion. El
siguiente ejemplo ilustra una funcion definida por partes.

x2, si —5<x<0
f(x)=4 0, si 0<x<l1
2+X, si 1<x<5H

Claramente si f no esta en ninguno de estos conjuntos de x’s la funcién no esta definida. En
este ejemplo, el dominio de f es el intervalo [-5,5]. Si queremos evaluar la funcién, tenemos que
determinar en que region esta el valor a evaluar para usar la formula correspondiente. Este tipo de
funcion, efectivamente, define una regla. La regla en este ejemplo es:

Si x esta en el intervalo [-5,0) usamos la formula x? para evaluar la funcién.
Si x esté en el intervalo [0,1) la funcién esté definida por f(x) =0 y por dltimo

Si x esta en el intervalo [1,5] usamos la férmula 2 — X para evaluar la funcion

Ejemplo 1.- Para la funcion f definida arriba encontrar: a) f(-1); b) f(%); c) f@@).

Solucioén:
a) f(-1). Observe que —1 estd en el intervalo [-5,0), por tanto se usa la primera férmula:

f(-1)=(-D°=1.
b) f (%) . Como %esté en el intervalo [0,1) se tiene que usar la segunda expresién. Por tanto f(i) —0-
2

c) f(1).Como 1<1<5 se tiene que usar la tercera expresion. Por tanto f (1) =2+1=3.

Las funciones definidas por partes tienen muchas aplicaciones y usos en matematicas.

Ejemplo 2.- El pago mensual para estar suscrito a un plan de llamadas de celulares es 20UM y
contempla los primeros 50 minutos a una tarifa de 1.5UM y 3UM los minutos adicionales durante el
mes. Sea x el nimero de minutos en llamadas de un celular con este plan. Escriba la funcién C(x)
costo total del plan dependiendo de x, nimero de minutos de llamadas al mes.

Solucidén: Observe que esta funcion la tenemos que definir en dos partes, dependiendo si x <50 o
x > 50. En ambos casos tenemos que considerar que el plan sale a 20 mas el costo de las llamadas.

Es claro que si x <50, el costo total de estas Ilamadas sera de 1,5- x. Sin embargo si x >50,
tenemos que considerar que los primeros 50 minutos se les aplicé la tarifa de 1.5UM y los siguientes
x—50 minutos se les aplico la tarifa de 3UM. Asi el costo total de las llamadas en este caso es:
1.5-50 + 3(50 — x) . De estas observaciones tenemos que:

20+15-x x <50
C(x) =
20+75+3(x—-50) x>50

Simplificando queda
20+15-x x<50
C(x) =
-55+3x x>50

Comentario.- Para determinar cada parte también se pudo usar los conceptos de rectas y funcion
lineal, ya que la tarifa aumenta de manera constante por cada aumento de una unidad de x. Por ejemplo
en la segunda parte tenemos un punto de donde parte (50,95) y la pendiente 3.
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FUNCION VALOR ABSOLUTO

La funcion f(x)=|x| es Illamada funcién valor absoluto. Esta funcion también la podemos
escribir por partes:
—-X, si x<0

f(x) = X, si x>0

EJERCICIOS.
1) Clasifique las siguientes funciones como polinémicas FP o no NFP, Racionales FR o no NFR.
Justifique. En caso que sea polindmica diga el grado del polinomio y el coeficiente principal.

1.1) f(x) = 2x; 1.2) g(x) = 2);__13 : 1.3)g(x) = x* +3x°;
14) f()=vB-x: 14) f(x):ﬁ; 18) ()= —+3x;
16) F()=3x-1: 17)g(x) = Xle; 1.8)h(x) = +/3x -1

2) Para la siguiente funcion determine su dominio y evalle f(-2) y f(3)

x?-1 si  x<0
f(x)=¢< x-1 si O0<x<4
3x si X>4

3) Para la siguiente funcion determine su dominio y evalle g(2) y g(-1/2)

-1 si —-2<x<0
g(X)=43x+7 si 0<x<2

Respuestas
1)FPs6lo1.1; 1.3y 1.6 ; NFR:s6lo1.4y 1.8;2) Dom=R ; 3;2 3) Dom =[-2,2]; 13; -1;

PROBLEMAS

1) Una compafiia de buses adopt6 la siguiente politica de precios para grupos que desean contratar sus
vehiculos. A los grupos de no mas de 40 personas se les cobrara una cantidad fija de 2400UM (40x60).
Los grupos que tienen entre 40 y 80 personas pagaran 60UM y las personas adicionales a 40 tendran un
descuento de menos 5UM. La tarifa mas baja de la compafiia es de 50UM por persona, se ofrecera a
grupos de mas de 80 personas. Exprese el ingreso de la compafiia de buses como funcién del tamafio
del grupo.

2400 0<x<40
Respuesta: |(x)=156x+200  40<x<80
50x x >80

2) Un museo cobra la admisién a grupos de acuerdo a la siguiente politica. Los grupos con menos de
50 personas pagan 3.5UM por persona, mientras que los grupos de 50 personas 0 mas pagan una tarifa
reducida de 3UM por persona. a) Exprese la cantidad que pagara un grupo por su admisién como una
funcion del tamafo del grupo. b) ¢Cuéanto dinero ahorrard un grupo de 49 personas en el costo de

35x 0<x<50

admision si puede incluir un miembro adicional? Respuesta: a) P(x) =
3x x> 50

b) 21.5UM
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3) Un camionero esta ofreciendo las patillas a 10UM cada kilo si compran menos de 10 kilos, a 8UM
el kilo si compran entre 10 y 50 kilos y las deja a 6UM si compran méas de 50 kilos. Determine el
precio total de adquisicion de las patillas en funcion del nimero de kilos que compraré el cliente.

10x 0<x<10
Respuesta: |(x) =/ 8x 10<x<50

6X x>50

4) A fin de regular el consumo de electricidad la alcaldia de una ciudad fijo las siguientes tarifas. Los
primeros 200HWh se pagara 3UM el KWh, para los siguientes 400 KW h pagarda 5UM el KWy 8
de alli en adelante. Exprese el valor de la factura como una funcion de la cantidad de KWh consumidos
al mes.

3x 0<x<200
Respuesta v (x) =1 5x-400 200 < x <600
8x — 2200 X > 600

5) La contaminacion atmosférica en una ciudad varia de acuerdo a la hora del dia. Sea t el nimero de
horas después de las 6:00A.M. La funcién C(t) da el indice de contaminacién atmosférica en
funcion de t.

3+3t si 0<t<3

C(t)y=<12+2t si 4<t<12

36-2t 12<t<16
¢ Cuéles son los niveles de contaminacién a las 7:00a.m.; 12my a las 7p.m.?
Respuesta: 6; 24; 10

6) Una piscina mide 36 metros de largo por 15 de ancho.
En las figuras tenemos un corte longitudinal de la piscina. c{ |

In

Como se podra observe los primeros 12 metros es oy C———)
totalmente horizontal. Luego empieza una declinacion ]

como lo muestra la figura. Sea h el nivel del agua medido § | 7 o
en el lado derecho desde el fondo de la piscina. Exprese Sy ol |

el volumen del agua como una funcion de h. (Observe
que tiene que definir una funcion por partes, para h
menor que 4y para h entre 4 y 10.

Respuesta:

45h? si h<4

V() =1720+540(h—6) si 4<h<10

15
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GRAFICAS DE FUNCIONES

La representacion grafica entre x y f(x) puede ayudar a interpretar mejor las relaciones entre x
y £(x).

La gréfica de una funcion f es el conjunto de todos los puntos (X, f (X)) donde x esta en el
dominio de f. Observe que la grafica de una funcion es la grafica de la ecuacion y = f(x).

Las técnicas de esta seccion no son las mas apropiadas para graficar, sin embargo nos permitira
- . 1
establecer la grafica de las funciones elementales x?, x3,4/x y f(x)==.
X

La técnica consiste en darle valores a x y calcular el valor y = f(x). Es claro que los valores a

escoger deben estar en el dominio de la funcidn, luego estos puntos son representados en el plano y
finalmente se hace un trazo suave que una estos puntos. La escogencia de los valores x se hace a
conveniencia: que sea facil calcular el valor de y y que nos de una idea de la forma de la grafica.

Ejemplo 1.- Considere f(x)= Jx. a) Calcular el dominio de f. b) Trazar la grafica de f.

Solucién:

a) El dominio de f en este caso son los x tales que X > 0.

b) Como se esta interesado en el trazo de la funcién y resulta imposible conseguir todos los puntos de
la gréfica, sélo se determinaran algunos puntos de ella, los necesarios para hacerse una idea de la

forma de la grafica. Damos valores a x para obtener el valor de y a través de la formula y = Jx

A
X |0][1]/2 |9/4|4 y ﬁ
y|0[1| .2 |32|2 ¥y
2 e
] B 1-
x
or 2 | 4 0 >
Luego se hace un trazo suave

uniendo los puntos de la grifica
dibujados.

De nuevo insistimos en que éste no es el mejor método para graficar funciones. A lo largo de
este capitulo daremos algunas técnicas que facilitara determinar mas rapidamente la formay las
caracteristicas mas importantes de la funcion. Posteriormente se estudiaran otras técnicas para graficar.

SIMETRIAS

Para graficar funciones es Util tomar en cuenta las posibles simetrias. Esto se determina
estudiando si la funcion es par, impar o ninguna de las anteriores.

Definicién.- Una funcion es par si f (—x) = f(x) para todo x perteneciente al Dominio de f e impar si

f(-x)=—1(x).

Observe que si una gréafica es par y (x,y) es un punto de la grafica entonces (-x,y) también esta
en la grafica. Esto significa que la grafica es simétrica con respecto al eje y. Es decir, si doblamos el
papel a lo largo del eje y entonces el trozo de la gréafica de la derecha coincide con el de la izquierda.

16
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Par

Y

Similarmente vemos que si f es impar y (x,y) es un punto de la grafica de f entonces (-x,-y) es
también un punto de la gréfica de f. La gréafica de una funcion impar permanece igual tras la rotacion de
180° en torno al origen.

Ejemplo 1.- Para cada una de las siguientes funciones determine si es par o impar o ninguna de las
anteriores. a) f,(x)=2x*+2; b) f,(x)=3x%>-x c) fa(x)=3x+1
Solucién: En todos los casos debemos evaluar la funcion en — x.

a) f,(-x)=2(-x)*+2=2x"+2= f,(x), por tanto la funcion es par
b) f,(—x) =3(-x)* - (-x) = =3x® + x = —(3x® — x) = - f,(x) , por tanto la funcion es impar.

c) f3(—x)=3(—x)+1=-3x+1, lo cual es distinto de f,(x) y de - f;(x), por tanto la funcién no es ni
par ni impar.

Recuerde: Para determinar la paridad de la funcion se evalia f en —x. De ahi uno pasa a
determinar cual relacion se cumple: f(-x)= f(x) o f(-x)=—"f(x) o ninguna de las anteriores.

Ejercicio de desarrollo.- Para cada una de las siguientes funciones determine si es par o impar o
ninguna de las anteriores.  a) f,(x) =vx? +1 ; b) f,(x)=4x>—x?

La simetria es una caracteristica importante en una gréafica, y esto hay que resaltarlo, pero
también nos puede ahorrar trabajo, pues con la mitad de la grafica podemos obtener por simetria el
resto.

Ejemplo 2.- Bosquejar la gréafica de f(x) = x” .
Solucién: El dominio de la funcién son todos los reales. La funcion es par f(-x)=(-x)? =x* = f(x).

Asi evaluaremos la funcion sélo en algunos nimeros no negativos. El resto de la gréfica se obtiene por
simetria.

3
yJL ¥
x|0[1(2]3 4 4+
yl0[1]4]9 } Por simetria se
/ obtiene el resto
de 1a préfica
1 1+
X x
) ] ] ‘;
0 . ] 1 2
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Ejemplo 3.- Bosquejar la gréfica de f(x) = x®
Solucién: El dominio de la funcién son todos los
reales En este caso la funcion es impar:

f(—x)=(-x)°*=—x*=-f(x).
Asi evaluaremos la funcién sélo en algunos
nlmeros no negativos

Xx10/1]2|3 |4
y|0]1]8]27|64

Se lleva estos puntos al plano cartesiano y se
hace un trazo suave que una estos puntos, luego
se usa la simetria al origen.

Observe que los valores de y son
bastante altos comparados con los de x.
Podemos usar una escala menor en el eje y
para poder graficar la funcion.

18

A ¥ 3
81 gt
]
X X
0[12 012
A
274
13
0| 1 23

INTERSECCIONES CON LOS EJES

Las intersecciones con los ejes es una caracteristica que se toma en cuenta en muchas

aplicaciones.

La interseccion con el eje y es el punto donde la grafica de la funcién corta el eje y.

Para obtenerla colocamos x=0 en
y = f(x) dando un valor de y=b. El valor
b es conocido como ordenada en el
origen y el punto (0,b) es el punto en el
cual la gréfica corta el eje y.

(a,0)

A
Y

(0.5)

/

Las intersecciones con el eje x son los
puntos donde la gréfica de f corta el eje x.
Estos puntos son donde la
coordenada y es 0, entonces para obtener
estos punto planteamos
f(x)=0
y despejamos x.

f(x)=0

Ceros de una funcidn.- Los ceros de una funcion son los valores de x que satisfacen la ecuacion

18
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Ejemplo 3.- Calcular las intersecciones con los ejes de las siguientes graficas

a) f(x)=x>-2
b) f(x)=+vx+3
Solucién:

a) Interseccion con el eje y:  Tenemos que evaluar la funcion en x=0 para obtener la ordenada en el
origen

y=0%-2=-2
Asi la ordenada en el origen es -2 y la gréfica corta el eje y en el punto (0,-2).

Interseccion con el eje x: ~ Tenemos que plantear la ecuacion y=0 para conseguir las abscisas en el
origen:

x2-2=0
x2 =2
X =42

Asi las abscisas en el origen son x = J_r\/Ey la gréfica corta el eje x en los puntos (\/2_,0) y

(—/2,0).

b) Interseccion con el ejey: ~ Tenemos que evaluar la funcion en x=0 para obtener la ordenada en el

origen
f(0)=/0+3=+3

Concluimos que la ordenada en el origen es V3 y la gréfica corta el eje y en el punto (0, \/§).
Interseccién con el eje x: Tenemos que plantear la ecuacion y=0 para obtener las abscisas en el

origen
Vx+3=0

2
(Vx+3f =0
X+3=0
X=-3
De esta manera la abscisa en el origen es x = -3y la gréafica corta el eje x en el punto (-3,0).
También decimos que x =-3 es un cero de la funcion.

Ejercicio de desarrollo.- Para cada una de las siguientes funciones determine las intersecciones con
los ejes

a) f,(x)=vx*+1+3 b) f,(x)=4x>—x?

Ejemplo 4.- Determine simetrias, intersecciones con los ejes y bosqueje la graficade f(x)=—.
X

Solucién: El dominio de esta funcion son todos los reales menos el cero. Analicemos ahora las
simetrias. Para ello evaluamos f (—x)

1 1 . L . o
f(-x)=—=—-==—f(x). Concluimos que la funcién es impar y por tanto simétrica con respecto al
X X

origen.
Veamos ahora intersecciones:
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Para obtener el corte con el eje y deberiamos evaluar f en 0, pero la funcién no esta definida en
0, (0 no esta en el Dominio de la funcién), pues la division entre 0 no esta definida. Asi no hay corte

conel ejey.
Para conseguir el corte con el eje x deberiamos plantear f(x) =0, esto es
1
~=0,
X

pero esta ecuacion no tiene solucién. Entonces la grafica de f tampoco tiene interseccion con eje X.
Evaluemos la funcién en algunos valores claves. Aqui es importante conocer el
comportamiento de la funcién para valores muy altos y valores cercanos a cero.

yA
x [0.001[0.01[0.1[%[1[2 [5 [100 27
y[1000 [100 |10 |2 |1|%|1/5]0.01 14+
i >
L] ]
6l 1 2 *
Como la grafica es simétrica con
respecto al origen entonces obtenemos y A
finalmente:
24
1+
t >
1 1
of 1 2 %

Ejercicio de desarrollo.- Grafique las siguientes funciones. Recuerde simetrias, cortes y tabla de
valores.

a) f,(x)=vx*-1+3 b) f,(x)=4x® - x?

o

Ejercicio de desarrollo.- La figura de al lado
contiene la grafica de una funcion h. Utilice la
grafica para
a) Estimar los ceros de la funcién C
b) Estimar h(-2) y h(0) q)
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PRUEBA DE LA RECTA VERTICAL

Recordemos que en ocasiones a una funcion se la puede definir a través de una ecuacion en
dos variables. Esto es valido siempre y cuando para cada x en la ecuacion corresponda un solo valor de

y. Por ejemplo la ecuacion x? + y? =1 no define una funcion pues al despejar y, obtenemos para una

misma x dos valores de y: y=+y1—x*. Una manera alternativa para determinar si una ecuacion
define una funcion o no es a través del gréfico de la ecuacion mediante la prueba de la recta vertical.

¥
4

Una ecuacion en dos variables x y y
define a y como funcién de x si cada recta
vertical corta la grafica de la ecuacion en a lo
sumo un punto.

7

Si una recta vertical corta en dos
puntos o mas la grafica de la ecuacién
entonces la ecuacion no define a y como una
funcion de x.

Si una ecuacion define ay como funcién de x y y no esta dada explicitamente (no esta
despejada), diremos que y es una funcién implicita de x.

DOMINIO Y RANGO A TRAVES DE LA GRAFICA DE LA
FUNCION

La figura muestra la grafica de una funcién
y = f(x). Se puede observar que f(2)=1.

El 2 es un elemento del dominio de f. El
dominio de la funcién es el conjunto (-2,5], pues alli la
funcion esta definida, ya que todos estos elementos
tienen asignados un valor y y cualquier otro valor de x
fuera de este intervalo no tiene asignado ninguna
imagen.

También decimos que 1 es la imagen de 2, el 1
es un elemento del rango del f. En la grafica podemos
ver que el rango de f es el conjunto [-2,4], pues estos
puntos y sélo estos son imagen de alguna x.
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Geométricamente podemos determinar el
dominio y el rango de una funcion

Observe que el dominio de f es la
proyeccion del grafico sobre el gje x.

Se deja al lector deducir como obtener el

Ejercicio de desarrollo.- La figura de al lado contiene la
grafica de la funciénh(x) = vx +1—x? + 2x—1 obtenida
gracias a un software de computacion. Utilice la gréafica
ara

P a) Estimar el dominio y el rango de la funcion

b) Estimar los ceros de la funcion

c) Estimar h(3) y h(0)

d) Estimar el conjunto solucién de la desigualdad

en x \ x

VX+1-x*+2x-1>0 / \ 6
/

Ayuda para d: Estime el conjunto de las xs de la curva tales que sus coordenadas y son positivas:
y > 0. Respuesta: (0,2.35)

GRAFICA DE UNA FUNCION DEFINIDA POR PARTES

Ejemplo 1.- Grafique la siguiente funcién definida por partes. Diga el dominio y el rango de la funcién
-x% si x<0
f(x)=9 1 si 0<x<?2
x=1 si 2<x<4

Solucién.- El dominio es el conjunto donde esta definida la funcién, en este caso (—,0) U (0,4]. Para

trazar la gréafica de la funcion haremos tres tablas de valores correspondientes a las tres partes de la
funcion. Se tomaran los valores extremos de los intervalos de las partes asi no estén contenidos en las
partes. Valores dentro de paréntesis indicard que la funcién no toma este valor pero podemos
conseguir valores de esa parte de la funcién que se aproximan al punto tanto como se quiera.

PRIMERA PARTE: x en (—,0)

Si x<0 , entonces f(x)=-x?, esto resulta un trozo de parabola.

Recordemos que normalmente se toman como valores de x los extremos del intervalo a graficar y si
hace falta, algin punto extra. En este caso no hay extremo izquierdo, se tomaron dos valores en el

interior de la region: -2 y -1. En este parte 0 es el extremo derecho, evaluamos 0: f (0)=—-0% =0 . De
nuevo remarcamos que el punto (x,y) =(0,0) no esta en la gréafica pero la gréafica se aproxima a este

punto, en el momento de graficar este punto se sefialard con un circulo agujereado y se llevara la
grafica hasta este punto. Para recordar que este punto no estd en la gréfica en la tabla de valores lo
colocamos entre paréntesis.
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TABLA DE LA PRIMERA PARTE: x en (—,0)

23

-2 |-4 Dibujamos estos puntos en el plano cartesiano donde se realizard la gréfica de la funcion,

-1 |-1 | recordando que el punto (0,0) debera colocarse con un circulo agujereado y se uniran estos

(0) 1 ()| puntos con un trazo suave, terminando en el lado derecho y en el lado izquierdo se colocara

una flecha para indicar que la grafica continua.

SEGUNDA PARTE: x en (0,2)

Si x esta entre 0 y 2 los valores de la funcion son siempre 1. De nuevo se insiste que el punto (0,1) no

esta en la grafica, para indicar esto colocamos un circulo agujereado en este punto,

€s necesario

calcular el valor del extremo para indicar que la funcion arranca desde alli en esta parte (0 bien
termina). El punto (2,1) no pertenece a estd parte de
pertenece a la gréafica por ser un punto de la tercera parte.

X |y TABLA DE LA SEGUNDA PARTE: x en (0,2)

la gréfica, pero luego verificaremos que

(0) | (1) | Dibujamos estos puntos en el plano donde se esta realizando la grafica de la funcion y se

(2) | (1)| unen estos puntos mediante un segmento de recta que termina justo en los puntos (0,1) y

TERCERA PARTE: x en [2,4]

(2,1). Recuerde que en esta parte la grafica corresponde a un trozo de recta.

Por ultimo, si x esté entre 2 y 4 entonces f(x) =x—1. La representacion gréfica es un trozo de recta,
es suficiente evaluar la funcidn en los extremos de los intervalos para conseguir esta parte de la gréfica.

2|1

43

Comentarios: El punto (2,1) estd
incluido en la gréafica porque esta en la
tabla de valores de la tercera formula.
La flecha en la parte izquierda
de la curva indica que la gréfica
contina. ElI punto relleno en la
derecha indica que la gréfica termina
alli y ese punto pertenece a la gréafica

X1Y| TABLA DE LA TERCERA PARTE: x en [2,4]

De nuevo se grafican los puntos y se unen, en este caso como la representacion es una recta, los
unimos mediante un segmento de recta que va de (2,1) hasta (4,3).

F 3

¥

-
P

=]

v

Y
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Por medio de la gréafica podemos determinar el rango de la funcidn f, recuerde que es el conjunto de
valores y que son imagen de algin x en el dominio. En este caso
Rango f= (—0,0) U[1,3]

Ejercicio de desarrollo.
Grafique la siguiente funcion definida por partes. Diga el dominio y el rango de la funcién
3 si —1l<x<1

f(X)=<2x+1 si 1<x<3
6-x si X>4

(Recuerde: Realizar una tabla de valores por cada parte, debera incluir, de ser posible, los valores de
los extremos. Si un extremo de un intervalo no esté en la parte colocar un circulo agujereado.

Las tres partes se representan en una misma grafica pues el todo es la grafica de la funcion. Use
flecha para indicar que la grafica continua indefinidamente y el punto relleno o agujereado para
indicar que la gréfica termina alli, alcanzandose ese valor 0 no.)

EJERCICIOS
1) Clasifique las siguientes funciones como par, impar o ninguna de las anteriores.
2
1.1) f(x)=2x: 1.2) g(x) = 2"2‘13; 1.3) f(x)=Vx2+5:
X —
1.4) g(x) = x* =3x*; 1.5) f(x)=x3-x-1; 1.6) g(x) = x* +4x? —4;
1.7) f(x) =;3; 1.8) f(x)=— ! : 1.9) f(x)=(x*-2x*-)(Wx*-5);
1+2x X* —2X

1.10) f(x) = (x> -2x*)(x®-x)
2) Calcule las intersecciones con los ejes de la grafica de las siguientes funciones

2.1) f(x)=2x; 2.2) g(x) = 2XZ2_13 : 2.3) f(x)= Jx2 45
X° —
2.4) g(X) =x2 _3x* ; 25) f(X) = 2\/)(2 +1-3; 26) f(x) = X(X—3)(X—4)(X—7) :
27) f(0=x"-3 ~4x;  28) g =— —; 29) g(¥) = 22— +1;
X +4 X —4

2.10)h(x) = x® —2x* —5x +6.
3) Consiga simetrias, intersecciones con los ejes y bosqueje las graficas de las siguientes funciones

31) f(X)=-x+3; 3.2) f(x):1 ! , 3.3) f(X)=vx*+5;
+

X2

3.4) g(x) = x* —2x%; 3.5) f(x) =-2x° -1

4) Grafique las siguientes funciones definidas por partes. Diga el dominio y el rango de la funcién

x2-1 si —-1<x<0 x2-1 si x<-1
41) f(x)=1 X si O0<x<3 42) f(x)=49 2x si |x[<1

-1 si x>3 -1 si x>1

-x-2 si -1<x<0 9-x? si 0<x<3
43)f(x)=4 x* si 0<x<2 4.4) f(x)=

X+1 si X>2 3-Xx si X=>3
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5) Diga si las siguientes ecuaciones definen o no una funcién a través de la prueba de la recta vertical.

51) y?+4x*-1=0 52) X+xy—-1=0 53)|y|+2x=1 54) yx’-1=0

6)a) Demuestre que si f es un polinomio tal que los coeficientes de grados pares son 0 entonces la
funcion es impar y si g es un polinomio tal que los coeficientes de grados impares son 0 entonces la

funcion es par. b) Demuestre que si fy g son pares entonces: f+g, f—-g yf-g,

son pares y il
g

es par donde este definida. Asuma que los dominios de fy g coinciden. c) Demuestre que si fy g son

impares entonces: f+g,f —g sonimparesy f-gy il son pares en su dominio. d) Sea f una
g

funcion no negativa. Demuestre que si f es par entonces 4/ f es par. Realice de nuevo el ejercicio 1

con estos resultados.

7) La figura de al lado contiene la grafica de la y ¢

funcion g(x) =vx? —4 —x?/4+1obtenida gracias a

un software de computacién. Utilice la grafica para

a) Estimar el dominio y el rango de la funcion

b) Estimar los ceros de la funcion // \\ ;‘
c) Estimar g(3) y g(0) / \
d) Resolver la desigualdad en x: / \

VX2 —4-x%14+1<1

Ayuda para d: Determine el conjunto de las x’s de la curva tales que sus coordenadas y son menores

que l: y<1.
8) La figura de al lado contiene la gréafica de la ‘U
utilidad en funcion de g, la cantidad de articulos
producidos y vendidos en una féabrica. La variable q 12
estd medida en miles de unidades y la Utilidad en \
millones de UM [
Utilice la grafica para estimar
a) Los niveles de produccion en que la utilidad es \ q
igual 8 millones UM. / \ »
b) Los niveles de produccién en que la utilidad es |{ \|6
mayor a 10 millones UM. -2

Ayuda para b: Determine el conjunto de las q"s de la curva tales que sus coordenadas U son mayores

que 10.

Respuestas

1.1) I; 1.2)P; 1.3) P;1.4) P; 1.5) ni par ni impar;1.6) P; 1.7) ni par ni impar; 1.8)impar
1.9) P; 1.10)P; 2.1)(0,0) ; 2.2) (0,1/3), (1,0) y(-1,0) 2.3) (O, ﬁ) ; 2.4)(0,0), (?,O)

V3 .
v (220528 0-1) (34 0, (¥94.0:26) 0030,40 y7.0

2.7)(0,0),(4,0),(-1,0); 2.8) (0,0); 2.9) (0,1), (1,0) y (-4,0); 2.10) (0,6), (1,0), (-2,0) ¥ (3,0)
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\A: ©,45)

3 A
y No tiene simefris. A
Corie con x: (3,0) ¥y
\ Cortecon32(0,3) 32)
3 L
0
3{
9 A 3.5) A
\ y
N
| -1
_\-2\/ \-/L/E No es par
ni impar
Par
Cartes (0,0)(v2,0)
¥ (2.0
4.2} & Dom f=R e &
M Bmges-[20)
2|
2
/e 2 i - S
/ —_—
A
3.1) y No es funcidn 52)
f\i P
L L[]

P g

>
x
4 ¥ 1
\: 3
-1 -—>

v

Dom f=(-1, )
Rango f=[-1,0)U(0,6)

Rango f=4-28/1(8=)

1 1
1 1
1 1
I I
1 |
1 !
1 1
1 1
1 1
1 1
[} 1

44)
Diom ={8,0c}
Bamgn §={-2,3]
2
2 \ >
5.3) \Ay

No es funcidn

7) @) Domf=(-0,2] U[2,) ; Rango g=(—«1];b)-4.4;-2;2y4.4;¢c) g(3)=0.99 y g(0)no esta
definida, 0 ¢ Dom g d) (—0,—2.8) U (2.8,0); 8a) 1.5y 4.5 miles de articulos; b) (2,4): entre 2'y 4 mil

articulos.
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OPERACIONES CON FUNCIONES

A menudo se definen nuevas funciones a partir de otras. Por ejemplo suponga que las
funciones f(t) y g(t)representan el nimero de mujeres y hombres respectivamente trabajando en

un pais en el momento t. La suma f(t)+ g(t) representa la cantidad total de personas trabajando en

el momento t.
Podemos considerar la suma como una nueva funcién que la representaremos como f+g o
(f+g), definida por
(f +9)(x) = f(x)+9(x)

f
Igualmente podemos definir f-g, f{g y — como siguen:
g

(f —9)(x) = f(x)-9(x)
(f-9)(x)=f(x)-9(x)

f f(x)
—|0=—=
(9 J 9(x)
Los dominios de f+g, f-g y fg son la parte comun del dominio de fy g, esto es la interseccion

de ambos dominios, pues debe estar definida para f y g simultdneamente. El dominio de r es

igualmente la parte comin de los dominios menos los x’s tales que g(x)=0, esto es con el fin de
evitar la division entre 0. En notacién conjuntista el dominio de la funcién cociente esta dado por:

Dom% =Dom(f -g)—{x/g(x) =0}

Ejemplo 1.- Sean f(x)=vx*-1y g(x):zxx—__lg. Encuentre  (f+g)(x) , (f-g)(x), (fg)(X) y

(ij(x) y establezca su dominio.
g

Solucion: El dominio de f es el conjunto (—o,—1]U[1,)]. El Dom g=R-{3/2}

Los dominios de de f+g, f-gy fg son la interseccién o parte comun de los dominios de fy g.
Esto es:

Dom (f +g) = Dom (f —g) = Dom(f -g) ! ! dom 7

T

[

dom £

4 f—o dom f+g
-1 132

=Dom f NDom g = (—o0,~1]U[1, g) U(g,oo)

Por otro lado

(F +)(0 =X —1+ 2=

2x—3
(f - 9)00 = ~1- 272
2x-3
(fg)(x) =/x? 1.1 |
2x—3
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Para el cociente tenemos que considerar aquellos puntos tales que g(x)=0, esto es

x—-1
2x—-3
tenemos que quitar de la parte comin de los dominios de fy g. De aqui concluimos que:

=0, la solucién de esta ecuacion es x=1 (cuando el numerador es cero). Asi que este punto lo

f B 3 3 2 PR
Dom E_ (—oo,-1Ju (1, E) U(E.OO) 1 1 32
Recuerde
y f
Dom —=Dom ( f +g)—{x/g(x) =0}=
(1 1gx) = V1= XN g
x—1 x—1 = (—o0,~1] U1, E) U(E,OO) -{1}
2Xx-3 2 2

= (oo U L ) U
_( ' 1]U(1! Z)U(Zv )

Observacién. Si usamos esta ultima foérmula para obtener el dominio nos daria que 3/2 estaria en el
dominio de f /g, pero recuerde que para definir f /g tiene que tener sentido evaluar la funcion tanto
en f como en g y en este caso g no esté definida en 3/2.

Recuerde:
1)Dom(f+g)=Dom(f-g)=Dom f-g=Domf~Domg

2) Dom é= Dom (f+g)—-{x/g(x)=0}

Ejercicio de desarrollo.- Dadas las funciones f (x) =v/x? -1y g(x)=x>-3x? + 2x, determinar

f+9)(x), (f-0)(x), (fg)(x)y [é}(x) y establezca el dominio de cada una.

Si una funcién la podemos interpretar como suma, diferencia o multiplicacion de dos

funciones, podemos usar lo dado arriba para calcular el dominio de ella. El siguiente ejemplo ilustra el
procedimiento.

Ejemplo 2.- Calcular el dominio de las siguientes funciones:

) F()=vl-x ——2 b) gy=3X-%

X% —4 7 —2X

Solucioén:
a) Lafuncionf la podemos interpretar como la diferencia de

L0 =V1-x y 0=

X2 -4
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Observe que la funcién se ha descompuesto en dos partes donde la funcién presenta problemas
diferentes. El dominio de f debe ser la parte comun del dominio de f; y el dominio de f, a fin de que no
existan problemas a la hora de evaluar f.

1
» Dom
El dominio de f; es el intervalo (—o0,1] . ® 2 /i
o_, Dom f,
El dominio de f; es el conjunto R-{-2,2} Pt ® » Dom f
A Ll
-2 1
La interseccion entre estos dos subconjuntos es:
Dom f, nDom f, (—0,-2)u(-2]].
De aqui que Dom f=(—0,-2) U (-2]].
b) La funcion g la podemos interpretar como la multiplicacion de g,(x)=+/x*-4 vy
1
9,(x) = : -2
2 7-2x O O » Dom g,

2 D
El dominio de 0. es el Conjunto ﬁ omg,
(~0,-2] U[2,0) . ° 0—C Dom g

El dominio de g; es el conjunto R-{7/2}

La interseccidn o parte comUn entre estos dos subconjuntos es:
Domg, "nDomg, (—w,-2]u[2,7/2)u(7/2,).

Remarcamos que: El dominio de g es la interseccion de los dominios de g; y de g, pues para estos
valores y solo en estos no existe problemas a la hora de evaluar g. Concluyendo:

Dom g=(—0,-2]u[2,7/2) U (7]2,2)

Observacién: El ejercicio anterior se pudo resolver interpretando la funcién g como un cociente.

Ejercicio de desarrollo Calcular el dominio de la siguiente funcién:

h(x) =v3x—x? + 2

X2
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EJERCICIOS
1) Para cada uno de los siguientes pares de funciones encuentre (f+g)(x), (f-g)(x) (fg)(xX) y (éj(x).

Determine para cada una de ellas su dominio. Simplifique tanto como sea posible

1.1) f(x)=2xy g(x) = 2);__13; 1.2) f(x)=vx+5y g(x)=x.
13) f(X)=+v3-x y g(x)=+vx-1; 1.4) f(x)= % y g(x) =x*-1.
15) () =22y g(x) =——; 16) 1=y 900 =x+1,
X+ 2 X+1
17) () =——y 9(x) = —2: 1.8) f(x) = VX2 —4x y g(x) = x2.
4—x X+2
2) Sean f(x) =Jx y g(x) = x? —1. Encuentre
f
2.1) (f+9)(1) 2.2) (f-9)(4) 2.3)(fg)(0) 2.4) (EJ(B)
3) Calcule el dominio de las siguientes funciones.
31) F(X) =X +1-X: 3.2) f(x)——“”;:; 33) g(x) =V1-x2 - =
X —_
] _ 11 _ X
34) h(x)=V1-x+2x;  35) f(x)= ek 3.6) g(x) =
Respuestas:
_ 4x*-5x-1 7x+1. Cax(x-1). f. . 2x(2x-3).
1.1) (f+g)(x)—_2X_3 v (F=g)(x )—ﬁ (f-9)(x)= x—3 (E)(X)_ﬁ’

Dom (f +g) =R-{3/2}, Dom (f/g)=R-{1,3/2}, 1.2) Dom (g + f)=[-5,%);
Dom (f/g)=[-50)U(0,©); 13) (f+g)(X)=+v3-x+t+Jx-1; (f-9)x)=/B=x)x-1);

( 00=2=%; Dom (f)=[13 Dom (f/g)=(L3]  14) (r+gi0=210 2%

(f —g)(x) = ~2C =X +2X+2 pom (f +g) = R-{-1/2},Dom (f /g) =R-{-1,1,-1/2},

1+2x
1.5) (f _ el o =2l L f s (D)
) (f+9)(%) cranen T 0 G o

Dom (f+g)= R-{-1,-2}, Dom (f/g)=R-{-1,-2,0}, 1.6) Dom (f+g)= R-{1/2},Dom
(f/g9)=R-{-1,1/2},
1.7) Dom (f £g) = Dom (f /g)=R-{-2,2}, 1.8)) Dom (g + f)= (~,0] U[4,);
Dom (f/g) = (-,0) U[4,x).
3

21)0;2.2)3023)0; 24) =, 31) [-1.0)3.2) [-1,4/3) U (/3,0) 3.3) [-1,0) U (0.1] 3.4) [0];

3.5) R-{—+/3,-1,0,+/3 }; 3.6) (~o0,1)
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FUNCION COMPUESTA

Imaginemos que se tiene una cantidad en
funcion de una variable y y estd variable también
puede ser expresada en términos de una segunda
variable x, entonces podriamos estar interesados en
expresar la cantidad directamente en funcién de x. Por
ejemplo la utilidad depende de la demanda g del
mercado y a su vez la demanda depende del precio p
que se coloca al consumidor. En definitiva podemos
expresar la utilidad también en términos del precio p.

La situacion descrita tiene que ver con la
operacion entre funciones conocida como la
composicion, la cual da como resultado la funcion
compuesta. Veamos mas precisamente su definicion.

Definicién.- Dadas dos funciones fy g, se define la funcién compuesta f con g, denotada por feog,
como

(fog)x)=f(g(0)
El dominio de  (f o g) es el conjunto de todos los x del dominio de g tales que g(X) pertenece
al dominio de f .

También fog sellama la funcion f compuesta con g, o sencillamente la composicion entre fy g
guedando claro el orden de la composicion por la sola notacidn.

Para calcular (f ° g) primero se puede sustituir g(x), y luego se evalua f en la formula de g(x) , esto
es f(g(x)). En este caso decimos que f es la funcion externa y g es la funcion interna.

La funcién (f o g) en general es distinta a la funcion (go f) , en esta Gltima se evalda g en f,
estoes g(f(x)).Enlosejemplos se remarcara esta observacion.

El dominio puede ser expresado a través de operaciones conjuntistas como:

Dom(f og)={x/xeDom(g) y g(x)e Dom(f)}

El siguiente esquema nos puede ayudar a recordar las contenciones.

G @)

El dominio de la composicion es el conjunto de los x en el dominio de la interna tal que el rango de
valores de la interna est en el dominio de la externa.

Ejemplo 1.- Sean f(x)=+41+x y g(x)=2x-1. Encuentre las siguientes funciones y determine su

dominio. a) fog b) gof
Solucion: Se puede verificar que Dom f=[-1, ) y Dom g=R.
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a) Calculemos primero (f o g)

(fog)x) = f(g(x) Se sustituye primero g(x)
= f(2x-1) Se evalta f en 2x-1
=J1+(2x-1) Se simplifica
=4/2X

Para calcular el dominio tomamaos en consideracion el dominio de g, en este caso todos los reales y
nos restringimos a aquellas x”s tales g(x) esta en [-1, o0) =dom f. Esto es:

g(x) >-1 Observe como la expresion:
“g(x) estd en [-1, «©)”

2x-12 =1 g6 paso en términos de desigualdad

La solucion de esta desigualdad es x> 0. De aqui Dom feg=[0, ).
b) Calculemos primero (g o f)

(g0 f)X) =g(f(x) Se sustituye primero f(x)
=g(v1+x) Se evalla g en v1+ x
=21+ x-1

Para calcular el dominio tomamos en consideracion el dominio de f, en este caso [-1, ©©) Yy nos
restringimos a aquellas x’s tales f(x) estan en el dominio de g. Pero como dominio de g son todos
los reales queda Dom geof=[-1, ).

El esquema para calcular el dominio en este caso queda

S @)

Dom(go f)={x/xe Dom(f) y f(x)e Dom(g)}

={x/xe[-Lx) y g(x)eR}
:[_1100)

En formulas tenemos

Comentario.- Observe con estos ejemplos que efectivamente

(fog)x) = (go f)x)

Ejemplo 2.- Sean f(X)=+1+Xx y h(x) = x*. Encuentre las siguientes funciones y determine su
dominio: a) foh; b) hof
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Solucién.- Se puede verificar que Dom f=[-1, «©) y Dom h=R.
a) Calculemos primero f oh

(f oh)(X) = f(h(X)) = (x?) = V1+ X2

Calculemos el dominio de esta composicion:

En férmulas tenemos
Dom(f oh)={x/x e Dom(h) y h(x) e Dom(f)}=

={x/xeR y x’e[-1x)}

={x/x*>-1}=R

Note que la desigualdad cuadratica x* > —1 es trivial, su solucion es R.

El dominio de (f oh)(x) =1+ x? , en este caso coincide con el dominio de su férmula, pero
no siempre es asi como ilustra la otra parte del ejemplo.
b) Calculemos la funcién ho f
(ho £)(X) =h(f(x)) =h(H1+x)={1+x)? =1+x

Calculemos el dominio de esta composicion:

En férmulas tenemos
Dom(ho f)={x/x e Dom(f) y f(x)e Dom(h)}=

={x/xe[-1,o) y +/1+x eR}. Recuerde que v1+ X € R siempre se cumple
={x/x e[-1,0)}=[-1»)

Observacion.- El dominio de la funcion definida por la férmula 1+ x, la cual es la misma formula que
(ho f)(x), esR diferente al dominio de (ho f)(x) el cual es [~1,).

No podemos calcular el dominio de una composicion a través de la férmula con que se define
la funcién. Veamos otro caso, donde el dominio de la formula no coincide con el dominio de la
funcioén.

Ejemplo 3.- Sea f(x) = 1 . Encuentre f o f y determine su dominio
X

Solucién.- Se puede verificar que Dom f=R —{0}.
Calculemos primero f o f

(fof)(x)=f(f(x)= f(%): 1

=X

< | |

2X

4+ x?
siguientes funciones y determine su dominio:a) fog; b) gef; c) hog ;c) geh

Ejercicio de desarrollo.- Sean f(x)=+v1-x? h(x)=

-1 vy g(x)=1-3x. Encuentre las
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En ocasiones es conveniente ver una funcion h como la composicion de dos funciones. Veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.- Exprese las siguientes funciones como la composicion de dos funciones.

8) h(x) =v1+3x; b) H(X) = ———

(2x-1)

Solucidn.- Este tipo de ejercicio trata de proponer f y g tal que h puede ser expresada como la
composicion de estas dos funciones. Esto es :(f ° g)(x) =h(x). Para resolver este tipo de ejercicio

debemos considerar el orden de las operaciones que se hacen.
a) En este caso podemos interpretar 1+3x lo primero que se hace y luego se extrae la raiz. Asi que una

posibilidad para expresarlo como composicién de dos funciones es definir f(x)=\/; y
g(x) =1+ 3x. Verifiqguemos:

(fog)x) = f(g(x)
= f(1+3X)

=41+ 3x = h(x)

Comentario: Normalmente la funcion g(x) =1+3x es llamada la funcion internay f(x) =Jx la
funcion externa.

b) De nuevo este ejercicio, dependiendo como interpretemos la funcion, puede tener varias respuestas.
A fin que el estudiante verifique su respuesta debera realizar la composicion. Una forma conveniente y
muy frecuente de ver esta funcién como composicion de dos funciones es reescribiendo primero la
funcién como:

H(x) =(2x-1)7
Ahora interpretamos que 2x —1 como la parte més internay que luego se eleva a la -2.
Asi que una posibilidad para expresarlo como composicién de dos funciones es definir f(x)=x? y
g(x) =2x-1. Verifiquemos:

Recuerde verificar a fin de chequear
(f ° g)(x) = f (g(x)) su respuesta

= f(2x-1)

=(2x-1)2 =H(x)
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APLICACIONES
Ejemplo 1.- Se ha estimado que la demanda, g, de gasolina en una region en funcion del precio es
(p)= 54.000
atp 1+2p

miles de litros por mes. Se prevé que el precio de la gasolina aumente en funcion del tiempo a un valor
por litro de p(t) =0.02t? + 0.1t +10 UM en el mes .

a) Expresar la demanda mensual en funcion del tiempo t.
b) ¢Cual sera el consumo de gasolina dentro de un afio?
Solucion:
54.000

1+2p

a) Como la demanda es funcién del precio a través de la relacion q(p) =

y el precio del tiempo por la relacién p(t) = 0.02t? + 0.1t +10

Entonces la funcion compuesta esta dada:
54.000 54.000
o t = t = =
@ p)(®)=a(p®) 1+2p(t) 1+2(0.02t? +0.1t +10)
54.000

0.04t2 +0.2t + 21

a(p() =

expresa la demanda mensual en funcion del tiempo.
b) Como t esta dado en términos de meses, debemos evaluar la férmula anterior en t=12 .
54.000 54.000

q(p(2)) = =

0.04(12)> +0.2-12+21 2916

=1851.8 miles de litros de gasolina

Ejemplo 2.- Un incendio en una sabana se propaga en forma de circulo. Si el radio de este circulo
aumenta a una velocidad de 30 m/h, exprese el &rea total en funcion del tiempo t en horas.
Solucién: El area en funcidn del radio es:

Ar)=r-r°
Por otro lado el radio en el momento t=0 es 0, y al cabo de t horas lo podemos deducir a través
de la relacion:
r
vV=—,
t

donde v =30, asi el radio en funcion del tiempo es:
r=30t.
Para obtener el area de la region incendiada tenemos que realizar la composicion entre la A(r)
y r(t). De esta manera obtenemos
Ar(t) =7 (rt))* = 7 (30t)°
A(t) = 9007 - t?

EJERCICIOS
1) Sean f(x)=\/; y g(x)=x?>-1. a) Encuentre (fog)(-2); b) Encuentre (go f)(2); c)
Verifique que (go f)(x) =x-1; d) ¢Puede evaluar (geo f)(-2)?
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2) Sean f(><)=—1 y g(x)=—1 . a) Calcule el dominio de h(x) = xtl. b) Verifique que
X+ 2 X+1 2x+3
(f o @)(¥) ==L+ ¢) ;-1 pertenece al dominio de (f o g)?
2X+3

3) Para cada uno de los siguientes pares de funciones encuentre fog, gof y fof
Determine para cada una de ellas su dominio. Simplifique tanto como sea posible.

31) f(x)=2xy g(x)zzxx—_ls; 3.2) f(X)=+/x+5 Yy g(x) =x*;
3.3%) f(X)=+v3-Xy g(X)=+x-1; 3.4) f(x):ﬁ y g(x)=x*-1;
3.5) f(x)=Lyg(x)=x+1; 3.6) f(x)=x—1yg(x)=i;
1-2x X+1
3.7) f(x)=ﬁ y g(x):ﬁ; 3.8%) f(x)=v4-x? y g(x) =1+/x?-1.
- +
4) Exprese las siguientes funciones como la composicion de dos funciones, no triviales.
1 5 X
41) f(X)=—— ; 4.2 X)=(2x+1)’ ; 4.3 X)= —;
) £(x) L5 20 ) 9(x) =(2x+1) ) 9(x) ‘/x+1
3
44 f()=— 4.5) h(x) =(X—+1j
1+2Vx+1 x-3

PROBLEMAS DE ECONOMIA
5) El ingreso mensual de un comerciante por vender cortinas de bafio esta dado en funcion de p por

| =200p—5p?
Si la demanda en funcion del precio es q = 200—5p . Exprese el ingreso en términos de g.
6) El ingreso mensual de un comerciante por vender resmas de papel esta dado en funcion de la
demanda por : | =150q—2q?. Si la demanda del articulo esta dada por la relacion 2q+ p =150.
Exprese el ingreso en términos de p.

PROBLEMAS DE CIENCIAS NATURALES
7) Un barco deja una mancha circular de aceite que se va expandiendo en forma circular. El radio de la

mancha sigue el modelo r(t) = 0.5(\/f+ 3\/f)cm. donde t es medido en minutos a partir que comenz6

el derrame. Encontrar el &rea en funcion del tiempo.
8) Se ha estimado que la contaminacion por monéxido de carbono depende en ciertas zonas del planeta
del tamafio de la poblacion modelada por la la relacion:

\/2000+0.5p
C(p)=r—"-"
(p) 10

donde p esta dado en miles de habitantes. Estudios demograficos han estimado que dentro de t afios la
poblacién de una ciudad seré de

partes por millén

p(t) = 700 + 3t*
Exprese el nivel de contaminacién en funcion del tiempo. ;Cuando llegara el nivel de monéxido a 6
ppm?
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Respuestas:
1) a) V3 b) 1; d) No, porque -2 no esta en el domino de f.

2)a)R —{—%}; c) No porque g no puede ser evaluada en -1. (-1 no esta en el dominio de g y por
consiguiente no esta en el dominio de (f g)

31) (fog) =20 g (9 X =222 (1 o £)(X) = 4; Dom (f o g) =R-{32)
Dom (f o f)=R; Dom (g o f)_R-{3/4}, 3.2) (fog)x) =X +5; (go f)(X)=x+5;

(fof)x)=++x+5+5;Dom (f.g)=R; Dom (g f) [-5,0) ]; Dom (fof) [-5,0);
3.3) (fog)(x) =v3-+x-1; (go f)(x) =v/B=x—-1; (f o f)(x) =+/3-~/3—x; Dom (f o g)=[1,10];

Dom (g o f)= (-,2]; Dom (f o f)=[-6,3];

° SY __ 1 1+2X - ﬁ _
3.4)) (f @1)(X)—2X2_1'(gof)(x)—m 13 (10 1)00 = 27251 Dom (1g)-R-{£ ¥
Dom (g o f)=R-{-1/2}; Dom (f ° f)=R-{-1/2,1/2} 3.5) (fog)(x) = _2)1(_1;

(go f)x)= f)x) = (f o g)=R-{-1/2}; Dom (f o f)=R-{-1/2}; Dom
(go f)=R- {1/2}- 3.6) Dom (f g) R- {-1}; Dom (f o f)=R; Dom (go f)=R-{0}

37) (Fog)00 =22 (o )0 =2 (g FY¥ == Dom (f og)=R-{-L-2)
Dom (f o f) R- {2,3/2}, Dom (g f) R-{2,3};

5) 1(q) =40q—0.2g> 6)1(p)=75p—0.5p2.

2x2
- (e
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OPERACIONES GEOMETRICAS DE GRAFICAS

En esta seccion estudiaremos como graficar funciones a partir de las gréaficas de funciones
conocidas mediante operaciones geométricas de traslacion, reflexion, contraccion y alargamiento.

Anteriormente se ha obtenido el trazo de una serie de graficas muy usadas en el célculo. Estas
graficas conviene siempre tenerlas en mente. Ellas seran la base para graficar una familia de funciones.

Algunas grificas de funciones elementales

F'y r 3 A
b4 ¥ ¥

= y=x

i
ey

v
A4
v

Suponga que la grafica de y = f(X) es conociday C una constante. A continuacion veremos
como obtener las graficasde y=f(x)+c;y=f(x+c); y=—f(x) y y=cf(x) a partir de la gréfica
de f.

1.- Funcion y= f(x)+c,con c¢>0. Siunpunto (x,y) estden la grafica de y= f(x), entonces
(x,y+c) esta en la graficade y = f(x)+c. De aqui que la graficade y= f(x)+c es la grafica de
y = f(x) trasladada verticalmente c unidades hacia arriba.

2.- y=f(x)—c, ¢>0. Por un razonamiento analogo, la nueva grafica se consigue trasladando
verticalmente la original ¢ unidades hacia abajo.
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Ejemplo 1.- Bosquejar y = x* +3

Solucion:

Las ordenadas de esta grafica son
3 unidades mas que las ordenadas de la

grafica de y = x?, para cada x. Esto hace
que la grafica de y=x?>+3 este 3

unidades por arriba de la gréafica de y = x?

3.- y=f(x+c), c>0. Observe que esta nueva funcién asume los mismos valores y de y= f(x)
pero en la abscisas x—c. Esto significa que la grafica estd desplazada ¢ unidades a la izquierda de la
grafica y = f(x).

4.- y=f(x-c),c>0. Similarmente la nueva funcion tiene las mismas y que y= f(x) pero
asumiendo estos valores en x+c. Esto significa que la grafica de y = f(x—c)esta c unidades a la
derecha de la gréficade y = f(x).

Ejemplo 2.- Trazar la gréafica de las siguientes funciones. Determine geométricamente el dominio y
rango de la funcién
a)y:L ;b)) y=x+2
X—-3
Solucién:

a) La gréfica y = % es la gréficade y= 1 trasladada 3 unidades a la derecha. Se recomienda al
X — X

. e 1 .
trabajar con la grafica de Yy =— trasladar el eje que corresponda como una recta punteada. En este
X

caso se traslada la recta vertical x=0 tres unidades a la derecha

r 3
y 1
y=- , I
\ . vA
1
> 1
I
1
I
X I
' - ]
0 0 :
La grafica se \ : Esta  grafica se
acerca a la recta : acercaalarectax=3
=0 (cjey) |

De la grafica de vy =—3, vemos claramente que x=3 es el Unico punto de la grafica que no tiene

imagen (al proyectar la grafica sobre el eje x el Gnico valor que no esté en esta proyeccion es x=3).
Por tanto el dominio de f es el conjunto R-{3}.
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b)
~
Y| y=tl -
Traslacion horizontal b) La grafica y=x+2 se
,° hacialaderecha obtiene trasladando la grafica
2 = de  y=X 2 unidades a la
/ I x izquierda. Es claro que el
a; » dominiode y =X+2 esR.
'
/,’ iPor qué se puede ver
’ como una traslacién
s vertical, también?

5.- y=cf(x), ¢c>0. Pensemos por ejemplo que c=2. Entonces las nuevas coordenadas y seran el
doble que las de y = f(x). Si c=1/2 entonces las nuevas ordenadas serén la mitad de las de y = f (X).
En general si ¢ >1, la grafica se alargay si 0<c <1 la grafica se comprime.

\
Ejemplo 3.- Graficar y=1.5x°. ‘

-, Yy
Solucién:

La grafica de y=1.5x> se obtiene
por un estiramiento vertical de la gréfica de
y= x3. Si para cada abscisa, la ordenada

era 'y, ahora la nueva ordenada es una vez y
media lay.

Ejercicio de desarrollo: Trazar la grafica de las siguientes funciones. Determine geométricamente el
dominio y rango de la funcién

a) y=+x/2 b) y=+x-3 ) y=x+1

6.- y=—1f(x). Observe que las ordenadas de la grafica de estd funcidn tienen las mismas magnitudes
pero de signo contrario que las de y = f (X), para cada x. Asi por ejemplo si un punto sobre la grafica

de f tiene coordenadas (a,b), (considere b positivo y luego considérelo negativo) entonces el punto
(a,—b) estéen la grafica de y =—f (x). Geométricamente esto es una reflexion en torno al eje x.

Ejemplo 5.- Graficar y = —Jx.
Solucién: La graficade y=—+/x es una reflexion en torno al eje x de la grafica de y =+/x
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A
y EEE— 4
y=Vx Y
y=—x
X
- X
0 L »
La grifica y=x
se refleja en torno al eje y.

El siguiente ejemplo ilustra codmo puede ser obtenida la grafica de algunas funciones a través
de varias operaciones geométricas.

Ejemplo 6.- Graficar y = Jx—3-2. Determine el dominio y el rango de la funcién por medio de la
gréfica.

Solucion.-Para obtener esta grafica primero obtendremos la de y=m y a partir de ésta haremos
una traslacion vertical 2 unidades hacia abajo para obtener la grafica y= Jx-3-2.

[ ) » )

¥y > 7 ¥

x X /
» [ 1 =
[ g = S
X

Lagrafica ,_
se traslada Jm&s i La prifica p=vx-3-2 -2
la derecha se obtiene por umna
traslacifn de 2 umidades
hacia abajo dela grifica
y=Jx—3

Recordemos que el dominio de una funcién lo podemos determinar a partir de la grafica de la
funcion proyectando la grafica sobre el eje x. El rango similarmente es la proyeccion sobre el eje y. De
la figura vemos claramente que:

Dom f =[3,.0) Rango f =[-2,0)

3 ?

y
I
/
1 ."m"m:;gffar >
0 ) 3 %
1 iy 1 .'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.':.'.'..'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'('/
Dom f=[3,» ) Rango f=[-2,=)
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La siguiente es una tabla resumen con las operaciones geométrica mas importantes.

Ejemplo sobre Ejemplo sobre
Nueva funcion Efecto geométrico f(x) = Jx F(x) = 1
X
y=f(x)+k, k>0 | La grafica de y="f(x) se y=ﬁ+3=3+\/§ y=1+3
desplaza k unidades hacia arriba. X
y=f(x)-k, k>0 | La grifica de y="f(x) se| y=4x-3 y:1_3
desplaza k unidades hacia abajo. X
y=f(x+k), k>0 | La grafica de y=f(x) se| y=\x+3 1
. . y=—-=
desplaza k unidades hacia la X+3
izquierda.
y=f(x=k), k>0 |La grafica de y=*f(x) se| y=,x-3 1
. . y=—-—
desplaza k unidades hacia la X-3
derecha..
1 Se contrae la  grafica de | 1 ~ x _ 1L osx
yzgf(x)’ k>1 y = f(X) verticalmente. y_E&_T_O'S\& 2
y =kf(x), k>1 Se expande la  grafica de | y—3x _3 1 3
y = f(X) verticalmente. La y= X x
nueva coordenadas y son k
veces la anterior.
y =—1(x), Se refleja la gr_aflca de y = —Jx y= 1
y = f(x)en torno al eje x. X
y = f(=x), Ejercicio Ejercicio Ejercicio

Ejemplo 7.- Graficar Yy =1—(X— 2)3

. . o . 3
Solucién: Esta funcion la reescribimos como Y = —(x—2)° +1
En la siguiente secuencia de planos mostramos los pasos para obtener la grafica de la funcién.

A

42

Reflgjamos la
erifica con

respecta al eje x
——

\

Se traslada hacia la
arriba 2 unidades

A continuacién mostramos unos graficos resumiendo las transformaciones dadas en esta seccién
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A yA L )
y x ff_f‘)ﬂ‘ STy, B penpamENTOS Y
"T \k :,,——\ ----- y=kfix), 0<k<l CONTRACCIONES
NN, e
B[~ a\ P 7
Y lme;i:useonelejex
yRxyk e A om los mismos.
0 X y
#fx)
TRASLACIONES
“ ") x_  REFLEXION
o S
=)

Comentario: Cuando tenemos varias operaciones se recomienda primero considerar la operacion méas
interna de la x: sumar o restar una constante a la variable x (si la hay) luego las multiplicaciones por
constantes, incluye el cambio de signo y por Gltimo la suma de constantes.

Ejercicio de desarrollo: Trazar la grafica de las siguientes funciones. Determine geométricamente el
dominio y rango de la funcion

a)y:2+ﬁ b) y=-2+3(x+1)?

. . ., . 1 1 g S
(Sugerencia: Reescriba la funcion . Considere T 1 Cuando la grafica de la funcién tiene

asintotas se recomienda hacer una traslacion punteada de las asintotas si la gréafica se traslada).

EJERCICIOS:
1) Diga cémo es la grafica de y = f(—x) con respecto a la graficade y= f(x). Justifique

2) Diga como es la gréficade y = | f (x)| con respecto a la gréfica de y = f(x) . Justifique

3) Utilice las gréficas de las funciones elementales y la técnica de transformacion para graficar las
funciones dadas. Determine es el dominio y el rango de cada funcién a partir de la gréafica.

31) f(x)=+x-2+1; 3.2) f(x)=-(x-2)%; 3.3) f(x)=2|x+1|;

3.4) f(x)=-x2+1; 3.5) f(x)=_—1; 3.6) f(X)=+-X;
X+ 2

3.7) f(X)=(x+3)°*+2; 3.8) f(x):%—m 39) f(x)=-+1-x;

3.10) f(x) =3—(x—2)?; 3.11) f(x):é—l; 3.12) f(x):%

4) Trazar la gréafica de las siguientes funciones definidas por partes usando el bosquejo de las graficas
elementales en las partes.

x* -1 si x<-1 —X=2 si —-1<x<0 x> +1 si 0<x<3
A1) f(x)=13-x si |X|51;4-2)f(x): —x2 si 0<x<2:43) f(x)=
~Jx siox>1 X+2 si X>2 -(x-2)% si x>3
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5) Establezca geométricamente las soluciones de la desigualdad (x +3)° +2 >0

Ayuda: Grafique la funcion f (x) = (x +3)° + 2 mediante operaciones geométricas. Precise la grafica

determinando el punto de corte con el eje x , (esto es resolviendo la ecuacién (x+3)° +2=0)y

haciendo pasar la grafica por este punto. Luego la soluciones de la desigualdad (x +3)° +2>0 esel

conjunto de las x’s donde lay es positiva, donde y =(x+3)°+2.

Respuestas: 1) Una reflexion con respecto al eje y. 2) Solo se refleja en torno al eje x las imagenes

negativas.
me N 33) 34)
Rango (/=R Range {fj=(-=,1]
1
14 x
) s — - _ /N,
m 2 o 2 R ] x -
Doon (-{2.¢) i)
Range {f)~{1.<)
is) J 3.6) %)) 2%
! ﬁ y %
: Dom (f)=R ¥ g :
I Rango (=R 1
: n_j s
_ | x 12 r_‘_: B o
E -2 X . JE N Ryt S
Range (00 b i —t = K | Dom(-R-i3}
i Dom (fj~(-=,0] / 3 0 I Rango (f=R-{-4}
: Rango {f)=[0.<) :
39 J{‘ 3.10) y‘ LDom (=R 311} Ay 1 312) rh
Rango (f~(=.3] : /:Dom(f)=R-{I}
Dom (fF{-=,1] 3t I : Rango (f}~R-{0}
Range (fj~(=»,0] /\ . ! x —/ ,
X l4 | l L.
o T T
/ f \ | Dom (//=R-{4} I
Ranga (f/=R-{-1} I
e l |
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RESOLUCION GEOMETRICA Y ANALITICA DE SISTEMAS NO LINEALES

Existe una gran variedad de sistemas de ecuaciones no lineales. En esta seccion mostraremos
como obtener una solucion aproximada mediante la graficacion de las ecuaciones del sistema. También
daremos recomendaciones analiticas para resolver de manera exacta algunos sistemas de dos
ecuaciones con dos incognitas,

2
-x“+2=0 o i

y a) analiticamente; b) geométricamente
y+2x="6
Solucidn: a) Para resolver este sistema la recomendacion es despejar una de las variables y sustituirla
en la otra ecuacion. Si hay una ecuacién lineal, siempre podemos despejar cualquiera de las variables y
sustituirla en la otra. Despejamos y en la segunda ecuacion: y =6 —2x Yy la sustituimos en la primera:

(6-2x)-x*+2=0
Quedo una ecuacién de segundo grado, la cual resolvemos por factorizacion

Ejemplo 1.- Resolver el siguiente sistema {

x?+2x-8=0
(x=2)(x+4)=0
X=2Yy Xx=-4.

Ahora cada solucién de x encontrada la sustituimos en cualquiera de las dos ecuaciones y obtenemos
asi para cada x su y correspondiente.

e Para x=2: Sustituimos en la segundad ecuacion A
y=6-2-2=2.Asique unasolucion es (2,2). (4 14))/
e Para X=—4:Sustituimos en la segunda ecuacion & 14 }
/
/
e

y =6-2-(-4) =14. Asi que la otra solucién es (—4,14) N
b) Se grafica las dos ecuaciones lo mas preciso posible. En el eje y \
se ha escalado de 2 en 2 unidades. En el eje x se ha mantenido la \
escala unitaria por considerarlas las mejores escalas \
La recta se ha graficado determinando cortes con los ejes. La \

pardbola y=x°-2 se ha graficado a partir de la gréfica de

2,2)

Yo

y = x?. Siempre es conveniente obtener algin punto més sobre la
grafica. En este caso al dar el valor x=2 obtenemos que y=2, asi el
punto (2,2) esta sobre la grafica de y = x*> —2. En la gréfica se

puede estimar las intersecciones de las dos curvas, ellas coinciden
con las soluciones analiticas (—4,14) y(2,2).

En conclusion: El sistema tiene dos soluciones dadas por (x;,Y;)=(2,2) y (X,,Y,) =(-414)

Ejemplo 2.- La ecuacion de oferta de un determinado articulo esta dado por p=./q+12+2 y la de
demanda por p-+q =20. Encontrar el punto de equilibrio de este articulo: a) resolviendo el sistema de
ecuaciones; b) graficando la curva de oferta y demanda y estimando el punto de interseccién.
p=+Qq+12+2
p+q=20
Para resolver este sistema se sigue la recomendacién: despejar una de las variables en una
ecuacion y sustituirla en la otra ecuacion. Asi despejamos p en la segunda ecuacién: p=20-q y la

sustituimos en la primera
20-g=49+12+2

Quedo una ecuacién con radicales. Para este tipo de ecuacion se recomienda dejar solo el
término con radical en cualquier lado de la ecuacién y elevar al cuadrado ambos lados, tomando en
prevision que al elevar al cuadrado podemos estar agregando solucién.

Solucion: a) Debemos resolver el siguiente sistema no lineal: {
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18—-q =m
(18—-q) = (Jq +12)2

182 -36q+q° =q+12
q?-379+312=0

37++121
Q=—F—
2
g=24y q=13

e Paralaprimerag tenemos un precio de p =20-24 =—4. Esta solucion se elimina.
e Para g=13, obtenemos un precio de p=20-13=7. Asi que el punto de equilibrio esta dado
por (13,7).
b) En la gréfica esta dibujada las curvas de demanda y oferta, P L
Se graficé las dos ecuaciones lo mas preciso posible. En los 3

dos ejes se ha escalado de 5 en 5 unidades.
La recta se ha graficado determinando cortes con los ejes. La

ecuacion p=.,qg+12+2 se ha graficado a partir de la

grafica de pzﬁ por operaciones geométricas.

Recordemos que siempre es conveniente obtener algln punto —= e
méas sobre la grafica. En este caso al dar el valor x=20 ‘1’
obtenemos que y=7.65, asi el punto (20,7.65) esta sobre la Y 10 2

grafica. En la grafica se puede estimar las intersecciones de
las dos curvas, ellas coinciden con las soluciones analiticas

EJERCICIOS
1) Resolver los siguientes sistemas analiticamente y geométricamente

8
3 _ - — _ _
1.1) {y_‘lx =0l *TY 1y {y Jx+6=0

y-x=0 3y—x=2 y+x=6
2) Encuentre el punto de equilibrio para las siguientes:
D= 2000 q
2.1) q+300 221 PiP¥ig =3
O:p=%+2 0:10p =,/300+ g

Respuestas: 1.1) (0,0);(%,%);(—%,—%) ;1.2) (4,2);(—6,—%); 1.3) (9,-3)2.1) (200,4) 2.2) (100,2)

1.3)
12) LA \TJ’

1.1 A

24
-6 9
1 x L. C
I = H - 0 1 e g
0 4
34
-6
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FUNCION INVERSA A

En esta seccion estamos interesados en
definir la funcién inversa de una funcion, es
decir aquella funcion que hace regresarnos al x
de partida.

Muchas veces tenemos el precio p en
funcion de la demanda existente. Al expresar la
demanda g en funcién del precio p estamos
obteniendo la funcidn inversa de la anterior

funcion
inversa

No todas las funciones se les pueden definir una funcion inversa.

A

f Por ejemplo si hay un y que es
B imagen de dos puntos a y b, no vamos a
poder definir una funcién que diga
plenamente como es el regreso al conjunto de
salida, sin dejar de ser funcion.

A
. . o ig
La existencia de la funcidon inversa de f
la podemos establecer mediante la gréafica de la
funcidn. Si existe una recta horizontal que corta N
la gréafica en dos puntos entonces no existe la /
funcioén inversa. 7 o »
0 \/

Una funcién f tiene inversa si toda recta horizontal corta la gréafica de fa lo sumo en un
punto. Una funcion con esta caracteristica la llamaremos biunivoca.

Definicion.- Sea f una funcion biunivoca y g una funcion cuyo dominio es el rango de f. Diremos
que g es la inversa de f si
a) g(f(x))=x paratodo x en el dominio de g.

b) f(g(x))=x paratodo x en el rango de f.
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La funcion inversa se suele representar por f 1

(f "no debe confundirse con y =%, f es un simbolo para nombrar la funcién inversa y que
X

recuerda el origen de la funcion recién definida).

Para conseguir la funcién inversa es aconsejable en un principio seguir los siguientes pasos:

Paso 1.- Realizar la prueba de la recta horizontal para ver si tiene inversa.
Paso 2.- Despejar x en funcidn de y en la ecuacion y=f(x), para obtener una funcién

=7 ()
Paso 3.- Intercambiar x e y para escribir y= f 7 (X)
Paso 4.- Verificar:

a) f'(f(x))=x paratodo x en el dominio de f.
b) f(f *(x))=x paratodo x en el dominio de f -+

Ejemplo 1.- Determinar la funcion inversade f(x)=3x+1, si existe.
Solucion:

Paso 1.- Observamos que en la grafica
de f cualquier recta horizontal corta a la
grafica en a lo sumo un punto. Por
tanto  podemos  proseguir  para
conseguir la inversa.

Paso 2.- Despejar x de la ecuacién y=f(x).
y=3x+1

y—1=23x

Paso 3.- Intercambiar x e y.
x-1

3
f71X:X_4'
() 3

Paso 4.- Verificamos

- fMNF) = fi@Exe1) = DL

2. f(f1(x)= f(XT_l)=3XT‘1+1= X—1+1= X

Conclusion: fl(x)=XT_1 es la funcién inversa de f(x) =3x+1.

Ejemplo 2- Determinar la inversa si existe de f(x) = x* +1
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Solucion:

49

Como existe una recta horizontal que
corta a la grafica de y=x*+1 en 2 puntos

entonces concluimos que la funcién no tiene
. inversa
b >

Ejercicio de desarrollo: Determinar, si existe, la inversa de las siguientes funciones

1
a) y=2vx+1; b) f(x)=—

X
Ejemplo 3- Determinar, si existe, la inversa de h(x)=x? -2, para x>0
Solucioén:
Paso 1.- Graficamos la funcién. Tome en cuenta ____________‘2 __________

en este caso que la funcion esta definida paralos ~ —mmmmm o
X mayores o igualesacero. ~ mmmmmmeeeen
Por este motivo la gréafica resulta ser la

mitad de la parabola

Observamos  que  cualquier  recta
horizontal corta a la grafica en a lo sumo un
punto. Por tanto la funcion tiene inversa.

Paso 2.- Despejar x de la ecuacion y =h(x) .
y=x>-2
y+2=x?

X=1,y+2

Como la x es positiva, desechamos la raiz negativa. Asi

X=4Yy+2

Paso 3.- Intercambiar x e y.

y=a/X+2
h’l(x) = Jx+2

Paso 4.- Verificamos h™*(h(x))

ht(h(x))= Jh(x) +2 =/(x> +2) —2 =x

Realizamos la otra verificacion
2
h(h™(x)) = (h () - 2 =[\/x2 N 2) _2=(2+2)-2=x

Conclusién: h™(x)=+/x+ 2 es la funcion inversade h(x)=x?—-2,para x>0
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Comentarios:

50

1) Observe que si la funcion no tuviese el dominio restringido, entonces la funcién no hubiese tenido
inversa. Esto se hubiese podido concluir graficando la funcion, pero sin necesidad de graficar, al

despejar, tendriamos dos valores de x para una sola y.

Es decir, del despeje podemos concluir si hay inversa o no, dependiendo si conseguimos una

sola x para cada y del rango o no.

2) Una funcidn que no tiene inversa, podemos eventualmente redefinirla restringiendo el dominio de tal
forma que la nueva funcién con dominio restringido si tiene inversa.

Por ejemplo, la funcién
f(x) =(x—2)*+1, no tiene inversa. Sin
embargo podemos restringir el dominio de

la funcién. Si redefinimos la funcién ahora
con dominio [2,o), estd nueva funcién

con la misma férmula pero con diferente
dominio a la primera si tiene inversa. El
lector puede chequear que es:

fH(X) =+Vx-1+2

El signo + se toma por ser el ala
derecha de la parabola.

V
1
] >
Ay
1
x
b3 >
Jfredefinida

Ejercicio de desarrollo.- Determine la funcion inversa. En caso que no existe, redefina la funcion
haciendo una restriccion del dominio de f a fin de poder definir la funcién inversa y calculela.

a) f(x)=-(x-5)°;

by f(x)=1+|x-3|;
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GRAFICA DE LA FUNCION INVERSA

A
¥y
(b.a) Observe que si (a,b) estéa en la gréfica de
, =x
a f entonces (b,a) esta en la grafica de f . Estos
dos puntos son simétricos con respecto a la recta
{(a.b) _ - 1
b . y=x. En general, las graficas de f y f son
_./ . simétricas con respecto a la recta y=x.
/.n P
Al lado hemos y A L,
graficadoy =x* -2, x>0 y su inversa f,/
y=+vx+2 en el mismo sistema de A&P’_
coordenadas. Vemos que efectivamente las / ,/ ;' X
graficas son simétricas con respecto a la > i == >
recta y=x. " s ” L

Entonces si tenemos la gréafica de f podemos obtener la grafica de f ! através de la reflexion
con respecto a la recta y=x.

Ejemplo 4.- Determinar, si existe, la inversa de f(x) = x* —1. En caso que exista, graficar la funciény

la inversa en un mismo sistema de coordenadas.

Solucion:
Paso 1.- La funcion tiene inversa, pues cada

recta horizontal corta la grafica en a lo sumo
un punto.

Paso 2.- Despejar x de la ecuacion y= f (x)

Observe de nuevo que el paso 1 no era necesario, pues sin duda para cada y existe un solo x.

Paso 3.- Intercambiar x e y.

y=x+1
fr(x)= ¥x+1
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El paso 4 no es un paso necesario, es solo la verificacion del despeje.

A continuacién presentamos las graficas de f y su inversa f -

Piense en el efecto de entintar la grifica
de y e inmediatamente doblar el papel en
tornoalarectay=x

Ejercicio de desarrollo: Determinar, si existe, la inversa de y = (x—1)* +1. En caso que no exista
redefinir la funcion restringiendo el dominio a fin que tenga inversa, conseguir la inversa de la nueva

funcion restringida, graficar la funcion y la inversa en un mismo sistema de coordenadas.
(Seguramente a usted no le cuesta hacer una reflexion sobre un eje horizontal, asi que para graficar
también recomendamos rotar su hoja de papel de tal manera que la recta y=x quede horizontal en su

visual y luego proceda hacer la reflexion)

EJERCICIOS
x>0

1) Diga si las siguientes funciones tienen funcidén inversa. En caso afirmativo encuéntrela. Verifique
que efectivamente es la inversa.

1

1.3)y =+/x-1; 1.4)y=—-x?-1,

1.1)y =—(x+1)°%; 1.2)y=—"—;
X—3
2) A partir de de las siguientes gréaficas de funciones, determine cudl de ellas es biunivoca, en caso
afirmativo trace la gréafica de la funcién inversa.
21
) ¥ A 4 = 22 v A D I I )} 19y 4
’ |
f‘{ ¥ | x o x
¥ Ly ! J/ [ I [ _{ [
Ll Ll r/r - \\ Ll
A \\
#
n"f - F=x. ‘/
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3) Para cada una de las funciones dadas abajo determine la funcién inversa si existe. Grafique la

y . . . . . -1
funcion y su inversa en el mismo sistema de coordenadas. Verifique que efectivamente f ™ es la
inversa de f.

31) y=(x+2)°; 32)y=—1; 3.3)y = x|+2;
5+x
34)y=(x-1)?% x>1; 35)y=—x-2; 3.6) f(x)= 3+2
X+

4) Determine la funcion inversa. En caso que no existe, redefina la funcion haciendo una restriccion

del dominio de f a fin de poder definir la funcion inversa y calcdlela. Dibuje fy f ! en el mismo
sistema de coordenadas.

41) f(x)=(x +1)°%; 42) f(x)=—(x-2)* -1; 43) f(x)=x-1];
4 109= 14)2; 45)f(x) =V1-x2 : 46) f(x)=—x2+2
X_

5) Diga cual de las siguientes proposiciones son verdaderas. Justifique

51) ( ) fog=g-of

5.2) ( ) Eldominiode f +g esigual al dominiode f +2g

5.3) ( ) Sielrangode f sontodos los reales entonces el rango de (f )2 son los reales no negativos.
5.4) ( ) Lasuma de dos funciones pares es par

5.5) ( ) El producto de dos funciones impares es impar

5.6) () Lafuncion F(x)=(x-1)° esimpar

5.7) () Lafuncién F(x)=(x—-1)* esun polinomio

5.8) () Hay funciones cuyas graficas no cortan el eje y

5.9) () Una ecuacion define una funcion si cualquier recta horizontal corta a la gréfica de la ecuacion

en a lo méas un punto.
5.10) ( ) Eldominiode f +g esigual al dominiode f/g.

5.11) ( ) El dominio de la funcién f (x) =1++/x—2 son todos los x que satisfacen la desigualdad

1+4%x-220

5.12) () Suponga que el punto (a,a) es un punto sobre la grafica de f una funcién que tiene inversa,
entonces ese punto también esta sobre la grafica de la inversa de f.

Respuestas:1.1) y=3/x -1 1.2) y=—1+3; 1.3)y=x?+1;14) y=+-x-1;
X

21) 23) 23)
" y A T yx ¥ A f == ¥ A y=x
I ' A1 1T /1
- == - A 24)
d # No ticne itrverss
f/ x / / X L7 X
r. ’ / /J > /'/ /f :
, = /)4
" i 4
rd / =
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5.1) (F ) Engeneral es falso, para justificar se puede tomar dos funciones tal que no cumple la
igualdad, por ejemplo f(x)=2x y g(x)= x?. Tenemos entonces que (fog)x)=2x%y
(go f)x)=4x*

5.2) (V )Dom g=Dom2g. Por consiguiente Dom f nDomg = Dom f nDom 2g

5.3) (V ) Pues al elevar al cuadrado todos los valores se transforman en positivos.
5.4) (V )Sean f y g pares, veamos que la funcién suma es par

(f +9)-x)=f(=x)+g(=x)= f(x)+ g(x)=(f +g)x)

5.5) (F ) Espar.Sean f y gimpares, veamos que la funcién multiplicacion es par
(f-9)=x)=f(=x)-g(=x)=f(x)- g(x)=(f - g)x).

Tambien se puede justificar dando un ejemplo f(x)=x* y g(x)= x entonces (f -g)(x)=x* es par
5.6) (F ) Alevaluarlafuncionen x=-2 y en x=2: F(-2)=(-2-1)%=-8y
F(2)=(2-1)%=1portanto F(~2)= F(2) lafuncién no es impar.

5.7) ( V) Al desarrollar el cubo la funcién F(x)=(x—1)® puede ser reescrita como
F(x)=x®-3x*+3x-1

5.8) (V ) Lagraficade F(x)=1/x no cortael gjey.

5.9) ( F) La proposicion fuese cierta si se refiriera a cualquier recta vertical.
5.10) (F ) Enel dominio de f /g hay que quitar {x/g(x) =0}.

5.11) (F ) EI dominio de la funcién f(x)=1++/x—2 son todos los x que satisfacen la desigualdad

X—=220.
5.12) (V) Al intercambiar x por y queda el mismo punto.
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FUNCIONES CUADRATICAS

Una funcién f se llama cuadréatica si puede ser escrita de la forma
f(x)=ax®+bx+c
donde a,b y ¢ son nameros realescon a # 0.

El dominio de esta funcién son todos los reales y su representacion grafica es una parabola.
Son innumerable la cantidad de ejemplos précticos donde esta involucrada la funcion cuadratica, es por
ello que merece especial atencion.

La idea para graficar cualquier funcion de la forma f(x) = ax® + bx +c es llevarla ala forma
f(x) =a(x—h)*>+k completando cuadrados. La grafica de esta Gltima sabemos que es una
dilatacién, posible reflexion con el ejes x vy traslaciones de la graficade y = x°.

Ejemplo 1.- Expresar la funcién f(x) = 2x? +4x+5 enlaforma f(x)=a(x—h)? +k . Graficar.

Solucién: Primero sacamos el coeficiente de x* en los dos primeros términos de factor comdn:
f(x) = 2(x* +2x)+5. La idea es sumar y restar un nimero para que junto con la expresién x* + 2x

sean el desarrollo de (x—h)? = x? — 2hx +h?
Observe que el término 2x corresponde a —2hx. Asi que 2x =-2hx, de donde h=-1. El
término que falta para completar el desarrollo del cuadrado es (—1)* =1

f(x)=2(x* +2x+1-1)+5 Sustituimos el trinomio por el cuadrado perfecto.
(x+1)?

£(x) = 2((x— (-1))? ~1)+5
Se aplica la propiedad distributiva.
f(x)=2(x—(-1)2-2+5
f(x)=2(x—(-1))*+3

La gréfica de estd funcion la podemos obtener por desplazamiento a la izquierda de una unidad
(2), luego un estiramiento vertical (3) y finalmente una traslacién hacia arriba de de tres unidades (4).
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Ejemplo 2.- Expresar la funcién f(x) =—-x*+6x—5 enlaforma f(x)=a(x—h)?+k . Graficar.

Solucion: Primero sacamos el coeficiente de x® en los dos primeros términos de factor comin:
f(x)=—(x* -6x+h?—-h%)-5
El término — 6X corresponde a — 2hx . Asi que —6x = —2hx, de donde h=3.

El término que falta para completar cuadrados es (3)? =9

f(X) = —(x2 —6x+9-9)—5 Ya
(x-3)?

f(x) = —((x-3)2-9)-5 47

Se aplica la ley distributiva

f(x)=—(x-3)?+9-5 3 ox

f(x)=—(x-3)>+4
-5
La gréfica de estd funcion puede ser obtenida /

por una traslacion horizontal hacia la derecha de tres

unidades, luego una reflexion de esta gréafica en torno
al eje x y por Gltimo una traslacion vertical de cuatro
unidades hacia arriba.

Comentario: Una vez que sacamos a de factor comdn en los dos primeros términos, resulto en ambos
casos que h es la mitad del coeficiente en x con signo cambiado. Efectivamente en el primer ejemplo

setenia f (x) =2(x* +2x)+5 y h=-1, en el segundo ejemplo f(x)=—(x*—-6x)-5y h=3.

Ejercicio de desarrollo: Expresar la funcion f(x)=3x?+6x+5 en laforma f(x)=a(x-h)?+k.
Graficar.

A continuacion se hacen varias observaciones, algunas de las cuales el lector habra podido
darse cuenta a lo largo de estos ejemplos y que se pudiese establecer como resultados a fin de ahorrar
trabajo. Se puntualizan

Observaciones:
1) Si a>0 lapardbola abre hacia arriba. Si a <0 la parabola abre hacia abajo.
2) (0, c)eselcorte conelejey

3) Enlaforma f(x)=a(x—h)?+k, h eslacoordenada x del vértice y k es la coordenada y del
vértice.
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A partir de la forma f (x) = ax? +bx+c se puede hacer un desarrollo tedrico a fin de obtener una

férmula para h. Primero se saca a de factor comun de los dos primeros términos.

f(x)=a(x? +Bx)+c
a

El término Bx corresponde a—2hx . Asi que Ex =-2hx, de donde h=-
a a

falta para completar cuadrados es (21)2
a

) , b b 2_ L2
f(x)=a(x +Ex+(£j (Zaj )+¢C

2
)

b.\* (b
f(x)=a|| x-(——)| -|—| |+¢C
o-4(r-c2) (2]

Se aplica la ley distributiva

2 2
f(x)=a(x—(—%)) —a(%} +cC.

21. El término que

a

Asi la coordenada x del vértice es h = —2—. En vez de identificar k en el desarrollo anterior, es

a

. - b
preferible en la practica evaluar f en h=—-—.

2a
Estas observaciones nos permiten hacer las siguientes recomendaciones

La interseccion con el eje y es el punto (0,c).

e . S b
grafica. Recuerde que la pardbola es simétrica en torno a la recta x = o5
a

Recomendaciones para graficar una funcién cuadrética f(x)=ax? +bx+c:

1.- Si a > 0 la parébola abre hacia arriba.
Si a < 0 la parabola abre hacia abajo.
- . b
2.- Calcular la coordenada x del vertice por medio de X, = ——.
2a
. b
Para calcular la coordenaday seevalda f en “on Estoes y, = f(X,)
a
3. Para la interseccidn con el eje x plantear la ecuacion  f (x) =0 y resolver esta ecuacion
en Xx.

4.- Llevar estos puntos al plano: vértice y cortes y tomar en cuenta 1 para bosquejar la

Ejemplo 3.- Graficar f(x)=2x?—-8x+6
Solucion: Tomamos en cuenta las recomendaciones.
1.- Como a=2>0 laparabola abre hacia arriba.

2.- Calculamos ahora la coordenada x del vértice, observe que en este caso b = —8
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X, = —2£ = —Z_—E; = 2. Pasamos ahora a calcular la coordenada y del vértice.
a .
y, = f(x,) =2(2)? —8(2) + 6 = —2. En conclusion el vértice es (x,,Y,) = (2,-2)

3. Para las intersecciones con el eje x planteamos: 2x? —8x+6 =0, esta ecuacion cuadrética tiene
como solucion x=1y x=3. Asi los puntos de cortes con el eje x son (1,0) y (3,0).

(0,6) es el corte con el gje y.
4.- Se llevan estos puntos a un plano cartesiano, se traza el eje de simetria de la parabola, tomando en
cuenta que la parabola abre hacia arriba, hacemos el bosquejo recordando la simetria de la curva y
haciéndola pasar por los puntos marcados.

»

6 4

02 3 X
21

e |
vértice

Ejercicio de desarrollo: Consiga el vértice y los puntos de intersecciones con los ejes de la gréafica de
la funcién f(x) = —3x? —12x+4. Obtenga la grafica de f

Ejemplo 4.- Resolver graficamente la desigualdad  x* +5x+6>0.
Solucién: La idea para resolver este tipo de ejercicio es definir primero la funciény = x> +5x +6,
Observe que la cuestion ahora es conseguir los x’s para los cuales Yy >0, esto se puede revolver

graficando pues el conjunto solucién son los x’s donde la grafica esta por encima del eje x (tienen la
coordenada y positiva).

A continuacion se graficara y = x* +5x+6. Como a>0 la parabola abre hacia arriba. Para

localizar el vértice planteamos:
X, = b5 s, y, = f(x,) = (-2.5)* +5(-2.5) + 6 = -0.25
2a 2
Para los cortes con el eje x, planteamos ¥y
x?+5x+6=0
(x+3)(x+2)=0

X=-2 0 x=-3 x)
El corte con el eje y es (0,6). Con estas informaciones podemos -3\/-2 0

graficar.
En la figura se puede apreciar que todos los x’s de los puntos de

la grafica que tienen la coordenada y positiva son: (—wo,—-3]U[-2, ) .

Estos son los X's  que satisfacen la desigualdad y = x® +5x+6>0.

En conclusion: La solucion de la desigualdad x?+5x+6>0 estd dada por el

conjunto (—oo,—3] U [-2,0)

Ejercicio de desarrollo.- Resolver graficamente la desigualdad —3x? +5x+2<0.
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MAXIMOS Y MINIMOS EN FUNCIONES CUADRATICAS

En muchas ocasiones es de interés localizar el valor maximo de una funcion. En una funcion
cuadratica cuya grafica abre hacia abajo este maximo se alcanza en el vértice de la parabola.

Alternativamente también se puede estar interesado en el valor minimo de una funcion
cuadréatica cuya grafica abre hacia arriba.

Sea f(x)=ax’+bx+cy x, = —23 la coordenada x del vértice
a

-Si a <0 entonces f alcanza un valor maximo en x, . Este valor maximode f es y, = f(x,)
-Si a >0 entonces f alcanza un valor minimo en x, . Este valor minimo de f es y, = f(x,)

Valor Ay
maximo Y«

Comentario: Es claro que si a>0 no hay un valor mdximo de f pues la funcién toma valores
arbitrariamente altos.

Ejemplo 1.- Encontrar el valor maximo o minimo segun corresponda de las siguientes funciones
a) f(x)=-2x?+6x+1; b) g(x)=3x> +12x+4
Solucion: a) Como a=-2 <0 la parabola abre hacia abajo, por lo tanto la funcién alcanza un

maximo. Para conseguir el valor maximo primero calculamos la coordenada x del vértice.
b 6 3

T 2a 2(2) 2

El valor madximo es f (g) = —2(%)2 + 6(%) +1 =1—21 y remarcamos que se alcanzaen x, = %

b) Como a=3> 0 la parabola abre hacia arriba, por lo tanto la funcion alcanza un minimo. Para
conseguir el valor minimo primero calculamos la coordenada x del vértice.
b 12

"2a 2.3

XV
Ahora el valor minimodeges y=g(-2)

9(-2)=3(-2)* +12(-2) +4=-8
En conclusion: El valor minimo de la funcién g es -8 y se alcanzaen x =-2.

Ejercicio de desarrollo: Encontrar el valor madximo o minimo de f(x)= _EXZ +6x+1.
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APLICACIONES

Problemas en que se busca los valores maximos y minimos de una cantidad que depende de
otra estan presentes en muchas aplicaciones. Cuando la variable a optimizar es una funcion cuadratica
de la variable independiente entonces podemos determinar estos maximos o minimos calculando el
vertice de la gréfica de la funcion. Posteriormente se vera una técnica que abarca otro tipo funciones.
Estos problemas pertenecen a una disciplina de las Matematicas cominmente llamada Optimizacion y
se trata basicamente de determinar el valor maximo de una cantidad que es funcién de una 0 mas
variables.

pared

Ejemplo 1.- Una persona tiene 25 metros de malla para construir
un corral rectangular. La persona piensa usar una pared existente x
para delimitar el corral. a) Exprese el area como funcién de x b)
Calcule las dimensiones del corral que tiene area méaxima

Solucion:
a) Observe que el area esta dada por
A=x-y
En este caso viene expresada en términos de las dos variable x y y . Sin embargo podemos
sustituir y por una expresion que depende de x, debido a la relacién entre x, y y la cantidad de malla a
utilizar. Esta relacién viene dada por

X+X+Yy=25
x meiros X metros
Esto es 2x+y=25 de malla de maila
+ =
Y matror
De aqui podemos expresar y en funcion de x , despejando de malla
y =25-2x

Sustituyendo y en el area, tenemos finalmente A como funcién de x
A(X) =x-(25-2x).
Conviene observa que el Dom A = (0,12.5)

b) En a) se obtuvo que el rea es una funcion cuadratica de x. La llevamos a la forma candnica.

A(X) = 25x — 2x?
Como a<0, entonces A(x) alcanza un maximo en X, , él cual esta dado por
b 25 25

X, == -2 = 22695,
2a  2-(-2) 4

Pasamos ahora a calcular la dimension y, la cual puede ser obtenida de la relacidn
y =25-2X.
Al sustituir x por 6,25 obtenemos y=12,5.

Concluyendo las dimensiones que hacen maxima el &rea son 6,25x12,5.

Adicionalmente podemos decir que el 4rea maxima es 78,125m? la cual se obtuvo evaluando
la funcién Area en 6,25.
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Estos pasos deberan ser tomados en cuenta a fin de resolver problemas de maximos y
minimos
1.- Leer el problema hasta comprenderlo, este atento que se pide optimizar.
2.- Realice uno 6 varios dibujos de la situacién que muestre como se relacionan los elementos que
varian. Escoja nombres a las variables de interés. Si hay varias variables involucradas vea como se
relacionan. Formule una ecuacion que plantee las relaciones entre las variables. Esta ecuacion se suele
llamar de ligadura (porque establece la relacién entre las variables), otros autores la llaman de
restriccion.
3.-Exprese como funcion la cantidad que se quiere optimizar en términos de sus variables. Si necesita
2 0 mas variables despeje las demas variables en términos de una sola, usando la ecuacién de ligadura
(o restriccion) y sustittyala en la funcion a optimizar. Determine el dominio de la funcion de acuerdo a
la naturaleza del problema
4.- Si la funcion resultante en el punto anterior es cuadratica, determine el maximo o minimo
calculando el vértice.
5.- Responda las preguntas del problema

Recapitulemos estos pasos analizando el primer ejemplo. Era claro que se estaba interesado
en maximizar el &rea y determinar las dimensiones del terreno con &rea maxima. Esta area depende
de dos variable x y y Como hay dos variable se busco una ecuacion que las relacione, ésta resulto
2x+Yy =25, esta es la ecuacion de restriccion o de ligadura, se despejo una de las variable y se

sustituyd en la funcion a maximizar A= x-y, pasando ahora a depender de una variable y resultando

la funcién a maximizar una funcion cuadratica. Para conseguir el maximo se determino el vértice de la
parabola. Observe como muchas veces se esta interesado en averigua donde se alcanza el maximo que
en el propio valor maximo.

Ejemplo 2.- Un distribuidor adquiere balones a un costo de 4UM la unidad. Cuando el precio de
venta es de 10UM se venden 4000 unidades en un mes. Se quiere subir los precios y se estima que por
cada aumento de 1UM en el precio se venderan 200 balones menos. a) ¢Qué precio se debera fijar con
el fin de obtener la utilidad maxima? b) ¢Cudl es la utilidad maxima?
Solucion: Es claro que el problema se basa en maximizar la funcion utilidad, ella hay que determinarla
pero primero vamos a establecer la variable.
Una variable muy frecuente para modelar este problema es

x= NUmero de incrementos de 1UM.
Asi

g=numero de balones vendidos por mes
puede ser expresado en términos de x como:
g = 4000 — 200x .

Observe que si x=0 no hay incrementos y las ventas son 4000, si x=1 entonces se dejan de
vender 200 balones, esto es 3800, asi puede continuar.
En términos de x, el precio esta dado por
p=10+1-x
Alternativa 1: En este caso obtendremos la utilidad total en base a la utilidad por balén
Utilidad por cada balén=precio-costo unitario
Asi
Utilidad por cada balon = p—c, =10+1-x—4=6+X
y la utilidad total en términos de x esta dada por

Utilidad total=q - (utilidad por baldn) = (4000 — 200x)(6 + x)

Utilidad total = 200(20 — x)(6 + X)
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Como la utilidad total es una funcién cuadratica con a< 0 existe un maximo y se localiza en el

veértice. Escribimos la utilidad en la forma candnica para asi emplear la formula x, = “oa

U (x) = 200(120 — 6x + 20X — x?) = 200(120 + 14x — x?)

= 24,000 + 2.800x — 200x>.
Entonces el méximo se alcanza en
« —_ P _ 2800 _
! 2a 2-(-200)
a) Recordemos que x representa incrementos de 1 UM, no el precio. El precio donde se alcanza la
méaxima utilidad es: p=10+1-7=17
b) El valor méximo de la utilidad es :

y, =U(x,) = 200(20 — 7)(6 + 7) = 200-13? = 33.800UM

Alternativa 2: Se basa en obtener utilidad total
Utilidad total = Ingreso total —costo total

Ingreso total= p-q = (10 + x)(4000 — 200x)
Costo total=4-q = 4(4000 — 200x) .
Asi
Utilidad total = (10 + x)(4000 — 200x) - 4(4000 — 200x)
=200(20 - x)(6 + Xx) .
El punto donde esta  funcion alcanza su maximo es el mismo que el de la funcidn
f(x) = (20— Xx)(6+ x) =120 +14x — x? y es:
b 14

X, =——=— =7.
2a  2-(-2)

Asi la utilidad méxima es
y, =U(x,) =200(20-7)(6 + 7) = 200 .13? =33.800UM

Comentario.- Observe que el vértice de esta funcion o cualquier otra cuadratica ocurre en el punto
medio de los cortes. En este caso U= 200(20 - x)(6 + x), los cortes ocurren en x=20 y en x=-6. El

20 +(-6)
2

punto medio, promedio de de estas coordenadas, ocurre efectivamente en x, = =7

Ejemplo 3.- El costo total por producir q unidades de un articulo estd dado por

C(q)=70q —%qz +ﬁq3 a) ¢Cual es el nivel de produccidn en que el costo promedio por unidad es

minimo? b) ;Cudl es el costo promedio minimo?

Solucion: Es claro del enunciado del problema que la funcion a minimizar es el costo promedio. Esta
funcion hay que determinarla a partir de la funcién de costo total

El costo promedio C , esta definido por

Cla)-"@
q

Pasamos entonces a determinarla a partir de la funcion costo total.
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1, 1 3
_ 700--q°+——q 2 3
Sl 5 2000 ;9 1d’ 1
q g 5q 200q
— 1 1 ,
C(Q)=70-=g+—
(a) 5q 200q
a) Esta funcion es cuadréatica con a>0, asi alcanza un minimo en
1
q -2 -5 100 5
2a 1 5
2-(-)
200

El nivel de produccion en que se alcanza el costo promedio minimo es 20. Es decir cuando se
producen 20 unidades se alcanza el minimo costo promedio por unidad.
b) El costo promedio minimo es

_ — 1 1
Cin =C(q,) 270_32(”%(20)2 =32

Ejemplo 4.- Se estima que en un terreno si se plantan 200 matas de aguacates, la produccion promedio
sera de 300 kilos por arbol y que por cada arbol menos que se siembre la produccién aumentara en 3
kilos por arbol. a) ¢Cudl es el niUmero de &rboles que debe plantarse en el terreno a fin de obtener la
méaxima cosecha posible del terreno? b) ¢ Cudl es la produccién méaxima posible?

Solucién: La cantidad que se quiere maximizar es el tamafio de la cosecha que llamaremos la
produccién total.

Procedimiento 1:

Una variable que puede ser usada para modelar este problema es

x= NUmero de arboles que se dejan de plantar

Asi tenemos que
Nameros de arboles a plantar=200—-x y

La produccion promedio por arbol la podemos expresar como
Produccion por arbol =300 + 3x kilos
De esta manera
La produccion total=( nimero de arboles a plantar) x ( produccion por arbol)

= (200 - x) - (300 + 3x)
La llevamos a la forma candnica para determinar donde se alcanza el maximo y Ilamaremos P la
produccién total.

P(x) =60000 + 300x — 3x°

a) La funcion produccién es una funcion cuadratica que alcanza un maximo, para ver donde se alcanza
calculamos el vértice

Lo b _ 30

YT 2a 2-(-3)
Entonces hay que sembrar 200 —50 =150 arboles en ese terreno para alcanzar la maxima cosecha por
arbol.

b) Para conseguir el valor maximo simplemente evaluamos la funcién produccién en x=50 la
P(50) = 60000 + 300(50) — 3(50)?
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La produccién total = 67.500 kilos es la maxima produccion posible

Procedimiento 2: Basicamente se basa en escoger como variable la natural:

x=Numero de matas a sembrar en el terreno.
En este caso, si y es la produccién promedio de cada mata entonces existe una relacion lineal entre las
variables cuya pendiente es -3 (¢;por qué?). El punto (x,y)=(200,300) cumple con esta relacion.

Usamos este punto y la pendiente para establecer la ecuacion que relaciona x con 'y
y —300=-3(x —200) de aqui
y=-3x+900

Tenemos entonces que
La produccion total=( nimero de arboles a plantar) x ( produccion por arbol)
Asi, con las variables que estamos trabajando y llamando la produccion total P, queda:

P=x-y
P(x) = x(— 3x + 900)
Esta es una funcion cuadratica que la llevamos a su forma canonica
P(x) =-3x? +900x
El lector puede chequear que el vértice se alcanza en x =150 y este es precisamente el nimero de
matas a sembrar.

b) Para obtener la produccion maxima evaluamos la funcién P en 150,
P(150) =67.500 Kilos es la méxima produccion.

EJERCICIOS
1) Graficar las siguientes funciones utilizando la técnica de completacion de cuadrados:
1.1) f(x)=-x?-10x-24; 1.2) f(x)=4x> —4x-1; 1.3) f(x)=-3x* —6x

2) Graficar las siguientes funciones utilizando la formula del vértice y cortes con los ejes.

2.1) f(X)=—x*+2x-2; 2.2) f(x)=1-3x+2x?; 2.3) f(x)=x(2x+1);

24) f(X)=(x+4)(x-1); 25) f(X)=5x—6—(x+2)(x—1); 2.6) f(x)=2(x+2)%+x

3) Encuentre los maximos o minimos de las siguientes funciones cuadréaticas segun corresponda.
3.1) f(x)=-2x*+3; 3.2) f(x)=(x+3)(x+1)+8x;

3.3) f(x)=3-10x—-5x?; 3.4) f(x)=2x*-3x; 3.5) fU):—%(x—DZ+3/2
4) Resolver graficamente las siguientes desigualdades:

41) 2x*+3x+1<0; 4.2) x> +3x-10>0 43) x*+3x+3>0

4.4) 2x* +3x+2<0; 45) x* -5x+4<0
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5) Expresar las siguientes funciones en la forma f(x) =a(x—h)? +k.
5.1) f(x)=-4x?—-2x+1; 5.2)f(x)=3x*-3x+2; 5.3) f(x)=2x*+5x+2

6) Encuentre los cortes con el eje x de una funcién cuadratica que alcanza un minimo en (-3,1)

Respuestas:
1.1) 1.2) b 13 N
I's
\ / (-1’3 -3
3. 1 » : »
0 * -1
NPT \/ "
27 12,2
Y 1Y
y=——5)) +1 y=[ _5] 2 y=-3(c— 1 +3
2.1) Ay 22) 4ty 2.3)
1 it
0 x
-1+ (1!'1)
X
2 (3/4,-1/8) *
/
2.4) 2.5) 2.6) ‘;,
y A
A y
] ) (1.75,1.875)
X
a > .
0 X
4 4 Corte con y: (0,8)
No hay cortes con x
(-3/2,-25/4)
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Respuestas: 3.1) max 3 en x=0; 3.2) min -33 en x=-6; 3.3) max 8 en x=-1; 3.4)min-1.125 en x=3/4
3.5)max 1.5 en x=1; 4.1) (-1,-1/2); 4.2) (—0,-5) U (2,0)4.3)R; 4.4) J; 4.5) [1,4];
5 5 18

1Y 5 1, 5 5.\
5.1) f(x)=—4(x—(—z)j +7152) F(0=3(x-2)" +7:53) f(x)=2(x—(—z)j 1

6) No hay cortes.

PROBLEMAS DE ECONOMIA
1) El costo promedio por unidad al producir q unidades de un articulo es ¢(q) = 30— 0.1q+ 0.005q?

¢Cuél es el nivel de produccion en que el costo promedio por unidad es minimo? Respuesta: 10
unidades
2) Un museo admite grupos grandes de 30 hasta 60 personas con la siguiente politica de rebajas: Para
grupos menores o iguales a 30 personas la tarifa es de 160UM, pero por cada persona adicional la tarifa
por persona se reduce en 2UM. ;Cual es el tamafio del grupo para el cual el ingreso del museo es
maximo?(Observe que si el grupo es de 31 la tarifa por persona es 158, pero si el grupo es de 32 la
tarifa es de 156) Respuesta: 55 personas
3) El costo total por producir g unidades de un articulo esta dado por
c(q) =30q -0.39° +0.01g°

a) ¢Cual es el nivel de produccion en que el costo promedio por unidad es minimo?

b) ¢Cual es el costo promedio minimo? Respuesta: a) 15, b) 27.75UM.
4) Una disquera puede reproducir un CD a un costo de 10UM cada uno y estima que si vende a un
precio de p UM cada uno, los consumidores compraran aproximadamente 90-p CD cada mes. a)
Expresar la utilidad mensual como una funcién del precio. b) Determinar el precio para el cual la
utilidad de la casa discogréfica es maxima? c¢) ¢Cudl seré esa utilidad? Respuesta: a) (p-10)(90-p) ;
b)50 UM; c) 1.600UM
5) La funcién de demanda para el fabricante de un producto es p=f(q)=200-2q, donde p es el precio
por unidad cuando g unidades son demandadas. Determine el nivel de produccion que maximiza el
ingreso total del fabricante. Respuesta: q=50 unidades
6) Un kiosko de comida rapida prepara hamburguesas a un costo de 2UM cada una. Las
hamburguesas se han vendido a 5UM cada uno y a ese precio, los consumidores han comprado 4000 al
mes. El duefio planea incrementar el precio de las hamburguesas y estima que por cada UM de
aumento en el precio se venderan 200 hamburguesas menos. a) Exprese la utilidad mensual como
funcion del precio. b) Dibuje la gréfica de la funcién utilidad. ;Qué precio corresponde a la utilidad
méaxima? Respuesta: U (p) = (p — 2)(5000 — 200p) ; b) p=13.5UM.

7) Una tienda de deporte puede obtener un balén de fatbol a un costo de 20UM por pelota y estima
que si se fija el precio de venta en p UM la unidad entonces la demanda serd de 40(22-p) balones al
mes. ¢Qué precio debera fijarse al consumidor a fin de obtener la méxima utilidad? Respuesta: p=21
8) Los costos fijos mensuales de una fabrica de morrales son 4000UM vy el costo variable por unidad
es de 14UM. La fabrica puede vender q unidades a un precio de p por unidad, en donde p = 50—%.
¢ Cuéantos morrales deberan producirse y venderse al mes de modo de obtener a)lngresos maximos.

b) Utilidad méxima Respuesta: a) 180 unidades b) 250 UM

9) Una fabrica de lavadoras vende 5000 lavadoras al mes si el precio es de 400UM cada una y estima
gue por cada incremento de 1UM las ventas bajaran en 4 lavadoras. Si la fabrica tiene costos fijos
mensuales de 40.000UM vy el costo variable por lavadora es 200UM. a) ¢Qué precio debera fijarse a
cada lavadora de modo que la utilidad sea maxima? b) ¢(Cudl es el valor de la utilidad mé&xima?
Respuesta: a) 800UM b) 2600000 UM

10) En ciertos terrenos se estima que si se plantan 100 matas de mangos por hectarea se obtendra un
valor de la cosecha por arbol de 500 UM en su edad adulta. Se estima que por cada arbol que se
siembre de mas hara que el valor promedio por arbol disminuya en 4 UM. a) Exprese el valor total de
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la cosecha de una hectarea en edad adulta en funcién del nimero de arboles adicionales sembrados. b)
¢Cuadl es el nimero de arboles que debe plantarse por hectéarea a fin de obtener el valor maximo posible

de la cosecha por hectarea? c) ¢ Cuél es este valor maximo? Respuesta: a) V =50.000 +100x — 4x?; b)
112,5 P(13)=50624; P(12) =50624 se deben sembrar 112; c) 50.624

11) Un productor puede vender 200 unidades de un articulo al mes a un precio de 15UM y 300
unidades a un precio de 10UM a) Exprese la demanda g mensual como funcion del precio asumiendo
gue existe una relacion lineal entre ellas a partir de una produccion de 100UM. b) Exprese los ingresos
como funcion de g. c) Si el costo de producir un articulo es 5UM. Exprese la utilidad como funcién de
p. d) ¢Cuél es el precio que hay que fijar a cada articulo a fin de obtener la maxima utilidad? ;Cuél es
el nivel de produccion en que se alcanza la utilidad maxima? e) (Cudl es la utilidad méxima?
Respuesta: a)q=-20p+500; b) 1 =—20p? +500p; c) u=-20p?+600p—2500; d) p=15UMy
=200 e) 7000UM

12) Un agricultor puede vender el saco de apio a 30UM el primero de septiembre, el precio del apio
empieza a disminuir a una tasa aproximada de 0.5 UM por semana. Para la fecha del 1 de septiembre
él tiene 120 sacos y estima que su cosecha aumentara en tres sacos por semana. ¢Cuando le convendra
vender su cosecha? Respuesta: dentro de 10 semanas

PROBLEMAS GENERALES

1) Con 200 metros se quiere cercar 2 corrales idénticos como  x
muestra la figura. a) Exprese el area total como funcion de x b)
Calcule las dimensiones de los corrales que tiene area maxima
Respuesta:100/3m.x25m. e e e e

2) El nimero de kildmetros K, que puede viajar un automdvil con un litro de gasolina depende de la
velocidad. Para una cierta marca de automovil se estima que la cantidad de kilémetros esta dada por el

o —v? +190v :
siguiente modelo: K(v)=———————, donde v es la velocidad y el modelo se ha demostrado

1400
apropiado para velocidades menores de 180km/seg. Calcule la velocidad méas rendidora.
3) La tasa de crecimiento de una poblacién esta dada por: y =1.3x(130.000 — x) individuos por afio,

donde x es el tamafio actual de la poblacion. Estime el tamafio de la poblacion donde la tasa de
crecimiento es mas alta. (En el modelo y =1.3x(130.000 - x) 130.000 representa el tamafio tope de la

poblacién. Este modelo esta sustentado en que la tasa de crecimiento es directamente proporcional al tamafio de
la poblacidn y a la diferencia entre el tope de crecimiento de la poblacion y el tamafio existente)
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