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Capitulo 1

Conjuntos y Funciones

Ademas de fijar alguna terminologia, referente a la teoria de conjuntos, este capitulo tiene
por objeto establecer el concepto fundamental de funcién y estudiar sus propiedades elemen-
tales, a saber: composicion de funciones, funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas. Unas

breves palabras seran dichas acerca de las relaciones de orden y de equivalencia.

1.1. Conjuntos.

Cualquier teoria mateméatica debe tener un punto de partida; es decir, se deben aceptar (sin
definicién alguna), una serie de términos primitivos y ciertas relaciones entre ellos, llamadas
aziomas. En el caso que nos ocupa, los términos primitivos (que aceptaremos como intuitivos)
son aquellos de conjunto, elemento y pertenencia. A continuacién mencionaremos algunos de los
axiomas de la teorfa de conjuntos (el lector interesado puede consultar [6] donde encontrard una
presentacién més completa de esos axiomas).

En general, se usaran letras mayusculas A, B,..., X,Y,... para denotar conjuntos. Los
elementos de un conjunto seran denotados generalmente por letras minusculas tanto del alfabeto
griego como latino. Dados un elemento x y un conjunto A pondremos = € A (léase: “x pertenece
a A7) para indicar que x es un elemento de A. En caso contrario se utiliza el simbolo = ¢ A,
que se lee: “x no pertenece a A”.

Sean A y B conjuntos. El simbolo A = B (léase: “A igual a B”) se usard para indicar que
Ay B son el mismo conjunto. En caso contrario, usaremos el simbolo A # B que se lee: “A
distinto (o diferente) de B”. Uno de los axiomas de la teoria de conjuntos dice que:

A= B siysolo si Ay B poseen los mismos elementos.

Sean A, B conjuntos. Diremos que A esta contenido en B o que A es un subconjunto de
B, denotado A C B, si todo elemento de A es elemento de B. Si A C B también pondremos
B D A, que se lee: “B contiene a A”. Si A C By A # B diremos que A es un subconjunto

propio de B. Note que cualesquiera sean los conjuntos A, B, C', se tiene:
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ii)

iii)
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ACA
A=Bsiysolosi AC By B C A.

SiAC By BcC (C, entonces A C C.

Sea A un conjunto y sea P(x) una oracién que tiene a z como sujeto, esto es, P describe

una propiedad. El axioma de separacion informalmente dice que:

Los elementos x de A para los cuales P(x) es verdadera, es un conjunto.

Ese conjunto sera denotado por {z € A : P(x)}. El simbolo {z € A : ...} se lee: “El

conjunto de los x en A tales que ...”. A fin de aclarar un poco mas el axioma anterior daremos

a continuacion algunos ejemplos.

1)

El conjunto vacio. En el capitulo siguiente admitiremos, como un axioma maés, la ex-
istencia del conjunto de los niimeros reales. En particular, tendremos la existencia de al
menos un conjunto A. Consideremos ahora la oracién P(x) = “x no pertenece a A”. Por el
axioma de separacién se tiene un conjunto definido por {z € A : = ¢ A} que denotaremos
por () y que llamaremos conjunto vacio. Note que () es el tinico conjunto que no tiene
elementos. Note también que para cualquier conjunto X se tiene ) C X (porque no hay

elementos en () que no pertenezcan a X ).

Conjunto singular. Sea A un conjunto y sea a € A. Considerando la oracién “x es
igual a a” obtenemos el conjunto {z € A : z = a} que se denota por {a} y se llama el

conjunto singular de a. Note que {a} posee a a como unico elemento.

Interseccién de conjuntos. Sean A y B conjuntos y consideremos la oraciéon P(x) =
“r pertenece a B”. Entonces {z € A : x € B} es un conjunto que se denota por AN B
y que se llama la interseccién de A con B. Cuando AN B = () decimos que A y B son

disjuntos.

Diferencia de conjuntos. Sean A y B conjuntos. La diferencia A\ B se define como
{reA:x¢ B}.Si BCA,elconjunto A\ B se llama el complemento de B respecto

a Ay se denota también por B¢, si ello no acarrea confusién.

Sean A y B conjuntos. El axioma de la union dice que:

Eziste un (inico) conjunto cuyos elementos son exactamente aquellos que estan en A o

que estan en B.
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Dicho conjunto se denota por AU B y se llama la unién de A con B. En realidad, el axioma de
las unién dice que si P es un conjunto y cada elemento de P es a su vez un conjunto, entonces
existe un unico conjunto A tal que x € A si y s6lo si x € X para algin X € P. Sean x,y
elementos de un conjunto A. El conjunto {z} U {y} se denotara por {z,y}.

Un axioma adicional de la teorfa de conjuntos (llamado el azioma del conjunto potencia)

dice que:

Si A es un conjunto, entonces hay un conjunto cuyos elementos son exactamente los

subconjuntos de A.

Este conjunto lo denotamos por P(A) y lo llamamos el conjunto de partes de A o conjunto

potencia.
Ejercicios.

1. Sean A, B,C conjuntos. Pruebe que:

a) ANB=BnNA.

b) AN(BNC) = (ANB)NC, lo que permite escribir ANBNC en lugar de AN(BNC)
ode (ANB)NC.

c) ANB=Asiysélosi AC B.
d) SiAC B, entonces ANC C BNC.

2. Sean A, B,C conjuntos. Pruebe que

a) AUB=BUAyAU(BUC)=(AUuB)UC.

S

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)y AU(BNC) = (AUB)N(AUQ).

o

)
)
) AUBC Asiysdlosi B C A.
d)

AUB=AU(B\A) yAn(B\A) =0.

3. Sea A un conjunto. Para X C A denotaremos con X°¢ el complemento de X en A. Pruebe
que dados X,Y € P(A) se tiene que:

a) (X9)=X

b) (XUY)=X°enYye

c) (XNY)=XeUuYe

d) X CY siysolosi X¢DYe
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4. Pruebe que no existe ningtin conjunto U que contenga a cualquier otro conjunto. Ayuda.
Suponga que tal U existe y defina V' = {A € P(U) : A ¢ A}. Ya que U contiene cualquier
conjunto, debe tenerse que V' C U. Observe ahora que cualquiera de las dos siguientes
posibilidades V € V, V ¢ V| lleva a contradiccion.

1.2. Funciones.

En esta seccion A y B denotan conjuntos. Dados z € A, y € B definimos el par ordenado
(x,y) como el conjunto {{z}, {x,y}}. Dejamos como un ejercicio al lector mostrar la siguiente
propiedad importante de los pares ordenados: (a,b) = (x,y) siysélosia=xy b=1y.

El producto cartesiano de A por B, denotado A x B, se define como el conjunto de
todos los pares ordenados (z,y) tales que x € A e y € B. (Note que (x,y) es un elemento de
P(P(AU B))).

Una funcién o aplicacién de A en B es una terna ordenada (A, f, B) donde f es un
subconjunto de A X B con la siguiente propiedad:

Para cada x € A existe un unico elemento y € B tal que (x,y) € f.

Este tinico elemento y se denota por f(z) y se llama la imagen de x por f. El conjunto
A es llamado el dominio de f y el conjunto f(A) := {f(x): x € A} se conoce como el rango
de f. El conjunto f se conoce también como el grafico de la funcién (A, f, B). En la casi
totalidad de los casos y cuando esto no cause confusion, diremos “la funcion f”, en vez de la
funcién (A, f, B).

En la literatura corriente, una funcién (A, f, B) se denota por el simbolo f: A — By se le

piensa como una ley o regla que a cada elemento = € A asocia un tunico elemento f(z) de B.

Ejemplos 1.2.1. a) Sean A, B conjuntos no vacios y fijemos b € B. Entonces (A, f, B) :=
(A, A x {b}, B) es una funcién de A en B tal que f(z) = b, para todo = € A. Esta funcién es
llamada funcién constante (de valor b).

b) Asociada con cada conjunto no vacio A se tiene una aplicacién ids : A — A definida
por ids(x) = x para cada = € A. Dicha aplicacién se denomina identidad de A y como

subconjunto de A x A no es otra cosa que {(z,y) € Ax A:z =y}

Enunciaremos a continuacién el axioma de eleccién o escogencia; uno de los mas famosos

de la teoria de conjuntos.

Sea X un conjunto y sea P un subconjunto de P(X)\ {0}. Entonces existe una funcion
S:P — X tal que S(Z) € Z para cada Z € P.

Informalmente hablando, este axioma dice que dada cualquier familia P de subconjuntos no

vacios de X, es posible escoger un elemento en cada uno de los miembros de esa familia. Cuando
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la familia en cuestion es “pequena’ esto parece obvio. Sin embargo no es nada claro cuando la
“familia es muy grande”.
Sean A, B, C' conjuntos. Dadas aplicaciones f : A — B, g : B — C, se define la composi-

cién o compuesta de f con g como la funcién go f: A — C dada por go f(z) = g(f(x)).
Proposicién 1.2.2. Dada una aplicacion f : A — B se tieneidgo f = f y foidy = f.
El resultado que sigue dice que “la composicion de funciones es asociativa”

Proposicién 1.2.3. Sean A, B,C, D conjuntos y sean f : A —- B, g: B —C, h:C — D
funciones. Entonces (hog)o f=ho(go f).

Demostracion: De la definicion de composicién de funciones se tiene:

[(hog)o fl(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))).

De manera andloga, [ho (go f)](z) = h((go f)(z)) = h(g(f(z))), lo cual termina la prueba.
|

Estudiaremos ahora algunos tipos particulares de funciones.

Definicién 1.2.4. Una funcion f : A — B se dice biyectiva si existe una funcion g : B — A

tal que go f =ids y f o g =idg. Note que, en este caso, g también es biyectiva.

Proposicién 1.2.5. Sea f : A — B una funcion biyectiva. Entonces existe una unica aplicacion

g : B — A satisfaciendo las condiciones de la Definicion 1.2.4.

Demostracion: Supongamos que g1,gs : B — A son funciones que satisfacen las condiciones
de la Definicién 1.2.4. Entonces gy o f = ida v f o go = tdp, y usando las dos proposiciones

anteriores obtenemos

g2=1idaoga=(g10f)oga=gi10(fogs) =g10idp =g
[ |

Observaciones 1.2.6. a) Sea f : A — B una biyeccién. La tnica aplicacién g : B — A dada
por la Definicién 1.2.4 y la proposicién 1.2.5 se llama la inversa de f y se denota por f~!. De
la definicién 1.2.4 resulta que f~! es una biyeccién cuya inversa es f. Es decir, (f~1)~! = f.

b) La funcién id4 es una biyeccién cuya inversa es ella misma.

Proposicién 1.2.7. Si f: A— B yg: B — C son funciones biyectivas, entonces la composi-

cién go f también lo esy (go f) ' = flog™l.
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Demostracion: De las proposiciones 1.2.2-1.2.3 y de la Definicién 1.2.4 se tiene:
[(gof)o(fog )=golfolfog ) =gol(fof)og]
=golidgog ] =gog ' =idc.
De manera semejante, (f ' og™')o(go f) =idy, lo cual completa la prueba.
|
Diremos que una funcién f : A — B es inyectiva si para todo par de elementos distintos

x, ' en A se cumple que f(z) # f(z'). Note que si f es inyectiva e y € f(A), entonces existe
un unico = € A tal que f(x) =v.

Proposicién 1.2.8. Una funcion f : A — B es inyectiva si y sélo si existe una funcion

g: B — A tal que go f =1id4.

Demostracion: Supongamos primero que existe una funcién g : B — A tal que go f = id4. Si
f(z) = f(a'), entonces g(f(x)) = g(f(2")) de donde, ids(z) = ida(z’). De aqui, x = 2/, lo cual
prueba que f es inyectiva.

Supongamos ahora que f es inyectiva y fijemos ag € A. Definiremos ¢ : B — A como sigue:
9(y) = ao si y & f(A).
gly) =z si y€ f(A) e y= f(z).

De la definicién de g se tiene g(f(x)) = x, cualquiera sea x € A, de modo que go f = ida.
|
Sea f : A — B una aplicacién. Dado b € B definimos la contraimagen de b por f como el
conjunto f71(b) = {x € A: f(z) = b}. (Note que el simbolo f~!(b) estd definido aunque f no
sea biyectiva). Cuando f~1(b) # 0, para cada b € B, decimos que f es sobre 6 sobreyectiva.
Es decir, f es sobreyectiva si y sélo si para cada b € B existe a € A tal que f(a) = b. En otras

palabras, f es sobreyectiva si y sélo si f(A) = B.

Proposicién 1.2.9. Una aplicacion f : A — B es sobreyectiva si y sélo si existe una aplicacion

g: B — A tal que fog=1idg.

Demostracion: Supongamos primero que existe g : B — A tal que f o g = idp. Fijemos b € B
y pongamos a = ¢(b). Entonces, f(a) = f o g(b) = idg(b) = b, lo cual muestra que f es
sobreyectiva.
Supongamos ahora que f es sobreyectiva. Por el axioma de eleccién existe una funcién
S {f'b) : b e B} — A tal que S(f~*(b)) € f7'(b) para cada b € B. Definamos ahora
g : B — A mediante g(b) = S(f~1(b)). Ya que g(b) € f71(b), se sigue de la definicién de
contraimagen, que f(g(b)) = b= idg(b).
|



1.2. FUNCIONES. 7

Proposicién 1.2.10. Una aplicacion f : A — B es biyectiva si y solo si f es inyectiva y

sobreyectiva al mismo tiempo.

Demostracion: Si f es biyectiva existe g : B — A tal que go f =1idys y fog =1idg, vy de las
proposiciones 1.2.8-1.2.9, f es inyectiva y sobreyectiva.

Reciprocamente, si f es inyectiva y sobreyectiva, entonces por las proposiciones 1.2.8 y 1.2.9
existen funciones g,h : B — A tales que go f =id4 y f o h =idg. Usando el argumento de la
proposicién 1.2.5 se prueba (hacerlo) que h = g y en consecuencia, g satisface las condiciones
de la Definicién 1.2.4. Luego, f es biyectiva.

|

Dada una funcién f : A — B y subconjuntos X C A,Y C B, definimos f(X) = {f(x) :
re€ X}, f1(B)={x € A: f(x) € B}. El primero de ellos se llama la imagen de X por f,
mientras que el segundo se conoce como la contraimagen de Y por f.

Sean A e I conjuntos. Toda aplicacién F : I — P(A) es llamada una familia de subcon-
juntos de A. La notacién usual para una tal familia es {X,};cr, donde X; = F(i). Se dice
también que la familia {X;};c; esta indizada por I.

Se define la unién de la familia {X;};c;, denotada | J; X; (o J,c; Xi), como el conjunto
de aquellos elementos x € A tales que z € X; para algin ¢ € I. Es decir, |J; X; = {z € A :
x € X; para algin i € I}. Si I # (), se define la interseccién de la familia {X;};c;, denotada
(; Xi, como el conjunto de los elementos de A que son comunes a todos los X;. Es decir,
N; Xi={r € A:2 e X,;,Vi e I}. El simbolo V se lee: “para todo”.

Cuando I es vacio, se define | J; X; = (). Sin embargo, no puede definirse el stmbolo (), Xj,
porque esto daria un conjunto U que contiene cualquier elemento x. Por el ejercicio 4 de la
seccién 1.1, esto resultaria imposible.

Se dice que la familia {X;};er es disjunta si X; N X; = 0, cuando i # j.

Un subconjunto A de P(A) también puede ser considerado como una familia de subconjuntos
de A; a través de la aplicacién de inclusion F: A — P(A); F(X) = X.

Ejercicios.
1. Sean a,x € Ay b,y € B. Pruebe que (a,b) = (z,y) siysélosia=zyb=y.
2. Defina la terna ordenada (z,y, z) como el conjunto

{{z} oy} {2y, 23}

y pruebe un resultado analogo al anterior. Defina también la nocion de cuaterna ordenada.

3. Sean A, B,C, D conjuntos. Pruebe que dos funciones (A, f, B), (C, g, D) son iguales si y
s6losi A =C,B =Dy f(xr) = g(xr) para cada = € A. En este caso también se suele

escribir f = g y se dice que f y g son idénticas.
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Sea (A, f, B) una funcién y sea X un subconjunto de A. Pruebe que (A, f N X x B, B)

es una funcién que denotaremos por f|x y que llamaremos la restriccién de f a X.

Pruebe que dado un subconjunto X de A y una funcién g : X — B, existe una funcién f :
A — B tal que f|x = g. Esta funcién f es llamada una extensién o prolongamiento

de g.

Sean a, b elementos de un conjunto A. Muestre que existe una biyeccién f : A\ {a} —

AN\ {bY.

Pruebe que la composicién de funciones inyectivas (resp. sobreyectivas) es inyectiva (resp.

sobreyectiva).

Sea f : A — B una funcién inyectiva (resp. sobreyectiva). Pruebe que dados a € A,b € B,

existe una funcién inyectiva (resp. sobreyectiva) de A\ {a} en B\ {b}.

Dada una funcién f : A — B, pruebe que la funcién g : A — f(A), definida por

g(x) = f(x), es sobreyectiva. Concluya que g es biyectiva si y sélo si f es inyectiva.
Sea B un subconjunto de un conjunto A. Construya una funcion sobreyectiva de A en B.

Sea f : A — B una funcién sobreyectiva y sea b € B. Pruebe que la funcién g : A\
f7Yb) — B\ {b} definida por g(x) = f(z) es sobreyectiva.

Sea f: A — B una funcién. Dados X, Xy C A e Yi, Yo C B pruebe que:

ffnuYy) = A1) U fH(Ya).
)N fH(Ya).

)
)
¢) [T\ Ya) =TI Y)\ ST (Ya).
)
)

7 inYs)
f(X1UXe) = f(X1) U f(Xa).
f(XiNXy) C f(X1)N f(Xz). Dar un ejemplo donde la contencién sea estricta.

(Leyes de De Morgan). Sea {X;}ie; una familia de subconjuntos de A. Pruebe que

a) (Uz X;)e = ﬂz X7
b) (M Xi)*=Ur Xt
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1.3. Relaciones.

Los temas tratados en este libro no requieren del uso explicito de la nocién de relacién. Sin
embargo, las relaciones de orden y de equivalencia son tan importantes en matematicas, que
una mencién a ellas se hace necesaria.

En lo que resta del capitulo, A y B denotan conjuntos. Todo subconjunto R C A x B
serd llamado una relacién (entre Ay B). Si (z,y) € R decimos que = esta en la relacién R
con y y escribimos = Ry.

Las relaciones mds importantes en matemadtica (aparte de la nocién de funcién) ocurren
cuando A = B. En este caso una relaciéon R C A x B se llamara interna en A.

Sea R una relacién interna en A. Diremos que:

1) R es reflexiva, si x Rx para cada = € A.

2) R es transitiva, si las condiciones = Ry, y R z implican x R z.

3) R es simétrica si la condiciéon xRy implica yRzx.

4) R es antisimétrica si las condiciones xRy e yRx implican = = y.

Un orden (u orden parcial) en A es una relacién interna < en A la cual es reflexiva
antisimétrica y transitiva. Un conjunto ordenado es un par (A, <) donde A es un conjunto

y < es un orden en A.

Ejemplo 1.3.1. Sea X un conjunto. Entonces la relacién de contencién Y C Z;Y, Z € P(X);

define una relacién de orden en P(X). Asi, (P(X), C) es un conjunto ordenado.

Una relacién interna ~ en A se dice de equivalencia, si esa relacién es reflexiva, simétrica y
transitiva. En lo que resta de la seccién, ~ denotara una relacion de equivalencia en A. Diremos
que o C A es una clase de A segiin ~ (o simplemente una clase de equivalencia) si:

i) a#0.

ii) z ~ y cualesquiera sean x,y € «.

li)ycasiz~yyzx€a.

El conjunto {ae € P(A) : a es una clase de A segin ~} se llama el conjunto cociente de

A por ~ y se denota por A/ ~.
Ejercicios.

1. Sea (A, <) un conjunto ordenado. Diremos que a € A es cota superior (resp. inferior)
de un subconjunto B de A si z < a (resp. > a) para cada z € B. En este caso se
dice que B estd acotado superiormente (resp. inferiormente) en A. Se dice que B
tiene supremo en A si “B posee una cota superior minima”; es decir, si existe una cota

superior ¢ € A de B tal que ¢ < a para cualquier otra cota superior a de B. Pruebe que
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existe a lo sumo un elemento ¢ € A con esta propiedad. Cuando tal ¢ exista, sera llamado
el supremo de B en A y serd denotado por sup 4(B) (6 por sup(B), si no hay peligro de

confusion).

Sea X un conjunto. Pruebe que todo subconjunto de P(X) posee supremo con respecto

al orden dado por contencién.

Sea (A, <) un conjunto ordenado y suponga que el conjunto {a, b} posee supremo en A,
cualesquiera sean a,b € A. Defina a V b = sup({a,b}) y muestre que a Vb =bVay
aV (bVec)=(aVb)Vec, cualesquiera sean a,b,c € A.

Sean a, 3 C A dos clases de A segin ~. Pruebe que si a N G # (), entonces o = . En

otras palabras, dos clases de A segin ~ ¢ son disjuntas 6 son iguales.

Pruebe que para cada a € A, el conjunto [a] := {x € A: x ~ a} es una clase de A segin

~. que llamaremos la clase de a segiin ~ .
Sea ov C A una clase de A segun ~. Pruebe que si a € «, entonces o = [al.

Por una divisiéon de A entendemos una familia P de subconjuntos no vacios de A, dos a
dos disjuntos cuya reunién es A. Pruebe que A/ ~ es una divisién de A. Reciprocamente,
pruebe que si P es una divisién de A, entonces P = A/ ~ para alguna relacién de

equivalencia ~ en A.



Capitulo 2

Sistemas Numeéricos

El objeto de este capitulo es introducir, de manera axiomatica, el cuerpo de los nimeros
reales y estudiar algunos de sus subconjuntos mas importantes, a saber: ntimeros naturales,
enteros, racionales e irracionales.

Hay otra forma de introducir los ntimeros reales, llamada constructiva. Esta via comienza
con la aceptacion de los nimeros naturales y después se construyen sucesivamente, los enteros,
los racionales y, finalmente, los nimeros reales. La construccion de los enteros y racionales
es sumamente algebraica y no aporta mucho al estudio del andlisis mateméatico. Para la con-
struccién de los nuimeros reales, a partir de los racionales, se presentan dos alternativas: Las
cortaduras de Dedekind (ver por ejemplo [9]) o las sucesiones de Cauchy. La primera de ellas
es un método que también sirve para completar conjuntos ordenados més abstractos (ver por
ejemplo [3]). La construccién con sucesiones de Cauchy tiene importancia posterior, como es la
completacién de un espacio métrico [11, 7]. Sin embargo, debido a las sutilezas y tecnicismos

de estos métodos, es preferible, a nuestro criterio, dejarlos para un curso mas avanzado.

2.1. Leyes de composicion.

En esta seccion, A denota un conjunto no vacio. Toda aplicacion * : Ax A — A sera llamada
una ley de composicién en A. La imagen de (z,y) mediante tal ley, serd denotada por x xy
en vez de *((x,y)). En lo que resta de esta seccién, * denotard una ley de composicién en A.

Diremos que:
i) * es asociativa, si z * (y * z) = (x * y) * 2z, cualesquiera sean z,y, z € A.
ii) * es conmutativa, si x * y = y * , cualesquiera sean z,y € A.

iii) e € A es elemento neutro para *, si x xe = e x x = x, para cada = € A.

11
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Supongamos que * es una ley de composicion en un conjunto A, la cual posee un elemento
neutro e. Se dice que x € A es simetrizable 6 invertible respecto a x si existe y € A tal

que Ty =yxT =e€.

Ejemplo 2.1.1. Sea X un conjunto y sea A el conjunto de todas las funciones f : X — X,
entonces la composicién de funciones es una ley de composicién en A. De manera més precisa,
se tiene una ley de composicién * en A definida por f *x g = g o f. Note que por la proposicion
1.2.2, id 4 es el elemento neutro de *. Ademas, por la proposicién 1.2.3, * es asociativa. Es mas,
de la definicién 1.2.4, se tiene que los elementos invertibles de A son las biyecciones de X en si

mismo.

Ejemplo 2.1.2. Sea X un conjunto. La unién de conjuntos define una ley de composicién
en P(X). El lector comprobard que * es conmutativa y asociativa. Ademés, () es el elemento
neutro de esta ley de composicion. ;Qué puede usted decir acerca de la ley de composicién dada
por Ax B=AnNBY.

Un grupo es un par (G, *), donde * es una ley de composicién en un conjunto G, la cual
es asociativa, posee un elemento neutro y todo elemento de G es invertible. Si ademés * es
conmutativa, se dice que (G, *) es conmutativo 6 abeliano. En este caso, la ley * suele

denotarse por +, el elemento neutro de G por 0 y el simétrico de x € G por —zx.

Ejemplo 2.1.3. Sea X un conjunto no vacio y sea GG el conjunto de todas las biyecciones de
X en si mismo. Entonces (G,0) es un grupo, donde o es la ley de composicién de funciones

definida en el ejemplo 2.1.1.
Ejercicios.
1. Pruebe que si e, e’ € A son elementos neutros para * entonces e = e’.

2. Suponga que * es asociativa y que posee elemento neutro e. Pruebe que si z € A es
simetrizable entonces existe un unico elemento y € A tal que z xy = y x x = e. Este
elemento y sera llamado el simétrico 6 inverso de z y sera denotado por 1. Ayuda.

Imite la prueba de la proposicion 1.2.5.

3. Sea X un conjunto de tres elementos. Pruebe que el grupo GG dado en el ejemplo 2.1.3 no

es abeliano.

4. Sea (G, *) un grupo y sean x, y, z elementos de G. Pruebe que (z7')™! = z y que (zxy) ™! =

y~t*x 27! Muestre que, si # * y = x * 2, entonces y = z. Concluya que, si z xy = y,
entonces = e (elemento neutro). Enuncie estos resultados con la notacién usada para

grupos abelianos.
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5. * Dados conjuntos Y, Z se define la diferencia simétrica YAZ como el conjunto (Y \
Z)YU(Z\Y). Pruebe que (P(X),A) es un grupo abeliano, cualquiera sea el conjunto X.

(La asociatividad es la requiere mayor atencion).

2.2. Cuerpos ordenados

Un cuerpo es una terna (K, +, -) donde +, - son leyes de composicién en K llamadas adicién

y multiplicacién respectivamente, tales que:

i) (K, +) es un grupo abeliano (cuyo elemento neutro denotamos por 0).
ii) (K\ {0},-) es un grupo abeliano cuyo elemento neutro denotamos por 1.
iii) z- (y+2) =x-y+ x- 2z, cualesquiera sean x,y, z € K.

Observaciones: a) Note que 1 # 0 ya que 1 € K\{0}. El simétrico de un elemento x € K respecto
a + sera denotado por —x mientras que el simétrico de x # 0 respecto a la multiplicacion,
serd denotado por z 71 Asf, z + (—x) =0y z-z ' =1siz #0.

b) El producto z - y, de dos elementos en K, serd denotado a menudo por zy. Si ademés

y # 0, el producto zy~! también sera denotado por x/y 6 5

Un cuerpo ordenado es una cuaterna (K, +, -, P) donde (K, +,.) es un cuerpo y P es un

subconjunto de K con las siguientes dos propiedades:
O;) Si z € K, entonces ocurre una y sélo una de las siguientes posibilidades:

reP =0, —x€P.

O,) Six,y € P, entonces x +y,z -y € P.
Observacion: Dado un subconjunto A de K pondremos, en todo lo que sigue,
—A={—-x: ze A}

Con esta notacién, Oq) es equivalente a decir que K es la unién de P, {0} y —P y que estos tres
conjuntos son dos a dos disjuntos.

Veamos porque (K, +, -, P) es un cuerpo ordenado. Considere la siguiente relaciéon binaria,

denotada por <,
r<ysiy—xeP

Extendemos esta relacién de la manera siguiente. Dados =,y € K definimos

r<y, siz<yox=y
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La relacion binaria < (léase x menor o igual a y) es reflexiva, antisimétrica y transitiva, es
decir, es una relacion de orden sobre K (ver ejercicio 10). Usaremos también la notacién y > x
e y > x para significar, respectivamente, r <y y z < y.

El conjunto P debe pensarse como los elementos “positivos” de K. Las propiedades O1)-O5)

se expresan ahora de la siguiente forma:

P;) Si x € K entonces ocurre una y sélo una de las siguientes posibilidades: x > 0, z = 0,
—z > 0.

Py) Siz,y € Ky z,y >0, entonces z + y,z -y > 0.

Es por esta razén que llamamos a (K, +,-, P) un cuerpo ordenado. Las propiedades mas

importantes del orden > son las siguientes (ver ejercicio 10):
Vee K Vye KVzeK(x>y=x+2>y+2)

Vee KVyeK\VzePx>y=z-2>z2-y).

En lo que resta de este capitulo (K, +, -, <) denotard un cuerpo ordenado. Es decir, (K, +, -)
es un cuerpo y < es la relaciéon de orden en K asociada a un conjunto P que satisface Py) y

P5). De la propiedad P;) se tiene que ocurre una y sélo una de las siguientes alternativas:
r>y; r=y;, r<y.

Esta propiedad se conoce con el nombre de ley de tricotomia.

En lo que sigue pondremos 2 =1+1,3 =2+1,4 = 3+ 1, etc. Note que 1 > 0 (ver ejercicio
8),luego 2 =1+1>1,3=2+1> 2etc, es decir, 1 < 2 < 3 < 4 etc. Dados z,y € K
pondremos z —y = = + (—y).

Terminaremos esta seccion mostrando un resultado que es clave en muchas pruebas del
analisis matematico y que sera usado repetidas veces en este texto. Es un buen ejercicio para
el lector observar durante el desarrollo de este curso la frecuencia con la que se usa este sencillo

resultado.
Proposicién 2.2.1. Sea a € K y supongamos que a < €, para cada € > 0. Entonces a < 0.

Demostracion: Supongamos que el resultado no es cierto, entonces de la propiedad Py), se tiene
que a > 0. Como 1 < 2, entonces 1/2 < 1 (ver ejercicio 9). Luego multiplicando por a ambos
lados de la desigualdad obtenemos que a/2 < a (ver ejercicio 5). Pero es fécil ver que a/2 > 0
(hacerlo!) y esto contradice nuestra hipétesis.

|

Ejercicios.
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Sean a, b, c € K.
1. Pruebe que a-0=0. Ayuda. a-0=a-(0+0).
2. Pruebe que (—a)-b=—-a-b=a-(-b),(-a) - (=b)=a-by (-1) -a = —a.
3. Pruebe que si a-b =0, entonces a =06 b=0.
4. Pruebequea-(b—c)=a-b—a-c.
5. Pruebe que, si a < b, entonces a + ¢ < b+ c. Si ademas ¢ > 0, muestre que a-¢c < b - c.
6. Pruebe que a > 0 si y sélo si —a < 0. De manera similar, a > 0 si y s6lo si a=! > 0.
7. a-b<0sia>0>b.
8. Denotaremos a - a por a?. Muestre que a? > 0, si a # 0. Concluya que 1 > 0.
9. Pruebe que si a > b > 0, entonces a~* < b~!. Si, ademas, ¢ > d > 0, entonces a-c > b-d.

10. Dados z,y € K defina x < gy, si x < y o si x = y. Pruebe que < es un orden en K y que

ademas posee las siguientes propiedades, donde x,y, z denotaran elementos e K:
a) Siz <y, entonces z+ 2z <y+ z.
b) Six<yy0<z entonces z-x < z-y.
11. Sea (K, +,-) un cuerpo y < una relacién de orden sobre K. Suponga que < es total, es
decir, que para todo z,y € K se tiene que z < y o y < z. Suponga también que <

satisface (a) y (b) del ejercicio anterior. Sea P el conjunto {z € K: x > 0}. Muestre que

(K, +, -, P) es un cuerpo ordenado.

2.3. Los numeros naturales

Diremos que un subconjunto / de K es inductivo si

L) lel

I;) Sixz €I, entonces z+1 € I.

Es claro que K es inductivo. Ademas, la interseccion de cualquier familia no vacia de sub-
conjuntos inductivos de K, es un conjunto inductivo (dejamos al lector como ejercicio probar
estas afirmaciones). Por consiguiente, la interseccién de todos los subconjuntos inductivos de K
estd bien definida y es un subconjunto inductivo de K, que denotaremos por N y que llamare-
mos conjunto de los niimeros naturales o enteros positivos. Es claro que N es el més

“pequeno” subconjunto inductivo de K. Es decir,
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Teorema 2.3.1. (Principio de Induccion). Si I C K es inductivo, entonces N C I. En otras

palabras, st I C N es inductivo, entonces [ = N.

Proposicién 2.3.2. a) Sin € N yn # 1, entoncesn — 1 € N.
b) Para cadan € N, n > 1.

Demostracion: a) Supongamos que el resultado es falso. Es decir, que existe n € N tal que
n # 1yn—1¢ N Dejamos al lector verificar que el conjunto N\ {n} es inductivo (ver
ejercicio 3). Pero esto contradice el teorema 2.3.1 y termina la prueba de a). La prueba de b)
es consecuencia directa del hecho que el conjunto {m € K: m > 1} es inductivo (ver ejercicio
1) y de la definicién de N.

|

Proposicién 2.3.3. Si m,n € N, entonces: i) m+n € N, ii)m-n € N yiii) m—n €N s

m>n.

Demostracion: i) Fijemos m € Ny definamos A = {n € N: m+n € N}. Ya que N es inductivo
se tiene que m + 1 € N, asi, 1 € A. Por otra parte, si z € A, entonces m +x € N y como N es
inductivo, (m+x)+1 € N. Pero, (m+x)+1=m+ (z+ 1), de donde, x + 1 € A. Esto prueba
que A es inductivo y por el 2.3.1, N C A. Pero, por definicion, A C N, y asi, A = N. Es decir,

m +n € N, para todo n € N.
Las pruebas de ii) y iii) seran dejadas al lector, quien mostrara que cada uno de los siguientes
conjuntos es inductivo: {n € N: m-n € N}, {n € N: sim € Nym > n, entonces m —n € N}.
|

Proposicién 2.3.4. Sin,x € N yn < z, entonces n +1 < = (en otras palabras, si n € N,

entonces entre n y n+ 1 no hay otro natural).

Demostracion: Por la proposicién 2.3.3, x —n € N y por la parte b) de la proposicién 2.3.2,
x—mn>1. Deaqui,z>n+1.
|

Teorema 2.3.5. Todo subconjunto no vacio A de N posee un primer elemento. Esto significa,

por definicion, que existe a € A tal que, a < x, para todo x € A.
Demostracion: Por la proposicion 2.3.2 sabemos que,

n >1, paratodon €N (3.1)

de modo que 1 es el primer elemento de N.
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Supongamos que A no tiene primer elemento y definamos B = {n € N : n < z para todo x €
A}. Ya que A no tiene primer elemento, entonces 1 ¢ A y por (3.1), z > 1, para todo x € A.
De aqui, 1 € B.

Supongamos que n € B. Por la definicion de B tenemos que n < x para todo x € A y por
proposicién 2.3.4,

n+1<zx, paratodon € A. (3.2)

Si para algin a € A se tuviera a = n + 1, entonces a serfa el primer elemento de A, lo que
contradiria nuestra suposicién de que A no tiene primer elemento. De aqui y de (3.2) obtenemos
n+ 1 < x; para todo x € A; lo cual prueba que n + 1 € B. De esta manera tenemos que B es
inductivo y por el teorema 2.3.1, B = N.
Fijemos ahora a € A (recuerde que A no es vacio). Entonces a € N = B y, de la definicién
de B, a < a. Esta contradiccién termina la demostracion.
|

Ejercicios.
1. Pruebe que el conjunto {z € K: z > 1} es inductivo.

2. Pruebe que la interseccién de cualquier familia no vacia de subconjuntos inductivos de K,

es un conjunto inductivo.

3. Sea I un subconjunto inductivo de K y sea a € I. Pruebe que sia # 1y a—1 ¢ I,

entonces I \ {a} es inductivo.
4. Sean x,y € —N. Pruebe que x +y € —N, z -y € N.
5. Fije p € N y construya una aplicacién inyectiva f : N — N\ {p}.

6. Sea B C N no vacio y suponga que existe a € N tal que z < a; para todo x € B. Pruebe
que existe b € B tal que , x < b para cada x € B. Este nimero b se llama el maximo de

B. Ayuda. Sea b el primer elemento del conjunto {n € N: x < n para todo x € B}.

7. Para cada n € N pondremos; en lo que sigue; I, = {i € N : 1 < i < n}. Diremos que
A C I, esn-inductivosil € Aei+ 1€ A cuandoi € Aei# n. Pruebe quesi A C I,
es n-inductivo, entonces A = I,,. Ayuda. Suponga que B := I, \ A # () y sea b el primer
elemento de B. Otra manera alternativa de demostrar que A = I,, es mostrando que el

conjunto AU {i € N:4 > n} es inductivo.

8. Pruebe que no existen funciones inyectivas de N en [,,. Ayuda. Defina F,, como el conjunto
de todas las funciones inyectivas de N en I, y pruebe que el conjunto {n € N : F, = ()}

es inductivo.
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9. Sean a,b € N. Diremos que a divide a b si existe ¢ € N tal que b = ac. En este caso se
dice que a es un divisor o factor de b. Denote por D, al conjunto de divisores de b y
pruebe que Dy # () y que b es cota superior de D;. El maximo comin divisor de a y

b se define como el maximo del conjunto D, N Dy, y se denota por MCD(a,b).

Sea M = MCD(a,b), entonces a = Mz, b = My para ciertos x,y € N. Pruebe que
MCD(x,y) = 1. En este caso se dice que z,y no tienen factores comunes o que son

coprimos.

10. Pruebe que para cualquier a € N, existe b € N tal que a = 2b 6 a = 2b — 1. En en primer

caso se dice que a es par, mientras que en el segundo, decimos que a es impar.
11. Sea a € N. Pruebe que si a? es par, entonces a es par.

12. Sea f : N — N una funcién tal que f(n + 1) > f(n) para cada n € N. Pruebe que f es

inyectiva.

2.4. Los nuimeros enteros y los nimeros racionales

Definimos el conjunto Z de los niimeros enteros como la unién de los conjuntos N, {0} y
—N (recordemos que para un conjunto A C K hemos definido —A como el conjunto {—z : x €

A}). Obviamente, 0,1 € Z.
Proposicién 2.4.1. Si x,y € Z, entonces v + vy, —x,xy € Z.

Demostracion: Probaremos tnicamente que x +y € Z. (El resto de la demostracién es parecida
y serd dejada a cargo del lector). Si x = 0 6 y = 0 no hay nada que mostrar. Si z,y € N 6 si
x,y € —N| el resultado se sigue de lo expuesto en la seccion anterior.

Supongamos ahora que x € N y que y € —N. Podemos escribir y = —z para algin z € Ny
se presentan los tres casos siguientes:

i) z < z. Por la proposicién 2.3.3 tenemos que x — z € N, de manera que t+y =z — z € Z.

ii) z=x. Eneste caso, r +y =0 —2=0¢€ Z.

iii) z > x. En este caso, z —z € N, demodo que t +y =2 —2=—(z —x2) € =N C Z.

|

El conjunto de los nimeros racionales, que denotaremos por Q, lo definimos como la
coleccion de todas las fracciones de la forma m/n, donde m,n € Z y n # 0. Note que
NcZcQcKk.

Diremos que F' C K es un subcuerpo de K si F es un anillo tal que 27! € F cuando z € F
y x # 0.
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Proposicién 2.4.2. Q es un subcuerpo de K.

Demostracion: Sean x,y € Q y escribamos x = a/b,y = ¢/d con a,b,c,d € Z 'y b,d # 0.
Entonces z +y = ab™! + cd™! = (ad + be)b~'d™" = (ad + be) /bd, de modo que z +y € Q. El
resto de la prueba sera dejada a cargo del lector.

|

Ejercicios.

1. Diremos que un subconjunto R de K esun anillosi0,1 € Rysix+y, —z,2y €siz,y € R
cuando z,y € R. (Con este lenguaje, la proposicién 2.4.1 dice que Z es un anillo). Pruebe
que todo anillo de K contiene a Z, de modo que Z puede caracterizarse como el anillo

“mas pequeno” de K.

2. Sea A un subconjunto de Z acotado inferiormente en Z. Pruebe que existe a € A tal que
a < z para cada x € A. (Es decir, A tiene primer elemento). Ayuda. Sea b € Z una
cota inferior de A y note que {z € Z: z = x — b+ 1 para algiin x € A} estd contenido en
N.

3. Sea R un anillo de K tal que todo subconjunto no vacio de R, acotado inferiormente
en R, posee primer elemento. Pruebe que R = Z. Ayuda. Sea a el primer elemento de
R.:={x € R:x > 0}. Muestre que N C R, de modo que a < 1. Concluya que a = 1,
porque a? € Ry a? < a. Suponga por el absurdo que R, # N y sea b el primer elemento
de Ry \ N. Pruebe que b—1€ R, \ N.

Nota. Los ejercicios 2 y 3, dicen que Z puede caracterizarse como el anillo de K donde

todo subconjunto no vacio y acotado inferiormente en Z, tiene primer elemento.

4. Pruebe que, para cada z € R existe un tnico n € Z tal que n < x < n + 1. Este ntimero

n, se conoce como la parte entera de x y se le denota por [z]. Ayuda. Use el ejercicio 2.

5. Pruebe que [x +m] = [z] + m, si z € Ry m € Z. Concluya que la funcién f : R —
R;  f(x) =x — [z]; satisface f(x + 1) = f(z).

6. Seab > 0. Pruebe que, para cada = € R, existe un tinico n € Z tal que, nb < x < (n+1)b.

7. Sean a,b,m,n,M € 7Z con n,b no nulos, tales que m = Ma y n = Mb. Pruebe que
m/n = a/by deduzca que Q es el conjunto de todas las fracciones a/b donde a,b no

tienen factores comunes.

8. * Pruebe que si F' es un subcuerpo de K, entonces (F,+,.,<) es un cuerpo ordenado.
Pruebe ademas que Q C F, de modo que Q puede ser caracterizado como el subcuerpo

ordenado més pequeno de K.
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2.5. Los numeros reales y el axioma de completitud

En esta seccion presentaremos la definicién de los ntimeros reales. Este es sin duda uno de
los conceptos mas importantes de toda la matematica.

Para facilitar la lectura de esta seccidn, recordaremos algunas definiciones dadas en la seccion
1.3. Diremos que un subconjunto A de K estd acotado superiormente (resp. inferiormente)
si existe b € K tal que x < b (resp. b < ) para cada = € A. En este caso se dice que b es una
cota superior (resp. inferior) de A. Se dice que A es acotado si ese conjunto admite cotas
inferiores y superiores.

Sea A C K no vacio. Se dice que A tiene supremo en K si existe una cota superior b € K
de A tal que b < ¢ para cualquier otra cota superior ¢ de A. En otras palabras, “el supremo
(cuando existal) es la menor de las cotas superiores” y se denota por sup(A).

De manera semejante, se dice que A tiene infimo en K si existe una cota inferior b de A tal
que b > ¢ para cualquier otra cota inferior ¢ de A. El infimo (cuando exista) serd denotado por
inf(A). Es de observar que “el infimo es la mayor de las cotas inferiores”.

Diremos que un cuerpo ordenado K es completo si posee la siguiente propiedad: todo
subconjunto de K no vacio y acotado superiormente tiene supremo en K. Esta propiedad se
conoce como propiedad del supremo o axioma de completitud.

Asumiremos la existencia de un cuerpo ordenado completo, denotado por (R, +, -, <) (o,

simplemente, R); llamado cuerpo de los niimeros reales.

Observacién: La definiciéon que hemos dado de R puede (y quiza debe) parecer extrana, pues
nada indica que exista un cuerpo ordenado con la propiedad del supremo. En este texto no
daremos una prueba formal de la existencia R, sino que estudiaremos sus propiedades basados
solamente en el hecho que es un cuerpo ordenado completo. En casos como este, usualmente
se dice que se trabaja axiomaticamente. Este enfoque axiomatico es particularmente efectivo
en el caso de R pues existe un sélo cuerpo ordenado completo. El significado preciso de esta
afirmacion se escapa de los objetivos de este libro, pero en términos informales, podemos decir
que no hay manera de diferenciar o distinguir dos cuerpos ordenados completos a través de
propiedades algebraicas o de propiedades expresadas en términos del orden.

Comenzaremos el estudio del orden de R introduciendo un concepto importante. Se dice
que K es arquimediano, si dado x € K existe n € N tal que n > x. También se dice que K

tiene la propiedad arquimediana.
Proposicién 2.5.1. Q y R son arquimedianos.

Demostracion: Dejamos como ejercicio mostrar que Q es arquimediano. Supongamos, por re-
duccién al absurdo, que R no es arquimediano. Entonces existe z € R tal que, n < x para todo

n € N, y en consecuencia, N estd acotado superiormente en R.



2.5. LOS NUMEROS REALES Y EL AXIOMA DE COMPLETITUD 21

Pongamos b = sup(N). Entonces, n + 1 < b, para todo n € N; y de aqui, n < b — 1; para
todo n € N. Es decir, b—1 es una cota superior de N menor que el supremo. Esta contradiccion
termina la prueba.

|

Ya hemos dicho que @ es un cuerpo ordenado (ver proposicién 2.4.2 y ejercicio 8 de la
seccién 2.4), mostraremos a continuacién que Q no es completo, y por consiguiente Q no es
igual a R.

Comenzaremos mostrando que no existe una solucién racional para la ecuacién z? = 2.
Como seguramente conoce el lector, si existe una solucion en R, precisamente la raiz cuadrada

de 2. Esto serda demostrado mas adelante.
Proposicién 2.5.2. Para cada v € Q se tiene que x> # 2.

Demostracion: Supongamos por el absurdo que existe x € Q tal que 22 = 2 y escribamos
r = a/b, donde a,b € Z,b # 0y a,b no tienen factores comunes. Como a?/0* = z* = 2,
entonces a? = 2b%, de modo que a? es par. Por el ejercicio 11 de la seccién precedente, a es par
y por consiguiente a = 2c¢ para algiin ¢ € Z. De aqui, 20> = 4c? y se concluye facilmente que b
es par. Esto muestra que 2 es un factor comin de a y b y esta contradiccién termina la prueba.
|

La siguiente proposiciéon muestra que Q no es completo y ademaés que existe un real t tal

que t? = 2, en particular, t € R\ Q. Todo elemento de R \ Q serd llamado irracional.

Proposicién 2.5.3. El conjunto A := {z € Q : x > 0 y 2% < 2} no es vacio, estd acotado
superiormente en Q pero no tiene supremo en Q. Sit es el supremo (en R) de A, entonces
t? =2,

Demostracion: Note que A no es vacio porque 1 € A. Ademas, 2 es cota superior de A porque
si hubiera un x € Q tal que x > 2 se tendrfa 22 > 4 > 2, contradiciendo la definicién de A. Sea
t el supremo de A. Mostraremos que las relaciones t2 < 2 y t? > 2 llevan a contradiccién y por
la ley de tricotomia se tiene que t? = 2.

Supongamos que t2 < 2. Ya que 2t + 1,2 —t> € Q y Q es arquimediano, existe n € N tal
que n(2 —t*) > 2t + 1. De aqui, t* + (2t + 1)/n < 2 y en consecuencia

(t+l)2=t2+§+i2 §t2+§+l:t2+2t+1 <2.
n n o n n o n n
Esto dice que ¢ + 1/n € Ay contradice el hecho que t es cota superior de A. Luego, no puede
ser t2 < 2.

Supongamos que t?2 > 2. Ya que Q es arquimediano, existe n € N tal que nt > 1y
n(t? — 2) > 2t (justificar). En particular, t* — 2t/n > 2, de donde (¢ — 1/n)* > 2. De aqui, para
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cada z € A se tiene (t —1/n)? > x? y como t — 1/n > 0, concluimos que t — 1/n > z. Es decir,
t — 1/n es una cota superior de A contradiciendo el hecho que ¢ era la menor de tales cotas.
Esta contradiccién dice que la relacién t? > 2 no puede suceder y termina la demostracion.

|

Teorema 2.5.4. (Densidad de Q en R). Dados a,b € R con a < b, existe r € Q tal que
a<r<hb.

Demostracion: Consideraremos primero el caso en que ¢ > 0. Ya que b —a > 0y R es
arquimediano, existe p € N tal que p(b — a) > 1. Por el mismo argumento, el conjunto
A :={n € N : n > pa} no es vacio y en consecuencia posee un primer elemento que de-
notaremos por m. Afirmamos que m — 1 < pa. En efecto, si m = 1, entonces m — 1 =0 < pa
(porque a > 0) y si m > 1, entonces m — 1 € N y como m es el primer elemento de A se tiene
que m—1¢ A; asi m — 1 < pa. En cualquier caso (m =16 m > 1), se que m — 1 < pa. Luego
pa <m <1+ pa < pb (recuerde que p(b —a) > 1y que m € A). Finalmente, tenemos que
r = m/p satisface la conclusién del teorema.
Consideremos ahora el caso a < 0. Si b > 0 tomamos r = 0. Si b < 0, entonces 0 < —b < —a
y por el primer caso, existe s € Q tal que —b < s < —a. La prueba se termina tomando r = —s.
|

La proposicion que sigue muestre que existen irracionales entre dos reales cualesquiera.
Proposicién 2.5.5. Sia,b € R ya < b, entonces a < x < b, para algin x € R\ Q.

Demostracion: Consideraremos tres casos:

Caso a =0, b€ Q. Fijemos r € R\ Q (recuerde que este conjunto no es vacio). Podemos
asumir que r > 0 (porque si r < 0, entonces —r > 0y —r € R\ Q). Como R es
arquimediano (proposicién 2.5.1), existe n € N tal que n > rb~', de modo que, b >

rn~! > 0, y basta tomar = = r/n.

Caso a,b € Q. Tenemos que b — a € Q es positivo y por el caso anterior, existe un irracional

z tal que 0 < z < b — a. Ahora basta tomar z = a + z.

Caso General. Por el teorema 2.5.4, existe s € Q tal que a < s < b, y por el mismo
argumento, existe r € Q tal que s < r < b. Por el caso anterior existe un irracional x tal

que s < x < r y la prueba es completa.

Ejercicios.
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1. Sea A= {n/(n+1):n € N}. Pruebe que sup(A4) = 1 si y sélo si K es arquimediano.

2. Sean s,t € R con s racional y t irracional. Pruebe que s + ¢t es irracional y que lo mismo

vale para st si s # 0.

3. Pruebe que K es arquimediano si y solo si dados z,y € K con z > 0, existe n € N tal que

nx > y. Pruebe también que QQ es arquimediano.

4. * Un subconjunto propio y no vacio o de Q es llamado cortadura (de Dedekind) si:
i) Siz <yey€E q, entonces = € a.
ii) Para cada = € a existe y € a tal que = < y.

Pruebe que si @ C Q es una cortadura y a € Q \ «, entonces a es una cota superior de
«. Pruebe también que, para cada z € R, el conjunto «, := { € Q : x < z} es una
cortadura cuyo supremo es z. En fin, sea R, el conjunto de todas las cortaduras. Muestre

que la aplicacién S : R, — R dada por S(«a) = sup(«) es biyectiva.

Nota. El ejercicio 4 dice que el cuerpo de los niimeros reales puede ser construido a partir del
cuerpo de los nimeros racionales a través de las cortaduras de Dedekind (para un tratamiento

completo de este tema ver, por ejemplo, [9]).

2.6. Propiedades del supremo y del infimo

En esta seccién presentaremos algunos resultados generales relativos al supremo y al infimo.
El primero de ellos sera usado con frecuencia y le recomendamos al lector que le preste particular

atencion.

Proposicién 2.6.1. Sea A C R no vacio y acotado superiormente y sea b € R una cota superior
de A. Son equivalentes:

a) b es supremo de A (en simbolos, b = sup(A) ).

b) Para cada € > 0 existe v € A tal que b — e < x.

c¢) Para cada a < b; a € R; existe x € A tal que a < x.

Demostracion: a)= b). Si € > 0, entonces b — € < b y en consecuencia, b — € no es cota superior
de A. Por lo tanto, b — € < x, para algin x € A.

b)= c). Sea a € R con a < by pongamos € = b — a. Entonces ¢ > 0 y por lo tanto existe x € A
tal que, a =b—¢€ < x.

c) = a). Sea d una cota superior de A. Por c), no puede ser que d < b, y en consecuencia, d > b.

Luego, b = sup(A).
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|
La siguiente proposicién es la version analoga a la anterior para el infimo. Su demostraciéon

se deja como ejercicio.

Proposicién 2.6.2. Sea A C R no vacio y acotado inferiormente y sea b € R una cota inferior
de A. Son equivalentes:

a) b es el infimo de A (en simbolos, b = inf(A)).

b) Para cada € > 0 existe x € A tal que © < b+ e.

c) Para cada a > b; a € R; existe v € A tal que a > x.

|
Dados subconjuntos no vacios A, B de R y v € R definimos
A+B = {x4+y:x€ A ye B}
vA = {yr:z € A}
A-B = {zy:x€ Aye€ B}.
Proposicién 2.6.3. Sean A, B C R no vacios y acotados superiormente y v € R. Entonces
a) sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
b) sup(A - B) =sup(A) -sup(B) six,y > 0 para todo x € A y todo y € B.
c) sup(yA) = ysup(4), siy > 0.
d) Si~y <0, entonces yA es acotado inferiormente y inf(yA) = v sup(A).
Demostracion: Pongamos a = sup(A), b = sup(B) y recordemos que
r<a e y<b paratodox € A, y € B. (6.1)

a) De la relacién anterior, x + y < a + b para cada = € A y cada y € B, lo cual dice que
a + b es cota superior de A + B. Por otra parte, dado ¢ > 0 existen, por la proposicién
26.1,z0€ Aeyg € Btalesquea—e¢/2 <zgyb—e/2 <yo. Deaqui, a+b—e€ < xo+ yo.
Por la proposicién 2.6.1 se concluye que sup(A + B) = a + b.

b) Si a = 0, entonces A = {0} (pues por hipdtesis A no contiene elementos negativos). De
suerte que A-B = {0} y en consecuencia sup(A-B) = 0 = a-b. Andlogamente, el resultado
también vale si b = 0. Supongamos ahora que a,b > 0. Por (6.1) se tiene zy < ab, lo
cual dice que ab es cota superior de A - B. Fijemos ahora € > 0 y escojamos 6 > 0 tal
que § < min{a,b,e/(a + b)}. Por la proposicién 2.6.1, existen zo € A,y € B tales que
a—90<x9yb—0<yp de donde

2o yo > (a—8)(b—3)=ab— (a+b)d+ 6> >ab— (a+b)d >ab—e

De nuevo por la proposicién 2.6.1 concluimos que ab es el supremo de A - B.
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c) Se deduce de la parte b) con B = {v}.

d) Como v < 0, de (6.1) se tiene que yxr > ~a, para todo z € A. De modo que 7ya es
cota inferior de yA. Poniendo u = —v, se tiene, del ejercicio 1 de esta seccion, que

inf(yA) = inf(—pA) = —sup(pA) = —psup(A), lo cual completa la prueba de d).

Ejercicios.

1. Bajo las mismas hip6tesis de la proposicién 2.6.1 pruebe que b = sup(A)) si y sélo si para
cada n € N existe x € A tal que b — 1/n < z. Enuncie y demuestre un resultado andlogo

para el infimo.

2. a) Muestre que

71% + 8
——— 2 €R>=7/3
SUP{3x2+5 v } /
y que
) T2% + 8

. ‘ : ; 72?2 +4z+8 .
$Qué puede decir acerca del supremo y del infimo de {35577+ 1 = € R}?

3¢2—q+8

. Qué puede decir acerca de sup{M qeQ, g >1}7

)

¢) Muestre que inf{ 20°+5q+3 qeQ, ¢>1}=2/3.
) 3¢%2—q+8
)

Sean a, b reales con b positivo. ;Qué puede decir, en términos de a y b, acerca del

supremo y del infimo de gzi‘; :x e RY?

3. Determinar si los siguientes subconjuntos de R son acotados superiormente y/o acotados
inferiormente, en caso que lo sean, hallar su supremo y/o su infimo. Determinar si tienen

méximo y/o minimo.

%ig :n € N} 73::152 :n € N} {7- (TL_QB: 1 € N}
{5 :2>1,2zeR} {5:neN} {8 g neEN}
{5 : z € Z} {(=5)*: v eZ} {n": neN}

- : neN} {%ZHEN}

4. Pruebe que A C K esta acotado superiormente si y solo si —A esta acotado inferiormente.
Si ademéds A no es vacio, muestre que A tiene supremo si y sélo si —A tiene infimo. En

este caso pruebe que inf(—A) = —sup(A).
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Sean A C B C K conjuntos no vacios. Pruebe que si B estd acotado superiormente (resp.
inferiormente) lo mismo ocurre para A. Si ademéds A y B tienen supremo (resp. infimo),
entonces sup(A) < sup(B) (resp. inf(A) > inf(B)).

Demuestre la proposicion 2.6.2.

Sean A, B C R no vacios y acotados inferiormente y v € R. Pruebe que:

a) inf(A+ B) =inf(A) + inf(B),

b) inf(A-B) =inf(A)-inf(B) six >0 ey > 0, cualesquiera scan x € A e y € B.

)

)

¢) inf(yA) =~yinf(A) si v > 0,

d) Si~vy <0, entonces yA es acotado superiormente y sup(yA) = v inf(A),

Sea ACRy B = A\[0,1]. Suponga que B es acotado superiormente y que Sup(B) < 0.
Muestre que A es acotado superiormente y que Sup(A) < 1.

Usando la nocién de suma de conjuntos introducida en esta seccién, muestre que

) {reR: 1<z} + {xeR: 2<z}={reR: 3<a}
i)*{reR: 1<zx<4} + {zeR: 2<ao<3}={zreR: -1<az<T}

Sean A y B dos subconjuntos de R acotados superiormente. Muestre que AU B es acotado

superiormente y ademas que

Sup(A U B) = max{Sup(A4), Sup(B)}

Sean A, B dos subconjuntos de R tales que A C By A # ().
a) Muestre que si B es acotado superiormente, entonces A también lo es y en este caso
se cumple que Sup A < Sup B.

b) De manera similar, muestre que si B es acotado inferiormente, entonces A también
lo es y ademés Inf A < Inf B.

c) Suponga que A no es acotado superiormente y B C A {Es posible que B sea acotado

superiormente? Si su respuesta es “si”, de un ejemplo.

d) (Existirdn subconjuntos de R tales que A C B, B acotado superiormente, A # By
Sup A= Sup B ?
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2.7. La recta extendida.

El objeto de esta seccion es introducir algunas notaciones sumamente ttiles para lo que
sigue. Al conjunto R le anadiremos dos nuevos elementos que denotaremos por +o0o, y —o0 y
que llamaremos mas infinito y menos infinito respectivamente. El conjunto asi obtenido, se
le conoce como la recta extendida y lo denotaremos provisionalmente por R. Extenderemos
parcialmente a R las operaciones de suma y producto en R, asi como el orden de R. Més

precisamente, dado x € R pondremos:

r+ (+o00) = (4+00)+2 = +00
r+(—0) = (—o0)+2x = —0
(+00) + (+00) = (+00)
(—00) + (=) = —o©
(+o0)r = x(+00) = +4oo,siz>0.
(+o00)r = z(+00) = —oo,siz<0.
(—o0)z = x(—00) = —oo,siz>0.
(—o0)r = x(—00) = +4oo,siz<0.
(+00)(+00) = (—o0)(—0) = +oo
(+00)(—00) = (-o0)(+00) = —oo
—00 < 400
-0 < T
r < +00

Se suele escribir: 400, £ —00, co+00, —00—00, en lugar de, z+(+00), x+(—00), (+00)+(+00)
y (—00) + (—00) respectivamente. No se le asigna ningin significado a los simbolos 0 - (+00),
(+00) + (—09).

Sea A C R no vacio. Si A no estd acotado superiormente (resp. inferiormente), pondremos
sup(A) = +oo (resp. inf(A) = —o0). El lector comprobara que la proposicion 2.6.3 sigue siendo

vélida para subconjuntos arbitrarios de R (ver ejercicio 1).
Ejercicios.
1. Sean A, B C R no vacios. Pruebe que:

a) sup(A+ B) =sup(A) + sup(B),

o

) (

b) sup(yA) =vsup(4)siy € Ry vy >0,
) sup(yA) =vinf(A)siyeRy v <0,
) (

d) sup(A-B)=sup(A)sup(B)si A-B# {0} yx,y >0paratodox € Aeye€ B.
2. Pruebe que el ejercicio anterior permanece valido si intercambiamos “supremo” por “infi-

Wi

mo-.



28 CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS

2.8. Valor absoluto.

Dado x € R se define el valor absoluto de z, denotado |z|, por

| = T si x>0
| -z si x<0.

Si los numeros reales se representan en una recta, entonces |x| representa “la distancia de x al
origen”; y més generalmente, |z — y| representa la distancia entre z e y. Si f : A — R es una
funcién denotaremos por |f| la funcién |f| : A — R dada por |f|(z) = |f(z)].

La demostracion de la siguiente proposicion se deja al lector.
Proposicién 2.8.1. 1. |z| >0 para todo x € R. Es mds, |x| =0 si y sdlo si x = 0.
2. | —al =z
3. eyl = |=[lyl
4 Wyl =1/lyl (y #0).
5. —|z| <z <|z| para todo x € R.
Proposicién 2.8.2. Sea b € R no negativo (b > 0). Entonces, |x| <b siy sélo si —b <z <b.

Demostracion: Si x| < b, entonces —b < —|z| < z < |z| < b. Reciprocamente, supongamos
que —b < z < b. Si > 0, entonces |z| = z < b; mientras que si x < 0, |z| = —z < b, porque
—b <z

|

Proposicién 2.8.3. (Propiedad Triangular). Si x,y € R, entonces |z + y| < |x| + |y|.

Demostracion: Sabemos que, —|z| <z < |z| y —|y| <y < |y|, y sumando miembro a miembro
estas desigualdades queda, —(|z| + |y|) < +y < |z| + |y|. El resultado se sigue ahora de la
proposicién 2.8.2.

Proposicién 2.8.4. Sean z,y,r € R. Entonces

i) ||lz] = [yl < |z —yl.

i) x| < |yl +7r si|lz—y| <r.
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Demostracion: Ya que x = (r — y) + y, entonces por la propiedad triangular, se tiene que
|z] < |z —y| + |y|; de donde,
] — Jy| < |z —yl. (8.1)

Por el mismo argumento, |y| < |y—x|+|z|; de donde, |z|—|y| > —|y—=x|. Pero, y—x = —(z—v),

asi que |y — z| = |z — y|. De aqui,
|z = [yl = —|z —yl. (8.2)

La prueba de i) se sigue ahora de (8.1)-(8.2) y la proposicién 2.8.2. La prueba de ii) se sigue
facilmente de (8.1).
|

Proposicién 2.8.5. Sea A C R acotado y no vacio. Entonces
sup(A) — inf(A) = sup{|z —y| : =,y € A}.

Demostracion: Pongamos

C={lz—yl: zyecA}

Sean a = inf(A), b = sup(A) y ¢ = sup(C). Dados x,y € A, tenemos que a < z, y < b. De esto
se sigue que —(b—a) =a —b < x —y < b— a. Por la proposicién 2.8.2, |z — y| < b — a. Asi,
b — a es cota superior de C'y, en consecuencia, ¢ < b — a.

Fijemos € > 0. Por la proposicién 2.6.1, existen x,y € A tales que b—¢€/2 < x, y < a+¢/2.
Deaqui,b—a<z—y+e<|r—y|+e<c+e Esdecir,b—a—c<eparacadae >0,y por
la proposicion 2.2.1, b — a — ¢ < 0. Es decir, b — a < c.

|

Ejercicios.
1. Sea b € R positivo. Pruebe que |z| < bsiy sélo si —b < z < b.
2. Sean z,e € R, con € > 0. Pruebe que existe r € Q tal que |z — 7| < e.
3. Pruebe que A C R es acotado si y sdlo si existe M > 0 tal que |z| < M, para todo x € A.

4. Sean z,y € R. Muestre que

) 1
mﬂ@w}=§@+y+w—yD

, 1
min{z, y} = (2 +y — |z —yl).



30 CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS

2.9. Un ejemplo de un cuerpo ordenado no arquimedi-
ano.

En esta seccion daremos algunas indicaciones para construir un cuerpo ordenado que no es
arquimediano. Los resultados presentados en esta seccion no se usaran en el resto del texto y

seran introducidos a manera de ejercicios.

[~

3 donde p(t) y q(t)

) no es el polinomio

p

1. Considere el conjunto Q(t) formado por todas formas racionales

~ =

q
son polinomios en la indeterminada ¢ con coeficientes racionales y ¢(

cero. Es decir, los elementos de Q(¢) son la expresiones de la forma

ant"—l—-“—i—alt—i—ao

donde ay,--- ,ay,,by, -, b, son racionales, n,m son naturales y algin b; no es igual a

cero. Defina sobre Q(t) las operaciones usuales de suma y multiplicacién, es decir,

) (1) p)d' ) +p')g(t)
q(t)  q'(t) q(t)q'(t)

(@) T a)
q(t) p(t)
Muestre que Q(t) con estas operaciones es un cuerpo.

2. El conjunto P de los elemento positivos de Q() es la coleccion de la formas racionales

fz% tales que los coeficientes de p(t) y ¢(t) de la mayor potencia de t son del mismo
signo. Es decir, si p(t) es apt™ + -+ 4+ a1t + ag y q(t) es byt™ + - -+ + byt + by, entonces
anb,, > 0. Muestre que P satisface las condiciones O; y O, introducidas en la seccion 2.2.

En consecuencia Q(t) es un cuerpo ordenado.

3. Muestre que Q(¢) no es arquimediano. Recuerde que el elemento unidad de Q(t) es el
polinomio p(t) = 1. Muestre que n-1 < t para todo n € N (es decir que n - p(t) es menor,

en el orden de Q(t), que el polinomio ¢(t) = t).
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Muestre que Q(t) no es completo consiguiendo un subconjunto de Q(t) acotado superi-
ormente que no tiene supremo. Sugerencia: Considere el conjunto A = {1,2,3,---} como
subconjunto de Q(t). Muestre que A es acotado superiormente, pero no tiene supremo.

Para esto suponga que r es una cota superior de A y muestre que r/2 también es una
cota superior de A.
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Capitulo 3

Definiciones Recursivas y Conjuntos
Infinitos

En este capitulo trataremos dos temas. Por una parte, queremos introducir, de manera for-
mal, las nociones de sumatorias y productorias. Para hacerlo necesitamos estudiar las “defini-
ciones recursivas” o “por induccion”. Estos métodos seran ilustrados con un ejemplo impor-
tante: la construccién de las funciones potenciales (f(x) = z™) y radicales (f(z) = {/x). En
una primera lectura, el lector puede omitir las demostraciones de los resultados de la seccién
3.1.

Por otra parte, queremos mostrar que el axioma de completitud tiene otra consecuencia
interesante: El “tamano” de R es mayor que el de Q, en contraste con el hecho de que N, Z y
Q tienen el mismo “tamano”. Precisar el significado de estas afirmaciones es el objetivo de las

ultimas secciones.

3.1. Definiciones por recursion

El objeto de esta seccion es dar significado preciso a expresiones de la forma a; + - - - + ay,
ai - -+ an,, etc. También se definiran las potencias a™; n € N; de un elemento a € K, donde K es

un cuerpo ordenado en todo lo que sigue. Usaremos la siguiente notacion
ITL = {1727 7n}
para cada n € N.

Teorema 3.1.1. Dados un conjunto X, un elemento a € X y una funcion f : X — X, existe
una unica funcion ¢ : N — X tal que ¢(1) = a y ¢p(n+ 1) = f(p(n)) para todo n € N.

Demostracion: Para cada n € N definamos F,, como el conjunto de todas aquellas funciones
v I, — X tales que

(1) =a y Y+ 1) = f(y(i)) si i< n. (1.1)

33
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Note que Fj es el conjunto singular {¢1} donde ¢; : I} — X es definida por ¥;(1) = a.
Probaremos que el conjunto A := {n € N : F, es singular} es inductivo. Para ello, fijemos

n € Ay pongamos F,, = {1, }. Definamos ahora 1 : I,,;; — X mediante
Vi) =vu(i) st i€y,
Y(n+1) = f(¢n(n)).

Usando (1.1) se verifica sin dificultad que ¢ € F,; y en consecuencia ese conjunto no es
vacio. Supongamos ahora que o, € F,41 y sean ¢,¢ : I, — X las restricciones de a, 3
respectivamente. Es facil ver que ¢, € F,, y como este conjunto es singular, se concluye que
1 = ¢. Es decir, a(i) = (i) sii € I,. Pero de (1.1), a(n+ 1) = f(a(n)) = f(B(n)) = f(n+1)
y en consecuencia a = (3. Esto muestra que F,, ;1 es singular y en consecuencia, A es inductivo.
Asi, A=N.

Para cada n € N escribamos F,, = {¢,,} y definamos ¢ : N — X mediante ¢(n) = 1, (n).

Ya que la restriccién de 1,41 a I, estd en F,,, se tiene ¢, 1(n) = ¢,(n), de modo que,

¢(n+1) =npa(n+1) = f(hnr1(n)) = f(n(n)) = f(d(n)),

lo cual demuestra la existencia de una funcién ¢ satisfaciendo los requerimientos del teorema.
Supongamos ahora que ¢,7 : N — X satisfacen tales requerimientos. Dejamos a cargo del
lector mostrar que el conjunto {n € N: ¢(n) = 1(n)} es inductivo, de donde ¢ = 9.
|
El resultado que enunciaremos a continuacion, aparentemente mas general que el teore-
ma anterior, puede probarse usando los mismos argumentos que en este ultimo. Sin embargo,
aqui obtendremos el teorema 3.1.2 como consecuencia del teorema 3.1.1, lo que de paso, ilustra
la fuerza de este ultimo.
Necesitamos alguna terminologia previa. Dados un conjunto X y n € N, denotamos por

X" al conjunto de todas las funciones de I,, en X. Un elemento o € X" suele denotarse por

(x1,...,2,) donde, x; = «a(i); i € I,,. El conjunto X" se llama la n-ésima potencia de X y el
elemento (1, ...,x,) una n-upla de X. Con esta nueva terminologia, X2 no es otra cosa que
X x X.

Teorema 3.1.2. Sea X un conjunto. Dado a € X y funciones f, : X™ — X; para cada n € N;
existe una unica funcion ¢ : N — X tal que ¢(1) =a y ¢(n+1) = fu(o(1),...,0(n)).

Demostracion: Pongamos Y = |J X" y definamos F' : Y — Y como sigue: Si @ € X",

neN
entonces F'(a) es el elemento de X! definido por:

F(a)(i) =a(i) s i€l,
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y
Fla)(n+1) = fu(a). (1.2)
Note que F(a)|;, = a 'y que F(X™) C X"t
En fin, sea a* € X' definida por a*(1) = a. Por el teorema 3.1.1, existe una funcién

N —=Y tal que, (1) =a* y (n+ 1) = F(¢»(n)). En particular,

(n+ 1)1, =d(n). (1.3)

Definamos ¢ : N — X por ¢(n) = ¢(n)(n). Usando nuevamente induccién puede probarse
(hacerlo) que, ¢|;, = 1¥(n), de modo que por (1.2) y (1.3), ¢(n + 1) = F(¢(n))(n+1) =
fa((n)) = fu(élr,)- La unicidad de ¢ se sigue como en el teorema 3.1.1.

|

Teorema 3.1.3. Sea X un conjunto no vacio provisto de una ley de composicion . Para cada
funcion g : N — X existe una unica funcion £, : N — X tal que {,(1) = g(1) y {(n+ 1) =
E(n)xg(n+1).

Demostracion: Para cada n € N definamos f,, : X" — X por f,(z1, - ,2,) = 2, * g(n + 1).
Por el teorema 3.1.2 (con a = g¢(1)), existe una funcién £ : N — X tal que £(1) = ¢g(1) y
E(n+1)= fu(&(1), -+ ,€&(n)). La unicidad de & se sigue como en el teorema anterior.

|

Observaciones 3.1.4. a) De las demostraciones de los dos teoremas precedentes se tiene que
el teorema 3.1.1 implica el teorema 3.1.2 y que éste implica el teorema 3.1.3. Veremos ahora
que este tltimo implica el teorema 3.1.1, (de donde los tres teoremas son equivalentes). Para
ello, sea G el conjunto de todas las aplicaciones de X en si mismo, provisto de la ley de
composicién hx g = go h. Dada f € G sea g : N — G la aplicacién constante g(n) = f para
todo n € N. Por el teorema 3.1.3 existe una aplicacién £ : N — G tal que (1) = g(1) = f y
En+1)=¢&n)xg(n+1) = fo&(n). El lector verificard que la funcién ¢ : N — X definida
por (1) =ay ¢(n) =&(n—1)(a) (si n > 1) satisface los requerimientos del teorema 3.1.1.

b) En el teorema anterior pongamos ¢(i) = x;. Entonces, {,(2) = 1%, (3) = (21*x2)*x3,
£,(4) = [(w1 * x2) * 3] * 4; etc. Esto nos lleva a definir “el producto”zy * - - - * x,, como &,(n).

c) Sea (X, *) como en el teorema 3.1.3. Dada una aplicacién h : I, — X definimos h(1) *
ok h(n)=g(1)x---*xg(n) donde g : N — X es cualquier extensién de h. En el ejercicio 1 se

mostrara que esta definicion no depende de la extensién g de h usada.

Proposicién 3.1.5. Supongamos que en el teorema 3.1.3 x es asociativa, entonces cualesquiera

sean m,n € N se tiene que

g(1) s - glm+n) =[g(1) - glm)] * [g(m + 1) % - % g(m +n)].



36 CAPITULO 3. DEFINICIONES RECURSIVAS Y CONJUNTOS INFINITOS

Demostracion: Fijemos m € N y definamos h : N — X por h(n) = g(m + n). Debemos probar

que
g(1) - x g(m4n) = [g(1) % - - x g(m)] = [A(1) 5 - - - * h(n)],

lo cual es equivalente a mostrar que

§g(m +n) = & (m) x &(n), (1.4)

donde &, y &, vienen dadas por el teorema 3.1.3.

Fijemos m € Ny sea A el conjunto de aquellos n € N que satisfacen (1.4). Ya que &,(1) =
h(1) = g(m + 1), entonces &;(m + 1) = £,(m) * g(m + 1) = £,(m) * (1), lo cual prueba que
1eA

Supongamos ahora que n € A. Del teorema 3.1.3 se tiene,
Em+n+1)=Em+n)xgm+n+1)=I[{,(m)=*E(n)] *h(n+1)
porque n € A,y de la asociatividad de * se concluye que

Em+n+1)=¢E(m)*[En(n) * h(nx1)] =E(m) *&(n+ 1).

Asi, n+1 € Ay en consecuencia A = N. Es decir, (1.4) es vélida para cualquier n € N.
|

Ejemplo 3.1.6. Sea (X, *) = (K, +). Dada una funcién g : N — K existe (por el teorema
3.1.3) una unica funcién X, : N — K tal que £,(1) = g(1) y £,(n+1) = £,(n) + g(n+1). Esta

aplicacién ¥, serd llamada la serie asociada a g. También usaremos el simbolo

Zg(i)

para denotar al nimero g(1) +---+ g(n) = X,4(n). Dicho simbolo es llamado la sumatoria de

los g(i) desde 1 hasta n. Note que por la proposicién 3.1.5,

m—+n m

D9 =3 g0+ glm+i),

=1 =1

cualesquiera sean m,n € N. La tultima de estas sumatorias también suele denotarse por
m+n .
Zi:m—i—l 9(7).
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Ejemplo 3.1.7. Sea (X, *) = (K, -). Dada una funcién g : N — K, existe (por el teorema 3.1.3)
una tnica funcién P, : N — K tal que P,(1) = ¢g(1) y P,(n+ 1) = P,(n) + g(n + 1). También

usaremos los simbolos
n

g(1)---g(n), ] a0,
para denotar al nimero P,(n). Note que por la proposicién 3.1.5,

m+n m n

I 9G) =]]96G) + ] gtm+4),

=1 =1 i=1

cualesquiera sean m,n € N. La tultima de estas “productorias”también suele denotarse por
—+ .
H?infﬂ g(i).
Cuando g(n) = n para todo n € N, el producto [[;_, g(¢) es llamado el factorial de n y
es denotado por n!. Recuerde que por el teorema 3.1.3, los factoriales estan caracterizados por

las dos propiedades siguientes:
=1y (n+)!=nl(n+1).
Ejercicios.

1. Sea (X,*) como en el teorema 3.1.3 y sean ¢g,h : N — X aplicaciones tales que, para
algin p € N, ¢g(i) = h(i) sii € I,. Pruebe que g(1) *--- % g(p) = h(1) *--- x h(p). Ayuda.
Defina A={i€l,:g(1)*---xg(i) =h(1)*---xh(i)}.
2. Dadas g,h: N— K, a € Kyn €N, pruebe que:
) 2ialg(@) + h(@)] = 32, 9(i) + 3251, h(i).

b) 2liiiag(i) =ad i, g(i).
)
)

a

1> 9@ < 300 [9(0)].
Yorg(i) <> h(i) siog(i) < h(i) para todo i € N.

o

d

3. Dados z,y € K defina max{x,y} como el maximo del conjunto {z,y}. Pruebe que dada
una funcién g : N — K existe una tnica funcién M, : N — K tal que My(1) = ¢g(1) y
My(n+1) = max{M,(n), g(n+1)}. Pruebe también que M,(n) > g(i) paratodoi € I,.
El nimero M,(n) se suele denotar por max{g(1),---,¢g(n)} y se llama el maximo de

los nimeros g(1),--,g(n).
4. Pruebe un resultado anélogo al anterior, concerniente al minimo.

5. Defina g : N — K por g(n) = ny pruebe que > g(i) = n(n + 1)/2.
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6. Pruebe que n! < (n—1)n'sin € Nei<n.Aqui, 0! es, por definicién, igual a 1.

7. Dadosn € Ne 0 <i<n, definamos el nimero combinatorio

-0

para todo 1 <7 <n. Use induccién para concluir que (’:) €N paratodol <i<n.

Pruebe la identidad de Pascal:

3.2. Potenciacion y radicacion

Fijemos a € Ky definamos f : K — K por f(z) = ax. Por el teorema 3.1.1 existe una tnica
aplicacién ¢ : N — K tal que ¢(n+ 1) = f(¢(n)) = a- ¢(n). Note que ¢(2) = a-a = a? ¢(3) =
a’ - a = a®, etc. El elemento ¢(n) serd llamado la n-ésima potencia de a y serd denotado

por a™. Con esta nueva notacién tenemos

Teorema 3.2.1. Dados a € R positivo y n € N, existe un unico b € R positivo tal que O™ = a.

Este ntimero b es llamado la raiz n-ésima de a y serd denotado por a'/™ 6 {/a.

Demostracion: (Unicidad) Supongamos que existen b, ¢ € R positivos tales que b = a 'y ¢" = a.
Entonces, del ejercicio 3, b = c.

(Existencia) Si @ = 1 basta tomar b = 1. Supongamos ahora a > 1 y pongamos A = {z €
R : 2z > 0,2" < a}. Entonces A no es vacio porque 1 € A. También, a es cota superior de A.
En efecto, supongamos por el absurdo que existe z € A tal que z > a, entonces ™ > a” > a
(ver ejercicio 4), lo cual contradice la definicién de A y muestra nuestra afirmacién.

Pongamos b = sup(A) y notemos que b > 1. Probaremos que las relaciones b" > a y b" < a
llevan a contradiccion y por la ley de tricotomia se tendra b" = a.

Supongamos primero que b" < a. Por el ejercicio 7, existe p > 0 tal que
(b+¢)" —b" <pe paratodo e € [0,1]. (2.1)

Fijemos ahora a € Rtal que 0 < a < 1y a < (a — b™)/p (justifique la existencia de tal «). De
(2.1) se tiene que (b+a)” < b"+p a < a, lo cual dice que b+ a € A y contradice el hecho que

b es cota superior de A. Luego, la relacién b™ < a no puede ocurrir.
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Supongamos ahora que b™ > a. Por el ejercicio 7 existe ¢ > 0 tal que
b" — (b—¢)" < ge para todo € € [0,b]. (2.2)

Fijemos ahora f € Rtal que 0 < S <by 3 < (b" —a)/q. De (2.2), (b— ()" > 0" — qB > a, de
modo que (b — )" > z" para cada = € A. De aqui y el ejercicio 3, b — 3 > x para todo = € A,
lo cual dice que b — (3 es cota superior de A. Esto contradice el hecho que b es la mas pequena
cota superior de A y prueba que la relacion b™ > a no puede suceder. Esto termina la prueba
del caso a > 1

Supongamos en fin que a < 1. Ya que 1/a > 1, existe ¢ € R positivo tal que ¢ = a™! y el

resultado se sigue tomando b = 1/c.

|
Proposicién 3.2.2. Sean a,b € R positivos y sean m,n,p,q € N. Entonces:

a) (a'/™)" = (a™)V" = a.
b)(al/mM)/m = gl/mn,
c) (ab)'/™ = al/mpt/m.
4) (a/mym = (@)
e) (a™)V/" = (aP)? simq = np.
f) atmatnp)/ng — (gm)t/n(gryl/a,
g) 1M/ =1,

1/n.

Demostracion: a) Por definicién de rafz n-ésima, (a'/")" = a. Pongamos ahora x = (a")
entonces x es la raiz n-ésima de a”, de manera que x™ = a". De aqui y el ejercicio 3, z = a, lo
cual prueba la parte a).

b) Escribamos 2 = (a'/™)/™ e y = a'/™. Entonces 2™ = a'/", de donde (z")™ = a. Es
decir, ™" = a. Analogamente, y™" = a, de suerte que ™" = y™" y la parte b) se sigue del
ejercicio 3.

El resto de la prueba sera dejado a cargo del lector.

|

Dados a € Ry r € Q positivos, se define a” = (a™)"/", donde m,n € Ny r = m/n. Note
que de la parte e) de la proposicién anterior se tiene que esta definicién no depende de los
nimeros m,n tales que r = m/n. Con esta definicién las partes c), f) y g) de la proposicién

anterior pueden enunciarse como sigue.

Proposicién 3.2.3. Sean a,b € R y r,s € Q ndmeros positivos. Entonces, (ab)” = a"b",

a" =a"a® y 1" = 1. En particular (a")~' = (a7 1)".

Por tltimo, sea a € R positivo y defina a” = (a™')™" si r € Q es negativo. Dejamos a cargo

del lector verificar que la proposicién 3.2.3 permanece valida para r, s racionales cualesquiera.
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Ejercicios.

Sean a,b € Ky m,n € N.

10.

11.

12.

3.3.

Pruebe que ™" = a™ - a™, (a™)" = a™ y (ab)" = a"b".

Si a # 0 definimos a° = 1y a™ = (a~!)". Pruebe que el ejercicio anterior permanece

valido si a,b # 0 y m,n € Z. Concluya que (a")~! = (a7 1)".

Sean a,b > 0. Pruebe que b > 0 y use este hecho para ver que a > b si y s6lo si a™ > b".

Concluya que si y a? = bP para algin p € N, entonces a = b.

Pruebe que si a > 1, entonces a"*! > a™. Deduzca que @™ > a. Andlogamente, si 0 < a <

1, muestre que a"*! < a" < a.
Pruebe que b" —a™ = (b—a) Y, b" ‘a’ "t

Pruebe que si a # 1, entonces Y . a" ' = (1 —a")/(1 — a). Deduzca que Y i (1/2)" =
1—(1/2).

Si a > 0 pruebe la existencia de p,, g, € K positivos tales que (a + €)" — a" < p,e para
todo0 <e<1lya"—(a—e€)" < qgpe para todo 0 < e < a.

(Binomio de Newton) Pruebe que

(Desigualdad de Bernoulli) Pruebe que sin € Z conn > 0y a > —1, entonces (1 +a)™ >
1+ na.

Pruebe que 277! < nl.

Suponga b > 1 y muestre que [1 + (1/bn)]" < 1+ (1/b) + (1/b)?. Ayuda. Note que
(Mn~t < 1/it < 1/271 Concluya que (1+1/n)" < 3.

Pruebe que la proposicién 3.2.3 permanece valida si r, s € QQ son arbitrarios.

Equipotencia

Sean Ay B conjuntos. Diremos que A es equipotente a B (o que A y B son equipotentes),

denotado A ~ B, si existe una biyeccion f : A — B. Note que:
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E;) A~ Aya que idy es una biyeccién de A en si mismo.
E,;) Si A ~ B, entonces B ~ A, porque la inversa de una biyeccion es una biyeccién.

E;) Si A~ By B ~ C, entonces A ~ C porque la composicién de funciones biyectivas es

biyectiva.

En otras palabras, la relacion de equipotencia entre conjuntos es una relacion de equivalencia
(ver seccién 1.3).

Recordemos que I,, denota el conjunto {1,2,--- ,n}. Un conjunto A se dice finito si A es
vacio o si es equipotente a [, para algin n € N. En caso contrario, se dice que A es infinito.

Observacion: Por Ey), I, es finito para cada n € N. Ademds, por Ej3) se tiene que si A ~ B,
entonces A es finito si y sélo si B es finito.

Veremos en un ejercicio mas adelante que si I, ~ I,, entonces p = ¢q. Esto permite definir
el cardinal de un conjunto finito no vacio A, denotado ¢(A), como aquel entero positivo n tal
que A ~ I,,. En este caso se dice que A tiene n elementos. También pondremos ¢(()) = 0.

Un conjunto equipotente a N se dird infinito numerable, y un conjunto finito o infinito

numerable se dir4d numerable.
Proposicién 3.3.1. Todo subconjunto de I, es finito.

Demostracion: Sea A el conjunto de aquellos n € N tales que todo subconjunto de I,, es finito.
Bastara ver que A es inductivo.

Ya que los tinicos subconjuntos de I; son () e I, se concluye que 1 € A. Supongamos ahora
que n € Ay fijemos B C I,,,1. Debemos probar que B es finito, para lo cual consideramos dos
casos. Sin+1 ¢ B, entonces B C I, y en consecuencia B es finito porque n € A. Sin+1 € B,
entonces B = CU{n+ 1} donde C'= BN [, es un subconjunto de I,,. Luego C' es finito. Sea k
tal que C' es equipotente con I. Dejamos a cargo del lector mostrar que B es equipotente con

Tiy1.
[ |

Proposicién 3.3.2. a) Si B C A y A es finito, entonces B es finito.
b) Si f: A— B esinyectiva y B es finito, entonces A es finito.
c) Si f: A— B es sobreyectiva y A es finito, entonces B es finito.

Demostracion: Ejercicio.
Notemos que la parte a) de la proposicién anterior dice que si un conjunto A contiene un

subconjunto infinito, entonces A es infinito.

Proposicién 3.3.3. Si A y B son conjuntos finitos, entonces AU B es finito y ¢(AU B) +
c(ANB) =c(A) + ¢(B).
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Demostracion: Primero trataremos un caso particular y luego el general.

Caso ANB=1. Sean f: A — I,, g: B— I, biyecciones, donde n = ¢(4) y m = ¢(B), y
definamos h: AU B — [,,,,, por
h(z) = f(x) six e A,
h(z) = n+g(x) sizeB.
Como A y B son disjuntos, h esta bien definida. Ademads, h es obviamente inyectiva.
Fijemos ahora p € I,,,1,. Si p < n, entonces p = f(z) para algin = € Ay asi, p = h(z).
Mientras que si p > n, entonces p = n+1 para algin ¢ € Ny como p < m +n concluimos
que i € I,,. Luego i = g(z) para algin x € B, de suerte que h(z) =n+g(z) =n+1=p.

Esto muestra que h es sobreyectiva y prueba el primer caso.

Caso General. Notemos primero que AUB =AU (B\ A) y que AN (B\ A) = . Del caso
precedente (con B\ A en lugar de B) se tiene que AU B es finito y que ¢(AU B) =
c(A) +¢(B\ A). Pero B es la unién disjunta de AN B con B\ A y aplicando el caso

precedente una vez més, se tiene que ¢(B) = ¢(AN B) + ¢(B\ A). De esto y lo anterior
obtenemos que ¢(AU B) =c¢(A) +c¢(B\ A) = c¢(A) +¢(B) — c¢(AN B).

Ejercicios.

1. Sea A un conjunto. Pruebe que si z,y € A, entonces A\ {z} y A\ {y} son equipotentes.
Concluya que si A ~ B, entonces A\ {z} ~ B\ {y} cualesquiera sean x € A e y € B.

2. Pruebe que no existe una funcién sobreyectiva de A en P(A). En particular, Ay P(A) no
son equipotentes. Ayuda. Dada f : A — P(A) defina B={x € A:x ¢ f(x)} y pruebe
por el absurdo que B ¢ f(A).

3. Pruebe que N es infinito.

4. Sea B un subconjunto finito de un conjunto A. Pruebe que B U {a} es finito cualquiera
sea a € A.

5. Pruebe que no existen aplicaciones sobreyectivas de I, en I,,4,; p,n € N. (Ayuda. Use

induccién en p). Concluya que si f : I, — I, es sobreyectiva, entonces g < p.
6. Pruebe que si [, ~ I, entonces p = q.

7. Sean Ay B conjuntos finitos. Pruebe que A ~ B si y sélo si ¢(A) = ¢(B).
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Sea {E, : n € N} una familia de subconjuntos infinitos de N. Pruebe que existe una
aplicaciéon h : N — N tal que h(n) < h(n+1) y h(n) € E, para cada n € N. Ayuda.
Aplique el teorema 3.1.2 al caso en que X = N, a es el primer elemento de E; y f, :
N™ — N viene definida como sigue: f,(«) es el primer elemento de {z € F,; : x >

«(t) para todo i € I,,}.

Sea A un conjunto infinito. Pruebe que si B C A es finito, entonces A \ B es infinito. En
particular, A\ B # 0.

Pruebe que un conjunto A es infinito si y sélo si A es equipotente con alguno de sus

subconjuntos propios.
Sean A, B finitos. Pruebe que A ~ B siy s6losi A\ B ~ B\ A.

Sea f : A — B una biyeccién entre dos subconjuntos finitos de un conjunto X. Pruebe que
existe una biyeccién F': X — X tal que F(z) = f(z) para todo x € A. Ayuda. Observe
que AUB = AU(B\)A = BU(A\ B). Muestre que existe una biyeccién g : B\A — A\ B
y con esto construya una biyeccién de h: AU B — AU B tal que h(z) = f(z) si z € A.

Sean n € N, ¢ € I, y F; la familia de aquellos subconjuntos de I,, que tienen cardinal igual
a i. Pruebe que ¢(F;) = (7)) y use el binomio de Newton para concluir que ¢(P(1,)) = 2.

Deduzca que ¢(P(A)) = 2", si A es un conjunto finito con ¢(A) = n.

Sea A un conjunto finito el cual es unién de una familia de subconjuntos {Ay,---, A,}

dos a dos disjuntos. Pruebe que ¢(A4) = Y"1 ¢(4,;).

Pruebe que el cardinal del conjunto F de todas las funciones de I, en I, posee ¢” elementos.

Ayuda. Use induccién en p.

* Muestre que el conjunto F de todas las funciones de un conjunto A en {1,2} es equipo-

tente a P(A).

3.4. Numerabilidad.

Recordemos que un conjunto equipotente a N se dice que es infinito numerable, y un conjunto

finito o infinito numerable se dice que es numerable.

Proposicién 3.4.1. Todo subconjunto de N es numerable.

Demostracion: Sea A C N. Si A es finito no hay nada que probar. Supongamos ahora que A es

infinito y para cada n € A definamos A, = {z € A:z > n}. Como AN I, es un subconjunto
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del conjunto finito I,,, entonces AN I, es finito para cada n € N (ver proposicién 3.3.1). Como
A= A,U(ANI,), entonces A, es infinito para todo n € N; pues de lo contrario, A serfa finito
al ser la unién de dos conjuntos finitos. En particular A, # () para todo n € N. La idea para
construir una funcion sobreyectiva de N en A es sencilla. Queremos definir, para cada n € N,

un elemento a, en A como sigue:

a; = primer elemento de A

az = primer elemento de {x € A: = > a1}

az = primer elemento de {x € A: x > ay}
any1 = primer elemento de {x € A: x> a,}

Una vez hecho esto, definimos h(n) = a,, y afirmamos que h es la biyeccién buscada. Note que
a; < ap < -+ < a, < ---, asl que h es inyectiva. Ahora mostraremos que h es sobreyectiva.
Observe primero que n < a, para todo n € N. Razonando indirectamente, si A no fuera
sobreyectiva y b es el primer elemento de A\ h[A], entonces se muestra facilmente que a,, < b
para todo n € N y esto contradice que b < ay.

Ahora bien, ;Como podemos formalizar el argumento anterior? El teorema 3.1.1 es pre-
cisamente la herramienta adecuada para este fin. Sea a el primer elemento de A y definamos
f A — A poniendo f(n) = primer elemento de A,,. Por el teorema 3.1.1, existe una tnica
funcién ¢ : N — A tal que ¢(1) =ay ¢p(n+1) = f(é(n)). Ya que f(x) € A, se tiene f(z) >z
para cada z € A, de modo que ¢(n + 1) > ¢(n). De aqui se sigue que ¢ es inyectiva (ver el
ejercicio 12 de la seccién 2.3).

Supongamos por el absurdo que ¢ no es sobreyectiva y sea b el primer elemento de B :=
N\¢(A). Yaque a ¢ B tenemos b > ay deaqui C := {x € A: x < b} no es vacio. Por el ejercicio
6 de la seccién 2.3, C' posee un elemento maximo que denotamos por ¢ y como ¢ < b tenemos
que b € A.. En particular, f(c) < b. Si fuera f(c) < b tendriamos que f(c) € C, de modo que
f(c) < c. Esto contradice el hecho que f(x) > x para todo x € A y prueba que b = f(c). Por
otra parte, ¢ ¢ B ya que ¢ < by b es el primer elemento de B, luego ¢ € ¢(N). Podemos escribir
entonces ¢ = ¢(m) para algin m € N, de donde ¢(m + 1) = f(¢(m)) = f(c¢) = b. Es decir,
b € ¢(N) y esta contradiccién termina la prueba.

|

Proposicién 3.4.2. Un conjunto no vacio A es numerable si y sélo si existe una funcion
inyectiva f : A — N. En consecuencia, si exviste un conjunto numerable B y una funcion

wmyectiva f: A — B, entonces A es numerable.

Demostracion: Si A es numerable, entonces existe una biyecciéon g : A — [, para algin n € N o
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existe una biyeccién g : A — N. En cualquiera de los dos casos, la funcién f : A — N, definida
por f(x) = g(z), es una inyeccion.

Reciprocamente, si f : A — N es una inyeccién, entonces por la proposiciéon 3.4.1, f(A)
es numerable y en consecuencia A también lo es, porque la funcién g : A — f(A) dada por
g(z) = f(x) es una biyeccion.

La demostracién de la segunda afirmacién la dejamos a cargo del lector (ver ejercicio 1).

|

Proposicién 3.4.3. N x N es numerable.

Demostracion: De acuerdo a la proposicién precedente, bastard ver que la funcion f : NxN — N

dada por f(p,q) = (p+gq—1)(p+q—2)+2g; es inyectiva. Note que f(p,q) € Zy f(p,q) > 2q,
de modo que f(p,q) € N. Es decir, f estd bien definida.
Sean (a,b), (p,q) € Nx N con (a,b) # (p,q) y consideremos los tres casos siguientes:

i) a4+ b= p-+q. En este caso, b # ¢ (puesto que en caso contrario se tendria (a,b) = (p, q))
y fla,b) = f(p,q) = 2(b—q) # 0. Asf, f(a,b) # f(p,q).

ii) a+b > p+q. En este caso definimos r = (a+b) — (p+¢) y notamos que f(a,b)— f(p,q) =
r2p+2¢—3+7r]+2b—q) >2p+2¢—2+2(b—q) =2(p+b—1) > 2, porque r > 1.
Luego f(a,b) > f(p,q).

ili) a +b < p+ q. Igual que antes se tiene f(a,b) < f(p,q).

|
Sea f la funcion definida en la prueba de la proposicién 3.4.3 y considere la funcién g :
N x N —=N; g(p,q) = f(p,q)/2. Dejamos como ejercicio al lector mostrar que g es biyectiva.

Explicaremos a continuacion el significado de la funcién g. Comenzaremos diciendo que los
elementos de N x N suelen representarse en la siguiente forma cuadrangular:

(1v 1)? (1’ 2)7 T (17 S)a

(271)7 (272)7 Ty (273)7

(57.1)? (87.2)> T <3>‘S>7

Pero para “numerarlos”, se ided el siguiente arreglo diagonal:
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La funcién g asigna a (1,1) el numero 1; a (2,1), (1,2) los ntimeros 2, 3 respectivamente; a
(3,1), (2,2), (1,3) los ntimeros 4, 5, 6 respectivamente, etc.

Para ser més precisos, sea Dy la diagonal formada por (s,1), (s —1,2), ..., (1,s) y notemos
que D, tiene s elementos. Asi, el nimero n de elementos en las diagonales anteriores a D, es
142+ -+(s—1) = (s—1)s/2. En consecuencia, g(s,1) = n+1, g(s—1,2) =n+2,--- ,g(1,s) =
n+ s. Es decir, g(p,q) =n+q, si (p,q) € Ds. Pero (p,q) € Dgsiysélosip+qg=s+1,y esto

termina la construccion de g.
Proposicién 3.4.4. El producto cartesiano de dos conjuntos numerables es numerable.

Demostracion: Ejercicio.
|
Sean A, I conjuntos. Una familia {X;};c; de subconjuntos de A se dird numerable si [
es numerable. Cuando I = {1,--- ,n}, la unién y interseccién de esa familia serd denotada

respectivamente por
n n
i=1 i=1

Mientras que si I = N, usaremos los simbolos

i=1 i=1

Proposicién 3.4.5. Sea {X;}ic; una familia numerable de subconjuntos numerables de un

conjunto A. Entonces |J;.; Xi es numerable.

Demostracion: Podemos suponer que cada X; no es vacio (Justificar). Para cada ¢ € I pongamos
B; = X; x{i}. Sea B :=J

3.4.2 sabemos que, para cada i € [, existe una funcion inyectiva f; : B; — N. Defina F' :

.1 Bi- Mostraremos primero que B es numerable. Por la proposiciéon
B — N x I mediante F(x,k) = (fx(z),k). Para ver que F' estd bien definida, note que si
(x,k) € B, entonces existe un (inico) natural k tal que (x,k) € By, de modo que x € By y
por lo tanto fi(x) estd definido. Afirmamos que F es inyectiva. En efecto, supongamos que
F(z,k) = F(y,j). Entonces k = j y fi(z) = fi(y) = fx(y), de donde = = y, porque f es
inyectiva. De aqui, F' es inyectiva. Ahora bien, por la proposicién 3.4.4, N x [ es numerable, y
finalmente por la proposicién 3.4.2 concluimos que B es numerable.

Para concluir, observe que la funcién 7 : B — J..; X; dada por 7(z, k) = x es sobreyectiva

icl
(justificar) y el resultado se sigue del ejercicio 1.

Proposicién 3.4.6. Z y Q son numerables.
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Demostracion: Sabemos que Z es la unién de tres conjuntos numerables (N, {0} y —N) y en
consecuencia, Z es numerable. En particular, Z x (Z \ {0}) es numerable y como la funcién
f:Z x (Z\ {0}) — Q dada por f(m,n) =m/n; es sobreyectiva, se sigue del ejercicio 1 que Q
es numerable.

|

Ejemplo 3.4.7. Un conjunto no numerable. El ejemplo tipico de un conjunto no numerable es
P(N). En efecto, por el ejercicio 2 de la seccién 3.3 sabemos que N y P(N) no son equipotentes
y es claro que P(N) no es finito (por ejemplo, contiene los conjuntos de la forma {n} para
cada n € N), por lo tanto P(N) no es numerable. A continuacién daremos una demostracién
diferente de este hecho.

Considere el conjunto A formado por todas las funciones de N en {0,1}. A cada X C N le
asociamos una funcién gx : N — {0, 1} de la manera siguiente: gx(n) = 1sin € X y gx(n) =0
sin € X. Considere la funciéon F : P(N) — A dada por F'(X) = gx. Dejamos a cargo del lector
interesado el demostrar que F' es una biyeccién y en consecuencia A y P(N) son equipotentes.

Ahora mostraremos que A no es numerable. Basta mostrar que si ® : N — A es una funcion,
entonces ® no es sobreyectiva. Para facilitar la lectura denotaremos ®(n) por f,. Definamos
f N —{0,1} de la siguiente manera: f(n) =0si f,(n) =1y f(n) =1si f,(n) =0. Es claro
f € Apero f # f, para cada n € N, de modo que f no pertenece al rango de ®. Lo cual dice

que ® no es sobreyectiva y con esto termina la demostracion.

Una vez que se tiene a la mano un conjunto no numerable, como el descrito en el ejemplo
anterior, la proposiciéon que veremos a continuacién provee un método para mostrar que un
conjunto no es numerable. Por ejemplo, puede ser usada para mostrar que R no es numerable

(ver secci6n 4.11).

Proposicién 3.4.8. Sean A, B conjuntos. Si A no es numerable y existe una funcion inyectiva

f:A— B, entonces B no es numerable.

Demostracion: Es una consecuencia directa de la proposicién 3.4.2.

Ejercicios.
1. a) Pruebe quesi f: A — B esinyectiva y B es numerable, entonces A es numerable.

b) Pruebe quesi f : A — B essobreyectiva y A es numerable, entonces B es numerable.

2. Pruebe que n(n + 1) es par para cada n € N. Concluya que f(p,q) es par, donde f es la
funcion definida en la prueba de la proposicién 3.4.3. Muestre que la funcién g : NxN — N

dada por ¢g(p,q) = f(p,q)/2 es biyectiva. Ayuda. Pruebe que g(N x N) es inductivo.
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3. Pruebe que la funcién h : N x N — N definida por h(p,q) = 2737 es inyectiva. Ayuda.

Note que 3" es impar para cada n € N.

4. Pruebe que si A es infinito, entonces existe una funcién inyectiva h : N — A. Ayuda. Sea
F la familia de todos los subconjuntos finitos de A. Por el axioma de elecciéon podemos
fijar un elemento xg € A\ B, para cada B € F. Use el teorema 3.1.1 para encontrar una
funcién g : N — F tal que g(1) =0y g(n+ 1) = g(n) U {z4n}. Defina h : N — A por
h(n) = x4(n)-

5. Demuestre la proposicién 3.4.4.

3.5. R no es numerable.

En esta seccion mostraremos que R no es numerable. Usaremos el siguiente resultado que
es importante por si mismo. Recordemos que un intervalo cerrado [a,b], donde a < b, es el
subconjunto de R formado por los numeros reales = tales que a < = < b. Se dice que el

intervalo [a, b] no es degenerado cuando a y b no son iguales.

Teorema 3.5.1. (El teorema de los intervalos encajados de Cantor) Sea I, = [an,by], con

a, < by, un intervalo para cada n € N. Suponga que 1,1 C I, para todo n € N. Entonces

N, I # 0.

Demostracion: Como por hipétesis I,,.1 C I,,, entonces se tiene que
anp, S Qp+1 S bn—l—l S bn (51)

Por lo tanto
ap < ap < - <Ay Sy <0 <

Sea B el siguiente conjunto
B ={b,: neN}

De (5.1) se tiene que cada a, es una cota inferior de B. Por consiguiente B tiene infimo, sea z
el infimo de B. Por la misma razén tenemos que a,, < z para todo n. Por lo tanto a, < z < b,,.
Esto muestra que z € I,, para todo n, es decir, z € (), I,

|

Teorema 3.5.2. R no es numerable.

Demostracion: Mostraremos que si f : N — R es una funcién, entonces f no es sobreyectiva.
Para esto construiremos, para cada n € N, un intervalo cerrado y acotado I,, con las siguientes

propiedades:
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(i) In41 C I, para todo n € N,

(ii) f(n) ¢ I, para todo n € N.

Supongamos por un momento que hemos definido una colecciéon de intervalos con esas
caracteristicas. Por el teorema 3.5.1 existe r € [, I,,. Por la condicién (ii) se tiene que r # f(n)
para todo n € N. Por consiguiente, f no es sobreyectiva.

Ahora indicaremos cémo construir una sucesion de intervalos con las propiedades (i) y (ii).
Comencemos por elegir un intervalo cerrado I; tal que f(1) & I. Por ejemplo, I; podria ser
[f(1) + 1, f(1) 4+ 2]. Supongamos que I; ha sido construido para cada k < n y tal que (i) y
(ii) son satisfechas. Entonces para definir 1,1 observe que es posible encontrar un intervalo
cerrado no degenerado J C I, tal que f(n+ 1) € J. Defina I,,,1 = J.

|

Ejercicios.
1. Muestre que todo intervalo no degenerado no es numerable.

2. Muestre la afirmacion hecha al final de la demostracion del teorema 3.5.2. Es decir, si [
es un intervalo cerrado no degenerado y x € R cualquiera, entonces existe J C [ intervalo

cerrado no degenerado tal que = & J.
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Capitulo 4

Sucesiones y Series

En este capitulo introducimos los conceptos fundamentales de convergencia de sucesiones
y series y estudiamos sus relaciones con las operaciones algebraicas y con el orden usual de
R. En la seccién 4.8 se prueba la completitud de R, el cual es quizas, el resultado tedrico mas
importante del capitulo. Este resultado dice que toda sucesién de Cauchy de ntimeros reales,
converge.

En la dltima seccion, introducimos la nocion de red. Este concepto generaliza la nocion de
sucesion, y serd utilizado en el estudio de las integrales impropias (su lectura puede posponerse

hasta para cuando se estudie la seccién 8.6).

4.1. Sucesiones y convergencia de sucesiones.

Las nociones de convergencia y de limite se basan en el concepto més elemental de distancia.
Sean z,y € R. El nimero |z — y| se conoce como la distancia de x a y. Esta distancia satisface

la propiedad (o desigualdad) triangular. Es decir,
\x—z\glx—y\—i—\y—z\, mayszR-

En efecto, basta notar que, x — z = (z — y) + (y — z), y aplicar la proposicién 2.8.3.

Dados a,r € R con r > 0, definimos el entorno (vecindad) de centro a y radio r;
denotado provisionalmente por E(a,r); como el conjunto de aquellos puntos (elementos) de R
cuya distancia a a es menor que r. En simbolos, E(a,r) = {z € R : |z —a| < r}. Por la
proposicién 2.8.2 tenemos que, x € E(a,r) siy sélosia—r < x < a+r. Por esta razén, E(a,r)
se denota mas comunmente por (a —r,a + ) y se llama el intervalo de centro a y radio r.

Sea A un conjunto no vacio. Toda aplicacion f : N — A, serd llamada una sucesion de A.
Usualmente, una sucesion f suele indicarse con el simbolo {x,},, donde z, = f(n). Laletran, en
esta notacion es “muda”, en el sentido que podemos usar otras letras como i, j, k, m etc. A veces,

abusando un poco de la notacién, se escribe simplemente {x,} en lugar de {z,},, pudiendo

o1
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confundirse {z, } con un conjunto de solo elemento, en estos casos el contexto indicard si estamos
hablando de una sucesién.
Sea {x,}, una sucesién de R. Diremos que {z,}, es convergente si existe a € R con la

siguiente propiedad: Para cada € > 0 existe ng € N tal que
|z, —al <e si n>ng.

Esto equivale a decir que, para cada € > 0 existe ng € N, tal que x,, € (a —€,a + ¢€), cuando
n > ng. En este caso, también se dice que {z,}, converge 6 tiende a a. El natural ng, de esta
definicion, depende en general del valor que tome €, y serd més grande mientras mas pequeno

Sea €.

Ejemplos 4.1.1. 1. Sea z, = 1/n, n € N. Afirmamos que {x,}, converge a 0. En efecto,
fijemos € > 0. Por la propiedad arquimediana de R (ver proposicién 2.5.1), existe n; € N

tal que n; > 1/e. Por lo tanto, |1/n| < € para todo n > nj.

Maés generalmente, para cada z € R se tiene que la sucesién z,, = z/n converge a 0.

2. Si0 < z < 1, entonces la sucesién x,, = 2™ converge a 0. Para ver esto, primero observemos
que al multiplicar por z ambos lados de la desigualdad z < 1 obtenemos que 22 < z y en
general se cumple que

0<z" << o< <z< (1.1)

Esto sugiere que la sucesién {x,}, “tiende” a inf{z" : n > 1}. En efecto, para simplificar
la notacién, sea a := inf{z" : n > 1}. De las propiedades del infimo (proposicién 2.6.2)
se tiene que dado € > 0, existe n; € N tal 2™ < a + €. Usando (1.1) se concluye que
2" < a+ € para todo n > ny. Como a < 2" para todo n, entonces |z" — a| < € si n > n;.
Es decir, {z,}, converge a a.

n+1

Finalmente mostraremos que a = 0. Notemos que a/z < z", pues a < z para todo

n € N. Por lo tanto a/z < a y de aqui se tiene que a(l — z) < 0. Como z < 1, entonces

a <0y por lo tanto a = 0 (por la tricotomia).

Para indicar que una sucesién {z,}, de R converge a a € R, usaremos cualquiera de los

siguientes simbolos:
T, — a, que se lee: x,, tiende a a.
a = lim,_ . x,, que se lee: a es el limite de x,, cuando n tiende a infinito.

En lo que sigue, {x, }n, {yn}. denotardn sucesiones de R. La préoxima proposicién dice que

si una sucesion es convergente, entonces converge a un sélo ntmero.
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Proposicién 4.1.2. Si {x,}, converge a a € R y también converge a b € R, entonces a = b.

Demostracion: Supongamos a # by definamos € = |a — b|/2. Ya que € > 0y {z,}, converge a
a, existe ng € N tal que |z, — a| < €, si n > ng. Por la misma razdn, existe my € N tal que
|z, — b|] <€, si n > mg. Escojamos k € N tal que k > ng y k > mg (por ejemplo k = mg + ng),
entonces |ry — a| < €, |xy —b| < €, y por la propiedad triangular, |a — b| < |a — x| + |z — b] <
€+ €= 2¢ = |a—b|. Por lo tanto, |a — b] < |a — b| y esto contradice la ley de tricotomia y
termina la prueba.

|

Ahora introduciremos algunas nociones que seran ttiles para todo lo que sigue. Sea a € R
y definamos z,, = a, para cada n € N. La sucesién {z,}, es llamada la sucesién constante
de valor a. El lector comprobara que ella converge a a.

El conjunto {x, : n € N} se llama el rango de la sucesién {z,}, (observe la diferencia
en la notacién). Por ejemplo, el rango de la sucesién {1/n} es el conjunto {1/n: n € N}. Y el
rango de la sucesion {(—1)"} es {—1,1}.

Si el rango de una sucesién es un conjunto acotado, diremos que la sucesién {z,}, es
acotada. En otras palabras, {z,}, es acotada, si existe M > 0 tal que |z,| < M para todo
n € N. Para ver la importancia de concepto, basta notar que toda sucesién convergente es
acotada (ver ejercicio 5)

Sea {z,}, una sucesion y m € N, usaremos el simbolo {z,},>mn para denotar la sucesién
dada por la funcién f(k) = zpyk—1, k € N.

Ejercicios.
1. a) Seam,= gzzig Pruebe que x,, — 7/3.
b) Seax, = ﬁ Pruebe que x,, — 0.

2. Suponga que {x,}, es convergente. Pruebe que dado € > 0 existe ng € N tal que, |z, —

xn| < 2€, si n,m > ng. Deduzca que {(—1)"} no es convergente.

3. Pruebe que si z,, — a, entonces |z,| — |a]. Dé un ejemplo donde el reciproco falla. Sin

embargo, se tiene que z,, — 0 si y sélo si |z, | — 0.
4. Sea {z,}, una sucesién y ng € N. Pruebe que

a) {xn}n es convergente siy sélo si {x,, }n>n, €s convergente.

b) {x,}. es acotada siy sélo si {x,, }n>n, €s acotada.

5. Pruebe que toda sucesiéon convergente es acotada.
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6. Pruebe que si z, — 0 e {y,}, es acotada, entonces z,y, — 0.

7. Sea A C R no vacio y acotado superiormente y sea b € R una cota superior de A. Pruebe

que b = sup(A) si y sélo si existe una sucesiéon {x,}, de A que converge a b.

4.2. Operaciones algebraicas entre sucesiones

En el conjunto de sucesiones de R podemos introducir operaciones algebraicas de suma,
resta, multiplicacién y divisién. Més precisamente, dadas sucesiones {x,, }n, {yn}n de R, defini-
mos nuevas sucesiones de R por: {z,, + Yn}tn, {Tn — Yntn, {Tn¥n}n- Si yn # 0 para todo n € N,
también definimos la sucesién cociente {z,/y,},. Si {x,}, es la sucesién constante de valor
A, entonces la sucesién {x,y, }, se denota por {Ay, },.

El objetivo de esta seccion es demostrar el siguiente resultado.
Proposicién 4.2.1. St z, — a ey, — b, entonces
i) Tp+ Yy — a+0,
i) Az, — Aa, cualquiera sea X € R,
ii1) Ty, — ab,
) Tn/yn — a/b, st y, # 0 para todon € N y b # 0.

La demostracion de esta proposicion la daremos al final de esta seccion pues se deducira de
algunas propiedades que poseen las operaciones entre numeros reales. Sean a, b, ¢, d nimeros
reales. Es intuitivamente claro que si a y b estan cerca en la recta y también lo estan c y d,
entonces a+cy b+d deben estar cerca. Algo similar ocurre con las otras operaciones algebraicas
en R. En esta secciéon mostraremos rigurosamente estos hechos que pueden resumirse diciendo
que las operaciones algebraicas en R son continuas (el significado preciso de esta expresién se
aclarard mas adelante).

Recordamos que dados conjuntos A; B C R, se define A+ B={x+y: € A,y € B}y
A-B={z-y:x€ A, ye€ B}

Proposicién 4.2.2. Sean a,b,r,s,€ R con r,s > 0. Entonces
i) (a—r,a+r)+(b—s,b+s)C(a+b—(r+s),a+b+(r+s)),
ii) (a—r,a+71)-(b—3s,b+s)C (ab— p, ab+ p); donde p := r|b| + s|a| + rs,

iii) Sean a,r € R tales que 0 <r < |a| y sea p = r/||a|(|la|—7)]. Six € (a—7r,a+7), entonces
r#0yxte(a!—p al+p).
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Demostracion: i) Sean « € (a —r,a+r) ey € (b—s,b+ s). Entonces |[x —a| <ry |y —0b| <s.
Note (z+y) — (a +b) = (x — a) + (y — b), luego por la desigualdad triangular obtenemos

(z+y)—(a+b)| <|z—a|+|y—bl <r+s.
A fin de probar ii), invitamos al lector a verificar previamente la siguiente identidad:
zy —ab= (z —a)b+aly —b) + (x — a)(y — b). (2.1)

Ahora fijemos x € (a —r,a+7r) ey € (b—s,b+ s). Usando (2.1) y la desigualdad triangular
obtenemos

< |(z —a)b|+ |aly = b)| + |(z — a)(y — b)]

= |z —al[b] +lally — b + |z — ally — 0]

< rlb| + |als + rs.

|2y — abl

Para mostrar iii), sea © € (a —r,a 4+ 1), esto es, |[a — z| < r. Como a = = + (a — z), por la

desigualdad triangular, se tiene que |a| < |z| 4+ r. De aqui,
|z| > |a| —r >0, (2.2)

de donde, x # 0. Por otra parte, 1/z — 1/a = (a — z)/az, asi que,

|z — al r

ot = =
alle] = Talle

y usando (2.2), tenemos que z7' < (la| — r)~!. Y de aqui

_1 r

lz7t —a <

lal(la] =)

Esto prueba iii).

Proposicién 4.2.3. Sean a,b,e € R con € > 0, entonces:
i) Existen r,s > 0 tales que, (a —r,a+7r)+ (b—s,b+s) C(a+b—€c,a+b+e),
ii) Existen r,s > 0 tales que (a —r,a+r)-(b—s,b+s) C (ab—¢€,ab+¢),

ii1) Sean a,e € R tales que, a # 0 y € > 0. Existe 1 > 0 tal que si x € (a — p,a+ u), entonces
r#0yxrte(a!—ealt+e).

Demostracion: La parte i) se sigue de la proposicién 4.2.2(i) tomando (por ejemplo) r = s = €/2.
Para probar ii), comencemos tomando 0 < r < 1, tal que r < ¢/(Ja|] + [b] + 1) y sea s = r.
Entonces

rlbl + sla| +r-s=rlla| + 6] + 7] < rfla] + |b] + 1] <€
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y el resultado se sigue de la proposicion 4.2.2(ii). La parte iii) se sigue de 4.2.2(iii), eligiendo
p € R de modo que, 0 < u < |a| y p < €lal?/(1 + €|al). Note que esta tltima desigualdad es
equivalente a p/[|al(Ja] — )] <e.

|

Ahora ya tenemos las herramientas necesarias para demostrar 4.2.1.

Demostracion de la proposicion 4.2.1. La parte i) serd dejada como ejercicio. Para ver ii),
observe que ii) es un caso particular de iii) tomando {y, }, la sucesién constante A. Para probar
iii), fijemos € > 0 y recordemos que por la proposicién 4.2.3, existen r, s > 0 tales que
(a—ra+1r)-(b—s,b+s) C (ab—e€ ab+e). (2.3)

Ya que x,, — a, existe n; € N tal que

T, € (a—r,a+71) st n>n;. (2.4)
Por el mismo argumento, existe ny € N tal que

Yn € (b—s,b+5s) si n>ns. (2.5)

Pongamos ny = méax{ni,ns} y sea n > ng (n € N). Ya que n es mayor que n; y ng
simultdneamente, entonces (2.4)-(2.5) son validas al mismo tiempo y, por (2.3), tenemos que
Ty - Yn € (ab — €,ab + €). Esto termina la prueba de iii).

Ya que z,,/yn, = x,(1/yy,), iv) se seguird de iii) si probamos que 1/y,, — 1/b. Para ello, fijemos
e > 0 y recordemos que por la proposicién 4.2.3, existe u > 0 tal que, si x € (a — p,a + p),
entonces ¥ # 0y 27! € (a7 —¢,a7' +¢). Como y,, — b, existe ng € N tal que, y, € (b—p, b+ pu)
sin > ng. De aqui, y,' € (b™' —€,b7! +€) sin > ny.

|

Ejercicios.
1. Sean a,b € R. Pruebe que si a # b, existe € > 0 tal que, (a —e,a+¢€)N(b—¢,b+¢€) = 0.

2. Dé una interpretacion geométrica de la identidad (2.1) usada en la proposicién 4.2.2, como

la diferencia del drea de dos rectangulos.

3. Sean a,b,c,d € Rcona < by c < d. Denotaremos por (a,b) el conjunto {xr e R:a <z <
b}, por (—oo,a) el conjunto {x € R: z < a} y por (a,+00) el conjunto {z € R : a < z}.
Muestre que

(i) (a,+00) + (¢, +0) = (a+ ¢, +00),
(ii) (—o0,a) + (—o00,c) = (—00,a+ c¢),
(iii)* (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d).
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4.3. Propiedades de las sucesiones convergentes.

En esta seccion mostraremos algunas propiedades de las sucesiones convergentes relativas
al orden de R.

Proposicién 4.3.1. i) Six, —ayx, >0, para cada n € N, entonces a > 0,
it) St x, — a, Yy, — b y x, >y, para cada n € N, entonces a > b.

Demostracion: i) Supongamos, por reduccién al absurdo, que a < 0y sea € = —a/2. Ya que
x, — a, existe ng € N tal que |z, —a| < €, si n > ng. Pero x,, —a > 0 porque z,, > 0 y estamos
suponiendo que a < 0. De aqui, x, —a < € paran > ng, y en consecuencia, r, < a+e =a/2 <0,
si n > ng. Esto es imposible, pues por hipdtesis x,, > 0, para todo n € N. Con esto termina la
prueba de i).

ii) Observemos que a partir de la proposicién 4.2.1 parte ii), se tiene que —y,, — —b. De
aqui y de la parte i) de esa proposicién, z,, — y, — a — b. Por hipétesis, z,, —y, > 0, n € N,y
de la parte i) concluimos que a — b > 0.

|

Ejemplo 4.3.2. Mostraremos que no es valido un resultado analogo a la proposicién 4.3.1 para
< en lugar de <. Considere las sucesiones z,, = 1/n y y, = 2/n, para n € N. Es claro que

Tn < Yn, pero ambas convergen a 0.
Proposicién 4.3.3. 510 < x, < y,, para cadan € N e y, — 0, entonces x,, — 0.

Demostracion: Dado € > 0 existe ng tal que |y,| < € si n > ny. Como |z,| < |y,| para todo n,
entonces |z,| < € si n > ny.
|

1/n 1/n

Ejemplo 4.3.4. Si x > 1, entonces /" — 1. En efecto, como x'/™ > 1, podemos escribir
/" = 1 +b,, para algin b, > 0. Por definicién de raiz n-ésima, r = (1 + b,)", y por la
desigualdad de Bernoulli (ver ejercicio 9 de la seccién 3.2), (1+b,,)" > 1+nb,. En consecuencia,
0<b, <(x—1)/n. Como (x—1)/n — 0, entonces por la proposicion 4.3.3 tenemos que b,, — 0.

Luego 1+ b, — 1 (por la proposicién 4.2.1(i)).

Proposicion 4.3.5. Sean {z,}n, {yn}n, {2n}n sucesiones de R tales que, x, — a y z, — a. Si

Tn < Yn < 2, para todo n € N, entonces y,, — a.

Demostracion: Sabemos que z, — x, — a — a. Ademés, 0 < vy, — z, < 2z, — x,, ¥y por la
proposicién precedente, y, — x,, — 0. De aqui, (y, — =) + x, — 0+ a. Es decir, y,, — a.
|
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Ejercicios.
1. Pruebe que si 22 — 0, entonces x,, — 0.

2. Pruebe que dado = € R existe una sucesion {z,}, de Q convergente a x. Ayuda. Use la
densidad de Q en R (teorema 2.5.4) para hallar un racional x,, tal que z < z, < x+1/n,

para cada n € N.
3. Pruebe que a/(n + b) — 0, cualquiera sean a,b € R con —b ¢ N.

4. Pruebe que z" — 0 si |z| < 1. Pruebe que {2"}, no converge si |z| > 1. Concluya que

{z"}, converge siy sélosi —1 <z < 1.

1/n

5. Pruebe que z"/" — 1 si x > 0. Compare este resultado con lo mostrado en el ejemplo

4.3.4.

1/n

6. * Pruebe que n'/* — 1. Ayuda. Muestre que n'/* = 1 + b,, para algtin b, > 0. Use el

Binomio de Newton para probar que si a > 0, entonces (1 + a)™ > n(n — 1)a?/2.

7. *Dadosa,\,t cRcona>1,t€Qy\<a'. Pruebe que existe s € Q con s < t tal que
A < a®. Ayuda. Busque s de la forma ¢ — 1/n para algtin natural n y recuerde que (a)'/"

tiende a 1.
8. Pruebe que las dos condiciones siguientes son equivalentes:

a) R es arquimediano,

b) 1/n — 0.

4.4. Sucesiones monotonas.

Diremos que {z,}, es mondtona creciente o mas simplemente creciente, si x,, < x,1,
para cada n € N. Cuando la desigualdad es estricta, se dice que {z,}, es estrictamente
creciente. Si 7,11 < x, para cada n € N, decimos que {z,}, es monétona decreciente o
simplemente decreciente. Diremos que una sucesién es monotona si es creciente o decreciente.

En el ejemplo 4.1.1 vimos que la sucesién {z"},, cuando 0 < z < 1, es decreciente, acotada
y converge al infimo del rango de la sucesion. Esto es un caso particular de un resultado general

que mostraremos a continuacion.

Teorema 4.4.1. Si {z,}, es creciente y acotada, entonces {x,}, es convergente y, de hecho,
lim, .oz, = sup{x, : n € N}. Andlogamente, si {x,}, es decreciente y acotada, entonces

{z,}n es convergente y lim,,_, x,, = inf{z, : n € N}.
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Demostracion: Supongamos que {x,}, es creciente y acotada. Pongamos A = {z, : n € N}
y a = sup(A). Dado € > 0, por la proposicién 2.6.1, existe z € A tal que, a — ¢ < z. Pero
como = € A, existe ng € N tal que z = x,,,, y asi a — € < x,, < x, si n > ng (por ser {z,},
creciente). Por otra parte, z, < a, para todo n € N (porque a = sup(A)), en consecuencia,
a—e<x, <a<a+esin>ng Esto prueba que z,, — a.

El caso cuando la sucesion es decreciente sera dejado a cargo del lector.

Ejemplo 4.4.2. Sea 0 < r < 1y considere la siguiente sucesion

=0

Observe que b, 1 — b, = ™" > 0 para todo n € N, por lo tanto {b,}, es estrictamente
1—pntl

1—r °

creciente. Se prueba facilmente por induccién que Y ;" = En consecuencia, {b,},

converge a 1/(1 —r) (justifique).

Ejemplo 4.4.3. Considere la siguiente sucesion

n

=1+ 1/1+1/2141/31 4+ 1/nl = 1/il.
i=0

Note que a1 —a, = 1/(n+1)! > 0, ast que {a,} es estrictamente creciente. Para mostrar que

es acotada, note que 2" < n!, si n > 4 (como se verifica facilmente por induccién). De esto se

sigue facilmente que
2<a, S1+1+1/24+1/2 4 +1/2" =1+ 1/2',
=0

Ya vimos en el ejemplo 4.4.2 que Y ;1/2" converge a 2. Esto dice que a, < 3 — 1/2" para
todo n. En conclusién, a,, < 3 para todo n. Asi por el teorema 4.4.1 se tiene que {a,}, es

convergente.
Proposicién 4.4.4. La sucesion {(1 4 L)"},, es convergente.

Demostracion: Pongamos x,, = (1 + =)™ Por el binomio de Newton,

Note que (7)n~" < 1/i! (verificarlo). Luego

(1+%)n < i:m!. (4.1)
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Por lo visto en el ejemplo 4.4.3, concluimos que x, < 3 y claramente 1 < x,, para todo n. Asi,
{z,}n es acotada.
Por el teorema 4.4.1, es suficiente que demostremos que {z,}, es creciente, pues ya vimos

que es acotada. Para ello notemos que
n+1 n
n+1 A n+1 A
ntl = . D™ > . 1)
" Z( ey Z( S ICRRY

Por esto, bastara mostrar que

(?)nig (":'1)(n+-nﬂ (4.2)

si 0 <7 < n. Es claro que esta desigualdad es validad para ¢ = 0, luego supondremos que

1 <i < n. Notemos que

(n)n nn—1)n—2)-(n—(@i—1)

il - nt

Ilnn—1n—-2 n—(i—1)
i'n n n n

- ffi-2) -9 (-5)

1 1 2 1—1
< —()(1- 1— N -

7! n+1 n+1 n+1
_In+l n n—-1 n+l-(@G-1)
diln+ln+ln+1 n+1

n+1 :
= ( _ )(n—i—l)l.

i
Donde la desigualdad arriba es valida ya que 1 — % <1- n+r1 para todo j < n.

Observacion: Otra manera de mostrar la desigualdad (4.2) es observando que, por la definicién

de factorial, esa desigualdad es equivalente a la siguiente

1\’ i
1+—- <1+ — 4.3
< +n> T (4:3)
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la cual es obviamente valida para ¢ = 0, 1. Supongamos ahora que (4.3) es vélida para algin

1 < n, entonces

(D" < 040 ms) = 0555+ (i)
< (+35) —eomms < Mt aien

lo cual dice que (4.3) es valida para i + 1. Por induccién tenemos que (4.3) es vélida para cada

i€{0,1--- n}.

El limite de la sucesién {(1 + %)”}n juega un papel tan importante en matemaética, que se

opto por denotarlo con un signo particular; a saber, la letra e. Es decir,
, 1\"
e:=1m (1+—) .
n—oo n

Proposicién 4.4.5. (i) e = lim Zl/z’!
=0

(1) 0 <e— Z 1/i! < 1/n!n para todo n € N.
i=0
(i1i) e es irracional.

Demostracion: Para simplificar la notacién, sea a, = > .+ +.
’ =0 4!

(i) Ya vimos en (4.1) que (1 + =)" < a,. Por lo tanto, e < lim,,_o a,, (justifique). Por otra
parte, fijado m € N, se tiene que (1 + %)” >3, (?)n*i, para cualquier n > m con n € N.
Ademas, de la demostracion de la proposicién 4.4.4 se concluye que, fijando 1, (’Z)n" — %
cuando n — 4o00. En consecuencia, e > a,, para todo m € N y con esto termina la demostracién
de la parte (i).

Para ver (ii), se tiene que, para m > n,

A — Ap, = i( ! + ! +eee+ ! )
nt\(n+1) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)---(m)

IN

nt\(n+1) (n+1)2 (n+ 1)m-—n

En consecuencia, fijando n y tomando limite cuando m — +o00 y recordando lo mostrado en el

ejemplo 4.4.2 (con r = 1/(n+ 1)), se obtiene que

e—a, < ——.
nln
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Como {a,}, es estrictamente creciente, entonces 0 < e — a,, para todo n.
(iii) Supongamos, por reduccién al absurdo, que e es racional. Sean entonces p, ¢ naturales

tales que e = p/q. De lo mostrado en (ii) con n = ¢ se tiene (multiplicando por ¢!) que
0<plg—1)!—qlag <1/qg <1 (4.4)

Es facil verificar que ¢la, es un nimero natural y en consecuencia p(q — 1)! — ¢la, también lo
es. Esto contradice (4.4).
|

Ejercicios.
1. Pruebe que si {x,}, es creciente, entonces x,, < x, cuando m < n.
2. Sea z € R con z > 1. Pruebe que {z!/"}, es decreciente.
3. Pruebe que {n/z"}, es decreciente si x > 2.

4. Pruebe que {x,}, es creciente si y sélo si {—z,}, es decreciente.

5. Suponga que existe ng € N tal que x,, > x,41 si n > ng. Pruebe que {x,}, es convergente

si ella es acotada.

6. Pruebe que z"/n! — 0, cualquiera sea x € R. Ayuda. Suponga primero que x > 0 y
escoja ng € N tal que ng > z. Sea x,, :== 2" /n! para n > ny. Aplique el ejercicio anterior
para deducir que {z,},>n, converge a algin A € R. Note que z,11 = z,([z/(n+ 1)], y

Lnt+1 — .
7. Use los argumentos del ejercicio anterior para mostrar que n/z™ — 0, si z > 1.

8. Considere la sucesién {x,}, definida recursivamente de la manera siguiente: ;1 = 1y
Tpt1 = Ty + 1/, para n > 1. Pruebe que {z,}, no es acotada. Ayuda: Use el teorema
4.4.1.

9. Considere la sucesién {z,}, definida recursivamente de la siguiente manera: x; = 1y

1 2
Q?n+1:§ .Tn—l-x— .

Pruebe que es convergente jPuede determinar su limite?. Ayuda: Pruebe que {x,}, es

para n > 1 se cumple que

acotada inferiormente y que a partir de n = 2 es decreciente.
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10.  * En los siguientes ejercicios damos los resultados necesarios para definir la funcién expo-

nencial e”. No haremos uso de ellos en lo que resta del libro. Pondremos F,(z) = (14 2)",

para cada x € Ry cadan € N.

4.5.

Use los argumentos de la demostracion de la proposicion 4.4.4 para probar que

{F,(x)}, es creciente y acotada, si 0 < x < 1.
Pruebe que si b, — +00, entonces (1 + 1/nb,)" — 1.

Sean z,y > 0. Pruebe que si { F,,(x) }n v {F.(y) }n son convergentes, entonces { F,,(z+
y)}, también lo es y

im F,(z+y)= lim F,(2)F,(y);

n—-+o00 n—-+00

Ayuda. Use la parte b) para ver que F,(z)F,(y)/F.(x +y) — 1.
Use induccién en k para probar que F, (k) — e* para todo k € N.

Pruebe que {F,(z)}, es convergente si x > 0. Ayuda. Por la parte a), sélo falta
mostrar el caso cuando x > 1. En consecuencia, puede suponer que z = k + r con
keNy0O<r<l.

Pruebe que (1 —n=2)" — 1. Ayuda. Use la desigualdad de Bernoulli.
Pruebe que F,(z)F,(—z) — 1 para todo = € R.

Pruebe que {F,,(x)}, es convergente para todo x € R. Defina F(z) = lim,,_, F,,(x)
y pruebe que F(z +y) = F(z)F(y) para todo z,y € R.

Limites al infinito

En esta seccién precisaremos el significado de los limites al infinito. Diremos que {z,},

tiende a +o0, denotado z,, — +0o0, si para cada M > 0 existe ng € N tal que z,, > M si

n > ng. Andlogamente, diremos que {z,}, tiende a —oo, si para cada M > 0 existe ng € N

tal que z, < —M sin > nyg.

Las sucesiones mondtonas acotadas son convergentes (por el teorema 4.4.1). La siguiente

proposicién complementa ese resultado.

Proposicién 4.5.1. Sea {x,}, una sucesién mondtona.

i) Si{x,}n es creciente y no estd acotada superiormente, entonces x,, — —+00.

ii) Si{x,}, es decreciente y no estd acotada inferiormente, entonces x,, — —o0.
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Demostracion: i) Dado K > 0, ya que {z,}, no es acotada superiormente, existe n tal que
x, > K. Como {z,}, es creciente, entonces x,, > K para todo m > n. Esto muestra lo
deseado. La parte ii) la dejaremos a cargo del lector.

|
Observacién: Por el teorema 4.4.1 y el resultado anterior, tenemos entonces que lim,, . x, =

sup{x, : n € N} cualquiera sea la sucesion creciente {x,, },.

Ejemplo 4.5.2. Mostraremos que 2" — 400, si z > 1. En efecto, tenemos que z < 2% < 23 <
-+« es decir que esta sucesion es creciente. Afirmamos que {z"}, no es acotada superiormente.
En efecto, si lo fuera, entonces {z"},, convergeria a un valor a positivo (justifique). Por otra

+1

parte tenemos que 2" — z = z(2" — 1). Como {2"},, y {z"*1},, convergen ambas a a, entonces

se tiene que a — z = z(a — 1). Simplificando esta igualdad se tiene que a = az y en consecuencia

z = 1 contradiciendo la hipétesis.

La siguiente proposicién nos habla del comportamiento de los limites al infinito en relacién

a la suma, al producto y al orden. Su demostraciéon quedara a cargo del lector.

Proposicién 4.5.3. i) Si{zn}n es acotada ey, — +00, entonces x,+y, — +00. Andloga-

manete, si Yy, — —00, entonces T, + Y, — —O0Q.

ii) Suponga que x, — a ey, — +oo. Si a > 0, entonces x,y, — +00 y si a < 0, entonces

TpYp — —OQ.

ii1) Suponga que x, < y, para todo n. Si xr, — 400, entonces y, — +00 Y Si Y, — —O00,

entonces x,, — —0Q.
Ejercicios.
1. Complete la demostracion de la proposicion 4.5.1.
2. Pruebe que |x,| — 400 siy sélo si 1/x, — 0.
3. Demuestre la proposicion 4.5.3.

4. Sea a un real mayor que 1y p € N. Pruebe que a"/n? — +oo. Ayuda. Pruebe que existe

no € N tal que {2, }n>n, €s creciente. Después muestre que no puede ser acotada.

5. Pruebe que n"/n! — +o00. Ayuda. Muestre que n™/n! es creciente. Después suponga que

es acotada y llegue a una contradiccién (para esto observe que (n + 1)"™!/(n + 1)! =

(n™/n))(1+1/n)").
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4.6. Subsucesiones

El resultado mas importante de esta seccion dice que toda sucesién acotada se acumula
alrededor de algin nimero (ver teorema 4.6.4). Para aclarar el significado de esta afirmacién
necesitamos introducir la nocién de subsucesién. Sea {x,}, una sucesién y nj naturales tales
que

Ny <nNg<ng<-—-<ng<---
Entonces la sucesion
Try> Trgs Trigy* -+ 3 Ty °
dada por g(k) = x,, se llama una subsucesién de {z,},. Mas formalmente, diremos que ¢ :
N — N es estrictamente creciente, si ¢(n) < ¢(m) cuando n < m. La composicién f o ¢, de
una sucesion f : N — R con una funciéon estrictamente creciente ¢ : N — N, sera llamada una

subsucesién de f. Si denotamos a f por {z,},, entonces f o ¢ es denotada por {zy()}n. La

notacion usual para f o ¢ es {x,, }x, donde ny = ¢(k).

Ejemplo 4.6.1. Considere la sucesiéon x, = 1/n?. Las siguientes son subsucesiones con sus
correspondiente funciones ¢: (i) y, = 1/4n? donde ¢(n) = 2n. (ii) y, = 1/2%" donde ¢(n) = 2.

Por otra parte, la sucesion
1/4,1,1/16,1/9,1/36,1/25,--- ,1/(2n + 1)%,1/(2n)?, - - -

no es una subsucesion de {z,},.

Proposicién 4.6.2. Sea {x,}, una sucesion y {Tyn)}n una subsucesion. Entonces
i) Si{x,}n es acotada, entonces {x4m)tn también es acotada.
i) Si{x,} — a, entonces {x4m} — a.

i) Si {T,}n es mondtona creciente, entonces {Tgm)}n también lo es. Andlogamente para

mondtona decreciente.

i) St {Tym)tn €s una subsucesion de {xym) tn, entonces {xym) tn también es una subsucesion
de {x,}n.

Demostracion: i) Suponga que |z,| < M para todo n. Entonces |z4y| < M para todo n. ii)
Dado € > 0, existe ng € N tal que |z,, —a| < ¢, si n > ng. Por induccién es facil mostrar que, por
ser ¢ estrictamente creciente, entonces ¢(n) > n para todo n € N; de modo que |24, — al <€,

si m > ng. Dejamos a cargo del lector el resto de la demostracion.
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|
La sucesién z,, = (—1)™/n no es ni creciente ni decreciente, sin embargo tiene una subsuce-

cién decreciente, por ejemplo {xg,},. Este es un hecho general que mostramos a continuacion.
Teorema 4.6.3. Toda sucesion tiene una subsucesion mondtona

Demostracion: Sea {x,}, una sucesiéon. Considere el siguiente conjunto
A={neN: z, <z para todo k > n}.

or ejemplo, si {x uera creciente, entonces A = N. Por otra parte, si {x uera estricta-
P lo, wka £ te, ent A = N. Por ot te, ako £ trict

mente decreciente, entonces A = (). Por supuesto que estos dos casos son los menos interesantes,
pues para ellos la conclusion del teorema es trivial. Sin embargo, sugieren lo que ocurre en gen-

eral. Hay dos casos posibles:

(i) Supongamos que A es infinito. Podemos enumerar los elementos de A en forma creciente
my<mg < - <my<---

Entonces {2, }, es una subsucesion creciente de {z,,},. Més formalmente, existe ¢ : N —

A creciente y sobreyectiva (vea la proposicién 3.4.1 y su demostracién). Ponga my = ¢(k).

(ii) Supongamos que A es finito. Sea ng tal que A C {1,---  ng}. Entonces para cada n > nyg
existe k > n tal x,, > ;. Ahora definiremos inductivamente una sucesién creciente {n;};
de naturales tales que x,, > x,,,,. Como ng + 1 ¢ A, entonces existe n; > ng + 1 tal
que Tpy41 > Ty, . Suponga que hemos definido n; < ny < -+ < n; tal que x,, > xy,
para todo i < j. De nuevo como n; ¢ A, entonces existe n;1 > n; tal que x,, > ;.
Con esto queda construida la sucesién {n;};. Para terminar, notemos que {z,, }; es una

subsucesién decreciente de {z, },.

El resultado que sigue es importante, pues da una condicion suficiente para la existencia de

subsucesiones convergentes.
Teorema 4.6.4. Toda sucesion acotada posee una subsucesion convergente.

Demostracion: Sea {x,}, una sucesién acotada. Por el teorema 4.6.3 {x,}, tiene una subsuce-

sion {x,, }r mondtona que ademds es acotada (por serlo {x,},). Por consiguiente {z,, }s es
convergente (por el teorema 4.4.1).

|

El teorema anterior dice que toda sucesion acotada se acumula alrededor de algin punto

(precisamente, el punto donde converge la subsucesién mencionada en la conclusién).



4.6. SUBSUCESIONES 67

10.

Ejercicios.

Halle una sucesion que tenga una subsucesion convergente a 1 y otra convergente a 2.

Sea ¢ : N — N una funcién tal que ¢(n) < ¢(n + 1) para todo n € N. Pruebe que ¢ es

estrictamente creciente.

Sea ¢ : N — N estrictamente creciente. Use induccién para probar que ¢(n) > n, para
todo n € N.

Pruebe que si {x,}, no es acotada, entonces {x,}, posee una subsucesién {y)}» tal que
|Th(ny| — +00. Ayuda. Pruebe que, para cada n € N, el conjunto E,, = {k € N : |z3| > n}

es infinito.
Determine si el reciproco del teorema 4.6.4 es valido.

a) Construya una sucesiéon que posea una subsucesion (estrictamente) creciente y tam-

bién otra subsucesién decreciente.

b) Suponga que {z,}, es una sucesién en R que no tiene subsucesiones decrecientes.

i Serd cierto que {x,}, es creciente?

Pruebe que si las subsucesiones {xo,_1}n, {2n}n de {x,}, convergen a a € R, entonces

T, — Q.

Pruebe que si {zo,_1}n, {Z2n}n, {Z3n}n son convergentes, entonces {x, }, es convergente.

Ayuda. Note que {za,—1}n ¥ {3, }» tienen una subsucesiéon comun y que lo mismo ocurre

con {17271}71 y {x3n}n-

Sea f : N — R una sucesién y sean ¢, ..., ¢,, : N — N estrictamente crecientes tales que
f(#i(n)) — x para todo i = 1,--- ,m. Pruebe que si ¢;(N)U--- U ¢,,(N) = N, entonces

f(n) ==

a) Sea {x,}, una sucesién acotada. Suponga que todas las subsucesiones convergentes
de {z,},, convergen al mismo punto. Muestre que {z,,},, es convergente. ; Seguira sien-
b

do vélida la conclusién sin suponer que {z,}, es acotada?.

b) Suponga que todas las subsucesiones mondtonas de {x, }, convergen al mismo punto.

Muestre que {z,}, es convergente.
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4.7. Limites superior e inferior
Si {z,}n es acotada definimos:
T, =sup{z; : it >n} y z, =inf{z;: i > n}.

El lector verificard que {Z,}, es una sucesién acotada mondtona decreciente y que {z,}, es
acotada monétona creciente. Por el teorema 4.4.1, la sucesién {z,}, (resp. {z, },) tiene limite,
que denotaremos por lim sup,,_, . @, (resp. liminf, . z,) y que llamaremos el limite superior
(resp. limite inferior de {x,}).

Note que z,, < Z,; para cada n € N; y en consecuencia, lim inf,, .., x, < limsup,,_, . z, (ver
proposicién 4.3.1).

Si {z,, }, no estd acotada superiormente (resp. inferiormente), se define limsup,,_, ., z,, = +00

(resp. liminf,, . z, = —00).

Ejemplo 4.7.1. Considere la sucesién x,, = (—1)" 4+ 1/n. Se tiene que —1 < z,, < 2 y por lo

tanto {x,}, es acotada. Por otra parte

14+ —, si n es par;

1+ si n es impar.
+1
Asi que los primeros términos de la sucesion {7, }, son:

1+1 1—1—1 1—|~1 1+1 1—1—1 1—1—1
27 27 4’ 47 67 67 Y

y limsupz, = 1. Razonando de manera andloga se puede verificar que la sucesién {z,} es

constante igual a -1 y por lo tanto liminf x,, = —1.

Proposicién 4.7.2. Supongamos que {x,}, es acotada. Entonces {x,}, es convergente si y sdlo
st sus limites superior e inferior coinciden. En ambos casos, limsup,,_,  x, = liminf, .. x, =

lim,, o0 -

Demostracion: Sea T el limite de {Z,}, y z el limite de {z,},. Supongamos que Z = z. Ya que
z, <z, < I, se sigue de la proposicién 4.3.5 que {x,}, converge a .
Reciprocamente, supongamos que {z,}, es convergente y notemos que, por la proposiciéon
2.8.5,
Tp — x, = sup{|z; —z;|} : 4,7 > n}. (7.1)

Por otra parte, mostraremos que, dado € > 0, existe ng € N tal que |z; — x;| < € si

m,n > ngy. En efecto, fijemos ¢ > 0. Entonces existe ngy tal que |z, — x| < €/2 si n > ny.
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Luego como x,, — x,, = x, — * + * — x,,, entonces por la desigualdad triangular, se tiene que
Ty — | < |Tp — | + |Tm — | < €sin,m > N. De aqui y (7.1), concluimos que z,, — z,, < ¢,
si n > no. En consecuencia, |z — z| < € (justifique). Como esto se cumple para todo € > 0,
concluimos que = = x.

|

Ejercicios.

1. Determine los primeros términos de la sucesiones {Z,}, v {z,}» para cada una de las

siguientes sucesiones y calcule lim sup x,, y liminf z,,:

a) T, =(=1)"+(=1)"/n.
b) z, =[n+(-1)"(3n—1)]/n.

2. Sea Z el limite superior de {x,},. Pruebe que dado ¢ > 0, existe N € N tal que x,, < T+e¢
sin> N.

3. Sea {z,}, una sucesién acotada y {z,, }» una subsucesién convergente. Muestre que

liminf z,, <limx,, <limsupz,.

4.8. Sucesiones de Cauchy

Se dice que {z,}, es de Cauchy, si para cada ¢ > 0, existe ng € N tal que |z, — z,| < €,

si m,n > ng.

Ejemplo 4.8.1. Sea {x,}, la sucesién definida de la siguiente manera:

1

Ton = y Ton41 = M.
n+1

Mostraremos que esta sucesion no es de Cauchy. Veremos que para ¢ = 1 falla la condiciéon. En

efecto, fijemos ng y sea n =ng+ 1y m = ng + 3. Entonces se verifica que |z,, — z,,,| > 1.

La demostracion de la siguiente proposicion la puede extraer el lector interesado de la prueba

de la proposicion 4.7.2.
Proposicién 4.8.2. Toda sucesion convergente es de Cauchy.

El objeto de esta seccion es probar el reciproco del resultado anterior. Pero antes de hacerlo

mostraremos un resultado que nos hara falta.

Proposicién 4.8.3. Toda sucesion de Cauchy es acotada.
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Demostracion: Supongamos que {z, }, es de Cauchy. Entonces existe ny € N tal que |z, —z,| <
1, si m,n > ng. En particular, |z, — x,,41| < 1 si n > ng, y por la proposicién 2.8.4,

|zn| < 14 |Tpgs1] st n > no. (8.1)

Sea M := max{|zi|,...,|Tny|, 1 + |Tng+1|}, entonces |z;] < M para 1 < i < ny. Ademds
1+ |Zpg+1] < M. De esto junto con (8.1) se tiene que |x,| < M para todo n.

|
Teorema 4.8.4. (Completitud de R) Toda sucesion de Cauchy, en R, es convergente.

Demostracion: Sea {x,}, una sucesiéon de Cauchy en R. Por la proposicién anterior sabemos
que {z,}, es acotada y por tanto tiene limites superior e inferior. Mostraremos que los limites
superior e inferior de {z,}, coinciden y asi concluiremos, por la proposicion 4.7.2, que {z,},
es convergente. Sea T el limite de {Z,}, v x el limite de {z,},. Mostraremos que 0 <z —z < €
para todo € > 0, y de esto concluiremos que z = z. Fijemos € > 0. Por ser {z,},, de Cauchy,

existe ng € N tal que |z; — ;| <, sii,j > ng. Por otra parte, por la proposicién 2.8.5,
Ty — x, = sup{|z; —z;|} : 4,7 > n}.

Luego z,, — z,, <€, si n > ng. Como z,, < Z,, para todo n, concluimos que 0 <z —z < € para
todo € > 0 (justifique). Y con esto termina la demostracién.
|

Ejercicios.
1. En este ejercicio daremos una prueba alternativa de la completitud de R.

a) Pruebe que si una sucesién de Cauchy posee una subsucesién convergente, entonces
dicha sucesion converge.
b) Use la proposicién 4.8.3 y el corolario 4.6.4 para mostrar que toda sucesiéon de Cauchy

posee una subsucesién convergente y luego concluya usando la parte (a).

2. Pruebe que {z,}, es de Cauchy si y sélo si para cada ¢ > 0 existe ng € N tal que

|Tpip — 2| < €,8ipeNyn>ng.
3. Sean A, C R conjuntos tales que
Al DA2 D) An

y ademas que
|z — y| < 1/n para todo x,y € A,.
Muestre que si {z,}, es una sucesién tal que x,, € A, para todo n € N, entonces {z,},

es convergente.
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4. Sea {z,}, una sucesién en R y defina

Sp =T+ Xy + - Ty,
tn = [a] + || + - - - [
Muestre que si {t,}, es convergente también lo es {s,},. Ayuda: Por la desigualdad

triangular |s,, — sp| < [t — .
5. Sea {z,}, una sucesién con la siguiente propiedad
dng, Vi, j > no, |LU1 — $j’ < 1.

Muestre que {z,}, es acotada. Compare la hipdtesis de este ejercicio con la de la proposi-
cion 4.8.3.

6. * Sea S el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy f : N — Q. Dadas f,g € S, escriba
f~gsif(n)—g(n) — 0y pruebe que ~ es una relacién de equivalencia en S. Denote
por Ry el conjunto cociente de S por ~ y pruebe que la funcién L : Ry — R;  L([f]) =
lim,, . f(n); estd bien definida y es biyectiva. Aqui, [f] denota la clase de f € S segin

~ (Ver seccién 1.3).

Observacion. El ejercicio 6 dice que el cuerpo de los ntimeros reales puede ser construido,
una vez conocido el cuerpo de los nimeros racionales, a través de ciertas clases de sucesiones

de Cauchy de ntimeros racionales.

4.9. Series.

En esta seccién estudiaremos algunas propiedades de las series numéricas. Sea {a,}, un

sucesion. La serie asociada a {a,}, se definird para darle sentido a la siguiente suma “infinita”
a/1+...+an...

Esta expresion se llama serie de término general a,, y se denota por ) a,. Primero defin-

imos la n-ésima suma parcial s,, de la serie ) @, como
n
Sp=a1+- - ta, = E a;.
i=1

Si la sucesion {s,}, converge, diremos que la serie ) a, es convergente. En caso contrario,
se dice que la serie diverge. Si la serie ) | a, converge, entonces el limite de la sucesién {s, },
se llama la suma de ) a, y se denota también por ) a,. Este abuso de notacién no causa,
en general, confusién. En fin, la serie ) a, también suele indicarse por a; + -+ + a, + - --

Oporay+as+---.
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Observaciéon 4.9.1. Podemos formalizar aiin més el concepto de serie recurriendo a los resul-
tados de la seccion 3.1. En efecto, dada una sucesién f : N — R, por el teorema 3.1.3, existe
una tnica funcién Xy : N — R tal que, X¢(1) = f(1) y Zp(n+ 1) = Xs(n) + f(n + 1). Esta
sucesion Xy corresponde a la sucesién de sumas parciales y también es llamada la serie asociada

a f (ver ejemplo 3.1.6).

Ejemplo 4.9.2. La serie geométrica. Sea r € R. La serie

Zrn—l =147+ 4+r"T4...
n
se conoce con el nombre de serie geométrica de razén r. La sucesion de sumas parciales
de esa serie ya fué estudiada en el ejemplo 4.4.2. Sabemos que la n-ésima suma parcial, s,, =
14 -+ 7" de esa serie, viene dada por s, = (1 —7")/(1 —7r)sir #1y s, =nsir =1
En particular, la serie diverge si » = 1. Por otra parte, también sabemos que la sucesin {r"}
converge siy sélo si —1 < r <1y ademas r™ — 0si |r| <1 (ver el ejercicio 4 de la seccién 4.3).
En consecuencia, la serie geométrica de razén r converge si y sélo si [r| < 1y, en este caso, su

suma es lim, o s, = 1/(1 — 7).
Proposicién 4.9.3. Si ) a, converge, entonces a, — 0.

Demostracion: Sea s, la n-ésima suma parcial de la serie en cuestiéon. Por hipdtesis, existe
s € R tal que s,, — s. Como {s, 41}, también converge a s, por ser una subsucesién de {s, },,
entonces s, 11 — S, — 0. Pero s,,1 — s, = a,, en consecuencia a,,; — 0y de aqui, a,, — 0.

|

El reciproco del resultado anterior no es valido como los ilustra el ejemplo que sigue.

Ejemplo 4.9.4. La serie armdnica. Probaremos que la serie ) 1/n (llamada arménica)
diverge, aunque su término general tiende a cero. Sea s, = 1+ 1/2 + .-+ 4+ 1/n y para k
pongamos

te =S =1+1/24 - +1/2%

Probaremos por induccién que ty > 1+ k/2. Para ello sea A = {k € N: ¢, > 1+ k/2}. Ya que
t; = sy = 3/2, entonces 1 € A. Sea k € A y pongamos n = 2%, Es facil ver que

e =te+ Y _1/(n+1)
i=1
y como n + i < 2n para 1 < i <n, entonces, ty.1 > 1+ k/2+n/2n =14 (k+1)/2. Es decir,
k+1 € A. Por lo tanto t;, > 1+ k/2; para todo k € N.
De lo mostrado arriba se concluye que {t}x no es acotada (justifique), y en consecuencia

{sn}n no es convergente porque {t;}x es una subsucesién de {s, }n.
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4.10. Series absolutamente convergentes

Se dice que ), a, es absolutamente convergente, si ) |a,| es convergente.

Proposicién 4.10.1. Toda serie ), a, absolutamente convergente es convergente y |y a,| <

2 lanl-

Demostracion: Sea ), a, absolutamente convergente y pongamos s, = aj + -+ + ay, t, =
lai| + - - - |an|. Por hipétesis, {t,}, es convergente y en consecuencia de Cauchy. Por otra parte,
|Sptp = Sn| = |ans1 4+ -+ anipl < lans1|+- -+ |anip|=tnip — tn; de donde {s,}, es de Cauchy
y en consecuencia convergente. Sean s,t los limites de {s,}, v {t,}n respectivamente, ya que
|sn| < tn ¥ |$n| — |s|, entonces por la proposicién 4.3.1(ii), |s| < t.
|
Si una serie es convergente pero no absolutamente convergente, decimos que ella es condi-
cionalmente convergente. Veremos mds adelante (proposicién 4.11.6) que > (—1)""'/n es
convergente, y como la serie arménica diverge, entonces »_ (—1)""!/n es condicionalmente

convergente.

Definicién 4.10.2. Si h : N — N es una biyeccion, la serie ), ap(ny €S llamada un reorde-

namiento de ) a,.

Por ejemplo, la serie
1+1/3—-1/2+1/5+1/7—1/44+1/94+1/11 —-1/6+---,
es un reordenamiento de la serie

D (=) n=1-1/24+1/3-1/4+-- .

n

En este caso, la aplicacién h viene dada por: h(3n—2) = 4n—3, h(3n—1) = 4n—1y h(3n) = 2n.

Observacién 4.10.3. Si ) a, es condicionalmente convergente, puede probarse que, dado

a € R existe un reordenamiento de ella convergente a « (ver, por ejemplo, [10, Pag. 444]).

Proposicién 4.10.4. Si ) a, es absolutamente convergente, entonces todo reordenamiento

de Y, a, converge y tiene la misma suma que Y a,

Demostracion: Sea ), ap(n) un reordenamiento de ) a, y pongamos s, = ai + -+ + Gy,
tn = apy + - F Ap(n), Tn = a1+ - Fag|, s = limy oo 5, ¥ 7 = limy, oo 7, Mostraremos que

t, converge a s.
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Dado € > 0 existe ng € N tal que |s, —s| < €/2y r—r, < ¢/2, si n > ng. Por otro
lado, es facil probar que {j € N: h(j) < ng} es acotado y en consecuencia tiene maximo, que
denotamos por p. Note que, h(I,) D I,, (recuerde que I, denota el conjunto {1,---,n}). Si
n > p, entonces h(l,) D I, de modo que, t, = Sp, + Y ..y a;, donde F' = h(I,) \ I,. Sea q el

méximo de F'. Entonces

1=q
[t — 5| < |s = sngl + > _lail S e/24 D il S €/2+4 1y —1ng S €/24 7 =1y, <€
i€EF i=ng+1

Hemos probado que: dado € > 0 existe p € N tal que, |t, —s| <€, sin > p.

Ejercicios.

1. Sean ) a,, y., by, series convergentes y sea A € R. Pruebe que > (a, +b,) v >, Aa,
son convergentes y que, Y (an, +by,) =Y an+ >, by, D Aap =AD", an.

2. Sea N € N. Pruebe que ) a, converge si y sélo si ) anyn converge. Deduzca que lo

mismo es cierto para series absolutamente convergentes.

3. Pruebe que el reordenamiento Y. b, de Y. (—1)""'/n, dado después de la definicién
4.10.2, es convergente y que su suma es (3/2) > (—1)""'/n. Ayuda. Escriba t, = by +
coo 4+ by, S, = a1 + -+ + a, y pruebe que:

) {tsn}tn, {tsns2}n son mondtonas, la primera creciente y la segunda decreciente.
) taneo — tzpne1 — 0y tapey — tg, — 0.

¢)  tsnt2 > tant1 > tan.
)

Deduzca que {3, }n, {tsnt1}n ¥ {tani2}n son convergentes a un mismo limite. Con-

cluya que {t,}, es convergente (ver el ejercicio 8 de la seccién 4.6).

6) l3n = San + SQn/2-

4.11. Criterios de convergencia de series

Proposicién 4.11.1. (Criterio de Cauchy). Sea ), a, una serie con la siguiente propiedad:

Para cada € > 0 existe N € N tal que

i=n+p

> a

i=n-+1

<e si peNyn>N. (11.1)

Entonces ), a, es convergente.
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Demostracion: Sea s, la n-ésima suma parcial de la serie en cuestién. De (11.1) se tiene que
|Sp+p — Sn| < €sin > N; de modo que {s,}, es de Cauchy, y por lo tanto convergente (por el
teorema 4.8.4).

|

Proposicién 4.11.2. Si ) a, es una serie de términos no negativos (esto es, a, > 0 para

todon € N) y la sucesion {s, }, de sumas parciales es acotada, entonces ), a, es convergente.

Demostracion: Note que las desigualdades s, < s,11, a,+1 > 0 son equivalentes. Por lo tanto
la sucesién de sumas parciales es creciente y acotada, luego convergente (por el teorema 4.4.1).
|

Proposicién 4.11.3. Sean {a,}n, {bn}n sucesiones en R tales que 0 < a, < b,; n € N. Si
> by converge, entonces Y a, convergey Y a, <Y b,. La conclusion sigue siendo vdlida

st para algun N € N se tiene que 0 < a,, < b, para todon > N.

Demostracion: Pongamos s, = a; + -+ a, y t, = by + -+ + b,. Entonces s,, < t, v {sn}n,
{t,} son crecientes. Por hipétesis, t,, — ¢, para algin ¢t € R, y por ser ser creciente t = sup{t,, :
n € N} (teorema 4.4.1). En particular, 0 < s, < t, <, y por lo tanto, {s,}, es acotada. Por
la proposicién 4.11.2, s, — s, para algin s € R, y por la proposiciéon 4.3.1, s < ¢. La segunda
parte de la proposicién se prueba de manera similar y la dejamos al lector (ver ejercicio 2).

|

Proposicién 4.11.4. Sean ) a,, > b, series de términos positivos y supongamos que la
sucesion {by,/a,}, converge a un nimero positivo c. Entonces ), a, es convergente si y solo

si Y, by es convergente.

Demostracion: Pongamos € = ¢/2 y fijemos N € N tal que

by
— —c
Qn

<e€ si n>N.

De la definicién de € queda, después de algunas manipulaciones, que
c 3¢
—a, < b, < —a,, si n>N.
2 2

La conclusion se obtiene facilmente usando la proposicion 4.11.3 (verficarlo).

Proposicién 4.11.5. (Criterio del cociente). Supongamos que a,, # 0; n € N.

a) Sic:=lmsup,_ . |an+1|/]an| <1, entonces Y a, es absolutamente convergente.
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b) Sid:=liminf, . |ani1/a,| > 1, entonces Y a, es divergente.

Demostracion: a) Fijemos b € R tal que ¢ < b < 1y sea € = b — c¢. Entonces existe N € N tal
que |an+1/|an| < ¢+ ¢e=b,sin > N. De aqui,

|ann] _ lawa] lawsol  Janin] 0

lan| lan| |ani1 m|aN+n—1|

Luego |a,+n| < A0"; n € N; donde A := |ay|. Pero la serie geométrica, de razén b, es convergente
(porque 0 < b < 1), y por la proposicién 4.11.3, > |a,4n| es convergente. De aqui, > |a,| es
convergente.

b) Fijemos b € (1, d). Usando el argumento de la parte a), podemos encontrar N € N tal que
lansn| > |an|b™. En consecuencia, la sucesién {a,}, no puede converger a cero y la conclusién
se obtiene usando la proposicién 4.9.3.

|

Supongamos que a, # 0; n € N; y que la sucesién {|a,+1/an|}, converge a ¢ € R. La
proposicién anterior dice que la serie ) a, es absolutamente convergente (resp. divergente)
si ¢ < 1 (resp. ¢ > 1). Sin embargo, en el caso ¢ = 1, dicha serie puede ser convergente o

divergente, como lo muestran los siguientes ejemplos:

1. Para la serie armonica se tiene que ¢ = 1 y esta serie es divergente.

2. Sia, = (—1)""1/n, entonces c = 1 y la serie converge, porque satisface las hipétesis de la

proposicion 4.11.6, mas abajo.

Proposicién 4.11.6. (Series alternadas). Sea {a, }, una sucesion decreciente de niimeros reales

no negativos, convergente a cero (a, > any1 > 0y a, — 0), entonces Y (—1)""ta, converge.

=n

Demostracion: Pongamos s, = > ._ ' (—1)""'a;, entonces:
a) Sop—2 — Sop = Q2p—1 — Q2py2 > 0,
b) Sop—1 — Sant1 = Gon — Agnt1 > 0,
C) Sop—1 — San = A2, > 0.

De a) (resp. b)), se tiene que {sop, }n (resp. {S2,—1}n) €s creciente (resp. decreciente). En partic-
ular, sg, > S2 ¥ Sap_1 < S1, ¥ POr €), S2 < So, < So, 1 < 81. Esto prueba que {so2,}n v {S2n-1}n
son acotadas y por el teorema 4.4.1, convergentes. Por ¢) {so,}n v {S2n_1}n tienen el mismo
limite, ya que as, — 0. Sea s el limite de ambas, mostraremos que s, converge a s. Dado ¢ > 0
existe N tal que |s — s9,| < €y |$ — S9p11| < €esin > N. Luego |s — s,| < esin >2N.

|
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La serie Y (—=1)""'a,, con a, > 0, se dice alternada, porque escrita en la forma a; — as +

az — ay -+, los términos de la serie van alternando su signo.

Ejemplo 4.11.7. Sea p € R un racional positivo. La serie # es llamada una p-serie. (En
realidad, esta terminologia es utilizada para cualquier nimero real positivo, pero en nuestro
caso, todavia no hemos definido el simbolo n?, para p irracional). Nuestro préximo objetivo es
probar que la p-serie converge si y sélo si p > 1. Ya sabemos que la serie arménica (p = 1)
diverge, de suerte que la p-serie diverge si p < 1. (Justificar). Restaria probar que la p-serie

converge si p > 1
Proposicién 4.11.8. La p-serie converge si p > 1.

Demostracion: Definamos ¢ = p—1, d,, =n"?y b, = d, —d,11. Del ejercicio 7, ) b, converge,
y del ejercicio 8, lim,,_, o, nPb,, = ¢, (justificar). La prueba se sigue ahora de la proposicién 4.11.4
colocando a,, = 1/n?.

|

Ejemplo 4.11.9. Usaremos los resultados de esta seccion para dar otra demostracién de que
R no es numerable. Denotaremos por A al conjunto de todas las funciones de N en {0,1}. La
demostracion que presentaremos dara mas informacién que la obtenida en la prueba del teorema
3.5.2; pues ahora mostraremos que R tiene al menos tantos elementos como A y recordemos
que A no es numerable (ver ejemplo 3.4.7). Construiremos una inyeccién § : A — R, y de la
proposicién 3.4.8; resultara lo deseado.

Para cada f € A se tiene que la serie ) f(n)- 37" converge (justificarlo). Denotemos
su suma por xy y veamos que Ty # x4 si f # g. Con este fin, sea N el primer elemento de
{n € N: f(n) # g(n)}. Ya que f(N) # g(N), podemos asumir, intercambiando los papeles
de f y de g si fuera necesario, que f(N) = 0y g(N) = 1. Pongamos s, = > ., f(i) - 375,
tn = Yy 9(i) - 37" Observe que s, = ty_1 + Y, nq f(0) 37"y ity =ty_1 + 37N, Luego, si
n > N se tiene que

bty —sn =3 = Y f(i)37
i=N+1

Ya que 0 < f(n) < 1, entonces
tn—sn 23N = > 37 >3 N1-) 37 =3"/2>0
i=N+1 i

Es decir, s, < ty —27'- 3™V <ty < z,. Por lo tanto, la funcién £ : A — R, £(f) = zy, es

inyectiva.
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Ejercicios.

Sea {x,}, una sucesiéon de R tal que |z,41 — x| < (1/2)", para todo n € N. Pruebe que
{xn}n es convergente. Ayuda. La sucesion de sumas parciales {s, }, de laserie Y x,1—x,

viene dada por s, = x,11 — 7.

Sean {ay}n, {bn}n sucesiones de R y suponga que existe N € N tal que, 0 < a,, < by,

cuando n > N. Pruebe que si ) b, converge, entonces ) a, converge.

Pruebe que si Zn a, es convergente y a, > 0 para todo n € N, entonces Zn ai es

convergente. Ayuda. Recuerde que si 0 < z < 1, entonces 2% < x.

Pruebe que si ) a, es acotada y 0 < r < 1, entonces ) a,r" es absolutamente conver-

gente.

Pruebe que la serie ) ;2" /n! converge cualquiera sea x € R. Aqui, =10 =1y

> n>0 @n denota la serie Y a, ;.

(Criterio de la Raiz.) Pruebe que si limsup,, .. |a,|Y™ < 1 (resp. liminf, . |a,|Y™ > 1),

entonces y  a, es absolutamente convergente (resp. divergente).
Pruebe que si la sucesién {d,,} converge a cero, entonces la serie ) (d, —d,41) converge.

Pruebe que si ¢ € Q es positivo, entonces lim,,, 1o, n[(1 + %)‘1 — 1] = q. Ayuda. Pruebe
primero el caso en que g € N. En el caso general, escriba ¢ = m/r con m,r € N y use el

ejercicio 5 de la seccion 3.2 para mostrar que si, a,b € R son positivos, entonces

b — a™ = (b7 — %) Z pa(r—=i) 4ali—1)

1=1

Pruebe que todo intervalo no degenerado es no numerable. Ayuda. Muestre que la apli-
cacién f: R — (—1,1) dada por f(z) = 2(1 + 22)7'/2 es biyectiva.

4.12. Redes.

El concepto de convergencia de sucesiones, establecido en la seccién 4.3, es insuficiente en

algunas ramas de las matematicas. De hecho, en la teoria de integrales impropias desarrolladas

en el capitulo 8, se toman limites de familias de elementos de R, que estan indizadas por el

conjunto de los intervalos compactos, contenidos en el intervalo I de integracién.

Sea I un conjunto. Diremos que J C P(I) es un conjunto dirigido, si dados J, K € J

existe L € J tal que J C L y K C L. Por una red en un conjunto A entendemos cualquier
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familia {x ;} jej, de elementos de A, indizada por un conjunto dirigido J. Cuando no haya peligro
de confusién, utilizaremos la notacién abreviada {z;}. Los conceptos de “dirigido” y de “red”,
que acabamos de dar, son un caso particular de una teorfa mas general (ver, por ejemplo, [5]),

pero son suficientes para nuestros propositos.

Ejemplos 4.12.1. 1. Sea [, = {i € N:1 <1i <n} para cada n € N. El conjunto J = {/,, :
n € N} es dirigido. Ademds, una red indizada por este J corresponde exactamente a una

sucesion.

2. El conjunto J, de todos los subconjuntos finitos de I, es dirigido. Ademas, con cualquier

familia {a;} de nimeros reales, se tiene la red de “las sumas parciales” {) .. a;} ses.

Diremos que una red {x;};c; de R es convergente, si existe a € R con la siguiente

propiedad: Para cada € > 0, existe Jy € J tal que
lzy—a|l<e si JDJp.

En este caso se dice que {x;} converge a a y lo denotaremos por x; — a.

Los resultados de esta seccién seran, en su mayoria, dejados como ejercicios. La demostracion
del primero de ellos servird para ilustrar donde se utiliza el hecho de que J es dirigido. Las otras
pruebas se obtienen utilizando los argumentos de este primer resultado y los argumentos de las

cuatro secciones precedentes.
Proposicién 4.12.2. Sea {z;} una red en R. Six; — a y x5 — b, entonces a = b.

Demostracion: Supongamos a # by pongamos € = |b — a|/2. Ya que z; — a, existe J; € J tal
que
lzy—a|l<e si JDJ. (12.1)

Por el mismo argumento, existe J, € J tal que,
|$J — b| <e si JDJs. (122)

Como J es dirigido, existe K € J tal que J; C Ky Jo C K, y por (12.1)-(12.2), |a — b| <
la — xk| + |k — b| < 2¢ = |a — b|. Esta contradiccién termina la prueba.
|

En lo que resta del capitulo, {x,}, {y,} denotardn redes en R, indizadas por un conjunto
dirigido J.

Proposicién 4.12.3. Supongamos que x; — a eyy — b. Entonces: x;+y; — a+b, x y; — ab
y Ay — Aa si A € R. Ademds, 1/y; — 1/b, sib# 0 e y; # 0 para todo J € J.
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Proposicién 4.12.4. Supongamos que x; — a eyy; — b. St xy < y;, para todo J € J, entonces
a <b.

Diremos que {z;} es creciente, si x; < zx cuando J C K. Se dice que {z;} estd acotada
superiormente si {z; : J € J} estd acotado superiormente. De manera analoga se definen los

conceptos de red decreciente y acotada inferiormente.

Proposicién 4.12.5. Si {x;} es creciente y acotada superiormente, entonces ella es conver-
gente y su limite es sup{x; : J € J}. Un resultado andlogo vale para redes decrecientes acotadas

inferiormente.

Se dice que lared {z;} es de Cauchy, si para cada e > 0, existe, Jy € J tal que, |v;—xx| < €,
cuando J, K D Jy.

Proposicién 4.12.6. Toda red {x;} de Cauchy converyge.

Demostracion: Sea n € N. Aplicando la definicién de red de Cauchy, con € = 27", tenemos que
existe J, € J tal que
|ZL’J — .I‘K| < 27" si J,K D J,. (123)

Podemos suponer que J,y1 D J, (justificar). Definamos vy, = z,, . Se sigue de (12.3) que
|Ynt1 — yn| < 27"y por el ejercicio 1 de la seccién 4.11, {y, }, es convergente. Asi, y,, — x, para
algin z € R.
Sea € > 0. Ya que, y, — xy 2" — 0, existe N € N tal que |[yy —z| <€/2y 27" < ¢/2. De
aqui y (12.3), |y — 2| < |z; —yn|+|yy — 2| <277 +€/2 < ¢, 81 J D Jy.
|
Sea I un conjunto. Denotaremos por IP, (/) a la familia de todos los subconjuntos finitos
de I. Dada una aplicacién f : I — R, existe una tnica aplicacién X : IP (/) — R tal que
Xr({i}) = f); e Ly Zp(JU{i}) =355 (J)+ f(i),si J € IPo(I) et € I\ J. Esta aplicacién X,
la llamaremos la serie asociada a f y la denotaremos por ) .., a;, donde a; = f(i). Asociada

con la serie ) ., a; tenemos la red {s;} de sumas parciales definida por s; = ._; a;, para

icl
cada J € J := P (I). En lo que resta del capitulo, pondremos J = [P (I). Si {s;} converge

a s € R, se dice que Y ._;a; es convergente y que su suma es s. En este caso escribiremos

iel

Ejercicios.

1. Suponga que existe L € J tal que J C L para todo J € J. Pruebe que z; — x. (Este L,

cuando existe, se llama el maximo de J).
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Pruebe que si {x;} es constante de valor a (es decir, z; = a, para todo J € J), entonces

Ty — Q.
Pruebe que toda red convergente es de Cauchy.

Pruebe que la red {s;}, de sumas parciales, es de Cauchy si y solo si, para cada € > 0
existe Jy € J tal que |sy| <€, cuando H € Jy HN Jy = 0.

Pruebe que si ) . ;a;, >, b; convergen, entonces ), (a; + b;) y D> ,c; Aa; convergen,
cualquiera sea A € R. Ademads, Y, (a; +0;) =D ;0 ai + Y icrbis Doier Aai = Ao ai.

Pruebe quesi ), |a;| converge, entonces, ) ., a; converge. Ademas | Y, ., a;| < >/ |ail.

iel
Ayuda. |s; — si| < [s; — sjuk| + |sjuk| = [sxul + [snkl-

Suponga que a; > 0 para todo i € I. Pruebe que si lared {s;} estd acotada superiormente,

entonces ), a; converge y su suma es sup{) .., a; : J C I es finito no vacio}.

Supongamos que [ es la unién de una familia numerable {1, },c s, de conjuntos numerables
I, y sea g : I — R no negativa. Pruebe que > ., g(i) < > ;> .o, 9(i)]. Ayuda. Si

F C I es finito, entonces existe G C J finito tal que F' C Uyeqly.

i€ln

Suponga que ) .., |a;| converge y sea h : I — I una biyeccién. Pruebe que >, ; an)

converge y que tiene la misma suma que )., .
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Capitulo 5

Topologia de la Recta

En este capitulo estudiaremos algunos subconjuntos especiales de R. Estos subconjuntos
estardn caracterizados en términos de propiedades derivadas de la nocién de distancia (recorde-
mos que si los nimeros reales se representan en una recta, entonces |z| es la distancia de = al
origen; y mas generalmente, |z — y| es la distancia entre = e y). El concepto bésico es el de
conjunto abierto, ejemplos tipicos son los intervalos (a,b) := {x € R : a < z < b}. A partir
del concepto de conjunto abierto, se obtienen los de: conjunto cerrado, punto interior, punto
de clausura, punto de acumulacion, conjunto denso y conjunto compacto, los cuales son llama-
dos conceptos topoldgicos, precisamente porque pueden definirse usando solamente la nocion de
conjunto abierto.

Los resultados mas importantes del capitulo son la caracterizacion de los conjuntos com-
pactos como conjuntos cerrados y acotados, y el teorema de Bolzano-Weierstrass, el cual asegura

que todo subconjunto infinito y acotado de R posee un punto de acumulacién.

5.1. Intervalos
Dados a,b € R con a < b definimos:
(a,b)={reR:a<z<b}; (a,b)]={r€eR:a<z <0},

la,0) ={reR:a<z<b}; [a,b]={zeR:a<x <>}

Estos conjuntos son llamados intervalos de extremos a y b. El primero (resp. iltimo) de
ellos se dice abierto (resp. cerrado). Cuando a = b se tiene (a,b) = 0; [a,b] = {a} y se les
llama intervalos degenerados.

Los cuatro intervalos definidos anteriormente, son conjuntos acotados, por lo que también se

denominan intervalos acotados. La longitud de cualquiera de ellos se define como el niimero

b—a.
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Dado a € R definimos:
(—o0,a)={reR:z<a}; (—oo,al={reR:z<a},

(a,4+00) ={zeR:x>a}; [a,+00)={reR:x>a}.

Estos conjuntos son conocidos como intervalos no acotados. El primero (resp. segundo) de
ellos también se le dice la semirrecta izquierda abierta (resp. cerrada) de extremo a,
mientras que para los dos tltimos se utiliza una terminologia andloga. En fin, alguna veces
pondremos

(—00,+00) = R.

Los nueve conjuntos definidos anteriormente son conocidos bajo el nombre genérico de in-
tervalos. Los que se definen usando sélo paréntesis, son llamados abiertos.

La siguiente proposicion es una caracterizacion 1til de los intervalos.

Proposicién 5.1.1. Sea I C R. Los siguiente enunciados son equivalentes.
(i) (z,y) C I, para todo x,y € I con x < y.

(i) I es un intervalo.

Demostracion: Dejamos al lector la tarea de mostrar que (ii) implica (i). Para ver la otra
implicacién, supongamos que [ satisface (i). Hay dos casos posibles y los consideraremos por
separado.

Caso 1: I es acotado. Pongamos a = inf([) y b = sup(I). Es claro que I C [a, b]. Probaremos
que (a,b) C Iy le dejamos la tarea al lector de convencerse que esto garantiza que I es un
intervalo. Sea ¢ € (a, b). Por la proposicién 2.6.1, existe y € I tal que ¢ < y y por la proposicién
2.6.2 existe x € I tal que x < c. Por hipétesis, (z,y) C I, luego ¢ € I. Esto muestra que
(a,b) C 1.

Caso 2: I no es acotado. Solo trataremos el subcaso cuando I esta acotado superiormente
pero que no lo esta inferiormente. La prueba de los dos subcasos restantes sera dejada a cargo
del lector. Sea a = sup(I). Es claro que I C (—o0,al, por lo cual basta ver que (—oo,a) C I
(;por qué?). Para ello, sea ¢ < a. Igual que antes, existe y € I tal que ¢ < y, pero como I no
estd acotado inferiormente, existe z € I tal que x < ¢. Asi, ¢ € (z,y) C I, y la prueba de este
caso es completa.

|

Proposicién 5.1.2. La union de una familia de intervalos con un punto comun es un intervalo.

Demostracion: Sea {I, : p € P} una familia de intervalos indizada por un conjunto P y

supongamos que existe a € R tal que a € I,, para cada p € P. Denotemos por [ la unién de
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esa familia y fijemos z,y € I con x < y. De acuerdo a la proposiciéon anterior bastara ver que
(z,y) C I. Con este fin, fijemos p,q € P tales que x € I, e y € I, y consideremos los tres casos
que siguen:

i) Si y < a, entonces (z,y) C (zr,a) C I, C I.

ii) Si @ < z, entonces (z,y) C (a,y) C I, C I.

iii) Si z < a < y, entonces (z,y) C (z,a|U[a,y) C [,UI, C I.

Ejercicios.

1. Sean a,b € R con a < b. Pruebe que (a,b) es el entorno de centro (a + b)/2 y radio
(b—a)/2 (ver seccién 4.2).

2. Sea {I, : p € P} una familia de intervalos y suponga que existe ¢ € P tal que I, N1, # {0,
para todo p € P. Pruebe que la unién de los [, es un intervalo. Ayuda. Aplique la

proposicién 5.1.2 a la familia {J, : p € P} donde J, = I, U I, para cada p € P.

3. Sea{l,:p € P} una familia de intervalos no degenerados dos a dos disjuntos. Pruebe que
P es numerable. Ayuda. Muestre que todo intervalo no degenerado contiene un niimero

racional y use ese hecho para construir una inyeccién de P en Q.

4. Sea A un subconjunto de R con la siguiente propiedad: Para todo x € A existe y € A
con x # y tal que (z,y) C Ao (y,z) C A (segun sea x <y oy < x). {Es A un intervalo?

Justifique su respuesta y comparela con la proposicién 5.1.1.

5. Sea {z,}, una sucesién en un intervalo / convergente a punto x en . Muestre que existen

c,d € I tales que ¢ < z,, < d para todo n.

5.2. Conjuntos abiertos

Diremos que U C R es abierto, si para cada x € U existe € > 0 tal que (z —¢,x +¢) C U.
Este nimero € depende en general de x. Observe que (x —e,x+¢) = {y € R: |z —y| < €}. Por

esto podemos decir que el concepto de conjunto abierto esta basado en la nocién de distancia.

Ejemplos 5.2.1. Es obvio que R es un conjunto abierto. También se tiene que ) es abierto,
porque no hay ningin elemento en () que no verifique la condicién en la definicién de conjunto
abierto. Por otra parte, Q no es abierto, pues todo intervalo contiene irracionales (proposicién
2.5.5). Los intervalos de la forma [a,b) no son abiertos, pues la condicién de la defincién de

conjunto abierto no se cumple para x = a.
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Proposiciéon 5.2.2. Sea I un intervalo. Entonces I es un intervalo abierto sii I es un conjunto

abierto.

Demostracion: Sea I un intervalo abierto. Ya que R y () son abiertos, debemos considerar los
casos I = (a,b), (—00,a) 6 (a,+00), donde a,b € R con a < b, si [ = (a,b).

Supongamos que I = (a,b). Dado x € I, pongamos ¢ = min{x — a,b — z}. Entonces
a<z—e<xz+e<b dedonde (r —e,x+¢€) C (a,b). Luego I es abierto. Los otros dos casos
seran dejados a cargo del lector.

Reciprocamente, sea I un intervalo que satisface la definicion de conjunto abierto. Para
ver que I es un intervalo abierto, basta mostrar que no puede ser de ninguno de los siguientes:
[a,b], [a, +00), (—00, b, donde a < b. Le dejamos al lector la tarea de verificar que en cualquiera
de estos casos los extremos acotados del intervalo no satisfacen condicién en la definicion de
conjunto abierto.

|
El resultado que sigue nos indica las dos propiedades mas importantes que posee la coleccion

de los conjuntos abiertos.

Proposicién 5.2.3. a) La unidn de cualquier familia de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

b) La interseccion de cualquier familia finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Demostracion: La parte a) serd dejada a cargo del lector. Para probar b), mostraremos sélo que
la interseccion de dos abiertos es abierto, el caso general se hace por induccién en el niimero
de abiertos y lo dejaremos al lector. Sean Uy, U, abiertos de R y fijemos = € U; N Us,. Ya que
x € Uy, existe ¢ > 0 tal que (z — €1, + €;) C U;. Por el mismo argumento, existe €5 > 0 tal
que (z — €2, + €3) C Uy. Sea € = min{ey, €5 }. Es claro que (z — ¢, +¢€) C Uy N Us.

|

Podemos resumir lo que tenemos hasta ahora en el siguiente resultado.

Teorema 5.2.4. Un subconjunto U C R es abierto si y solo si U es la union de una coleccion

de intervalos abiertos.

Demostracion: Sea U un conjunto abierto. Para todo punto x € U existe € > 0 tal que (z —
e,z +¢) C U. Asi que la coleccién de todos los intervalos abiertos contenidos en U cumple con
lo requerido. Esto es, U es la uniéon de una coleccion de intervalos abiertos.
Por otra parte, usando la parte a) de la proposicién 5.2.3 concluimos que la unién de una
coleccion de intervalos abiertos es un conjunto abierto.
|

La proposicion que sigue muestra que el resultado puede mejorarse considerablemente.
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Proposicién 5.2.5. Todo conjunto abierto de R es la union de una familia numerable de

intervalos abiertos dos a dos disjuntos.

Demostracion: Sea U un abierto de R y sea x € U. Entonces la familia F,., de aquellos intervalos
abiertos contenidos en U que contienen a x, no es vacia y tienen a x como punto comun. De
aqui y la proposicion 5.1.2, la unién de los miembros de F, es un intervalo I, que contiene a .
Note también que por las proposiciones 5.2.2 y 5.2.3, I, es un intervalo abierto. Es mas, I, es
el mas grande de los intervalos abiertos contenidos en U y que contienen a z.

Mostraremos ahora que si I, N I, # 0, entonces I, = I,. En efecto, sean z,y € U y
supongamos que I, N I, # (. De las proposiciones 5.1.2, 5.2.2 y 5.2.3, I, U I, es un intervalo
abierto contenido en U. Como x estd en esa unién, se sigue de la maximalidad de I, que
I, UI, C I, y en particular se tiene que I, C I,. Un razonamiento analogo, intercambiando
x por y, muestra que I, C I, y en consecuencia [, = [,. En otras palabras, cualesquiera dos
elementos de la familia {/, : * € U} son iguales o disjuntos. Denotemos por Z esa familia de
intervalos. Para cada intervalo I € 7 escoja un racional ¢; en I. Como la familia 7 es dos a dos
disjunta, entonces la funcién f : Z — Q dada por f(I) = g; es inyectiva. Como Q es numerable,
entonces Z es numerable (ver proposicién 3.4.2). Para concluir, note que U es la unién de los
intervalos en Z.

|

Observacion: No es cierto que todo conjunto abierto es la union disjunta de intervalos con
extremos racionales (ver ejercicio 10).

La siguiente proposicion, aunque no sera usada en el resto del libro, es importante pues

indica cual es la propiedad topoldgica (llamada conexidad) que caracteriza a los intervalos.

Proposicién 5.2.6. Un conjunto A C R no es un intervalo si y solo si existen abiertos U,V

de R tales que
UNV=0 UNA#0, VNA#0, yACUUV. (2.1)

Demostracion: Si A no es un intervalo entonces, por la proposicion 5.1.1 existen z,y € A tales
que x <y, c € (z,y) y ¢ ¢ A. De aqui, los conjuntos U = (—o0,¢), V = (¢,00) son abiertos
que verifican (2.1).

Supongamos ahora que U,V son abiertos de R verificando (2.1) y fijemos a € UN Ay
be ANV.Yaque UNV = (), tenemos a # b, e intercambiando los papeles de U y V si fuera
necesario, podemos asumir que a < b. Pongamos B = {z € [a,b] : [a,2] C U} y notemos que
a € By que b es cota superior de B. Esto permite definir ¢ = sup(B). Mostraremos que ¢ ¢ A
y a < ¢ < b; de esto se concluye inmediatamente que A no es un intervalo (ver la proposicién
5.1.1).
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Para ver que a < ¢, observemos que al ser U abierto y a un elemento de U, existe » > 0 tal
que (a —r,a+r) C U. En consecuencia, a + r/2 € B. Luego, ¢ > a.

Ahora mostraremos que ¢ € U U V. De esto se deduce inmediatamente que c ¢ Ay c# by
termina la demostracion. Veamos entonces que ¢ ¢ UUV. Primero mostraremos que [a,c) C U.
Sea d € |a, c). Por la proposicién 2.6.1, existe z € B tal que z > d, y como [a, z] C U, entonces
d € U. Esto prueba que [a,c) C U. Veamos ahora que ¢ ¢ U, porque si ¢ € U, entonces existiria
e > 0 tal que (c —€,c+¢€) C Uy por lo tanto [a,c+ €/2] € U. Es decir, ¢ + ¢/2 € B, lo cual
contradice el hecho que ¢ es el supremo de B. Esto muestra que ¢ ¢ U.

Finalmente, supongamos que ¢ € V' y fijemos p > 0 tal que (¢ — p,c+ p) C V. Entonces
(¢ —p,e)Nfa,c) C UNV =0, pero esto es contradictorio porque, al ser a < ¢, se tiene que
(¢ = p,c)N]a,c) # 0. Esta contradiccién prueba que ¢ ¢ V.

|

Ejercicios.
1. Complete la demostraciéon de la proposicion 5.2.3.

2. Sea U, = (—1/n,1/n);n € N. Pruebe que (2, U, = {0} y concluya que la interseccién

de una familia infinita de abiertos no es necesariamente abierto.
3. Sea U C R un conjunto abierto no vacio. Pruebe que UNQ y U N (R \ Q) no son vacios.

4. Pruebe que si {U; : i € I} es una familia de abiertos no vacios, dos a dos disjuntos,

entonces I es numerable.

5. Sean x € A C R. Diremos que x es un punto interior de A si existe un abierto U de R
tal que z € U C A. Denotaremos por A o int(A) el conjunto de los puntos interiores de
A. Pruebe que
a) int(A) es abierto.

b) Cualquier abierto de R, contenido en A, esta contenido en int(A). Es decir, si U C A
y U es un abierto, entonces U C int(A).

¢) Concluya de lo anterior que int(A) es el abierto mas grande contenido en A. Por

ejemplo, muestre que int([1,3)) = (1, 3).
6. Calcule int([a,b]), int(Q) e int(R\ Q).

7. Sean A, B C R. Pruebe que int(AN B) = int(A) Nint(B) y que int(AU B) C int(A) U

int(B). Dé un ejemplo donde esta contencién sea estricta.
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8. Sea A, = (—1/n,1/n); n € N. Pruebe que int((), oy An) 7 [pen int(An).

9. Sea A C R. Se dice que B C A es abierto en A si para cada xq € B existe r > 0 tal que
(xo — 7,29 + 1) N A C B. Pruebe que B C A es abierto en A siy sélo si B=ANU para
algiin abierto U de R.

10. a) Muestre que ningun intervalo abierto es igual a la unién de dos intervalos abiertos y

disjuntos.

b) Halle un conjunto abierto que no sea la unién de una coleccién dos a dos disjunta
de intervalos abiertos con extremos racionales. Explique por qué no hay conflicto
entre este ejercicio y la proposicién 5.2.5. Ayuda: Considere un intervalo (a, b) con a

irracional.

11. Sean A C R y r > 0. Muestre que el siguiente conjunto es abierto
U={zreR: |r—a|l <rparaalginaec A}.
Ayuda: Escriba U como la unién de una coleccién de intervalos abiertos.

12. * Sea U C R. Muestre que las siguientes condiciones son equivalentes
(a) U es abierto.

(b) Para todo x € U y toda sucesién {z,}, convergente a x, existe ng tal que x, € U

para todo n > ny.

5.3. Conjuntos cerrados y clausura de un conjunto

En esta secciéon, A denota un subconjunto de R. Diremos que A es cerrado si su comple-

mentario R\ A es abierto. Por ejemplo, los intervalos de la forma [a, b] son cerrados.

Proposicién 5.3.1. a) 0 y R son cerrados.
b) La union de una familia finita de cerrados es cerrado.

c¢) La interseccion de cualquier familia de cerrados es cerrado.

Demostracion: Se deduce inmediatamente de la proposicién 5.2.3 y dejamos a cargo del lector
el completar la demostracién.

|
Observacion: Note que () y R son a la vez abiertos y cerrados. De hecho son los tinicos subcon-
juntos de R con esta propiedad (ver ejercicio 12). Es importante tener presente que un conjunto

puede no ser ni abierto ni cerrado, por ejemplo (1, 5].
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Diremos que zo € R es un punto de clausura de A, si UN A # () para cualquier abierto U
de R que contenga a zy. El conjunto de todos los puntos de clausura de A serd denotado A y
serd llamado la clausura o adherencia de A. Es obvio que ) = 0} y que A C A. En particular,
R=R.

Ejemplo 5.3.2. Mostraremos que 2 es un punto de clausura del intervalo (2, 7]. En efecto, sea
U un abierto cualquiera que contenga a 2. Por definicion de conjunto abierto, existe r > 0 tal
que (2 —r,24r) C U. Escoja ahora t tal que 2 < ¢t < min{2 +r,7}. Entonces t € U N (2,7].

Proposicién 5.3.3. A es cerrado.

Demostracion: Mostraremos que R\ A es abierto. Sea xy & A. Por definicién de clausura, existe
un abierto U tal que zp € U y U N A = (. Por definicién de abierto, existe » > 0 tal que
(xo — 1,20 + 1) C U. Luego es claro que (zg — 1,29 +7) N A = (). Como (xg — 7,20 + 1) es un
conjunto abierto, entonces por la definicién de clausura tenemos que (zg — 7,29 +7) C R\ A.
Y con esto termina la prueba.

|

Proposicién 5.3.4. A es cerrado si y solo si A = A.

Demostracion: Si A = A se tiene, de la proposicién anterior, que A es cerrado. Supongamos
ahora que A es cerrado. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que A # R (;por qué?).
Fijemos = ¢ A, entonces z estd en el abierto U := R\ A. Como U N A = (), entonces por
defincién de clausura se tiene que = ¢ A. Esto muestra que R\ A C R\ A. Por lo tanto, A C A
y como A C A, entonces A = A.

|

Proposicién 5.3.5. a) Si BCR y A C B entonces A C B. En particular, si B es cerrado y
A C B, entonces A C B.
b) AUB = AU B, cualesquiera sean A, B C R.

Demostracion: a) Suponga que A C B y fije # € A y un abierto U que contiene a . Como
UNA#0, entonces UN B # (). Asi # € B. La segunda afirmacién se sigue de la proposicién
5.3.4.

b) De la relacién A C AU B se tiene A C AU B. De manera andloga, B C AU B, de modo
que AUBC AUB.

Por otra parte, de las proposiciones 5.3.3 v 5.3.1 se tiene que A U B es cerrado y como
obviamente ese cerrado contiene a A U B, se sigue de la parte a), que AUB D AU B.

|
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Ejemplo 5.3.6. Mostraremos que la clausura de (2,7] es [2,7]. Es claro que R\ [2,7] =
(—00,2) U (7,+00) es abierto, luego [2, 7] es cerrado. Por lo tanto, la parte a) de la proposicién
5.3.5 nos asegura que m C [2,7]. Por otra parte, ya vimos que 2 es un punto de clausura de
(2,7], es decir, 2 € (2,7]. Como (2,7] C (2,7], entonces [2,7] C (2,7]. En conclusién, tenemos

que (2,7] = [2,7].

La proposicién 5.3.3, junto con la parte a) de la proposicién anterior, dicen que A es el
cerrado “mds pequeno” (con respecto al orden C) que contiene a A. Terminaremos esta seccién
caracterizando los conjuntos cerrados a través de sucesiones. Para ello introducimos la siguiente
definicién. Diremos que xg € R es un punto limite de A si existe una sucesion {z,}, en A

que converge a Ig.
Proposicién 5.3.7. zy € R es punto limite de A si y sélo si xy € A.

Demostracion: Sea xp un punto limite de A y sea {x,}, una sucesién en A que converge a x.
Dado un abierto U de R que contiene a zy, fijemos € > 0 tal que (zg — €,z + €) C U; entonces
existe N € N tal que |z, — x¢| < €, para n > N. Es decir, x, € AN (xg—€,20+¢€); n> N; lo
cual prueba que U N A # (. Es decir, zo € A.

Supongamos ahora que zy € A, entonces (xg — 1/n,z¢ + 1/n) N A # (), para cada n € N.
Escojamos entonces, para cada n € N, un elemento z,, € (g — 1/n,x9 + 1/n) N A. Tenemos
asi una sucesién {x,}, en A tal que |z, — x¢| < 1/n. En particular, x,, — xy y por lo tanto, xg
es un punto limite de A.

|

Como corolario inmediato de las proposiciones 5.3.4 y 5.3.7 se obtiene:
Teorema 5.3.8. A es cerrado si y solo si A contiene todos sus puntos limite.

Terminaremos esta seccién introduciendo la nocién de conjunto denso. Un subconjunto A
de R se dice denso, si A = R. La demostracion de la siguiente proposicién quedara a cargo del

lector.

Proposicién 5.3.9. Sea A C R. Los siguientes enunciados son equivalentes.
(i) A es denso.
(i1) AN (a,b) # 0 para todo a,b € R con a < b.
(1ii) ANU # 0 para todo abierto no vacio U.

(iv) Para todo x € R existe una sucesion {x,}, en A que converge a x.

Del teorema 2.5.4 y la proposicién anterior concluimos que QQ es un subconjunto denso de

R. Por consiguiente, todo real es el limite de una sucesién de racionales.

Ejercicios.



92

10.

11.

12.

13.
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Demuestre la proposicion 5.3.1.
Sean a < b en R. Pruebe que los intervalos [a, b], (—o0, a, [a, 00) son conjuntos cerrados.

Pruebe que Z es cerrado. Ayuda. Muestre que Z = Z, para ello recuerde que para todo
real r existe un entero m tal que m < r < m + 1 (m es llamada la parte entera de r y

fué formalmente definida en el ejercicio 4 de la seccién 2.4).
Pruebe que el conjunto A = {1/n : n € N} no es cerrado.

Pruebe que un subconjunto de R que contiene un sélo elemento es cerrado. Concluya que

todo conjunto finito es cerrado.

Calcule la clausura de los siguientes conjuntos: R\ Q, (a,b) (donde a < b son reales) y
{1/n:n e N}

Pruebe que AN B C AN B, cualesquiera sean A, B C R. Muestre, con un ejemplo, que

la contencion puede ser estricta.

Pruebe que zy € A si y sélo si (zg — 7,29 +7) N A # 0 para todo r > 0.
Sea U un abierto de R tal que U N A # (. Pruebe que U N A # 0.

Para cada n € N, sea A, = {1/n}. Pruebe que U, .y An # U, cx An-
Demuestre la proposicion 5.3.9.

Pruebe que si A # () es abierto y cerrado entonces A = R. Ayuda: Suponga que = ¢ A
y z € A. Sin perdida de generalidad suponga que z < z. Sea B = {y € R : y <
z, [y,x] M A = 0}. B es acotado inferiormente. Sea a = inf B. Muestre que se llega a una

contradiccién ya sea que a € A o que a ¢ A.

En el ejercicio 9 de la seccion 5.2 introdujimos el concepto de abierto relativo a un con-
junto, ahora haremos lo correspondiente con el concepto de cerrado. Sean B C A C R.
Diremos que B es cerrado en A si A\ B es abierto en A. Muestre que las siguiente

afirmaciones son equivalentes:
a) B es cerrado en A.

b) B = CnN A para algiun conjunto cerrado C'.

c) Dada una sucesién {z,}, en B convergente a un punto xz en A, se tiene que x

pertenece a B.
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14. Sea U y V subconjuntos densos de R. Suponga que uno de ellos es abierto y muestre que

UNV es denso en R. ;Sera cierto el resultado para conjuntos densos cualesquiera?

15. * Sea A # (). Dado z( € R, defina la distancia de zy, a A mediante,
d(xg, A) == inf{|z — zo| : x € A}.

a) Muestre que si zg € A, entonces d(xg, A) = 0.
b) Pruebe que si A es cerrado y d(xg, A) = 0, entonces zy € A.

c) Suponga que A no es vacio y es acotado superiormente. Pruebe que d(sup(A), A) = 0.

Concluya que d(1,[0,1)) = 0.
16. * Sea A C R. Para cada n € N defina
U,={r€R: |z —a|] <1/nparaalgin a € A}.

a) Muestre que
A= (U

b) Concluya que todo cerrado es igual a una interseccién numerable de abiertos y
analogamente, que todo abierto es igual a una unién numerable de cerrados. Ayuda:

Use el ejercicio 11 de la seccion 5.2.

17.  * Muestre que si A es numerable, entonces R\ A es denso. Ayuda: Use que todo intervalo

no degenerado no es numerable (ver ejercicio 9 de la seccién 4.11).

5.4. El teorema de Bolzano-Weierstrass

Al igual que en la secciéon precedente, A denota un subconjunto de R. Diremos que zo € R
es un punto de acumulacién de A, si U N (A \ {x0}) # 0, para cada abierto U de R que
contenga a xg. Es obvio que todo punto de acumulacién de A es punto de clausura de A. Un
punto xo € A se dice aislado en A, si existe un abierto U de R, conteniendo xg, tal que
UNA={zo}.

Ejemplo 5.4.1. Considere el conjunto A = {1/n : n € N}. Se tiene que 0 es un punto de
acumulacion de A y de hecho es el inico. Note que todo elemento de A es un punto de clausura

de A pero no es de acumulacién, pues todo los elementos de A son aislados en A.

Ya vimos que toda sucesién acotada tiene una subsucesién convergente (teorema 4.6.4). El

siguiente teorema generaliza este resultado a conjuntos infinitos y acotados.
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Teorema 5.4.2. (Bolzano-Weierstrass) Todo subconjunto infinito y acotado de R posee un

punto de acumulacion.

Demostracion: Daremos dos argumentos diferentes para demostrar el teorema. Sea A un sub-

conjunto de R infinito y acotado.

Argumento 1: Como A es infinito, entonces existe una funcién f : N — A inyectiva (esto es
intuitivamente claro, pero se puede ver una demostracion formal en el ejercicio 4 de la
seccién 3.4). Considere la sucesion dada por f, es decir, x,, = f(n). Por el teorema 4.6.4
sabemos que {z,}, tiene una subsucesién {x,, }, convergente a un punto a. Para ver que
a es un punto de acumulacién de A, sea U un abierto que contenga a a. Entonces existe
ko tal que z,, € U para todo k > ky. Por ser f inyectiva, sabemos que existe a lo sumo
un natural k tal que x,, = a. En particular, como el rango de f estd contenido en A, se
tiene que U N (A \ {a}) # 0. Y esto termina la prueba.

Argumento 2: Dado un intervalo J = [c, d], definimos su punto medio como z = (c+d)/2y
cada uno de los intervalos [c, z] y [z, d] serd llamado una mitad de J. Si AN J es infinito
y Ji, Jo son las dos mitades de J entonces A N J; es infinito para algin ¢ = 1,2; pués en
caso contrario, AN J = (AN J;)U (AN Jy) seria finito al ser la unién de dos conjuntos

finito (ver proposicién 3.3.3).

Definamos a = inf(A), b = sup(A) e I = [a,b]. Es claro que A C I. Sea I; una mitad de
tal que I; N A es infinito. Sea I, una mitad de I; tal que AN I, es infinito. “Prosiguiendo
de esta manera”, se construye una familia de intervalos {I,, : n € N} con las siguientes

propiedades:
(i) 1,11 es una mitad de I,,.
(ii) I, N A es infinito.

En particular de (i) se tiene que cada I,, es un intervalo cerrado, digamos que I,, = [ay,, b,].
Observemos que de (i) también se tiene que b, 41 —a,+1 = (b, —a,)/2 y aplicando induccién

se muestra que b, — a, = (b — a)/2". De aqui, b, — a,, — 0.

Por el teorema de los intervalos encajados (3.5.1) se tiene que existe z € (), I,,. Mostraremos
que xp es un punto de acumulacion de A. Para ello, fijemos un abierto U que contiene
a xo. Debemos mostrar que U N (A \ {zo}) # 0. Por definicién de conjunto abierto,
sabemos que existe r > 0 tal (xg — r,29 + ) C U. Es claro que es suficiente mostrar
que (zg — r,xo + 1) N A es infinito. Como b,, — a,, — 0, entonces existe N € N tal que
by —ayn < r. Como z¢ € |an,bn], entonces |an,by]| C (xg — 7,29 + 7). En consecuencia,

INNAC (xg—r1,20+7)N A De (ii) concluimos que (z¢ — 7,29 + r) N A es infinito.
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Observacion. La oraciéon “Prosiguiendo de esta manera”, en la segunda versién de la prue-

ba de 5.4.2, es imprecisa y, aunque de uso corriente, consideramos saludable dar una version
matematicamente correcta de lo que ella significa. Para ello sea J el conjunto de todos aque-
llos intervalos cerrados J C I tales que A N J es infinito. Obviamente I € J. Dado J € 7,
denotemos por f(J) una de las mitades de J tal que f(J) N A es infinito. Se tiene asi una
aplicacién f : J — J. Por el teorema 3.1.1, existe una aplicacién ¢ : N — J tal que ¢(1) = I y
¢(n+1) = f(¢(n)). Los intervalos I,, “construidos” en la prueba anterior pueden ahora definirse

de manera precisa poniendo I,, = ¢(n + 1).
Ejercicios.

1. Pruebe que todo punto de clausura de A que no sea punto de acumulaciéon de A es un

punto aislado de A.

2. Use la proposicion 5.3.4 para probar que A es cerrado si y sélo si contiene todos sus puntos
de acumulacién.

3. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) zyp € R es punto de acumulacién de A.

i) (A\ {xo}) N (zg — 7,20 + 1) # 0 para todo r > 0.

iii) (zg — 7, o + 1) N A es infinito para cada r > 0.

iv) Existe una sucesién {x,}, en A\ {x¢} que converge a x.

4. Sea A C R. Denotaremos por A’ el conjunto formado por todos los puntos de acumulacion
de A. Demuestre las siguiente afirmaciones:
a) (AUB) =A"UPB.

b) Si AC B, entonces A’ C B'.
c) A’ es un conjunto cerrado.

5. * Pruebe que si todos los puntos de un conjunto A C R son aislados en A, entonces
A es numerable. Ayuda: Muestre que existen intervalos abiertos, dos a dos disjuntos,
cada uno conteniendo un sélo punto de A y cuya unién es A. Para hacerlo, defina s, =
inf{|z —a| : © € A\ {a}} para cada a € A (se puede suponer que A contiene al
menos dos elementos). Muestre que s, > 0 y ponga r, := s,/2. Muestre ahora que

(a—rg,a+1,)N(b—rp,b+1) =0, sia,b € Acona+#b. (Vea el ejercicio 15 de la seccién

5.3 para entender mejor el significado de los niimeros s,).
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6. * Sea {z,}, una sucesién acotada en R. Sea A = {x,, : n € N} el rango de la sucesion.

a) Recuerde la definicién de z,, y z,, dada en la seccién 4.7. Suponga que a es un punto

de acumulacion de A. Muestre que z,, < a < Z,, para todo n y que
liminfz, <a <limsupx,.

b) Determine bajo que condiciones liminf z, y limsup z, son puntos de acumulacién

de A.

¢) De un ejemplo de una sucesién acotada {z,}, tal que su rango no tenga puntos de

acumulacion y calcule lim inf z,, y lim sup x,,.

d) Sea f:N — QnNJ0,1] una biyeccién y sea x,, = f(n). Calcule lim inf z,, y lim sup x,,.

¢ Cuéles son los puntos de acumulacion del rango de {z,},?

5.5. Conjuntos compactos

En esta seccién, K denota un subconjunto de R y & denota una familia {U; };c; de abiertos
de R indizada por algiin conjunto I.

Diremos que U es un cubrimiento abierto de &, si la unién | J,.; U; contiene a K. Si para
algiin subconjunto J de I se tiene que {U; };ics es un cubrimiento de K, diremos que {U,};c; es
un subcubrimiento de K extraido de U, el cual se dira finito si el conjunto {U; : i € J} es
finito. Diremos que K es compacto, si todo cubrimiento abierto de K posee un subcubrimiento
finito extraido de U.

Esta definicion es bastante abstracta y esto obedece al hecho de estar enunciada utilizando
Unicamente la nocién de conjunto abierto. Sin embargo, uno de los propdsitos principales de la
seccion es caracterizar los conjuntos compactos de una manera simple; a saber, como aquellos

que son a la vez cerrados y acotados.

Ejemplos 5.5.1. (i) Es fcil ver que todo conjunto finito es compacto (verificarlo).

(ii) Considere el conjunto (0,1) y para cada n € N sea

1 1
n n

Afirmamos que Y = {U,, : n € N} es un cubrimiento de (0,1). En efecto, si z € (0, 1),
entonces existe n tal que 1/n < x <1 —1/n (verificar) y esto dice que = € U,. Por otra
parte, dado m € N se tiene que (0,1) ¢ Uy U --- U U, pues m+r1 g U, U---UU,. Esto
muestra que U no admite un subcubrimiento finito (justificar). En consecuencia (0, 1) no

es compacto.
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n
= (-1
Vo= (1)

y sea U la siguiente coleccién de abiertos:

(iii) Para cada n € N positivo sea

U=1{V,: n>1}U{(98/99, 2)}.

Es facil verificar que U es un cubrimiento de [0, 1]. El lector verificard que el siguiente

subconjunto de U es un subcubrimiento finito de [0, 1]:
{Vo: 1<n <99} U{(98/99, 2)}.

. Puede el lector conseguir un subcubrimiento finito que contenga sélo dos conjuntos?

Lo visto hasta ahora no garantiza que [0, 1] sea compacto, pues solamente hemos analizado

un cubrimiento [0, 1]; sin embargo, veremos en seguida que si lo es.

(iv) Consideremos ahora el conjunto [5,+00). Para cada n € N, sea U, = (4,n). Es fécil
verificar que {U,, : n € N} es un cubrimiento abierto de [5,4+00) y ademés que para todo
m € N se tiene que [5,+00) ¢ Uy U---U U, (justificar). De lo anterior se deduce que

[5,4+00) no es compacto.
Teorema 5.5.2. Todo intervalo |a,b], con a <b en R, es compacto.

Demostracion: Sea U un cubrimiento abierto de [a, b]. Considere el siguiente subconjunto de
la, b].

A ={x € [a,b] : existe subconjunto finito de U que cubre a [a, z|}.

Para completar la demostracién bastaria probar que b € A. Para lo cual comenzamos notando
que a € Ay A es acotado. Esto permite definir ¢ = sup(A).

Afirmacion. ¢ = b. En efecto, es claro que ¢ < b. Razonaremos indirectamente. Supongamos
¢ < by escojamos U € U tal que ¢ € U. Ahora escojamos r > 0 tal que (¢ —r,c+7r) C U
y fijemos © € A tal que ¢ — r < x (recuerde que c es el supremo de A). Fijemos también
y € (¢,c+71)N (e, b) y notemos que [z,y] C U. Como [a,y] = [a,z] U [z,y] y [a, z] estd cubierto
por un subcconjunto finito V de U, entonces V U {U} cubre a [a,y]. Por lo tanto y € A, pero
esto contradice que y > ¢ = sup(A).

Sea U € U tal que b € U y sea r > 0 tal que (b—r,b+r) C U. Por la afirmacién, b = sup(A)
y en consecuencia existe x € A tal que b—r < x. Como [a,b] = [a,z]U|z,b], z € Ay [x,b] C U,
concluimos que [a, b] estd cubierto por un subconjunto finito de U. Es decir, b € A.

|

Proposicién 5.5.3. Todo compacto es cerrado y acotado.
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Demostracion: Sea K un subconjunto compacto de R. Mostraremos primero que K es acotado.
Para esto, considere los conjuntos abiertos U,, = (—n,n), n € N. Como R es arquimediano (ver
proposicién 2.5.1), se tiene que {U, },en es un cubrimiento de R y por tanto de K. Como K
es compactoy Uy C Uy, C Uz C ---, existe N € N tal que K C Uy y en consecuencia, K es
acotado.

Supongamos ahora que K no es cerrado, entonces R\ K no es abierto y asi existe g € R\ K

tal que (zg — 7, xg + r) no esta contenido en R\ K, para ningtin r > 0. En particular,
(zg — 1/n,z0 4+ 1/n) N K # () para todo n € N. (5.1)

Para cada n € N, pongamos V,, = {x € R : |x — 2| > 1/n}. El lector probaréd que V,, es abierto
y que la unién de los V,, es R\ {zo}. De aqui, {V},}nen es un cubrimiento abierto de K, porque
xg ¢ K. Como V; C Vo C ---, entonces existe N € N tal que K C Vy y en consecuencia,
[z0 — 1/N,z¢ + 1/N] N K = (). Esto contradice (5.1) y termina la prueba.

|

Proposicién 5.5.4. Si K es compacto y A C K es cerrado, entonces A es compacto.

Demostracion: Sea U un cubrimiento abierto de A. Entonces U U {R \ A} es un cubrimiento

abierto de K y en consecuencia existe un subconjunto finito V de U tal que VU {R \ A} es un
cubrimiento de K. De aqui (justificar) ¥V es un cubrimiento finito de A.

|

El teorema que sigue a continuacién es uno de los resultados mas importantes de este

capitulo.

Teorema 5.5.5. (Heine-Borel) Un subconjunto K de R es compacto si y sélo si K es cerrado

y acotado.

Demostracion: Supongamos que K es cerrado y acotado y pongamos a = inf(K), b = sup(K).

Entonces K es un subconjunto cerrado del compacto [a,b] y por consiguiente K es compacto
(por la proposicién 5.5.4). La otra implicacién fué probada en la proposicién 5.5.3.

|

El siguiente teorema caracteriza los subconjuntos compactos de la recta en términos de

sucesiones convergentes. Este resultado es sumamente 1til, pues no hace referencia ni al concepto

de conjunto abierto y tampoco al mas complejo de cubrimiento por abiertos.

Teorema 5.5.6. K es compacto si y solo si toda sucesion en K posee una subsucesion conver-

gente a un punto de K.



5.5. CONJUNTOS COMPACTOS 99

Demostracion: Supongamos primero que K es compacto y fijemos una sucesion {z,}, en K.
Como K es acotado (proposicién 5.5.3), entonces {x,}, también lo es. Del teorema 4.6.4, esa
sucesion posee una subsucesion {zyp) }r que converge a un punto zo € R. Es decir, ¢ es un
punto limite de K. Por ser K cerrado, se tiene que xy € K (proposicién 5.5.3 y teorema 5.3.8).

Ahora mostraremos el reciproco. Sea K un conjunto como en la hipétesis. Por el teorema
de Heine-Borel (5.5.5) basta mostrar que K es cerrado y acotado. Para ver que K es cerrado,
sea {x, }, una sucesion en K que converge a x € R. Por hipétesis, {z, }, posee una subsucesién
{Zhm }x que converge a un punto z € K. Pero por la proposicién 4.6.2, ) — x y asi v = 2 €
K. Es decir, K contiene todos sus puntos limite, luego K es cerrado (ver teorema 5.3.8).

Para terminar, supongamos que K no es acotado, entonces para cada n € N existe x,, € K
tal que |z,| > n. Por otro lado, la sucesiéon {z,}, posee una subsucesiéon convergente, en
particular, posee una subsucesion acotada {xpau)}x. Pero |xpwy| > h(k) > k (para todo k € N);
y esta contradiccién termina la demostracion.

|

Ejercicios.

1. Pruebe que la unién de una familia finita de compactos es compacto. Concluya que todo

conjunto finito de R es compacto.

2. Determine cuales de los siguientes conjuntos son compactos. En caso que no lo sean, halle

un cubrimiento abierto del mismo que no admita un subcubrimiento finito.

a’) [_47 3)7

) {zeR: ot <10},
¢) [-3,10]UZ,

) (—o0,5]

3. Sea {x,}, una sucesién de R convergente a z € R. Pruebe que {z, : n € N}U{z} es com-
pacto. Se sugiere resolver este ejercicio usando las tres maneras de verificar compacidad

vistas hasta ahora: por definicién, usando el teorema de Heine-Borel o el teorema 5.5.6.
4. Sea K un conjunto compacto no vacio, muestre que sup K e inf K pertenecen a K.
5. Sean A, By C subconjuntos de R. Suponga que A y B son cerrados y C' es compacto.

a) Muestre que A+ C ={a+c: a€ A ce C} es cerrado. Ayuda: Muestre que toda
sucesion convergente en A 4+ C tiene su limite en A 4+ C. Para ello, sea a,, + ¢, — «

y use una subsucesion de {c,}, que sea convergente para mostrar que x € A+ C.
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b) Muestre que A + B no es necesariamente cerrado. Ayuda: Considere por ejemplo
A=NyB={-n+1/n: n=2,3,---}.

c) (Es cierto que si Ay B son compactos, entonces A + B es compacto?

d) Muestre que {27 —22? +10: x € C} es compacto.

6. *Sea K; D Ky D K3 D -+, una familia decreciente de compactos no vacios. Pruebe que
Mnen Kn 1o es vacio. Ayuda: Para cada n € N, escoja z,, € K,. Muestre que la sucesion

{@n}n tiene una subsucesion convergente a un punto x. Muestre que z € (), oy K-

7. *Dé otra prueba del teorema 5.5.2 como sigue. Suponga que existe un cubrimiento abierto
U de Iy := |a,b] del cual no es posible extraer un subcubrimiento finito y construya una
familia de intervalos Iy D Iy D I3 D -+, contenidos en [a, b, tal que I,, es una mitad de
I,—1 (como en la demostracién del teorema 5.4.2) que no posee un subcubrimiento finito
extraido de . Sea xg como en la prueba del teorema 5.4.2 y sea U € U conteniendo a x.

Pruebe que Iy C U para algin N € N.

5.6. Los subgrupos aditivos de R

Por un subgrupo aditivo de R (6 subgrupo de (R, +)) entendemos un subconjunto no
vacio G de R tal que b — a € G si a,b € G. En esta seccién daremos algunas indicaciones para
el estudio de los subgrupos aditivos de RR. Por ejemplo, veremos que un subgrupo aditivo de R
que sea (topologicamente) cerrado es de la forma aZ o es igual a R. Estos resultados no serdn
usados en el libro y por esto los presentamos a manera de ejercicios.

En lo que sigue, G denota un subgrupo aditivo de R tal que G # {0}.

1. Muestre que (G,+) es un grupo.
2. Pruebe que {0}, Z, gZ := {ng: n € Z} (con g € R), Q y R son subgrupos aditivos de R.

3. Pruebe que el conjunto G := {3 : m € Z,n € N} es un subgrupo aditivo que es denso
R. Concluya que A := {3 : m,n € N,m < 2"} es un subconjunto denso en (0,1) (esto

significa que para cada = € (0,1) y cada € > 0 existe y € A tal que |z — y| < ¢).
4. Muestre que G también es un subgrupo aditivo.

5. Pruebe que 0 € G y que —z € G, si x € G. Concluya que (G,+) es un grupo y que
G4 :={z € G: x> 0} no es vacio.
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10.

11.

12.

13.

Pruebe que si g € G, entonces gZ C G. Ayuda. Use induccién para mostrar que gN C G.

En los problemas que siguen, a denota el infimo de G . Es decir, a = inf(G,). De la

definicién de G se tiene a > 0.

Pruebe que si a > 0, entonces a € G. Ayuda. Por definicién de infimo, existe x € G tal

que a < x < 2a. Asuma a < x y vuelva a aplicar la definiciéon de infimo.

Pruebe que si a > 0, entonces G = aZ. Ayuda. Muestre que dado = € R, existe n € Z tal
que na <z < (n+ 1)a.

Pruebe que si a = 0, entonces G es denso en R. Ayuda. Sea x € R y € > 0. Muestre que
existe xg € G, tal que xg < € y existe n € Z tal que nxy < x < (n+ 1)xy. Concluya que
(n+1zy—x <e.

Pruebe que si G es cerrado, entonces G = R o G = ¢gZ para algin g € G.
Pruebe que si int(G) # 0, entonces G = R.

Suponga que existen subconjuntos abiertos O, C R, con n € N, tales que G = (), O,.
Muestre que G es cerrado. Ayuda: Suponga que G no es cerrado y concluya que G es
denso (en particular, cada O,, es denso). Fije o € R\ G. Sea H = G + xy. Muestre que
H también es denso, H =(,,(O, + zo) y cada O,, + ¢ es abierto denso. Construya una
sucesion {1}, de intervalos compactos encajados con I, C O, N (O, + xg), para todo

n € N. Concluya que H NG # () y vea que esto contradice que zy ¢ G.

En este ejercicio trabajaremos con la estructura multiplicativa de R. Sea H C (0, +00).
Suponga que si z,y € H, entonces x/y € H. Muestre que si int(H) # (), entonces
H = (0,400).
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Capitulo 6

Limites y Continuidad

En este capitulo introducimos el concepto més importante de este libro; a saber, el concepto
de limite, el cual es usado explicitamente en el tema de derivadas e implicitamente, en el tema
de integracién. La mayor parte del capitulo es dedicado al estudio de las funciones continuas y
de las funciones mondétonas. El estudio de las funciones continuas y estrictamente mondtonas,

nos conducen a la construccién de las funciones exponenciales (f(x) = a*) y logaritmicas

(f(z) = logaz).

6.1. Limites

En este capitulo, salvo mencién contraria, A denotard un subconjunto de R, zy € R sera un
punto de acumulacién de Ay f: A — R indicard una funcién. Diremos que f(z) tiene limite
cuando x tiende a x, si existe un nimero real A con la siguiente propiedad: Para cada ¢ > 0

existe 6 > 0 tal que para todo = € A,
si 0 < |x—axo| <0, entonces |f(z) — A <e. (1.1)
Expresada en forma simbdlica la definicion de limite es la siguiente:
Ve>030>0Ve e A [0<|z—xo| <d = |f(x) =N <e€].
La notacién que usaremos es la siguiente:
A= 9611330 f(x) 6 f(x) — A, cuando = — zo.

El primer simbolo se lee: “) es el limite de f(x), cuando x tiende a (", mientras que el segundo
se lee, “f(z) tiende a A, cuando x tiende a x,”.

La definiciéon precedente dice que dado un entorno de A de radio €, existe un entorno de x
de radio ¢ (que depende de €) tal que f(z) € (A—€e, A\+¢€)siz € (xg—0d,xz0+d)NAy x # xo. Es

103
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decir, f((xg— 0,20 + )N (A\{z0})) C (A —€, A+ ¢). Informalmente hablando, esta definicion
dice que f(z) estd “cerca” de A, si x esta cerca de xg y x # xo. Requerir que z( sea punto de
acumulacién asegura que (xg — 9,29+ 0) N (A \ {zo}) # 0, de modo que la definicién de limite
“no es trivial”, en el sentido que existen elementos de A que satisfacen la premisa en (1.1).
Por otra parte, es irrelevante que zy pertenezca o no al dominio de f. Estos dos comentarios se

aclararan con el ejemplo que presentamos a continuacion.

Ejemplo 6.1.1. Sea A = [0,1] U {2} v f : A — R cualquier funcién. El lector interesado
comprobara que dado € > 0 la condicién (1.1) es valida para xy = 2, § = 1/2 y cualquiera A (!).
El hecho que 2 no es un punto de acumulacién del dominio de la funcién hace que el concepto
de limite (en ese punto) no tenga ninguna utilidad (y por esto no se considera el caso en el que
xo no es punto de acumulacién de A).

Por otra parte si A = [0,2) y f(z) = 22, entonces el limite de f cuando x tiende a 2 es igual
a 4. Note que es irrelevante que 2 no pertenezca al dominio de f. En otras palabras, podemos
agregar 2 al dominio de la funcion y definirla en 2 como queramos y todavia obtener que el

mismo limite cuando z tiende a 2.

La siguiente proposicién muestra que el concepto de limite puede expresarse en términos
de la convergencia de ciertas sucesiones y es, por consiguiente, un concepto topologico. Este
resultado con frecuencia simplifica la verificacién de la existencia del limite de una funcién en

un punto.

Teorema 6.1.2. f(x) — A, cuando v — xo si y sdlo si f(x,) — X para cada sucesion {x,}n

de A\ {0} que converge a xy.

Demostracion: (=). Sea {x,}, una sucesiéon de A\ {zo} que converge a ¢ y fijemos ¢ > 0. Por

definicién de limite de una funcién, existe 6 > 0 tal que

|f(z) = Al <e si0O<|x—xog| <dyxeA, (1.2)

y por definicién de limite de una sucesion existe ng € N tal que
|z, — x| <& si n > ny. (1.3)

Por otra parte, como x,, # xo para todo n € N, entonces podemos usar (1.2) y (1.3) y concluir
que

|f(zn) — Al <€ si n > n,.

Esto prueba que {f(z,)}, converge a A.
(«<). Mostraremos la contrareciproca. Supongamos que f(x) no tiende a A\, cuando x — z.

Construiremos una sucesiéon {x,}, que converge a zo pero tal que {f(z,)}, no converge a .
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En efecto, existe € > 0 tal que f((xg—9,20+0)N(A\ {x0}) no esta contenido en (A —e, A +¢),
para ningun § > 0. En particular, para cada n € N existe z,, € (xg—1/n,z0+1/n) N (A\ {zo})
tal que f(z,) & (A — €, A +¢€). De esta forma queda construida una sucesién {x,}, en A\ {zo}
tal que |z, — xo| < 1/ny |f(z,) — A| > €. Es decir, z,, — xo pero {f(x,)}, no converge a .
Con esto termina la demostracion.

|
Observacion: Es importante que el lector ponga atencion a la estructura logica de la implicacion
(<) en la demostracion anterior. Observe que se demostrd la contrareciproca. Intente el lector

dar una demostracién directa de (<=).

Ejemplos 6.1.3. 1. Considere la funcién f : R — R definida por partes de la manera

siguiente:
0 , si x es racional;
)= { 1, six es irracional.

Sea x( un real cualquiera. Mostraremos que f no tiene limite en xy. Como Q es denso en
R, entonces por la proposicién 5.3.9 existe una sucesién {x, },, en Q con z,, # ( para todo
ny tal que z,, — zo. Note que f(z,) — 0, de hecho {f(z,)}, es una sucesién constante
igual a 0. De igual forma, como los irracionales también son densos en R (ver proposicién
2.5.5), existe una sucesién {y,}, en R\ Q con y, # z, para todo n y tal que vy, — xo.

Note que f(y,) — 1. Usando el teorema 6.1.2 concluimos que f no tiene limite en x.

2. Considere ahora la funcién g : R — R definida de la manera siguiente:

2

(z) r+2 ,sixes racional;
xr) = . . .
g x , sl x es irracional.

Mostraremos que lim, .5 g(x) = 4. En efecto, sea {x, }, una sucesién convergente a 2. Es
claro que si {z,}, estuviera formada sélo por racionales o sélo por irracionales, entonces
g(x,) — 4. Dejamos a cargo del lector mostrar que esto es suficiente para garantizar que

{g(x,)}, es convergente (ver ejercicio 4). ;En que otro punto existe el limite?

3. Considere ahora la funcién h : (0,1) — R definida de la manera siguiente:

1/q ,six=p/qdonde p < g son enteros positivos
h(z) = y sin divisores comunes;

0 , sl x es irracional y 0 < x < 1.
Sea xg € (0, 1) cualquiera. Mostraremos que h tiende a 0 en xy. Sea ¢ > 0y escojan € N
tal que 1/n < e. Sea B el conjunto de todos los racionales de la forma p/q con 0 < p < ¢
y ¢ < n. Note que B es finito. Observe ahora que si z es racional y x ¢ B, entonces
0 < h(z) < 1/n. Como B es finito, existe § > 0 tal que si 0 < |z¢g — x| < J, entonces
x ¢ B. De aqui se puede facilmente deducir que si 0 < |zg—z| < 4, entonces |h(x)| < 1/n.
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Los cuatro resultados enunciados a continuacién pueden probarse usando los mismos ar-
gumentos de las secciones 4.1, 4.2 y 4.3 o utilizando el teorema 6.1.2 y los correspondientes

resultados del capitulo 4.
Proposicién 6.1.4. Si f(z) — X y f(x) — pu cuando v — xo, entonces A = pu.

Dadas funciones f,g : A — R y ¢ € R, se definen funciones f + g,cf,f-g,f/g: A — R

mediante
(f+9)(@) = f(z)+g(z);
(cf)(z) = cf(z);
(f-9)(x) = [f(x)- g(z);
(f/9)(x) = [f(z)/g(z), sig(z)#0 (paratodo z € A).

Proposicién 6.1.5. Sean f, g, ¢ como antes y supongamos que f(x) — A y g(x) — u, cuando
x — xg. Entonces f(x) + g(xz) — A+ p, cf(x) = cA y f(x)g(x) — A, cuando x — xq. Si
ademds, g(z) # 0 para todo x € A y pu # 0, entonces f(z)/g(x) — N/ u, cuando x — xy.

Proposicién 6.1.6. Sean f, g : A — R tales que f < g (lo que por definicion significa que
flz)<glx);ze€A) Sif(r)— \yg(r) — u, cuando v — xy, entonces A < p.

Proposicién 6.1.7. Sean f, g, h : A — R funciones tales que f < g < h. Si f(z) — Xy

h(z) — X cuando © — xq, entonces g(x) — X cuando r — xq.
Ejercicios.

1. En cada uno de los siguientes ejercicios pruebe usando la definicién -0 que el limite de f

cuando z tiende a a es \.

a) f(z)=a* A= a’

b) fl2)=1a=1 =1

o) fle)=2'+1a=11=2
d) f(z)=+/|z],a=0,A=0;
e) flz)=vVz,a=1 1=

2. Pruebe las proposiciones 6.1.4 a 6.1.7.

3. Halle un ejemplo de una funcién f : A — R tal que para algin punto de acumulacion x
de A exista una sucesiéon {z,}, convergente a zy pero que {f(x,)}, no sea convergente.

. Qué tiene esto que ver con la demostracion del teorema 6.1.27.
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4. Sea f: R — R una funcién y xy € R. Suponga que para todo par de sucesiones {x,},
YV {Yn}n con z, € Qy y, € R\ Q ambas convergiendo a xy se cumple que {f(z,)}n
v {f(Yn)}n convergen al mismo valor A. Muestre que lim,_.,, f(z) = . Ayuda: Vea el

ejercicio 7 de la seccion 4.6.

5. a) Suponga que f(z) — X cuando x — xg y sea ¢ : T — A\ {zo} una funcién definida
en un subconjunto 7" de R, tal que tg € R es un punto de acumulacién de T y
¢(t) — xy cuando t — to. Pruebe que f(¢(t)) — A cuando t — ty.

b) De un ejemplo donde lim,_.,, f(2?) exista, pero lim,_.,, f(x) no exista.

6. Suponga que lim, . f(x)/x = 1 y sea b # 0. Muestre que lim,_o f(bx)/x = bl. Ayuda:
Note que f(bx)/x = b[f(bx)/bx] y use el ejercicio 5.

7. Intente dar una demostracién directa de (<=) en el teorema 6.1.2 (en lugar de mostrar la

contrareciproca, como lo hicimos).

8. Halle ejemplos que muestren que ninguno de los siguientes enunciados es equivalente a

“f(z) — A, cuando x — a”.
a) Para todo 6 > 0 existe un € > 0 tal que si 0 < |z — a| < §, entonces |f(x) — \| <e.

b) Para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que si |f(z)) — A| < ¢, entonces 0 < |z — a| < 0.

c) Existe un € > 0 tal que para todo d > 0si 0 < |x — a| < 9, entonces |f(z) — A\| < e.
9. Suponga que las funciones f, g : R — R tienen la siguiente propiedad. Para todo ¢ > 0y

todoxz € R

si0 < |x—2| <e€/2, entonces |f(z) — 2| <€

si 0 < |z — 2| < €2, entonces |g(x) — 4] < e.
Muestre que para cada € > 0, existe § > 0 tal que para todo x se cumple que:
si 0 < |z —2| <0, entonces |f(z)g(x) — 8| < e.

Ayuda: Note que f(z)g(x) — 8 = [f(x) — 2)[g(x) — 4] + 4[f(2) — 2] +2[g(x) — 4]

6.2. Limites laterales y al infinito

Definiremos ahora el concepto de limite lateral. Para ello necesitamos el siguiente concepto:
Diremos que g € R es un punto de acumulacién a derecha (resp. izquierda) de A si

(o, xo +€) N A (resp. (xg — €,29) N A) no es vacio, para ningin € > 0.
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Ejemplo 6.2.1. Todo punto de Q es a la vez punto de acumulaciéon a derecha e izquierda de
Q. Sean a, b reales con a < b, entonces todo punto de (a,b) es punto de acumulacién a derecha

e izquierda de (a,b). Por otra parte, a es un punto de acumulacién a derecha de (a, b).

Sea zp € R un punto de acumulacién a derecha (resp. izquierda) de A. Diremos que f(x)
tiene limite, cuando z tiende a x, por la derecha (resp. izquierda), si existe un nimero

real A con la siguiente propiedad:
|f(z) = A <e si0<x—x9<0 (resp. -0 <z —1x9<0)yazecA

En este caso también se dice que f(z) tiende a A\, cuando x tiende a xy por la derecha (resp.
izquierda), o que A es el limite de f(x), cuando x tiende a xo por la derecha (resp. izquierda).

Para denotar esta situacién, se utilizan los siguientes simbolos:

A=lm,_ .+ f(z) (resp. A =1m,_,,- f(z)).
f(x) = A, cuando = — xg (resp. x — xy ).
A= f(zo+) (resp. A= f(xo—)).

Proposicién 6.2.2. Sea xg € R un punto de acumulacion a derecha e izquierda de A. Entonces
f(z) tiene limite A, cuando x — xy si y solo si existen los limites laterales f(xo+), f(zo—) y
f(zo+) = f(xo—). En ambos casos, A = f(xo+) = f(xo—).

Demostracion: Ejercicio.

Terminaremos esta seccion definiendo los conceptos de limites al infinito y limites infinitos.
Para lo primero, necesitamos suponer que A no estd acotado superiormente (resp. inferior-
mente). En este caso decimos que f(z) tiene limite )\, cuando z tiende a +oco (resp. —o0),

si para cada € > 0 existe M > 0 tal que
|f(x) = A <€ siz>M (resp. t < —M) y x € A.

Esta situacién suele expresarse a través de algunos de los siguientes simbolos:

A=1lim, . f(2) (resp. A =1lim, . f(z)).
f(x) = A cuando, = — 400 (resp. x — —00).
A= f(+00) (resp. A = f(—00)).

Sea xy un punto de acumulacién de A. Diremos que f(z) tiende a mas infinito (resp. menos

infinito), cuando z tiende a z, si para cada M > 0 existe § > 0 tal que
f(z) > M (resp. f(z) < —M) si0< |z —x9| <dyzeA

En este caso escribimos:

lim, ., f(x) = +00 (resp. lim,_,, f(z) = —o0)
f(z) — 4+o0 (resp. f(z) — —o0) cuando, x — .

Dejaremos a cuidado del lector definir los conceptos de limites laterales infinitos.
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Ejercicios.

1. Pruebe que las proposiciones 6.1.4 a 6.1.7 siguen siendo validas para limites laterales.
2. Enuncie y demuestre una version del teorema 6.1.2 para limites laterales.

3. Enuncie y demuestre resultados andlogos a los resultados 6.1.2 al 6.1.7 referentes a los

limites al infinito.

4. Sea p(x) una funcion polinomial, es decir, p es una funcién de la forma p(x) = ag + ajx +
<o+ 4+ ap,x™; donde n € Ny ag,ai,---,a, € R. Use la versién de 6.1.2 para limites al

infinito (probada en el ejercicio anterior) para determinar lim, ., p(z) y lim,_._,, p(x).
5. Muestre que lim, .o+ f(1/2) = lim, ., f(z) suponiendo que ambos limites existen.

6. Suponga que lim, .+ f(x) < lim, .- f(z). Muestre que existe § > 0 tal que si a — § <
r<a<y<a+d,entonces f(x) < f(y).

6.3. Funciones continuas

En esta seccién, A denota un subconjunto de R, xyp un punto de Ay f: A — R es una

funcién. Diremos que f es continua en xg, si para cada € > 0 existe § > 0 tal que
Vee Al|lx — x| <d=|f(x) — f(zo)] < €]

Informalmente hablando, f es continua en xq si f(x) estd préximo a f(z), cuando z lo esta de
xo. En caso contrario, diremos que f es discontinua en x,. Diremos que f es continua en A
si ella es continua en todo punto de A. Este concepto es fundamental para todo lo que resta.
La siguientes dos proposiciones caracterizan la continuidad de una funcién en términos de
su comportamiento con respecto a los limites y a las sucesiones convergentes. La primera es una

consecuencia inmediata de las definiciones y la segunda se deduce a partir del teorema 6.1.2.

Proposicién 6.3.1. Sea f: A — R y xy es un punto de acumulacion de A. Se tiene que f es

continua en xq si y solo si f(x) — f(xo) cuando x — xq.

Proposicién 6.3.2. Sea f: A — R y xg € A. Se tiene que [ es continua en xq si y solo si

f(zn) — f(xo), para cada sucesion {x,}, en A convergente a xg.

Los resultados anteriores facilitan la verificacion de la continuidad de una funcién, como se

ilustra en los ejemplos que siguen.
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Ejemplo 6.3.3. Considere la funcién f dada en el ejemplo 6.1.3(1). Vimos que f no tiene
limite en ningun punto de su dominio. En consecuencia, la proposicién 6.3.1 nos asegura que f

no es continua en ningun punto.

Ejemplo 6.3.4. Considere la funcién g(z) = 2? para x € R. Usaremos la proposicién 6.3.2
para verficar que g es continua en R. Fijemos zo € R y {x,}, una sucesién convergente a .
Entonces f(z,) = 22 y como z2 — z2 (ver proposicién 4.2.1), entonces f(x,) — f(zo). Esto
muestra que g es continua en todo punto.

Para ilustrar como usar directamente la definicién de continuidad, daremos otra demostracién
de la continuidad de g. Fijemos zp € R y € > 0. Queremos hallar § > 0 tal que si |x — z¢| < §,
entonces |v? — x3| < e. Ahora bien, al factorizar 22 — 23 = (z — z)(x + x) observamos
que debemos garantizar que |z + x¢| esté acotado. Para esto basta tomar § tal que 0 < § <
min{1,¢/(2||xzg| + 1)}. En efecto, supongamos que |z — x| < 0. En particular, |[x — z¢| < 1y
en consecuencia

|z] <1+ |z
(pues |z| — |xo| < |z — 20]). Como |z + o] < |x| + |z0|, entonces tenemos que
|z + xo| < 1+ 2|0
En consecuencia,
2% — 23| = |7 + ol|T — 70| < (1 + 2|20])|7 — 0]
Finalmente, como |x — x| < €/(2|zo| + 1), entonces

2

2% — 22| < e

El lector podra verificar que esta escojencia del § es exactamente la usada en la demostracion
de la proposicion 4.2.3. Es decir, en realidad hemos demostrado la parte de la proposicién 4.2.1

que nos hacia falta para este ejemplo particular.

Veremos ahora una caracterizacion de las funciones continuas exclusivamente en términos
de conjuntos abiertos. Enunciaremos el resultado para funciones con dominio R y dejaremos

como ejercicio el caso general de funciones con dominio un subconjunto de R (ver ejercicio 10).
Teorema 6.3.5. Sea f: R — R.
a) [ es continua siy sélo si f~1(V') es abierto para cada abierto V de R.

b) f es continua si y sélo si f~H(F) es cerrado para cada cerrado F de R.
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Demostracion: Mostraremos a) y dejaremos a cargo del lector la parte b). Supongamos que f
es continua y sea V' C R un conjunto abierto. Fijemos o € f~1(V). Entonces f(zg) € V' y por
ser V' abierto existe € > 0 tal que (f(z¢) — €, f(xo) +€) C V. Por ser f continua en z,, existe
d > 0 tal que f(x) € (f(zo) — €, f(zo) + €) para todo = € (xg — J,z9 + J). En consecuencia
(xg — 0,20 +8) C f~1(V) (verificar) y concluye la prueba de que f~!(V) es abierto.
Reciprocamente, supongamos que f~1(V) es abierto para cada abierto V de R y veamos
que f es continua en todo punto. Fijemos xy € R y € > 0. Considere el abierto V' = (f(x¢) —
€, f(zo) + €). Por hipétesis f~1(V) es abierto. Como xy € f~1(V), entonces existe § > 0 tal que
(xg — 0,20 +6) C f~1(V). Esto muestra que f es continua en zq (verificar).
|
La proposicién que sigue nos dice que la composicién de funciones continuas es una funcion

continua.

Proposicién 6.3.6. Sean A,B C R. Si f : A — B es continua en xq y g : B — R es continua

en f(xg), entonces go f es continua en x.

Demostracion: Sea e > 0. Para simplificar la notacién pondremos yo := f(xg). Ya que g es

continua en ¥, existe n > 0 tal que
l9(y) —9(wo)l <€ sily—wl<nyyeB
Como a su vez, f es continua en g, existe § > 0 tal que
@)~ f@o)l <n, sile—aol <dyzeA
De aqui y la relacién precedente, y teniendo en cuenta que yo = f(zo), obtenemos:

lg(f(x)) —g(f(xo))| <€ si|lz—ax9|<dyzeA

Ejercicios.
1. Determine los puntos de continuidad de las funciones definidas en el ejemplo 6.1.3.

2. Pruebe que si z¢ es un punto aislado de A, entonces cualquier funciéon f : A — R es

continua en xy.

3. De un ejemplo de una funcién f : R — R que sea discontinua sélamente en los puntos del
conjunto {1/n: n € N}.
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10.

11.

12.

13.

14.
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Sea f: A — R continuay B C A. Muestre que la restriccién de f a B es una funciéon con-
tinua. Este resultado se puede mostrar directamente usando la definicién de continuidad
o se puede deducir de la proposicién 6.3.6. (Sea g : B — R dada por g(x) = = y considere

la funcién g o f).
Complete las demostraciones de las proposiciones 6.3.1 y 6.3.2.

Sean f,g: A — R funciones continuas en . Pruebe que |f|, f + ¢y f - ¢ son continuas

en xo. Si ademads, g(z) # 0 para todo = € A, entonces f/g también es continua en x.

Pruebe que si f es constante 6 si f(z) = x para todo x € A, entonces f es continua. Use
el ejercicio anterior para concluir que toda funcién polinomial es continua, es decir las

funciones de la forma f(z) = ag + a1z + - - - + a,2™; donde n € Ny ag,aq,--- ,a, € R.
Complete la demostracion del teorema 6.3.5.

Sean f,g : A — R continuas en un punto a € A. Defina ¢, : A — R de la manera

siguiente
p(x) =méx{f(z),g(x)} y ¢(z) =min{f(z),g(z)}.

Muestre que ¢ y 9 son continuas en a. Ayuda: Vea el ejercicio 4 de la seccion 2.8.

Este ejercicio es la relativizacién del teorema 6.3.5 a un conjunto A cualquiera y una
funcién f : A — R. Recuerde la definiciéon de abierto en A dada en ejercicio 9 de la

seccion 5.2 y la de cerrado en A dada en el ejercicio 13 de la seccién 5.3.

a) Pruebe que f es continua si y sélo si f~}(V) es abierto en A, para cada abierto V/
de R.

b) Pruebe que f es continua si y sélo si f~1(Z) es cerrado en A para cada cerrado Z
de R.

De otra demostracién de la proposicién 6.3.6 usando el ejercicio 10 y otra usando suce-

siones (proposicion 6.3.2).

Pruebe que si f es continua, entonces f(C' N A) C f(C), para cada subconjunto C' de A.

Sea f: R — R una funcién que satisface que f(z +y) = f(x) + f(y) para todo z,y € R.

Suponga que f es continua en 0 y muestre que f es continua en R.

Sean f,g : R — R funciones continuas tales que f(xz) = g(x) para todo racional z.

Muestre que f = g. {Que puede decir si f y g son iguales en los irracionales?
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15. * Dada f : A — R continua, diremos que F : A — R es una extension continua de f si F

es continua y F(x) = f(z) para todo = € A.

a) Pruebe que f tiene a lo sumo una extensién continua F' : A — R. Es decir, si

F,G : A — R son extensiones continuas de f, entonces F = G.

b) De un ejemplo de un conjunto A y una funcién continua f: A — R que no admita

ninguna extension continua.

16. * Sea A C R cerrado y no vacio.

a) Defina f : R — R de la manera siguiente f(x) = inf{|z — a| : a € A}. Muestre que
f es continua y que f(z) = 0 para todo x € A. Ayuda: Muestre que | f(z) — f(y)| <
|z =yl

b) Sic ¢ A. Muestre que existe una funcién continua g : R — R tal que g(c) = 1y
g(xz) = 0 para todo = € A.

17. * Sean f,g : R — R funciones continuas. Muestre que B = {x € R: f(z) = g(x)} es
cerrado y que C' = {x € R: f(x) < g(x)} es abierto. Ayuda: Use el teorema 6.3.5 y la
funcién h = f — g. Note que B = h™1(0).

18. * Pruebe que si f : R — R es continua y f(R\ Q) es numerable, entonces f es constante.
Ayuda. Pruebe primero que f(R) es numerable. Enseguida suponga que existen a,b € f(R)
con a < b. Ya que (a,b) no es numerable, existe ¢ € (a,b)\ f(R). Defina U = f~!((—o0, ¢))
vy V = f7Y((c, +00)). Muestre que U es abierto y cerrado y después use el ejercicio 12 de

la seccién 5.3.

6.4. Funciones continuas definidas sobre compactos y so-
bre intervalos

Estudiaremos ahora los conceptos de maximo y minimo de una funcién y probaremos que
si A es compacto, entonces toda funcién continua f : A — R alcanza maximo y minimo.

Diremos que f : A — R alcanza minimo (resp. maximo), si existe o € A tal que
f(zo) < f(x) (vesp. f(z) < f(xo)) para cada = € A. El nimero f(x) es llamado el minimo
(resp. el maximo) (absoluto) de f en A. Se dice también que f alcanza minimo (resp.
maximo) en z, o que xy es un punto de minimo (resp maximo) de f.

La proposicion que sigue es la clave para demostrar la existencia de maximos y minimos.

Proposicién 6.4.1. Si f : A — R es continua y A es compacto, entonces f(A) es compacto.



114 CAPITULO 6. LIMITES Y CONTINUIDAD

Demostracion: Por el teorema 5.5.6, bastard probar que toda sucesién en f(A) posee una
subsucesién convergente a un punto de f(A). Sea {y,}, una sucesién en f(A). Para cada n
escoja z,, € A tal que f(z,) = y,. Ya que A es compacto, por el teorema 5.5.6, sabemos que
{xn}n posee una subsucesion {z,)} convergente a un punto xo € A. Considere la sucesién
Ynky = f(@nw)) para k € N. Como f es continua, entonces la proposicién 6.3.2 nos garantiza

que f(zrm)) — f(x0), es decir, ypw) — f(x0).
[ |

Teorema 6.4.2. Si f : A — R es continua y A es compacto, entonces [ alcanza mdzimo vy

minimo.

Demostracion: Por la proposicién anterior, K := f(A) es compacto, lo que permite definir
¢ =inf(K) y d = sup(K). Dejamos a cargo del lector verificar que, por ser K cerrado, se tiene
que ¢,d € K. De modo que ¢ = f(xo) vy d = f(z0), para ciertos o, z9 € A. El resultado se
obtiene notando que ¢ < f(x) < d para todo x € A.

|

Incluir gréfica

Nos encaminamos ahora a probar el teorema de Bolzano de los Valores Intermedios, una de
cuyas formas dice que: “la imagen de un intervalo por una funcion continua es un intervalo”.
Una versién mas sugerente es que si dos puntos yg,y; estdn en la imagen de una funcién
continua, cuyo dominio es un intervalo, entonces todo punto entre ¥y, e y; también esta en la

imagen de f. La prueba de este resultado necesita el siguiente resultado auxiliar.

Proposicién 6.4.3. i) Sea f : (a,b) — R continua y supongamos que f(xg) > 0 (resp.
f(zo) < 0), para algin xo. Entonces existe v > 0 tal que (xg — r,xo + 1) C (a,b) y
f(z) >0 (resp. f(x) <0), para cada x € (xg —r,x0 + 7).

ii) Sea f : [a,b] — R continua con a < b y supongamos que f(a) < 0 (resp. f(a) > 0).
Entonces eziste r € (0,b — a) tal que f(x) <0 (resp. f(x) > 0) para cada x € |a,a+ 7).

iii) Sea f : |a,b] — R continua con a < b y supongamos que f(b) < 0 (resp. f(b) > 0).
Entonces eziste r € (0,b — a) tal que f(x) <0 (resp. f(x) > 0) para cada x € [b—1,b].

Demostracion: (i) Probaremos sélo el caso en el que f(xg) > 0. De la definicién de continuidad

con € = f(xg), sabemos que existe 0 > 0 tal que |f(x) — f(zg)| < f(zo), si |z —xo| < Iy
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x € (a,b). En consecuencia, 0 < f(x) < 2f(xq), si |xt — zo| < § y © € (a,b). El resultado se
seguird facilmente fijando r > 0 tal que (xo—r, zo+1r) esté contenido en el abierto (a,b) N (zo—
§, 20+ 0).
Dejaremos a cargo del lector la demostracién de (ii) y (iii).
|

Teorema 6.4.4. (Bolzano) Sea f : [a,b] — R continua tal que f(a) < 0 < f(b), entonces eziste
c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demostracion: Sea B = {x € [a,b] : f(z) < 0}. Entonces a € B y b es cota superior de B, lo
cual permite definir ¢ = sup(B). Note que de la proposicién 6.4.3(ii) se concluye que a < c.
Mostraremos que f(c) = 0.

Primero afirmamos que ¢ < b. En efecto, como f(b) > 0, entonces de la proposicién 6.4.3(iii)
se concluye que existe r € (0,b—a) tal que f(z) > 0 para cada z € [b—r, b]. De aqui, B C [a,b—7)
y en consecuencia, b — r es una cota superior de B. Por lo tanto ¢ < b — r y con esto queda
probada la afirmacién.

Ahora mostraremos que f(c) > 0. Supongamos, por reduccién al absurdo, que f(c) < 0.
Por la proposicién 6.4.3(i) existe d € (¢,b) tal que f(d) < 0. En consecuencia d € B y por lo
tanto d < c. Esta contradiccién muestra que f(c) > 0.

Finalmente mostraremos que f(c¢) = 0. En efecto, si fuera f(¢) > 0, por la proposicién
6.4.3(i), existiria 7 > 0 tal que (¢ —r,c+ 1) C (a,b) y f(x) > 0 en (¢ —r,c+ 7). Asi,
B C [a,c — r] (justificar) y en consecuencia, ¢ — r serfa una cota superior de B menor que el
supremo de B. Con esta contradiccién termina la demostracion.

Incluir gréfica

El lector comprobaré que el resultado anterior permanece valido si reemplazamos la hipotesis
fla) <0 < f(b) por f(b) <0 < f(a). De aqui se tiene que: “si f : [a,b] — R es continua y
toma wvalores de signo opuesto en los extremos del intervalo [a,b], entonces f se anula por lo
menos una vez en (a,b)”.

Corolario 6.4.5. Sea A un intervalo y sea f: A — R una funcion continua tal que f(x) # 0,
para todo x € A. Entonces f(x) > 0, para todo x € A; 6 f(x) <0 para todo x € A.
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Demostracion: Supongamos por el absurdo que existen a,b € A tales que f(a) < 0 < f(b). Sin
pérdida de generalidad, puede suponerse que a < b. Como [a,b] C A, entonces podemos usar
el teorema de Bolzano (6.4.4) a f|(,4, la restriccién de f a [a,b], y concluir que f(c) = 0 para
algin ¢ € (a,b). Esto contradice la hipétesis y termina la prueba.

|

Corolario 6.4.6. (Teorema de los valores intermedios) Si A es un intervalo y f : A — R es
continua, entonces f(A) es un intervalo. En particular, si a,b € Ay f(a) < c < f(b), entonces

eriste x € A tal que f(z) = c.

Demostracion: Por la proposicién 5.1.1, basta mostrar que dados ¢ < d en f(A) se tiene que
(¢,d) C f(A). Fijemos entonces ¢ < den f(A)y z € (¢,d). Como ¢,d € f(A), entonces ¢ = f(a),
d = f(b) para ciertos a,b € A. Intercambiando los papeles de a y b si fuera necesario, podemos
suponer que a < b. (Note que a # b, pues ¢ # d). Si definimos ¢ : [a,b] — R por g(z) = f(z)—=z
tenemos que g(a) < 0 < g(b). Por el teorema de Bolzano, sabemos que g(w) = 0 para algin
w € (a,b). Asi, f(w) = z, lo que prueba que z € f(A).
|
Observacidon. De lo visto en esta seccién se deduce que, si f : [a,b] — R es continua, entonces
el rango de f es un intervalo compacto de la forma [c, d]. Sin embargo, si f : I — R es continua
e I es un intervalo, no podemos en general decir qué tipo de intervalo es el rango de f. Por
ejemplo, considere la funcién f(z) = z? definida para z € R. Entonces la imagen de (—1,1)
bajo f es [0,1). Por otra parte, la imagen del intervalo (—2, —1] es [1,4) y la imagen de [1,3)
es [1,9). Le dejamos al lector la tarea de buscar ejemplos que muestren que el rango de una
funcién continua definida en un interval no compacto puede ser de cualquier tipo. En la seccion
que sigue veremos una clase de funciones (las monétonas) para las cuales se puede determinar

el tipo de intervalo que aparece en el rango.
Ejercicios.

1. Dé otra prueba de la proposicion 6.4.1, usando la definicién original de conjunto compacto

en términos de cubrimientos por abiertos. Ayuda: Use el ejercicio 10 de la seccién 6.3.
2. Complete la demostracién de la proposicién 6.4.3.

3. Pruebe que si g : [0,1] — [0, 1] es continua, entonces g(c) = ¢ para algtin c¢. Ayuda. Si
g(0) = 0 6 si g(1) = 1 no hay nada que mostrar. En caso contrario aplique el teorema
de Bolzano a la funcién f(z) = = — g(x). Generalize este resultado a funciones continuas

g : [a,b] — [a,b].
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4. Sea f :[a,b] — [c,d] continua y biyectiva. Muestre que la funcién inversa f~! : [¢,d] —
la, b] es continua. Ayuda: Muestre que si {y,}, es una sucesién en [c, d] convergente a un
punto vy, entonces {f~!(y,)} converge a f~!(y). Suponga que no es asf y use el teorema

5.5.6 aplicado al compacto [a, b].

5. Para cada f : [0,1] — R continua denotaremos por ||f|| el maximo de |f|, es decir,
I /|| = sup{|f(x)| : = € [0,1]}. Demuestre que

a) |lefll = |||l f]| para cualquier real ¢;

b) IIf +gll <A1+ 1lgll;

)
)

o) Wf-gll < IfI - Nglls
)

d) De ejemplos que muestren que las desigualdades en b) y ¢) pueden ser estrictas.

6. * En este ejercicio se demuestra que todo polinomio real de grado impar tiene al menos

una raiz real.

a) Sea g : R — R continua y suponga que existe n € N impar tal que g(x)/x" — 0
cuando xr — +oo y también cuando x — —oo. Pruebe que existe ¢ € R tal que
"+ g(c) = 0. Ayuda: Sea h(x) = g(z) + 2”. Use un razonamiento indirecto para

mostrar que h cambia de signo.

b) Sean € N impar y sean ag,ay, - ,a, € R con a, # 0. Use la parte a) para probar

que existe ¢ € R tal que ag + ajc + asc® + - - - + a,c® = 0.

6.5. Funciones monotonas

Igual que en las secciones precedentes, f : A — R denota una funcién definida en un
subconjunto A de R. En las definiciones que siguen x e y denotardan elementos de A. Diremos
que f es creciente, si f(z) < f(y) cuando = < y; estrictamente creciente, si f(x) < f(y)
cuando x < y; decreciente, si f(z) > f(y) cuando z < y y estrictamente decreciente, si
f(z) > f(y) cuando x < y.

Una funcién se dice que es monétona si es creciente o decreciente; y diremos que es estric-
tamente mondtona cuando es esctrictamente creciente o estrictamente decreciente. En esta
seccion mostraremos que las funciones biyectivas y continuas definidas sobre intervalos tienen
inversa continua. También mostraremos que las funciones monoétonas definidas en intervalos

son casi continuas. Con esto queremos decir que su conjunto de discontinuidades es numerable.

Teorema 6.5.1. Sea A un intervalo y f : A — R continua e inyectiva, entonces f es estricta-

mente mondtona.
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Demostracion: Primero trataremos el caso cuando A es un intervalo cerrado y acotado y después
el caso general (el ejercicio 5 contiene un argumento alternativo que no necesita considerar varios

casos).

Caso A = [a,b]. Hay dos casos posibles: f(a) < f(b) 6 f(a) > f(b). Trataremos sélo el primero
pues el otro se analiza de manera andloga (vea el ejercicio 4). Mostraremos que si f(a) <

f(b), entonces f es estrictamente creciente.

(i) Primero veremos que si @ < x < b, entonces f(a) < f(x) < f(b). En efecto, si no
fuera asi entonces existirfa z € [a, ] tal que f(x) < f(a) < f(b) 6 f(a) < f(b) < f(x).
En la primera alternativa podemos usar el teorema de los valores intermedios 6.4.6 en el
intervalo [z,b] y concluir que existe z € [z,b] tal que f(z) = f(a), lo cual contradice la
inyectividad de f pues z # a. La segunda alternativa se trata de manera similar y conduce
a que existe z € [a,z] tal que f(z) = f(b) lo cual también contradice la inyectividad de

f. Asi hemos probado la afirmacion.

(ii) Ahora mostraremos que f es estrictamente creciente. Sean a < ¢ < d < b. Entonces
por lo visto en (i) concluimos que f(a) < f(d) y de nuevo por lo hecho en (i) (aplicado

ahora al intervalo [a, d]) obtenemos que f(c) < f(d).

Caso general Podemos suponer que A tiene al menos dos puntos pues en otro caso no hay
nada que demostrar. Fijemos a,b en A con a < b. De nuevo hay dos alternativas posibles:
fla) < f(b) 6 f(a) > f(b). Ambas se analizan de manera similar y sélo trataremos la
primera. Supondremos entonces que f(a) < f(b) y mostraremos que f es estrictamente

creciente.

Sean c¢,d € A arbitrarios con ¢ < d. Mostraremos que f(c¢) < f(d). En efecto, sea
k = min{a,c} y | = max{b,d}. Entonces a,b,c,d € [k,l]. Por lo probado anteriormente
sabemos que f es estrictamente monétona en [k,l]. Como f(a) < f(b), entonces f es

estrictamente creciente en [k, (], en consecuencia f(c) < f(d).

|
Ahora mostraremos que la inversa de una funcién continua y biyectiva definida sobre un
intervalo es continua. Pero primero veremos un ejemplo que muestra que en general no es cierto

que la inversa de una funcién continua es continua.

Ejemplo 6.5.2. Considere la funcién f : {0} U [1,+00) — R dada por f(0) = 1y f(z) =
x/(x 4+ 1) si x > 1. El lector verificard que f es inyectiva y que su rango es [1/2,1]. Por lo
tanto, restringiendo el contradominio de f obtenemos una funcién f: {0} U[1, +o00) — [1/2,1]

biyectiva y continua. Pero su inversa no es continua en 1.



6.5. FUNCIONES MONOTONAS 119

Observe que el dominio de f no es un intervalo, ni es un conjunto compacto. ;Puede el lector,
usando la proposicion 6.4.1, mostrar que la inversa de f no puede ser continua sin necesidad

de mostrar en que punto f ~1! 1o es continua?.

Teorema 6.5.3. Sea A un intervalo y sea f: A — B C R una biyeccion continua. Entonces

f~': B — A es continua.

Demostracion: Del teorema 6.5.1 concluimos que f es estrictamente monénota. Supondremos
que f es estrictamente creciente. Dejaremos a cargo del lector tratar el caso de una funcién
estrictamente decreciente (ver el ejercicio 4).

Para ver que f~! es continua usaremos el teorema 6.3.2, esto es, mostraremos que si {y, }»
es una sucesiéon en f(A) convergente a un punto y de f(A), entonces f~1(y,) — f~!(y). Antes
de comenzar la prueba necesitamos hacer algunas consideraciones.

Como f(A) es un intervalo (por ser f continuay A un intervalo), entonces existen ¢, d € f(A)
tales que ¢ <y, < d para todo n € N (verificar). Sean a,b € A tales que f(a) =cy f(b) = d.
Como f es estrictamente creciente, entonces a < by a < f _l(yn) < b para todo n € N. Observe
ademés que [a,b] C A por ser A un intervalo.

Para simplificar la notacién, sea x, = f~'(y,) v * = f~(y). Queremos mostrar que x, — .

Supongamos que no es asi, entonces tenemos que
Je>0Vn e N3Im >nl|z, —z| > e

De esto se concluye que existe una subsucesién {xpr)}i tal que |z,4) — | > € para todo &
(justificar). Ahora bien, la sucesién {zj)}r toma sus valores en el conjunto compacto [a, b].
Por el teorema 5.5.6, existe un subsucesién {xynk)) }r convergente a algin punto z de [a, b]
y ademas |z — x| > € (justificar). Como f es continua, entonces f(xynw)) — f(2). Pero
F(@ghk))) = Ygnry) ¥ en consecuencia f(zgnw))) — f(y) (justificar). Esto contradice que
|

El teorema 6.5.3 es sumamente 1til para dar pruebas cortas de la continuidad de una funcién.
Por ejemplo, considere la funcién f(z) = ™ para z € (0, +00). El lector podréd constatar que
f es continua, estrictamente creciente y su rango es (0, +00). Luego por el teorema anterior la

/7 es continua en (0, 4+-00).

inversa de f es continua, es decir la funcién x

Ahora nos concentraremos en las funciones mondétonas en general, no necesariamente con-
tinuas. El objetivo principal serd mostrar que el conjunto de sus discontinuidades es numer-
able. Recordemos que f(zo+) denota el limite de f cuando z tiende a zy por la derecha,
f(xo—) denota el limite por la izquierda y f(4+o00) y f(—o0) denotan, respectivamente, el

limite cuando x tiende a +oo y —oo. Cuando f(zo+) y f(zo—) existen, entonces definimos
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s(zg) == f(xo+) — f(zo—). Este nimero se conoce con el nombre de salto de f en z,. Es
claro que si f es continua en xq, entonces s(xy) = 0. El reciproco no es en general cierto, sin
embargo mostraremos que si es valido para las funciones mondtonas; de hecho este resultado

serd la clave para estudiar el comportamiento de estas funciones.
Proposicién 6.5.4. Sea f: A — R creciente.

a) Si xyg € R es un punto de acumulacion a derecha (resp. a izquierda) de A, entonces

flzo+) =inf{f(x): x € Ayx > xo} (resp. f(xg—) =sup{f(z) : z < xo}).

b) Sizy € A es alavez punto de acumulacion a derecha e izquierda de A, entonces f(xo—) <

f(zo) < f(zot).

c) Sixg es un punto de acumulacion a derecha, yo es un punto de acumulacion a izquierda
de A y xo < o, entonces f(xo+) < f(yo—).

d) Si A no estd acotado superiormente (resp. inferiormente), entonces f(+o00) = sup f(A)
(resp. f(—o0) =inf f(A)).
Demostracion:

a) Probaremos solo el caso en el que zy es punto de acumulacién a derecha de A. En este
caso, (zg,00) N A # 0, lo que permite definir A = inf{f(z): z € Ay x > z¢}. Note que

—o0 < A < +00. Consideremos ahora los dos casos siguientes:

Caso 1. Supongamos que —oo < A. Por definicién de infimo, dado € > 0 existe a € A
con a > xg y tal que f(a) < A+ e. Definamos § = a — zy. Entonces, para cada
x € AN (z9, 20+ J) se tiene x < a, de donde f(z) < f(a). Asi, A\ —e < A < f(z) <
f(a) < A+ ¢, lo cual equivale a decir que |f(z) — A| < €, si 29 < z < 29+ 6. Con

esto hemos mostrado que f(zo+) = A.

Caso 2. Supongamos que A\ = —oo. Dado M > 0 existe a € A con a > xg y tal que
f(a) < =M. Si ponemos 6 = a— xy y razonamos como antes, vemos que f(x) < —M

si0 <z —xy <4y esto muestra que f(xo+) = —00.

b) Dado = > zp en A, tenemos f(z) > f(x), de modo que f(xg) es cota inferior del
conjunto {f(x) : © > xo}. De aqui y la parte a), f(zg) < f(zo+). De manera andloga,

f(zo=) < f(zo).
¢) Fijemos x € (xg,y0) N A # ). De la parte a) se tiene que f(xo+) < f(z) < f(yo—).

d) Probaremos sélo el caso en el que A no estd acotado superiormente. Para ello pongamos

A =sup f(A) y consideremos los dos casos siguientes:
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Caso 1. Supongamos A € R. Dado € > 0 fijemos a € A tal que A—e < f(a). Parax > a,
tenemos A — e < f(a) < f(z) < XA < A+ e Lo cual prueba que f(z) — A, cuando

xr — +00.

Caso 2. Supongamos A = +o00. Dado M > 0, existe a € A tal que f(a) > M y el

resultado se obtiene como en el caso anterior.

|
Una proposiciéon andloga a la anterior es vélida para funciones decrecientes, dejaremos al

lector la tarea de enunciarla (ver ejercicio 4).

Teorema 6.5.5. Sea f : [a,b] — R estrictamente creciente, donde a < b estin en R y D el

conjunto de aquellos puntos x € (a,b) donde f no es continua. Entonces D es numerable.

Demostracion: Fijemos xg € (a,b). De las partes a)-b) de la proposicién 6.5.4, f(zo—)y f(xo+)
son numeros reales. Consideremos el salto de f en zy que vimos se define como s(zg) =
f(zo+) — f(xo—). Se sigue inmediatamente de 6.5.4(b) que f es continua en xy si y sélo si
s(zg) = 0. Es decir, z € D si y sélo si s(z) > 0.

Para cada x € D, sea I(z) el intervalo abierto no trivial de extremidades f(z—) y f(z+). De
la parte ¢) de la proposicién anterior tenemos que, I(x)NI(y) =0, siz,y € Dy x # y. Entonces
{I(z) : = € D} es una coleccién de intervalos abiertos disjuntos dos a dos, en consecuencia es
numerable (ver ejercicio 3 de la seccién 5.1). Es claro también que la funcién que envia x € D
a I(x) es inyectiva, luego D es numerable (ver la proposicién 3.4.2).

|

Recordemos que por el corolario 6.4.6 la imagen continua de un intervalo es un intervalo. A

continuacion veremos que, cuando la funcién involucrada es estrictamente monétona y continua,

podemos decir mucho mas.

Proposicién 6.5.6. Sea A un intervalo y sea f: A — R continua y estrictamente creciente.
a) Si A= (a,b), entonces f(A) = (f(a+), f(b—)).
b) Si A =la,b), entonces f(A) =[f(a), f(b—)).
c) Si A = (a,b], entonces f(A) = (f(a+), f(b)].
d) Si A =[a,b], entonces f(A) = [f(a), f(D)].
Aqui, f(a+) = f(—o0), sia=—o0 y f(b—) = f(+00), si b= +o0.

Demostracion: a) Supongamos primero que a,b € R y sea = € (a,b). De la proposicién 6.5.4,
fla+) < f(x) < f(b—). Como f es estrictamente creciente, entonces f(a+) < f(z) < f(b—)
(justificar). De aqui, f(A) C (f(a+), f(b—)).

Fijemos ahora y € (f(a+), f(b—)). De la proposicién 6.5.4, existen x;,x5 € A tales que
f(z1) <y < f(za). Como f(A) es un intervalo (por el corolario 6.4.6), entonces y € f(A).
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Consideremos ahora el caso en que a = —oo y b € R. De la proposicién 6.5.4, f(—o0) <
f(z) < f(b—) y la prueba prosigue como antes.
Los dos casos restantes de la parte a); a saber a € R, b = 400 y A = R; seran dejados a
cargo del lector, quien también probara las partes b), ¢) y d).
|

Ejercicios.

1. Sean f: A — B; g: B — R funciones crecientes (resp. decrecientes), donde A, B C
R. Pruebe que g o f es creciente (resp. decrecientes). ;Qué puede Ud. decir en el caso

mondtono estricto?.

2. Sea f : A — R creciente. Muestre que f es inyectiva si y sélo si f es estrictamente
creciente. En general, una funcion mondétona es inyectiva si y sélo si es estrictamente

monotona.

3. Sea f : A — B una biyeccién creciente entre subconjuntos de R. Pruebe que f~! es

creciente.
4. Pruebe que f es creciente si y solo si —f es decreciente.

5. Complete los detalles que faltan en la siguiente demostracion alternativa del teorema
6.5.1. Sea f continua e inyectiva definida sobre un intervalo A. Suponga que f no es
estrictamente monétona. Entonces existen zg < x1,yp < y1 en A tales que f(xg) < f(x1)
v f(yo) > f(y1). Considere la la funcién g : [0,1] — R dada por g(s) = f((1 — s)xo +
syo) — f((1 = s)x1 + sy1). Muestre que g es continua y estd bien definida. Use el teorema
de Bolzano 6.4.4 para mostrar que g se anula en algin punto r de [0, 1] y muestre que

esto contradice la inyectividad de f.

6. Pruebe que la aplicacién P, : (0,00) — (0,00) dada por P,(z) = x™ es una biyeccion
continua y estrictamente creciente, para cada n € N. Deduzca que la aplicacion R, :

(0,00) — (0,00) dada por R(x) = 2!/ es una biyeccién continua estrictamente creciente.

7. Pruebe que para cada racional positivo r, la aplicaciéon P, : (0,00) — (0,00) dada por
P,(z) = 2" es una biyeccién continua estrictamente creciente. Deduzca que " > 1siz > 1.
Ayuda: Use el ejercicio 6 para expresar P, como composicion de funciones continuas y

estrictamente crecientes.

8. De un ejemplo de una funcién f : A — B continua y biyectiva tal que f~! no es continua

y ademds que A y B son ambos conjuntos acotados (compare con el ejemplo 6.5.2).
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9. Enuncie y demuestre un resultado andlogo a la proposicion 6.5.4 para funciones decre-

cientes Ayuda: Use el ejercicio 4.

10. Sean f,g : A — R funciones tales que f(x) < g(z) para todo x € Ay g(z) < f(y) si
x < y. Pruebe que el conjunto {z € A: f(z) < g(x)} es numerable.

11. * Sea f : A — R una funcién continua y estrictamente creciente. Pruebe que bajo
cualquiera de las dos condiciones indicadas f(A) es abierto y que f~' : f(A) — A es

continua.

a) A esla unién de dos intervalos abiertos.

b) A es un conjunto abierto.

12. Sea A un intervalo y f : A — R una funcién creciente tal que f(A) es un intervalo.

Muestre que f es continua. Ayuda: Muestre que s(x) = 0 para todo x € A.

6.6. Continuidad uniforme

Sea f : A — R una funcién continua. La definicién de continuidad nos asegura que para
cada xg € Ay cada € > 0, existe § > 0 tal que |f(z) — f(x0)| < ¢, si |z — xo| < J. Lo que
deseamos hacer notar es que este o depende no sélamente de € sino también de zy. Cuando se
pueda tomar el ¢ independiente de x( se dird que f es uniformemente continua. De manera

precisa, diremos que f es uniformemente continua si para cada € > 0 existe § > 0 tal que
Vee A, Voze Al|lx —z| <d=|f(x) — f(2)| <€) (6.1)

El lector verificard sin dificultad que toda funcién uniformemente continua es continua. Sin
embargo, el reciproco no es cierto, como lo muestra el ejemplo que veremos en seguida. El
ejemplo mas sencillo de funcién uniformemente continua es la funcién identidad. En efecto, sea

f R — R dada por f(z) =2 y € > 0 si ponemos 0 = ¢ es claro que (6.1) se cumple.

Ejemplo 6.6.1. La funcién f : (0,00) — R dada por f(x) = 22 es obviamente continua, pero
veremos enseguida que no es uniformemente continua. Para ello supongamos que la afirmacion
es falsa y apliquemos la definicion de continuidad uniforme, con € = 1, para obtener § > 0 tal

que |f(z) — f(2)] < 1,8l |x — 2] <y x,z > 0. Entonces
Ve>0,Vz2>0[|lx—z|<d= |22 -2 =|r+z|lr—2]<1]. (6.2)

Fijemos ahora n € N tal que nd > 1. Tomemos xy = n + §/2 y 2o = n. Entonces |xg — zo| =
0/2 <6y |xo+ 20||To — 20| = (2n+6/2)d/2 > nd > 1, lo cual contradice (6.2) y prueba nuestra

afirmacion.
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Por otra parte, si restringimos el dominio a un intervalo compacto [a,b|, entonces f si
es uniformemente continua. En efecto, notemos que 2a < = + z < 2b para todo z,z € [a,b].

Poniendo M = méx{|2al, |2b|}, tenemos que |z+z| < M para todo z, z € [a, b] y en consecuencia
|22 — 2| = |z + 2| — 2| < M|z — 2|, siz, z € [a,b].

En resumen, dado ¢ > 0 tomamos § = /M y de la desigualdad anterior se sigue inmediatamente

que (6.1) se cumple. Por consiguiente f es uniformemente continua en [a, b].

El teorema que mostraremos a continuacion dice que el ejemplo anterior es sélo un caso

particular de un resultado general véalido para toda funciéon continua con dominio compacto.

Teorema 6.6.2. Si f : A — R es continua y A es compacto, entonces f es uniformemente

continua.

Demostracion: Daremos un argumento indirecto. Supongamos que f no es uniformemente con-

tinua. Entonces existe € > 0 tal que
V6> 03,y €Az —yl <3y |f(z) - Fy) > €], (6.3)

En particular, para cada n € N tomando § = 1/n en (6.3) obtenemos que existen z,,y, € A

tales que
|0 — Yl < 1/ny [f(@n) = flyn)] > € (6.4)

Como A es compacto, entonces existe una subsucesion {xnk}k convergente a un punto z de A.

Notemos que {y,, }r también debe converger a z. En efecto, tenemos que
1
‘ynk_z| S‘ynk_ajnk|+’xnk—z|<n—+|xnk_z‘ (65)
k

y tomando el limite cuando k& — oo en (6.5) obtenemos que y,, — 2z — 0.

Por la continuidad de f tenemos que {f(yn,)}r v {f(2n,)}r ambas tienden a f(z). Por
consiguiente f(x,,) — f(yn,) — 0. Por otra parte (6.4) nos asegura que |f(z,,) — f(yn,)| > €
para todo k y por consiguiente limy | f(x,, ) — f(yn, )| > €. Esta es la contradicciéon buscada.

|

Terminaremos la secciéon mostrando que toda funcién uniformemente continua f : A — R
admite una unica extensién continua a A, es decir, existe una tnica funcién F : A — R
continua y tal que F'(z) = f(x) para todo # € A. De hecho, F' es uniformemente continua,
como se indica en el ejercicio 3. Comenzaremos con el siguiente resultado auxiliar, que por si

sélo tiene su interés.

Proposicién 6.6.3. Sea f : A — R uniformemente continua y {x,}, una sucesion en A. Si

{zn}n es de Cauchy, entonces {f(x,)}n es de Cauchy.
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Demostracion: Como f es uniformemente continua, dado € > 0 escojamos ¢ > 0 tal que
If(z) = f(2)| <€ si|z—2z]<d. (6.6)

Ya que {z,}, es de Cauchy, existe N € N tal que |z, — z,,| < 0 si m,n > N. De aqui y (6.6),
|f(z) — f(xm)] <€ sim,n > N.
|

Teorema 6.6.4. Toda funcion uniformemente continua f : A — R posee una unica extension

continua F' : A — R. De hecho, F es uniformemente continua.

Demostracion: Fijemos © € A y recordemos que por la proposicién 5.3.7, existe una sucesién
{z,}n en A que converge a x. En particular, esa sucesion es de Cauchy, y por la proposicién
anterior, lo mismo vale para { f(x,)},. De aqui, { f(x,)}, es convergente, lo que permite definir

F(z)= lim f(z,). (6.7)

n—-—+00
Debemos ver que esta definicién no depende de la eleccién de la sucesién {z,},. Con ese fin,
sea {2, }n otra sucesion en A que converge a x y mostremos que

lim f(z,) = lm f(z,). (6.8)

n—-4o0o n—-4o0o

Para ello, fijemos € > 0. Como f es uniformemente continua, escojamos d > 0 tal que
|f(z) — f(2)| <€ si|z—2z]<d (6.9)

Como z,—z, — 0, existe N € N tal que |z,—z,| < d,sin > N.Deaquiy (6.9), |f(x,)—f(z,)] <
€, si n > N. Esto dice que f(z,) — f(z,) — 0y prueba (6.8). En consecuencia, se tiene una
funcién bien definida F : A — R mediante (6.7).

Ahora mostraremos que F' es una extensiéon de f. Para esto, fijemos © € A y pongamos
x, = x; para todo n € N. Entonces =, — x y f(z,) — f(z). De aqui y (6.7), F(x) = f(z), lo
cual dice que F' es una extension de f.

Veremos ahora que F' es uniformemente continua. Dado € > 0 escojamos d > 0 satisfaciendo
(6.9), definamos n = 6/3 y fijemos z,z € A tales que |z — z| < n. Tomemos ahora sucesiones

{Zn}n, {zn}n en A convergiendo a x y z respectivamente. Recordemos que por definicién de F,

F(a) = F(2) ¥ f(z0) — F(z). Asf,
[f(@n) = f(zn)| = |F(x) = F(2)]. (6.10)
Por otra parte, existe N € N tal que |z, — x| <ny |z, — 2| <nsin > N. En particular,

|zp — 2| <@y — x|+ |z — 2]+ |2 —2,] <3n=09 paratodon e N.



126 CAPITULO 6. LIMITES Y CONTINUIDAD

En consecuencia, por (6.9), |f(z,) — f(z,)] <€, sin > N. De aqui y (6.10), |F(x) — F(z)| <€
si |z — z| < n. Esto prueba que F' es uniformemente continua.
Por tltimo, dejaremos a cargo del lector mostrar la unicidad de F' (ver el ejercicio 15a de
la seccién 6.3).
|

Corolario 6.6.5. Si f: A — R es uniformemente continua y A es acotado, entonces f(A) es

acotado.

Demostracion: Por el teorema anterior, f posee una extensiéon continua F : A — R. Como A
es acotado, entonces A también lo es (verificarlo). Por el teorema 5.5.5, A es compacto. De
aqui y la proposicién 6.4.1, F(A) es compacto y en consecuencia acotado. Como f(A) C F(A),
entonces f(A) también es acotado.

|
Ejercicios.

1. Sean a,ben R con a < b. Pruebe que f : (a,b) — R dada por f(x) = z? es uniformemente

continua.
2. Pruebe que f:(0,1) — R definida por f(x) = 1/x no es uniformemente continua.

3. Pruebe que las funciones f,g,h : R — R definidas por h(z) = ax (donde a € R),

flx) =1 +2*)"1yg(x) = zf(x) son uniformemente continuas.

4. Muestre que la suma de funciones uniformemente continuas es uniformemente continua,

pero el producto no lo es necesariamente. Deduzca que f(z) = f—jl es uniformemente
continua en [a, +00) donde a > 0. Ayuda: Note que f(z) =z — 1+ 5.

5. Sea f: A — R. Muestre que f es uniformemente continua si y sélo si para cada par de

sucesiones {x, }n v {yn}n en A tales que z, — y, — 0, se tiene que f(x,) — f(y,) — 0.

6. Pruebe que si ' : A — R es una extension continua de una funcién uniformemente

continua f : A — R, entonces F' es uniformemente continua.

7. En este ejercicio se da una demostracién alternativa del teorema 6.6.2. Se hara uso de
la compacidad de A a travéz de cubrimientos abiertos en lugar de usar sucesiones. Fije

e > 0. Como f es continua en A, entonces para cada z € A, existe 6, > 0 tal que

lf(x) = f(2)| <e€/2, si|lx—z]<d,yxeA
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Para cada z € A denote por U, al intervalo (z — 0,/2,2 + §,/2). Use la compacidad
de A para hallar un conjunto finito F© C A tal que {U, : w € F} cubre a A. Defina
d = min{d,,/2 : w € F'}. Muestre que 0 satisface lo deseado.

8. *Sea f:R — R continua y suponga ademéds que f restringida a (0, +o00) y a (—00,0) es

uniformemente continua. Muestre que f es uniformemente continua.

9. *Sea f : R — R una funcién continua. Pruebe que si f(z) — 0 cuando z — oo,
entonces f es uniformemente continua. Ayuda: Dado € > 0 escoja un natural N tal que
|f(z)| < € para todo |z| > N. Use la continuidad uniforme de f en [-N — 1, N + 1] para

hallar un 0 que sirva en [—N — 1, N + 1|. Muestre que ese 0 sirve en todo R.

6.7. Funciones exponenciales y logaritmicas

En la seccién 3.2 vimos cémo se define a” para todo real positivo a y todo racional r.
Haremos uso de los resultados de la seccién anterior para extender la exponenciaciéon a toda
la recta real; es decir, mostraremos cémo se define a” para cualquier real r. Estas son las
funciones exponenciales que veremos son continuas y estrictamente crecientes. Sus inversas son
las funciones logaritmicas.

Vimos en la seccién 3.2 que a*™Y = a®a? si x,y € Q. El resultado que sigue muestra que

esta propiedad caracteriza a una funciéon exponencial.

Proposicién 6.7.1. Sea F : R — R una funcion tal que E(x +vy) = E(x)E(y). Entonces
E(1)>0y E(r)=EQ)"; reQ.

Demostracion: Si E(z) = 0, para algun z, entonces E(x) = E(x — z)E(z) = 0, para todo
x € R, y el resultado es trivial. Supongamos ahora que E(z) # 0 para todo z € R. Ya que
E(x) = E(z/2)E(x/2) = E(x/2)?, tenemos E(x) > 0 para todo x € R. M4s atin, como
E(0) = E(0+0) = E(0)E(0), concluimos que E(0) = 1. Por otra parte, de la relacién 1 =
E(0) = E(x — z) = E(x)E(—x), tenemos que

Usando induccién tenemos E(nx) = E(z)" si z € Ry n € N; y usando la relacién anterior

" cualquiera sea n € Z. Dado r € Q, podemos escribir r = m/n,

probamos que E(nz) = E(x)
donde m € Z y n € N. Asi, E(1)™ = E(m) = E(nr) = E(r)", lo cual prueba que E(r) =
E(1)™/,
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La proposicion que sigue nos indica que la exponeciacién es uniformemente continua sobre
conjuntos acotados de Q. Este resultado prepara el terreno para hacer uso del teorema 6.6.4 que

dice que una funcién uniformemente continua se puede extender a la clausura de su dominio.

Proposicién 6.7.2. Sea a € R positivo y f : Q — R dada por f(x) = a®. Entonces la
restriccion de f a cualquier conjunto acotado es uniformemente continua. En particular, f es

continua.

Demostracion: Basta mostrar (justifique) que la restriccién de f a [—k, k] NQ es uniformemente
continua, para cualquier k£ € N.

Afirmamos primero que f(x) — 1, cuando x — 0. En efecto, notemos que a'/™

— 1y
analogamente a~'/" — 1 (ver el ejercicio 5 de la seccién 4.3). Fijemos ahora € > 0 y un entero
N € Ntal que a'/N < 1+eya /N > 1—¢ (justificar la existencia de este N). Siz € [0,1/N]NQ,
entonces por la monotonia de f (ver ejercicio 1) tenemos que 1 = a® < a® < a'/N < 1 +e.
De manera semejante, si x € [—1/N,0] N Q entonces 1 > a® > 1 — e. Hemos probado asi que
la® — 1| <€, six € [-1/N,1/N]NQ, y esto demuestra la afirmacién.

Ahora mostraremos que f es uniformemente continua en [—k, k] N Q. Fijemos € > 0. Como
f(x) — 1, cuando z — 0, entonces existe 6 > 0 tal que si |z| < § con z € Q, entonces
la* — 1] < €/a*. Notemos que 0 < a® < a” para todo x € [—k, k] N Q. Dado z,y € A, si
ly — x| < 0, entonces

la¥ — a®| = |a®||a¥™" — 1| < a* - €/a" = .

Esto muestra que f es uniformemente continua en [—k, k| N Q. Para ver que f es continua basta
observar que si z,, — x, con z,,x € Q, entonces el conjunto A = {x,, : n € N}U{x} es acotado
y en consecuencia f es (uniformemente) continua en A. Por esto, f(x,) — f(z).

|

Teorema 6.7.3. Dado a € R positivo, existe una inica aplicacion continua E, : R — (0, 00) tal
que E,(1) =a y E,(z+y) = E.(2)E.(y). Es mds, E, es una biyeccion estrictamente creciente

(resp. decreciente) sia > 1 (resp. a < 1).

Demostracion: Sea f : Q — R dada por f(z) = a®. Para cada k € N, denotaremos por f; a
la restriccién de f a [—k, k] N Q. Por la proposicién 6.7.2 sabemos que f; es uniformemente
continua, para todo k£ € N. En consecuencia, por el teorema 6.6.4 existe una tnica funcién
continua Fy, : [—k,k] — R que extiende a fi. El lector verificard que debido a la unicidad
de estas extensiones se cumple que si k < j, entonces Fy(x) = F;(z) para todo x € [k, k.
Por lo anterior podemos definir E,(z) = Fi(z) si * € [—k,k]. Notemos que, en particular,
E,(z) = f(x) para todo x € Q. Dejamos a cargo del lector mostrar que F, es continua. En

resumen, tenemos que F, es una extension continua de f.
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Ahora veremos que E,(x +y) = E,(x)E,(y) para todo z,y € R. Comenzamos observando
que f(a+0b) = f(a)f(b) para todo a,b € Q. Fijemos z,y € R. Como Q es un conjunto denso en
R (ver proposicién 5.3.9), entonces existen dos sucesiones {z,}, vy {yn}n en Q que convergen

respectivamente a x e y. Por la continuidad de F, y f tenemos que

Ea('r + y) = Hmn Ea(mn + yn) = Hmn f(wn + yn) = Hmn f(mn)f<yn)

= limy, Eo(2a) Ea(yn) = Ea(x)Ea(y).

Veamos que F, es estrictamente creciente. Para ello, mostraremos primero que E,(z) > 1
para todo z > 0. En efecto, fijemos z > 0 y escojamos un racional r tal que 0 < r < z.
Ahora fijemos una sucesién {z,}, en Q N (r,2) tal z, — z. Entonces E,(z) = lim, f(z,) ¥y
f(zn) > f(r) = a” > 1 para todo n y en consecuencia F,(z) > 1 (justificar). Finalmente,
sean z,y € R con z < y. Entonces poniendo z = y — x obtenemos que E,(y) = E,(x + z) =
E.(2)E.(x) > E4(x), lo cual muestra que F, es estrictamente creciente.

Probaremos ahora que FE, es sobreyectiva. Para ello, definamos b = a — 1 > 0 y notemos
que E,(n) = (1 +b)™ y en consecuencia por la desigualdad de Bernoulli (ver ejercicio 9 de la
seccion 3.2) tenemos que E,(n) > 1+ na, para cada n € N. De aqui, F,(n) — +o00. El lector
usara ahora la monotonia de FE, para probar que E,(xr) — 400, cuando z — +o0o. Por otra

" =1/a" — 0y usando la monotonia de E, una

parte, para cada n € N se tiene E,(—n) = a~
vez mas, concluimos que F,(x) — 0 cuando # — —o0. De aqui y la proposicién 6.5.6; parte a);
E, es sobreyectiva y en consecuencia biyectiva.

Por tltimo, veamos la unicidad de E,. Supongamos que F,F : R — R son funciones
continuas tales que E(x+y) = E(z)E(y); F(x+y) = F(x)F(y); E(1) = F(1). De la proposicién
6.7.1 tenemos que F(r) = F(r) para todo r € Q. Por otra parte, fijemos x € R y una sucesion
{r,} en Q que converge a x. De la continuidad de E y F tenemos que E(r,) — E(z)y
F(r,) — F(x). Asi, E(x) = F(x).

|

Sea a € R positivo. La funcién E,, dada por el teorema 6.7.3, se denota por F,(z) = a” y
se le llama la funcion exponencial de base a . Cuando a # 1, entonces F, es biyectiva, su
inversa se denota por log, : (0,00) — R y se llama la funcién logaritmica de base a. Por la
proposicién 6.5.3, log, es continua y por el teorema 6.7.3, esta funcion tiene las dos propiedades

fundamentales siguientes:

log,(a) = 1; log,(zy) = log,(z) + log,(y).

Recordemos que el nimero e se define como el siguiente limite (ver proposicién 4.4.4)

, 1\"
e := lim (1 + —) .
n— o0 n

La funcién logaritmica de base e se denota por In y se llama también logaritmo neperiano.
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Ejercicios.
Sea a > 1. Pruebe que " < a’sir,s € Qyr <s.

Muestre que la funciéon F, definida en la demostracion del teorema 6.7.3 es continua.

Pruebe que si a > 1, entonces E,(x)/xP — +00, cuando x — +o0, cualquiera sea p € N.
Ayuda: Note que E,(z)/zP > al*l/(1 + [2])P, donde [z] es la parte entera de z. Muestre

que a”™/n? — +oo.

Pruebe que si a > 1, entonces log,(z)/x — 0, cuando x — +o00. Ayuda: Use el “cambio

de variable” y = log, ().



Capitulo 7

Diferenciacion

La teoria de diferenciacion o derivacién, tiene sus origenes en dos problemas distintos. En
el primero de ellos, se trataba de encontrar rectas tangentes a una curva plana. Para curvas
simples, como circunferencias, parabolas, etc., el problema era facil, pero en general, era muy
complicado. Una primera aproximacion fue obtenida por Fermat, cuando queriendo calcular
maximos y minimos de funciones reales, se dié cuenta que las tangentes a las graficas de tales
funciones, eran paralelas al eje x, en los puntos de maximo y minimo. Sin embargo, fué Leibnitz
quien realmente desarrollé la teoria de diferenciaciéon a partir de este punto de vista (el de
encontrar rectas tangentes a una curva plana).

La otra motivacién de este concepto nos viene de la fisica y fué desarrollado por Newton,
quien estaba interesado en describir la wvelocidad de un cuerpo en movimiento rectilineo no
uniforme. Desde este punto de vista, el concepto de derivada se interpreta como velocidad.
Aunque Leibnitz y Newton eran contemporaneos (siglo XVII), sus trabajos fueron realizados
de manera independiente.

Nuestra exposicién no estd guiada por motivaciones fisicas ni geométricas. Simplemente
queremos exponer la teoria de diferenciacién de manera rigurosa, en la creencia de que el lector
ha sido suficientemente motivado en los cursos de célculo.

Los temas tratados en este capitulo son los usuales: regla de la cadena, teoremas de valor
medio, derivadas de orden superior y formula de Taylor, funciones convexas y aplicaciones al

estudio de maximos y minimos.

7.1. Definicion de la derivada

En esta seccién, f : (a,b) — R denota una funcién definida en un intervalo abierto (a,b)

(—o0 <a<b< +00)y xo denota un punto de (a,b). Definamos A : (a,b) \ {zo} — R por

A(z) = M (1.1)

r — T
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y notemos que zy es un punto de acumulacién de (a, b) \ {zo}. Diremos que f es derivable en
Xp, si A(z) tiene limite, cuando z tiende a xy. Este limite se llama la derivada de f en z¢ y

usualmente se denota por f’(zy), es decir,

f'(zo) = lim A(z). (1.2)
T—xQ
De la definicion de derivada se obtiene inmediatamente el siguiente resultado.
Proposicion 7.1.1. Los siguientes enunciados son equivalentes

(i) f es derivable en xq con derivada igual a m.

(ii) Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que

|f(x) = f(xo) — m(x —xo)| < €lx — x| s |x— 20| <. (1.3)
Equivalentemente,
M—m <e s 0<|r—ux0| <0. (1.4)
T — 2o

Observacién 7.1.2. Definamos 7 : R — R por r(x) = f(xo) + m(x — z¢). De (1.3) tenemos

que f es derivable en xg, si para cada € > 0 existe § > 0 tal que
|f(z) = r(x)| <e€|lz— x|, cuando |z — xo| < 0.

Este hecho se expresa diciendo que f y r son tangentes en zy. O que las graficas de r y f son

tangentes en (zg, f(xg)). Note que “la grdfica de r es la recta de pendiente m que pasa por

(zo, f(z0))".

Incluir gréfica

Ejemplos 7.1.3. 1. Si f es constante, entonces f es derivable en todo punto zy € (a,b)
y ['(z¢) = 0. Esta afirmacién se obtiene facilmente observando que f(z) — f(zo) = 0,

cualesquiera sean x, xo € (a,b).

2. La funcién f : (a,b) — R dada por f(z) = x es derivable en todo punto xq de (a,b)
y f'(xg) = 1, para cada xy € (a,b). En efecto, si A se define como en (1.1), entonces

A(z) =1, para cada = € (a,b) \ {zo} y de esto se obtiene el resultado facilmente.
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Ahora mostraremos que toda funcién derivable es continua.

Proposicién 7.1.4. Si f es derivable en xg, entonces existen M, € R positivos tales que
|f(z) — f(xo)| < M|z — x0|, si|z—z0| <. (1.5)
En particular, f es continua en xq.

Demostracion: Pongamos m = f’(xq). Aplicando (1.3) con € = 1, obtenemos que existe 6 > 0
tal que
|[f (@) = fzo) —m(x —zo)| < |z —mof, sl |z — o <.

De aqui, |f(z) — f(zo)| < |m(z —zo)| + |x — x0], 81 | — 20| < 0. Como |m(z — zo)| + |2 — x| =
(14 |m|)|z — xo|, el resultado se obtiene tomando M = 1+ |m)|.
Para ver que f es continua en z, fijemos € > 0y tomemos ¢’ = min{d, e/M}. Si |z —zo| < &',
entonces de (1.5) se tiene que |f(z) — f(xo)| < Md' <.
|
No es cierto que toda funciéon continua en un punto xq es derivable en xg, como lo muestra

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.1.5. Sea f : R — R definida por f(x) = |z| y sea ¢ = 0. La funcién A : R\{0} — R
dada por (1.1) satisface que A(x) =1,si 2 >0y A(z) = —1, si x < 0. En consecuencia, A(x)
no tiene limite cuando x — 0 y por esto f no es derivable en xg = 0. Notese que la grafica de f
presenta un “pico ” o “punto anguloso” en xz = 0, lo que nos lleva a decir que una funcién cuya
grafica presenta un “pico” o “punto anguloso” en el punto x = xg no es derivable en xy. Por

esta razon, las aplicaciones derivables se conocen también con el nombre de “lisas o suaves”.

Incluir grafica

Definiremos ahora el concepto de derivada lateral en un punto. Sea A la funcién definida

por (1.1); diremos que f tiene derivada lateral derecha en x, denotada f’ (o), si A(x) tiene

limite cuando = — x{, es decir,

fi(xo) = xli% %ﬁéwo)
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Anélogamente definimos la derivada lateral izquierda en z(, denotada f’ (zg), si el siguiente
limite existe

T3y T — Xo
El concepto de derivada lateral también tiene sentido para funciones cuyo dominio no es nece-
sariamente un intervalo abierto. Por ejemplo, dada una funcién f : [a,b) — R, se define la
derivada lateral derecha de f en a, denotada también f! (a), de la misma manera que antes,

como lim, .+ A(z).
Ejercicios.

1. Suponga que f es creciente. Pruebe que si f es derivable en xq, entonces f'(xg) > 0

2. Supongamos que f es diferenciable en xq y que f'(zg) > 0. Pruebe que existe ¢ > 0 tal
que f(z) < f(xg), si =0 <z —x9 <0y f(x) > f(x0),s1 0 < x—x9 < J. Enuncie y

demuestre un resultado andlogo cuando f'(zg) < 0.

3. Supongamos que existen constantes M > 0y a > 1 tales que |f(z) — f(y)| < M|z —y|°,
para todo x,y € (a,b). Pruebe que f'(x) = 0, para cada x € (a,b).

4. Sea f:R — R una funcién diferenciable en 0. Suponga que f satisface que f(x) = f(—x)
para todo x € R. Muestre que f/'(0) = 0.

5. Una aplicacion f que verifique la conclusién de la proposicion 7.1.4 se dice Lipschitziana
en xg. Sean f : (a,b) — (¢,d), g : (¢,d) — (a,b) funciones tales que (f o g)(y) = y para
todo y € (¢,d); y sea xg € (a,b) y yo := f(x). Pruebe que si f es Lipschitziana en xq y
g es derivable en g, entonces ¢'(yo) # 0.

6. Sea f : (a,b) — R derivable en un punto ¢ € (a,b). Sean {x,},, y {yn}n sucesiones en

(a,b) convergiendo ambas a ¢ y tales que z,, < ¢ < y,, para todo n € N. Muestre que

n Yn — Tn
Ayuda: Sea t,, = yy:%; Observe que 0 < t,, < 1. Muestre que

f(yn) — f(2n)

Yn — Tn

— f(c) = [Ayn) = [0 tn + [Alzn) = f()](1 = tn).

7. Pruebe que f es derivable en x¢ si y sélo si f tiene derivadas laterales en zo y f (2o) =

JL (o).
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8. Pruebe que si f admite derivada lateral derecha (resp. izquierda) en z(, entonces f es
continua a derecha (resp. izquierda) en zg. Concluya que si f posee derivadas laterales en

xo, entonces f es continua en xg.
9. Sea f:R — R definida por

x ., sl x es racional;
f(z) = T T
0 , six es irracional.

Muestre que f es continua en 0 pero no es derivable ni por la derecha ni por la izquierda
en 0.
7.2. Algebra de derivadas y la regla de la cadena
En esta seccion demostraremos algunas propiedades de la derivada.

Proposicién 7.2.1. Sean f,g : (a,b) — R funciones derivables en un punto xo € (a,b).

Entonces f 4+ g y f - g son derivables en xq¢ y se cumple que:
a) (f+9)(xo) = ['(z0) + ¢'(20);
b) (f-9)(x0) = f'(z0)g(w0) + f(20)g' (o)

c) Sig(z) # 0 para todo x € (a,b), entonces 1/g es derivable en ¢ y

(1) o322

Demostracion: La parte correspondiente a la adicion sera dejada como ejercicio. Notemos ahora

que
(f-9) (@)= (f-9) (o) = f(x)g(x)— f(x0)g(z0)
= f(z)g(x) — f(z0)g(z) + f(20)g9(x) — f(20)g(70)
= [f(x) = f(z0)]g(x) + f(x0)lg(x) — g(z0)],
de donde

- 0)@) = a)leo) _ T) = Fn) o) —olan)

r — Xy T — 2o T — 2o

De la proposicién 7.1.4 sabemos que ¢ es continua en xg, asi g(z) — g(zo) cuando z — .
Luego por el dlgebra de limites (proposicién 6.1.5), f - g es diferenciable en xq y vale b).

Para terminar la prueba, pongamos h = 1/g y notemos que

e
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de modo que

r — 2o Tr — I

h(x) — h(zo) o —h(xo)h(x)g(x) — g(xo)

9

y el resultado se obtiene tomando en ambos lados el limite cuando x — x.
|

Teorema 7.2.2. (Regla de la Cadena). Sean f : (a,b) — (¢,d) y g : (¢,d) — R funciones

derivables en xy e yo := f(xo) respectivamente. Entonces la composicion g o f es derivable en

To Y

(g0 f)(x0) = g'(v0) f'(x0) = g'(f(20)) f'(w0))-
Demostracion: Por la proposicion 7.1.4, existen My, oy > 0 tales que
|f(2) = f(@o)| < Mo|z —xof, si [z — 20| <. (2.6)

Fijemos ahora € > 0 y pongamos M = méax{My, |¢'(vo)|}, €1 = €2 = ¢/2M. Ya que f y g

son diferenciables en xg e yy respectivamente, existen d;,d, > 0 tales que
|f(x) = f(zo) — f(x0)(x — mo)| < &1]x — x0], si |o—z0| < Iy (2.7)

19(y) — 9(y0) — 9 (o) (¥ — yo)| < €2ly —wol, st |y — ol < b (2.8)

Definamos § = min{dy, d1,02/M}. Si |x —xo| < 0, de (2.6) se obtiene que | f(z) — f(xo)| < 2
(verificar). De modo que por (2.8), (2.6) y la definicién de M se tiene que si |x — x| < 0,

entonces

l9(f () — 9(f(x0)) = ¢'(f (xo))[f () = fmo)]l < ealf(x) — f(xo)]
< Mes|x — x). (2.9)

Por otra parte,

9(f(x)) = g(f(x0)) = g'(f (x0)) ' (x0) (& — w0) =
9(f(x)) = 9(f(x0)) — g'(f (w))[f () = f(x0)] +

9'(f(xo))[f (@) = flzo) — ['(w0)(z — 20)].
Usando (2.9), (2.7) y las definiciones de 6 y de M obtenemos

lgo f(x) —go f(zo) — g (f(w0))f (x0)(x — 10)| <

Meés|x — wo| + [g'(f(wo))|e1]z — w0| < €|z — 20,

si |z — xo| < 6. Esto termina la prueba.

Ejercicios.
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1. Sea n € N. Pruebe que la funcién f : R — R, f(z) = x", es derivable en cada punto

r € Ry que f(z) =na"'. Ayuda. Use induccion y la proposicién 7.2.1.

2. Sean f,g : (a,b) — R funciones diferenciables en un punto z, de (a,b) y sea A € R.
Pruebe que Af y f — g son derivables en zy y que (Af)'(zo) = Af'(xo) v (f — g) (z0) =
f'(@o) = g' (o).

3. Sea f:(a,b) — (c¢,d) una biyeccién entre dos intervalos abiertos y z¢ € (a,b).

a) Sify f7!son diferenciables en xq y f(xq) respectivamente, pruebe que f’(zg) # 0.

Ayuda: Use la regla de la cadena.

b) Pruebe que si f es diferenciable es zg, f~! es continua en f(xg) y f'(x¢) # 0,

entonces f~! es diferenciable en f(xq). Ayuda: Sea y, = f(x) ¥ yn — yo. Entonces

fﬁl(y”)ffil(yo) — In —TQ
Yn—Yo f(zn)—f(z0)"

4. Pruebe que f: R — R; f(z) = 23; es una biyeccién con f’(0) = 0. ;Contradice esto lo
dicho en el ejercicio 37

5. Critique la siguiente demostracion de la regla de la cadena. Notemos primero que

(go f)(@) = (g0 f)lzo) _ 9(f(2)) = 9(f(z0)) flx)— flzo)

T — X flx) = flzo) = —xo

Como f es continua en g y g es derivable en f(xg), entonces el limite cuando x — x del

lado derecho de la igualdad anterior existe y en consecuencia se tiene que

(g0 f) (20) = g'(f(x0))f (20))-

Ayuda: Verifique que las funciones involucradas estén bien definidas.

7.3. Teoremas de valor medio

Esta seccion esta dedicada a probar los resultados mas resaltantes del calculo diferencial
para funciones reales de una variable real.

Sea f : A — R una funciéon definida en un subconjunto A de R. Diremos que zy € A es
un maximo (resp. minimo) relativo de f si existe un abierto U de R tal que zy € U y
f(z) < f(xo) (resp. f(xo) < f(z)) para cada z € U N A. Es facil ver que 2y € A es un maximo
(resp. minimo) relativo de f siy sélo si existe r > 0 tal que f(z) < f(zo) (resp. f(zo) < f(2)),

cuando |z — x| < r. Un maximo o minimo relativo serd llamado un extremo relativo.

Proposicién 7.3.1. Sea f: A — R definida en un intervalo A y supongamos que o € int(A)

es un extremo relativo de f. Si [ es derivable en xq, entonces f'(xq) = 0.
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Demostracion: Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que zy es un maximo relativo de

f. Luego existe r > 0 tal que
f(x) = flzo) <0, si |o—mxo| <7 (3.1)

Como int(A) es abierto, podemos suponer (disminuyendo el tamano de r si fuera necesario)
que (zo—r, xo+7r) C A. Para facilitar la escritura pondremos I = (z¢—r, zo+7r). Definamos ahora
AT\ {zo} — Rpor A(z) = [f(z) — f(z0)]/(x — x). Ya hemos observado que A(x) — f'(zo)
cuando x — x(. Por otra parte, de (3.1), A(z) < 0si0 < z—29 < 7y Ax) > 0 si
—r < x —x9 < 0. Dejamos a cargo del lector verificar (vea la proposicién 6.1.6) que de esto se
deduce que

lim A(z) <0y lm A(z) >0.

a:—»:va' T—T(

El resultado se obtiene ahora notando que ambos limites son iguales a f'(zy).
|
Sea f : I — R una funcién definida en un intervalo I y sea A C int(I). Diremos que f es
derivable o diferenciable en A si f es diferenciable en cada punto de A. Cuando [ es abierto
y f es diferenciable en I diremos simplemente que f es diferenciable. En este caso se tiene una
aplicacion f': I — R (que envia x en la derivada de f en x) que llamaremos la diferencial o
primera derivada de f.
El préximo resultado nos dice que si una funcion derivable toma el mismo valor en los
extremos de un intervalo, entonces “el grafico de f posee una recta tangente horizontal” en

algin punto del intervalo.

Incluir gréfica

Teorema 7.3.2. (Rolle) Sea f : [a,b] — R una funcion continua (a,b € R, a <b) y derivable
n (a,b). Si f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracion: Por el corolario 6.4.2, f alcanza maximo y minimo en [a, b], que denotamos por
M y m respectivamente. Si m = M, entonces f es constante, de modo que f’(z) = 0, para
cada x de (a,b). Supongamos ahora que m < M y fijemos ¢,d en [a,b] tales que m = f(c) y
M = f(d). Yaque f(a) = f(b), entonces uno de los puntos ¢ 6 d esta en (a, b) y, en consecuencia,
f tiene un extremo relativo en int([a, b]). El resultado se deduce de la proposicién 7.3.1.

|
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Incluir gréfica

Teorema 7.3.3. (Valor Medio) Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Si f es derivable en
(a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

Demostracion: Necesitaremos definir una funcién auxiliar, para hacerlo consideremos la recta
que une los puntos (a, f(a)), (b, f(b)) cuya ecuacién es de la forma y = mz + p, donde m,p € R

vienen dados por

- f@
b—a
y
p = f(a) —ma.
Ahora considere la funcién h(z) = f(x) — mz — p. Es claro que h es continua en [a,b] y

diferenciable en (a,b). Ademads, h(a) = h(b) = 0y h'(z) = f'(x) — m. Luego por el teorema
de Rolle 7.3.2, existe ¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0. Esto es, f'(c) = m y de aqui se obtiene el
resultado.

Corolario 7.3.4. Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y diferenciable en (a,b). Si f'(x) = 0

para cada x € (a,b), entonces f es constante.

Demostracién: Probaremos que f(x) = f(a), para cualquier x € (a,b]. Para ello notemos que
la restriccion de f a [a, x|, que seguiremos denotando por f, es continua en [a, x] y diferenciable
en (a,z). De aqui y el teorema 7.3.3, existe ¢ € (a, z) tal que f(z) = f(a) + (r —a)f'(c). Como
f'(c) =0, entonces f(x) = f(a).

|

Corolario 7.3.5. Sea f : I — R wuna funcion continua en un intervalo I y diferenciable en
int(7).

a) Si f'(x) > 0 (resp. f'(x) > 0), para cada x € int(I), entonces f es creciente (resp.

estrictamente creciente).

b) Si f'(x) <0 (resp. f'(x) < 0), para cada x € int(I), entonces f es decreciente (resp.

estrictamente decreciente).
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Demostracion: Haremos sélo la parte a) y dejamos la otra a cargo del lector. Sean a,b € I con
a < b. Ya que (a,b) C int([) entonces, por el teorema del Valor Medio, existe ¢ € (a, b) tal que
f(b) = f(a) = (b—a)f'(c). De aqui, f(b) > f(a) (resp. f(b) > f(a)) lo cual termina la prueba.
|

Ya vimos (teorema 6.5.3) que toda funcién f : (a,b) — (c,d) continua y biyectiva tiene
inversa continua. Ahora mostraremos que si f es diferenciable en (a,b), entonces su inversa

también lo es.

Teorema 7.3.6. (Funcion Inversa) Sea f : (a,b) — R una funcion diferenciable en (a,b) tal
que f'(x) # 0 para cada x € (a,b). Entonces I := f((a,b)) es un intervalo abierto, f : (a,b) — I

es biyectiva y f~1 : I — (a,b) es diferenciable en I. Es mds,

Demostracion: Se sigue del teorema de Rolle 7.3.2 que f debe ser inyectiva (justificar). En
consecuencia, de la proposicién 6.5.1 se concluye que f es estrictamente mondénota. Por otra
parte, de la proposicién 6.5.6 sabemos que I, el rango de f, es un intervalo abierto y por el
teorema 6.5.3 f~!: I — (a,b) es continua.

Fijemos yo € I y veamos que f~! es derivable en y. Para ese fin, definamos zo = f1(yo) vy
A (a,b) = R por A(xg) = f'(x) y

A - F@) = @)

T — X

si x # x9. Ya que A es continua en 2y y f~! es continua en g, tenemos que Ao f~! es continua

en Yo (proposicién 6.3.6), es decir

lim A(f(y)) = A (1)) = Alwo) = f(z0)-

Y—Y%o0

Pero

si y # Yo, y en consecuencia,

lim = .
Y=o Y — Yo f'(0)

Es decir, f~1 es derivable en yo v (f7Y) (y0) = 1/f'(f ' (v0)). Asi, f~1 es diferenciable en I y

(S =1/(f o f7).
m
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Teorema 7.3.7. (Valor Medio de Cauchy) Sean f,q : [a,b] — R funciones continuas tales que
f,g son diferenciables en (a,b) y g'(x) # 0 para cada x € (a,b). Entonces eziste ¢ € (a,b) tal

" ) - f@) o)
FOEONIC)

Demostracion: Note primero que g(a) # g(b), pues de lo contrario el teorema de Rolle (7.3.2)

garantizaria que existe ¢ € (a,b) tal que ¢’(c) = 0 lo cual es imposible por hipdtesis. Esto

permite definir
_ f(b)— f(a)
~ g(0) = g(a)’
Por otra parte, es facil ver que la aplicacién h : [a,b] — R definida por h(x) = f(z) — mg(x)
satisface las hipétesis del teorema de Rolle y en consecuencia, existe ¢ € (a, b) tal que h'(c) = 0.
Pero h'(z) = f'(x) — mg'(z), de donde m = f'(¢)/q'(c).
|
Observemos que el teorema del valor medio (teorema 7.3.3) se puede deducir del resultado
anterior mediante la funcién g(z) = x, pero su utilidad mas grande se obtiene en el célculo de

limites indeterminados, por ejemplo para mostrar la regla de L’Hépital (ver ejercicio 12).
Ejercicios.

1. En este ejercicio estudiaremos si las hipétesis del teorema de Rolle (7.3.2) son necesarias y
si su reciproco es vélido. Determine si existe una funcién f : [a, b] — R con las propiedades

indicadas.
a) f es diferenciable en (a,b) (por lo tanto continua en (a,b) pero no necesariamente
en [a,b]), f(a) = f(b) y no existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
b) f es continua en [a,b], f(a) = f(b) y no existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0.
c) f continua en |a, b], diferenciable en (a,b) y existe ¢ € (a,b) tal que f’(c) = 0. Pero
fla) # f(b).
2. Pruebe que el polinomio 223 + 322 + 6x + b posee una tinica rafz, cualquiera sea b € R.

3. Sean f,g: [a,b] — R funciones continuas tales que f(a) = g(a) y f(b) = g(b).

a) Pruebe que si f,g son diferenciables en (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que
f'(e) =4¢'(c).
b) Deduzca, de la parte anterior, el teorema 7.3.3 considerando la recta del plano que

pasa por los puntos (a, f(a)), (b, f(b)).
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Sea f : I — R una funcién continua en un intervalo I y diferenciable en int([). Pruebe que
si f'(x) # 0 para cada = € int([), entonces f es inyectiva. Concluya que f es monétona

estricta.
Demuestre la parte b) del corolario 7.3.5.

Sea f : (a,b) — R continua en (a, b) y diferenciable en (a, b)\ {c}, donde ¢ € (a,b). Pruebe

que si f'(x) — A, cuando z — ¢, entonces f es derivable en cy f'(c) = A.

Una funcién f : A — R se dice Lipschitziana en A si existe una constante M > 0 tal
que |f(z) — f(y)] < M|x — y|; para todo z,y € A. Suponga que A es un intervalo, que f
es continua en A y diferenciable en int(A). Pruebe que f es Lipschitziana si y sélo si f’

es acotada.

(Teorema de Darboux) Sea f : I — R una funcién diferenciable en un intervalo abierto I.
Pruebe que si a,b € I'y f'(a) < d < f'(b), entonces existe ¢ entre a y b tal que f'(c) = d.
(Este teorema de valores intermedios fué descubierto por Darboux y no necesita que
la funcién f’ : I — R sea continua). Ayuda. Defina F(z) = f(x) — dz y observe que
F'(a) < 0 < F'(b). Suponga primero que a < by use el ejercicio 2 de la seccién 7.1 para
ver que existen puntos p,q € (a,b) tales que F(p) < F(a)y F(q) < F(b). Concluya que

el minimo de F' en el compacto [a, b] es alcanzado en un punto ¢ € (a, b).

Sea f : (0,00) — R una funcién diferenciable tal que lim, . f'(z) = b. Pruebe que si
b > 0, entonces lim, ., f(x) = +00. Ayuda. Muestre que para cada sucesién {z,}, de
reales positivos, tal que x,, — +oo cuando n — +o00, se cumple que f(z,) — 400 (use el
teorema del Valor Medio).

* Sea f : R — R una funcién diferenciable en R tal que f’(x) = f(z) para cada xz € R.
Sea A ={x € R: f(x) = 0}. Pruebe que A =0 6 A =R. Ayuda. Suponga que A # 0.
Por el ejercicio 12 de la seccién 5.3 basta mostrar que A es abierto y cerrado. Sean zg € A
y ¢ € R. Pruebe inductivamente que, para cada n € N, existe ¢, entre z y zy tal que
|f(z)] < |z — x0|"|f(cn)|. Deduzca que (xg — 1,29+ 1) C A.

Sea f : R — R una funcién diferenciable en R tal que f'(z) = f(z); x € R. Pruebe que si
f(0) =1, entonces f es una exponencial, es decir, satisface que f(z +vy) = f(x)f(y) para
todo z,y € R. Ayuda. Fije y en R y defina g : R — R por g(x) = f(x +vy) — f(y)f(x).
Use el ejercicio 10 para mostrar que g es constante igual a cero (observe que ¢'(z) = g(z)

para todo z € Ry que g(0) = 0).

* (Regla de L’Hopital). Sean f, g : (a,b) — R funciones diferenciables en (a, b) tales que:
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i) f(z) —0,siz— at,

(
i) g(x) = 0,siz —a™,

9
iii) ¢'(z) # 0 para todo = € (a,b) y

)
)
iv) f'(x)/g' (x) = N ER, siz —at.

a) Pruebe que g(x) # 0 para todo = € (a,b). Ayuda. Use i ) y ii) para mostrar que
se puede definir f y ¢ en a como f(a) = g(a) = 0 de tal manera que f y g sean

continuas en [a,b). Ahora use el teorema de Rolle para g.

b) Pruebe f(z)/g(x) — A, si z — a*. Ayuda. Tome una sucesién z, — a*. Use el
teorema 7.3.7 para hallar ¢, tal que f(z,)/g(x,) = f'(t,)/¢'(t,) y compruebe que

t, — a.

7.4. Derivadas de orden superior

Sea f : (a,b) — R una funcién diferenciable. Si f’ es continua decimos que f es de clase C!
en (a,b) o mas simplemente f € C'', cuando no haya peligro de confusién. En este caso también
se dice que f es continuamente diferenciable.

Un ejemplo de una funcién que es diferenciable pero no estd en C! es h : R — R dada por
h(0) = 0y h(z) = x?cost. En efecto, ' no es continua en 0. En la seccién 7.7 daremos las
indicaciones de como construir otro ejemplo de una funcién diferenciable que no es de clase C*
pero que no hace uso de la funcién cos(z) (la cual no ha sido formalmente definida).

En las siguientes proposiciones se enuncian algunas de las propiedades algebraicas de la

clase C*, su demostracién queda a cargo del lector.
Proposicién 7.4.1. Sean f,g: (a,b) — R funciones de clase C*. Entonces
a) f+geCl;
b) f-geCl
c) 1/g € C, sig(x) # 0 para cada x € (a,b).
Del teorema 7.2.2 se obtiene lo siguiente:

Proposicién 7.4.2. Sean f : (a,b) — (¢,d), ¢:(c,d) — R funciones diferenciables. Entonces
go f es diferenciable y (go f) = (¢'o f) - f'. En particular, go f € C* si f,g € CL.

Sea f : (a,b) — R diferenciable en (a,b). Si a su vez, f’ es diferenciable en (a,b), diremos

que f es diferenciable de orden dos en (a,b) y pondremos f” = (f’)’. Méds generalmente,
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supongamos definido inductivamente, el concepto de funcién n veces diferenciable en (a, b),
para algin n € N. Diremos que f es n + 1 veces diferenciable en (a,b), si f es diferenciable
en (a,b) y f’ es n veces diferenciable en (a,b).

Sea f: (a,b) — R una funcién n veces diferenciable. La n-ésima derivada de f se define
inductivamente como la funcién f™ : (a,b) — R; f™ = (f)™=Y: donde, por conveniencia,
ponemos f(©) = f, para cada funcién f. Note que, f) = f' v f& = f”. En muchas ocasiones
se utiliza la notacién f”, £ en vez de f®), f(4) respectivamente.

Si f es n veces diferenciable en (a,b) y f™ es continua en (a,b), decimos que f es de clase
C™ en (a,b) y ponemos f € C"(a,b) 6 f € C™, si no hay peligro de confusién.

Diremos que f es de clase C* o infinitamente diferenciable en (a,b), si f € C" para

cada n € N. En fin, pondremos f € C° para indicar que f es continua.

Proposicién 7.4.3. Si f : (a,b) — R es de clase C™ para algin n € N; entonces f € C"1.
Ademds, f"Y es diferenciable y (f"V) = f),

Demostracion: Por induccién en n. De la proposiciéon 7.1.4 se tiene que el resultado es valido para
n = 1. Supongamos ahora que nuestra proposicién vale para algin n € Ny sea f : (a,b) — R
una aplicacién de clase C" 1. Ya que g := f’ es de clase C", entonces por la hipétesis inductiva
geC 1y (¢ V)Y = ¢, En particular, f € C" porque f' € C" 1.
Por definicién, f™+) = ()™ y £ = (=D = g1 de modo que, f+) = ¢ =
(gn=VY = (f™)'. Esto dice que el resultado es cierto para n + 1 y termina la prueba.
|

Proposicién 7.4.4. Sean f,g : (a,b) — R funciones de clase C", para algin entero n > 0.

Entonces
) f+geCy(f+9)™ =" +g";
b) f-geC™;
c) 1/g € C™, si g(x) # 0 para cada x € (a,b).

Demostracion: Por induccién en n. La parte a) se deja como ejercicio. b) Para n = 0, ya
sabemos que el producto de funciones continuas es continua (ver ejercicio 6 de la seccién 6.3).
Supongamos que b) vale para funciones de clase C™, para algin n > 0 y sean f,g: (a,b) — R
funciones de clase C™*!. Por la proposicién anterior, f,g € C™ y por definicién, f’,¢" € C™.
Por hipétesis inductiva, f'- g+ f-¢" € C™. De aqui y la proposicién 7.2.1, (f - g)’ € C™, lo cual
muestra que f - g € C". Esto termina la prueba de b).

c) Para el caso n = 0 ver el ejercicio 6 de la seccién 6.3. Supongamos que c) vale para

funciones de clase C™ (algiin n > 0) y sea g € C™"!. Por la proposicién anterior y la parte
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b), g> = g - g € C™ y por hipétesis inductiva, 1/¢g? € C™. Por definicién, ¢’ € C™ y de aqui es
facil ver que —g’ € C™ (ver ejercicio 2). De la parte b) —g’/g? € C™. Asi, (1/g)' € C™, lo cual
termina la prueba.

Proposicién 7.4.5. Si f : (a,b) — (¢,d) y g : (¢,d) — R son funciones de clase C", entonces
gofelCn.

Demostracion: Para n = 0 el resultado se sigue de la proposicion 6.3.6. Supongamos que la
proposicién es cierta para funciones de clase C™ (algtin entero n > 0) y sean f, g de clase C"™1.
Por la proposicién 7.4.3, f € C™ y por definicién, [/, ¢' € C™. Por hip6tesis inductiva, g'o f € C™
y por la proposicién anterior, (g o f) - f' € C™. Por la proposicién 7.4.2, (g o f)' € C™. Lo cual
termina la prueba.

Observacién 7.4.6. Las proposiciones 7.4.3-7.4.5 permanecen validas si reemplazamos la frase

“funcién de clase C™” por la frase “funcién n veces diferenciable” (resp. “funcién de clase C*°").

Ya vimos (teorema 7.3.6) que toda funcién f : (a,b) — (¢, d) biyectiva y diferenciable tiene

inversa diferenciable. Ahora veremos que la inversa es de clase C", si f lo es.

Proposicién 7.4.7. Sea f : (a,b) — R una funcion diferenciable en (a,b) tal que f'(x) # 0

para cada x € (a,b). Si f es de clase C™, para algin n > 1, entonces f~1 también lo es.

Demostracion: Recordemos que por el teorema 7.3.6,

Para ver que f~! € C™, procedemos por induccién. Sin = 1, entonces f’ es continua y como f~*
también es continua, lo mismo vale para (f~!). Asi, f~! € C'. Supongamos ahora que nuestro
resultado es vélido para algin n > 1 y sea f una funcién de clase C™"!. Por la proposicién
7.4.3, f € C™ y por la hipétesis inductiva, f~1 € C™. Por definicién, f' € C™ y el resultado se
sigue facilmente de las proposiciones 7.4.5 y 7.4.4.

|

Ejercicios.
1. Demuestre las proposiciones 7.4.1 y 7.4.2.
2. Pruebe que f € C" siy sélo si —f € C™. Pruebe ademés que (—f)™ = —f(™,

3. Pruebe que f : (a,b) — R es de clase C™ siy sélo si f es diferenciable en (a,b) y f' € C*°.
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4. Sea f:(a,b) — R diferenciable. Pruebe que si f’ = f entonces f € C*°. Concluya que la
funcién idénticamente nula (f(z) = 0; z € (a,b)) es de clase C* y deduzca que toda

funcién constante es C'*°. En fin, pruebe que toda aplicacion polinomial es C°.

5. Sea k € Nysea f: R — R definida por f(z) = 2*. Use induccién para mostrar que
f'(x) = ka*=*. Pruebe que f(z) = k(k—1)---(k—n+1)2* " sin -1 < k y deduzca
que f®(z) =K'y fO®)(2) =0,sin> k.

6. Sea f:(0,00) — R definida por f(z) = 1/x. Pruebe que f € C* y use induccién para
ver que f(z) = (—1)"n!/z"+1.

7. Sea k € Ny definamos f : (0,00) — (0,00) por f(z) = x'/*. Use el teorema 7.3.6 para

8. Sear € Qy defina f : (0,00) — (0,00) por f(z) = z". Pruebe que f € C* y que

f(x) = ramL.

7.5. La férmula de Taylor

En esta seccion f : I — R denota una aplicacién definida en un intervalo abierto I de Ry
xo denota un punto de I. Si f es n veces diferenciable, definimos el polinomio de Taylor de

orden n de f alrededor de x; mediante:
—~ 1 i
P,(z) = Zaf()(xo)(x—wo). (5.1)
=0

El objetivo de ésta seccién es probar que “P,(x) es una buena aprozimacion de f(x), cuando

x estd cerca de xy”. Mas precisamente, mostraremos lo siguiente

Teorema 7.5.1. (Fdormula de Taylor) Supongamos que f es n+ 1 veces diferenciable en I y

xg € I. Dado x € I existe c entre xy y x tal que

1

@) — a0

f(x) = Pu(z) +

donde P,(x) es el polinomio de Taylor de orden n de f alrededor de xo (definido en (5.1)).

En el ejercicio 3 veremos con mas precision qué tan buena es la aproximacion de una
funcién a través de su polinomio de Taylor. Para la demostracién de 7.5.1 necesitamos algunos
resultados auxiliares. Es claro que P,(x) y f(z) tiene las mismas primeras n derivadas en z,

esto lo enunciamos a continuacién y la verificacion la dejamos a cargo del lector.
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Proposicién 7.5.2. Sean ag,ay,--- ,a, € R y definamos Q : R — R por Q(z) = Y1 ai(x —
70)". Entonces Q € C™ y QW (xg) =idla;, si 0 <i<n y Q" (x) =0 para todo x.

Proposicién 7.5.3. Sea n € N, I un intervalo abierto y xg € I. St R: I — R es una funcion
n weces diferenciable tal que R(x) = R'(xg) = --- = RV (xy) = 0, entonces para cada x € 1
eziste ¢ entre xg y x (esto es, |c — xo| < |x — x0|) tal que
R(z) = %(w — 20)"R™(c).
Demostracion: Como el resultado es trivial para x = xg, podemos asumir que x # xy. Més aun,
para fijar las ideas, supondremos que = > x(. Procederemos ahora por induccién en n € N.
Por el teorema del valor medio, existe ¢ € (zg,x) tal que R(z) — R(x¢) = (x — x¢)R/(¢),
de modo que el resultado vale para n = 1. Asumamos que el resultado vale para todas las
funciones n veces diferenciables y sea R : I — R una funcion n + 1 veces diferenciable tal que
R (z¢) = 0 para 0 < i < n. Por el teorema del Valor Medio de Cauchy aplicado a las funciones
ft)=R(t)y g(t) = (t — )" (definidas en el intervalo [zg, x]), obtenemos z € (xg, ) tal que
R(x) R'(2)
(@ —20)™ 1~ (n+ 1)(z —zo)"

(5.2)
Por otra parte, la funcién R’ es de clase C™ y aplicando la hipétesis inductiva, tenemos
1
R'(2) = — (2 —x0)"(R)™(c)
n!

para algtin ¢ € (0, z). El resultado se deduce ahora de la relacién (5.2), recordando que (R')™ =
R(n+1)

Ahora ya tenemos todo lo que hace falta para probar la formula de Taylor.

Demostracion de 7.5.1. Definamos @, R : I — R mediante Q(h) = P,(h) y R(h) = f(h)—Q(h).
De la proposicién 7.5.2, Q@ (z) = f@(z) para 0 < i < n, de modo que R (zy) = 0 si
0 <i < n. Como QY (t) = 0 para todo ¢, entonces RV (¢) = f*+1(¢) para todo t. Por la
proposicion 7.5.3 tenemos que dado x € [ existe ¢ entre zg y x tal que
1 1
B = 5y (n+1)!
Para finalizar, recuerde que f(x) = P,(x) + R(x).

(2 — 2" RO ) = (2 — )™ O ).

|
Para finalizar esta seccién daremos una aplicacién importante de la formula de Taylor cono-

cida como el método de Newton. Este método es muy t1til para aproximar raices de polinomios.
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Incluir gréfica

Teorema 7.5.4. (Método de Newton) Supongamos que f : [a,b] — R es 2 veces diferenciable
en I = [a,b] y ademds que f(a)- f(b) < 0. Suponga que ezisten constantes m y M tales que
flx)>m>0vy|f"(x)| <M para todo x € I. Entonces existe un intervalo J C I yr € J con
f(r) =0 tal que, para cualquier 1 € J, la sucesion {x,}, definida recursivamente por

Tpy1 = Tp — f’(l’ )
n

conn>1 (5.3)

converge a r.

Demostracion: Como f(a) y f(b) tienen signos opuestos, entonces por el teorema de Bolzano
(6.4.4) sabemos que existe r € I tal que f(r) = 0. Como f’ no se anula en I, entonces por el
teorema de Rolle (7.3.2) sabemos que tal r es unico (verificar).

Sea x € I cualquiera. Por la férmula de Taylor 7.5.1 aplicada a f alrededor de x con n =1,

sabemos que existe ¢ entre x y r tal que

0= 1) = 7e) + £ =)+ H - o2
De lo anterior tenemos que
@) = P -2+ Ty (5.4
Definimos
L@
f'(x)
Usando (5.4) se tiene que
T :x—l—(r—x)jt%z;:/((g( — )%

En consecuencia 1 7(0)

, B c

—r= §f/($)(r—x)2.

Por lo tanto, denotando M/2m por K y recordando que por hipétesis |f”(c)| < M y que
f'(x) > m, tenemos que

2" —r| < K|r — z|?. (5.5)
Fijemos 0 > 0 tal que K§ < 1y ademds que (r — §,r + ) C I. Fijemos x; € (r — d,r + 9).

Definimos, para n > 1,

n
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De (5.5) se tiene que |z, 11 —r| < K|z,, —r|*. Por induccién se comprueba que |z, —r| < § para
todo n > 1. De esto se obtiene que z,, € I y ademés que |x,1 — r| < K|z, — r| para todo
n > 1. Luego por induccién se obtiene que |z, —r| < (KJ)"|xy — r| para todo n > 1. Como
Ko < 1, se concluye facilmente que {z,}, converge a r.

|

Ejemplo 7.5.5. (Calculo aproximado de v/2 por el método de Newton) Considere la funcién
f(x) = 22 — 2 para z € R. En el intervalo [1,2] se tiene que f(1) = —1y f(2) = 2. Ademds,
|f'(x)] = 2|z| > 2y f"(z) = 2 para todo z € [1,2]. La formula de iteracién (5.3) se convierte

en este caso en la siguiente

2-2 1 . 9
Tpi1l = Ty — =—\|\xz,+— .
1 21, 2 N

Tomando x; = 1, obtenemos zy = 3/2, x3 = 17/12, x4y = 577/408 = 1,414215 y x5 =
665857/470832 = 1,414113562374. Por el teorema 7.5.4 sabemos que {z,}, converge a v/2.

Ejercicios.

1. Sea @ :R — R una funcién polinomial de grado < n. Pruebe que si lim;,_ o Q(h)/h" = 0,
entonces ) = 0. Es decir, Q(h) = 0 para todo h € R.

2. Sean>1y R:J — R una funciéon n + 1 veces diferenciable en un intervalo abierto J
que contiene a 0. Suponga que R(0) = 0 y que R¥(0) = 0 para 1 < i < n. Pruebe que
limy, 0 R(h)/h™ = 0. Ayuda. Use induccién y la Regla de L'Hopital.

3. Sea f: I — R una funcién n + 1 veces diferenciable en un intervalo abierto I y fijemos

o € I. Pruebe que
- P
i f(z) ()

=0
T—T0 (:L' — ,j[;o)n ’
donde P, (z) es el polinomio de Taylor de orden n de f alrededor de z(. Use el ejercicio 1

para probar que P,(x) es el inico polinomio de grado < n que verifica la relacién anterior.

4. Suponga que f es de clase C""' en I y que f@(zy) = 0 para 0 < i < n. Pruebe que si
f+)(25) > 0 y n es impar, entonces zy es un minimo relativo. Enuncie y demuestre un

criterio andlogo para maximos relativos.

5. Suponga que f: R — R es una funcién diferenciable con f’ = f. Pruebe que f € C>® y
que f™ = f, para todo n € N. Muestre que, si ademéas f(0) = 0, entonces f(z) = 0 para
todo z € R. Este ejercicio ya fué resuelto en la seccion 7.3 (ver ejercicio 10). Es interesante

comparar las dos maneras de resolverlo, pues ahora lo podemos hacer usando la férmula
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de Taylor. Fije x € R, z # 0 y use la formula de Taylor para encontrar una sucesién

{cn}n entre cero y x tal que f(x) = f(c,)x™/n! para todo n € N. De esto concluya que

f(z)=0.

6. Suponga que f : R — R es una funcién dos veces diferenciable tal que f” + f = 0.
Pruebe que si 0 = f(0) = f’(0), entonces f(z) = 0, para todo x € R. Ayuda. Note que
f es necesariamente C™ y ademds que f(™(0) = 0 para todo n. Para concluir use un

razonamiento similar al del ejercicio 5.

7.6. Extremos relativos y convexidad

El propdsito de esta seccién es poner en evidencia la utilidad de la segunda derivada. Igual
que en las secciones precedentes, f : I — R denota una funciéon definida en un intervalo 1.

Supongamos que f es diferenciable. Diremos que xy € [ es un punto critico de f si
f'(xo) = 0. La proposicién 7.3.1 dice que todo extremo relativo de f en int(/) es un punto
critico de f. El reciproco es falso, como lo muestra la funcién f : R — R; f(x) = 2?; la cual

tiene a 0 como un punto critico que no es extremo relativo.

Proposicién 7.6.1. Supongamos que [ es derivable y que xo € int(I) es un punto critico de
f. St f"(xg) existe y es positiva (resp. negativa), entonces xy es un minimo (resp. mdzrimo)

relativo.

Demostracion: Consideraremos solo el caso en que f”(xg) > 0, dejando el otro caso a cargo del
lector. Para simplificar la notacion, sea g(z) = f’(z). Usando (1.3) en la proposicién 7.1.1 para

la funcién g con € = ¢'(x9)/2 = f"(x0)/2, concluimos que existe 6 > 0 tal que
l9(x) = g(x0) — ¢'(wo)(x — @0)| < (¢'(w0)/2)|w — wo|, si |o— x| <. (6.1)

De esto se deduce que g(z) = f'(x) > 0,six € (g, z0+9) y g(x) = f'(x) < 0,siz € (xg—7, )

(verificar). De aqui y del corolario 7.3.5 se tiene que f es estrictamente creciente en (zg, g+ 9)

y estrictamente decreciente en (xg — 0, x¢). Por lo tanto f(z) > f(zo), si 0 < |z — x¢| < 0. Es
decir, xg es un minimo relativo.

|

En términos geométricos, una funcién f : I — R definida en un intervalo I, se dice convexa,

si dados a < b en I se tiene que el grafico de f en [a,b] estd por debajo de la recta que pasa
por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).

Incluir grafica
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Recordamos que la ecuaciéon de dicha recta viene dada por y = m(x — a) + f(a) donde
m = [f(b) — f(a)]/(b— a). Asi, podemos dar la siguiente definicién (analitica) de convexidad.
Se dice que una funcién f : I — R, definida en un intervalo I, es convexa si dados a < b en [

se tiene que
f(@) = fla) _ f(b) — f(a)

r—a b—a

IN

si a<xz<hb.

El lector comprobard que la desigualdad anterior es equivalente a

f() = fla) _ f(b) — f(z)
b—a b—z

IN

sia<x<b,

puesto que ambas son equivalentes a la desigualdad
(b—a)f(x) < (b—2x)f(a)+ (xr —a)f(b), si a<z<b.

Proposiciéon 7.6.2. Si f es convexa, entonces f posee derivadas laterales en todo punto de

int(I). En particular, f es continua en int(I).

Demostracion: Fijemos a € int(I) y fijemos ¢, b € I tales que ¢ < a < b. De la convexidad de f
se sigue que la funcién ¢ : (a,b) — R, definida por ¢(x) = [f(x) — f(a)]/(z — a) es creciente.
Por otra parte, [f(a) — f(¢)]/(a — ¢) < ¢(x) y, por la parte a) de la proposicién 6.5.4, ¢(x)
tiene limite lateral derecho en a. Es decir, f tiene derivada lateral derecha en a. La existencia
de la derivada lateral izquierda sera dejada a cargo del lector. Finalmente, la continuidad de f
en todo punto de int(/) se sigue de la existencia de las derivadas laterales (ver el ejercicio 8 de
la seccién 7.1).

Proposicién 7.6.3. Sea f : [a,b] — R una funcion continua tal que f(a) = f(b) =0. Si f es

derivable en (a,b) y f' es creciente en ese intervalo, entonces f(x) < 0 para cada x € [a,b].

Demostracion: Supongamos que el resultado es falso. Entonces el maximo de f es positivo y en
consecuencia se alcanza en un punto xy de (a,b). Por la proposicién 7.3.1, f'(x¢) = 0 y como
f' es creciente, entonces f’ > 0 en (z9,b). Ahora aplicamos el teorema del valor medio a f en
el intervalo [zg,b] y concluimos que existe ¢ € (xg,b) tal que f(b) — f(zo) = f'(c)(b — x0). Ya
que f" >0 en (xg,b), se tiene que f(xg) < f(b). Pero f(zo) > 0y asi f(b) > 0. Esto contradice
que f(b) = 0.

|

Teorema 7.6.4. Supongamos que f es continua en I y diferenciable en int(I). Entonces f es

conveza si y solo si ' es creciente en int(I).
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Demostracion: Supongamos que f’ es creciente en int(/), fijemos a < b en I y definamos
g :la,b] = R por g(z) = f(a) + m(z — a) donde m = [f(b) — f(a)]/(b— a). Es facil probar que
la funcion f — g satisface las hipotesis de la proposicion precedente y en consecuencia, f < g
en [a,b]. Luego, f es convexa.

Reciprocamente, supongamos que f es convexa y fijemos a < b en int(/). De la definicién
de convexidad se tiene [f(z) — f(a)]/(x —a) < m para todo x € (a,b) donde m es como antes.
De aqui, f’(a) < m. Por otra parte, también sabemos que [f(b) — f(z)]/(b — x) > m para
a < x < b; de modo que f'(b) > m. Asi, f'(b) > f'(a).

|

Corolario 7.6.5. Supongamos que f es continua en I y dos veces diferenciable en int([I).

Entonces [ es convexa si y sélo si f”" > 0.

Demostracion: Supongamos que [ es convexa. Entonces por el teorema anterior f’ es creciente,
de esto se sigue facilmente que f” > 0 (verificar). Reciprocamente, supongamos que f” > 0,
entonces por el corolario 7.3.5 sabemos que f’ es creciente en int([) y por el teorema anterior
f es convexa.

|

Ejercicios.

1. Supongamos que f es 3 veces diferenciable en I y que f'(x¢) = f"(zo) = f"(x¢) = 0, para
algin o € int(I). Pruebe que si f(%)(z,) existe y es positiva, entonces o es un minimo

relativo.

2. Sea f :[a,b] — R continua en [a,b] y diferenciable en (a,b). Sea M el méximo de fy
sea P el conjunto de puntos criticos de f en (a,b). Pruebe que M = max{f(a), f(b)} si
P es vacio. Si P no es vacio, pruebe que el nimero My := méax{f(z) : x € P} estd bien
definido y que M = méx{f(a), f(b), Mo}.

3. Pruebe que f es convexa siy sélo si f((1 —t)a+tb) < (1 —t)f(a)+tf(b), cualesquiera
sean a,b € [yt €[0,1].

4. Pruebe que una funcién continua f es convexa siy sélo si f((z+1y)/2) < [f(x)+ f(v)]/2,
para todo x,y € I. Ayuda. Pruebe que la desigualdad del ejercicio 3 vale cuando ¢t =
m/2" m,n € Ny m < 2"y después extienda el resultado para todo t € [0, 1] usando la
continuidd de f.

5. Pruebe que f es convexa si y sélo si f(> o tiw;) < Y. tif(x;), cualesquiera sean
neN, z,--,x, €Lyt - ,t, €[0,1], con >  t; = 1. Ayuda. Use induccién y

el ejercicio 3.
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6. Recuerde que E : R — (0,00) es una funcién exponencial si E(x +y) = E(x) - E(y), para

todo z,y € R. Pruebe que toda exponencial continua es convexa.

7. Sean by, - - - b, nimeros reales positivos. La media aritmética de estos niimeros se define

como

(b1 +---+by)/n

y la media geométrica como
(by--- bn)l/”

Muestre que la media geométrica es menor o igual a la media aritmética. Ayuda. Fije
a>1ysea E,(z) = a” la exponencial de base a la cual es convexa por el ejercicio 6. Sea

z; € R tal que E,(z;) = b;. Finalmente use el ejercicio 3 con t; = --- =t, = 1/n.

8. Sea f:(0,1) — R una funcién convexa tal que f(z) — 0, cuando x — 07. Pruebe que
la funcién g : (0,1) — R; g(x) = f(x)/x; es creciente. Ayuda. Pruebe que la extension

continua F': [0,1) — R de f es convexa y recuerde que F'(0) = 0.

9. Pruebe que la funcién f : [0,1] — R definida por f(0) =1y f(z) =0, para 0 < z < 1,

es convexa. Note que f no es continua en z = 0.

10. Sea : (a,b) — R convexa y sean f' (z) y f’(x) las derivadas laterales de f. Pruebe que
[ (x) < fi(x) para todo z € (a,b) y fi.(x) < f'(y) si # < y. Muestre que el conjunto de
puntos donde f no es diferenciable es numerable. Ayuda. Use el ejercicio 10 de la seccién

6.5.

7.7. Construccion de una funcién diferenciable que no es

Cl

En esta seccion daremos indicaciones para construir un ejemplo elemental de una funciéon
diferenciable que no es continuamente diferenciable. Esta construccion no se usard en el libro

y la incluimos a manera de ejercicio.

1. Seag:[0,1] — R una funcién tal que g(0) = g(1). Pruebe que g posee una tnica extension
1-periddica. Es decir, existe una tnica extension f: R — R de g tal que f(x + 1) = f(2)
para todo z € R. Ayuda. f(z) = g(x —[z]), donde [z] denota la parte entera de x. Pruebe

ademas que si g es continua, entonces f también lo es.
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Sea f : R — R una funcién 1-periédica. Pruebe que si lim, ., f(x) existe, entonces f

es constante.

Sea g : [0,1] — R diferenciable en (0,1) y supongamos que las derivadas laterales
¢, (0),¢" (1) existen y son iguales. Suponga ademas que g(0) = g¢(1) y sea f la tnica
extension 1-periddica de g. Pruebe que f es diferenciable y f’ es la tnica extension 1
periédica de la funcién h : [0,1] — R definida por: h(0) = ¢/ (0), h(1) = ¢ (1) y
h(z) =¢'(x)si0 <z <1

Sea g : [0,1] — R definida por g(z) = z*(1 —xz)? y f la extensién 1-periddica de g. Pruebe
que f es continuamente diferenciable. Pruebe también que la funciéon h : R — R definida
por: h(0) = 0y h(x) = fo(%), para x # 0, es diferenciable pero no continuamente

diferenciable.

Incluir grafica



Capitulo 8

Integracion

Los origenes de la teoria de integracion hay que buscarlos méas de dos mil anos atras,
cuando los griegos trataron de calcular el area de ciertas figuras planas. La técnica usada
por ellos, conocida como método exhaustivo, consistia en introducir en la figura dada, otra
figura, cuyo borde fuera poligonal y de area facil de calcular. Enseguida, se introducian nuevas
curvas poligonales, con mas lados que las anteriores, de manera que las figuras limitadas por
estas poligonales fueran “aproximandose” a la figura inicial. Usando este método, Arquimedes
logré calcular el area de unas pocas figuras elementales, no pudiendo hacer mas, debido a las
limitaciones de naturaleza algebraica de los métodos conocidos en esa época por los matematicos
griegos.

Fué en el siglo XVII cuando el método exhaustivo recibié su mayor impulso, debido prin-
cipalmente a los trabajos de Newton y Leibnitz. Sin embargo, hubo que esperar hasta el siglo
pasado para que, con los trabajos de Riemann, la teoria de integracién reposara sobre bases
firmes.

Un hecho fundamental a destacar es que el proceso de encontrar rectas tangentes y el proceso
de calcular areas; temas aparentemente distintos; estdn intimamente relacionados a través de
un resultado conocido como el Teorema Fundamental del Calculo. De manera informal, este
teorema dice que los procesos de derivacion e integracion son el uno inverso del otro.

Los temas tratados aqui son los usuales: Propiedades Basicas de la Integral de Riemann,
Teorema Fundamental del Calculo, Carecterizacion de las Funciones Integrables Riemann a
través de su conjunto de discontinuidades e Integracion Impropia. Este tltimo tema fué tratado

de manera unificada, usando teoria de redes.

8.1. Particiones de un intervalo

En lo que sigue, [a, b] denota un intervalo compacto con a < b. El niimero b — a se llama la

longitud de [a, b] y se denota por [([a,b]). Una particién del intervalo [a, b] es un subconjunto

155
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finito de puntos {zg, 1, ,Tn_1,%,} del intervalo [a, b] tales que el menor de ellos es a y el
mayor es b. Usaremos la siguiente notacién {xg =a < 1 < 19 < -+ < x,_1 < ,, = b} para de

indicar de una vez el orden en que se encuentran los puntos de la particién.

Ejemplo 8.1.1. Considere para cada natural n la siguiente coleccién de puntos en [0, 1]:

1 2 n—1
$0:07$1:_7x2:_a"'7$n—1:
n n

7$n:1
n

Es claro que ellos forman una particion de [0, 1]. Mas generalmente

k(b — a)

T =a-+

para k = 0,---n forman una particién de [a,b]. Esta particién tiene la propiedad que los

intervalos [x;, x;11] todos tienen longitud igual a (b — a)/n.

El conjunto de todas las particiones de [a, b] serd denotado por Pla, b]. Dadas P, Q € Pla, b]
diremos que () es mas fina que P o que () es un refinamiento de P, si P C (). En este
caso escribimos P < Q).

Los intervalos [z;, ;1] para 0 < i < n — 1 se llaman los intervalos de la particién.
Observe que la unién de todos estos intervalos es claramente [a, b] y ademds la interseccién de
dos de estos intervalos es vacia 6 contiene un solo punto. Estas dos propiedades caracterizan
las particiones, como veremos a continuacion. Esta version méds abstracta de las particiones
es util y funciona muy bien en la teoria de integracién de funciones de varias variables. La

demostracion de la proposicién que sigue la dejaremos a cargo del lector.

Proposicién 8.1.2. Sea P una familia finita de intervalos compactos no degenerados tales que
i) la,b] es la union de los elementos de P;
ii) 1N J es vacio o contiene un sélo elemento, para todo I,J € P con I # J.

Entonces la coleccion {xy < x1 < --- < x,} formada por los extremos de los intervalos en P es

una particion de [a,b] y ademds P = {[x;, x;41] : 0 <i<n—1}.

De ahora en adelante usaremos indistintamente estas dos formas de presentar las particiones:
como coleccion finita de puntos o como familias de intervalos con las dos propiedades enunciadas
en la proposicion anterior. Podemos expresar la nocién de particion mas fina en términos de

los intervalos de la particion de la siguiente manera:

Proposicién 8.1.3. Sean P y Q) dos particiones de [a,b] entonces () es mas fina que P, si
para cada I € () existe J € P tal que I C J.
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La demostracién la dejaremos a cargo del lector. Para finalizar esta seccion mostraremos
que la longitud del intervalo [a,b] se expresa en términos de la longitud de los intervalos de

cualquier particién de [a, b].

Proposicién 8.1.4. Si P es una particion de |a,b], entonces

YU =b-a.

IeP
Demostracion: Sea P ={xg=a < x1 <y < -+ < Tp_1 < x, =0b}. Entonces

n—1
ZZ(I):Zle—xi:xn—xo:b—@
=0

IeP

Ejercicios.

1. Pruebe las proposiciones 8.1.2 y 8.1.3.

2. Sea P,Q € Pla,b] con P < . Dado J € P, pruebe que Q; :={I € Q : I C J} es
una particiéon de J. Pruebe ademéas que @ es la reunién disjunta de los @);. Es decir,
Q=U{Q;:JeP}yQ,;NQkg =0, si J# K. Describa Q) en términos de los extremos

de los intervalos en Q).

3. Sean P,Q € Pla,b]. Pruebe que R := PUQ € Pla,b] es més fina que Py Q si-
multaneamente. Muestre que los intervalos de R son precisamente {INJ : I € P,J €
Q@ e I N J no es degenerado}.

4. Sea c € (a,b) y sea R € Pla,b]. Pruebe que existen P € Pla,c] y Q € Plc,b] tales que
R < PUQ. Note que P U (@ es una particién de [a, b].
5. Para cada n € N, sea P, la particién de [a, b] dada por

i(b—a)

T, = a-+

para ¢ = 0,--- ,n. Muestre que para cada par de naturales n, m existe otro natural & tal

que Py es mas fina que P, y P,,.
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8.2. La definicién de la integral de Riemann

En lo que sigue, B([a,b]) denotard el conjunto de todas las funciones acotadas definidas en
el intervalo [a,b]; es decir, f € B([a,b]) si y solo si existe M > 0 tal que |f(z)] < M, para
cada x € [a,b]. De la proposicién 6.4.1, toda funcién continua f : [a,b] — R estd en B([a,b]).
Note también que toda funcién mondtona f : [a,b] — R es acotada. En todo este capitulo, f
denotara un elemento de B([a, b]).

Dado A C [a,b], definimos

M(f,A) = sup{f(x):z€ A}
m(f,A) = inf{f(x):xz e A}.

Usualmente escribiremos M (f, A) = sup(f(4)) y m(f, A) = inf(f(A)). Dada P € Pla,b),

definimos

U(f,P) = > M(f DI(I)

IeP

L(f,P) = > m(f, DI(I).

IeP

Incluir gréfica

El primero de estos ntiimeros es llamado la suma superior de f respecto a P, mientras

que el segundo es llamado la suma inferior de f respecto a P. Si P = {xg = a < 11 <

o < -+ < xy_1 < x, = b}, las sumas superior e inferior se expresan, respectivamente, de la
siguiente manera:
n—1
U(f,P) = M(f, (25, 241]) (i1 — 3)
i=0
n—1
L(f,P) = m(f, [T, Tiga]) (Tig — 24).

[e=]

7=

Note que la relacién m(f,I) < M(f,

~

) implica L(f, P) < U(f, P).

Proposicién 8.2.1. Sean P, Q € P([a,b]) con P < Q. EntoncesU(f,Q) < U(f,P) y L(f,P) <
L(f,Q).
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Demostracion: Sea P = {xg =a < 21 < 29 < -+ < x,_1 < T, = b}. Supondremos primero
que @) = P U {r}. Entonces existe j € {0,--- ,n — 1} tal que z; < r < z;4;. Denotaremos
M(f, [xi,xi41]) por M;. Note que

M(f> [l’j,?"]) < Mj ) M(fv [T,Zﬂj+1]) < Mj

Yy que
$j+1 — .ZL’j = (I‘j+1 — 7’) + (7’ — :cj).

Tenemos que

U(f,P) = Y. Mz —w)+ Mz — =)

Vv

Z M;(i1 — i) + M(f, [25,7])(r — z;)

i=0,i#]
+ M(f, [r,@ja]) (@0 — 1)
= U(f,Q).
Para el caso general, si @\ P contiene k puntos, repetimos el argumento anterior k veces (o para

ser mas precisos, hacemos una prueba por induccién en k). El resto de la prueba serd dejado

al lector.
|

La proposicién anterior dice que “las sumas superiores (resp. inferiores) decrecen (resp.

crecen) cuando se afinan las particiones”, y serd un resultado clave en la definicién de integral.
Proposicién 8.2.2. L(f, P) < U(f,Q) para todo P,Q € Pla,b].

Demostracion: Sea R € Pla, bl més fina que Py @ (por ejemplo R = QU P). Por la proposicién
anterior, U(f, R) < U(f,Q)y L(f, P) < L(f, R). El resultado se obtiene ahora recordando que
L(f.R) < U(/.R).

|

Sea M > 0 tal que |f(z)| < M para todo z € [a,b]. De la proposicién 8.1.4 tenemos
\U(f,P)| <M(b—a) v [L(f,P)]<M(b-a)

Esto permite definir la integral superior de f en [a,b] y la integral inferior de f en [a, b]

respectivamente, por las siguientes férmulas:

7 f:=mf{U(f,P): P € Pla,bl},
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b
/ f:=sup{L(f,P): P € Pla,bl}.

Proposicién 8.2.3. Para cada f € B([a,b]) se tiene que

1?37}

Demostracion: Fijemos P € Pla,b|. Por la proposicién anterior, U(f, P) es una cota superior
del conjunto {L(f,Q) : @ € P(la,b])} y en consecuencia U(f, P) > fbf. De aqui, fbf es
una cota inferior del conjunto {U(f,P) : P € P([a,b])} y de esto el resultado se obtiene
inmediatamente.

|

Diremos que f € B(a,b]) es R-integrable (o integrable en el sentido de Riemann) en [a, b],

[=[

En este caso, ambas integrales seran denotadas por fab f, que llamaremos la integral (de

si

Riemann) de f en [a, b]. Por razones histéricas, se utiliza més a menudo el simbolo fab f(z)dx
y lo haremos asi cuando sea necesario escribir la férmula explicita de f. El conjunto de todas

las funciones R-integrables se denotard por R([a, b]).

Ejemplos 8.2.4. 1. Sea f la funcién constante f(z) = 1. Es facil ver que U(f,P) =
L(f, P) = b— a, para cualquier P € P|a, b, de modo que f € R([a,b]) y fabf =b—a. En

la notacién histérica esto se expresa mediante el simbolo fa dr =b—a.

2. Sea f:[0,1] — R la funcién definida por f(x) = 0, si = es racional, y f(x) = 1, si = es
irracional. Fijemos P € Pla,b] e I € P. De la densidad de Q y de R\ Q (teoremas 2.5.4
y 2.5.5) se tiene que M (f,I) = 1, m(f,I) = 0 (verificar). De modo que U(f,P) =1y
L(f,P)=0. De aqui, 1 = T(I)f >0= Ll)f. Es decir, f no es R-integrable en [0, 1].

La siguiente proposicién provee un criterio para la R-integrabilidad de una funcién que

usaremos con frecuencia.

Proposicién 8.2.5. f € R([a,b]) si y sdlo si para cada € > 0 existe P € Pla,b] tal que

Demostracion: Supongamos que f € R([a,b]) y fijemos € > 0. De las deficiones de integral

superior e inferior, existen @), R € Pla, b] tales que

U@@—W</ﬁme+M>/f
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Sea P € Pla,b] més fina que Q y R. De la proposicién 8.2.1 y de la definicién de integral

tenemos que
b b
UUf%fm</fyLUfwfﬂ>/f

De modo que U(f, P) — L(f, P) < e.
Para mostrar el reciproco observemos que dada un particion P, por la proposicién 8.2.3, se

cumple que
vz [ 1= [ fzu6p

y en consecuencia, para todo P € Pla, b),

0s7}—1?3UmP%me>

De aqui y nuestra hipétesis, se concluye que para todo € > 0 se tiene que

0§7if—12f§6.

b b L,
Por lo tanto, [ f = iaf (ver la proposicién 2.2.1).
|
Daremos dos aplicaciones interesantes de la proposicién anterior. Pero primero definiremos

la oscilacién de f en A de la manera siguiente
De acuerdo a la proposicion 2.8.5, tenemos la siguiente identidad que serd usada repetidas veces:

Qf, A) = sup{|f(z) = fF(y)| : 2,y € A}

Notemos de una vez por todas que para toda particiéon P € P([a,b]) se cumple que

U(f,P) = L(f, P) =Y _Q(f D). (2.1)

Iep
Teorema 8.2.6. Si f es mondtona, entonces f € R(|a,b]).
Demostracion: Usaremos la proposicién 8.2.5. Fijemos ¢ > 0 y elijamos n € N tal que ne >

(b—a)|f(b) — f(a)| y sea P la particién de [a, b] que lo divide en n partes iguales. Esto es, sea
P={L,---,1,}, donde I} := [xp_1, 2] ¥y 2 := a+ (k/n)(b—a) para k =0,1,--- ,n.
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Trataremos soélo el caso cuando f es creciente (el otro caso es similar y sera dejado a cargo
del lector). Por ser f creciente, se tiene que Q(f, I) = f(zx) — f(zx_1), y como I(I) = (b—a)/n
(para 1 < k < n); entonces de (2.1) obtenemos

b—a b—a

Z[f($k> — flap1)] =

k=1

U(f,P) = L(f,P) = [F(b) — f(a)] <e.

n

Por la proposicién 8.2.5 concluimos que f es R-integrable.

Teorema 8.2.7. Toda funcion continua f : [a,b] — R es R-integrable en [a,b].

Demostracion: Usaremos la proposicion 8.2.5. Fijemos € > 0 y pongamos € = ¢/(b — a). Como
la, b] es compacto (por el teorema 5.5.2), entonces f es uniformemente continua (por el teorema

6.6.2), y por lo tanto existe § > 0 tal que

|f(z) = f(y)| < € si|z—y] <0

Elijamos n € N tal que nd > (b—a) y sea P como en la demostracién de la proposicién anterior.

Si I € P, entonces [(I) = (b—a)/n < § y, en consecuencia,

If(x)— fy)| <€, sizyel.

Es decir, Q(f,I) < €,y por lo tanto,

U(f,P)— L(f.P) <> I(I)=€(b—a)=e

IeP

Por la proposicion 8.2.5 concluimos que f es R-integrable.

Ejercicios.
1. Complete la demostraciéon de la proposicion 8.2.1.

2. a) Pruebe que la funcién f : [0,1] — R; f(x) = z; es R-integrable en [0,1] y que
fol f =1/2. Es decir, fol xdx = 1/2. Ayuda: Para cada n € N, considere la particién
P, de [0,1] que divide ese intervalo en subintervalos de longitud 1/n. Pruebe que

U(f,Py) = (n+1)/2n v L(f, P) = (n — 1)/2n.

b) Hago lo mismo para las funciones f(z) =z?y f(z) =2 con 0 <z < 1.

3. Sea f(z) = 2> — x y P, la particién de [1,2] en n intervalos de longitud 1/n. Calcule
U(f,P,)y L(f, P,) para cada n.
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10.

11.

Sea f : [a,b] — Ry P, la particién de [a, b] en n intervalos de longitud (b—a)/n. Suponga
que lim,, U(f, P,) = lim,, L(f, P,). Muestre que f es R-integrable y fab f es el valor de ese

limite.

Pruebe que f € R([a,b]) siy sblo si —f € R([a,b]). En este caso, muestre que ff(—f) =

I

Pruebe que si f > 0, entonces ibf > 0. Concluya que si f(z) < g(x) para todo z € [a, b],

entonces [ br< Ik ®g. ;Qué puede decir sobre la integral superior?

a) Seac€ la,bly f:[a,b] — R tal que f(z) = 0 si z # c. Pruebe que f € R([a,b]) y
que fabf =0.

b) Sean f,g: [a,b] — R. Suponga que f es R-integrable y que {z € [a,b] : f(z) # g(x)}
es finito. Muestre que g es R-integrable y que fab f= fab g.

¢) Sea f:[a,b] — R una funcién tal que f(z) = 1 para todo x € (a,b). Pruebe que
f € R([a,b]) quef f=b—a.

Diremos que una funcién ¢ : [a,b] — R es en escalera, si existe una particién P de [a, b]
tal que ¢ es constante en el interior de cada miembro de P. Es decir, ¢ es en escalera, si

existe una particion P de [a,b] y una familia de nimeros {c; : I € P} tal que
o(x)=c;, si xeint(l); I€P

En este caso también se dice que ¢ es en escalera respecto a P. Por ejemplo, toda

funcién constante es una funcion en escalera. Muestre que toda funcion en escalera es

/¢ IGPCI l )

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y P una particién de [a,b]. Sean h y g definidas

R-integrable y

por partes de la siguiente manera: h(z) = m(f, 1)y g(x) = M(f,I) para cada = € int([)

con I € P;y h(z) = g(z) = f(x) si z es un extremo de algin intervalo de la particién P.
Muestre que h < f < gy [ g=U(f,P)y | h=L(f,P).

Sea f : [a,b] — R una funcién que tiene a lo sumo una cantidad finita de discontinuidades.

Muestre que f es R-integrable.

Sea f : [a,b] — R una funcién continua no negativa (es decir f(x) > 0 para todo x € [a, b]).

Suponga que existe ¢ € [a,b] tal que f(c) > 0, pruebe que ff f>0.
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12. Sea f : [a,b] — R una funcién R-integrable y ¢ € R. Defina ¢ : [a + ¢,b+ ¢] — R por

g(x) = f(z — ¢). Muestre que g es R-integrable y fabf = f;iccg

13. * Sea f integrable en [a, b], no negativa y fabf = (. Muestre que el conjunto de puntos
donde f es igual a cero es denso en [a,b]. Ayuda: Muestre que: (i) Para todo € > 0
y todo subintervalo cerrado J de [a, b], existe otro subintervalo cerrado I de J tal que
M(f,I) < e. (ii) Fije a < ¢ < d < b. Use (i) para construir una sucesién de intervalos
cerrados encajados I,, con I, C [c,d] y ademdas M(f,I,) < 1/n, para todo n. Muestre que
existe x € (), I, y que f(x) = 0.

14. * Sea f la funcién f : [0,1] — R definida por partes de la manera siguiente:

1/q ,siz=p/qdonde p < ¢ son enteros no negativos
fx) = y sin divisores comunes,
0 ,sixesirracionaly0 <z <1,6siz=00x=1.
Pruebe que f es continua en todos los irracionales y no lo es en los racionales (en [0, 1]).

Ademas, muestre que f es R-integrable y fol f=0.

8.3. Propiedades basicas de la integral de Riemann.

Recordemos que B([a, b]) denota el conjunto de todas las funciones acotadas f : [a,b] — R.
El lector probara que si f,g € B([a,b]) y A € R, entonces f + g,\f, f g € B([a,b]). Este
resultado suele enunciarse diciendo que B([a, b]) es un algebra real. El objeto de esta seccién
es probar que R([a, b]) es un dlgebra real y que fab “es un funcional lineal continuo y mondétono”.

y . b
Probaremos también que si ¢ € (a,b), entonces “ [ =

f: + fcb”. Los significados precisos de

estas frases seran dados en las seis proposiciones siguientes.

Proposicién 8.3.1. (Linealidad) Sean f,g € R([a,b]) y sea A € R. Entonces f + g, \f €

R([a.0]) y ) ) )
/a(f+g)=/a f+/QQ; (3.1)

/ab)\f:)\/abf. (3.2)

Demostracion: Antes de comenzar la demostracion queremos recordar unas propiedades del

supremo y del infimo. Supogamos que A y B son subconjuntos acotados de R. Entonces
sup(A + B) = sup(A) + sup(B) (3.3)

inf(A 4+ B) = inf(A) + inf(B) (3.4)
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Donde A+ B ={z+y: x € A,y € B}. Recomendamos al lector que verifique estas dos
identidades (la primera fué demostrada en la proposicién 2.6.3).
Mostraremos simultaneamente que f + g es integrable y que se cumple (3.1). Sea A C [a, b]

no vacio. Notemos que
(f +9)(A) ={f(2) + g(x) : x € A} C{f(2) + 9(y) : 7,y € A} = f(A) + g(A).
De aqui y (3.3) obtenemos que M (f 4+ g, A) < M(f,A)+ M(g, A) y, en consecuencia,
U(f+9,P)<U(f,P)+Uly, P) (3.5)

para todo P € P([a,b]). De esto y la definicién de integral superior obtenemos que

—b
/ f+9<U(f.P)+U(g,P)

para todo P € P([a,b]). De esto y (3.4) y sabiendo que f y g son integrables, obtenemos que

Z(erg)S/aber/abg- (3.6)

Por un argumento similar, el lector probara que

Zi<f+g>z/abf+/abg. (3.7)

Las desigualdades (3.6) y (3.7) nos dicen que f + g € R([a,b]) y que f;(f +9g) = f: f+ fabg
Ahora mostraremos que Af es R-integrable y que se cumple (3.2). Supondremos primero
que A > 0. Entonces
MM, A) = AM(f, A),

de donde resulta que TZ()\f) = )\f; f. De manera semejante, fb()\f) = )\f; f, lo cual prueba
el resultado en el caso en que A > 0. -
En fin, si A <0, escribimos A\f = (=\)(—f) y el resultado se deduce del caso anterior y del
ejercicio 5 de la seccién 8.2 (verificar).
|

Proposicién 8.3.2. Si f,g € R([a,b]), entonces f - g € R([a,b]).

Demostracidn: Probaremos primero que f2 := f - f € R([a,b]), para cualquier f € R([a,b]).
Para ello fijemos M > 0 tal que |f(x)| < M y notemos que

1f(@)? = f)°| = If (@) + W) f(z) = fy)] < 2M|f(z) — fy)l.
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De aqui se concluye que

Q(f2, 4) < 2M9(f, A)

para cualquier subconjunto A de [a,b] no vacio. En consecuencia,

U(f* P) = L(f*,P) < 2M[U(f, P) — L(f, P)], (3.8)

para todo P € Pla,b).

Usaremos la proposicién 8.2.5 para mostrar que f2 es R-integrable. Fijemos € > 0 y pong-
amos € = €/(2M). Por la proposicién 8.2.5 aplicada a f, existe una particién P de [a, b] tal que
U(f,P)— L(f,P) < ¢ y de la desigualdad (3.8) se concluye que U(f?, P) — L(f? P) < e. De
aqui y la proposicién 8.2.5, f2 € R([a, b]).

Por otra parte,

2 2 2
fog=d+9) . f*—y

y el resultado se obtiene usando la proposicién 8.3.1 (lo detalles quedan a cargo del lector).
|

Las dos proposiciones anteriores nos dicen que R([a, b]) es un élgebra real y que la operacién
de integracién fab : R([a,b]) — R dada por f — f; f; es lineal. Ahora nos encaminamos a

mostrar que esta operacién es mondétona y continua.

Proposicién 8.3.3. (Monotonia) Sean f,g € R([a,b]) tales que f < g. Entonces

IS

Demostracion: Primero observemos que si f > 0y f € R([a,b]), entonces ff f > 0. En efecto,
notemos que L(f, P) > 0 para toda particién P de [a,b] (verificar). En consecuencia [ Z f=>0.
Y como f es intergrable, entonces fo = fab f. B

Por la proposicién 8.3.1, g— f G_R([a, b))y fab(g—f) = f;g—fab f. Como g— f > 0, entonces
por lo mostrado anteriormente concluimos que f;(g — f) > 0. En consecuencia fab g— fab f>0

y esto es lo que se queria.
|

Proposicién 8.3.4. (Continuidad) Sea f € R([a,b]) y denotemos por |f| : [a,b] — R a la
funcion que envia x en |f(x)|. Entonces |f| € R([a,b]) y

g/ab\f\.

En particular, si |f(z)| < M para cada x € [a,b], entonces

bf’ < M(b—a).
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Demostracion: Obviamente |f| es acotada. Por otra parte, de la desigualdad ||z| — |y|| < |z —y]
se concluye facilmente que Q(|f|, A) < Q(f, A), para cada subconjunto no vacio A de [a, b]. De

aqui y usando (2.1) se tiene que
U(lfl,P) = L(If], P) <U(f, P) = L(f, P),

para todo P € P([a,b]). Por la proposicién 8.2.5, | f| € R([a,b]) (verificar).
Por otra parte, —|f| < f < |f| y por la proposicién anterior, — fab Ifl < f:f < ff ||
Supongamos que |f(x)| < M para cada x € [a, b]. Entonces por la monotonia de la integral
(8.3.3) se tiene que f; |f1 < fab M. Pero f; M = M(b— a) y con esto obtenemos lo afirmado.
|

Corolario 8.3.5. (Teorema del Valor Medio para Integrales) Si f : [a,b] — R es continua,

entonces eziste ¢ € [a,b] tal que
b
| 1=0-r0

Demostracion: Por el teorema 6.4.2, f alcanza méximo y minimo en [a,b], que denotaremos
por M y m respectivamente. Ya que m < f(x) < M para todo = € [a,b], se deduce de la
proposicién 8.3.3 que m(b—a) < fabf < M(b—a) y en consecuencia, m < (ff f/b—a) <M.
Como f es continua, entonces por el teorema del valor intermedio 6.4.6 sabemos que todo el
intervalo [m, M| esta contenido en el rango de f. En consecuencia, existe ¢ € [a,b] tal que
flc) = (fab f)/(b—a) y con esto termina la prueba.
|
Fijemos ¢ € (a,b) y sea f € B([a,b]). Las restricciones f|joq v f|icp las seguiremos deno-
tando por f. En particular, si P € P([a,]), la suma superior U(f|[,q, P) la denotaremos mas

simplemente por U(f, P). Esperamos que este abuso de notacién no serd causa de confusion.

Proposicién 8.3.6. Sea ¢ € (a,b) y f € B([a,b]). Entonces f € R([a,b]) si y sdlo si [ €

R(la,d) N R([c,b]). Ademds b ) .
[r=fo=]r

Demostracion: Comenzaremos observando una propiedad de las particiones. Sean P, () parti-
ciones de [a, c] v [c, b] respectivamente. Es claro que P U @ es una particién de [a, b]. El lector
verificara que

U(f,P)+U(f,Q) =U(f,PUQ). (3.9)
Por otra parte, el lector también verificara que si R € P([a, b]), entonces existen P € P([a,c])
y @ € P([c, b)) tales que R < PUQ, de modo que U(f,R) > U(f,PUQ). De esto y (3.9) se

concluye que B _,
[r+ [r=vir)
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para todo R € Pla,b]. De lo mostrado hasta ahora y de la definicién de integral superior se

Zcf + be < be. (3.10)

Dado € > 0 escojamos P € P([a,c]) y @ € P([c,b]) tales que

tiene que

U(f.P) < e/2+ / foUGQ) <2+ / ;.

De (3.9) y (3.10) se tiene

—b —c —b —b
[revgro@<er [+ [r<er [+
—b —c  —
Lr=fo]r
El lector probard que una identidad semejante es valida para las correspondientes integrales

[i=[i+]r
be—ZZfzch—1:f+7cbf—£f-

De esto se deduce que TZf— fbf = 0 si y solo si TZf— [f=0 yTif— fbf = 0. Lo cual
muestra lo afirmado.

lo que prueba que

inferiores. Es decir,

Por lo tanto

|

Terminaremos esta seccion introduciendo unas notaciones sumamente ttiles para todo lo
que sigue. Sea f : A — R una funcién definida en un intervalo A y sean a,b € A con a < b.
Si la restriccién f|jp es R-integrable en [a, b], escribiremos fab f en lugar de fab [lja)- También

definimos

/f:zO si ae A

b a
/f::—/f si a,beA y b<a.
a b

Observe que con estas notaciones se tiene

/bafz—/abf

para todo a,b € A. Ahora podemos generalizar las propiedades de la integral que hemos probado
en esta seccion (especificamente 8.3.1, 8.3.4 y 8.3.6). Lo importante es notar que la integral fab f

tiene sentido sin suponer que a < b.
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Proposicién 8.3.7. Sean f,g : A — R definidas en un intervalo A; sean a,b,c € A y sea

A € R. Si las integrales de abajo estdan definidas, entonces
b b b
i) J,(f+a)=[f+] 9
i) [Jf)=A[0 S
i) JLf =1+l f
i) [PX=\0b—a).

o |21 =110

Ejercicios.
1. Demuestre que si f,g € B([a,b]) y A € R, entonces f + g, \f, f - g € B(|a,b]).

2. Sea P € P([a,b]). Pruebe que f € R([a,b]) siy sélosi f € R(I), para cada I € P. En
este caso pruebe que f:f = > 1ep f[ f, donde f[ f denota la integral de Riemann de f

en /.

3. Defina f:[0,1] — R por f(0) =0y f(z) = 5, si 5orr < @ < 57 para n € N. Muestre
que [ is R-integrable y calcule f01 f(z)dz.

4. Seace€ (a,b)y f € B([a,b]). Demuestre que

b c b
[r=]s+]7
2 _a 2 _a e a—e
y también enuncie y demuestre una férmula andloga para la integral superior.

5. Demuestre la proposicién 8.3.7.

6. Sea f:[—1,1] — R una funcién R-integrable.

a) Suponga que f es impar (es decir, f(z) = —f(—z)). Muestre que fjl f=0.

b) Suponga que f sea par (es decir, f(z) = f(—=z)). Muestre que f_ll f= 2f01 f.

7. a) Sea f € B(la,b]). Muestre que

—b—1/n —b

—b
/ f= lim f= lim 1.
a n—+oo [, n—-+o0o a+1/n

b) Enuncie y demuestre un resultado anédlogo para la integral inferior.
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c) Use (a) y (b) para mostrar que si f : [a,b] — R es una funcién acotada con una

nimero finito de discontinuidades, entonces f € R([a, b]).

8. Muestre que existe una funcién R-integrable en el intervalo [a, b] tal que fab f no es igual

a f(c)(b— a) para ningin ¢ € [a, b].

9. a) Sea f e R([a,b]). Pruebe que la funcién F : [a,b] — R definida por F(z) = [°f; es
Lipschitziana en [a, b]. En particular, F' es continua en [a, b].
b) Ahora sélo suponga que f es acotada en [a, b] y defina H : [a,b] — R por H(z) = Tzf

Muestre que H es Lipschitziana en [a, b]. En particular, H es continua en [a, b].

c) ;Qué puede decir si en lugar de la integral superior usamos la inferior?

10. Sea f : [a,b] — R R-integrable y tal que f(z) > 0 para todo = € [a,b]. Pruebe que la
funcién F' : [a,b] — R definida por F(x) = fif es estrictamente creciente. Sugerencia:

Use el ejercicio 13 de la seccién 8.2.

8.4. El teorema fundamental del calculo

El objeto de esta seccién es poner en evidencia las relaciones existentes entre los conceptos
de derivacién e integracion. El resultado principal dice, grosso modo, que estos procesos son

inversos el uno del otro.

Teorema 8.4.1. (Fundamental del Cdlculo) Sea f € R([a,b]). Si f es continua en un punto
c € (a,b), entonces la funcion F : [a,b] — R definida por

ﬂmzlﬂ

es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).

Demostracion: Pongamos m = f(c) y sea g : [a,b] — R la funcién constante de valor m. De la
proposicién 8.3.7(iv) se concluye que [ g = m(z — ¢) para todo z € [a,b]. De la parte (iii) de
la misma proposicion se obtiene que
F(a) = F(©) - m(s—c) = [ (f~9) (@)
para todo z € [a, b]. Fijemos € > 0. Ya que f es continua en ¢, existe 6 > 0 tal que |f(z)— f(c¢)| <
€, si |z — ¢| < . De aqui,
1f(2) —g(2)] <e, si|z—c| <. (4.2)
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De la proposicién 8.3.7(v) se tiene que | [*(f —g)| < | [7|(f — g)||- De esta dltima desigualdad,
de (4.2) y de la proposicién 8.3.4 se tiene que

/(f—g)lﬁdx—d, si |z —¢| <é.

Por (4.1),
|F(z) — F(c) —m(x —c)| <e€lx—¢|, si |x—c| <0,

lo cual dice que F' es diferenciable en ¢ y que F'(c) = m.
|

Corolario 8.4.2. Sea f : [a,b] — R continua y supongamos que eziste G : [a,b] — R continua

en [a,b] y derivable en (a,b) tal que G'(x) = f(x) para todo x € (a,b). Entonces

/abf — G - Gla).

Demostracion: Como f es continua, entonces f es integrable (por la proposicién 8.2.7). Sea
F como en el teorema anterior, es decir, F(z) = [* f para x € [a,b]. Como [ es continua en
la,b], en particular es acotada, digamos que |f(z)] < M para todo = € [a,b]. De esto y de
las proposiciones 8.3.4 y 8.3.7 se concluye que |F(z) — F(y)| = | [ f| < M|z — y|, para todo
x,y € [a,b]. En particular, F' es continua en [a, b]. Por otra parte, el teorema 8.4.1 nos asegura
que F' es diferenciable en (a,b) y que F'(z) = f(x) para todo = € (a,b). De modo que la funcién
I — @ satisface las hipdtesis del corolario 7.3.4. Por lo tanto F' — G es constante y por esto
F(b) — G(b) = F(a) — G(a). Es decir, G(b) — G(a) = F(b) — F(a) y el resultado se obtiene
directamente de la definicién de F'.

|

Una funcién G que cumpla que G’ = f es llamada una primitiva de f. El corolario anterior
es el que permite, en la practica, el cdlculo de la integral de Riemann. Por ejemplo, sea f :
[a,b] — R definida por f(x) = 2", para algtiin n € N. Ya que la funcién G(z) = 2" /(n + 1)
es una primitiva de f, se sigue del corolario anterior que fab f =" —a""/(n+ 1), relacién
que no es nada obvia a partir de la definiciéon de integral.

Terminaremos esta seccién dando soporte tedrico a dos métodos de integracion conocidos con
los nombres de: cambio de variables e integraciéon por partes. Comenzaremos extendiendo
el concepto de funcién C* que vimos en la seccién 7.4 referido solamente a funciones definidas
en intervalos abiertos. Diremos que una funcién f : [a,b] — R es de es de clase C' si existe
un intervalo abierto I que contiene a [a,b] y una funcién g : I — R de clase C* tal que f es la
restricciéon de g a [a, b]. En particular, la derivada lateral derecha de f en a y lateral izquierda
de f en b existen. Por esta tultima condiciéon podemos hablar de f’ como funcién definida en

[a,b]; y ademds [ es continua.
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Corolario 8.4.3. (Cambio de Variable) Sea g : [a,b] — [c,d] de clase C' y sea f : [c,d] — R

continua. Entonces (fog)-g' es continua y ademds

/ab(fog)-g’zfgjj)f-

Demostracion: Ya mencionamos que bajo las condiciones que definen la clase C! se tiene que
gy ¢ son continuas, luego por la proposicién 6.3.6, (f o g) - ¢’ es continua. Definamos ahora
F:[c,d] — Rpor F(y) = [’ f y sea G := F og. Por la Regla de la Cadena y el teorema 8.4.1,
G'=(fog) ¢ en (a,b). Ademds, G es continua en [a, b] y, por el corolario 8.4.2,

La tltima igualdad se dedujo de la proposicién 8.3.7(iii).
|

Corolario 8.4.4. (Integracion por Partes) Sean f,g : [a,b] — R funciones de clase C'. En-

tonces

/ f'g= b)) — fla)gla) - / g

Demostracién: Es facil verificar que f-g es de clase C! (ver ejercicio 2) y que (f-g) = f"-g+f-¢'.

Ademas, por el corolario 8.4.2,

[t =t90 -9

y de esto se obtiene inmediatamente el resultado.
|

Proposicién 8.4.5. (Férmula de Taylor con Resto Integral) Sea f : I — R una funcion de
clase C™ en un intervalo abierto I, donde n € N. Fijemos a € I y sea P,_1 el polinomio de
Taylor de orden n — 1 de f alrededor de a (definido por la ecuacion (5.1) de la seccion 7.5).

Entonces, para cada z € I, se tiene

F(2) = Poa() + — ; / (2 — ) ) (@) (4.3)

(n—1

Demostracion: (Por induccién) Paran = 1, Py es constante igual a f(a) y asi la formula anterior
es equivalente a decir que f(z) = f(a) + f az f'. Luego, para n = 1, el resultado se deduce del
corolario 8.4.2.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para todas las funciones de clase C" (algin n €

N) y asumamos que f € C"*!. Por la proposicién 7.4.3, f € C™ y por lo tanto, vale la férmula
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(4.3). Por otra parte, aplicando Integracién por Partes a las funciones F(z) := —(2 — 2)"/n y
G(z) = f™(z) (para z € [a, 2]), obtenemos

/a Z(z—x)”_l f(z)dr = / ) F'(2)G(x)dx

porque F(z) = 0. Reemplazando esta igualdad en (4.3) vemos que nuestra férmula vale para
n + 1 en lugar de n.
|

Proposicién 8.4.6. La aplicacion L : (0,00) — R definida por

@]
Liz)= | =d
(z) /1 ~dz,

es una funcion biyectiva de clase C* tal que L(z-y) = L(z)+ L(y). Es decir, L es una funcién
logaritmica. Ademds, L(e) = 1. De hecho, la funcién L se suele denotar por In y se llama

logaritmo neperiano.

Demostracion: Sean x,y € R positivos, entonces

W 1 w1
L(zy) :/ —dz :/ —dz+/ —dz,
1 1z x %

y usando el teorema del Cambio de Variables con z = g(u) = zu obtenemos

w1 Y1
/ —dz = / —du = L(y).
T z 1 u

Por otra parte, del teorema fundamental del calculo (teorema 8.4.1), L'(z) = 1/z, de modo
que L' € C* y por ende, L € C*. Note también que L es estrictamente creciente, ya que
L' > 0. En particular, L es inyectiva.

En fin, por induccién, L(2") = nL(2), L(27") = —nL(2) para cada n € N; y como L(2) >
L(1) = 0 concluimos que L(2") — +oo y L(27") — —oo. Como L es continua y su dominio es
un intervalo, concluimos que el rango de L es un intervalo (proposicién 6.4.6). Por lo anterior,
necesariamente el rango de L es R y por ende L es sobreyectiva.

Por tltimo veamos que L(e) = 1. Para esto recordemos que

e= lim (1+1/n)".

n—-4o00
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Por el teorema fundamental del célculo, L'(z) = 1/x para todo = € (0,+00). En particular,

L’(1) = 1. Esto significa que
L)~ L)
z—1 z—1

= 1.
Notando que L(1) = 0, lo anterior es equivalente a

L 1
lig ZEH1)

x—0 x

=1.

En particular,
L(1+1

=1.
n—-+00 l/n

Como antes, se prueba por induccién que L(z"™) = nL(x). Por lo tanto tenemos que

lfim L((1+1/n)") = 1.

n—-+oo

Como L es continua, concluimos que L(e) = 1.
|

La demostracién de la siguiente proposicién la dejaremos a cargo del lector (ejercicio 3).

Proposicién 8.4.7. Sea L dada por la proposicion 8.4.6 y sea E : R — (0,+00) su inversa.
Entonces E es una funcion exponencial, es decir, E(x +vy) = E(x) - E(y) para todo z,y € R.
Ademds, E es de clase C* y E'(x) = E(x) para todo x € R.

Como dijimos en la seccion 6.7, la funcion E dada en la proposicién anterior usualmente se

denota por e” (note que E(1) = e).
Ejercicios.

1. Sea f:[a,b] —» Rdeclase C' ysean F': I — R, G :J — R extensiones de f de clase C?,
definidas en intervalos abiertos I,.J. Pruebe que F' = G’ en [a,b]. Esto permite definir

f':]a,b] — R como la restriccién de F'. En particular, f’ es continua.

2. Pruebe que si f,g : [a,b] — R son de clase C', entonces f - g también lo es 'y (f-g) =
fr9+r1-4g.

3. Sea L dada por la proposicién 8.4.6 y sea F : R — (0,+00) su inversa. Pruebe que F es
una exponencial, de clase C*°, tal que E' = E. Concluya que toda exponencial continua

es C°.

4. Use el gjercicio 9 de la seccién 8.3 para construir una funcién Lipschitziana en [a, b] que

no sea diferenciable en [a, b].
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5. Sea f integrable en [a,b] y suponga que existe G : [a,b] — R continua tal que G es

0]
derivable excepto en un conjunto finito de puntos de (a,b) y ademas G'(z) = f(x) para
todo  donde G'(x) exista. Muestre que fab f=G() —G(a).

6. Sea f:[a,b] — R continua. Suponga que fox f= fxl f para todo x € [0, 1]. Muestre que
f(z) = 0 para todo z.

7. * Sea g:R — R dada por

o1
G(z) —/0 T dt.

Muestre que

a) G esta bien definida y que es una funcién impar (es decir, G(—z) = —G(z) para
todo x € R);

b) G es estrictamente creciente;

c) Para todo entero positivo k, se cumple que

L camy—cti—1) < —

1+ k2~ 1+ (k—=1)%
Concluya de lo anterior que
1 . 1
< <
Zl+kz2—G(n)— 14 (k—1)2

para todo entero positivo n.

d) El rango de G es un intervalo abierto (—a,a) para algin real a > 0. Ayuda: Note
que 1/k* < 1/k(k—1) =1/(k —1) — 1/k para k > 2 y use esto para mostrar que

ZZ:1 k—12 < 2, para todo entero positivo n.

8.5. Integrabilidad y continuidad.

El objeto de esta seccién es caracterizar las funciones Riemann integrables en términos del
conjunto de sus discontinuidades. El resultado principal de esta seccién dice que f € B([a, b])
es R-integrable en [a,b] si y sélo si el conjunto D de discontinuidades de f es “pequeno”, en
el sentido que: para cualquier € > 0 existe un cubrimiento de D, por una familia de intervalos
abiertos, cuya suma de longitudes no excede €. (Recordemos que la longitud de un intervalo I
de extremidades finitas ¢ < d es el nimero (/) = d — ¢).

Fijemos f € B([a,b]) y ¢ € [a,b]. La oscilacién de f en c es el nimero no negativo w(f, c)
definido por:

w(f,c) :=inf{Q(f,[a,0] N (c—=d,c+6)) : § > 0}.
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Proposicién 8.5.1. Sea f € B([a,b]) y ¢ € [a,b]. Entonces f es continua en ¢ si y solo si

w(f,e)=0.

Demostracion: Supongamos que f es continua en ¢ y fijemos € > 0. Entonces existe § > 0 tal
que |f(z) — f(c)] <€/2si |x — | < 4. De aqui,

lf(x)— fly)| <e si z,y€(c—0c+9).

Es decir, Q(f, [a,b] N (¢ —d,¢+6)) < ey por lo tanto, w(f, c) < e. Como esto ocurre para todo
e > 0, entonces w(f,c) = 0 (ver proposicién 2.2.1).
Supongamos ahora que w(f, ¢) = 0y fijemos € > 0. Entonces existe ¢ > 0 tal que Q(f, [a,b]N
(¢ —d,c+9)) < e. En consecuencia se tiene que |f(z) — f(¢)| <€ si|jr—c <dy x € [a,b)].
|

Proposicién 8.5.2. Sea f € B([a,b]). Para cada € > 0, el conjunto D, := {x € [a,b] : w(f, x) >

€} es cerrado (y en consecuencia, compacto).

Demostracion: Sea {x,}, una sucesién de D, que converge a « € R. Note que = € [a,b],
porque ese intervalo es cerrado. Supongamos por el absurdo que = € D., entonces w(f,x) < €
y por lo tanto, existe 6 > 0 tal que Q(f,[a,b] N (z — §,x + 0)) < e. Por otra parte, como
x, — x, existe ¢ € N tal que z; € (z — d,x + 0) y, en consecuencia, existe r > 0 tal que
(x; —r,x; +7r) C (x — 0,z +0). En particular,

w(f,z;) <Qf, [a, b N (x; —ryx; + 7)) <Q(f, [a, 0] N (x — 6,2 +0)) <,

lo cual dice que x; € D.. Con esta contradiccién se termina la prueba.
|
Se dice que un subconjunto A de R tiene medida cero; denotado m(A) = 0; si para cada
€ > 0 existe un cubrimiento U de A, por intervalos abiertos, tal que la suma de sus longitudes
no excede ¢, es decir, ), [(I) < e. Es evidente que si A C By B tiene medida cero, entonces

A tiene medida cero.

Ejemplos 8.5.3. 1. Sea F = {z1,29, -+ ,2,} un conjunto finito de reales. Mostraremos
que F' tiene medida cero. En efecto, dado € > 0 considere los intervalos abiertos U; =

(x; — €/2n,x; + €/2n) para cada i € {1,--- ,n}. Note que los U; claramente forman un
cubrimiento de F. Por otra parte, {(U;) = ¢/n para cada i y por lo tanto y ., [(U;) < e.

2. Mostraremos que N tiene medida cero. En efecto, fijemos € > 0 y tomemos, para cada

n € N, el siguiente intervalo abierto

Uy = (n—¢/2"2 n +¢/2"2).
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Note que I(U,) = ¢/2"*! para cada n € N. Por tltimo observe que

ie/Q"“ = ei /2" = ¢/2.
n=1 n=1

3. Veremos en seguida que Q también tiene medida cero, por ser un conjunto numerable.

Proposicién 8.5.4. Si {A, : n € N} es una familia de conjuntos de medida cero, entonces lo

MISTNO OCUTTE CON SU UNION.

Demostracion: Sea A := |J{A, : n € N}. Fijemos ¢ > 0. Sabemos que cada A, posee un
cubrimiento U,,, formado por una coleccion numerable de intervalos abiertos, tal que la suma
de sus longitudes es menor que 27"¢. Como la uniéon de una familia numerable de colecciones
numerables es numerable (ver proposicién 3.4.5), se tiene que la unién U de estos U, es un

cubrimiento numerable de A por intervalos abiertos. Notemos que

MU= > Un<d 2"e=e

Ieu neN Iel, neN

(en el ejercicio 8 de la seccién 4.12 el lector interesado encontrard una justificacién precisa de
la ultima afirmacién).
|

Proposicién 8.5.5. Sea f € R([a,b]). Entonces el conjunto D, := {z € [a,b] : w(f,z) > r}

tiene medida cero para cada r > 0.

Demostracion: Fijemos € > 0 y recordemos que por la proposicién 8.2.5, existe P € P([a,b])

tal que
U(f,P)— L(f,P) <re. (5.1)

Considere el conjunto finito F' formado por los extremos de los intervalos en P. Vimos en el
ejemplo 8.5.3 que F tiene medida cero. Como D, C (D, \ F') U F, entonces, por la proposicién
8.5.4, bastard ver que D, \ F tiene medida cero. Sea E := D, \ F.

Pongamos Q = {I € P: int(I) N E # (}. Dado = € F, existe [ € P tal que z € I, y como
x € F, entonces x € int(I). De aqui, el conjunto U := {int(I) : I € @} es un cubrimiento de
E por intervalos abiertos. Sea I € @ y fijemos ¢ € int(I) N E. Fijemos también § > 0 tal que
(¢ —d,c+ ) C Iy notemos que

Q(f, 1) = Qf,[a, 0] N (e = d,c+6)) > w(f,c) >

Asi,
P> U <Y QU DIT) <> Q(f, DII) = U(f, P) - L(f, P),

1€Q 1€Q IeP
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y por (5.1), > ;o l() < e Tenemos entonces que U es un cubrimiento de E por intervalos
abiertos, cuya suma de longitudes es menor que €.
|

Teorema 8.5.6. Sea f € B(la,b]). Entonces f € R([a,b]) si y solo si el conjunto D, de

discontinuidades de f, tiene medida cero.

Demostracion: Supongamos primero que m(D) = 0. Dado € > 0, existen intervalos abiertos

Iy, -+, Iy, - - - tales que
€

donde K es la oscilacién de f en [a, b]. Para cada = € [a,b]\ D existe un intervalo abierto J, de
centro x tal que Q(f, [a,b]NJ,) < €/2(b—a). Como la coleccién de intervalos Iy y J, para k > 1
y x € [a,b] \ D forman un cubrimiento por abiertos del compacto [a, b], entonces existe m > 1
Y T1,-+ , &, en [a,b] \ D tales que [a,b] C [{U--- UL, UJ,, U---U.J, . Sea P la particién de
[a, b] formada por los extremos de esos intervalos (que pertenezcan a [a,b]). Denotaremos con
[ti—1,t;] los intervalos que estan contenidos en algin I y con [s;_1, s;] el resto de los intervalos
de P. De (5.2) se tiene que » I([ti—1,ti]) < €/2K. Denotemos con €2; a Q(f, [a,b] N [ti_1,t]).
Por la eleccién de los J, se tiene también que Q; := Q(f, [a,b] N [sj_1,5;]) < €/2(b— a). Luego

tenemos que

U(f,P)—L(f,P) = ZQi'(ti—ti—1)+ZQj'(3j—Sj—l)

< ZK(tl_tzl)—i_Zﬁ(Sj_sjl)

o Ke clb—a) _
oK " 2(b—a) ©

y por la proposicién 8.2.5, f es R-integrable en [a, b].

Supongamos ahora que f € R([a,b]) y definamos Ey = {x € [a,b] : w(f,z) > 1/k} para
cada k € N. De la proposicion 8.5.1, D es la uniéon de los Ej y, de las proposiciones 8.5.4 y
8.5.5, m(D) = 0.

|

Ejercicios.
1. Pruebe que todo conjunto numerable tiene medida cero.

2. Muestre que si A C R tiene medida cero, entonces R \ A es denso en R.
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3. Sea f :[a,b] — R una funcién R-integrable.

a) Muestre que dado un intervalo J C [a,b] con int(J) # () y dado € > 0, existe I C J
intervalo cerrado tal que Q(f, ) < e.

b) De una prueba directa (sin usar el teorema 8.5.6) de que el conjunto de puntos de
continuidad de f es denso en [a, b]. Sugerencia: Use la parte (a) y vea la sugerencia

al ejercicio 13 de la seccién 8.2.

4. Sea U un cubrimiento abierto de [a,b]. Muestre que existe P € P([a,b]) tal que cada
I € P estéa contenido en algin U € U.

Sugerencia: Dado x € [a, b] escoja W, € U tal que x € W,. Como W, es abierto, existe
d(z) > 0tal que (x—29(x), z+2d(x)) C W,. Por otra parte, {(z—d(x), z+0(z)) : = € [a, b]}
es un cubrimiento abierto de [a,b] y en consecuencia existen z1,--- ,x, € [a,b] tales que
{(z; = (), z; + 0(z;)) : 1 < i < n} es un cubrimiento de [a,b]. Sea § = min{d(x;) : 1 <
i <n};elija N € Ntal que 0 > a := (b—a)/N y defina P = {[a+ (k — 1)o,a + ka] :
1 <k < N}. P es una particién de [a,b] y todo I € P tiene longitud a. En particular,

|t —c| <asixz,celelec P.Muestre que P satisface la conclusion.

5. Suponga que existe k > 0 tal que w(f,z) < k para todo = € [a,b]. Muestre que existe
una particiéon P de [a,b] tal que Q(f,I) < k para todo I € P. En particular, U(f, P) —
L(f,P) < k(b—a). Sugerencia: Para cada x € [a, b] existe d, > 0 tal que Q(f,[a,b]N(x—
0z, + 0;)) < k. Entonces {(x — 0,2 + ;) : © € [a,b]} es un cubrimiento de [a, b]. Use el

ejercicio 4.

8.6. Integrales impropias.

La definicion de la integral de Riemann requiere que la funcién a integrar sea acotada y que el
intervalo donde se integra sea cerrado y acotado. Veremos en esta secciéon una extension natural
de la nocién de integral de Riemann a funciones que no cumplen algunas de las condiciones
mencionadas. Esta extension se conoce como integral impropia.

En esta seccién, f: I — R denota una funcién definida en un intervalo no degenerado I (es
decir, I contiene més de un punto). Diremos que f es de tipo R, si f es R-integrable en todo
intervalo compacto J C I. En este caso, dado J = [a,b] C I, pondremos [, f = fab f.

Seaa,b € Rcona <by f:(a,b] — R una funcién de tipo R. Se dice que f es CR-integrable

b
lm [ f
t—at J;

sobre (a, b] si el siguiente limite existe:
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y en este caso se define la integral impropia f; f como

/abfztlirg/tbf (6.1)

Ejemplo 8.6.1. Sea f : (0,1] — R dada por f(x) = 1/x" donde r € R. Supongamos primero

que r # 1. Dejamos al lector verificar que

1 1 — 17
/t /= 1—r
Por lo tanto, si v > 1, entonces f no es CR-integrable en (0,1]. Pero si r < 1, entonces f es
CR-integrable en (0,1] y fol f=1/1-r).
Por otra parte, cuando r = 1, tenemos de la proposicion 8.4.6 que f no es R-integrable en

(0,1] (verificar).

Supongamos que f : [a,400) es de tipo R. Se dice que f es CR-integrable sobre [a,+00) si

el siguiente limite existe:

y en este caso se define la integral impropia f;oo f como

/a+°°f=tg+mm/;f (6.2)

Ejemplo 8.6.2. Sea f : [1,+00) — R dada por f(z) = 1/z" donde r € R. Supongamos primero

t 1-
t -1
[
1 —r
Por lo tanto, si r > 1, entonces f es CR-integrable en [1,+00) y f1+°°f =1/(r —1). Pero si
r < 1, entonces f no es CR-integrable en [1,+00).

que r # 1. Entonces tenemos que

Por otra parte, cuando r = 1, tenemos de la proposicion 8.4.6 que f no es CR-integrable
en [1,+00) (verificar).

Ahora introduciremos la nocién general de funcién CR-integrable sobre un intervalo cualquiera
I. Esto permitira analizar de manera uniforme todos los casos posibles. Las redes (ver seccién
4.12) seran la herramienta fundamental para lo que sigue.

La familia de todos los intervalos compactos J contenidos en I la denotaremos por J.
En particular, J es un conjunto dirigido por la relacién de contencién C, es decir, dados
J,K € J, existe L € J tal que J C L'y K C L (verificar). Por lo tanto, si f es de tipo R,
entonces { [ ;f}ies es una red y en el caso que sea convergente, diremos que f es Cauchy-
Riemann integrable en I y pondremos f € CR(I). En este caso, el limite de lared { [, f},es

serd denotado por | ;J v lo llamaremos la integral de Cauchy-Riemann de f en /.
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Si I = |a,b] es compacto, entonces I € J e I es el maximo de la red J. En consecuencia,
la red { [, f}jes converge a [, f = fabf (ver el ejercicio 1 de la seccién 4.12). Esto dice que
si f € R(|a,b]), entonces f € CR([a,b]) y que la integral de Cauchy-Riemann de f coincide
con la integral de Riemann de f. Esto justifica la notacién escogida para denotar la integral de
Cauchy-Riemann. El uso de redes permite un tratamiento general de las integrales impropias
sin importar el tipo del intervalo I. El siguiente resultado, que se demostrara al final de esta
seccion, contiene las propiedades méas importantes de la integral impropia de Riemann y muestra
que las nociones dadas por las ecuaciones (6.1) y (6.2) son casos particulares de la nocién de

integrabilidad Cauchy-Riemann.
Teorema 8.6.3. Supongamos que f es de tipo R en un intervalo no degenerado I.

a) Suponga que I = la,b) con b < +o0. Entonces f € CR(I) si y sdlo si la funcion F :
[a,b) = R, F(z) = [ f; tiene limite cuando x tiende a b.

b) Suponga que I = (a,b], con —oo < a. Entonces f € CR(I) si y sdlo si la funcion
F:(a,b) = R, F(x) = f; f; tiene limite cuando x tiende a a.

c¢) Suponga que I = (a,b). Entonces f € CR(I) si y sdlo si f € CR((a,c)) NCR((c,b)), para
algin c € I. En este caso, fIf = facf+fcbf.

A continuacién veremos algunas propiedades de las funciones Cauchy-Riemann integrables.

Proposicién 8.6.4. Sea f de tipo R. Entonces f € CR(I) si y sdlo si para cada € > 0 existe
Joe J tal que | [, fl <e, si He J y HNJy es degenerado.

Demostracion: Supongamos que f € CR(I) y fijemos € > 0. Ya que la red {fJ f}s es de Cauchy

(por ser convergente), existe Jy € J tal que

/f—/f‘<e si oo JKeJ. (6.3)
J K

Mostraremos que .Jy satisface lo deseado. Fijemos H € J tal que H N Jy es degenerado. Es facil
ver (justificar) que existe K € J conteniendo a Jy tal que K N H es un conjunto singular. En
particular, J := K U H es un intervalo compacto y fJ f— fK f= fH f (verificar). De aqui y
(6.3), | [ f] <e

Reciprocamente, dado € > 0 fijemos Jy € J tal que | [, f| < e/dsi He Jy HNJyes
degenerado. Si Jy C J € J, podemos escribir J = AU JyUB, donde A, B € Jy ANB, AN Jy,

BN Jy son degenerados (verificar). De aqui,

/sz/AH/JOH/Bf.



182 CAPITULO 8. INTEGRACION

Andlogamente, si Jy C K € J, entonces [, f = [ f+ [, f+ [, [, para ciertos intervalos
C,D € J tales que C' N Jyy DN Jyson degenerados. Asi,

Jo=Jol = Lo Aol L+

lo cual muestra que { [ ; [} es de Cauchy y, en consecuencia, es convergente (ver proposicién
4.12.6).

+

/ f‘ < A(e/1) =e.

Proposicién 8.6.5. Supongamos que f es de tipo R y que la red {fJ f}s es acotada. Entonces

f1f € CR(T)
/If’ < [in

Demostracion: Primero afirmamos que { [, |f|}; es convergente. En efecto, por ser |f| > 0,

entonces { [, |f|}s es creciente y como { [, f}, es acotada, entonces { [, |f|}, también lo es.
Luego { [, | f|}s converge al supremo de { [, |f| : J € J}. Dejamos a cargo del lector completar
los detalles que faltan (ver ejercicio 4).

Por lo anterior { [, |f|}, es convergente es de Cauchy. Asi, dado € > 0, existe H € J tal
que fJ Ifl <esiJeTJyJNH es degenerado. Se sigue de la proposicién 8.3.4 que, para tales
J, se tiene que |fJf| < €, de modo que, por la proposicién anterior, f € CR(I). Finalmente,
por la proposicién 8.3.4 tenemos que | [, f| < [, |f| para todo J € J. De esto se deduce que

|f; f| < [, 1f] (ver proposicién 4.12.4).
|

Proposicién 8.6.6. Supongamos que f es de tipo R y sea ¢ € int(I). Pongamos A = (—o0, ¢|N
I, B =lc,+00) NI, y supongamos que f € CR(A) NCR(B). Entonces f € CR(I) y

J=fae g

Demostracion: Sea Ja (resp. Jg) el conjunto de todos los intervalos compactos contenidos en

A (resp. B) y fijemos € > 0. Por hipétesis, existen J4 € Ju, JP € Jp tales que

/f—/f‘ < - si Cedu y CDJY, (6.4)
A (&

2
Fijemos Jy € J conteniendo a JAU J®B y sea J € J conteniendo a Jy. Si escribimos C = JN A,
B = J N B, entonces, de la proposicion 8.3.6, se tiene fJf = fo [+ [, f (verificar), y de aqui,

Jor=fo=Jol = L= Lol - LA

/f—/f‘ << s Degy y D>J" (6.5)
B D
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El resultado se deduce ahora de (6.4)-(6.5), puesto que C' D J4y D D J&,
|
Demostracion del teorema 8.6.3. Es claro que la parte ¢), se deduce de las partes a)-b) y la
proposicién 8.6.6. Por otra parte, las pruebas de a) y b) son similares entre si, por lo cual, nos
ocuparemos solo de la prueba de a).
Supongamos que f € CR(I) y fijemos € > 0. Entonces, existe Jy € J tal que| [, f— [, f| <€,
siJeJyJD Jy. Escribamos Jy = [d, c] y sea = € [c,b); entonces, [a,x] D Jy y de aqui

| -

Esto prueba que lim,_,;, [ f existe y es igual a [, f

Reciprocamente, supongamos que el limite anterior existe y denotémoslo por [. Entonces,
fijado € > 0, existe 6 > 0 tal que |l — f;| <€ sib—0 <z <b Tomemos Jy = [a,b— J] y sea
J € J conteniendo a Jy. Si escribimos J = [a, z], tendremos x > b— ¢ y de aqui, [l — [ f| <e.
Esto prueba que la red { [, f}, converge a .

|

Ejercicios.

1. Pruebe que f es de tipo R si y sélo si f es acotada en cada subconjunto compacto de I

y las discontinuidades de f forman un conjunto de medida cero.

2. Pruebe que la funcién f : (0,1] — R definida por:

(z) = n ,six =1/n para algin n € N,
1 0 ,sixz#1/n paratodon € N.

es de tipo R, pero no acotada.

3. Pruebe quesi f,g: I — R son de tipo R, entonces f+ g y Af también lo son, cualquiera
sea A € R. Es mas, si f,g € CR(I), pruebe que f+ g,\f € CR(I) y que

Jura=[r+[a [ar=x]s

4. Suponga que f es de tipo R y que f(z) >0 para todo x € I. Pruebe que si la red { [, f}
estd acotada superiormente, entonces f € CR(I) e [, f = sup{[ ;[ J e J}. Ayuda. Use
la proposicion 4.12.5.

5. Pruebe que si f es constante de valor ¢, entonces f € CR(I) e [, f=c-I(I
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6. Suponga que f es acotada de tipo R. Pruebe que si I es acotado, entonces f € CR(I).
Ayuda. Note que f + M > 0, para alguna constante M y aplique los dos ejercicios

precedentes.

7. Sea f:[l,+00) — [0,400) decreciente. Pruebe que la serie Y f(n) converge si y sélo

si f € CR([1,+00)). Concluya que ) converge si p > 1.

neN n?’

8.7. Una definicion alternativa de la integral de Riemann

Los problemas que plantearemos a continuacion tienen por objeto presentar una definicién
alternativa de la integral de Riemann. Esta seccién no sera usada en el resto del libro y su
lectura es opcional. La presentaciéon que haremos de la integral de Riemann tiene la ventaja
que facilmente se generaliza y se obtiene la integral de Lebesgue (ver por ejemplo [1]).

Comenzaremos con una definicién. Diremos que una funcién ¢ : [a,b] — R es en escalera,
si existe una particién P de [a, b] tal que ¢ es constante en el interior de cada miembro de P. Es
decir, ¢ es en escalera, si existe una particién P de [a, b] y una familia de nimeros {c; : [ € P}
tal que

¢(x)=c;, si xeint(l); I€P (7.6)

En este caso también se dice que ¢ es en escalera respecto a P. Note que si ¢ es en
escalera respecto a P, entonces también lo es con respecto a cualquier particion mas fina que

P. Obviamente, toda funcién constante es una funcién en escalera.

1. Pruebe que si ¢,7 : [a,b] — R son en escalera, entonces ¢ & 1, max{¢, ¥}, min{¢, ¢} y
A¢ también lo son, para cualquier A € R. Aqui, méx{¢, 1} denota la funcién que envia
x en max{o(z), v (z)}. Ayuda. Pruebe que ¢ y 1 son en escalera respecto de una misma
particion.
Sea ¢ : [a,b] — R en escalera con respecto a Py {c; : I € P} la familia de nimeros que

satisface (7.6). Definimos la integral de ¢ en [a, b], denotada fab ¢, mediante:

/¢ > er i)

2. Muestre que la definiciéon anterior no depende de la particion P. Ayuda. Suponga que ¢
es en escalera con respecto a particiones P, () y analice primero el caso en que () es més

fina que P. Enseguida considere una particiéon mas fina que ambas.

3. Sean ¢, : [a,b] — R en escalera y sea A € R. Muestre que:

a) [Ao+v)= [+ [l
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b) [IAe=A\][)0,
&) [Po< [P sig <.

d) La restriccion de ¢ a cualquier intervalo [z,y] contenido en [a,b] también es en
escalera. Ademds, si ¢ € (a,b), entonces f; ¢ = f:gb + fcb 0.

4. Dada una funcién acotada f : [a,b] — R, definimos E/ (resp. Ef) como el conjunto de
aquellas funciones en escalera que son mayores (resp. menores) que f. Note que Ef y E; no
son vacios, porque contienen las funciones constantes de valor M y — M, respectivamente,
donde M satisface: |f(z)| < M para todo x € [a, b].

—b
Definimos la integral inferior (resp. superior) de f en [a,b], denotada [ " (vesp. [0,

Zif:sup{/ab¢:¢eEf},
7Zf:inf{/abf:¢eEf}.

Pruebe que si f, g : [a,b] — R son acotadas, entonces

mediante:

) T.f+9)<Tof+ o0
R TR = i 2
Ayuda Pruebe que E/*9 D {¢p +1 : ¢ € Ef ¢ € B9}

5. Se dice que una funcién acotada f : [a,b] — R es R-integrable en [a, ], si fb = TZf

En este caso, ése valor comun se denota por f; f y se le llama la integral de f en [a, b].

Sean f, g : [a,b] — R R-integrables en [a, b]. Pruebe que

a) f4+gy Af,con X € R son R-integrables en [a, b].
) L9 =L F+ gy A=A
Lf<Jlasif<g

6. Sea f :[a,b] — R acotada. Pruebe que f es R-integrable en [a,b] si y sélo si para cada
€ > 0 existen ¢ € E; y 1 € EY tales que f;(@/} —¢) <e

7. Dada una funcién f : [a,b] — R, definimos f* : [a,b] — R mediante f*(z) = max{f(z),0}.
Muestre que 2f* = f + | f].

8. Sea f:[a,b] — R R-integrable en [a, b]. Pruebe que
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a) fT es R-integrable en [a, b].
b) |f| es R-integrable en [a,b] y |f:f] < fab | f]-

Ayuda. Dado € > 0, escoja ¢ € E; y ¢ € EY tales que fab(w — ¢) < e. Use ahora las
velaciones 2g% — g+ |g| y [6] — |6] < [t) — 6| = ¥ — 6, para probar que ¥ — ¢+ < v — o,

9. Muestre que la definicon de integral de Riemann que dimos en esta seccion es equivalente

a la dada en la seccién 8.2. Ayuda: Vea los ejercicios 8 y 9 de la seccion 8.2.



Capitulo 9

Sucesiones de Funciones

Sea f, : I — R funciones definidas en un intervalo I. Se dice que {f,}, converge punto por
punto, si la sucesion {f,(x)}, converge, para cada x € I. En este caso, podemos definir una

funcién f : I — R mediante:

Inmediatamente surgen varias interrogantes: (a) Si suponemos que cada f,, es continua, ;Serd f
continua?; (b) Si cada f,, es diferenciable, ;Sera {f) }, convergente?; ;Serd f diferenciable?, y
en caso que estas respuestas fueran afirmativas, ;Convergerd {f’}, a f'7.

El objetivo de este capitulo es dar respuesta a éstas y otras preguntas similares relativas a

las propiedades de la operacién de tomar el limite de una sucesion de funciones.

9.1. Convergencia puntual y uniforme

En esta seccién, { f,, }, denota una sucesién de funciones f,, : I — R, definidas en un intervalo
I. Se dice que {f,}, converge punto por punto, si la sucesién {f,(z)}, converge, para cada

x € I. En este caso, podemos definir una funciéon f : I — R mediante:

y se dird que f es el limite puntual {f,}, 6 que {f,}, converge puntualmente a f.

Ejemplos 9.1.1. 1. Consideremos la sucesién {f,}, donde f, : [0,1] - Ry f.(z) = 2™
Usando lo visto en el ejemplo 2 de la seccién 4.1.1 tenemos que { f, }, converge puntual-
mente a la funcién f : [0,1] — R definida por f(z) =0si0 <z <1y f(1) = 1. Véase fig
6

Incluir grafica

187
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2. Sea {f,}n la sucesién definida por f, : (0,4+00) — R ; f(x) = 2/". Tenemos que {f,}n
converge puntualmente a la funcién constante f(x) = 1 para = > 0 (ver ejercicio 5 de la

seccién 4.3).

Sea { f» }» una sucesién convergente punto por punto. Dado x € I y € > 0, existe un natural
ng tal que |f,(z) — f(x)| < € si n > ng. El ejercicio 1 pone en evidencia que éste nimero ng
depende, en general, tanto de € como de x. Cuando sea posible elegir ng independiente de z € I,
diremos que la convergencia es uniforme. Més precisamente, diremos que una sucesion {f,},

converge uniformemente a f : [ — R, si para cada ¢ > 0 existe N € N tal que
|fulz) — f(z)|<e si n>Nyzel

Véase fig. ?77. En este caso también se dice que f es el limite uniforme de {f,},.

Incluir grafica

El resultado que enunciaremos a continuacién indica la relacion entre los dos tipos de con-
vergencia que hemos introducido hasta ahora. La demostracion es inmediata y la dejamos a

cargo del lector.

Proposicién 9.1.2. Si{f,}. converge uniformemente a f, entonces { f,(z)}n converge a f(z),

para cada x € I (es decir, {fn}n converge punto por punto a f).

El proximo teorema dice que el limite uniforme de funciones continuas es una funcién

continua.

Teorema 9.1.3. Si{f,}, converge uniformemente a f : I — R y cada f,, es continua, entonces

f también lo es.

Demostracion: Fijemos zog € I y € > 0. De la deficién de convergencia uniforme, existe N € N
tal que

[fulz) = f@)[ <3, st n>2N y zwel (1.1)

Por otra parte, como fy es continua en xg, existe 6 > 0 tal que

Wl ™

[In(e) = (o) < 5 st o — 2] <6 (1.2)

Ll m

En fin, de la relacién

[f (@) = flzo)| < [f(2) = fn(@)| + |fn (@) = [ (zo)| + | v (w0) — f(20)],
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y de las ecuaciones (1.1)-(1.2), se tiene que |f(z) — f(zo)| <€, si |z — xo| < 6.
|
El teorema anterior nos proporciona un criterio para saber si una convergencia punto por
punto (de una sucesién de funciones continuas) no es uniforme. Pués bastaria saber que el limite
puntual no es una funcién continua. Por ejemplo, la convergencia de la sucesién del ejemplo 1
no es uniforme, porque su limite es la funcién discontinua f : [0, 1] — R, dada por f(z) =0 si
0<z<lyf(l) =1

Proposicién 9.1.4. (Criterio de Cauchy) Supongamos que para cada € > 0, existe N € N tal
que
fa@) = fu(@)| <e si mn>N y zel (1.3)

Entonces { fu}n converge uniformemente a una funcion f: 1 — R.

Demostracién: De (1.3) se concluye facilmente que {f,(x)}, es una sucesiéon de Cauchy, para

cada x € I. Esto permite definir una funcién f : I — R mediante:

f(z) = lim f,(x).

n—oo

Tomando limite en (1.3), cuando m — oo, queda,
[fu(z) = f(z)| <€ si n=N,

lo cual termina la prueba.

Ejercicios

1. Considere la sucesiéon {f,}, donde f, : [0,1] — Ry f,(z) = 2"y fije z € (0,1) (ver

ejemplo 9.1.1). Dado € € (0, 1), calcule el menor nimero natural ng tal que

[fulz) = f(x)] <€ st n=mng,

donde f denota el limite puntual de {f,},. Observe que este nimero, ny = ng(e,z),
depende de = y de €. Note también que, para cada € > 0 dado, ng(e,z) — oo, cuando x —
0. Concluya que dado € > 0, no es posible encontrar un natural N tal que | f,,(z)—f(z)| < €
sin>Nyuxe(0,1).

2. Considere la sucesién {f,}, definida por f, : (0,4+00) — R ; f(z) = 2/ (ver ejemplo
9.1.1). Fije € > 0 y use reduccién al absurdo para mostrar que no existe un natural N tal
que |fu(z) = f(x)] <€ sin>Nyzxz>0.
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3. Pruebe que la sucesién {f,}, donde f, : [0,1] — R esta definida por:

3=

falx) = nx st 0
x

falz) = 1 si

converge punto por punto. Ayuda. Grafique f, para algunos valores de n.

(AVARVAN

3=

r <
)

4. Sea fn(r) = £ para x € I. Pruebe que {f,}, converge uniformemente si y sélo si I es

acotado.

5. Pruebe que si {f,}n ¥ {gn}n son sucesiones uniformemente convergentes a f y g respec-
tivamente, entonces {f, + gn}n converge uniformemente a f 4+ g. Muestre un resultado

andlogo para el producto, suponiendo ademas que f y g son acotadas.

6. Suponga que {f,}, converge uniformemente a f y sea {z,}, una sucesién en I que

converge a un punto zy € . Pruebe que f,(x,) — f(xo).

7. Sea f, :]0,1] — R definida por:

ne, si 0<2x <
n
fal@) =14 2—nz, si f<az<Z
0, si 2 <.
n

Pruebe que {f,}, converge punto por punto a la funcién constante f(z) =0; 0 <z <1

y use el ejercicio 6 para mostrar que esa convergencia no es uniforme.

8. Sea f :[a,b] — R continua y sea ¢ > 0. Pruebe que existe una funcién en escalera (ver
definicién en la seccién 8.7) ¢ : [a,b] — R tal que |f(x) — ¢(z)| < ¢, para cada = € [a, b].
Concluya que existe una sucesién {¢,},, donde cada ¢, : [a,b] — R es una funcién en

escalera, que converge uniformemente a f.

9.2. Intercambio de limites con derivadas

En esta seccién supondremos que [ es un intervalo abierto y que cada f, es diferenciable.
Si {fn}n converge puntual o uniformemente a una funcién f : I — R, se abren varias interro-
gantes: jSerd {f!}, convergente?. ;Serd f diferenciable?, y en caso que estas respuestas fueran
afirmativas, ;Convergerd {f!}, a f’?. Un matemético experimentado sabe que la convergencia
de {fn}n no puede implicar nada sobre la convergencia de {f]},, por lo que las respuestas, a
las inquietudes anteriores, deben tener una respuesta negativa. Este es el objetivo de los tres

ejemplos a continuacion.
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Ejemplos 9.2.1. 1.

191

Sea f, : R — R definida por:

(nz, si [ao] < 3
2 1 2
—n—x2—|—2nx——, si —<z<—;
2 2 n n
falx) =19
L) 2) 1 . 2 < < 1.
?x+m:—i—§, sl — =< T < —
3
= si |z > 2.
L 2z] "

El lector verificard que { f,, }, converge punto por punto a la funcién f : R — R dada por:
f0O)=0y f(x) = %, si x # 0. (Sugerencia: Grafique varias de las f,,). Por otra parte,
f11(0) = n, de modo que, {f/(0)}, no converge. También se tiene que f no es derivable

en x = 0.

Sea f,(x) = |z||x
(ver el ejercicio 5 de la seccion 4.3). En este caso, f'(0) no existe, aunque f/(0) = 0, para
cada n € N.

= . Tenemos que { f,, }» converge punto por punto a la funcién f(x) = |z|

Sea f, : R — R definida por:

ntz® —4n?x® +7x,  si |z <

3=

fn(*T) =

Az si|z| >

nlz|’

3=

El lector probard que |f,(z)| < 1n—2, para cualquier n € N y cualquier € R. De aqui de-
duciréd que { f, },, converge uniformemente a la funcién constante f(z) = 0. Por otra parte,

se verifica que f, es diferenciable en R y que:

Sntat — 12n%22 + 7, st |z <

3=

0, si x| >

3=

En particular, f)(0) 4 f'(0). En este ejemplo, {f,}, converge uniformemente a la funcién

diferenciable f = 0, pero {f/(0)}, no converge a f'(0).

Teorema 9.2.2. Supongamos que {f]}, converge uniformemente a una funcion g : I — R y

que, para algin xo € I, {fn(x0)}n converge. Entonces {f,}, converge punto por punto a una

funcion diferenciable f : I - R y f' =g.

Demostracion: Fijemos € > 0. De la definicién de convergencia uniforme, existe N € N tal que

(@) —g(@)] <

, sl

DO

n>N y z€l.

(2.1)
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De aqui y la desigualdad triangular,
Ifi(x)—fl ()| <e si mn>N y xzel.
Dados m,n € N, definimos A,,,, : I — R por, A,,,,(x) = fn(x) — fin(x). Note enseguida que
A (z)]<e si man>N y zel.
Por otra parte, dados z, z € I existe (por el Teorema del Valor Medio) ¢ € I tal que
A () = A (2) = (x = 2) A7, (0),

y en consecuencia,
|Apn () — Apn(2)] < €lz— 2|, si m,n> N. (2.2)

Ya que { f,,(x0) }., es de Cauchy, existe ng € N tal que | f,,(x0)— fin(x0)| < €sim,n > ng. Es decir,
|Apn(0)| < €sim,n > ng. De aqui y (2.2), con z = xg, obtenemos |A,,,(z)| < [1+ ]|z —xo|]€, si
m,n > max{N,ny}. Esto muestra que {f,(x)}, es de Cauchy, para cada = € I, lo cual permite
definir f : I — R, mediante:

Definamos I'y,(x) = f(z) — fu(z). Ya que T'y(x) = lim,, 1 00 Apm (), se sigue de (2.2) que
ITp(x) —=Th(z)] <e€lx—z], si n>N. (2.3)

Fijemos ahora z € I y probemos que f es diferenciable en z y que f'(z) = g(z). Comencemos

observando que,
f(@) = f(z) = (z = 2)9(2) = [[w(z) = Tn(2)]+
[n(@) = fn(2) = (2 = 2) [y ()] + (2 = 2)[fn(2) — 9(2)],
de manera que por (2.3) y (2.1), queda
7(@) ~ £(2) — (2~ Dg(2)| < Sl — 2
+Hfv() = fn(2) = (2 = 2) fu(2)]-
Por otra parte, como fy es diferenciable en z, existe d > 0 tal que

[fn(@) = fn(z) = (@ = 2)fn(2) S elw =z si |z —2[ <6,

de manera que

7(@) = f(2) ~ (o= 2)g( < Sele—|, s -] <6
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Ejercicios

1. Pruebe que en el teorema 9.2.2, {f,}, converge uniformemente a f en compactos.
Esto significa, por definicion, que para cada subconjunto compacto K de I, la sucesion

de restricciones { f,,| K}, converge uniformemente a f|K.

2. En el teorema 9.2.2, suponga que las f/ son continuas y use el teorema fundamental del
célculo para mostrar, de manera sencilla, que { f,, },, converge punto por punto a la funcién
flx) =90+ f;; g, donde yq es el limite de la sucesion { f,,(zo) }n-
9.3. Intercambio de limites con integrales

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente resultado.

Teorema 9.3.1. Sea f, : [a,b] — R una funcidn R-integrables en [a,b] para cada n € N.

Suponga que {f,}, converge uniformemente a una funcion f : [a,b] — R. Entonces f es R-

b b
= li -
/Gf n;rfw/a f

Demostracion: Fijemos € > 0. Por la definicién de convergencia uniforme, existe N € N tal que

integrable en |a,b] y

€

b—a

|fu(z) — f(2)] < si n>N,x € la,b] (3.1)

En particular,
U(f—fn.P)[ < e

para cualquier particién P de [a,b]. Por otra parte, de la relacién f = (f — fn) + fv y del

argumento en la demostracion de la proposicion 8.3.1 obtenemos
U(f>P) < U(f_fN7P)+U(fN7P) < €+U(fN7P)7

para cualquier particién P de [a, b].
De manera semejante se muestra que, L(f, P) > —e + L(fn, P) para todo P € P([a,b]), lo

que junto a la desigualdad anterior arroja
U(f,P)—L(f,P) <2+ U(fn,P)— L(fn,P), paratodo P € P([a,b]).

Por otra parte, de la proposicién 8.2.5, existe una particion Py de [a, b] tal que U(fy, Py) —
L(fn, Py) < ey por la desigualdad anterior, U(f, Py)— L(f, Py) < 3e. De aqui y la proposicién
8.2.5, f € R([a,b]).
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En fin, de las proposiciones 8.3.1 y 8.3.4,

/abf—/abfn /ab(f—fn)
L%—fﬁ

A continuaciéon daremos un ejemplo para mostrar que el teorema 9.3.1 falla cuando la

S/ablf—fnl,

<e si o n>N.

y por (3.1),

convergencia es solamente puntual.

Ejemplo 9.3.2. Ya que QN [0,1] es numerable, existe una biyecciéon h : N — QN [0, 1].
Definamos ahora f, : [0, 1] — R por:

f (IE) _ 07 siox € {h(l)v e 7h(n)}a
" B L, stz ¢ {h(l)v ah(n)}
Del ejercicio 8 de la seccién 8.2, resulta que cada f, es R-integrable en [0,1]. El lector veri-

ficard también que { f,, },, converge punto por punto a la funcién f del ejemplo 8.2.4 de la seccién

8.2, la cual no es R-integrable en [0, 1].

9.4. Series de funciones

Comenzaremos con la definicién formal de serie de funciones. Al igual que en las secciones
precedentes, {f,}, denota una sucesién de funciones, definidas en un intervalo no degenerado
I de R.

Dado n € N, definimos S,, : I — R mediante,

Esta funcién S,, suele denotarse por ;" | fi o por fi+- -+ f,, y se le llamala suma de f,- -, f,.
La sucesién de funciones {5, },, serd llamada la serie asociada a {f,}, y serd denotada por

> fnopor > 7 f,. También diremos que S, es la n-ésima suma parcial de esa serie.

Observacién 9.4.1. Denotemos por A(I) al conjunto de todas las funciones f : I — R.
Sabemos que la sucesién {f, },, no es otra cosa que una funcién F : N — A(T). Por otra parte,
en A(I) tenemos una ley de composicién asociativa, dada por, (f + g)(z) = f(z) + g(z), ¥y
por el teorema 3.1.3, existe una tunica aplicacién Xp : N — A(I) tal que Xp(1) = F(1) y
Yr(n+1) =Xr(n)+ F(n+1). El lector probara que ¥ r(n) = S,, de manera que la nocién de

serie, dada en esta seccién, coincide con la dada en le seccién 3.1.
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En lo que sigue, ) f, denota una serie de funciones definidas en /. El dominio de con-
vergencia de ) f, se define como el conjunto J de aquellos z € I, para los cuales la serie
numérica y, fn(z) es convergente. Es decir, x € J si y sélo si {S,(x)} converge. El conjunto

J puede ser, eventualmente, vacio. En cualquier caso, podemos definir una funcién
frT=R f@)=) fulo). (4.1)
n=1

Diremos que la serie ) = f, converge uniformemente en un subconjunto K de J, si la sucesién

de sumas parciales {5, } converge uniformemente en K.

Proposicién 9.4.2. (Criterio de Cauchy) Sea K C J y supongamos que, para cada € > 0,

existe N € N tal que
n-+p

| ) fa@)|<e si n>2NjpeNzeK.

i=n-+1

Entonces ), fn converge uniformemente en K.

Demostracion: Se tiene, para cada x € I, que

n-+p

Snip(x) — Sn(x) = Z fi().

1=n+1

Luego, dado € > 0, existe N € N tal que
|Sntp(z) = Sp(z)] <€, si n>N,peNuzekK,

y el resultado se sigue ahora aplicando la proposicion 9.1.4 a la sucesion de restricciones
{SnlK}n.
|

Proposicién 9.4.3. (Criterio de Weierstrass) Supongamos que existen constantes no negativas
M, tales que |f,(x)| < M, para cada x € I. Siy_ M, es convergente, entonces J =1y f

converge uniformemente en 1.

Demostracion: De la proposicién 4.10.1, J = I. Sabemos también que la sucesién {s,}, de
sumas parciales s, = M; + --- 4+ M,, es convergente y en consecuencia, de Cauchy. De aqui,
dado € > 0, existe N € N tal que |sp4, — S| < esin> Ny pe N. Es decir,

ZMZ'SE, si n>N,peN,
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y en consecuencia, (ver proposicién 5.2.5, parte c)),

n-+p n+p n+p
Zfi(a:)§2|fi(x)|§ZMi§e, si n>N,peN zxel.
i=n+1 i=n+1 i=n+1

El resultado se deduce directamente de la proposiciéon anterior.

Ejercicios

1. Pruebe que si cada f,, es continua, entonces cada 5, también lo es. Ayuda. Pruebe que
SnJrl = Sn + fn+1-

2. Pruebe que si I es abierto y cada f,, es diferenciable en I, entonces cada S,, también lo
esy S = fl 4+ i

3. Pruebe que si I = [a,b] es compacto y f, € R([a,b]) para todo n € N, entonces cada S,
es R-integrable en [a,b] y fab Sp=> 1 f: fi-

4. Suponga que f, es continua para cadan € Ny que ) f, converge uniformemente en un

subconjunto K de J. Pruebe que la funcién f, definida en (4.1), es continua en K.

5. Suponga que [ es abierto y que cada f, es diferenciable en I. Pruebe que si ) f} es
uniformemente convergente en I y J # (), entonces J = I. Ademds, muestre que la funcién
f es diferenciable en cada z € I 'y f'(x) =), f1(z).

6. Suponga que I = [a,b] y que cada f, es R-integrable en [a,b]. Pruebe que si > f,

es uniformemente convergente en [a,b], entonces f también es R-integrable y fab f =

S f) fo

9.5. Series de potencias

En esta seccién, I = Ry f,(x) = a,a™, donde n > 0 es un entero y a, € R. Abusando
de la notacién, la serie ) ., f, serd denotada por ) ., a,z" y serd llamada una serie de
potencias. Los nimeros a,, seran llamados los coeficientes de la serie ) ., a,z".

A lo largo de esta seccién, J denota el dominio de convergencia de ) ., a,2" y definimos
f:J — R, mediante

f(x) = fal@).

n>0

Note que 0 € J.
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Proposicién 9.5.1. Sixg € J, entonces (—|zol, |zo|) C J.

Demostracion: Si xy = 0, no hay nada que mostrar. Supongamos ahora que xy # 0 y fijemos
x € (—|zol, |xo|). Entonces |z| < |zo|, de modo que 0 < r := |z/zo| < 1.
Por otra parte, por la proposicién 4.9.3, la sucesién {a,xj}, converge (a cero) y en conse-

cuencia es acotada. Asi, existe M > 0 tal que |a,z{| < M; para cada n € N. Por lo tanto,
lana™| = |anay|r™ < Mr™.

De aqui, >, .,2" es absolutamente convergente, porque la serie geométrica ) r™ converge
cuando 0 < r < 1. El resultado se deduce de la proposicion 4.10.1.
|

Lemma 9.5.2. Sea L un subconjunto de R tal que 0 € L y (—|xo|, |xo|) C L sizg € L. Entonces
eziste p € [0,400] tal que (—p,p) C L C [—p, p|. En particular, L es un intervalo.

Demostracion: Pongamos p = sup(L). Si x € (—p, p), entonces |x| < r y por la proposicién
2.6.1, existe y € L tal que |z| < y. Es decir, x € (—y,y). Pero por hipétesis, (—y,y) C Ly asi,
x € L. Esto muestra que (—p, p) C L.

Para terminar la prueba, supongamos por el absurdo, que existe z € L tal que |z| > py
fijemos y € (p, |z|). Entonces, y € (—|z|,|z]) C L, lo cual es contradictorio porque y > p =
sup(J).

|

Por el lema anterior, existe p € [0, +00] tal que (—p,p) C L C [—p, p]. Este elemento p, de

la recta extendida, es llamado el radio de convergencia de ano a,x™. En lo que sigue, p

denota el radio de convergencia de ) ., a,z".

Proposicién 9.5.3. (i) Supongamos que la sucesion {|a,|'/"}, tiene limite ¢ en la recta ex-
tendida. Entonces p=1/c.
(11) Un resultado andlogo vale si a, # 0, n € N; y la sucesion {|an+1|/|an|}n tiene limite ¢

en la recta extendida.

n‘l/n —

— ’@n|1/n

Demostracion: Ya que |a,x |z|, concluimos del Criterio de la Raiz (ejercicio 6,

seccién 4.11), que Y ., a,z" converge si c|z| < 1y diverge si ¢|z| > 1. Por lo tanto p = 1/c.

El resto de la proposi_ci(’)n se demuestra de manera andloga usando el criterio del cociente
(proposicién 4.11.5).

|

El siguiente resultado, que usaremos mas adelante, es un corolario inmediato de la proposi-

cién anterior y del hecho que n'/™ — 1 (ver ejercicio 6 de la seccién 4.3).
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1

Proposicién 9.5.4. El radio de convergencia de la serie ) na™' es igual a uno.

Proposicién 9.5.5. Sifa,b] C (—p, p) cona < b, entonces ), -, a,x" converge uniformemente

en [a,b].

Demostracion: El lector probara sin dificultad que existe ¢ en (0, p) tal que [a,b] C [—¢,¢].

Escoja d € (0, p) tal que ¢ < d. Escribamos r = ¢/d y notemos que, si « € [a, b], entonces
lax™| < |anp|c™ = |a,d"™|r"™.

Por otra parte, como ) a,d" es convergente, entonces la sucesién {a,d"}, converge a cero y
por consiguiente, es acotada. Asi, existe M > 0 tal que |a,d"| < M, n € N, y por lo tanto,
lapz™| < Mr"sin € Ny x € [a,b]. Como la serie ) r" es convergente (justificar), el resultado
se deduce ahora del criterio de Weiertrass 9.4.3.

|

Corolario 9.5.6. f es continua en (—p, p).

Demostracion: De la proposicién 9.5.5 y el ejercicio 4 de la seccién 9.4, la restricciéon f|[a, b] es
continua, para cada intervalo [a,b] contenido en (—p, p). Dejamos a cargo del lector verificar
que de esto se deduce facilmente que f es continua en (—p, p).

|

Corolario 9.5.7. Si [c,d| C (—p, p), entonces
dn—l—l _ Cn—i—l

d
/Cf:%%a” n+1

Demostracion: Se deduce directamente de la proposicion 9.5.5 junto con el ejercicio 6 de la

seccién 9.4.

|
Laserie ), na,z"~' (resp. Y_, - 22"+ serd llamada la serie derivada (resp. integral)

n

de >, 5o ana"™.
Corolario 9.5.8. El dominio de convergencia de la serie integral de ) ., a,x™ contiene a

(—p,p). Es mas,

n n+1 ’
g = , todo x € (—p, p).
1t /Of para todo x € (—p, p)

n>0
Demostracion: El resultado se deduce del corolario anterior aplicado al intervalo [0, z] (resp.
[2,0], donde = € (—p,p) y © > 0 (resp. = < 0).
u
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Proposicién 9.5.9. Si p > 0, entonces el dominio de convergencia de la serie deriwada de

ano a,x™ contiene a (—p,p). Es mds, [ es diferenciable en este intervalo y
f(z) = Znana:”_l, para todo x € (—p, p).

Demostracion: Fijemos x € (—p, p). Ya que |z| < p, entonces, por la proposicién 2.6.1, existe
y € J tal que |z| < y. Definiendo r = |z|/y y recordando que la sucesién {a,y"}, es acotada,
obtenemos

1 M
Ina,z" | = §n|any”|7“”_1 < ?nrn_l, neN,

para alguna constante M > 0.

1 es absolutamente convergente. Esto

Por la proposiciéon 9.5.4 concluimos que ) na,z"~
prueba la primera parte de la proposicion.

Fijemos z € (—p, p) y escojamos r > 0 tal que [z—r, z+71] C (—p, p). De la proposicién 9.5.5
y de la primera parte de esta proposicién se sigue que la serie derivada converge uniformemente
en [z — 7, z+ r]. Aplicando el ejercicio 5 de la seccién 9.4 al intervalo (z —r, z 4 r), concluimos
que f es diferenciable en 2 y que f'(z) = 3, na,z"~". Recuerde que 3 -, a,2" es convergente.

Ejemplo 9.5.10. (La funcion exponencial) Considere la siguiente serie de potencias, donde
reR:

3 % (5.1)
n>0
Dejamos al lector verificar que el criterio del cociente 9.5.3(ii) garantiza que esta serie converge
para todo x € R. Sea f(z) la funcién asociada a la serie (5.1). Motraremos que f es precisa-
mente la exponencial e*. Primero que todo recordemos que e* se define como la inversa de la
funcion logaritmica dada en la proposicion 8.4.6 y ademas que la derivada de e” es ella misma
(proposicién 8.4.7).

Notemos que si derivamos término a término la serie (5.1) obtenemos la misma serie (verifi-
carlo). Por lo tanto, por el ejercicio 5 de la seccién 9.4, concluimos que f' = f. Por lo tanto, la
funcién h(z) = f(x) — e® satisface que h' = h. Por otra parte f(1) = e (ver proposicién 4.4.5),
esto dice que h(1) = 0. Finalmente, por el ejercicio 10 de la seccién 7.3 (vea también el ejercicio

5 de la seccién 7.5) se concluye que h(z) = 0 para todo x € R.

En los ejercicios que siguen veremos ejemplos de series que son de potencias pero en realidad
no caen dentro de la definicion que hemos adoptado. Para subsanar este inconveniente, podemos
adoptar la siguiente definicién mas general. Diremos que la serie ) ., f, es de potencia, si
fol®) = a,2"™, donde a, € Ry h: NU{0} — NU {0} es una funcién inyectiva. El lector
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probard que, salvo las proposiciones 9.5.3 y 9.5.9, los resultados de esta seccién permanecen
validos para este nuevo concepto de series de potencia. La proposiciéon 9.5.9 permanece valida
cuando h(n)/n? — 0, para algin p € N. Esto ocurre, por ejemplo, cuando h es polinomial:
h(n) =by+ bin+ - - -+ byn?. En fin, el radio de convergencia de estas series de potencia puede

ser calculado usando las ideas de la proposicién 9.5.3.
Ejercicios.

1. Calcule el dominio de convergencia de las siguientes series de potencia:

-t o
2 Z ((2n - 1)!
C) Z (_1)nx2n

2. Pruebe que ano a,x™ y sus series derivada e integral tienen, las tres, el mismo radio de

an

convergencia. Ayuda. Note que la serie derivada de »_ -, 7

e"es Y L ana™ y que la

fa S n—1 n
serie integral de ) na,z" "' es ) g ana".

3. Pruebe que si p > 0, entonces la restriccién de f a (—p, p) es de clase C® y

fY@) =3 (1) (n ot N)agey™

n>0

4. Pruebe que
In(1 +2) = 37 D
n T) = —x
n n 7
si =1 < z < 1. Ayuda. La serie geométrica ) " converge a 1/(1 —z) si |z] < 1,y
cambiando x por —z, tenemos que »_ (—1)"z"™ converge a 1/(1 + ) en (—1,1). Utilice

ahora el corolario 9.5.7 y la proposicion 8.4.6.

Nota. Ya que, por el criterio de las series alternadas (proposicién 4.11.6), >~ (=1)""!/n
converge, se sigue de un teorema de Abel (ver, por ejemplo, [8, Pag. 172]) que, la igualdad

del ejercicio 4, vale para x = 1. Es decir,
() =1-1/2+1/3—1/4+1/5— - = Z_(_l)"_l
n n .

Como es usual, In denota la funciéon logaritmo neperiano.
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9.6. Las funciones trigonométricas

En esta seccién construiremos las funciones seno y coseno.

Teorema 9.6.1. FEuxiste una unica funcion f: R — R, dos veces diferenciable, tal que

[+ =0 f0)=0f(0)=1 (6.1)

Ademds, g := f': R — R es la unica funcion, dos veces diferenciable, que satisface

9" +9=0 90)=1, ¢'(0)=0. (6.2)

Las funciones f y g se conocen como las funciones seno y coseno y se denotan por sen and

cos respectivamente.

Demostracion: Unicidad. Supongamos que f, F' : R — R son funciones dos veces diferenciables
que verifican (6.1) y definamos h = F' — f. Entonces " +h =0, h(0) = h'(0) = 0. Note que
h es necesariamente C* y ademés que h™(0) = 0 para todo n. Fije # € R, 2 # 0. Usando la
férmula de Taylor (teorema 7.5.1) se tiene directamente que existe una sucesion {c, }, entre cero
y x tal que h(z) = h(c,)2™/n! para todo n € N (verificar). De esto se concluya que h(z) = 0.
De manera analoga se demuestra la unicidad de g.

Existencia. Es facil verificar que el criterio del cociente 9.5.3(ii) garantiza que R es el dominio

(="
(2n+1)!

f(z) = Z 4( (=" 2t

= 2n +1)!

de convergencia de la serie ) -, 2?1 De aqui, tenemos una funcién f : R — R definida

por

Es mas, por la proposicién 9.5.9, f es diferenciable en R y

/ —1)" 2n
Jla) = Z ((2n§! v

n>0

Por la proposicién 9.5.9, una vez mas, tenemos que f es dos veces diferenciable y que

" ) —1)* 2n+1
P = X e = e = o)

n>1 n>0

Por lo tanto, f satisface las condiciones en (6.1).
Pongamos g = f’. De (6.1) tenemos, [+ f =0, f'(0)=1,yasi,¢"+9g=0, g(0)=1.
En fin, ¢'(0) = f”(0) = — f(0) = 0.
|
Obtendremos ahora algunas propiedades de las funciones seno y coseno utilizando tunica-
mente las propiedades enunciadas en (6.1) y (6.2). En lo que sigue, f y g denotan las funciones

dadas por el teorema 9.6.1.
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Proposicién 9.6.2. f(x)?+ g(x)? =1 para todo v € R. En particular, f,g son acotadas.

Demostracién: Definamos h : R — R por h(x) = f(x)? + g(x)?. Entonces h es diferenciable y
como ¢ = f”, obtenemos h'(x) = 2f(z)f'(x) + 29(x)g'(z) = 2f'(x)[f(x) + f"(x)] = 0, para
cada z € R. De aqui, h es constante. Por tltimo observemos que h(0) = g(0)? = 1.

|

Proposicién 9.6.3. Existe ty > 0 tal que f(ty) = 0.

Demostracion: Ya que f es dos veces diferenciable, tenemos que f’ es continua, y como f'(0) =
1 > 0, existe r > 0 tal que f'(z) > 0 para todo x € (0,r). De aqui y el Teorema del Valor
Medio, f(x) > 0 para todo x € (0,r).
Asumamos ahora que la proposicion es falsa. Del teorema de Bolzano, concluimos que f(x) >
0 para todo z € (0,00) y asi f” < 0 en ese intervalo. Es decir, g = f’ es estrictamente decreciente
en (0,00), y por la proposicién precedente, g(z) tiene limite, digamos b, cuando z — +o00. Por
otro lado, como f es acotada, se deduce del ejercicio 9 de la seccién 7.3, que b = 0. Pero
g(0) =1 > 0y g es estrictamente decreciente en (0,00), lo cual implica que f' = g > 0 en
(0,00). En particular, —f es estrictamente decreciente. Como f”(z) = —f(z) < —f(1) <0, si
x > 1, entonces lim,_, ., f”(z) existe y es negativo. De nuevo, del ejercicio 9 de la seccion 7.3, se
concluye que f'(x) — —oo, cuando © — —o0. Pero g(z) = f'(z) es acotada. Esta contradiccion
termina la prueba.
|

Proposicién 9.6.4. Existe T > 0 tal que f(T) =0y f >0 en (0,7). Ademds, f(x +T) =
—f(x) yg(z+T) = —g(x), para cada x € R. En particular, f(z+2T) = f(z) y g(x+2T) = g(z)
para todo x € R.

Demostracion: La proposicién anterior permite definir 7' = inf{t, > 0 : f(ty) = 0}. Como f
es continua, entonces f(7T) = 0. Por otra parte, ya que f'(0) = 1 > 0, se tiene que 7" > 0
(justificar). De la definicién de T resulta que f > 0 en (0,7T), porque f es continua y f’(0) > 0.
En particular, ¢ = f”" = —f < 0en (0,7) y de aqui, g(T') < g(0) = 1. Pero de la proposicién
9.6.2, g(T) = +1, de donde, ¢(T) = —1.

Definamos h(z) = f(z + T) + f(z). Es facil ver que h es dos veces diferenciable y que
h" + h = 0. Por otra parte, h(0) = f(0) + f(T) =0y h'(0) = f'(0) + f(T") = g(0) + g(T") = 0,
lo que junto al ejercicio 6 de la seccion 7.5, dice que h = 0. Asi, f(x +7T) = —f(z). El resto de
la prueba es dejada al lector.

|

Nota. El nimero 7" dado por la proposicion 9.6.4 es una constante muy importante en matematicas

y se denota por 7.
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Proposicién 9.6.5. f(z +y) = f(x)g(y) + f(y)9(x) y 9(z +y) = g(x)g(y) — f(x)f(y), cua-
lesquiera sean x,y € R.

Demostracion: Fijemos y € R y definamos hq, he : R — R por:

hi(z) = f(z+y), ho(x) = g(y)f(z) + f(y)g(2).

El lector verificara sin dificultad que hy(0) = ho(0), A} (0) = h5(0) y A} + h; = 0 para i = 1, 2.
Sea h = hy — hy. Por el mismo argumento usado en el teorema 9.6.1 para mostrar la unicidad
de las funciones sen(x) y cos(z) se obtiene que h = 0y asi hy = hs, lo cual prueba la primera
afirmacién. El resto es similar y lo dejaremos a cargo del lector.

|

9.7. Una funcién continua que no es diferenciable en
ningin punto

Esta pequena seccién estara dedicada a construir una funci’on f : R — R continua pero
que no es diferenciable en ningtin punto. La primera construccion de una funcién con esas
propiedades fue realizada por Weierstrass en 1872. Este resultado causé un profundo impacto

en la comunidad matematica de aquella época. El ejemplo de Weierstrass es la siguiente funcion:
f(x) = Z b"cos(a™x)
n=1

donde 0 < b < 1, a es un entero impar y ab > 1 + 37 /2. La demostracién de que f no es
diferenciable en ningin punto es larga y no la haremos aqui (vea por ejemplo [2]). Después del
ejemplo de Weierstrass muchos otros ejemplos fueron construidos. Presentaremos uno de ellos
(seguiremos la presentacion hecha en [4]).
Considere la funcién
x, sio 0<x<1/2;
K(x) =
1—u, sio 1/2<z<1.
Extendamos periodicamente K a toda la recta, es decir, K(z + 1) = K(z) para todo =z € R.
Dejamos a cargo del lector verificar que K es continua.
Ahora defina

g(@) =S 2_1HK(2%). (7.3)

n=1
Ya que |K(z)| < 1/2 para todo x y la serie 1 +1/241/4 +--- + 1/2"+ es convergente, no es

dificil verificar que la serie en (7.3) converge uniformemente y por lo tanto g es continua.
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Veamos que g no es diferenciable en ningin punto. Fijemos xy un punto cualquiera. Sea a,
y B la sucesién de ntimeros con las siguientes propiedades: « = /2", 3, = (i + 1)/2" donde i
es un entero y

an, < o < Fp.

Considere ahora la siguiente sucesién
_ g(ﬁn) - g(an)
577, - Qp

Observe que para z de la forma j/2", donde j es un entero, se tiene que la suma en (7.3)

Tn

es en realidad finita (es decir, K (2"z) = 0 para n suficientemente grande, vea el ejercicio 4).
Dejaremos a cargo del lector demostrar que la sucesién {r, }, no es convergente (vea el ejercicio
5).

Por otra parte, tenemos que

(Bn) = g(w0)

=2 - An)g(xo) — g(om)

B — o Ty — Qi
donde A\, = (B, — z0) /(6 — ay) € (0,1]. En el caso que o, = ¢ se tiene que A, = 1 y no se
incluye el segundo sumando en la expresion de arriba para r,.
Supongamos que ¢ es diferenciable en zy. Entonces, dado ¢ > 0, para n suficientemente
grande se cumple que
70 — ¢'(x0)] < Ape+ (1= Ap)e=¢.

Esto dice que r, es convergente, lo cual es contradictorio.

Ejercicios
1. Muestre que la funcién K es continua.
2. Muestre que la serie en (7.3) converge uniformemente.
3. Muestre que las sucesiones «a,, y (3, estan bien definidas.
4. Muestre que para z de la forma j/2™, donde j es un entero, K(2"z) = 0 para n > m.

5. Muestre que la sucesién {r,}, no es convergente.

Ayuda:

a) Observe que r, es la pendiente de la funcién

n—1

Z K(27z) (7.4)

J=1

en el intervalo (av,, 3,).
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b) Muestre que alguna de las dos alternativas siguientes se cumple:
(1) a1 = (n + 82)/2 y Bpar = By
(2> Qg1 = QY Bug1 = (O‘n + ﬁN)/Q

c) Haga un dibujo de la funcién dada en (7.4) en el intervalo (a,, 3,) y use la parte

anterior para mostrar que si (1) se cumple, entonces
Flansr) = flow) + (1/27 )ry + /27

Enuncie y demuestre un resultado andlogo para el caso cuando (2) se cumpla.

d) Use los resultados anteriores para mostrar que r,,; = r, = 1.

9.8. La integral de Riemann-Stieljes

El objetivo de esta seccién es hacer una brevisima introducciéon a la integral de Riemann-
Stieljes. En lo que sigue, « : [a,b] — R denota una funcién definida en un intervalo compacto
[a,b]. Dado un intervalo I = [¢,d] C [a,b], definimos [,(]) = a(d) — a(c). Dada una particién
P, de [a,b], definimos la variacién de a respecto a P, por V(a,P) = Y, .p|la(I)]. Si el
conjunto {V(«a, P) : P € P([a,b])} es acotado, diremos que « es de variacién acotada, y el
supremo de ese conjunto serd denotado por V(«) y se le conoce como la variacién total de

Q.

1. Pruebe que si o, 3 : [a,b] — R son funciones de variacién acotada, entonces a +  y ca

también lo son, para cualquier ¢ € R.

2. Pruebe que toda funcién monétona « : [a,b] — R es de variaciéon acotada y que V(a) =
a(a) — a(b)].
Sea ¢ : [a,b] — R una funcién en escalera respecto a una particiéon P de [a, b]. Definimos

la integral de Riemann-Stieljes de ¢ respecto a o mediante,
b
/ ¢da =Y " erlo(I),
a IeP
donde ¢; es el valor de ¢ en int(I).
En lo que sigue, o, 3 : [a,b] — R denotan funciones de variacién acotada y ¢, : [a,b] — R

denotan funciones en escalera.

3. Muestre que la definicion de integral, dada anteriormente, es correcta. Es decir, no depende

de la particion P. Muestre también que valen las siguientes propiedades:
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CAPITULO 9. SUCESIONES DE FUNCIONES

) M6+ ¢)da = [P ¢da+ [Ppda.

) [ep)da = ¢ [P pda, sic € R.

) |fab pdal < MV (a), si|¢(z)| < M; para todo x € [a, b].
) [Coda+ [P éda = [ ¢da, sic € (a,b).
)
)

a

o (=)

SH

P gd(a+ B) = [ ¢da + [ ¢dp.
J! éd(ca) = ¢ [ ¢da, si c € R.

)

f

Sea {¢n }n una sucesién de funciones en escalera definidas en [a, b], la cual converge uni-
formemente a una funcién f : [a,b] — R. Pruebe que { fab ¢ndat, es convergente. Ayuda.

Pruebe que esa sucesion es de Cauchy.

Sean {®n }n, {tn}n sucesiones de funciones en escalera, definidas en [a, b], las cuales con-
vergen uniformemente a la misma funcién f : [a,b] — R. Pruebe que { ff dndaty, v

{ f: Vnda}, convergen al mismo limite.

Sean {¢,}, v f como en el problema 4. Definimos la integral de Riemann-Stieljes de

f respecto a a mediante,

/ fda = lim qbnda

Del problema 5 se tiene que esta definicién es correcta. Es decir, no depende de la sucesion

de funciones en escalera que aproxima a f.

Pruebe que esta definicién de integral goza de las propiedades enunciadas en el problema

3.

Use el ejercicio 8 de la seccién 9.1 para mostrar que la integral f: fda estéa definida, para
cualquier funcién continua f : [a,b] — R y cualquier funcién « : [a,b] — R de variacién

acotada.
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