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Prologo

Para nosotros, un estudio mas o menos serio de las Matematicas, actualmente,
deberia comenzar con un estudio détaméticay la Geometrid, porque éstas

son sus fuentes, tanto desde el punto de vista histdrico, como desde el punto de
vista l6gico-sistematico; y porque sus principales conceptos surgen como genera-
lizaciones de las nociones basicas de estos dos cdmpos

Ademas, somos de la idea de que la ensefianza de estas dos teorias funda-
mentales debe tomar en cuenta en el estudiante, tamfolanacionque se le
suministra, como sformaciénintelectual; y no creemos que deba sacrificarse
ninguna de ellas en favor de la otra. Nos parece adecuado proveer al estudiante
de los conceptos y resultados que le permitiran adentrarse rapida y vivamente en
las profundidades del ambito mateméatico; del mismo modo que nos parece indis-
pensable facilitar al estudiante el cultivo de un orden intelectual, que lo habilite
para: discernir claramente lpsincipios que fundamentan los conocimientos que
adquiera, tanto en las Matematicas, como en cualquier otro ambito de su expe-
riencia vital; y alcanzar nuevos conocimientos de manera independiente.

Dados los desaciertos que, desde uno u otro punto de vista, constatamos en
los textos de Geometria que hemos tenido ocasion de revisar durante los diez

Ipor supuesto, haciendo una breve revision del lenguaje que ya se ha hecho comun y usual entre
los matematicos de hoy en dia, es decir, en el que hace uso de las nociones basicas y elementales
de la Logica matematica y de la Teoria de conjuntos.

2No nos pronunciamos aqui sobre la manera en que deba hacerse dicho estudio: podria hacerse
de una manera formal, rigurosa y/o exhaustiva, o a través de la presentacion de algunos problemas
que fortalezcan la intuicion y provoquen entusiasmo en quien las estudia; sean estos problemas de
los que llaman interesantes, curiosos, de ingenio, o fundamentales, bien desde el punto de vista
histérico, de actualidad, o del desarrollo futuro de alguna de sus areas.
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afos ya cumplidos en la ensefianza de esta mteds hemos propuesto escribir
esta obra sin descuidar ninguno de estos aspectos, y acompafiados del entusiasmo
natural que se despierta en quienes se dedican a estudiar o ensefiar Geometria.

Por otro lado, nos parece fundamental que quien emprenda un estudio mas o
menos serio de las Matematicas se habitle a leer y escribir Matematicas ade-
cuadamente La intuicion naturaP permite ver rapida y claramente que una
cierta afirmacion es verdadera y por qué, pero no pocas veces se hace dificil ex-
presar adecuadamente los argumentos por escrito; y, por lo menos al principio,
esa intuicion se fortalece a partir de la que otros nos estan presentando a través
de un escrito, que no pocas veces se hace dificil de leer, sobre todo cuando nos
enfrentamos con un tipo de lectura completamente nuevo.

Como contribucion en esta tarea, por lo demas harto dificil, hemos tratado de
escribir esta obra con un estilo uniforfneon el propésito de establecer algunos
patrones que puedan servirle al estudiante en el momento de expresar sus propios
argumentos.

Los temas basicos de la Geometria pueden sin duda exponerse con una ligereza
tal que pronto se arribe a los resultados mas Utiles en la resolucion de sus proble-
mas mas notables, pasando por alto los pequerios detalles que sirven de amalgama
a la totalidad del sistema

Nosotros hemos preferido dejar establecidos en esta obra esos pequefios de-
talles, por engorrosos que sean, con el propésito de que la obra pueda servir de
referencia, tanto para el profesor en su quehacer profesional o en el momento que
imparte un curso de Geometria elemental, como para el estudiante que lo cursa;
aunque no creemos que necesariamente deban cubrirse todos esos detalles en el
salon de clases, sino mas bien nuestra intencién es ponerlos a la disposicion de
los estudiantes mas interesados.

La obra no ha sido pensada como para que un estudiante lleve a cabo su
estudio con éxito por si misrAgaunque cabria esperar excepciones. Es necesaria
la guia de un instructor diestro que pueda arrojar luz sobre esos rincones de la

3Una lista detallada de dichos textos puede verse en nuestra bibliograffa.

4Enfrentando y superando, por un lado, las deficiencias de lectura y escritura del idioma materno
acarreadas en su propia formacidn basica y, por otro lado, el prejuicio comin de que las Matemati-
cas no son algo que se lee o que se escribe, sino simplemente algo que se piensa.

5Indispensable y clave en el estudio de las Matematicas, junto eoertzoria

6sacrificando muchas veces el aspecto estético.

"Efectivamente algunos autores prefieren este estilo, muchos de ellos sin poder substraerse de
dejar en el lector la sensacion de que esta haciendo trampa, puesto que ni siquiera lo pone en alerta
respecto a lo que esta pasando por alto.

8Sobre todo, dadas las condiciones en las que actualmente egresan del nivel previo.
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teoria que le suelen ser oscuros, motivando adecuadamente la presentacion de los
temas e interpretandolos en toda su magnitud y profundidad.

El instructor de un curso de Geometria elemental, que utilice esta obra como
texto basico para trabajar con los estudiantes, debe estar en capacidad de extraer,
previamente a la exposicion de sus resultados, las ideas que sustentan las pruebas
gue se presentan; no es de nuestro gusto producir una especeaetaecum
para el instructor, en el que se detallen el tipo de recursos que pudiera utilizar
para motivar los temas, cuales son las ideas de las pruebas, cudl la mejor manera
de llevar la dinAmica de sus clases, etc. La obra pretende contener lo que un
instructor de un curso de Geometria elemental no deberia dejar de saber; de ahi en
adelante el talento y la creatividad personal deben tomar la batuta, permitiéndose
la licencias que mejor considere en la exposicion de los temas, pero sabiendo lo
gue esta haciendo y né sin ese saber.

Ciertamente el trabajo realizado no entra en los canones que tipifican los tra-
bajos de investigacidn cientifica hoy en dia, ya que es poco lo que de novedoso
se puede escribir sobre los elementos de la Geometria, un campo al que se han
dedicado las mentes mas preclaras durante mas de dos mil afios, y especialmente
después de la revision hecha por Hilbert en el siglo pasado. Queda sin embargo
abierta la posibilidad que nosotros precisamente empufiamos: recopilar la infor-
macién que se encuentra dispersa por uno y otro lado, reorganizarla de manera
gue se vean claras las conexiones de todas sus partes respecto a los principios
gue se establezcan, y expresarla en los términos que nos parezcan mas adecua-
dos: pueden endosarse a nuestra cuenta el ordenamiento y la expresion de los
resultados.

Cada capitulo contiene un grupo pgi®blemaslos cuales pueden ser resuel-
tos con los resultados obtenidos hasta el punto en que se encleniae han
sido clasificados en dos triples categorias: los que un estudiante deberia resolver
bajo la tutela directa del instructor, y los que debe hacer por si mismo; y cada
una de éstas en tres niveles de dificultad (baja, media y alta), por supuesto, sin
pretender ser cien por ciento objetivos en esta Ultima clasificacion.

Cada capitulo contiene una secciéncdenentarioslos cuales son indepen-
dientes del desarrollo del contenido de los capitulos: puede realizarse el estudio
de la Geometria, tal como proponemos en esta obra, sin necesidad de revisarlos.

9Estamos de acuerdo en que esta manera de proponer problemas, dando un marco teérico con el
cual se pueden resolver, no es la mejor, puesto que los problemas importantes de las Mateméaticas
no se presentan asi; bajo la condicion de que el que intenta resolverlos tenga un cierto nivel de
entrenamiento y madurez. Pero, en los inicios del estudio de las Matematicas nos parece que esta
manera es, por demas, indispensable.
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Estos estan divididos en dos partes: la primera contiene notas numeradas que
se encuentran referenciadas en el interior del contenido de cada capitulo, y son
de naturaleza muy diversa; la segunda parte de estos comentarios esta destinada a
recoger algunas opiniones y algunos escritos sobre la Historia de las Mateméticas,
especialmente en lo que se refiere a la Geometria, 0 a introducir algunos concep-
tos importantes que requeririan, para su estudio formal, de algunas técnicas que
se escapan del nivel de la Geometria elemental.

Creemos firmemente que el estudio de la Geometria no puede separarse del
de la Historia de las Matematicas, al menos en sus puntos mas notables, ya que
hasta el siglo XVII constituia el principal tema de estudio e investigacion. Asi,
hemos tomado como ejemplos, en estos comentarios, a quienes se han dedicado
destacadamente a la Geometriay la han marcado de manera relevante (bien sea un
personaje particular o toda una civilizacion en general); y, ademas, hemos tratado
de referirnos, en cada capitulo, a quienes se han destacado por algo que se refiere
precisamente al contenido del mismo.

Para finalizar este aparte nos sentimos en la necesidad de decir (debido a que
hemos constatado, por diversos lados y de distintas maneras, que su naturaleza
y su espiritu no han sido muy bien comprendidos) que todos estos comentarios
no son el producto de la fantasia individual del autor, ni meramente su opinién
particular y personal respecto a los temas que trata, sino mas bien son el resultado
natural del deseo saber de cualquier persona que tiene interés en algun topico
del vasto campo del conocimiento humano. Son multiples los puntos de vista
desde los que se puede estudiar cualquier tema especifico de las Matematicas y
su historia, y tendria uno que estar en capacidad de poder ubicarse en cualquiera
de ellos, si quisiera tener una panoramica general del mismo. Y, no sabemos si
por fortuna o desafortunadamente, son muchos los que antes que nosotros han
estudiado, hasta donde humanamente les ha sido posible, los temas a los que nos
referimos. Las opiniones, por supuesto, pueden ser variadas, e incluso opuestas,
y cada uno tomara partido por alguna de ellas de acuerdo a su nivel de compren-
sion, o expresara algun rasgo que matice o concilie algunas de las ya presentadas.
Nosotros, en particular, no escapamos a esta regla general, y nos hemos hecho
voceros de aquellas opiniones que, de acuerdo a nuestro parecer actual, nos re-
sultan mas acertadas. Para curarnos en salud, como decimos en nuestra lengua,
podemos referir al autor a algunas de la multiples fuentes que sustentan nuestro
parecer, ya que se nos hace humanamente imposible destacarlas todas exhaustiva-
mente, puesto que son ya muchos los afios en que nos hemos dedicado, formal e
informalmente, a estudiar lo que otros han dicho respecto a estos temas. Decimos,
entonces, que quienes tengan el deseo de revisar las fuentes de lo que expresamos
en estos comentarios pueden dirigirse, aparte de los textos que se encuentran men-
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cionados en la bibliografia al final del libro (muy particularmente [10], [15], [13],
[7]1y [11]), a las siguientes obras de caracter general:

Joyce D. E., Clark Universitypagina Web dedicada a Euclides
http://aleph0.clarku.edu/djoyce/java/elements/

Perseus Project, Tuft's Universityagina Web dedicada a Euclides
http://perseus.tufts.edu/

Richard Carr, Oxford Universitypagina Web dedicada a Euclides
http://www.math.columbia.edu/

Encyclopaedia BritannicdJnivesity of Chicago.

Enciclopedia Universal llustrada Europeo-Americaspasa-Calpe, Madrid.
Enciclopedia Universal Educativ®ceano, Barcelona-Espafia.
Enciclopedia BarsaBuenos Aires.

Quien haya tenido ocasion de revisar los primeros bocetos de esta obra, podra
darse cuenta de cuan agradecido debo estar, como efectivamente lo estoy, a los
Profesores que componen la incipiente Coordinacion del area de Geometria del
Departamento de Matematicas de la Universidad de Los Andelson Viloria
y Ernesto Zamora Su entusiasmo por aclarar hasta el dltimo detalle, sin hacer
ningun tipo de concesiones, y su disciplina de trabajo, han permitido precisar
conceptos, reordenar contenidos, dar respuesta a los ejercicios propuestos en esta
obray, de aqui, hacer la clasificacion de estos arriba mencionada.

Del mismo modo, manifiesto mi agradecimiento por el interés y la dedicacién
gue el Profesodesls Pérez Sanchgenerosamente ha rendido a nuestra obra,
y que se han concretado al orientarnos en algunos puntos particularmente es-
cabrosos de la teoria, y de la solucién de algunos problemas, desde su atalaya de
pericia, tanto en la materia como en su ensefianza, y madurez como matematico.

Esperamos de nuestros colegas la consideracion que corresponde a la ten-
tativa que hemos emprendido, en la direccion de realizar una tarea tan grande
como la de producir una obra de esta envergadura, asi como también todas las
recomendaciones que pudieran ayudar al mejoramiento, sin duda posible, de la
calidad de esta obra de utilidad colectiva, que ofrecemos como un primer paso en
la produccion de un material didactico autéctono.






Capitulo 1

Separacion de la recta:
segmentos y rayos

Haremos el estudio de aeometria métrica planapartiendo de:

+ unconjuntoZ, que llamaremos gllano”, a cuyos elementos llamare-
mospuntos y

+ un tipo distinguido de subconjuntos del plano que llamaremctas

En otras palabras, estudiaremos la Geometria tomando los témmintusrecta
y planocomotérminos primitivos?.

Desarrollaremos toda esta teoria a partir de siete postifados

Tal y como intuitivamente nos los imaginamos (que es, en Ultima instancia,
de donde nos vienen sugeridos estos objetos), usaremos como representaciones de
plang puntq y rectalas siguientes: del conjunt&’ (el plano), la superficie sobre
la que exponemaos nuestro estudio (una hoja de este libro, una hoja del cuaderno
de apuntes, la pizarra); de un punto y de una recta, las que podemos dibfijar asi

Un punto
Una recta

Note que, al decir que una recta es un subconjunto del plano, estamos di-
ciendo que una recta es un conjunto de puptoss decir, que sus elementos son
también puntos.



2 Geometria métricalana

Con el propésito de expresar sintéticamente nuestro primer postulado, intro-
ducimos la siguiente definicién.

Definicion 1.1 (Colineal)
Un conjunto de puntos eslineal, si todos se encuentran solffeuna misma
recta.

A veces diremos, por abuso del lenguaje, que los puntos mismos de un con-
junto colineal, sortolinealeso queestan alineadas

En primer lugar aceptaremos que la division en tres que hemos hecho de los
objetos de los que hemos hablaghititq rectay plano) no es trivial, es decir,
gue los unos no se reducen a los otros.

Postulado 1

(a) Toda recta contiene al menos dos puntos distifitos
(b) El plano contiene al menos tres puntos no colinedles

La afirmacion (a) nos asegura que las rectas son subconjuntos no vacios del
plano y que son distintas de los puntos, indicando algo parecido a lo que nosotros
pensamos que significa el hecho de que alamgadas la afirmacién (b) nos
asegura que el plano es un conjunto no vacio y que es distinto de los puntos y de
las rectas, indicando algo parecido a lo que nosotros pensamos que significa el
hecho de que eamnchoo amplio.

Este postulado, sin embargo, no nos asegura que haya rectas; sélo nos da
garantia de que el plan#’ tiene al menos tres puntos, y que los tres puntos no se
encuentran todos a la vez en uno de sus subconjuntos que hemos llamado rectas.
El siguiente postulado nos da, entre otras cosas, garantia de que podemos contar
con algunas rectas.

Postulado 2 (De larecta)
Para cada par de puntos distintos, existe exactamente
una recta que los contiene.

Si denotamos los puntos mediante los simbolos Ay B,
denotaremos la Unica recta que los contiene mediant

—
el simboloAB, y la representaremos como en la figura
adjunta.

Otra manera de decir esto mismo esr cada par de puntos distintos pasa
una Unica rectados puntos distintodeterminan‘® una recta o, una recta queda
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determinada por dos de sus puntdite que esta afirmacion es del todo distinta a

la expresada en la parte (a) del Postulado 1, pues alli afirmabamos que, siteniamos
unarecta, podiamos contar con por lo menos dos puntos distintos en ella; mientras
gue aqui afirmamos que, si tenemos dos puntos distintos, podemos contar con una
recta unica que los contiene.

>
Siempre que hablemos de una re&t, asumiremos quA # B.

, — —
(1) ¢ Sera verdad quAB = BA19?
(2) ¢ Con cuantas rectas podemos contar, hasta ahora, en el plano?

Estudiaremos ahora lacidenciaentre rectas, entendiendo por incidencia la
consideracion de los siguientes dos asuntos:

= Si se intersectan o no dos figuras geométfiéay, en caso de que lo
hagan, cédmo es la interseccion;
= Si una figura geométrica esta contenida en otra.

Sin aceptar ninguna propiedad adicional probaremos el primer resultado de
nuestra teoria, y una de sus consecuencias inmediatas.

Proposicién 1.1 Si dos rectas se cortan en mas de un punto, entonces son iguales.

Prueba Consideremos dos recthg m cuya interseccion contiene al menos dos
—
puntos distinto&\y B. Por el Postulado de la recta tendremos 4Be-=| (al estar
—
AyBenl)y AB=m(al estarAy Benm). Asi,| =m.

Corolario 1.1.1 Si dos rectas se cortan y son distintas, entonces su interseccion
consiste de exactamente un punto.

Prueba Sila interseccién de dos rectas no consistiera de exactamente un punto,
tendriamos que: o0 no se cortan; o se cortan en al menos dos puntos distintos, en
cuyo caso tendriamos, por la proposicion anterior, que las rectagusdes.

Podemos interpretar la proposicién anterior diciendo que nos da garantia de
la delgadez de larectitudde las rectdd?.

Desde aqui hasta el final de este capitulo centraremos nuestra atencion en el
estudio de las rectas individualmente, sin ninguna relacion entre ellas; es decir,
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reduciremos nuestro Universo a una recta. Bajo esta perspectiva aceptaremos solo
dos propiedadés, la primera de las cuales nos ofrecera una manera de definir
dos de las figuras geométricas distinguidas en una reetamentoy rayo) que,

a su vez, nos permitiran luego definir nuevas figuras geométricas pfanpasd,
triangulo, cuadrilateroy poligong; y la segunda nos permitira hacer una des-
cripcion de una recta, mas cercana a nuestra idea intuitiva.

Postulado 3

(a) (De la distancia)
Cada par de puntos tiene asociado un Gnico numero real no negativo, al que
llamaremos ladistancia desde el uno hasta el otro
Si denotamos los puntos con los simbolos A y B, a veces llamaremos a ese
numerola distancia entreAy B, y lo denotaremos por ABY.

(b) (De la Regla!®)

(i) Hay una correspondencia biunivdé8 entre los puntos de cualquier
recta y los niimeros reales, y ésta es tal que la distancia entre dos puntos
de la recta se obtiene mediante el valor absoluto de la diferencia de los
numeros reales que les correspondén
A una tal correspondencia la llamaremos sistema de coordenadate
la recta, y al niUmero real que le corresponde a un punto de la recta lo
llamaremos lacoordenada del puntgen dicho sistema de coordenadas).

(ii) (Colocacion de la Regla)

Dados dos puntos distintos Ay B de una recta, siempre podremos escoger
la correspondencia anterior de tal manera que al punto A le corresponda
el nimero real cero (0) y al punto B le corresponda cualquier nimero
real positivo prefijado.

Note queAB es un numero (y no una figura geométrida)distancia entreA
y B, 0, el Unico nimero real no negativo asociado al par de puniy B.

El Postulado de la distancia nos habla de la distancia entre puntos, pero no
nos dice de ninguna manera cémo obtenerla. El Postulado de la Regla fija una de
las tantas maneras posibles de “medir” esa distancia (es decir, una de las tantas
maneras posibles de asignar un nimero real no negativo a cada par de puntos
del plano), describiendo la manera natural en que lo hacemos: utilizando una
“regla” tan “grande” y “tupida” que permita medir distancias entre dos puntos
cualesquiera.

Note también que el Postulado de la colocacion de la Regla nos dice que pode-
mos alterar la escala, trasladandola, alargandola, achicandola o volté¥hdola
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(3) ¢ Podremos asegurar que, siAB, entonces AB- 0?
(4) ¢ Podremos asegurar que, si ABO, entonces A= B?
(5) ¢ Podremos asegurar que ABBA?

A partir del Postulado de la distancia definimos la siguiente relacion entre
puntos distintos de una recta, que a su vez nos permitird defirsefpeentoy
losrayos

Definicién 1.2 (Interposicion o Separacion de la recta?)

Un punto Besté entrados puntos distintos Ay C, si: A B C

(@) Bes distiﬂﬁ) de AydeC; T BA _ BC

(b) BestaenAC;y e

(c) BA+BC=AC.
A veces diremos quedkpara aAy aC, o que Aesta separado d€ por B, o que
Ay C estan en lados opuestos @ o que Ay B estan del mismo lado d€, o

gue By C estan del mismo lado da&; y este hecho lo denotaremos por A-B-C.
Analogamente, si A, B, C y D son cuatro puntos distintos y colineales, A-B-C-D
significara que se cumple A-B-C, A-B-D, A-C-D y B-&h

Las propiedades esenciales de la relacion de Interposicion entre puntos de una
recta estadn agrupadas en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2 (Propiedades de la Interposicién)

(S1)Si tres puntos A, B y C son tales que A-B-C, entonces son distintos entre si
y colineales.

(S2)Dados tres puntos A, By C, se tiene que A-B-C si, y sélo si, C-B-A.

(S3)Dados tres puntos distintos y colineales, se tiene que exactamente uno de
ellos se encuentra entre los otros dos.

(S4)Dados dos puntos distintos Ay B, se tiene que:
(a) existe un punto C tal que A-C-B;y
(b) existe un punto D tal que A-B-D.

(S5) Dados cuatro puntos distintos y colineales, se tiene que siempre podremos
nombrarlos en un cierto orden A, B, C y D, de tal manera que A-B-C-D.

Prueba Con respecto a la propiedad (S1) hacemos notar que la colinealidad de
los puntos esta incluida en la definicion de Interposicion.
Probemos (S2). Seak By C tres puntos.

— <

Como AC = CA, AC =CA, y la suma de los nimeros reales es conmutativa,
tenemos quBA-+BC = AC es equivalente BC+BA=CA. Asi, por la definicion
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de InterposiciénA-B-C es equivalente @-B-A.

Las pruebas de las otras tres propiedades ((S3), (S4) y (S5)) requieren, en nuestra
teoria, del Postulado de la Regla. Con la idea de no recargar la exposicion con
demasiados detalles que pueden hacerla fatigante para el estudiante promedio de
este curso, dejaremos la prueba de estos resultados para el Apéndice A, al cual
remitimos al lector masxdgente.

La propiedad (S2) se puede interpretar diciendo gbestar entre dos puntos
de una recta no depende dedaentacionde la recta??. La propiedad (S4) se
podra interpretar, después de tener la definicion de segmento, dicientimque
segmento se puede corf@a parte (a)p extende(la parte (b)).

Note que, por (S2), el ordenamierfieB-C-D es el mismo qu®-C-B-A.

(6) ¢ Podria cumplirse la segunda condicién de la definicién de Interposicién, y no
cumplirse la tercera?

(7) ¢,Con cuantos puntos podemos contar en el plano?

(8) ¢, Con cuantas rectas podemos contar en el plano?

A partir de la relacion de Interposicion, definimos las dos figuras geométricas
que destacaremos en cualquier resegmentoy rayo(22.

Definicion 1.3 (Segmento) .
Un segmentoes una figura geométrica formada ~_

por'23: A

x dos puntos distintos, a los que llamarengodremos
del segmentoy AB \B

* todos los puntos que estan entre ellos dos, a los que AN
[lamaremospuntos interioresdel segmento. AN

Es claro que dos puntos distintos cualesquiEt@rminarun solo segmento;
pero, si hablamos de un segmegtgcomo podemos asegurar que éste determina
un par unico de puntos como sus extremos? En otras palabras, ¢cuantos pares
de puntos pueden ser extremos de un segmento?; o, mas llanagwrétetos
extremos tiene un segmentoBl siguiente resultado nos da garantia de lo que
es la respuesta espontanea a esta interrogante. Su prueba depende sélo de las
propiedades de la Interposicion, pero, con la idea de no recargar la exposicion
con demasiados detalles, dejaremos su prueba para el Apéndice A.
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Proposiciéon 1.3 (Igualdad de segmentos)
Dos segmentos son iguales si, y sélo si, sus extremaos coinciden.

Si denotamos los extremos de un segmento con los simhAgi®&; denotare-
mos al segmentpor ABY lo llamaremosel segmentd B, el segmento que une
aAy B, oque une aA conB, oque va desdé hastaB.

- <~
Note que el sgmentoAB esté contenido en la reckeB.
Siempre que hablemos de umysEeNtoAB, asumiremos quA # B.

(9) ¢ Podremos asegurar que existen segmentos?
(10) ¢ Seré verdadjue AB= BA?

(11) ¢ Podremos asegurajue AB# AB oque AB# {A B}?

Ahora, como s6lo un par de puntos pueden ser extremos de un segmento,
podemos formular las siguientes definiciones.

Definicion 1.4 (Punto medio)
Un punto egpunto mediode un segmento, si:

(a) es punto interior del segmento; y
(b) equidistd?®¥ de sus extremos.

Por punto medio diremos a vecpsnto que bisec#”; bisecar un segmento
significara contener su punto medio.

Definicion 1.5 (Longitud de un segmento)
La longitud de un segmento es la distancia entre sus extremos.

Definicién 1.6 (Congruencia?® de segmentos)

Dos segmentos saongruentessi tienen la misma longitud.

Si denotamos los segmentos con los simbalgsss, el hecho de que ellos sean
congruentes lo denotaremos pars s; y el hecho de que no sean congruentes

por s Z .

Para exponer juntas las propiedades esenciales de la congruencia de segmen-
tos (proposicién 1.5), definimos ahora los rayos.
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Definicion 1.7 (Rayo)
Un rayo es una figura geométrica formada por:
* Un punto, que llamaremasigen o extremodel rayo;
* otro punto distinto del anterior, del que diremos que —
establece la direccidi” del rayo; A
* todos los puntos que estan del mismo lado, del ori- ,~7
gen, que el que establece la direccion. pad

Es claro que, dos puntos distintos cualesquiera no determinan un rayo: de-
pende de cual de ellos se tome como origen. Por el otro lado, si hablamos de un
rayor, tampoco éste determina un Unico par de puntos, de los que uno es el origen
y el otro el que establece la direccién; como veremos en el siguiente resultado,
el Unico punto que podemos estar seguros que esta determinado en un rayo es su
origen. Su prueba depende sélo de las propiedades de la Interposicion, pero, con
la idea de no recargar la exposicion con demasiados detalles, dejaremos también
su prueba para el Apéndice A.

Proposicién 1.4 (Igualdad de rayos)
Dos rayos son iguales si, y solo si, tienen el mismo origen y los puntos que es-
tablecen la direccion son iguales o estan del mismo lado del origen comun.

Si denotamos al origen y al punto que establece la direccion de un rayo con

)
los simboloAy B, respectivamente, denotaremos al rayoABy lo llamaremos
el rayoA B, o el rayo de origemA en la direccién deB, o el rayo que parte dé\
en la direccién deB.

N
Note que el ray@B es una figura geométrica formada por:
« el sgmentoAB; y
* todos los puntof€ tales queA-B-C.

.« s, — , . >
Note también que el rayAB esta contenido en la reckeB.

N
Siempre que hablemos de un r&y®, asumiremos quAa # B.
(12) ¢ Podremos asegurar que existen rayos?

— —
(13) ¢, Seré verdad quAB # BA?

— — —
(14) ¢, Podremos asegurar queB = AB, 0 queAB # AB, o queAB £ {A,B}?

Ahora estamos en capacidad de enunciar todas las propiedades esenciales de
la congruencia de segmentos.
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Proposicién 1.5 (Propiedades de la congruencia de segmentos)

(CS1) Lacongruencia de segmentos es una relacion de equivalencia en el con-
junto de todos los segmentos, es decir:
(a)todo segmento es congruente consigo mismo;
(b) si un segmento,®s congruente con un segmentpentonces el seg-
mento g es también congruente con el segmentys
(c) si un segmento, $s congruente con un segmergpysel segmentos
€s congruente con un segmengpentonces el segmentp as también
congruente con el segment s

(CS2) Dados seis puntos A, B, C/,B'y C tales que A-B-C, AB'-C’, AB=
A'B' 'y BC=B'C/, se tienegque AC= A'C'.

(CS3) Dados seis puntos A, B, C/,B'y C tales que A-B-C, AB'-C’, AB=~
AB' y AC= AC/, se tieneque BC= B'C'.

(CS4) Dado un sgmento AB y un rayti_lﬁ, se tiene que existe un Unico punto

— N _
P enCD tal que CP= AB.
(CS5) Todo segmento tiene exactamente un punto medio.

Prueba (CS1)SearAyB,CyD,yEYyF, respectivamente, los extremos de tres
segmentos;, S Y Ss.

(a) ComoAB = AB, tendremos qus; = S;.

(b) Supongamos qug = s, es decir, quéAB = CD. Como tambiérCD = AB,
tendremos que; = 5.

(c) Supongamos que = s, y ques, = s3, es decir, quAB=CDy queCD =EF.

Como, en este casbB = EF, tendremos qus; = s3.

(CS2)SeanA, B, C, A, B' y C' seis puntos tales qu&B-C, A'-B'-C’, AB= A'B/

y BC~ B'C’. ComoBA+BC = AC, BA' +BC =AC/,AB=AB yBC=BC),

es claro, al sustituir las dos Ultimas en la primera ecuacionAque A'C’; con

lo queAC = A'C'.

(CS3)SeanA, B, C, A, B' y C' seis puntos tales qu&B-C, A'-B'-C’, AB= A'B/

y AC= A'C’. ComoBA+BC=AC,BA +B'C =AC,AB=AB yAC=AC,

es claro, al sustituir las dos Ultimas en la primera ecuaciénB@ue B'C’; con

lo queBC=B'C'.

Las pruebas de las otras dos propiedades ((CS4) y (CSb5)) requieren, en nuestra
teoria, del Postulado de la Regla. Con la idea de no recargar la exposicion con
demasiados detalles que pueden hacerla fatigante para el estudiante promedio de
este curso, dejaremos la prueba de estos resultados para el Apéndice A, al cual
remitimos al lector masxgente.
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La propiedad (CS2) es frecuentemente denominadaatma de la adicion
de segmentQy la propiedad (CS3), dleorema de la sustraccion de segmentos
La propiedad (CS4) es frecuentemente denomina@iaeéma de la construccion
de segmentoya que, efectivamente, permite construir en un rayo, un segmento
a partir de otro.

(15) ¢ Es lo mismo decir que dos segmentosigoalesy decir que sorcongruente®
(16) ¢ Como construimos dos segmentos distintos y congruentes?

Precisemos ahora la siguiente relacion entre rayos, muy importante en el de-
sarrollo de nuestra teoria.

Definicion 1.8 (Rayos opuestos)

Un rayoes opuesto atro rayo, Si:

(a) tienen el mismo origeny

(b) los puntos que establecen la direccién de cada uno
de ellos estan en lados opuestos del origen comun.

De dos rayos, de los que uno es opuesto al otro, diremo&

gue sorrayos opuestas

La pregunta que surge naturalmente;esiantos rayos opuestos tiene un
rayo? La siguiente propaosicion justifica lo que es la respuesta natural a esta in-
terrogante.

Proposicién 1.6 (Existenciay unicidad del rayo opuesto)
Todo rayo tiene exactamente un rayo opuesto.

.
Prueba SeaABun rayo.
(Existencia) Tomemos, por (S4), un puertaI queB/’- A—B Es claro, por la

definicién de rayo opuesto, que el ra‘yB’ es opuesto al rayAB

(Unicidad) Supongamos q(ED es opuesto AB Por definicion de rayo opuesto,

C=A yDyB soniguales o estan del mismo ladoAl@ues cualquier ubicacion
— —
deB enD-A-B' contradice lo supuesto). Asi, por la proposicion CB,= AB.

Cuando hablemos del rayo opuesto al raiTB) estaremos hablando de un
—
rayoAB', dondeB’ es un punto tal quB’-A-B.

; — —
(17) ¢ Serén los rayo8B yBA opuestos?
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Como es de esperagdo punto de una recta determina exactamentesgos
tidosen ella Su justificacion se encuentra en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.7

(a) Todo punto de una recta es origen de exactamente dos rayos opuestos en esa
recta.

(b) Cualesquiera dos rayos opuestos tienen en comun sélo su origen, y su unién
es igual a la recta que los contiene.

Prueba (a)Seam una recta YA un punto en ella. Tomemaos, por el Postulado 1,
un puntoB enm distinto deA. Tomemos, por (S4), un puni® tal queB’-A-B.
—_— —

Asi, por la definicion de rayo opuestaB y AB' son rayos opuestos contenidos
—

—
enm (pues cualquier punto d&B o AB' es colineal coy B, o conAy B', que
estan emm) y con origen erA.

— e

SeanAC y AC rayos opuestos contenidos Emy con origen elA. SiC=B
tendremos por la proposicion 1.4, qAB AC Yy, por la proposicion 1.6, que

AB’ AC’ SiC #£ B, entonce#\, By C son tres puntos distintos y colineales (por
estar los tres em). Por (S3) debe cumplirse una, y s6lo una, de las siguientes afir-
macionesA-B-C, 0 A-C-B o C-A-B. Sise cumple cualqwera de los dos primeros

casos ! tendremos por la proposicion 1.4, qﬂe: AC y, por la proposicion 1.6,

queAB’ AC’ En el tercero de los casos tendremos, por la def|n|C|on de rayo
—  —>

opuesto quéBy AC son rayos opuestos. Asi, por la proposiciéon AB AC’

y AB’ AC

Dejaremos la prueba de la parte (b) para el Apéndice A, por las mismas razones
expuestas en las proposiciones 1134

Hasta ahora hemos considerado sélo las condiciones bajo las cuales dos seg-
mentos son congruentes. Para finalizar este capitulo estudiaremos las condi-
ciones bajo las cuales podemos asegurar que dos segmentos no son congruentes
y definiremos una nueva relacion entre segmentos.

Partiremos de la siguiente preguntgbajo qué condiciones podemos ase-
gurar que dos segmentos no son congruent€smo la congruencia entre seg-
mentos ha sido especificada Unica y exclusivamente en términos de su longitud,
podemos pensar, licitamente, que la pregunta debiera responderse, también, en
estos mismos términos. De hecho,
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AB2CD si, y s6lo si, AB+# CD.

Ahora bien, gracias a la tricotomia del orden de los nimeros reales, respon-
demos a la pregunta planteada asi:

AB2CD si, ysolo si, AB<CD o CD < AB.

Definamos entonces la siguiente relacion entre segmentos.

Definicion 1.9 (Es mas corto que)

El sgmento AB2s mas corto quel sggmento CD, si AR CD.

En algunos casos diremos que efjsento ABes mas pequefio qual sgmento
CD, o queel segmentdD es mas largqo mas grandg que elsegmentdAB.

Note que, gracias a la transitividad del orden de los nimeros reales, tendremos
que: si el sgmentoAB es mas corto que elgmentoCD, y éste es mas corto que
el sgmentoEF, entonces sgmentoAB es mas corto que el gmentoEF.

Con esta definicion podemos dar una respuesta a la pregunta planteada en
términos de la congruencia misma, prescindiendo de la distancia, por medio de la
siguiente proposicion.

Proposicion 1.8 El sgmento AB es mas corto que efjseento CD si, y sélo si,
existe un punto E en el interiate CD talque CE= AB.

Prueba SeanABYy CD dos segmentos.
Supongamos que el gmentoAB es mas corto que el gmentoCD. Tomemos,

por (CS4), el punt& deCDtal queCE = AB. Sélo nos falta ver qué-E-D.
Por la definicién de segmenti,#~ C; y, por el Postulado de la distanci# D
(puesCE = AB < CD). Ahora, por la definicion de rayo y (S3), debe cumplirse
una, y sélo una, de las siguientes afirmacioré-E o C-E-D. Si acaso se
cumplieraC-D-E tendriamos, por la definicion de Interposicion, @2+ DE =
CE; de dondeCD < CE, contrario a la tricotomia del orden de los nimeros reales.
Por tantoC-E-D.
Reciprocamente, supongamos @les un punto tal qu€-E-D y CE = AB. Por
la definicion de InterposiciéiGE + ED = CD; de dondé€CE < CD. Ahora, como
AB = CE, tendremos, al sustituir, qu&B < CD; de dondeAB es mas cortaue
CD.

-
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Como puede verse en la representacion adjunta,A B
utilizaremos pequefios guiones para indicar, en un —+—
dibujo, que dos segmentos son congruentes. En este
caso estamos indicando que logsentosABy CE c T D
son congruentes, asi como logsentosED y FG.
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Problemas del Capitulo 1

1.1 (a)¢Qué significa que un conjunto de puntos no es colineal?
(b) Si tres puntos no son colineales, ¢ tendran que ser distintos entre si?

1.2 Sim y m, son dos rectas distintasPyy Q son puntos que estan en la interseccion
dem y mp, ¢ pueden ser distintésy Q?

1.3 SiPy Qson dos puntos distintos que estan a la vez en las negtasy, ¢ pueden
ser distintasgm y m,?

1.4 SiCesunpuntoenla recFB distinto deAy B, pruebe que:
@) A B y C son colineales.
(b) AC BC AB
(c) Besta erAC y Aesta erBC

1.5 Si A, By C son puntos no colineales, verifique q(el—é #* A<_>C

1.6 Fijado un puntdj, ¢ cuantas rectas pasan por

1.7 Fijados dos puntos distint@sy B, ¢ cuantas rectas contieneA g a B?

1.8 Fijados tres puntos distintds By C, ¢ cuéntas rectas determin&f?

1.9 Fijados cuatro puntos distintés B, C y D, ¢ cuantas rectas determinan?

1.10 ¢ A lo sumo cuantos puntos puede haber en la interseccion de:

(a) tres rectas distintas?

(b) de cuatro rectas distintas?
(c) de cinco rectas distintas?
(d) den rectas distintas?

(e) de mil rectas distintas?

1.11 ;Puede ser cero la longitud de un segmento?

1.12 ¢ Sera el siguiente enunciado una definiciéon de punto medio?
Un punto C es punto medie AB, si AC= BC.
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1.13 Fijados tres punto&, By C no colineales:

(a) ¢, Cuantos segmentos determinan?
(b) ¢, Cuantos rayos determinan?

1.14 ¢ Podemos asegurar que existen rectas que no se cortan?
1.15 Fijado un puntd, ¢cuantos segmentos pasanfain tener @A como extremo?

1.16 (Teorema de la localizacién o ubicacién de puntos)
H
Dado un raydABy un namero real positiva:

—
(a) Pruebe que existe un purffoen AB tal queAP = x.
(b) ¢, Seré& unico?

1.17 Verifique que, si una recta esta contenida en otra, entonces son igdales.

1.18 Verifiqgue que, si dos rectas son distintas, entonces podemos tomar un punto en
cada una de ellas que no esta en la otra.

1.19 Si dos rectas se intersectan en exactamente un punto, pruebe que son distintas.

1.20 Dados tres puntos colinealdsBy C, conAB= 8 y BC = 14:

(a) ¢, Es posible determinar cual esta entre los otros dos?

(b) ¢ Es posible determinar cual no esta entre los otros dos?

(c) ¢ Es posible determin&C?

(d) ¢, De cuantas maneras es posible disponer los tres puntos en la recta que los
contiene?

(e) SiAC = 6, ¢,qué punto esta entre los otros dos?

1.21 Fijados cuatro punto8, B, C y D no colineales tres a tres (es detales que
cualesquiera tres de ellos no son colinejles

(a) ¢, Cuantos segmentos determinan?
(b) ¢, Cuantos rayos determinan?

1.22 Fijadosn puntos no colineales tres a tres 5):

(a) ¢.cuantos segmentos determinan?
(b) ¢,cuéntos rayos determinan?
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1.23 Fijados 1000 puntos no colineales tres a tres:

(a) ¢.cuantos segmentos determinan?
(b) ¢ cuéntos rayos determinan?

1.24 Si A, By C son tres puntos distintos de una recta talesAflie BC = AB:

. , v e
(a) ¢ cudl es lainterseccion &€y AB?

. v e
(b) ¢cual es la unién deCy AB?

. : D s
(c) ¢cudl es la interseccion @Ay CB?

, ., — —
(d) ¢cudl es la union deAy CB?

1.25 Pruebe que dos rayos son iguales si, y sélo si, tienen el mismo origen y el punto
gue establece la direccion de uno de los rayos se encuentra sobre el otro rayo.

—
1.26 SiC es un punto eB distinto deA y tal queAC < AB, pruebe qué\-C-B.

— -
1.27 SiC es un punto eB distinto deA y de B, pruebe qué\ no estéenBC.

1.28 ¢ Cual(es) de los siguientes enunciados es(son) una definicién de rayo?

— —
(a) El rayo AB es el conjunto de todos los puntos CAtg tales que A no esta en-

tre C y B es decirgl conjunto de los puntos C d?B gue no estan separados
de B por A

(b) Es el conjunto de puntos formado por un segmento y, fijado uno de sus ex-
tremos, todos los que son separados de ese extremo por el otro extremo

(c) Es el conjunto de puntos formado por un segmento y todos los que no son
separados por uno de los extremos, del otro extremo

1.29 Fijado un puntdA:

(a) ¢.cuantos segmentos tienen un extrema?n
(b) ¢.cuantos rayos tienen origenA&h
(c) ¢ cuantos rayos pasan posin tener @A como origen?

1.30 Fijados dos puntos distint@sy B:

(a) ¢ Cuantos segmentos distintos tienen por extrendog B?

(b) ¢ Cuantos segmentos distintos contienéryaB sin que sean sus extremos?
(c) ¢ Cuantos rayos distintos tienen origen en uno de ellos y contienen al otro?
(d) ¢ Cuantos rayos distintos contieneAA g aB sin que sean su origen?
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1.31 Si A es un punto de una reata y X es un namero real positivo, ¢ cuantos puntos
demestén a distanciade A?

1.32 Consideremos un conjunto formado por tres objetos distittes {A,B,C}. En
este conjunto, consideremos las rectas formadas por los pares de elemertos de
es decirZ = {{A,B},{A,C},{B,C}}. ¢ Cudles de los postulados no se cumplen,
si huestro plano se redujera a este conjunto?

— —

1.33 Dados dos puntos distintésy B, pruebe que la unién de los rayABy BAes la
—
rectaAB.

*)
1.34 Dados dos puntos distintdsy B, pruebe que la interseccién de los ragiBy
— N
BAes el sgmentoAB.

1.35 SiA, By C son tres puntos distintos de una recta talesAflie- BC = AB, ¢, cudl
es la interseccion c@By BA?

1.36 Si X es un punto deﬁé, y Qy Rson puntos tales qu@-X-R, pruebe qu& o R
—_—
esta erAB.
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Comentarios del Capitulo 1

() Este hecho justifica el calificatiyiiana que hemos adosado al nombre de la Geometria que estamos
estudiando.

(2 pitagorasdefinié punto como unaménada (unidad) con posicipRlatén lo definié comel prin-
cipio de una recta
Euclides en sus€lementosintent6 hacer una definicién de algunos de estos términos, mediante:

punto: lo que tiene posicion pero no dimensién.
lo que no tiene partes.

recta:  lo que tiene s6lo una dimension.

plano: lo que tiene dos dimensiones.

Otros intentos que se podrian realizar son, por ejemplo:

recta: lo que no tiene partes curvas.
lo que se extiende sin cambiar la direccion.
longitud sin anchura.
objeto unidimensional que se extiende indefinidamente en
dos direcciones.
aquello cuya parte media cubre el final.
el flujo de un punto.
plano:  objeto llano bidimensional sin fronteras.

Es facil constatar que estas definiciones dan lugar a descripciones circulares. Las condiciones que
definen a eplano, unpunto o a unarecta y que hacen que éstas sean subconjuntos distinguidos

del plano, no pueden ser precisadas en una definicién; pero, sin embargo, insistimos, aceptaremos
gue satisfacen algunas propiedades que haran que se parezcan a sus representaciones.

(3No enunciaremos todos los postulados de inmediato, como quizas deberia hacerse formalmente,
sino que los expondremos a lo largo de todo el estudio. La idea que nos guia en esta disposicién
es la de ir mostrando las consecuencias que se pueden obtener de cada grupo de postulados, para
hacer clara su dependencia respecto a éstos.

@No significa esto que la Geometria trata de la superficie que usemos como representacion; tratara
solamente del conjunt@”. Lo mismo decimos de las otras dos representaciones.
Como caracteristicas especiales de la representacion de nuestra idea intuitigaid®podemos
sefialar, a primera vista, el hecho de que son, en el sentido estricto de la [Etabiegses decir,
gue no tiene partes, no es un agregado de otros elementos); respecto a la representacion de una
rectapodemos sefialar que sdalgadasque no saloblan y quese extienden indefinidamenya
que las flechas indican precisamente que la recta no termina donde termina su dibujo. Pero esto
no significa, en absoluto, que las anteriores caracteristicaspseafactopropiedades del punto
y de la recta; a través de los postulados y las proposiciones de la teoria trataremos de que queden
establecidas de manera formal dichas caracteristicas especiales.
Aclaramos pues, que no debemos confundir las representaciones (los dibujos) con las ideas intuiti-
vas que tenemos de los objetos con los que trabajaremos, puesto que nadie podra jamas hacer un
dibujo preciso ni de un punto, ni de una recta, sino solamente aproximaciones mas o menos fieles.
Los modelos que nosotros mismos usaremos, solo nos servirdn de instrumentos de ayuda a nuestra
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intuicion. Para resumiren un dibujo no debemos asumir nada que no sea expresamente dado como
hipdtesis o que hayamos deducido previamente.

Por otro lado, dibujar la representacién de un objeto equivale a destacar los puntos que correspon-
den a la figura que estamos representando, no a crear sus puntos: los puntos estan todos dados de
antemano en la superficie que estamos tomando como representacion del plano.

(5)De una vez decimos que, ufigura geométricano es otra cosa que un subconjunto no vacio
cualquiera del plano, es decir, cualquier conjunto no vacio de puntos. Después de expuesto nuestro
primer postulado estaremos asegurando, junto con lo que aqui estamos haciendo notar, que las
rectas son figuras geométricas.

{6) Una observacion indispensable sobre la manera de expresarnos es la que corresponde a la expresién
se encuentra sobreEstrictamente hablando deberiamos dpeitenece aesta contenido eres
subconjunto de es parte de Sin embargo, estas expresiones, asi como las expregasas
por, pasa a través deesta sobreesta en etc., serdn usadas como sinénimas y, por esta razon,
indistintamente. Del mismo modo, cuando decimosra de externo a no pasa poy estamos
diciendo queno pertenece ao esta contenido gtc.

Note que lo que hacemos, segln este comentario, es una transcripcion de los términos de la Teoria
de conjuntos (que para nosotros, en este momento, es como una herramienta) a los términos clasicos
de la Geometria.

() En términos no muy precisos se podria deeis:rectas no tienen menos de una dimensién
(8 En términos no muy precisos se podria deeiiplano no tiene menos de dos dimensiones

(9 Queremos decir con el términteterminar que no necesitamos ninguna otra condicién adicional
para tener definida una recta, que dos puntos distintos.

(19 Hacemos la aclaratoria de que “=” indicara, siempre que lo usemos entre figuras geométricas, que
los términos son iguales como conjuntos, es decir, que contienen exactamente los mismos puntos.
En consecuenciaz” indicara que los términos son distintos como conjuntos, es decir, que hay al

menos un punto en uno de ellos que no esta en el otro.

{11 Aclaramos que cuando decimos que dos figuras geomésicasersectanse cortan se cruzan
estamos diciendo que su interseccion como conjuntos es no vacia (es decir, que contiene al menos
un punto) o, lo que es lo mismo, los conjuntos tienen al menos un punto comun; y cuando decimos
que dos figuras geométrica® se intersectanno se cortanno se cruzanqueremos decir que
Su intersecciéon como conjuntos es vacia (es decir, que no contiene ningun punto) o, lo que es lo
mismo, los conjuntos no tienen ninguin punto en coman.

{12 pecimosdelgadezpara indicar que las rectas sdelgadasen el sentido de que, cualquiera sea
la manera en que se concibadanensiéonde un punto, no son mas gruesas que esta dimension.
Decimosrectitud para indicar que las rectas no se doblan, es decir, que puede suceder, en el en-
cuentro de dos rectas, solo lo que se ilustra en el lado izquierdo, y no en las otras de las siguientes
representaciones:

e
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{13 por cierto, son esas dos propiedades las que justifican el calificadiriza que hemos adosado al
nombre de la Geometria que estamos estudiando.

(14 Ordinariamente se usan diferentesidades de medidpara medir distancias entre puntos, obte-
niendo asi diferentesscalas La distancia entre puntos dependera entonces de la escala escogida.
El Postulado de la distanam fija una unidad de medida. Pero debe quedar claro que los resultados
gue nosotros obtengamos en nuestra teoria no pueden depender de la unidad de medida escogida.
Basta, para ello, que seamos consistentes en la eleccién de una escala, cualquiera que sea, en el
sentido de queo estara permitido cambiar la escala durante el desarrollo de una prueba, o de la
solucién de algun problema, en la que intervenga el uso de la distancia entre puntos

(19 Este postulado no es parte de la Geometria euclidiana; mas bien es el producto de la revisién de
ésta, hecha de manera brillante y exhaustiva en el siglo XIX. Gracias a este postulado enjaezamos
definitivamente la Aritmética a la Geometria, obteniendo algo asi como lo que se podria llamar una
aritmetizacion de la Geometria
Lo delicado de introducir este postulado al principio de la exposicion de la Geometria es que po-
driamos muy facilmente deslizarnos hacia el estudio de ésta como siGeeraetria analitica
cartesiang ya que con poco mas tendremos a mano un sistema de coordenadas cartesianas al que
podremos referir todo lo que estudiemos; y éste no es ciertamente el espiritu de la exposicion clasica
de la Geometria, que podria de esa manera ser pensada como parte del Algebra o del Céalculo. Para
evitar esto trataremos de prescindir de él en lo posible, refiriéndonos mas bien a sus consecuencias
fundamentales, que son precisamente las propiedades que destacaremos con los nombres (S1)-(S5)
en la proposicion 1.2, y (CS1)-(CS5) en la proposicion 1.5.

Por otro lado, y sin querer dar una explicacion detallada en este punto, este postulado es el Unico que

nos da garantia de que las rectas no tienen huecos, sino que son continuas, tal como acostumbramos
atrazarlas.

{18 Queremos decir con el térmidunivocague a cada punto de la recta corresponde un tinico nimero
real, y que a cada nimero real corresponde un Gnico punto de la recta.

(17 E| lector podra darse cuenta de que, con este postulado, no haria falta introffosituéado de la
distancia(sacrificando de este modo la independencia entre los axiomas de la teoria y aumentando
innecesariamente el nimero de ellos), ya que a partir de éste podemos asignar directamente un
namero real no negativo a cada par de puntos. Hemos decidido introducir afeottuado de
la distanciasolo para mostrar que las definicionedkerposicion segmentg rayo (y, por tanto,
las de angulo, triangulo, cuadrilatero y poligono en general) no necesitan de un axioma tan fuerte
como el de la Regla, sino que basta con muchisimo menos, a saber: una asignacién como la del
Postulado de la distancia que no esta sujeta a ninguna condicion adicional.

(18 Esta parte del postulado se obtiene como consecuencia inmediata de la parte (b).(i), pero su de-
mostracion requeriria hacer una consideraciéon aparte del concepto de funcién y, en particular, de
funcion biyectiva, que en esta oportunidad nos ahorraremos agregandola como parte del postulado.

(19 _a relacion de Separacion de puntos de una recta fue utilizada por EuclidesErreestossin
mencionarla aparte, ni definirla, ni hacer observacién alguna ni andlisis de ella.

(20 para recordarlas sélo basta con observar que son las Gnicas que se obtienen al eliminar una de las
letras enA-B-C-D.
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{29 sin ninguna precisién respecto al térmioentacion ateniéndonos sélo a la idea intuitiva que
tenemos de éste.

(22Notara el lector que expondremos las definicionesatgmentoy rayo de una manera poco usual,
pero que a nuestro parecer describen la manera en que se dibujan sus representaciones. Dicha
manera tiene la ventaja de que podremos referirnos a los segmentos y los rayos sin necesidad de
nombrar los puntos caracteristicos de estas figuras geométricas, y hablar, por ejemplo, del segmento
so del rayor en cualquier parte de nuestro discurso; cosa que no podriamos hacer si los definimos
de la manera mas comun en los textos de Geometria, ya que, en ese caso, s6lo tenemos licencia
—

para hablar, por ejemplo, delgmentoAB o del rayoAB, obligados a mencionar los puntasy

B. Por supuesto, el precio que debemos pagar por adoptar este punto de vista es que, si bien la
definicién de segmento resulta bastante sintética, la de rayo se extiende un poco, por ser una figura
geomeétrica mas compleja; pero, en todo caso, por su secuencia descriptiva, no resulta tan dificil de
comprender y memorizar.

(23 De aqui en adelante, a lo largo de todo el texto, entenderemos que la expresifigura geo-
métrica formada porsignifica que estamos hablando del conjunto de puntos que se obtiene por la
unién de todos los conjuntos cuyos elementos son los objetos que se enumeran inmediatamente.

(24 Esto quiere decir questa a la misma distancia de
(29 Esto quiere decir queivide en dos partes de la misma magnitud
(26)|_a palabracongruenciafue introducida en la Geometria por David Hilbert (1862-1943).

(27 En verdad, no s6lo establekzedireccion sino tambiérel sentidg pero, por razones de economia
en la denominacién del punto, sélo diremos gatablece la direccian

(28 para hacer conteos precisos, y no utilizar los dibujos que representan los objetos que tenemos que
contar, recordaremos las formulas\deiacionesy Combinacionesy sus conceptos:
Cuando, den objetos, tenemos que contar las posibles escogenciadalellos en un cierto orden,
es decir, cuando el orden en que se hace la seleccidon dedbgtos es relevante, tendremos
Variaciones dentomadosn an (n < m), que representaremos mediavitg,. La férmula para este
conteo es:
ml
Vimn = (m—n)!
(esto corresponde a contar las posibles funciones inyectivas que podemos definir desde un conjunto
den elementos, en un conjunto deelementos).
Cuando, dam objetos, tenemos que contar las posibles escogenciasddeellos sin tomar en
cuenta el orden, es decir, cuando el orden en que se hace la seleccion dpjlges es irrelevante,
tendremosCombinaciones den tomadosn a n (n < m), que representaremos media@tgn. La
férmula para este conteo es:
m!
Crmn = —

- (m—n)!
(esto corresponde a contar los subconjuntos elementos, en un conjunto deelementos).

(29 Esto significa que, entre rectas, las nocionesatgencione igualdad coinciden.
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Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 1

Creemos que el instructor del curso deberia acompafiar al estudiante en la resolu-
cion de los ejercicios del 1.1 al 1.16; de los cuales consideramos, sin pretender
ser objetivos al respecto, que sondiécultad bajalos ejercicios del 1.1 al 1.14

y dedificultad intermedialos ejercicios del 1.15 al 1.16.

Del mismo modo, creemos que el estudiante deberia enfrentar solo los ejer-
cicios del 1.17 al 1.33; de los cuales consideramos, sin pretender ser objetivos al
respecto, que son dbficultad bajalos ejercicios del 1.17 al 1.27, d#ficultad
intermedialos ejercicios del 1.28 al 1.32, y difficultad alta el ejercicio 1.33.

Creemos que los ejercicios del 1.34 al 1.36 son sé6lo para los estudiantes mas
aventajados.

A continuacién ofrecemoayudaspara algunos de los problemas.

1.10: Ya contados los que correspondem aectas distintas ¢,a lo sumo en cuantos

puntos cortard la recta nimemo+ 1 a lasm anteriores? Verifigue que este
n—1

calculo corresponde a la formule k y, asi, al nimerd 2.
k=1

- . - . L —> _>
1.35:Use el ejercicio anterior, verificando qB& = BC.

La palabra Geometria es de origen griego: yewUETPiA. Esta compuesta de
dos palabras: yn (ge) cuyo significado primero es tierra, globo terraqueo, pero
que también llegé a significar Mundo, Universo; y uetpia (metria), derivada
del verbo peTPEW (metreo) que significa medir.

Asi las cosas, la palabra Geometria vendra a significar todo lo relacionado
con la medicién de la tierra, del Mundo, del Universo, tanto la accién misma
de medirlo, como el resultado de la medicién.

Hablamos entonces, en la metafora escondida de la palabra Geometria, de
cualquier conocimiento que intente asignarle nimero a las cosas, es decir, de
la Ciencia en general tal como se concibe en el mundo occidental.

Es claro que actualmente se usa el término Geometria para designar un
conjunto de conocimientos cuyo origen estd intimamente relacionado con lo
que podriamos denotar con el nombre de Agrimensura, ya que es precisamente
en las experiencias de los Egipcios, por la delimitacién frecuente de las tierras en
las riberas del Nilo, donde se encuentra el embrién; experiencias que les dieron
un tipo de conocimiento que no cabe duda que aplicaron excelentemente en la
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construccién, v. g. las Piramides y la Gran Esfinge.

Pero, para los griegos, decir Geometria era lo mismo que decir Matematica.
La responsabilidad de este hecho recae principalmente en Pitdgoras fuente
primordial de las pretensiones de la ciencia actual, por su expresién: todo en
el Universo es niimero; un poco mas tarde, en su discipulo indirecto Platon,
quien en la entrada de su Academia hizo estampar un letrero que decia: nadie,
que no haya comprendido la Geometria, entre; y finalmente, en un discipulo
indirecto de éste, Euclides por su célebre libro Elementos.

: i
Pitagoras Platén Euclides de Alejandria
(580 Samos - 475 a. C. Siracusa) (427 Atenas - 347 a. C. Atenas) (325 - 265 a. C. Alejandria)

La razén de ser de este hecho es que la Geometria fue el primer conjunto
de conocimientos en Occidente que se estructuré axiomatico-deductivamente,
de tal manera que se tuvo como el modelo de la Matematica toda. Por esta
razén vemos a los principales autores de conocimientos tedricos en la historia del
mundo occidental ajustando sus exposiciones a la forma que tiene la Geometria.

En todas sus obras René Descartedo hace
expreso; vemos a un filésofo como Baruch
Spinoza (1632-1677), discipulo de Descartes,
dandole titulo a una de sus mas renombradas
obras: etica more geometrico demonstrata
(Etica demostrada a la manera geométrica),
y vemos al paladin de los fisicos modernos,
Sir Isaac Newton (04/06/1642 Woolsthorpe -
31/03/1727 Londres), presentando el conjunto
de los conocimientos de la Fisica a la manera

4
René Descartes
(Renatus Cartesius)

Cartesiana de la Geometria, en su obra Prin- (1596 La Haya - 1650 Estocolmo)
cipia (Principios).

Muy probablemente como huella de su paso por El Liceot, Alejandro Magno
(356-323 a. C.) tuvo como designio reunir y mantener en una isla del territorio

1Fundado por Aristételes (384-322 a. C.) en el afio 335 a. C., sede de |a ll&@vadsla Peri-
patética.
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egipcio frente a la desembocadura del Nilo?, a los hombres mas sabios del
mundo conocido para que intercambiaran sus conocimientos e hicieran posible
su comunicacién a todo el que quisiera adquirirlos. Se dio asi origen a lo que
podriamos llamar hoy en dia un centro de estudios superiores, conocido como
El Museo®, y no superado por ningin otro hasta hoy.

Entre esos sabios se encontraba Euclides Como
sucede por lo general, es su obra Elementos lo que
lo hace perdurar en la historia, pues acerca de su
persona no conocemos sino pequefias anécdotas re-
latadas por Proclo (410-485 d. C.), miembro de La
Academia fundada por Platén en el afio 387 a. C. Eu-
clides, muy probablemente estudiante de la Academia,
recopilé y organiz6 de una manera excepcional todos
los conocimientos que se encontraban dispersos (al- b |
gunos de los cuales databan de varios siglos ya en su (32@“%%?ad.ecé'f\ji?:,:iiaﬁa)
tiempo) respecto a lo que hoy llamariamos Geometria,
en su obra de trece libros-capitulos.

Sabemos por Proclo que recopil6 muchos de los teoremas demostrados por
Eudoxo (408-355 a. C. Cnidos) y perfeccioné otros de Teeteto (417-369 a. C.
Atenas), ambos miembros de la Academia. Sabemos que vivi6 en la época del
Ptolomeo |, y que respondié a éste mismo, al preguntarle si habia algin camino
a la Geometria mas corto que el de los Elementos, que en verdad no habia
ningin camino real a la Geometria.

Euclides escribié muchas otras obras, algunas de ellas perdidas en |a historia,
de las que sélo tenemos referencia por otros escritos (entre las que mas se
lamenta la pérdida se encuentra un Tratado sobre Cénicas), y otras que aln
conservamos, como son: Los Datos, La Divisién de las Figuras, Los Fenémenos
y La optica.

En cuanto a los Elementos, los seis primeros libros estan dedicados a Trian-
gulos, Rectangulos, Circulos, Poligonos, Proporcion y Semejanza, respectiva-
mente; los cuatro siguientes estan dedicados a la Aritmética, donde se prueban
cosas tan notables como la infinitud de los nameros primos y la irracionalidad
del namero v/2; en el decimoprimero introduce la Geometria del espacio; en
el decimosegundo estudia Piramides, Conos y Cilindros; vy, finalmente, en el

2Que en su honor llevé el nombre de Alejandria, pues él mismo la fundé en el afio 332 a. C.
3Fundado por Ptolomeo | Séter en el afio 290 a. C. Este logré establecer su gobierno en la region
egipcia del Imperio Griego después del gran trabajo que suscité la muerte de Alejandro.



Capitulo 1 Separacion de la recta: segmentos y rayos 25

decimotercero diserta sobre los cinco sélidos regulares de Platén (Tetraedro,
Cubo, Octaedro, Dodecaedro y el Icosaedro). La primera edicién impresa de
las obras de Euclides, que aparecié en Venecia en 1482, fue una traduccién del
arabe al latin.

Se puede decir que Euclides estaba mas preocupado por la manera de orga-
nizar el conocimiento para que pueda ser comunicado, que por la investigacién
de nuevos conocimientos; apoyariamos esta afirmacién en el hecho de que no
hay registro de ninglin conocimiento nuevo de su parte, pero, sin ninguna duda,
se destaca por la forma en que expone el conocimiento. Segln parece, éste no
fue el primer texto que trata de temas geométricos; hubo otros antes, de los que
tenemos sélo referencias y que no soportaron el paso del tiempo. Pero pode-
mos decir que es el primero en el que todo ese conocimiento se organizé de
manera sistematica, engendrando de este modo a la Matematica como técnica
de organizacién de todo conocimiento que ha de ser ensefiado, con su método
hoy llamado axiomatico-deductivo. Su desdén por el aspecto practico y utili-
tario del conocimiento, que muchas veces deja a la zaga el caracter formativo
del mismo, queda registrado en una anécdota recogida por Estobaecio segin
la cual respondié a uno de sus estudiantes que le preguntaba por la utilidad de
aprender lo que le ensefiaba, ordenando a un esclavo que le diera unas monedas
para que pueda tener alguna ganancia de lo que aprendia.

Hay que destacar el hecho de que, hasta entrado el siglo XIX, todo el que
estudiaba Geometria lo hacia por el texto de Euclides. Tratese de imaginar la
influencia que pudo haber tenido este texto, que se conservé como el Gnico
en su campo durante mas de veinte siglos; termina siendo el tratado mas an-
tiguo existente sobre las matematicas. Ademas, todo el conocimiento llamado
cientifico y filoséfico ha tomado como modelo de su exposicién precisamente
el empleado por Euclides en los Elementos.

Bajo la luz del actual estado en que se encuentran las Matematicas, el
desarrollo de la Geometria realizado por Euclides tenia algunas fallas: el con-
junto de los postulados sobre el que éste desplegé la teoria era incompleto,
en el sentido de que era insuficiente para la deduccién de todos los teoremas;
no se respeta el rigor en el desarrollo de los razonamientos, ya que en muchas
ocasiones se apela a la autoevidencia de algunas afirmaciones, o a las carac-
teristicas patentes en las representaciones, que no permite la Matematica sino
como punto de apoyo para la formulacién de una conjetura, pero no como razén
definitiva; son utilizados algunos conceptos que no se han explicado claramente,
como el de Interposicién de puntos de una recta, asi como las definiciones de
punto, recta y plano.
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La construccion de la Geometria hecha por Euclides se basé en diez axiomas,
separados en dos grupos: cinco de ellos clasificados como nociones comunes,
y cinco postulados propiamente dichos. Pero la diferencia entre estas dos ca-
tegorias no es muy clara. Las nociones comunes se parecen a lo que cualquier
persona podria aceptar como cierto: /as cosas iguales a una misma cosa son
iguales entre si, si se adicionan iguales a iguales se obtienen resultados iguales,
si se substraen iguales a iguales se obtienen resultados iguales, las cosas que
coinciden con otras son iguales unas a otras, y el todo es mayor que cualquiera
de sus partes, mientras que los postulados eran considerados como hipétesis
propias de la Geometria: se puede trazar una recta por cualesquiera dos puntos,
una recta se puede continuar indefinidamente, se puede trazar una circunferen-
cia con cualquier centro y cualquier radio, todos los angulos rectos son iguales
y el quinto postulado es el controversial Postulado de las paralelas del cual
hablaremos mas adelante.

No esta claro, por la manera en que lo usa, si era Gnica la recta que se
trazaba entre dos puntos. Luego, la necesidad de expresar el segundo de los
postulados hace pensar que lo que llamaba recta era en verdad un segmento.
Asumié, sin hacerlo de manera expresa, que un tal prolongamiento se podia
hacer de una Gnica manera en cada extremidad de la recta, de modo que dos
rectas distintas no pueden tener un segmento en comin. De hecho utilizé
muchos otros supuestos que no estaban expresados entre las nociones comunes
ni en los postulados, lo cual puede ser visto como un grave defecto de los
Elementos.

Haciendo un examen detallado del Libro | de los Elementos, puede separarse
en tres partes: la primera, constituida por las veintiséis primeras proposiciones,
trata exclusivamente de la teoria elemental de los triangulos; la segunda consta
de ocho proposiciones referentes al tema de las paralelas; el resto lo dedica al
tema de las areas, culminando con una prueba del Teorema de Pitagoras y su
reciproco en la proposicién 48.

Ahora bien, todas estas fallas, principalmente la
que tenia que ver con el Postulado de las paralelas,
fueron remediadas por el matematico aleman David
Hilbert con su reconstruccién de la Geometria de Eu-
clides, en su libro Grundlagen der Geometrie (Funda-
mentos de la Geometria) de 1899, realizada sobre la
base de veintitin axiomas y seis tipos de relaciones en-
tre los objetos geométricos, que acabé la batalla del David Hilbert

H (23/06/1862 Kdnigsberg -
quinto postulado. 14/02/1943 Géttingen)
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Dicho sea de paso, al culminar el siglo XIX, exactamente en el afio 1900,
Hilbert dejé planteados veintitrés problemas que debian ocupar el interés de las
matematicas del siglo XX, algunos de ellos todavia sin resolver ya entrado el
siglo XXI. Con esto dejé el germen de las subsiguientes investigaciones sobre la
coherencia fundamental de las matematicas, que culminé con los trabajos del
l6gico norteamericano Kurt Gédel (28/04/1906 Briin - 14/07/1978 Princeton)
en 1931, el cual probd de una vez para siempre que era imposible establecer de
manera absoluta.

La exposicién de la Geometria que nosotros realiza-
mos esta basada en una propuesta hecha por George
David Birkhoff en 1941, considerado uno de los
matematicos mas habiles y fecundos de su genera-
cién (sus obras estan recopiladas en tres volimenes
grandes). Una de las directrices de este conjunto de
postulados es la de introducir desde el principio el con-
cepto de medida (tanto de segmentos como de an-
gulos), describiendo los métodos que todo el mundo
emplea (una regla y un transportador). Esto no se le

hubiera podido ocurrir a nadie antes del altimo tercio George David Birkhoff
. . . . (21/03/1884 Overisel -
del siglo XIX, época en la que se dio en las matema- 12/11/1944 Cambridge)

ticas un giro Copernicano, por el que la Aritmética se
independizé de la Geometria, ya que hasta ese tiempo
era la Geometria la que servia de fundamento a la
Aritmética.






Capitulo 2

Separacion del plano: angulos

Descritas ya suficientemente las rectas por si mismas, describiremos ahora al-
gunos de los subconjuntos principales del plano, aparte de los segmentos y los
rayos, a que dan lugaangulosy semiplanos

Sdlo con la definicién deayo estamos en capacidad de presentar una de las
figuras geométricas mas usada y poco conocida con riguréSidad

Definicion 2.1 (Angulo)

Un angulo es una figura geométrica formada por dos B
rayos no colinealé® que tienen el mismo origen. £BAC

De un angulo llamaremos: a los raydss lados y al

origen comunel vértice A c

Note que la condicion de no colinealidad de los lados de un angulo evita que
un angulo se reduzca a un rayo o a una récta

Por otro lado, es claro que dos rayos no colineales con el mismo alégen
minanun solo angulo; pero, si hablamos de un angulgcémo podemos asegu-
rar que éste determina un par Unico de rayos no colineales con el mismo origen?
En otras palabras, ¢cuantos pares de rayos pueden ser lados de un angulo?; o,
mas llanamente;, cuantos lados tiene un angulol siguiente resultado nos da
garantia de lo que es la respuesta espontanea a esta interrogante. Su prueba de-
pende sélo de las propiedades de la Interposicidn, pero, con laidea de no recargar
la exposicién con demasiados detalles, dejaremos su prueba para el Apéndice A.

Proposicién 2.1 (Igualdad de angulos)
Dos angulos son iguales si, y sélo si, cada lado del uno es igual a un lado del
otro.

29
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Si denotamos los lados de un angulo con los simbﬁy E denotare-
mos al angulo po’BAC (o ZCAB;, siempre con el vértice entre los puntos que
establecen las direcciones de los lados). Si los lados de un angulo estan previa-
mente determinados, y su vérticeAeslenotaremos el angulo medianté.

En todo angulovBAC asumiremos qué, B y C no son colineales.

Observacion 2.1
(a) Tal y como los hemos definido, los angulos no es-
tan orientados, como se usa &rigonometrig en B
la definicion dada, no importa qué lado se nombra
primerd® . Ademas, gracias a las proposiciones 1.4 D
y 2.1, no importa qué punto se nombra sobre cada
uno de los lados del angulo. Asi, por ejemplo, el an-
gulo en lafigura puede denotarse poBAC,Z/BAE, A C E
/DAC, /DAE, ZEAD, Z/EAB, y asi sucesivamente.

(b) En muchas ocasiones, por la necesidad de diferen-
ciar un angulo de otros, dibujaremos un arco entre
los lados del angulo que nos interesa; e inclusive es-g
cribiremos simbolos que nos permitan simplificar la
notacion. Asi, por ejemplo, en la figurdly /BAC
representan el mismo angulg;a y ZCAD también A D
representan el mismo angulo.

(c) Note que los lados de un angulo son rayos y no seg-
mentos; pero, del mismo modo que un segmento de- e
termina una recta sin ser recta, o determina un par B
de rayos sin ser rayo, asi mismo un par de segmen-
tos no colineales con un extremo comun determinanA c
un angulo, sin formar ellos mismos un angglo

(d) Note ademas que dos rectas distintas que se cortan,
digamos en el punto A, forman exactamente cuatro
angulos con vértice en A. Para verlo tomemos, por
la proposicion 1.7, los dos rayos opuestos con ori-

gen en A en cada una de las recta%B yAB’ en

una, yAC yAC’ en la otra. Todos los pares de rayos
no colineales con origen en A formaran los angulos
/BAC,/CAB, /B'AC'y /C'AB.

(1) ¢ Podremos asegurar que existen &ngulos?
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Asi como asignamos a cada par de puntos del plano un nimero real no ne-
gativo (la distancia entre ellos), postularemos la asignacién de un ndamero real
positivo a cada anguldg medida del angulp de tal manera que se cumpla todo
lo que nos guia en el uso de un transportador. Pero, para poder expresar todas
las condiciones de esaedicion de &ngulode una sola vez, necesitamos algunos
conceptos que dependen de una propiedad esencial que tiene el plano y que pos-
tularemos previamente. Con el propésito de expresar sintéticamente dicho postu-
lado, introducimos la siguiente definicion.

Definicién 2.2 (Convexd®)
Un conjunto de puntos esonvexq si contiene los segmentos que unen a cua-
lesquiera dos de sus puntos distintos.

En otras palabras, un conjunto de puriogs convexo si, dados dos puntos
distintosAy B en%’, el sgmentoAB esta contenido e# .

Una ilustracién gréfica de un conjunto convexo, y de uno que no lo es, se
puede hacer como sigue:

Y N

(2) ¢ Qué significa que un conjunto de puntos no es convexo?
(3) ¢ Podremos asegurar que un punto es convexo?

(4) ¢ Podremos asegurar que una recta es convexa?

(5) ¢ Podremos asegurar que el plano es convexo?

Postulado 4 (Separacion del plano)
Dada una recta m, el conjunto de los puntos que no estan en m es la unién de dos
conjuntoss# y 7% que tienen las siguientes propiedades:

(a) 74 y o7 son convexoy
(b) si A esta ey, y B esta eny#, entonces AB intersecta a m.

A 54 y 5 los llamaremodadosde (osemiplanosdeterminados por) m, y di-
remos queauno es el opuesto del otram simplemente quson opuestgsa m la
llamaremosborde(frontera o arista) de cada uno de sus lados.

Como 74 es parte de los puntos que no estameres claro que no tiene
ningun punto en comun can; y lo mismo podemos decir d&?3. Por esta razon
podemos asegurar que, Si un punto esténgnotro esta en uno de sus lados,
entonces son distintos.
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Una representacion aproximada de la separacion del plano por unenrgeta
muestra en la figufd. Note queAy B estan en4, y por esoAB no corta la
rectam; C 'y D estan ens#, y poresoCD no corta la rectan; E estd enyq y F
esta ens%, y poresoEF corta la rectam.

La siguiente observacioén es crucial en el desarrollo de nuestra teoria, ya que
reune los aspectos mas importantes de la separacion del plano por una recta.

Observacion 2.2

(a) Si dos puntos estan en lados opuestos de una rectatonces AB cortard a
m en uno de sus puntos interiores (ya que Ay B no estan en m).

(b) Si el segmento determinado por dos puntos distintos corta una recta m, siem-
pre se cumple una, y sélo una, de las siguientes afirmaciones, que referiremos
a la figura anterior: 0 uno solo de los extremos del segmento esta en m (en
cuyo caso ese extremo es el punto de cedeo GH); o ambos extremos del
segmento estan en m (en cuyo caso el segmento esta contenida@man,
1J); o ninguno de los dos extremos esta en m (en cuyo caso, gracias a la con-
vexidad de los lados de una recta, los extremos del segmento estan en lados
opuestos de ntomo EF).

(c) Tanto.s74 como.7#3 tienen al menos dos puntos distintos.
(Tomemos, por el Postulado 1, C en m y A que no esta en m; tomemos, por

(S4) y el Postulado de la recta, B ék_é tal que A-C-B, y D y E tales que
A-D-C y C-E-B. Por la definicion de segmento, C no e=tdAD; asi, por
el corolario 1.1.1, AD no corta a m y, por la parte anterior, Ay D estan en
el mismo lado de m. Por los mismos argumentos, B y E también estan en el
mismo lado de m. Como A-C-B tendremos, por la parte anterior, que Ay B
estan en lados opuestos de m. Por tanto, si A esta en uno de los semiplanos,
digamos eny7i, entonces D esta effd, y By E estan eg#?).

(d) 274 y 7% no tienen puntos comunes.
(Supongamos que A esta eff y s%. Tomemos, por la parte anterior, B
distinto de A ens4. Asi, AB no corta a m, por la convexidad d€, y AB
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corta a m, por estar A er¥/i y B en.s#; lo cual es una contradiccion).
Por esta razén podemos asegurar que, si dos puntos se encuentran en lados
opuestos de una recta, tienen que ser distintos.

(e) Tal como esta enunciado el Postulado de separacién del plano, no hay ninguna
condicién que nos prohiba intercambiar los papeles@ey 72, es decir, que
nos permita decidir cual de los lados de m.#§ y cual »%. Sin embargo,
si fijamos en cudl de los semiplanos esta un punto cualquiera P, digamos en
74, tendremos determinados en términos de P, tant#aomo.>%. Para
justificarlo consideremos los siguientes dos conjuntos;

% . el conjunto formado por P mismo y todos aquellos puntos Q tales
PQ no intersecta a m;
#'p - el conjunto formado por todos aquellos puntos Q tales que
Q no esta en gy PQ intersecta a m.

Asi, 4 = % (pues, R esta ex] si, y s6lo si, R= P o RP no intersecta a
m; y esto sucede si, y sélo si, R esta#p) y .7 = #'p (pues, R esta en
5 si, y s6lo si, R no estd en m ni eff; y esto sucede si, y sélo si, R no esta
en my RP intersecta a m, es decir, R esta#fip).

(f) Es claro, a partir de la aclaratoria anterior, que toda recta tiene exactamente
dos lados, pues: si tomamos un punto P que no esta en m, seran iguales a
% los lados de m que contengan a P, y#&'p los otros dos.

Por esta razén podemos usar el articulo determinado al habldosléados
de m, o desl lado de m que contiene a un punto P.

(g) Note que decir que un punto, de un cierto conjunto de puntos, esta en uno
de los lados de una recta es equivalente a decir que ese conjunto no esta
contenido en la recta.

(6) ¢ Por qué podemos asegurar que, tastp como.# tienen al menos tres puntos

no colineales?
(7) ¢ Por qué podemos asegurar que ambos tienen un numero indefinido de puntos?
(8) Si tenemos un punto, ¢,podremos asegurar que debe estét eren.s73?

A partir de esta propiedad que tiene el plano obtenemos los siguientes dos
resultados. El primero de ellos establece que, tal como se espera, una recta no
gueda encerrada en uno solo de los semiplanos determinados por otra recta, si
acaso toca el borde.

Proposicion 2.2 (Teorema de transversalidad)
Dos rectas se cortan y son distintas si, y s6lo si, cada una de ellas contiene puntos
en ambos lados de la otra.
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Prueba Sean y mdos rectas.
(=) Supongamos quey mson distintas y se cortan

—_— —
enA. Tomemos, por la proposicion 1ABy AB' los .
dos rayos opuestos emque tienen orige. Como,
por hipotesisB’ y B no estan e (pues, de lo con-

[
m

trario,| = m) y, por la definicién de rayos opuestos,
B'-A-B, tendremos, por la observacion 2.2.(b), Gue
y B’ estan en lados opuestosliceon lo quemtiene
puntos en ambos lados tle
Intercambiando los papeles bg m se prueba quke
contiene puntos en ambos ladosme
(<) Supongamos gue cada una de ellas tiene puntos en ambos lados de la otra. Es
claro que son distintas. Consideremos dos puBtp<8' enm, a lados opuestos
del. Como, por el Postulado de separaciénplaho, BB corta al, y BB esta
contenido emm, tendremos quky m secortan.

El segundo resultado nos garantiza que los rayos que comienzan en una recta
gue no los contiene, permanecen en uno solo de los lados de esa recta.

Proposicién 2.3 Dado un rayo con origen en una recta, se tiene que uno de sus
puntos esta en uno de los lados de la recta si, y sélo si, todos sus puntos, excepto
el origen, estan en ese mismo lado de la recta.

Prueba_)Seam una recta, 7 uno de sus la-
dos, YAB un rayo tal queA esta erm.

(=) Supongamos quB esta ens#’, y consi-
deremos un puntB enﬂétal queP # A. Por
el Postulado de la rect® no esta em, pues
de lo contrarioB estaria erm. Por el coro-
lario 1.1.1,P no esta en el lado opuesto d&,
pues, si noP-A-B; contrario a la definicion dM
rayo. Asi, por el Postulado de separacion

plano,P esta ens”.

(«) Esta parte de la proposicion es trivial.

A partir del Postulado de separacioén del plano definimos dos conjuntos espe-
ciales asociados a un angulo.
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Definicion 2.3 (Interior y exterior de un angulo)
El interior de un angula/BAC es el conjunto

de los puntos que se encuentran en la inter- //
. — : a
seccion del lado d&C que contiene a B, y el B 71
—> . 7~ TI'E _
lado deAB que contiene a C. < BAC 7“1 [tnterior
En otras palabras, un punto P esta en el inte- ‘\\/,
rior del &nguloZBAC, si: A
— -,
(a) Py B estan del mismo lado deC. JRat \\\
—
(b) Py C estan del mismo lado &eB. \\
El exteriorde un &ngulo es el conjunto de los c\\—

puntos que no estan en el interior del angulo, ™~
ni sobre el angulo.

(9) Dado un punto y un &ngulo cualquiera, ¢, podremos asegurar que ese punto debe
estar en el interior o en el exterior del &ngulo?

A partir de la definicion y la proposicién anteriores obtenemos el siguiente
resultado, muy util en nuestra teoria.

Corolario 2.3.1 Dado un rayo con origen en el vértice de un angulo, se tiene
gue uno de sus puntos esta en el interior del angulo si, y sdélo si, todos sus puntos,
excepto su origen, estan en el interior del angulo.

Prueba Es claro a partir de la proposicion 2.3,

—
pues: el puntd del rayoAD esta en el interior
del &ngulo/BACsi, y solo si,D esta del lado de

— —

AC que contiene & y del lado deAB que con-

tiene &C; y esto sucede si, y sélo si, cualquiera de
—

ZBAC

los puntos déA\D, excepto el origen, esta en esos C

mismo lados, es decir, en el interior dBAC.
m

Aprovechando la presentacion del concepto anterior se puede probar un teo-
rema importante que permite saldar muchos detalles en las pruebas de los re-
sultados de los capitulos posteriores:Tebrema de la barra transversaEste
teorema nos proporciona umaracterizacion® del interior de un angulo que
nos permitird verificar que un punto esta alli sin usar semiplanos. Como vere-
mos, su enunciado es, aparentemente, muy sencillo, pero su prueba presenta al-
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gunas sutilezas; razén por la cual nos parece adecuado presentarla en detalle en el
Apéndice B, donde ademas probaremos, previamente, algunos resultados, Utiles
por si mismos, que nos llevaran a alcanzar ese fin.

Teorema 2.1 (Teorema de la barra transversal)
Un punto D esta en el interior de un angud@AC

— -
si, y solo si,AD corta BC en uno de sus puntos
interiores.

(10) ¢ Podremos asegurar que el interior de un an-
gulo es no vacio?

(11) ¢ Podremos asegurar que el interior de un an-
gulo tiene un nimero indefinido de puntos?

Con el proposito de expresar sintéticamente el siguiente postulado, que es-
tablecera cdmo mediremos los angulos, introducimos las siguientes dos defini-
ciones.

Definicion 2.4 (Angulos adyacentes o consecutivos)

Un anguloes adyacente atro angulo, si

(a) tienen un lado comdaty,

(b) el punto que establece la direccidon de ese
lado esta en el interior del angulo formado D
por los otros dos lados.

De dos angulos, de los que uno es adyacente al

otro, diremos que soangulos adyacentes con-

secutivos del angulo formado por los dos lados
no comunes diremaos que @sangulo abarcante

Note que, gracias al corolario 2.3.1, todo el lado comun esta, excepto su ori-
gen, en el interior del angulo formado por los otros dos lados. Ademas, un angulo
/BAD tiene un nimero indefinido de adyacentes: por lo menos uno por cada
puntoC tal queB-D-C o D-B-C.

Definicion 2.5 (Pareja lineal y par lineal)

Un anguloes pareja lineal deotro angulo, si

(a) tienen un lado comury, D

(b) los otros dos lados son rayos opuestos.

De dos angulos, de los que uno es pareja lineal del

otro, diremos qudorman un par lineal. c A B
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Note que todo angulo tienexactamente dos parejas linealesno que se
forma al tomar el rayo opuesto de uno de los lados, y otro al tomar el rayo opuesto
del otro lado.

Postulado 5 (Del Transportador®)

(a) (Medida del &ngulo)
Cada angulo tiene asociado un Gnico namero real comprendido estrictamente
entre 0 y 180, al que llamaremtsmedida del &ngulo
Si denotamos a un angulo con el simbala, denotaremos su medida por
m/a 19,

(b) (Construccion de angulos)
Dado un rayo@) en el borde de un semiplag@’, y un nimero real r estric-
tamente comprendido entre 0 y 180, se tiene que existe exactamente un rayo
A‘():, con C enyZ, tal que nYCAB=r.

(c) (Adicion de angulos)
La suma de las medidas de dos dngulos adyacentes es la medida del angulo
abarcante.

(d) (Del par lineal)
La suma de las medidas de los angulos de un par lineal es 180.

El Postulado de la medida del angulo nos permite establecer la siguiente
relacion entre angulos.

Definicion 2.6 (Congruencia de angulos)

Dos angulos sonongruentessi tienen la misma medida.

Si denotamos los angulos con los simbofesy /3, el hecho de que ellos sean
congruentes lo denotaremos pdor = /B1%; y el hecho de que no sean con-
gruentes po/a 2 Zf3.

Las propiedades esenciales de la congruencia de angulos estan agrupadas en
la siguiente proposicion, cuya prueba dejamos a cargo del lector (ver el ejerci-
cio 2.15).

Proposicion 2.4 (Propiedades de la congruencia de angulos)

(CA1l) La congruencia de angulos es una relacion de equivalencia en el con-
junto de todos los angulos, es decir:
(a)todo angulo es congruente consigo mismo;
(b) si un anguloZa es congruente con un angul§3, entonces el an-
gulo /3 es también congruente con el angula; y
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(c) si un anguloZa es congruente con un anguig, y el angulo/f3
es congruente con un anguldy, entonces el angulea es también
congruente con el angulgy.

.
(CA2) Dados un angula’BAC, un rayoA'B’, y un semiplana#”’ cuyo borde
— —

contiene aA'B’, se tiene que existe exactamente un &, con C en
2, tal que/BAC= L/B'AC'.

(CA3) Dados dos angulogBAC y /B'/A'C’, y dos puntos D y Den sus re-
spectivos interiores, tales queBAD= /B'A'D’ y /DAC= /D'A'C/, se
tiene que/BAC= /B'AC'.

(CA4) Dados dos angulogBAC y/B'A'C’, y dos puntos D y Den sus respec-
tivos interiores, tales queBAD= /B'A'D’'y /BAC= /B'A'C/, se tiene
queZDAC= /D'AC'.

Las propiedades (CA2), (CA3) y (CA4) son comunmente denomind@as:
rema de la construccién de angul@&orema de la adiciéon de angulpgeorema
de la sustraccion de angulgsespectivamente.

Como puede verse en larepresentacion adjunta, utilizaremos pequefios guiones
para indicar, en un dibujo, que dos angulos son congruentes. En este caso estamos
indicando que los angula$ABCy ZGEF son congruentes, asi como los angulos
/DEHY ZJKL.

A G
D J
B C F E H L K

Ahora definimos un rayo muy particular, asociado a un angulo.

Definicion 2.7 (Bisector de un angulo)

Bisectorde un angulo es un rayo tal que:
* SuU origen es el vértice del angulo;
* el punto que establece su direccion esta en el interior
del anguloy c b
* los angulos adyacentes que determina, junto con lo
lados del angulo, son congruentes.

En algunos contextos diremos que este taigecaal angulo;bisecar un angulo
significara contener, o estar contenido en, su bisector.
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Una pregunta que surge naturalmente gsuantos bisectores tiene un an-
gulo? La siguiente proposicion establece lo que es la respuesta natural a esta
interrogante. Como su prueba involucra técnicas semejantes a las de la prueba del
Teorema de la barra transversal, y con la idea de no recargar la exposicién con
demasiados detalles, la presentaremos en el Apéndice B.

Proposicién 2.5 (Existencia y unicidad del bisector)
Todo angulo tiene exactamente un bisector.

Después de introducir el siguiente postulado daremoscarecterizacion
muy importante del bisector de un angulo (ver la proposicion 3.11).

El Postulado del Transportador nos permitira, ademas, hacer una clasificacion
de los angulos, tal y como veremos de inmediato.

Definicion 2.8 (Angulo recto y perpendicularidad; angulo oblicuo)

Un angulo egecto, si su medida es 90.

Dos rayos, dos segmentos, dos rectas, o cualquier com-

binacion entre ellos, soperpendicularessi se cortan C
determinando un angulo recto.

Si denotamos dos de esos objetos con los simbolosry s,

el hecho de que ellos sean perpendiculares lo denotare-

mos por rL s, y el hecho de que no sean perpendiculares A B
porr [/ s.

Un angulo eoblicuo, si no es recto.

(12) ¢ Podremos asegurar que existen angulos reétds?
(13) ¢ Seré lo mismo decir que dos angulos gpralesy decir que sorcongruente®
(14) ¢ Como construimos dos angulos distintos y congruentes?

A continuacién presentamos unaracterizacionde los angulos rectos, que
nos ofrecera una definicion de éstos completamente independiente del uso de la
medida del angulo.

Proposicién 2.6 Un &ngulo es recto si, y sélo si, es congruente a cualquiera de
sus dos parejas lineales.

.
Prueba Consideremos un anguléCAB. Tomemos el ray@D opuesto al rayo

L
AB. Es claro que el anguldCAD es una pareja lineal del angulCAB. Ahora
bien, por el Postulado del par lineat/CAB+ m/CAD = 180. De esta manera,
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/CABes recto si, y sélo s¥CADes recto, es decir, si, y solo giCAB= Z/CAD.
Por tanto, un angulo es recto si, y sélo si, es congruente a cualquiera de sus dos
parejadineales.

-
Definicion 2.9 (Angulo agudo) \
Un angulo esagudq si su medida es menor que 90. :
yei

mZr < 90
Definicion 2.10 (Angulo obtuso) "
Un angulo eobtusq si su medida es mayor que 90. : .

mZr > 90
Definicion 2.11 (Angulos complementarios)
Un anguloes complemento detro angulo, si la
suma de sus medidas es 90. "/ /s
De dos angulos, de los que uno es complemento del
otro, diremos que soangulos complementarios m/r +m/s=90

(15) ¢ Podremos asegurar que existen angulos agudos?

(16) ¢ Podremos asegurar que existen angulos obtusos?

(17) ¢ Podremos asegurar que existen angulos complementarios?

(18) ¢ Seré verdad que dos angulos complementarios son agudos?

(19) ¢ Qué medida tendran dos angulos congruentes y complementarios?

Definicion 2.12 (Angulos suplementarios)

Un anguloes suplemento detro angulo, si la suma de sus medidas es 180.
De dos angulos, de los que uno es suplemento del otro, diremos qaegans
suplementarios

El Postulado del par lineal nos asegura que,
si dos angulos forman un par lineal, entonces son
suplementarios; pero dos angulos pueden ser su- r
plementarios sin formar un par lineal, tal y como S
vemos en la representacion. m/r +m/s= 180
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Por su sencillez, dejamos al lector la prueba del siguiente resultado (ver el
ejercicio 2.16).

Proposicion 2.7

(a) Suplementos de angulos congruentes, son congruentes.
(b) Complementos de angulos congruentes, son congruentes.

(20) ¢ Sera verdad que dos angulos congruentes y suplementarios son rectos?
(21) ¢ Seréa verdad que, de dos angulos suplementarios, uno es agudo Yy el otro ob-
tuso?

Definicion 2.13 (Angulos opuestos por el vértice)

Un anguloes opuesto por el vértice atro angulo, si
sus lados forman dos pares de rayos opuestos.
De dos angulos, de los que uno es opuesto por el vér-
tice al otro, diremos que soéingulos opuestos por el g
vértice

La observacién 2.1.(d) nos da garantia de que existen angulos opuestos por
el vértice, al tomar cualesquiera dos rectas distintas que se cortan; los angulos
/BACy /B'AC son angulos opuestos por el vértice, asi como también los angu-
los /BAC'y /B'AC.

Las siguientes dos propiedades son muy utiles en el desarrollo de nuestra
teoria.

Proposicién 2.8 Dos dngulos opuestos por el vértice son congruentes.

Prueba Sean/BACy /DAE angulos opuestos por el
— —
vértice. Supongamos qéd es el rayo opuestoaBy
— —
queAE es el rayo opuesto&C. Como/BACyY Z/DAE
son parejas lineales déCAD, tenemos, por el Postu-
lado del par lineal, queBACy Z/DAE son suplemen-
tos de/CAD. Como, por (CA1)/CAD= /CAD, ten-
dremos, por la proposicién 2.7, quBAC= /DAE.
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Proposicién 2.9 Dos rectas son perpendiculares si, y solo si, los cuatro angulos
gue se forman en el corte son rectos.

Prueba Sean y mdos rectas.
(=) Supongamos que se cortan Anformando

un angulo recto. Consideremos, por la observa- :
cion 2.1.(d), los cuatro angulos que se forman en

el corte dd ym: ZCAB, Z/BAC, ZC'AB'y Z/B'/AC. I o
Supongamos quéCABes recto. Coma’BAC y B A B
/B'AC son parejas lineales d&CAB, tenemos, por ,
la proposicion 2.6, qugBAC y ZB'AC son rectos. ¢

Como Z/C’'AB' es opuesto por el vértice deCAB,
tenemos, por la proposicion 2.8, quéC’'AB' es
recto. Asi, los cuatro angulos son rectos.

(«) Esta parte de la proposicion es trivial. -

De la posibilidad de dibujar una recta perpendicular a una recta dada por un
punto de ella, intuimos la verdad del siguiente result&tio

Proposicién 2.10 (Perpendicular a una recta por un punto de ella)
Dada una recta y un punto en ella, se tiene que existe una Unica recta perpendi-
cular a la recta dada que pasa por el punto dado.

Prueba Seal una recta yP un punto eri. w
(Existencia) Tomemos, por el Postulado 1, un R
puntoQ enl distinto deP, y llamemos, por el Pos-
tulado de separacion del plang? a cualquiera de
los dos lados dé. Tomemos, por el Postulado de

H
la construccion del angulo, el Gnico rag& conR

ens7, tal quem/RPQ= 90. Tomandan= H}?
tenemos quen L | y mpasa poP.

(Unicidad) Supongamos quees una perpendicu-
lar al enP. Tomemos, por el Teorema de transver- R
salidad, un puntd en n tal que S esta ens7.
Como, por la proposicion 2.9n/SPQ= 90, ten-
dremos, por el Postulado de la construccion del an-

gulo, quePR = PS con lo que, por el Postulado
de larectay la proposicion 1.4=m.

-— — — —
=}
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Gracias a la proposicion anterior estamos en capacidad de definir una recta
muy particular, asociada a un segmento.

Definicién 2.14 (Mediatriz de un segmento) m

La mediatrizde un segmento es la recta perpendicular al

segmento por su punto medio. ]

En algunos contextos diremos que la mediahigecaal A C B
segmento.

Sabemos, por (CS5) y la proposicion 2.10, que esta recta esta univocamente
determinada; de tal manera que, cada vez que tengamograeis@AB, siempre
podemos considerar sin ambigledad su mediatriz, es thecagtam perpendi-
cularaAB por su punto mediG.

Después de introducir el siguiente postulado daremoscarecterizacion
muy importante de la mediatriz de un segmento (ver la proposicion 3.5).

Hasta ahora hemos considerado sélo las condiciones bajo las cuales dos an-
gulos son congruentes. Para finalizar este capitulo estudiaremos las condiciones
bajo las cuales podemos asegurar que dos 4ngulos no son congruentes y definire-
Mos una nueva relacion entre angulos.

Partiremos de la siguiente pregunghajo qué condiciones podemos asegu-
rar que dos angulos no son congruente€dmo la congruencia entre angulos
ha sido especificada Unica y exclusivamente en términos de su medida, podemos
pensar, licitamente, que la pregunta debiera responderse, también, en estos mis-
mos términos. De hecho,

/ABC% /DEF si,y so6lo si, m/ABC# m/DEF,

Ahora bien, gracias a la tricotomia del orden de los nimeros reales, respon-
demos a la pregunta planteada asi:

/ABC% /DEF si, y so6lo si, m/ABC< m/DEF o m/DEF < mZABC.

Definamos entonces la siguiente relacion entre angulos.

Definicion 2.15 (Es mas pequefio que)

El &nguloZABC es mas pequefio qued angulo/DEF, si v ABC < m/DEF.
En algunos casos diremos que el angulDEF es mas grande quel angulo
ZABC.
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Note que los dngulos agudos son mas pequefios que los rectos y éstos, a su
vez, mas pequefios que los obtusos.

Note también que, gracias a la transitividad del orden de los numeros reales,
tendremos que: si el angulbABC es mas pequefio que el &ngulDEF, y éste
es mas pequefio que el angulGHI, entonces angula ABC es mas pequefio
que el &ngula/GHI.

Con esta definicion podemos dar una respuesta a la pregunta planteada en
términos de la congruencia misma, prescindiendo de la medida de angulos, por
medio de la siguiente proposicifi. Como su prueba involucra técnicas muy
parecidas a las del Teorema de la barra transversal, exponemos su prueba en el
Apéndice B.

Proposiciéon 2.11 El angulo ZABC es mas pequefo quel anguloZDEF si, y
sOlo si, existe un punto G en el interior d®EF tal que/GEF = ZABC.
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Problemas del Capitulo 2

2.1 SiPy Q estan en lados opuestos de la reofay Q y T también estan en lados
opuestos den, verifique queP y T estén en el mismo lado de

2.2 SiPy Qestan en lados opuestos de la reotg Qy T estan en el mismo lado de
m, verifique queP y T estan en lados opuestosite

2.3 Dado un segmento con un extremo en una recta, pruebe que uno de sus puntos
esta en uno de los lados de la recta si, y sélo si, todos sus puntos, excepto ese
extremo, estan en ese mismo lado de la recta.

2.4 Pruebe que la interseccion de dos conjuntos convexos es convexa.

2.5 Pruebe que:

(a) el interior de un angulo es convexo;
(b) el exterior de un angulo no es convexo.

2.6 Consideremos una reata y 771 y ¢ los dos semiplanos en los qoedivide al
plano.

(a) ¢, Pueder; ser lado de otra recta distinta ot
(b) ¢ Es convexo el conjunto formado p#f; y m?

— —
2.7 Si AB L AC; D esta en el interior d&BAC; E es un punto exterior d€BAC tal
— —
queAD | AEy C esta en el interior dgDAE; entonces:

(a) nombre dos pares de angulos complementarios;
(b) nombre un par de angulos suplementarios;
(c) nombre dos pares de angulos congruentes.

2.8 Si ZPMN = Z/PNM, pruebe que P
/CMP= /DNP.{18




46 Geometria métricplana

2.9 Si /DBC = ZECB, pruebe que A

/ABC= ZACB.

B C

RN
2.10 Si /BAC= /ABCy /CAE= ZCBD, pruebe c

que/EAB2 /DBA

D E

A B

2.11 Si /GBC= /BEF, pruebe que:
(a) /ABG= /DEB= /FEH = /CBE. 7
(b) ZABE= /DEH = /BEF =~ /GBC. A c
(c) m£ZCBE+ m/FEB = 180. /B
(d) m/ABE + m/DEB = 180. E
(e) m/GBC+m/FEH = 180. D / F
H

(f) *ZABG+ m/DEH = 180.

L= — — —
2.12 Si GAes opuesto &E y GB L GC, pruebe que
Z/AGBes complementario déEGC. ¢

A G E

2.13 SeanAq, Ay, Az Y A4 cuatro puntos distintos, no colineales tres a tres (ver el
ejercicio 1.21). Semuna recta que no pasa por ninguno de esos pusids A,
y AgA4 cortan am:
(a) ¢cortardd1Ag am?
(b) ¢ cortard,Az am?

2.14 Si A-M-C, pruebe qué\ y C estan en lados opuestos de cualquier recta que con-
—
tiene aM distinta deAC.

2.15 Pruebe las propiedades (CAl), (CA2), (CA3) y (CA4) de la proposicion 2.4.

2.16 Pruebe la proposicion 2.7.
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2.17 Encuentre un ejemplo de dos conjuntos convexos, cuya unidn no es convexa.

2.18 (a)¢ Esta el vértice de un angulo en su interior?, ¢en su exterior?
(b) ¢ Estan los lados de un angulo en su interior?, ¢en su exterior?
(c) ¢ Es convexo un angulo?

2.19 Si dos rectas no se cortan, verifique que cada una de ellas debe estar contenida en
uno solo de los lados de la otra (y asi, las rectas tienen que ser distintas).

2.20 Pruebe que los dos angulos adyacentes que determina el bisector de un angulo
son agudos.

2.21 Pruebe que los bisectores de dos angulos que forman un par lineal son perpendi-
culares.

2.22 (a)¢Es convexo un conjunto formado por dos puntos distintos?
(b) ¢ Es convexo el conjunto formado por una recta menos un punto?
(c) ¢ Es convexo el conjunto formado por el plano menos un punto?
(d) ¢ Es convexo el conjunto formado por el plano menos una recta?

2.23 SiA-M-C, pruebe quéM y A estan del mismo lado de cualquier recta que contiene
—
aC distinta deAC.

2.24 SeanAq, Ay, Az y A4 cuatro puntos distintos no colineales tres a tRisA1 A, ¥
R —
AzA,4 se cortan, pruebe que y A4 del mismo lado dé\; As.

2.25 SeanA, By M tres puntos tales qu&-M-B. SiD y E son dos puntos en lados

—
opuestos dé\B tales que/EMB = /DMA, pruebe qu®, M y E son colineales
(y, por tanto,EMBY ZDMA son opuestos por el vértice).

—_
2.26 Si D es un punto en el interior déBAC, pruebe que el rayAD/, opuesto al rayo
—
AD, exceptaA, esta en el interior del angulo opuesto por el vérticBAC.

<
2.27 SeanW\l y PQque se cortan €0, de tal manera qud-O-N y P-O-Q. SearSy T
dos puntos en el interior d¢QONtales que/TOQ= /TONy /SOQ= /SON

Si (ﬁ?biseca&POM, pruebe qué, Sy T son colineales
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2.28 Verifique que:

(a) Todo segmento es convexo.

(b) ¢ Es convexo el conjunto formado por un segmento menos un extremo?
(c) Todo rayo es convexo.

(d) ¢,Es convexo el conjunto formado por un rayo menos su origen?

2.29 (Semirrectas)

(a) Verifique que, dado un pun®® en una rectan, el conjunto de los puntos de
mdistintos deP es la unién de dos conjuntcg, y .7, tales que:
(i) 71y # son convexos, Yy
(ii) si Aesta en”; y B esta en¥,, entonces\-P-B.

A 71y . los llamaremos lasemirrectasde m determinadas pde.
(Note la analogia entre esta afirmacion y el Postulado de separacion del plano).

(b) ¢ Cudl es la diferencia entre un rayo y una semirrecta?
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Comentarios del Capitulo 2

(1) Apoyamos esta afirmacion en las revisiones que hemos hecho de los textos de Geometria de nues-
tro bachillerato que presentan alguna definicion de angulo. Ofreceremos dos ejemplos, de muchos
que podemos mostrar (el subrayado es nuestro): BaBmmetria plana y del espacio, y Trigo-
nometrig J. A., Cultural Venezolana S. A., 1967, pagina 22; “un angul@aeberturaformada
por dos semirrectas con un mismo origen ..."; Brett, E. y SuarezA¥tlvidades de matemética,
Primero de CienciasCorporacién Marca S. A., 2001, pagina 97: “un anguldaeporcion del
planolimitada por dos semirrectas ...".

2 A pesar de que abusamos un poco del término, entendemos por esto que los dos rayos no se en-
cuentran a la vez sobre la misma recta.

(3 En muchos textos de Geometria, la definicioradgulo que se presenta incluye la posibilidad de
que una recta sea un angulo y que un rayo sea también un angulo. Nosotros somos del parecer
de que estas tres figuras geométricas deberian conservarse en la teoria diferentes entre si, y que no
deberia permitirse esa especie de degeneracion de los angulos en rectas o rayos. Esto traerd como
consecuencia, mas tarde, cuando midamos los angulos, que no tendra sentido hablar de angulos
“nulos” (los que miden cero, es decir, los rayos), asi como tampoco de angulos “llanos” (los que
miden 180, es decir, las rectas); términos de los que tanto gustan algunos autores de textos de
Geometria.

{4 Los angulos orientados son, en verdad, pares ordenados de rayos que tienen el mismo origen, pero
este no es el tipo de angulos con que nos tenemos que ver en Geometria.

5 Es muy importante que la observacién que hacemos en este punto sea tomada en cuenta y sea
retenida por el lector, ya que lo que decimos aqui nos permitird luego hablar, sin incoherencias, de
los angulos de un triangulo.

6)El concepto deconvexidades mucho méas importante de lo que puede parecer en el estudio que
haremos de este tipo de conjuntos en el contexto de la Geometria, en la cual no haremos un estudio
exhaustivo, pero que, sin embargo, incluye la mayor parte de los objetos que nos interesa estudiar.
Este concepto aparece en muchas ramas de las Mateméticas, especialmente en la Topologia.

("'Exageramos el grueso de uno de los segmentos para hacer mas clara la representacién; con el
mismo propdsito, enmarcamos también una parte del plano.

{8 Unacaracterizaciérde un conjunto de puntos es el enunciado de una condicién que:

(a) satisfacen todos los puntos del conjunto dado, y
(b) no es satisfecha por ningun otro punto del plano.

En otras palabras: urtaracterizaciérconstituye una definicion equivalente de aquel conjunto que
se esta caracterizando. Asi, por ejemplo: el Teorema de la barra transversal es una caracterizacion
del interior de un angulo; y la proposicion 2.6 es una caracterizacion de los angulos rectos.

(9 Este postulado tampoco es parte de la exposicion clasica de la Geometria. Trataremos de prescindir
de él en lo posible, refiriéndonos mas bien a sus consecuencias fundamentales, que son precisa-
mente las propiedades que destacaremos con los nhombres (CA1)-(CA4) en la proposicion 2.4.
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(19 Este postulado fija como unidad de medida, en la medicién de anglilgsado y no el radian,
como a veces se usa. De igual modo, la unidad de medida podria quedar establecida por cualquier
multiplo de un grado o de un radian. Sin embargo, damos por sentado lo dicho en [d&atal
Capitulo 1.
1D Note que hemos denotado la congruencia entre angulos con el mismo simbolo con el que hemos
denotado la congruencia entre segmentos. En esto no vemos posibilidad de ambigliedad, ya que
siempre estaran bien identificados los objetos que relacionaremos.

(12E| postulado del transportador nos permite dar una respuesta afirmativa a esta interrogante. La
existencia de, por lo menos, un angulo recto es crucial en el desarrollo de la Geometria, pues de
ello depende que existan objetos que correspondan a una gran cantidad de conceptos, como por
ejemplo: la respuesta de las dos preguntas siguientes; angulos agudos, obtusos y complementarios;
triangulos is6sceles, escalenos, rectangulos, acutangulos y obtusangulos; perpendicular a una recta
por un punto; mediatriz de un segmento; alturas de un triangulo, etc.

La Geometria sintética planaque se desarrolla sin postular la distancia entre puntos ni la me-
dida de &ngulos (es decir, la que sustituye la Regla por un Canto recto, y el Transportador por un
Compas), tiene que esperar a introducir el siguiente postulado (el criterio LAL de congruencia de
triangulos) para poder demostrar la existencia de un angulo recto. Es esta manera de estudiar la
Geometria la que hace uso exclusivo de las propiedades (CA1)-(CA4), asi como de las propiedades
(S1)-(S5) y (CS1)-(CSb), para obtener los resultados.

Por otro lado, la definicion misma de &ngulo recto en la Geometria sintética, que no usa un Trans-
portador para medir &ngulos y que, por tanto, no lo puede definir a partir de su medida como hemos
hecho, es la que presentaremos en la siguiente proposicion.

(13 Recordemos que el procedimiento para dibujar esta recta es el siguiente: con un compas se trazan
dos puntos equidistantes del punto fijado en la recta dada y luego, con centro en esos dos puntos,
se trazan dos circulos que se cortan. La recta buscada es la determinada por los dos puntos de corte
entre los circulos (note que el procedimiento no depende de ninguna medicién de distancias ni de
angulos, es decir, se ha realizado sélo con un canto recto y un compas).

(1% Notara el lector que en la prueba de esta proposicién haremos uso del Postulado del transportador;
pero lacaracterizaciérque se presenta en la siguiente proposicion permitira usar la rekEiaas
pequefio queprescindiendo de dicho Postulado.

{15 0tra manera de hacer esta pregunta seria: ¢ pt@dener otro borde distinto de? La respuesta a
esta pregunta se podria interpretar diciendo qugueda determinada por cualquiera de sus lados;
0, cada semiplano tiene un Unico borde; o, si dos rectas tienen un lado comun, entonces son iguales;
0, si dos rectas tienen un lado comun, entonces el otro lado también es comun; o, cada lado de una
recta tiene un unico lado opuesto.

(18 Recordamos aqui lo dicho al final de la Nt del Capitulo 1 sélo para decir que, en algunas
ocasiones, debemos hacer algunas concesiones y asumir, en los dibujos, algunos datos evidentes
(como colinealidad, el estar de un mismo lado de una recta, etc.), pero en ningun caso medidas
de longitudes o de angulos que se pueden hacer sobre el dibujo (pues esto traeria el gravisimo
inconveniente de que los datos dependerian de la precision de los instrumentos que se usen, de la
perspectiva desde la que se enfoque el dibujo, y del érgano de la vista de quien lo esta analizando).
Por otro lado, todos los problemas cuyos datos estan dados en un dibujo podrian enunciarse sin
necesidad de usar un dibujo para exponer sus datos, tal como hicimos en el problema anterior;
pero esa manera haria innecesariamente complicado su enunciado, tal como puede verse en el
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ejercicio 2.25 0 2.27.
Tomaremos en cuenta lo dicho en esta nota para las situaciones futuras en las que los datos de un
enunciado estan dados en, o deben ser extraidos de, un dibujo.

Orientacién para resolver los problemas del Capitulo 2

Creemos que el instructor del curso deberia acompafiar al estudiante en la resolu-
cion de los ejercicios del 2.1 al 2.6; de los cuales consideramos, sin pretender ser
objetivos al respecto, que son diicultad bajalos ejercicios del 2.1 al 2.2, de
dificultad intermedialos ejercicios del 2.3 al 2.5, y d#ficultad alta el ejercicio

2.6.

Del mismo modo, creemos que el estudiante deberia enfrentar solo los ejer-
cicios del 2.7 al 2.27; de los cuales consideramos, sin pretender ser objetivos al
respecto, que son dificultad bajalos ejercicios del 2.7 al 2.20, d#ficultad
intermedialos ejercicios del 2.21 al 2.23, y d#ficultad alta los ejercicios del
2.24 al 2.27.

Creemos que los ejercicios del 2.28 al 2.29 son sélo para los estudiantes mas
aventajados.

A continuacién ofrecemoayudaspara algunos de los problemas.

2.21:verifique que el punto que establece la direccién del lado comun, a los angulos
gue forman el par lineal, esta en el interior del angulo que se quiere probar
que es recto.

2.24:use el ejercicio 2.3.

2.27:use la unicidad del bisector.

2.28: este ejercicio requiere usar las técnicas desarrolladas en el Apéndice A; en
particular las que se necesitan para resolver los ejercicios A.2 y A.3.

En los cuatro milenios anteriores a la era Cristiana florecieron en Mesopota-
mial varias civilizaciones, generalmente conocidas como Civilizacién Babilonia?;
sociedades ricas y complejas en su organizacién. La mas antigua hasta ahora
descubierta es la llamada civilizacién Sumeria que tuvo su maximo auge entre
los afios 3100 y 2000 a. C, ubicada hacia el sureste de la Mesopotamia®.

1Una llanura muy fértil en la regién del Asia Menor situada entre los rios Tigris y Eufrates, hoy
conocida como Irag, 90 kilémetros al sur de Bagdad. Su nombre es de origen griego, proveniente
de las palabrag&oog, que significaentre, en medio de mota po¢, que significaio.

2|a palabra Babilonia, cuyo significado pserta de los diose®ra a la vez el nombre de una
ciudad y de todo un imperio, el cual florecié hacia el 1850 a. C.

3La otra civilizacién importante, con la que convivia la Sumeria, es llamada la civilizacion
Acadiaen el noroeste.
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Los sumerios son reconocidos como los inventores de la escritura; invencién
relacionada, segln algunos, con sus necesidades econémicas. Su forma de
escritura es llamada cuneiforme* (en forma de cufias), y sus simbolos eran
escritos en tabletas de arcilla himeda y luego secadas al sol, de las cuales miles
pueden ser leidas por nosotros atn hoy en dia. El uso de la arcilla justifica, a
los ojos de algunos, el que la escritura fuera cuneiforme, ya que era muy dificil
hacer trazos curvos sobre la arcilla himeda.

¢ Hinevrah

Ancient Babylonia

Los babilonios usaron el primer sistema de numeracién, conocido por la
humanidad, en el que los nimeros valian seglin su posicién, y no segin su
representacién (como era el caso en las civilizaciones egipcia, griega y romana).
Esta manera posicional de representar los nimeros no fue adoptada por las
civilizaciones importantes que siguieron a la babilénica, y fue redescubierta en
época relativamente reciente por los hindies, de quienes el mundo occidental
la adopt6 por intermedio de los arabes. Los sistemas de numeracién egipcio,
griego y romano no eran muy aptos para hacer calculos aritméticos, pues con
ellos resulta casi imposible hacer multiplicaciones y divisiones.

Ahora bien, mientras la base de numeracién hinda era decimal o de base
10 (tal como se conserva adn entre nosotros), la base de numeracién de los
babilonios era sexagesimal o de base 60, es decir, tenian a mano sesenta digitos
distintos para representar todos los nimeros; el cual tiene la gran ventaja de
que la base de numeracién tiene muchos mas divisores propios que nuestro

4Su alfabeto era pictogréafico y estaba compuesto por miles de simbolos que representaban cosas,
al menos en un principio.
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10, que tiene s6lo dos (2 y 5). El anico detalle a resaltar entre sus defectos
era el hecho de que el manejo aritmético del cero no era claro; razén por la
cual, quizas, no fue absorbido por las civilizaciones inmediatamente posteriores.
Esta circunstancia tuvo como consecuencia que los nimeros no tuvieran una
representacién Gnica, pues 1 podia significar, segin el contexto, 1, 60 o 3600,
pues éstos se representarian, con el cero, mediante 1, 10 y 100, respectivamente.

Uno de los reflejos del uso del sistema sexagesimal de numeracién es su
forma de divisién del tiempo, que ha perdurado por mas de cuatro mil afios.
Fueron los babilonios los que dividieron el dia en veinticuatro horas, las horas
en sesenta minutos y los minutos en sesenta segundos. Asi, por ejemplo, el

( 4  si imal | ni — +-—+-——:ah
nimero 3,456 en el sistema decimal es el namero 3+ 10+100 1000 ahora,

si ® y © fueran los simbolos para 25 y 48 en el sistema sexagesimal, entonces,

el namero 7,®©, es decir, 7+ %—i— %) indicaria las siete horas, veinticinco

minutos y cuarentayocho segundos, que nosotros solemos escribir 7h 25 48",

Parte de una tablilla cuneiforme encontrada en la
ciudad de Harmal, de los afios entre 1900 y 1600

a. C., se lee: 4 es el largo y 5 es la diagonal.

Tableta babilonia de los afios entre 1900 y 1600
a. C.,
en la que hay soluciones de problemas que con-

. . . L. . . j Cual | ancho? mafio n nocido.
tienen tripletas pitagéricas, es decir, nimeros a, ¢Cual es el ancho? Su tamafio no es conocido

by c tales que a2 4 b? :Cz; es el documento més 4 veces 4 es 16. 5 veces 5 es 25. Si tomas 16 de

antiguo de Teoria de niimeros 25 quedan 9. ;Cual tomaré para que de tantas

veces él mismo obtengamos 97 3 veces 3 es 9. 3

es el ancho.”

Otro de los reflejos del uso del sistema sexagesimal de numeracién, y que es
el que propiamente nos motiva a presentar estas observaciones sobre babilonia,
es el siguiente. Nosotros solemos representar graficamente situaciones en las
que dividimos un circulo en cien partes iguales, en especial aquellas en las que
tenemos que representar porcentajes de una magnitud. Para nosotros esto
resulta natural, principalmente porque tenemos un sistema de numeracién de
base diez; pero para los babilonios, que utilizaban un sistema de numeracién
de base sesenta, resulté muy natural dividirlo en trescientos sesenta partes (los
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llamados grados), y hacer divisiones de cada uno de éstos en sesenta partes (los
llamados minutos), y repetir el proceso siempre dividiendo entre sesenta, que
era la base de su sistema. Asi las cosas, entran los babilonios en la historia de
las matematicas a través del aporte de su ingeniosa invencién del grado como
unidad de medida de los angulos, que es precisamente la que nosotros hemos
fijado en el desarrollo de nuestra teoria.

Los babilonios tenian tablas en las que se registraban los calculos de cuadra-
dos® y raices cuadradas, cubos y raices cibicas, reciprocos®, exponenciales y
logaritmos; conocian la trigonometria y el Teorema de Pitagoras 1200 afios de
que Pitagoras lo estableciera y conocian, antes de Arquimedes, el namero TT;
sabian que las soluciones de algunas ecuaciones se reducian a tablas de logarit-
mos con base el nimero e=2.716, que es la base del llamado logaritmo natural
o neperiano; solucionaban ecuaciones polinémicas de grado 8, reduciéndolas a
su forma cuadratica. En fin, se nota que los babilonios, un milenio antes del
esplendor de la civilizaciéon griega, pensaban mas en términos algebraicos y
trigonométricos, que en términos geométricos.

Pero los babilonios, al igual que los egipcios, eran muy practicos en su
acercamiento a las matematicas y no desarrollaron el pensamiento abstracto
de las ideas matematicas, tal como lograron los griegos; no pensaron en los
nimeros como cantidades abstractas, sino como cosas especificas y concretas.

La mayor evidencia de la aplicacién de los conocimientos matematicos de
los babilonios fue la construccién masiva. Tal como los egipcios, los babilonios
fueron constructores a gran escala. Desafortunadamente construyeron, por
ausencia de piedras, con bloques de barro; lo cual hizo que sus ruinas no so-
portaran el tiempo, como las de los egipcios. No en vano los jardines colgantes
de babilonia constituyen una de las maravillas del mundo.

5Una tabla encontrada en Senkerah, sobre el Eufrates, y que data del 2000 a. C., ofrece los
cuadrados hasta el 59, y los cubos hasta el 32. Como ejemplo damos la expresion del célculo de
82: 82 = 14, lo cual significa, en base 60x160+ 4 = 64. Con estas tablas calculaban facilmente
la multiplicacion de dos ndmeros haciendo uso de la formula

(a+b)2—(a—b)?

ab= 7

6Se conservan tablas que contienen los reciprocos de billones de nimeros. Los babilonios

usaban estas tablas para hacer el calculo de la division entre dos nimeros haciendo uso de la formula

1
afb_a~6.
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Tableta babilonia que trata de el dibujo y los calculos de un dique y de unas fosas que debian construirse alrededor de

una ciudad. En esa tableta se lee: “...més all4 de la fosa hice un dique, un codo por un codo es la inclinacién del dique.

¢ Cual es su base, su alto y su largo? y jcual es la circunferencia?






Capitulo 3

Triangulos

Ahora presentamos otro de los tipos de subconjuntos especiales del plano, que
nos ocupara por un buen tiempo en el desarrollo de estafeoria

Definicion 3.1 (Triangulo)

Un tridngulo es una figura geométrica formada por

los tres segmentos determinados por tres puntos no B
colineale$? .

De un triangulo llamaremos: a los tres puntdss

vértices a los tres segmentodps lados vy, a los

angulos determinados por cualesquiera dos de los
lados®, los angulos(y, en algunos contextofs A C
angulos interioreso los angulos internok

AABC

Es claro que tres puntos no colineales cualesquieterminarun solo trian-
gulo; pero, si hablamos de un triangdlo¢,cémo podemos asegurar que éste de-
termina una terna Unica de puntos como sus vértices? En otras palabras, ¢ cuantas
ternas de puntos pueden ser vértices de un triangulo?; o, mas llanaguerite;
tos vértices tiene un triangulo’El siguiente resultado nos da garantia de lo que
es la respuesta espontdnea a esta interrogante, y nos ayudara a precisar el con-
cepto decongruencia de triangulosSu prueba depende sélo de las propiedades
de la Interposicion, pero, con la idea de no recargar la exposicion con demasiados
detalles, dejaremos su prueba para el Apéndice A.

Proposicién 3.1 (Igualdad de triangulos)
Dos triangulos son iguales si, y sélo si, sus vértices coinciden.

57
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Sidenotamos los vértices de un triangulo con los simb&|&sy C, denotare-
mos al triangulo poAABC, y a sus angulos pofA, ZBy ZC (s6lo nombrando
sus vértices); K es uno de los vértices del trianguloABC, algunas veces dire-
mos quesX es el angulo del triangulo en el vértick.

Cuando hablemos del trianguldABC, asumiremos qué, B y C no son
colineales.

Nt
Note que, tal y como se muestra en la figura adjunta, )
un triangulo no contiene a sus angulos, sino mas hien
esta contenido por la unién de ellos (en verdad, de cua-
lesquiera dos de ello$). - -
¢ N

(1) ¢ Podremos asegurar que existen triangulos?

A partir del Postulado de separacion del plano definimos dos conjuntos espe-
ciales asociados a un triangulo.

Definicion 3.2 (Interior y exterior de un triangulo)

El interior de un tridngulo es el conjunto de los B
puntos que se encuentran en el interior de sus AABC
tres angulos a la vé2.

El exterior de un tridngulo es el conjunto de los
puntos que no estan en el interior del triangulo,
ni sobre el triangulo. A c

Exterior

Interior

(2) ¢ Podremos asegurar que el interior de un tridngulo es no vacio?

(3) ¢ Podremos asegurar que el interior de un tridngulo tiene un nimero indefinido
de puntos?

(4) Dado un punto y un triangulo cualquiera, ¢,podremos asegurar que ese punto
debe estar en el interior o en el exterior del triangulo?

Introducimos ahora la idea dedangruencia de triangulod.a idea corriente
de dos figuras geométricas congruentes es la que se expresa dicierigmeue
la misma forma y tamaf®. La otra idea corriente de dos figuras geométricas
congruentes es la que describe el hecho deugaale ellas se puede mover rigi-
damente (sin deformarse) hasta hacerla coincidir con la étraPrecisaremos
mateméaticamente esta segunda manera de concebir la congruencia, en el caso de
triangulos, para ofrecer una definicién precisa de este concepto y poder hacer
afirmaciones sobre ella con propiedad. Como veremos, este concepto quedara ex-
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presado en funcion de las otras dos congruencias ya fijadas (la de los segmentos
y la de los angulos).

Como acabamos de ver en la proposicion anterior, para mover rigidamente
un triangulo hasta hacerlo coincidir con otro (de ser posible), s6lo basta con decir
cudl vértice del uno corresponde a cual vértice del otro. Es decir, para que el
triangulo AABC coincida, al moverlo rigidamente, con el triangul®EF, lo
que hay que precisar es una correspondencia biurf/ecdre sus vértices, como
por ejemplo:

A D,B E,C+—F.

Si, al aparear los vértices de este modo, los triangulos coinciden, entonces
tenemos la idea de que los tridngulos son congruentes y de que la tal correspon-
dencia es una congruencia.

Con el propésito de simplificar la notacion escribiremos,
ABC+«+— DEF,

bajo el acuerdo de que, cada letra de una de las agrupaciones es la correspondiente
de su homéloga en orden de la otra agrupacidn, sin importar el orden en que se
presenten dentro de la agrupaci®CA<«— EFD, CAB+— FDE, etc.

Ahora bien, cada correspondencia biunivoca entre los veértices de dos trian-
gulos trae consigo una correspondencia natural entre lados y angujosen el
caso de la corresponden@8C +— DEF:

AB«+— DE /A+— /D
AC +— DF /B+— /E
BC+—EF /C+— /F,

de los cuales diremos que sonrrespondientes Y es precisamente de esta
relacién entre las partes correspondientes (que surge cada vez que establecemos
una correspondencia biunivoca entre los vértices), de donde obtenemos la defini-
cion de triangulos congruentes.

Definicion 3.3 (Congruencia de triangulos)

Dos triangulos sorcongruentessi existe alguna correspondencia biunivoca en-
tre sus vértices con la propiedad de que los lados correspondientes y los angulos
correspondientes son congruentes.

Silos triangulos soMABC yADEF, y la correspondencia fuera ABE— DEF,
escribiremosNAABC= ADEF (con los vértices en el mismo orden en que apare-
cen en la correspondencia) para indicar que los triAngulos son congruentes de
acuerdo a esa correspondencia, a la que llamareor@scongruenciaentre esos

dos triangulos; YANABC % ADEF para indicar que no son congruentes.
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Note queAABC= ADEF nos dice que:
(a) ABC+— DEF es la correspondencia que los hace congruentes;
(b) AB=DE, AC=DF,BC~EF,y
(c) /A= /D, /B /E, /C= /F.
Expresaremos las ultimas dos consecuencias diciendo:

Partes correspondientes de triangulos congruentes son congruentes

Haremos también, al dibujar, la siguiente convencion: identificaremos las
partes correspondientes con igual cantidad de pequefios guiogesen el caso
de queAABC= ADEF,

B F . D

AABC

ADEF

(5) ¢ Cuando dos triangulos no son congruentes?

De inmediato probamos un resultado sobre esta relacion de congruencia que
resulta de mucha utilidad. Como hemos visto ((CS1) y (CA1)), este resultado es
igualmente valido para los segmentos y los angulos.

Proposicién 3.2 La congruencia de triangulos es una relacion de equivalencia
en el conjunto de todos los triangulos, es decir:

(a) todo tridngulo es congruente consigo mismo;

(b) si un triAngulo/\1 es congruente con un tridngulty,, entonces el triangulo

A\, es también congruente con el triangulq, y
(c) si un triAngulo Ay es congruente con un triangul®,, y el tridngulo A,
es congruente con un tridngulb.s, entonces el trianguld\; es también

congruente con el trianguld\s.

Prueba (a)Consideremos un triangulo cualquiek®BC. ComoABC<«+— ABC
es una correspondencia biunivoca entre los vértices de este triangulo con los de
él mismo, y tal que las partes correspondientes son exactamente las mismas, ten-

dremos queNABC = AABC.
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(b) Consideremos dos trianguldsABC y ADEF tales queAABC = ADEF.
ComoDEF <— ABC es una correspondencia biunivoca entre sus vértices, tal
gue las partes correspondientes coinciden con las apareadas por la corresponden-
ciaABC+— DEF, que es una congruencia, tendremos quEF = AABC.

(c) Consideremos tres trianguldsABC, ADEF y AGHI tales queAABC =

ADEF y ADEF = AGHI. Consideremos la correspondengiBC +— GHI.

Como, de acuerdo con las congruenddC «<— DEF y DEF «— GHI, te-
nemosque AB= GH, AC= GI, BC= HI, /A~ /G, /B~ /H Yy /C = /I,
concluimos quéABC <— GHI es una congruencia, y a&iABC= AGHI.

Como veremos, en una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos
triangulos, no necesitamos verificar las seis congruencias entre sus partes corres-
pondientes para saber si son congruentes. Estos resultados constituyen los llama-
doscriterios de congruenciade los cuales aceptaremos el siguiente como postu-
lado, y deduciremos tres méas, que completaran todas las posibilfiatm el
proposito de expresarlos sintéticamente, introducimos la siguiente definicion.

Definicion 3.4 (Estar comprendido por; ser opuesto a)

() Un lado de un triangulo se dice questa comprendido polos angulosdel
triangulo cuyos vértices son los extremos de ese lado.

(b) Un angulo de un tridngulo se dice questa comprendido polos ladosdel
triangulo que estan sobre los lados de ese angulo.

(c) Unladoy unangulode un tridngulo sommpuestossi el vértice del angulo no
se encuentra sobre dicho lado.
Si éste es el caso diremos que ese ladomgesto aese angulo, y que ese
angulo esopuesto aese lado.

(d) Unladoy unvérticede un triangulo sompuestossi el vértice no se encuen-
tra sobre dicho lado.
Si éste es el caso diremos que ese ladomsesto aese vértice, y que ese
vértice enpuesto aese lado.

Si el triangulo esAABC tendremos, por ejemplo, que: latlo AB esta com-
prendido por los angulogsAy /B, y el angulo/A esta comprendido por Idados
ABY AC; que elladoAB es opuesto al &nguldC, y que el angula/A es opuesto
alladoBC.
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Postulado 6 (Criterio LAL de congruencia de tridngulos)

Si existe una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos triangulos con
la propiedad de que dos lados y el &ngulo comprendido por ellos del primer
triangulo son congruentes con las partes correspondientes del segundo triangulo,
entonces la correspondencia es una congruefi€ia.

En otras palabrassi B F D
AB=DE,
AC=~DFy
/A= /D,
entonces
AABC= ADEF. A H c E

Aclaramos que LAL es una taquigrafia de lado-angulo-lado, indicando asi
gue el par de angulos que son congruentes debe estar comprendido por los pares
de lados que son congruentes.

Obtenemos de inmediato un segundo criterio de congruencia de tridngulos.

Teorema 3.1 (Criterio ALA de congruencia de triangulos)

Si existe una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos triangulos con
la propiedad de que dos angulos y el lado comprendido por ellos del primer
triangulo son congruentes con las partes correspondientes del segundo triangulo,
entonces la correspondencia es una congruefidia.

En otras palabras: si B F D
/A= /D,

/C=/Fy

AC=DF,

entonces

AABC= ADEF. A ' c E

Prueba Consideremos dos trianguldsABCy ADEF, y una correspondencia
ABC<+— DEF tal que/A= /D, /C= /F y AC= DF.

/
(B
/\
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Tomemos, por (CS4), un puni enDE tal queDB’ = AB. Por LAL, AABC=
<~
ADB'F; de donde/DFB' =~ Z/ACB= /DFE. Por (CA2), tomanddF como

— — . —
borde, tendremos queB’ = FE. Pero como, por el corolario 1.1.DE y FE se
intersectan en un solo punto, tenemos Blue: E. Por tanto AABC= ADEF,
comoqueriamos.

Aclaramos que ALA es una taquigrafia de angulo-lado-angulo, indicando asi
gue el par de lados que son congruentes debe estar comprendido por los pares de
angulos que son congruentes.

El siguiente resultado sera sumamente Util en el desarrollo de nuestra teoria
y Nos permitira obtener, entre otras cosas, un tercer criterio de congruencia de
triangulos (el criterio LLL).

Proposicién 3.3 Dos lados de un triangulo son congruentes si, y solo si, sus
angulos opuestos son congruentes.

Prueba A
(=)(Pappus}?.
Consideremos un triAangulb ABC tal que AB= AC. Como,
por (CS1),AC = AB, y por (CAl),/A = /A, tendremos, por
LAL, que AABC= AACB. Asi, ZB= £C (al ser correspon- g c
dientes).
(<) Consideremos un trianguld ABC tal que /B = /C.
Como, por (CA1),/C = /B, y por (CS1),BC = BC, ten-
dremos, por ALA, queAABC= AACB. Asi, AB= BC (al ser
correspondientes).

B c

Note que, en cualquier triangulo: si dos lados no son congruentes, entonces
el angulo opuesto a uno de ellos debe ser mas pequefio que el dngulo opuesto
al otro; y, reciprocamente, si dos angulos no son congruentes, entonces el lado
opuesto a uno de ellos debe ser mas corto que el lado opuesto al otro. Un poco
mas adelante (proposicion 3.7) precisaremos cual debe tener menor medida.

Presentamos ahora un tercer criterio de congruencia de triangulos, quizés el
mas intuitivo de todos. Este criterio muestra que, también en el caso de los trian-
gulos, el tamafio determina la forma, pues fijado el tamafio de tres segmentos con
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los que se pudiera construir un triangulo, todos los que se construyan resultaran
congruented®.

Teorema 3.2 (Criterio LLL de congruencia de triangulos)

Si existe una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos triangulos con
la propiedad de que los tres lados del primer triangulo son congruentes con sus

lados correspondientes en el segundo triangulo, entonces la correspondencia es
una congruencia®

En otras palabrassi B F " D
AB=DE,

AC=DFy

BC=~EF,

entonces

AABC= ADEF. A c E

Prueba Consideremos dos tridnguldsABCy ADEF, y una correspondencia
ABC<+— DEF tal queAB= DE, AC= DF y BC~EF.
Tomemaos, por (CA2), un pun@ en el lado opuesto al de
—
B, respecto &C, tal queZQAC= ZEDF. Tomemos, por
—

(CS4), un puntd®’ en AQ tal que AB = DE. Por LAL
tenemos que

(1) AABC = ADEF; Agicr ¢

|
dedondeB'C = EF. Como, por la proposicion 2.8 esta B/\L/
—
en el mismo lado d@, respecto #&C, que es el opuesto del \\
de B, tenemos, por el Postulado de separacion del plano, 1Q
—

queBPE intersectaAC. Llamemos, por la proposicién 1.1,

G al punto de corte. E

Si acasoG = A, tendremos, por la proposicién 3.3, que

/CBA= /CBA. Por LAL, AABC= AABC, de donde,

por (1) y la proposicion 3.2)NABC= ADEF.

A igual conclusion llegamos, por un razonamiento anap =
logo, siacas@ = C.

Supongamos, entonces, q@e# Ay G # C. Por (S3) tendremos que se cumple
unay solo una de las siguientes afirmaciones:

A-G-C, G-AC, A-C-G
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Supongamos qua-G-C. B
Por la proposicién 3.3/ABG= /ABG y /CBG=

/CBG. Por el Teorema de la barra transverdal,

esta en el interior d&ABCYy en el interior de/ABC.

De este modo, por (CA3/ABC= /ABC; de donde, A\
por LAL, AABC= AABC. Asi, por (1) y la proposi- X
cion 3.2, AABC= ADEF.

Supongamos, ahora, q@A-C.

Por la proposicion 3.3,/ABG =~ /ABG y /CBG =
/CBG. Por el Teorema de la barra transversalesta

en el interior de/CBB y en el interior deZ/CBB. De
este modo, por (CA4)/ABC= /ABC; de donde, por
LAL, AABC= AABC. Asi, por (1) y la proposicién 3.2,
AABC= ADEF.

A igual conclusion llegamos, por un razonamiento ana-
logo, si suponemos queC-G.

w

G A -7 C

Weo———1———=
\77\T
\

Aclaramos que LLL es una taquigrafia de lado-lado-lado.

Probaremos ahora un resultado que consideramos fundamental en el estudio
de los triangulos:el Teorema del angulo externdEste nos permitira obtener,
entre otras cosas, el Ultimo de los criterios de congruencia entre triaffgulos
Para expresarlo sintéticamente definiremos los siguientes términos.

Definicion 3.5 (Angulo externo)

Un angulo externode un triangulo es una pareja \
lineal de un angulo del triangulo.

Si X es un vértice de un triangulo, diremos

angulo externo del triangulo en el vértice,

cuando queramos referirnos a una pareja lineal

del angulo del tridngulo en el vértice X. D

Note que todo triangulo tiene exactamente dos angulos externos en cada vér-
tice (pues todo angulo tiene exactamente dos parejas lineales; refiriéndonos a la
siguiente figurazly /2,enC; Z3y /Z4,enB;y /5y /6, enA), y que ambos son
congruentes (pues son opuestos por el véride= /2, /3= /4y /5% /6).
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Definicion 3.6 (Angulo interno no contiguo a un angulo externo)
Un angulo de un tridngulo e&ngulo interno no contiguo a un angulo externo
si no tiene el mismo vértice.

Refiriéendonos a la figura: los anguleg®\ y /B
son angulos internos no contiguos a los angulos ex-
ternos en el vértic€ (es decir, a1y £2); los an-
gulos ZA'y ZC son angulos internos no contiguos a
los &ngulos externos en el vértiBges decir, &3 y
/4); los angulos/B y ZC son angulos internos no <~
contiguos a los angulos externos en el véricges
decir, a/5y /6).

Teorema 3.3 (Teorema del &ngulo externo)
Un angulo externo de un triangulo es mas grande que cada uno de sus angulos
internos no contiguos.

Prueba Consideremos el trianguld ABC

y uno de sus angulos externos en un vér-
tice, digamos/BCD en el vérticeC.
Probaremos, en primer lugar, qué8CD

es mas grande quéB.

Tomemos, por (CS5E el punto mediale
BC. Llamemos, porLCS4)? al punto del

—_—

rayo opuesto al rayBAtal queEF =~ EA A C b
Como ZBEAYy ZFEC son opuestos por el vértice, tenemos, por la proposi-
cion 2.8, que/BEAZ /FEC. Por LAL tendremos qu&ABEA= ACEF. Asi,
/B = Z/ECF (al ser correspondientes). Como, por la proposicién 2BCF =
/BCF, tenemos que&’B = /BCF. Probaremos ahora qéreesta en el interior de
/BCD; con lo que, por la proposicion 2.12BCD sera mas grande quéB.

Por el Teorema de la barra transverfabsté;en el interior d&BAC, de modo
queF esta del mismo lado qu®, respecto &£D (ya que, por el Postulado de la
recta,AHC = aﬁ). Ahora bien, comd- y A estan en lados opuestos.<E—€> (ya
queA-E-F), y Dy Aestan en lados opuestosi?@ (ya queA-C-D), tenemos que
F y D estan del mismo lado fc; con lo que, por la definicién del interior de
un anguloF esta en el interior dgBCD.

Intercambiand y B tendremos, por el mismo argumento, guBCD es mas
grande queZA.



Capitulo 3 Triangulos 67

Teorema 3.4 (Criterio LAA de congruencia de tridngulos)

Si existe una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos triangulos con
la propiedad de que un lado y dos angulos que no lo comprenden del primer
triangulo son congruentes con las partes correspondientes del segundo triangulo,
entonces la correspondencia es una congruefi€ia.

En otras palabrassi B F . D
AC = DF,

/A~ /Dy

/B> /E,

entonces

AABC= ADEF. A c E

Prueba (Por reduccién al absurdo)

Consideremos dos trianguldsABCy ADEF, y una correspondenciBC +—
DEF talqueAC=~DF, /A=~ /Dy /B /E.

ProbaremogueAB= DE; y de estemodo, por LAL (0 ALAYAABC= ADEF.

Tomemos, por (CS4), el punt enDE tal queDE’ =

AB. Por LAL, AABC= ADE'F. Asi tenemos que: B
/DEF = /DE'F, pues/DE'F = /B = /DEF; y

AB= DE'.

Supongamos que’ # E. Asi,D-E-E’ o D-E’-E.

SiD-E-E/’, tendremos qu&gDEF es un angulo externo A ' c
de AEE'F en el vérticeE. Como/E’ es uno de sus
angulos internos no contiguos, tendremos, por el Teo-
rema del angulo externo, qUDEF es mas grande que
/DE'F; lo cual nos lleva a una contradiccion.

Por el mismo argumento llegamos a una contradiccion
semejante, intercambiand@oy E’. D ' F
Por tantoE’ = E y, asi,AB= DE.

Aclaramos que LAA es una taquigrafia de lado-angulo-angulo, indicando asi
gue el par de lados que son congruentes no esta comprendido por los pares de
angulos que son congruentes.

(6) Si un lado y dos angulos de un triangulo son congruentes con un lado y dos
angulos de otro, ¢tendran que ser congruentes los triangulos?

Probaremos ahora que podemos trazar una Gnica perpendicular a una recta por
un punto que no esta sobre élfay, como consecuencia inmediata, una condi-
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cion sobre los angulos de un triangulo, que nos permitira definir una clase muy
importante de triangulodos rectangulos Este resultado nos permitird, ademas,
definir un poco mas adelante (ver la definicion 3a8)alturasdesde los vértices

de un triangulo.

Proposicién 3.4 (Perpendicular a una recta por un punto fuera de ella)

Dada una recta y un punto fuera de ella, se tiene que existe una Unica recta
perpendicular a la recta dada que pasa por el punto dado.

Al punto de corte de ambas rectas lo llamarerpasde la perpendiculadesde

el punto dado.

Prueba Consideremos una rectay un puntoP

fuera de ella. [

(Existencia) Tomemos, por el Postuladol, dos pun- Q

tosQy Renl tales queQ # R. Tomemos, por SN

(CA2), un puntoSen el lado opuesto al d®, res- ST N

pecto al, tal que/SQR~ /PQR Tomemos, por - - _T7/_/_ 15 _\_\<P_ .
(CS4), un puntd enel rayoaétalqueﬁ%@. , S AN
Asi, PT intersecta d (ya que, por la proposi- R

cion 2.3, T se encuentra en el mismo lado 8¢
respecto &; que es el opuesto al .

Tomemos, por el corolario 1.1.1, el purifode intersecciémentrePT y |; con lo

queLﬁ3 y UT son rayos opuestos.

Si U = Q tendremos, por la proposicién 2.6, qd®UR es recto (por ser con-
gruente a su pareja linedlTUR ya que, por la proposicion 2.4 TUR= ZSQR.
SiU # Qtendremos, por LAL, qué&\PQU = AT QU; de donde, por la proposi-
cion 2.6,/PUQ es recto (por ser congruente a su pareja liv&dl Q).

Asi, en cualquiera de los cas@'l’ Lly PT claramente pasa pé.

(Unicidad) Supongamos quigy |, son rectas perpen-
diculares d por P. SeanAy B sus puntos de corte,
respectivamente, con la re¢talomemos, por (CS4),

un puntoQ, en el rayo opuestoE)P. Siacasd; # |,

tendriamos qué # B; en cuyo caso tendriamos, por A B
ser ZQAB angulo externo dé\PAB en el vérticeA, Q \
queZQABdeberia ser mayor quéPBA, no siéndolo. l1

Por tanto); = I».
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El siguiente resultado nos permitira hacer una clasificacion de los triangulos.

Proposicion 3.5

(a) Ningun tridngulo puede tener dos angulos rectos.
(b) Ningun triangulo puede tener dos angulos obtusos, ni tampoco uno obtuso y
otro recto.

Prueba Consideremos un triangulb ABC.
— —
(a) Si acasa/By ZC rectos, tendriamos queB y AC son dos rectas perpendi-
<>

culares a la rectBC por el punta@A, y distintas; contrario a la proposicién 3.4.

(b) Si ZA es obtuso tendremos, al ser suplementariasAleque los dos angulos
externos en el vérticA debe ser agudo. Asi, por el Teorema del angulo externo,
ninguno de los angulos en los vértidgy C puede ser recto mibtuso.

Definicién 3.7 (Isésceles, escaleno, equilatero, equiangulo, rectangulo, oblicuo,
obtusangulo y acutangulo)
Considerando los lados tenemos:

(a) Un triangulo esisdscelessi tiene exactamente dos lados

cuspide
congruentes.
De un triangulo is6sceles llamaremos: al vértice comdn 5 5,
a los dos lados congruentds, cuspide al tercero de los & 3

lados,la base a los dos lados congruentel®s laterales
a los dos angulos que comprenden a la bdsg,angulos
de la basey, al tercer angulogl angulo de la clspide

(b) Un triangulo esescalengsi no tiene ningun par de lados congruentes.
(c) Un triangulo esequilaterq si tiene sus tres lados congruentes.

base

Considerando los angulos tenemos:
(d) Un triangulo esequiangulg si tiene sus tres angulos congruentes.

(e) Un tridngulo esrectangulq si tiene un angulo recto. . 4,
De un tridngulo rectangulo llamaremos: al lado opuesto % %,)0
al Unico angulo rectoja hipotenusa y, a los otros dos  ° &
lados,los catetos cateto

(f) Un triangulo esoblicuo, si no es rectangulo.
(9) Un triangulo esobtusangulgq si tiene un angulo obtuso.
(h) Un triangulo esacutangulg si tiene sus tres angulos agudos.
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La proposicion 3.3 nos permite obtener el siguiente resultado del que, por su
sencillez, dejaremos la prueba al lector (ver el ejercicio 3.19).

Proposicion 3.6

(a) Un triangulo es is6sceles si, y soblo si, tiene exactamente dos angulos con-
gruentes.
(b) Un triangulo es equilatero si, y sélo si, es equiangif.

(7) ¢ Podremos asegurar que existen triangulos isdsceles?
(8) ¢,Podremos asegurar que existen triangulos escalenos?
(9) ¢, Podremos asegurar que existen triangulos equilateros?
(10) ¢ Podremos asegurar que existen triangulos rectang8s?
(11) ¢ Podremos asegurar que existen triangulos obtusangulos?
(12) ¢ Podremos asegurar que existen triangulos acutangulos?
(13) ¢ Seréa verdad que los angulos que no son el recto, en un triangulo rectangulo,
son agudos?
(14) ¢ Sera verdad que los angulos que no son el obtuso, en un triangulo obtusangulo,
son agudos?

Definiremos a continuacion tres segmentos especiales, asociados a un trian-
gulo.

Definicion 3.8 (Mediana, bisectriz y altura)

(a) Una medianade un triangulo desde uno de sus vértices, digamos X, es un
segmento con un extremo en X, y el otro extremo es el punto medio del lado
opuesto a X; de esta mediana diremos también que es la mediana sobre el
lado opuesto al vértice X.

En algunos contextos llamaremos mediana a la longitud del segmento des-
crito.

A C A L C A C
Mediana desde A Mediana desde B Mediana desde C
(Note que todo tridngulo tiene exactamente tres medianas; que las medianas
tienen sus extremos sobre el triangulo y que sélo uno de sus extremos es
vértice del triangulo).
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(b) Una bisectrizde un triangulo desde uno de sus vértices, digamos X, es un
segmento con un extremo en X, y el otro extremo es el punto de corte del
bisector del angula’X con el lado opuesto a X (que sabemos que existe, por
el Teorema de la barra transversal); de esta bisectriz diremos también que es
la bisectriz del angula/X, o la bisectriz sobre el lado opuesto a X.

En algunos contextos llamaremos bisectriz a la longitud del segmento des-
crito.

A C A C A C
Bisectriz desde A Bisectriz desde B Bisectriz desde C

(Note que todo tridngulo tiene exactamente tres bisectrices; que las bisectri-
ces tienen sus extremos sobre el triangulo y que sélo uno de sus extremos es
vértice del triangulo).

(c) Unaaltura de un tridngulo desde uno de sus vértices, digamos X, es un seg-
mento con un extremo en X, y el otro extremo es el punto de corte de la recta
| que contiene al lado opuesto al AngutX, con la perpendicular a | que
pasa por X; de esta altura diremos también que es la altura sobre el lado
opuesto a X.

Fijada una altura, llamaremosbase correspondiento relativa) a esa al-

tura, al lado opuesto al vértice desde donde se topia;de esa alturaal
extremo distinto del vértice desde donde se toma. Fijado un lado como base,
llamaremosaltura correspondientgo relativa) a esa basea la altura que

tiene extremo en el vértice opuesto a dicho lado. Llamargmmgeccion del
lado I; sobre el laddy, si no son perpendiculares, al segmento que tiene un
extremo en el vértice comuan ayl |, y el otro extremo en el pie de la altura
correspondiente al

En algunos contextos llamaremos altura, base y proyeccion de un lado, a las
longitudes de los segmentos descritos.

B /]i\ B
A C A ' c A C

Altura desde A Altura desde B Altura desde C
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(Note que todo tridngulo tiene exactamente tres alturas, pero el pie de alguna
de ellas puede no estar sobre el triangulo o puede ser un vértice del triangulo,
tal como mostramos en la siguiente representacion).

B B

- — - [

A C A C

Otra terna de figuras geométricas especiales asociada a un triangulo, que
juega un papel muy importante en su estudio, la constituyeméaatricesde
sus lados. Recordemos que éstas son las rectas perpendiculares a los lados por
sus puntos medios (ver la definicion 2.14). No las hemos destacado en la defini-
cion 3.8 porque son rectas y no segmentos.

B B B
1
A / cC A c A R
Mediatrizde BC Mediatrizde AC Mediatrizde AB

Tal como veremos en el siguiente resultado, el Teorema del angulo externo
nos permitird decidir sobre la ubicacion de los pies de las alturas de un triangulo,
en términos de las medidas de los angulos que comprenden la base correspon-
diente.

—
Proposicion 3.7 Dada una rectaAB, un punto C fuera de ella, y D el pie de la
perpendicular a ella desde C, tendremos que:

(@) D =Asi, y sélo si/CAB es recto.
—
(b) D esta emAB y D+ A si, y s6lo siZCAB es agudo.
—_—
(c) D esta en el rayo opuestofB y D+ A si, y sélo si/CAB es obtuso.

Prueba (a)(=-) SiD = Atendremos, por definicion, quéCABes recto.
— —
(<) Supongamos queCABes recto. SD # Atendriamos quEA Yy CD serian
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dos rectas distintas perpendiculare?&adesde el punt@, contrario a la proposi-
cion 3.4. Por tantdD = A. .

(b) (=) Supongamos qub estd emPABy D # A. Tomemos un punt& tal que
A-D-E. Como, por la proposicion 2.9,CDE es recto, es un angulo externo del
triangulo ACDA en el vérticeD, y ZCABes uno de sus angulos internos no con-
tiguos, tendremos, por el Teorema del &ngulo externo /fisB es agudo.

(<) Supongamos qugCABes agudo. Si acadd = A tendriamos, por la parte
(a), queZCAB seria recto; contrario a lo supuesto. Si acAs&-B tendriamos,
por lo probado en la implicacion anterior, gd€AD es agudo; asi CAB, sigle-

mento deZCAD, seria obtuso; contrario a lo supuesto. Por tabtesta erAB.

N
(c) Por lo probado en la parte anteribresta en el rayo opuestodBy D # A si,
y sélo si,Z/CAD es agudo; y, al sexCAD suplemento deCAB, esto sucede si,
y solo si,Z/CABesobtuso.

Corolario 3.7.1 SiCD es altura deAABC, tendremos que:
(@) D = Asi, y sélo si/A es recto

(b) A-D-B si, y sélo siZA y /B son agudos.

(c) D-A-B si, y solo si/A es obtuso yB es agudo.

C
C
[ I I B N [T
E A B A D B

Prueba Consideremos lalturaCD de AABC.

(a) Es claro, por la proposicion 3.7.(a).

(b) Por la definicion de rayd-D-B si, y solo si,D esta erD esta erﬁy en ﬁ,
y, por la proposicion 3.7.(b), esto sucede si, y séla’siy /B son agudos.

(c) Por la definicion de rayd)-A-B si, y sélo si,D esta en el rayo opuesto éTB>

y en B*A: y, por la proposicién 3.7.(b) y (c), esto sucede si, y séla 8igs obtuso
y /B esagudo.
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Gracias al Teorema del angulo externo obtenemos también, con absoluta pre-
cisién, a lo que da lugar la negacion de la proposicioff3;3/, como consecuen-
cia inmediata, obtendremos uno de los principios méas conocidos de la Geometria,
a partir del cual mediremos tiistancia entre un punto y una recta

Proposicién 3.8 Un lado de un triangulo es mas grande que otro si, y sélo si, su
angulo opuesto es mas grande que el del otro.

Prueba Consideremos un trianguld ABC.
(=) Supongamosgjue CA es mas largaue
CB. Tomemos, por la proposicion 1.8, el
puntoD tal queC-D-Ay CD = CB. Por la
proposicion 3.3/CBD= /CDB.

Como ZCDB es un angulo externo d&ABD en el vérticeD tendremos, por el
Teorema del angulo externo, qu€DB es mas grande quéA. Como, por el
Teorema de la barra transverslesta en el interior d&B, tendremos, por la
proposicion 2.11, qgugB es mas grande quéCBD. Por lo tanto,/B es mas
grande que’A.

(<) (Por reduccion el absurdo)

Supongamos ahora quéB es mas grande queA. Si CA no fuera mas largo
queCB, tendriamosjue CA es mas cortajueCB o CA= CB. Pero,si CAes
mas cortoqueCB, entonces, por la parte anteriafB es mas pequefio quéA;

y si CA= CB, entonces, por la proposicion 3.3B = /A, ambas posibilidades
contrarias a lo supuesto. P@nto,CA es mas larggueCB.

Corolario 3.8.1 El segmento méas corto que une un punto fuera de una recta y
un punto de ella, es el segmento perpendicular a la recta desde el punto que esta
fuera de ella.

Prueba Consideremos una rectay un puntoP fuera

de ella. Llamemos, por las proposiciones 1.1y 4

punto de corte de la perpendiculamgor P. SiR es un

punto demdistinto deQ, tendremaos, por el Teorema del

angulo externo£Q es mas grande quer; y, asi, por la R) R
proposicion3.8,PQ es mas cortgquePR
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Definicion 3.9 (Distancia punto-recta)

La distancia entre un punto y una rectas: cero (0), si el punto esta sobre

la recta; la longitud del segmento perpendicular desde el punto a la recta, en
cualquier otro caso.

La distancia entre un punto y un rayes: cero (0), si el punto esta sobre el rayo;

la distancia entre el punto y la recta que contiene al rayo, si la perpendicular a
la recta que contiene el rayo, desde el punto, corta al rayo; la distancia entre el
punto y el origen del rayo, en cualquier otro caso.

La distancia entre un punto y un segmens: cero (0), si el punto esta sobre

el segmento; la distancia entre el punto y la recta que contiene al segmento, si
la perpendicular a la recta que contiene el segmento, desde el punto, corta al
segmento; la mas pequefia de las distancias entre el punto y los extremos del
segmento, en cualquier otro caso.

Ahora estableceremos un criterio para saber cuando tres segmentoaaados
pueden, de ninguna manera, conformar un triangulo.

Proposicion 3.9 (Desigualdad del triangulo)
La longitud de un lado de un triangulo es menor que la suma de las longitudes de
los otros dos, y mayor que su diferent?4.

Prueba Consideremos un triangulo ABCy llamemos, por t
—_— —

(CS4),D al punto en el rayo opuesto al raB€ tal queBD = }D

AB. Por la proposicion 3.3 tendremos qu&DB = /DAB. /|

ComoD-B-C, tendremos que: )/ *

() Por el Teorema de la barra transverBadsta en el interior S 5

de Z/DACY asi, por la proposicion 2.1¥,DAC es méas grande )/
queZDAB = /ADC; de donde, por la proposici®8,DC es )/
mas largaqueAC; A

(2) ComoBD =2 AB, tendremos quBC = AB+ BC.

De (1) y (2) tendremos, al sustituir, gad+ BC > AC.

Ahora como, por un razonamiento simil&C + BC > AB, c
tendremos quaC > AB—BC.
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Apenas en este momento estamos en capacidad de probar una de las propiedades
mas importantes de la distancia entre dos pufftos

Teorema 3.5 (Desigualdad triangular)
Dados tres puntos distintos A, B y C, se tiene quecAGB+ BC. Ademas, ten-
dremos la igualdad si, y s6lo si, B esta en ejreento AC.

Prueba SeanA, By C tres puntos distintos. Si acaso los tres puntos son coli-
neales tendremos, por (S3), que debe cumplirse una y sélo una de las siguientes
posibilidades:A-B-C 0 A-C-B 0 B-A-C. Es claro, a partir de la definicion de In-
terposicion en la recta, qudC < AB+BCy queAC = AB+ BC en caso de que
A-B-Cy s6lo en ese caso, es decir, si, y solBsista en el sgmentoAC.

Si acaso los tres puntos no son colineales tendremos, por la proposicion 3.9, que
AC < AB+BC.

Si nos preguntaramosgbajo qué condiciones podemos asegurar que dos
triangulos no son congruenteda respuesta se torna complicada, ya que la con-
gruencia entre triangulos involucra la presencia de siete relaciones distintas, tal
como puede verse en la observacion que hicimos justo después de la definicién
de congruencia de triangulos.

El siguiente resultado nos ofrece una respuesta parcial (bajo unas condiciones
especificas) a esta interrogante; éste precisara la negacion de los criterios LAL y
ALA juntos, estableciendo un paralelo con la proposiciéri®.8 En el ejerci-
cio 3.16 instamos al lector a que muestre que este paralelismo sélo es parcial, es
decir, que no es cierto fuera de esa condicion.

Note que la proposicion 3.8 establece las desigualdades entre lados y angulos
en un mismo tridngulo, mientras que el Teorema de la bisagra establecera las
desigualdades entre lados y angulos plrstridngulos distintos.

Teorema 3.6 (Teorema de la bisagra)

Si una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos triangulos tiene la
propiedad de que dos lados de uno de los tridngulos son congruentes con sus
correspondientes en el otro, se tiene que el angulo comprendido por esos dos
lados del primer triAngulo es mas grande que el angulo comprendido por esos
dos lados del segundo triangulo si, y sélo si, el tercer lado del primer triangulo
es mas largo que el tercer lado del segundo.
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Prueba Consideremos dos triangul@sABC

y ADEF talesqueAB= DE y AC = DF. E
(=) Supongamos qugA es mas grande que
/D, y probemogjueEF es mas cortgueBC.
Tomemos, por la proposicion 2.11, un puio
en el interior dezBACtal queZQACZ= /D. D F

H
Tomemos, por (CS4), el punkoen el raycAQ
tal que AK = DE Por la proposicion 1.4 te-

nemos queAK AQ y, por LAL, AAKC =
ADEF.
Tomemos, por el Teorema de la barra transver-

sal, el puntoL de corte deﬁ( conBC, y que
satisfaceB-L-C.

SiK = L tendremos, por el hecho deieEF =
KCy queB-K-C, queEF es mas cortgueBC,
como queriamos.

Supongamos qui€ # L.

Tomemos, por el Teorema de la barra transversal, el pMntte corte del bi-

sectorﬁ de ZBAK, conBC, y que satisfac®-M-L; de donde, junto 8-L-C,
tendremos que-M-C. Por LAL, AAMB = AAMK, y asi,MB =2 MK. Por la
Desigualdad del triangulo enCKM, tenemos qu€K < CM + MK; de donde,
al sustituir, tenemogueEF es mas cortoueBC, como queriamos.

(<) (Por reduccion al absurdo)

SupongamogueEF es mas cortqueBC, y probemos que A es mas grande que
/D. Siacaso/A es mas pequefio quéD tendremos, por la parte anterigue
EF es mas larggueBC; contrario a lo supuesto. Si acagé = /D tendremos,
por LAL, que AABC= ADEF, y asi,EF = BC; contrario a lo supuesto. Por
tanto,ZA es mas grande quéD.

Para finalizar este capitulo estableceremos un par de aplicaciones de algunos
de los resultados que hemos obtenido.

El primero de ellos, como aplicacion de la proposicion 3.3, earacteriza-
cién de la mediatriz de un segmef#®, que nos sera de utilidad en el momento
en que queramos probar que las tres mediatrices de un triangulo concurren en un
punto; y, junto con el Postulado de la recta, una consecuencia inmediata muy Util.
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Proposicién 3.10 (Teorema de la mediatriz)
La mediatriz de un segmento coincide con el conjunto de los puntos que equidis-
tan de los extremos del segmento.

Prueba Consideremos un gementoAB, M su punto

medio yl su mediatriz. [
Tomemos un punt® enl. SiP = M, es claro queP p
equidista de los extremasy B del segrﬁnto. Suponga- 1N

mos queP £ M; con lo queP no esta erAB. Considere- ST N
mos los triangulos\PMAy APMB. ComoPM es lado S oo
comun alos dosiangulosMA~ MBy /PMAZ /PMB A M B
(pues, por la proposicion 2.9, ambos son rectos) tenemos,

por LAL, que APMA= APMB. De estanodoPA= PB,
y asiP equidista de los extremdsy B del segmento.

Hemos probado que todos los puntod datisfacen la condicién dada. Probemos
ahora que los puntos que satisfacen esa condicion deben ektar en

Consideremos un punt® que equidista de los extremos

» t
Ay B del segmento. SP = M, es claro queP est<a_?n PM |
|. Supongamos qui 7:é_|\>/l; con lo queP no esta emAB. /Lp
Consideremos la rectaM. Como, en/APAB, PA = PB, %/ AN
tenemaos, por la proposicion 3.3, gué = /B. S X

|
Consideremos ahora los trianguldsPAM y APBM. Pt SN SN

ComoPA~PB,AM=BMYy /A= /B, tenemos, por LAL, A :M B
queAPAM= APBM. Ahora bien/PMAZ Z/PMBY for- v
man un par lineal; de donde, por la proposicién 2.6, ambos
deben ser rectos. Asi, por la proposicion 2.@! =1y,
por tanto,P esta enl.
-

Corolario 3.10.1 Si dos puntos distintos de una recta equidistan de los extremos
de un segmento, entonces esa recta es la mediatriz del segmento.

Prueba Consideremos un genentoAB, una rectam con dos punto® y Q que
equidistan deA y B. Por la proposicién 3 1Ry Q estan en la mediatrizdel

segmentoAB. Por el Postulado de la reclaQ my PQ_I de dondem=1.
-
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El segundo, como aplicacion del concepto de distancia entre un punto y una
recta, y el criterio LAA de congruencia de triangulos, waasacterizaciondel
bisector de un angulo, que nos sera de utilidad en el momento en que queramos
probar que las tres bisectrices de un triangulo concurren en un‘funto

Proposicion 3.11 (Teorema del bisector)
El bisector de un angulo, exceptuando su origen, coincide con el conjunto de
todos los puntos del interior del angulo que equidistan de los lados del angulo.

_>
Prueba Consideremaos un anguléBACYy su bisectoAD.

i
SeaP un punto enAD tal queP # A. Por el
corolario 2.3.1 y la definicién de bisectd®,
esta en el interior d&BAC. SeamQVy R, res- Q
pectivamente, los pies de las perpendiculares
H (—> . . .
a AB y a AC desdeP. Por el ejercicio 2.20
y la proposicion 3.7 tendremos q@esta en

ABy Q # A, asi comdR esta erACy R=#£A.
Por LAA tendremos qu&APQA= APRA de
dondePQ = PR A
N
Hemos probado que todos los puntosAle distintos del origen satisfacen la
condicién dada. Probemos ahora que los puntos que satisfacen esa condicion

|

|

|

|

|
M1
R C

—
deben estar en el bisectab.

SeaP un punto en el interior del angulBAC
gue equidista déTé y E Por la definicion
del interior de un anguld® no esta enTB ni
A<_>C. SeanQ y R, respectivamente, los pies

— —
de las perpendicularesAB y a AC desdeP.
Dedicaremos la ultima parte de la prueba a

_)
verificar queQ esta eMABy Q # A, asi como
—
Restd emlACy R# A. A
Supongamos que eso es cierto. Por hipotesis y la defiBc®RPQ= PR Tome-
—

mos, por (CS4), un puntd en el rayo opuesto RAtal queRD =2 AQ. Por LAL
tendremos queé\PRD= APQA Portanto: PD = PAy /PDR= /PAQ. Por
la proposicién 3.3/PDR= Z/PAR Por (CA1) tendremos quéPAR= /PAQ,

_>
con lo queAP biseca el angularBAC. Como, por la proposicién 2.5, sélo puede

—_
haber un bisector, tendremos, por la proposicion 1.4 Ryesta sobré\D.
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Afirmacion: Q esta enﬁT3y Q#A, asi comR esta enﬁ: yR#£A

ComoP esta en el interior d€BAC, los angulos“BAPy /PAC son adyacentes.
Supongamos qu® = A. Asi, R# A; pues en caso contrario, por la proposi-
cion 2.10,A, By C serian colineales; contrario a la definicion de angulo. Por
el Postulado del transportador tendremos gqué”AC = m/BAC— m/BAP <

180—90=90, es decir/PACes agudo.
P

4/

Por la proposicion 3. R esta emC. Asi, APQRes talquePQ= PR, ZPQRes
agudo yZPRQes recto; contrario a la proposicion 3.3. Por tafies A.
IntercambianddTC por,@, y Rpor Q, obtenemos quB # A.

Supongamos ahora gq@eno esta erﬂé. Por la proposicién 3.7{/PABes obtuso.
Por estarazomRResta erﬁT():; pues, en caso contrario, por la proposicion 3FAC

seria también obtuso; en cuyo case;BAC = m/BAP+ m/PAC > 90+ 90 =

180, del todo contrario al Postulado de la medida del angulo.
P

Por el Teorema del angulo externéPARes agudo. AsiAPARes talque PA
PR ZPARes agudo ¥PRAes recto; contrario a la proposicién 3.3. Por tafo,
_>

esta erAB.
. — — L, —
Intercambiand@C por AB, y R por Q, obtenemos quR esta emAC.
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Problemas del Capitulo 3

3.1 ¢ Cual de los siguientes enunciados define un triangulo?

(a) Untridngulo es la union de tres segmentos que se intersectan en sus extremos
(b) Un tridngulo es un conjunto de puntos formado por tres segmentos no coli-
neales dos a dos que se intersectan dos a dos en uno de sus extremos

3.2 ¢Pueden dos angulos de un triangulo tener un lado comun?

3.3 (a)¢ Sera verdad que, si dos tridngulos son iguales, entonces son congruentes?
(b) ¢,Cual es el error en el siguiente razonamiecmmo AABC = ABAC, en-
toncesAABC = ABAC?
(c) ¢ Sera verdad que, si dos triangulos son iguales, entonces cualquier corres-
pondencia biunivoca entres sus vértices es una congruencia?
(d) Construya dos triangulos congruentes y distiftbs.

3.4 Muestre, con un ejemplo, que no puede haber ningln criterio LLA, ni BAA
general de congruencia de triangulos.

3.5 Pruebe que dos triangulos rectangulos son congruentes, si dos lados del uno son
congruentes con dos lados de la misma naturaleza del otro, es decir, si se cumple
cualquiera de las dos condiciones siguientes:

(a) (cateto-cateto)
los catetos del uno son congruentes con los del otro.
(b) (hipotenusa-cateto)

la hipotenusa y un cateto del uno son congruentes con la hipotenusa y un
cateto del otro.

3.6 (a)Sidos sgmentosABy CD se bisecan, entonces los segmentos que unen sus
extremos ACy BD (o AD y BC), son congruentes.
(b) SiAPy BC se bisecan eN, y ACy BQse bise-

can erK, pruebequePC = QC. _"_(;3"78
(c) Explique como es posible que dos hombres con >~ _\ -7

~

s6lo una cinta métrica puedan medir la distancia \/,/
entre los puntoRy Sque se encuentran a lados .7 S~

> P T W SN — —
opuestos de un la§d . N N
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3.7 Pruebe que:
(a) la hipotenusa de un triangulo rectangulo es mayor que cualquiera de sus cate-
tos.

(b) cada lado de un triangulo es mas largo que cualquiera de sus proyecciones
sobre otro lado (al que no es perpendicular).

(c) dos lados de un triangulo son congruentes si, y sélo si, sus proyecciones sobre
el tercero de los lados son congruentés.

(d) un lado de un triangulo es mayor que otro si, y s6lo si, su proyeccién sobre el
tercer lado es mayor que la del otro.

3.8 Pruebe que cada lado de un tridngulo esta, excepto sus extremos, en el interior del
angulo opuesto.

3.9 (Caracterizaciones del interior de un triangulo)
Pruebe que un puntd esta en el interior del triangul&.ABC si, y so6lo si, se
cumple cualquiera de las dos condiciones siguientes:
(a) esta en el interior de dos de sus angulos.

(b) AD cortaBC en un puntdP tal queA-D-Py B-P-C.
3.10 Pruebe que:

(a) si, en un trianguld\ABC, D es un punto tal quB-D-C, entoncesAD es mas
cortoqueAB o queAC.

(b) si, en un trianguld\ABC, D es un punto tal quB-D-C, y BD = AC, entonces
AB es mas larggueCD.

(c) el segmento que une dos puntos de un triangulo no es mas largo que el lado
mas largo del triangulo.

(d) el segmento que une dos puntos interiores de un triangulo es mas corto que el
lado mas largo del triangulo.

3.11 El perimetrode un triangulo es la suma de las longitudes de sus lados.

El semiperimetrale un triangulo es la mitad de la suma de las longitudes de sus
lados (es decir, la mitad del perimetro).

SiD es un punto interior A& ABC, pruebe que:

(a) £BDC es mas grande quéBAC.

(b) no puede cumplirse a la vemeAB= CDy AC= BD.

(c) la suma de las distancias deddl@ los extremos de un lado, es menor que la
suma de las longitudes de los otros dos lados.

(d) la suma de las distancias deddéhasta los vértices del triangulo es menor
gue el perimetro del triAngulo, y mayor que su semiperimetro.
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3.12 Pruebe que el perimetro de un triangulo es mayor que la suma de sus tres alturas.

3.13 Sila mediana y la bisectriz desde un vértice de un triangulo coinciden, entonces
ella es también altura y los lados que parten de dicho vértice son congruentes.

3.14 (Concurrencia de las bisectrices e incentro)
Pruebe que:

(a) dos bisectrices de un tridngulo se cortan en un punto que equidista de sus tres
lados.

(b) las tres bisectrices de un trianguoncurren®® en un punto que equidista
de sus tres lados.
Este punto se llamal incentrodel triangulo. Como veremos en el Capitulo
9, el nombre de este punto proviene del hecho de que desde él se puede trazar
un circulo inscrito en el triangulo (es decir, tangente a sus tres 1&dos).

3.15 (a@)Construya un triangulo isésceles cuya base sea mas corta que sus laterales.
(b) Construya un triangulo isGsceles cuya base sea mas larga que sus laterales.
(c) Construya un tridngulo escaleno.
(d) Construya un triangulo acutangulo.
(e) Construya un tridngulo obtuséangulo.

3.16 Muestre, mediante algun ejemplo, que las partes (a) y (b) del Teorema de la bi-
sagra no son ciertas, si dos lados de uno de los triangulos no fueran congruentes
con dos lados del otro.

— —
3.17 SiCy D son puntos en lados opuestos de una rA&apruebe quéAB es media-
triz deCD si, y solo si, se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) ZCAB= /DABY AC = AD.
(b) ZCAB= /DABY /CBA= /DBA

3.18 (a)Fijado un puntd en la mediatrid del sgmentoBC, pruebe que, sh es un

punto cualquiera, entoncéf)+ QB = AQ+ QC.

(b) Si Ay B son dos puntos en lados opuestos de una tegizual es el puntB
del para el que la sumaP+ PBes minima?

(c) Si Ay B son dos puntos distintos en el mismo lado de una tegteual es el
puntoP del para el que la sumaP+ PB es minima?

(d) Si Ay B son dos puntos distintos fuera de una reécigerifique que el punto
P del para el que la sumAP+ PB es minima satisface que los dos angulos
queformanAPy | son congruentes a los dos angulos fprenanBPy .32
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3.19 Pruebe la proposicion 3.6.

3.20 ¢ Puede alguno de los segmentos caracteristicos de un triangulo coincidir con al-
gun lado del triangulo?; ¢y dos de ellos?; ¢y los tres?

3.21 Pruebe que:

(a) la suma de las medidas de dos angulos de un triangulo es menor que 180.

(b) todo triangulo tiene al menos dos angulos agudos.

(c) si dos lados de un tridngulo son congruentes, entonces sus angulos opuestos
son agudos (y, por tanto, los angulos de la base de un tridngulo isGsceles son
agudos, asi como los tres angulos de un tridngulo equilatero).

(d) los angulos distintos del recto, en un triangulo rectangulo, son agudos.

3.22 Pruebe que dos tridngulos rectangulos son congruentes, si un lado y un angulo
distinto del recto del uno son congruentes con un lado de la misma naturaleza y
un angulo, con la misma ubicacion respecto al lado, del otro.

3.23 Considere el trianguld, cuyos vértices son los puntos medios de un triangulo
T1. Pruebe que, si dos lados @igson congruentes, entonces dos lado$,d&on

congruentes (y, por tanto, & es isésceles o equilatero, entondggs isésceles
o0 equilatero).

3.24 Si dos lados de un triangulo son congruentes, pruebe que la mediana, la bisectriz
y la altura sobre el tercer lado coinciden (y, por tanto, la mediana, la bisectriz y la
altura sobre la base de un tridngulo isésceles coinciden, asi como la mediana, la
bisectriz y la altura sobre cualquier lado de un triangulo equilatero).

3.25 Sidos lados de un triangulo son congruentes, pruebe que las medianas sobre ellos
son congruentes (y, por tanto, las medianas sobre los laterales de un tridngulo
isdsceles son congruentes, asi como las tres medianas de un triangulo equilatero).
En los ejercicios 5.5.(b) y 6.39.(b) probaremos que el reciproco de esta proposi-
cién también es cierto; en este ultimo probaremos ademas que, si dos lados de un

triangulo no son congruentes, entonces sobre el lado mas pequefio cae la mediana
mas larga.

3.26 Si dos lados de un tridngulo son congruentes, pruebe que las bisectrices sobre
ellos son congruentes (y, por tanto, las bisectrices sobre los laterales de un trian-
gulo isOsceles son congruentes, asi como las tres bisectrices de un triangulo equi-
latero).

En el gjercicio 6.45.(b) probaremos que el reciproco de esta proposicion también
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es cierto; alli probaremos ademas que, si dos lados de un triangulo no son con-
gruentes, entonces al angulo mas pequefio corresponde la bisectriz mas larga.

3.27 Pruebe que dos lados de un triangulo son congruentes si, y sélo si, las alturas
sobre ellos son congruentes (y, por tanto, un triAngulo es isésceles si, y sélo si,
tiene exactamente dos alturas congruentes; y un triangulo es equilatero si, y sélo
si, las tres alturas son congruentes).

3.28 Si la mediana y la altura desde un vértice de un triangulo coinciden, pruebe que
ella es también bisectriz y los lados que parten desde dicho vértice son congruen-
tes.

3.29 Pruebe que:
(a) si la bisectriz y la altura desde un vértice de un triangulo coinciden, entonces
ella es también mediana y los lados que parten desde dicho vértice son con-

gruentes.
(b) el bisector de un angulo cualquiera de un triangulo escaleno no puede ser
perpendicular al lado opuesto, es decir, no puede contener la altura.

3.30 Pruebe que:

(a) las medianas desde vértices correspondientes de dos triangulos congruentes
son congruentes.
(b) las bisectrices de angulos correspondientes de dos triAngulos congruentes son

congruentes.

(c) las alturas desde vértices correspondientes de dos triAngulos congruentes son
congruentes.

3.31 Pruebe que: B

(@) siAB= PQy BP = AQ, entonces: /\
(i) ZAX ZP. M Q
(i) AABM =2 APQM. A

(b) si /P es mas grande quéQ y /B es mas
grande que/A, pruebequePB es mas cortgue P
AQ.

3.32 Pruebe que la mediana sobre un lado de un triangulo es menor que la semisuma
de las longitudes de los otros dos lados.

3.33 Si, en el triAngulcAABC, AD es una bisectriz, pruelspie AC es mas larggue
CD.
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3.34 Sea/AHREtal queRH = RE. SearM y K dos puntos tales queH-M y R-E-K.
SeaT el punto de intersecciode EM y HK. Si ZHRT = ZERT, pruebe que

AMTH = AKTE.

3.35 Dos lados de un triangulo son congruentes si, y solo si, equidistan del punto medio
del tercer lado.

3.36 (Criterios de congruencia para triangulos isdsceles)
Pruebe que dos triangulos isésceles son congruentes bajo cualquiera de las si-

guientes condiciones:
(a) Siunlado y el angulo de la cuspide del uno son congruentes con un lado de

la misma naturaleza y el &ngulo de la cuspide del otro.
(b) Si un lado y un angulo de la base del uno son congruentes con un lado de la

misma naturaleza y un angulo de la base del otro.
(c) Si un lateral y la base del uno son congruentes con un lateral y la base del

otro.

JR— _ —
3.37 (a)Sea”AKGH un trianguloconKG = KH. SeaP un punto deGH, que no esta
enGH. PruebequeKP es mas largaueKG (y, por tanto, KP es también

mas largaqueKH).
(b) Use la parte anterior para idear un procedimiento para construir un triangulo

escaleno.
3.38 SeaAKVL un tridnguloconKV = LV. SiP M
es punto mediaeKL, pruebequeST = RT.
T
R
Vi
K P L

3.39 Sea/AABCun trianguloconCA =2 CB. Si los bisectores dg€Ay /B se cortan en
— -
el puntoF, pruebe qUEF es la mediatrizie AB.

R - <
3.40 SeaAABCun trianguloconBA =2 BC. SeaD un punto en el lado dAB opuesto

—
al deC, y tal queAABD equilatero. Se& un punto en el lado dBC opuesto al
deA, y tal que/ABCE es equilatero. Pruelmpie AE = CD.
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3.41 SiGy Btrisecan (es decir, dividen en tres partes R
de la misma magnitudd MR, G y P trisecana
AC,y AG= BG, pruebe quezR= /C. B
A K
P
M C

3.42 Larectal es la mediatrizie BC, y A es el punto medideBC. Los puntoK y G
>

estan al mismo lado dBC; K al mismo lado dé queB, y G al mismo lado dé

_ —

queC, de tal manera quEBAK = ZCAG. La perpendiculaa BC enB cortaAK

N — .
enD, y la perpendiculan BC enC cortaAG enE. Pruebe quesi BE y CD se
intersectan, lo hacen én

3.43 Si una rectanno pasa por ninguno de los vértices de un triangukBC, y corta
suladoAB, pruebe quen corta también uno y sélo uno de los otros thitos,BC
0AC.

3.44 Pruebe que:

(a) Si ?SbisecaéRPM, entonceSCMes
mas grande qu&gSPR

(b) Si ZSCV = /PRV, entonces/PRT es
mas grande qugs.

M P

3.45 Dados dos sgmentosAB y CD que se intersectan en el purRddistinto de sus
extremos), yQ es un punto distinto de, pruebe queQA+ QB+ QC+ QD >
PA-+PB-+PC+PD.

(Es decir, el punto de corte es el punto cuya suma de distancias a los extremos de
los segmentos es minima).

3.46 Sidos lados de un triangulo son congruentes y sus puntos equidistan de un punto
del tercer lado, pruebe que ese punto es el punto medio de ese lado.

3.47 Siunarecta corta el interior de un triangulo, pruebe que corta al menos dos de los
lados.



88 Geometria métricalana

3.48 (a)¢Es convexo un triangulo?
(b) ¢ Es convexo el interior de un tridngulo?

(c) ¢ Es convexo el exterior de un triangulo?
(d) ¢ Puede un punto estar en el exterior de un triangulo y, a su vez, en el interior

de uno de sus angulos?
(e) ¢ Puede un punto estar en el exterior de un triangulo y no estar en el interior

de ninguno de sus angulos?

3.49 (a)Si un triangulo tiene sélo un vértice en comun con una recta, pruebe que el
interior de ese triAngulo esta contenido en un lado de esa recta.
(b) Si un tridngulo esté contenido en un lado de una recta, pruebe que el interior
de ese tridngulo esta contenido en ese mismo lado de esa recta.

—
3.50 Seanﬁ y AC dos rectas que se cortan Bnde manera tal qué-B-C. Las
< <>
perpendiculares BD, desdeA y C, intersectarBD enP y Q, respectivamente.
<

Pruebe qu® y Q no estan al mismo lado d&C.

3.51 En el trianguloAABC, tomamos un puntb tal queA-F-C, y un puntoD tal que
A-D-B, y de tal manergueFC = DB. PruebequeAB es mas larggueAC si, y

s6losi, FB es mas largo quéD.
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Comentarios del Capitulo 3

(I)Nos detendremos por un tiempo en el estudio de los triangulos en si mismos debido a que éstos
son a la Geometria, lo que los nimeros primos son a la Aritmética, en el sentido de que, el estudio
de los principales conceptos de la Geometria comienza, por lo general, con el caso particular del
triangulo.

@) Ver el ejercicio 1.13.(a).
(3)Ver la observacion 2.1.(c).
“)Ver el ejercicio 1.13.(b).

®En el ejercicio 3.9 obtendremos, por medio del Teorema de la barra transversedyacieriza-
cionesdel interior de un tridngulo; ademas, esos resultados son los que nos permitiran verificar que
el interior de un tridngulo es, efectivamente, una figura geométrica (es decir, que es no vacio) y, en
verdad, que tiene un namero indefinido de puntos.

(6)La congruenciaes la relacién basica del estudio de la Geometria. Su importancia se manifiesta
en la produccion industrial (en serie) de objetos compuestos de multiples piezas, en caso de querer
tener la posibilidad de reemplazar partes de una maquina, por ejemplo.

Guiados por esta manera de concebir la congruencia, hemos precisado dos casos entre figuras geo-
métricas: el caso mas sencillo de todos, el de segmentos, en el que sé6lo importa el tamafio, pues
todos tienen la misma forma; el segundo, el de angulos, donde vimos que, también, importa sélo su
tamafio (pues éste determina la forma).

La palabracongruenciaes heredada del latin. Esta compuesta por la preposicidnque sig-

nifica: con, al mismo tiempo que, juntg ala otra parte deriva del verboo (y no degruo, pues

el significado de éste agitar), que significa:lanzarse, precipitarse, correr, caer, proyectdde

tal manera que el significado de la palabomgruenciaes, literal y etimolégicamentecoincidir,
concordar, conveniry es de este significado de donde tomaremos la idea que precisaremos.

Por otro lado, el simbolo usual para representar la congruenciz’egjtie se puede ver como
dividido en dos partes: la parte de arriba, es decir, el simbslpdue indica igualdad de forma; y

el simbolo ‘=" que indica igualdad de tamafio.

("'De esta manera vemos que el gedmetra, lejos de interesarse por la ubicacién precisa de un objeto
en el plano, presta su atencion fundamentalmente a su tamafio y forma. Asi, para hacer alguna
ilustracién respecto a los triangulos, da lo mismo que el tridngulo se dibuje en la hoja de papel o en
el pizarrén, puesto que no es de su ubicacién de lo que se habla, sino de propiedades que son del
todo independientes de ella.

(8 Tal como dijimos en el comentario de la Ndt6) del Capitulo 1, esto significa que a cada uno de
los vérticesA, By C, corresponde uno de los vértidesE y F, y viceversa; o, en menos palabras, a
cada vértice de uno de los triangulos corresponde uno, y sélo uno, de los vértices del otro triangulo.

(9 Todas las combinaciones de tres en tres (con repeticion) posibles de las letras L y A son: AAA,
AAL, ALA, LAA, ALL, LAL, LLA, LLL. Si ellas representaran, respectivamente, un lado y un
angulo de un triangulo, tendriamos que las correspondencias AAL y LAA, asi como las ALL y
LLA, serian similares. De manera que tendriamos, propiamente hablando, seis tipos no similares
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de correspondencias entre los vértices de dos tridngulos: AAA, ALA, LAA, LLA, LAL y LLL.
Veremos, en el ejercicio 3.4, que AAA y LLA no determinan en general congruencias entre trian-
gulos. Por tanto, LAL, ALA, LLL y LAA son todos los tipos de correspondencias entre vértices de
dos triangulos que resultan ser congruencias.

(10 Este criterio de congruencia de tridngulos nos permitira afirmar que, si conocemos las longitudes de
dos lados de un triangulo y la medida del &ngulo comprendido por ellos, debemos estar en capacidad
de conocer la longitud del tercer lado y las medidas de los otros dos angulos. Ciertamente esto es
asi, pero debemos esperar hasta que introduzcamos la nocion de semejanza de triangulos en el
Capitulo 6, la cual depende fundamentalmente del Gltimo de los postulados de nuestra teoria (el
Postulado de las paraleldspara corroborarlo (ver el ejercicio 6.53).

{11Tal como hemos dicho en la nota anterior, si conocemos las medidas de dos &ngulos de un triangulo
y la longitud del lado comprendido por ellos, debemos estar en capacidad de conocer la medida del
tercer angulos y las longitudes de los otros dos lados. Ciertamente esto es asi, y lo justificaremos
en el Capitulo 6 (ver el ejercicio 6.53).

(12| a prueba que presentamos de esta proposicién se debe a un matematico
poco conocido, de principio de nuestra era, llam&dppus Se cuenta
gue al alimentar la base de un computador capaz de realizar operaciones
de deduccién l6gica con los elementos basicos de la Geometria, ejecutd
la prueba de este resultado tal y como lo hizo Pappus; es de pensar, en-
tonces, que quizas es la prueba mas sencilla que se puede realizar. La f~——
prueba de Euclides ocupa mas de una pagina impresa, y va acompariada/_ -~ ~_
de la siguiente figura, que le dio el nombreT@®rema del puente de los
burros (el pons asinorurj) no sabemos bien si por la forma de ésta, o por
la sencillez del resultado.

(13 Ademas, este resultado da garantia de que los triangulos son rigidos, en el sentido de que es im-
posible cambiar los angulos (la forma) sin cambiar a su vez el tamafio de los lados. Empiricamente
se corrobora este hecho uniendo los extremos de tres varitas de madera con clavos de tal manera
gue dos a dos puedan girar; veremos que después de unir las tres (formando un triangulo), ya no se
mueve (se vuelve rigido). Por contraste, cuando hacemos lo mismo con cuatro varitas de madera,
constatamos que los cuadrilateros no son rigidos, ya que pueden cambiar la forma sin cambiar el
tamafio de sus lados. Es por esta razén que se usan travesafios diagonales en la construccion de
puertas y de diversos tipos de muebles.

{(14Tal como hemos dicho anteriormente, si conocemos las longitudes de los tres lados de un triangulo,
debemos estar en capacidad de conocer las medidas de sus tres angulos. Ciertamente esto es asi, y
lo justificaremos en el Capitulo 6 (ver el ejercicio 6.53).

(19 E| Teorema del &ngulo externo nos permitira obtener, ademas, la negacion de la proposicién 3.3 con
precision, la nocion de distancia entre un punto y una recta, la Desigualdad triangular y el Teorema
de la bisagra.

{18 Tal como hemos dicho anteriormente, si conocemos la longitud de un lado de un triangulo y la
medida de dos angulos, debemos estar en capacidad de conocer longitudes de los otros dos lados
y la medida del tercer angulo. Ciertamente esto es asi, y lo justificaremos en el Capitulo 6 (ver el
ejercicio 6.53).
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{I7ya hemos probado, en la proposicién 2.10, que por un punto de una recta pasa una Gnica perpendi-
cular.

(18 En virtud de este resultado, las categorias de triangulos definidos en las partes (c) y (d) de la
definicién 3.7 coinciden.

(19 sj tenemos asegurada la existencia de un angulo recto, siempre podremos construir un triangulo
rectangulo: basta con tomar sendos puntos en los rayos que conforman el angulo recto, distintos
del vértice, y construir el triAngulo formado por esos dos puntos y el vértice del &ngulo recto; y con
esto podemos construir también triangulos isésceles y escalenos.

(29 Recuerde que la proposicion 3.3 dice gdes lados de un triangulo son congruentes si, y sélo si,
sus angulos opuestos son congruent®s negacion seria entoncefas lados de un triangulo no
son congruentes si, y s6lo si, sus angulos opuestos no son congrleicied se puede dividir en
las dos proposiciones siguientssdos lados de un triangulo no son congruentes, entonces sus an-
gulos opuestos no son congruenyesi dos angulos de un tridngulo no son congruentes, entonces
sus lados opuestos no son congruentéste que la negacién pura y simple de la proposicién 3.3
no nos dice nada sobre la relacién existente entre los lados, ni entre los angulos, que dejan de ser
congruentes; y es por esta razon que decimopremEsamosa lo que da lugar su negacion.

(2D Tres nimeros reales positivash y ¢ pueden representar las longitudes de los lados de un triangulo,
sélo si la suma de cualesquiera dos de ellos es mayor que el tercero; en otras palabras, ésta es una
condicion necesaripara ese fin. Asi, por ejemplo, no podra haber ningln triangulo cuyos lados
midan 2, 3y 5. Mas adelante (Capitulo 6) probaremos que ésta es tambEndi@aon suficiente
exponiendo la manera en que se debe construir un tridngulo cuyos ladosanklgrc (ver el
ejercicio 6.18).
Por otro lado, note que este resultado no permitiria que se cumpliera la tercera condicion de la
definicién de la relacién de Interposicién, y no se cumpliera la segunda, si conservamos la escala.

(22 Esta propiedad restringe el uso indiscriminado de unidades de medida diversas en las rectas, ya que
establece una conexién entre las escalas que se usan sobre las rectas determinadas por los vértices
de un trlangulo Aclarando un poco mas: si, en un triangiBC, usamos una escala en la

rectaAB otraen la rectaAC y otramas en la rectBC éstas estan sometidas, por lo menos, a la
restriccion de que todavia debe cumplirse 4Ge< AB+ BC.

{23 Considere la situacion en la que tenemos una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos
triangulos con la propiedad de que dos lados del primer triangulo son congruentes con las partes
correspondientes del segundo triAngulo. Los criterios LAL y LLL nos permiten establecer la si-
guiente equivalencia:
el angulo comprendido entre los dos lados en cuestién del primer triangulo es congruente con su
correspondiente en el segundo triangulo si, y solo si, el tercer lado del primer triangulo es con-
gruente con el tercer lado del segundo tridngulo
La negacién de esta equivalencia se puede dividir en las dos proposiciones siguientes:
si el &ngulo comprendido entre los dos lados en cuestion del primer triAngulo no es congruente con
su correspondiente en el segundo triangulo, entonces el tercer lado de uno de ellos debe ser mas
largo que el tercer lado del otrgy,
si el tercer lado del primer tridngulo no es congruente con el tercer lado del segundo triangulo,
entonces el angulo comprendido entre los dos lados en cuestion de uno de ellos debe ser méas
grande que el angulo comprendido entre los dos lados del;otres por esta razén que decimos
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gueprecisamosa lo que da lugar su negacion.

{24 Estableceremos una condicién que nos permitira prescindir del transportador para verificar que una
recta es la mediatriz de un segmento (es decir, de tener que medir un angulo de 90 con vértice en
el punto medio del segmento), ya que podremos hacerlo, bien con sélo una regla, si se nos permite,
0 con un canto recto y un compas. Pero podemos decir mas aun: es esta caracterizacion de la
mediatriz de un segmento la que da garantia del método que hemos ilustrado para construir una
recta perpendicular a otra por uno de sus puntos (ver la {4diadel Capitulo 2).

(29 Este resultado nos permitira prescindir del transportador para verificar que un rayo es el bisector de
un angulo (es decir, de tener que medir el angulo y su mitad), ya que podremos hacerlo, bien con
s6lo una regla, si se nos permite, o con un canto recto y un compas.

(26) Generalmente se utiliza, para este fin, el criterio LAL de congruencia de triangulos; y es por esta
razén que lo escogemos como postulado. Pero, sitenemos tres palitos con los que se puede construir
un triangulo, se utiliza el criterio LLL.

{27 Como se podra sospechar, para poder construir dos triangulos cuyos angulos tengan las mismas me-
didas, necesitaremos del proximo postulado (el Postulado de las paralelas), el cual sera presentado
en el siguiente capitulo.

(28 podria el expositor hacer este experimento en clase con los estudiantes usando, en lugar del lago,
una de las paredes del sal6n de clases y un punto a cada lado de la pared. Después de introducir
el Postulado de las paralelas obtendremos las razones del método mas usual en la solucién de este
problema.

{29 Compare este resultado con el de los ejercicios 3.24 y 3.28.
(30 Esto quiere decir qupasan a la vez poo se cortan en

(3VEn el Capitulo 4 veremos que las tres mediatrices y las tres rectas que determinan las alturas también
concurren en un punto (ver los ejercicios 4.25 4.27); y en el Capitulo 5 veremos que lo mismo
sucede con las medianas (ver los ejercicios 5.5).

(32 Este resultado es de gran utilidad en la Fisica, particularmente en la dptica, cuando se trata de
determinar un punt® en un espejo plano en el que debe incidir un rayo de luz con fuente en el
puntoA, para que éste se refleje en el pudtd@ambién es (til para averiguar el puftde la banda
de una mesa de billar en el que debe rebotar la bola que esta ubicada en &, partoque haga
contacto con otra bola ubicada en el puBto

Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 3

Creemos que el instructor del curso deberia acompafiar al estudiante en la resolu-
cion de los ejercicios del 3.1 al 3.18; de los cuales consideramas, sin pretender
ser objetivos al respecto, que sondificultad bajalos ejercicios del 3.1 al 3.7,

de dificultad intermedialos ejercicios del 3.8 al 3.10, y ddificultad alta los
ejercicios del 3.11 al 3.18.
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Del mismo modo, creemos que el estudiante deberia enfrentar solo los ejer-
cicios del 3.19 al 3.51; de los cuales consideramos, sin pretender ser objetivos al
respecto, que son a#ficultad bajalos ejercicios del 3.19 al 3.33, d#ficultad
intermedialos ejercicios del 3.34 al 3.45, y dbficultad alta los ejercicios del
3.46 al 3.51.

A continuacién ofrecemoayudaspara algunos de los problemas.

3.5: para el caso hipotenusa-cateto, haga una copia de uno de los triangulos sobre
el cateto que es congruente del otro y use el criterio LAL, la proposicién 3.3
y el criterio LAA.

3.7: parala partéc), en el caso en que los zi_n)gulos de la base correspondiente sean

agudos, tom& en en el rayo opuestolB tal queDE = DB.

3.11: para la partda), trace,ﬁ y use el Teorema del angulo externo; para la parte
(c), use la Desigualdad del triangulo convenientemente, prolongando uno de
los segmentos interiores.

3.14:para la partga), use el Teorema de la barra transversal y el Teorema del
bisector.

3.15:para la partgc), tome, en un tridngulo iséscelésABC cuyabaseBC sea
mas corta que los laterales, un pubttal queB-A-D y pruebe que\DBC es
escaleno.

3.18: para la partéc), trace la rectan perpendicular & desdeB; llameM al punto

de corte entre ambas; llan@al punto del rayo opuestolgé tal queMB =
MC; tomeP el punto de corteleACy I.

3.32:tomando la mediana desdey llamandoM al punto mediale BC, extienda
AM hastaD, de manera tajueMD = MA.

3.35:para (=), use el Teorema del bisector, o use el criterio hipotenusa-cateto.

3.43:Ay B estan en lados opuestos meC, al no estar em, estd en uno de los
lados.

En este punto del desarrollo de la Geometria corresponde tomar una de-
cision: aceptar el Postulado de las paralelas como parte de sus postulados (tal
como lo haremos en el siguiente capitulo), dando lugar al tipo de Geometria
que nosotros desarrollaremos, y que es llamada generalmente Geometria eucli-
diana, en honor a Euclides que lo hizo asi por primera vez de manera formal; o
proseguir su desarrollo sin hacer uso de esta proposicion, lo cual daria lugar a
un tipo de Geometria que se ha llamado cominmente Geometria Absoluta.
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Con respecto a la Geometria euclidiana debemos decir que el punto de
vista que se aborde da lugar a una division de ésta en dos: la Geometria
Métrica, en la cual se introduce desde el principio la medicién de distancias entre
puntos, para inferir todo lo referente a las congruencias (tal como lo hemos
hecho en nuestro desarrollo), cuyo pionero fue George David Birkhoff; y la
Geometria Sintética, en la que no se introduce de ninguna manera la nocién de
distancia entre puntos (sino que més bien se construyen “los nimeros reales” por
afiadidura), aceptando como términos primitivos de su desarrollo las relaciones
de congruencia basicas, de la cual hemos hecho bastantes aclaratorias en los
comentarios de los capitulos anteriores, y cuyos representantes mas destacados
son Euclides mismo y el matematico aleman David Hilbert.

La Geometria Absoluta, por su parte,
fue desarrollada formalmente por primera vez

EUCLIDES

por el sacerdote Jesuita y gedmetra italiano
Giovanni Girolamo Saccheri(05/09/1667
San Remo - 25/10/1733 Milan) quien, como
la mayoria de los gedmetras de su tiempo, no
estaba satisfecho con la formulacién eucli-
diana del Postulado de las paralelas; pen-
saba, como los otros, que este postulado se
podia inferir del resto de los postulados de la
Geometria. Su desarrollo dio forma a un ex-
tenso libro llamado Euclides ab omne naevo

AB OMNI NEVO VINDICATUS;
SIVE

CONATUS GEOMETRICUS
QUO STABILIUNTUR
Piima ipG uoiverfz Geometriz Principia.
AUCTORE
BIERONYMO SACCHERIO
SOCIETATIS JESU

T Ticinenl Univerficate Masheleos Profe(T

OPUSCULUM

EX.* SENATUI
MEDIOLANENSI

Ab Apdore Dicatum.

MEDIOLANI, MDCCXXXIIL
p—
€x Typogeaphia Pauli Aotonii Montawis  Sapepiorars petmiff

vindicatus (Euclides librado de toda culpa),
y publicado en 1733%, en el que pretendié
dar una “prueba” de dicho postulado, dando
lugar a la comedia mas notable de la historia
de las matematicas.

Es claro que la supuesta prueba era falaz, pero sin embargo ofrecié como
parte de su arsenal una cantidad considerable de resultados insospechados hasta
ese momento en la Geometria que, librandolos de la parte errénea del libro, da
lugar al primer tratado de Geometria Absoluta; y es por esta obra que se honra
justamente a Saccheri, sirviendo su nombre de ep6énimo a un tipo de figuras
geométricas conocida como los Cuadrildteros de Saccheri, que terminan siendo
rectangulos en la Geometria euclidiana. Como muestra de lo que se pudiera
hacer sin el Postulado de las paralelas en Geometria ofrecemos el siguiente

Portada de la obra original de Saccheri

10tras obras de este mismo autor sbagica demonstrativgublicada en 1697, en el que trata
sobre definiciones, postulados y demostraciones en el estilo de Eubl&testaticapublicado en
1708;Quaesita geometriggpublicada en 1693.
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resultado notable: La suma de las medidas de los angulos de un tridngulo es
menor o igual que 180.

Lo cémico de este capitulo de la historia de

las matematicas, y que de haber tenido éxito b c
se hubiera convertido en tragico, es que su

propdsito no era de ninguna manera una reivin- T T

dicacién de Euclides a los ojos de ningiin mate-

matico moderno, pues hubiera significado, sim- A B

plemente, que el postulado era redundante; cosa Cundrilatero de Saccheri.
que es todo lo contrario de una virtud en un sis- ~ Probé, usando LAL y LLL, que /D= /C
tema de postulados.

i vero angulus CAD, sive &jus ad verticem KAR,
minot sit, aut major intemo, ¢t opposito ADB; erit etiam
{ex vigesimaquarta primi} juncla CD minor, ayt major
ipsa AB; ac proplerea (ex guarta hujus) vera erit re-
spective bypothesis aut snguli oblusi, aut angul acuri
Quae omnia erant demonstranda.

PROFOSITIO IX.

Cujusviz trionguli reclonguli reliqui duo eonti angili sie
mul Sumpti gequales sun! umi recto, i hypothesi
anguli recti; majores uno recto, in hypotkesi onguli
obluri; winores ontem in hypothesi angeli cewti.

Demonstratur. St enim angulus XAH (manente fi-
gura superioris Propositionis) aequalis est (nimitum, ex
praccedente, in hypothesi anguli recti) angulo ADB; jam
angulus ADE duos rectos efficiet cum anguls HAD, prout
tos efficit (ex deci tia primi) praedi gul
XAH cum eodem angulo HAD. Quare, dempto recto
angulo HAR, aequales maneburit uni recto duo simul
anguli ADB, et BAD. Quod erat primum

Tum vero; s angulus XAH mrinor est (nimirum, &x
praecedente, in hypothesi anguli obtusi) angulo ADB.
Jam angulus ADB plusquam duos rectos efficiet com
angule HAD, enn quo duos efficit rectos (ex prasdicta
decimatertia primi) angulus XAH. Chaare, dempto an-
gulo HAB, majores erunt ano recto duo simnl anguli
ADB, et BAD. Quod crat secundun.

Tandem, si angnlus XAH major sit {aimirum, &x
praccedentt, in hypothesi anguli acuti) angulo ADB; fam
angulus ADB minus quar duss rectos efficiet cum angulo
HAD, cum quo dues efficit rectos {ex eadem decima-

Una pagina de la obra de Saccheri

Dos cosas son fundamentales en una teoria: que sus postulados sean consis-
tentes (en el sentido de que no se contradigan entre si), pues en caso contrario
no podriamos ofrecer ningtin modelo de la supuesta teoria, es decir, un sistema
en el que se satisfagan todos sus postulados; que sus postulados sean indepen-
dientes (en el sentido de que ninguno de ellos se puede deducir de los otros),
pues en caso contrario tendriamos un postulado redundante. Por cierto, para
probar la independencia de un postulado respecto a los otros es preciso dar un
sistema en el que se cumplan todos los demas y no éste en particular.
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En el siglo XIX se demostré6 que: si los postulados del sistema de los niimeros
reales son consistentes, entonces los postulados de la Geometria Sintética son
consistentes; y luego, que el Postulado de las paralelas es independiente de los
demas postulados de la Geometria (que constituye propiamente una reivindi-
cacion de Euclides, como se lo propuso Saccheri en el titulo de su libro), del
tinico modo posible: descubriendo Geometrias donde todos los postulados de
la Geometria sintética se cumplen, excepto el de las paralelas. Hablaremos un
poco de ellas al final del siguiente capitulo, en el que se introduce precisamente
el tema.



Capitulo 4

Paralelismo

Entraremos, en este capitulo, en una de las paginas mas notables de la historia
de las matematicas. El punto de vista que se tome, en relacién con este asunto
del paralelismo, decidird como es el aspecto de ese confgtue desde el
comienzo hemos llamado Blano.

Con el objeto de entrar de una vez en la discusion, expondremos de inmediato
el concepto sobre la que se basa.

Definicion 4.1 (Rectas paralelas)

Dos rectas soiparalelas si no se cortan.

Del mismo modo, dos segmentos, o dos rayos, o cualquier combinaciéon entre
ellos, son paralelos, si determinan rectas paralelas.

Si denotamos dos de esos objetos con los simbolos r y s, el hecho de que ellos
sean paralelas lo denotaremos poft s, y el hecho de que no lo sean padf's.

(1) ¢ Cuando dos rectas no son paralelas?

La discusion comienza con la siguiente manera de enunciar uno de los postu-
lados de Euclides, llamado generalmentBadtulado de las paralelas

Dada una recta y un punto fuera de ella, se tiene que existe exac-
tamente una recta que pasa por ese punto y es paralela a la recta
dadd?.

Sin embargo, parte de este enunciado lo podemos obtener como consecuencia
de lo que hemos desarrollado hasta aqui; y es precisamente la que nos asegura que
existen rectas paralelas.

97
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Proposicién 4.1 (Existencia de rectas paralelas)
Dada una recta y un punto fuera de ella, se tiene que existe al menos una recta
paralela a la recta dada que pasa por el punto d&do

Prueba Seal una recta yP un punto fuera de ella.
Tomemaos, por la proposicién 3.4, la rettaque pasa
por Py es perpendicular b Tomemos, por la proposi-
cion 2.10, la rectan que pasa poP y es perpendicular H
aly. Es claro quam es paralela & (pues, en caso con-
trario, contradiriamos la proposicién 3.4) y pasalpor

Antes de dejar establecido el Postulado de las paralelas que usaremos en el
desarrollo de nuestra teoria, determinaremos, por no depender de éste, algunos
criterios para decidir cudndo dos rectas son paralelas. Para expresarlos sintética-
mente definiremos los siguientes términos.

Definicion 4.2 (Recta transversal a dos rectas)

Una recta edransversala dos rectas, si es distinta de cada una de ellas y las
corta a ambas en dos puntos distintos.

A veces diremosecta secanten vez de recta transversal.

Por abuso del lenguaje diremoda
recta m es transversal a las rectas/ll, en
los puntos P y Qo las rectas{ y I, estan
cortadas por una secante m en los puntos
Py Q para indicar explicitamente los pun-
tos de corte de la recta (transversal a las
rectas dadas) con las rectay |,, respec-
tivamente.

2

(2) ¢ Cuando una recta no es transversal
a dos rectas dadas?

Note que, tal como vemos en la representacién, una recta transversal a otras
dos determina ocho angulosia, 2B, 2y, £0, Za', ZB', £y 'y £d'. Estos
angulos conforman cuatro pares de angulos opuestos por el vértice:

Zay 2y, /By o, /a'ysyy /By /8,
que, por tanto, son congruentes entre si.
Daremos, de inmediato, una clasificacién de estos angulos.
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Definicion 4.3 (Angulos internos y angulos externos)

Sonangulos internodos cuatro angulos determinados por una recta transversal
a dos rectas dadas, que contienen a la vez los dos puntos de corteapguoios
externoslos otros cuatro angulos.

En la ilustracién anterior, los angulasy, 20, £’y Za’ son los angulos
internos; y los anguloga, /B, £y y Z&' son los angulos externos.

Los angulos internos y externos se agrupan, a su vez, formando parejas dis-
tinguidas que definimos a continuacion.

Definicion 4.4 (Par de angulos internos alternos)

Un par deangulos internos alternogsta formado por dos de los angulos internos
gue no tienen el mismo vértice, y que contienen puntos a lados opuestos de la
transversal.

En la ilustracién anterior, los pares de angulasy /B,y Zyy Za’, son
los dos pares de angulos internos alternos.

Cuando hablemos delternode un angulo interno dado, nos estaremos re-
firiendo al angulo interno que forma, con el angulo dado, un par de angulos inter-
nos alternos.

Definicion 4.5 (Par de angulos internos a un mismo lado)

Un par deangulos internos a un mismo ladesta formado por dos de los angulos
internos que no tienen el mismo vértice, y que contienen puntos al mismo lado de
la transversal.

En la ilustracion anterior, los pares de angutas’' y 29,y ZB'y Zy, son
los dos pares de angulos internos a un mismo lado.

Definicion 4.6 (Par de angulos externos alternos)

Un par deangulos externos alternossta formado por dos de los angulos exter-

nos que no tienen el mismo vértice, y que contienen puntos a lados opuestos de la
transversal.

En la ilustracién anterior, los pares de angulasy 2y, y ZBy £d', son
los dos pares de angulos externos alternos.

Cuando hablemos dalternode un angulo externo dado, nos estaremos re-
firiendo al angulo externo que forma, con el angulo dado, un par de angulos ex-
ternos alternos.
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Definicion 4.7 (Par de angulos externos a un mismo lado)

Un par deangulos externos a un mismo ladesta formado por dos de los angulos
externos que no tienen el mismo vértice, y que contienen puntos al mismo lado de
la transversal.

En la ilustracion anterior, los pares de angulasy /9,y /By Zy, son
los dos pares de angulos externos a un mismo lado.

Definicion 4.8 (Par de angulos correspondientes)
Un par deangulos correspondientessta formado por uno de los angulos inter-
nos y el opuesto por el vértice de su alterno.

En la ilustracién anterior, los pares de angutasy Za’, ZBy ZB', Zyy
Zy,y £dy £d' son todos los pares de angulos correspondientes.

En la siguiente proposicion estableceremos la relacion que existe entre las
cinco categorias de pares de angulos distinguidos. Por su sencillez, dejaremos la
prueba de esta proposicion al le¢tar

Proposicién 4.2 Para los angulos que se forman al cortar dos rectas por una
transversal, son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) Un par de angulos internos alternos son congruentes.

(b) Los dos pares de angulos internos alternos son congruentes.

(c) Un par de angulos internos a un mismo lado son suplementarios.

(d) Los dos pares de angulos internos a un mismo lado son suplementarios.
(e) Un par de angulos externos alternos son congruentes.

(f) Los dos pares de angulos externos alternos son congruentes.

(g) Un par de angulos externos a un mismo lado son suplementarios.

(h) Los dos pares de angulos externos a un mismo lado son suplementarios.
(i) Un par de angulos correspondientes son congruentes.

() Los cuatro pares de angulos correspondientes son congruentes.

Estableceremos ahora un criterio para decidir cuando dos rectas son paralelas,
el cual dara lugar, gracias a la proposicion anterior, a cuatro criterios adicionales;
con ellos obtenemos, ademas, por medio del Postulado del transportador, algunos
métodos para construir rectas paralelas, distintos del usado en la proposicion 4.1.

Proposicién 4.3 Si, al cortar dos rectas por una transversal, un par de angulos
internos alternos son congruentes, entonces las dos rectas son paralelas.
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Prueba (Por reduccion al absurdo)

Seal una recta transversal a dos rectay |, en los
puntosPy Q, respectivamente, de tal manera que un par
de angulos internos alternos, digamos y Za’, son
congruentes. Supongamos duey |2 se cortan erR.

Asi, por el Teorema del angulo externo parRQRen 3
P, Za es mas grande quéa’, contrario a lo supuesto. |1/Ua
Por tanto)y || I2.

Observacion 4.1 Gracias a la proposicion 4.2, dos rectas seran paralelas si, al
cortarlas por una secante, se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) Un par de angulos internos a un mismo lado son suplementarios.
(b) Un par de &ngulos externos alternos son congruentes.
(c) Un par de angulos externos a un mismo lado son suplementarios.
(d) Un par de angulos correspondientes son congruéfites

Ahora establecemos la forma del Postulado de las paralelas que usaremos en
el desarrollo de nuestra teoria.

Postulado 7 (De las paralelasy
Dada una recta y un punto fuera de ella, se tiene que existe a lo sumo una recta
paralela a la recta dada que pasa por el punto dado.

Como consecuencia inmediata de este postulado tenemos el reciproco de la
proposicion 4.3.

Proposicién 4.4 Si dos rectas paralelas son cortadas por una secante, entonces
un par de angulos internos alternos son congruentes.

Seamuna recta secante a dos rectas paralgehas

I, en los punto®\ y B, respectivamente. Consi- \D\N
deremos el par de angulos internos alterriasy 1 B
/3. Supongamos quéa 2 /. Tomemos, por

(CA2), la rectaﬁ talque/ZDAB= ZayDenel |, a
lado opuesto den de aquel en que se encuentran /B
los puntos de/a.

—
Como la rectanes secante AD y al,, y un par de angulos internos alternos son

Prueba (Por reduccién al absurdo) m
/A
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—
congruentes, tenemos, por la proposicion 4.3,ADe|| I, en el puntcA. Como

—
ADYy |1 son dos rectas distintas, contradecimos el Postulado de las paralelas. Por
tanto,Za = /.

Observacion 4.2 Gracias a la proposicion 4.2, si dos rectas paralelas son cor-
tadas por una secante, entonces se cumple cualquiera de las siguientes afirma-
ciones:

(a) Los dos pares de angulos internos alternos son congruentes.

(b) Los dos pares de angulos internos a un mismo lado son suplementarios.
(c) Los dos pares de angulos externos alternos son congruentes.

(d) Los dos pares de angulos externos a un mismo lado son suplementarios.
(e) Los cuatro pares de angulos correspondientes son congruentes.

Otras consecuencias inmediatas del Postulado de las paralelas quedan estable-
cidas en las siguientes tres proposiciones.

Proposicién 4.5 Si dos rectas son paralelas a una tercera, entonces son parale-
las entre si.

Prueba (Por reduccion al absurdo)

Seanly, |, y mtres rectas tales que || my Iz || m. Si acasd; intersectal,
digamos en el punt®, tendriamos qug y I, son dos rectas paralelas a la recta
m que pasan por el pun®fuera de ella, contrario al Postulado de las paralelas.
Por tanto]; || I».

Proposicidn 4.6 Si una recta corta una de dos rectas paralelas, entonces corta a
la otra.

Prueba (Por reduccién al absurdo)

Seanly, I2 y mtres rectas tales que|| 12 y mcorta al;, digamos en el puntB.

Si acasanno cortal, tendriamos queny |, son dos rectas paralelas a la rdgta
gue pasan por el puntfuera de ella, contrario al Postulado de las paralelas. Por
tanto,mcorta al,.
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Proposicién 4.7 Si una recta es perpendicular a una de dos rectas paralelas,
entonces es perpendicular a la otra.

Prueba Seanls, I2 y mtres rectas tales que|| I y m L I1. Asi, por la proposi-
cion 4.6,mcorta al, y, por la proposicion 4.4n L |».

En verdad, tal como veremos a continuacion, las proposiciones 4.4, 4.5, 4.6
y 4.7 son equivalentes al Postulado de las paralelas, es decir, cualquiera de ellas
podria sustituir al Postulado 7.

Proposicion 4.8 En presencia del resto de los resultados obtenidos hasta su pos-
tulacion, el Postulado de las paralelas es equivalente a cualquiera de las siguien-
tes proposiciones:

(a) La proposicion 4.4.
(b) La proposicion 4.5.
(c) La proposicién 4.6.
(d) La proposicion 4.7.

Prueba Ya tenemos probado que el Postulado de las paralelas es condicién su-
ficiente para probar las proposiciones 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7 (es decir, que el Postu-
lado de las paralelas implica a cada una de las proposiciones 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7).
Veamos ahora que también es condicién necesaria (es decir, que cada una de las
proposiciones 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7 implica, en presencia del resto de los resultados
obtenidos hasta su postulacion, al Postulado de las paralelas).

(Por reduccion al absurdo) m
Supongamos quie y |» son dos rectas pa-
ralelas a la recthque pasan por el punt®
fuera de ella.

(a) Aceptemos que se cumple la proposi- 1 W&
cion 4.4. Sean una secante hy al; en
los puntosQ y P, respectivamente. Asi,
Za= /By Za =Ly, conlo que/f =
Zy. Pero entonces, por (CA2), tendremos /Q

qguel; = I; contrario a lo supuesto.

(b) Aceptemos que se cumple la proposicion 4.5. Confid y I || |, tendriamos
entonces qui no debe intersectarlg; contrario a lo supuesto.

(c) Aceptemos que se cumple la proposicién 4.6. Tomemas, por la proposi-
cion 3.4, una rectan una perpendicular por el puntoP. Tendriamos entonces

a
|




104 Geometria métricplana

quely y I, son dos rectas perpendicularesngoor el puntoP; contrario a la
proposicion 2.10.

(d) Aceptemos que se cumple la proposicion 4.7. Cadritd; y I» corta alj,
tendriamos entonces qledebe intersectarla contrario a lossupuesto.

Otra consecuencia del Postulado de las paralelas, de uso frecuente y comun
en todo estudio de Geometria, es el que se enuncia en la siguiente propdsicion

Proposicién 4.9 La suma de las medidas de los angulos interiores de un trian-
gulo es 180.

Prueba Consideremos el triangula ABC. To-

—
memos la rectenque es paralelaBCy que pasa
por el puntoA Como, por la proposicion 4.4 (al
<
tomarAB como secante dBC y m),ZB=/d0y
(al tomarAC como secante CBC ym) Ly /e,

y ademasmzd + mZa + mZg = 180, tenemos
quemZa +mZB +msy = 180.

Para finalizar este capitulo enlazamos la afirmacién anterior con una afirma-
cion acerca de la medida de los angulos externos de un triangulo.

Proposicién 4.10 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) La suma de las medidas de los angulos internos de un tridngulo es 180.
(b) La medida de cualquiera de los dngulos externos de un triangulo es igual a
la suma de las medidas de los dos angulos internos no contiguos.

Prueba Consideremos el trianguld ABCy £
un angulo externo en el vérti€ Comomsd +
m/y = 180, tendremos quenZa + mZf +
m/y = 180 si, y s6lo simZa + mZB =mz9d.

(3) ¢, Cual es la suma de los angulos externos de un triangulo (uno en cada vértice)?
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Problemas del Capitulo 4

4.1 (a)¢Seran complementarios los angulos agudos de un triangulo rectangulo?
(b) ¢, Cuanto miden los &ngulos agudos de un triAngulo rectangulo isésceles?

(c) ¢ Cuanto miden los angulos de un triangulo equilatero?
(d) ¢ Cuanto miden los angulos de un triangulo, si estan en proporcion 1:2:3?

4.2 Si, en una correspondencia entre los vértices de dos triangulos, se tiene que dos
pares de angulos correspondientes son congruentes, pruebe que el tercer par de

angulos también debe ser congruente.

4.3 Pruebe que dos rectas son paralelas si, y sélo si, se cumple cualquiera de las

siguientes condiciones:
(a) Una de ellas esta contenida en un lado de la otra.
(b) Son distintas y todos los puntos de una de ellas equidistan de la otra.
(La distancia entre dos rectase define asi: 0, si las rectas se cortan; la dis-
tancia comun desde los puntos de una hasta la otra, si las rectas son paralelas).
(c) Son distintas y dos puntos distintos de una de ellas equidistan de |4 otra.

4.4 Pruebe que, en presencia del resto de los resultados obtenidos hasta su postu-
lacion, el Postulado de las paralelas es equivalente a cualquiera de las siguientes
proposiciones:

(a) Si, al cortar dos rectas por una secante, la suma de las medidas de los angulos
internos a un mismo lado es menor que 180, entonces las rectas se cortan en

dicho lado.
(b) Si, al cortar dos rectas por una secante, la suma de las medidas de los angulos

internos a un mismo lado es mayor que 180, entonces las rectas se cortan en

el otro lado.

4.5 Construya un triangulo equilatero.

4.6 Pruebe que:
(@) Sily || I2, t; secante & y I, enA'y B, respectivamentd, secante & y |,
enCy D, respectivamente, I || 11 corta at; en un puntcE tal queA-E-B,

entonces; cortat; en un puntd- tal queC-F-D.
(b) Si una recta es paralela a un lado de un triangulo, y corta otro de sus lados en

uno de sus puntos interiores, entonces la recta corta al tercer lado en uno de
sus puntos interiores.

4.7 Verifique que no existe ningun criterio AAA general de congruencia de triangulos.
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4.8 Pruebe que:

(a) un tridngulo es rectangulo si, y sélo si, se cumple cualquiera de las siguientes
condiciones:
(i) la mediatriz de uno de sus lados corta otro lado en su punto medio.
(ii) existe un punto en uno de sus lados que equidista de los tres vértices.
(b) en un triangulo rectangulo no isdsceles, la medianay la altura correspondien-
tes a la hipotenusa determinan un angulo cuya medida es igual a la diferencia
de las medidas de los dos angulos agudos del triangulo.

4.9 Pruebe que dos angulos con lados paralelos (los del uno con los del otro) son
congruentes o suplementarios.

4.10 Si un triangulo tiene dos lados congruentes, pruebe que la suma de las distancias

desde cualquier punto del tercer lado, a los lados congruentes, es constante e igual
a la altura sobre uno cualquiera de dichos lados.

4.11 (a)Si dos sgmentosABYy CD se bisecan, entonces los segmentos que unen sus

extremos,ACy BD (0 AD y BC), son paralelo

(b) Si dos sgmentosAB y CD se intersectan de tal manera que los segmentos
que unen losxdremos,ACy BD (o AD y BC), son paralelos y congruentes,
pruebe que los segmentos se bisecan.

(c) Verifique que no hay ningln par de segmentos, con un extremo en un vértice
de un triangulo y el otro en el lado opuesto, que se bisequen.

(d) En AABCtomamosG_y H los puntos mediode ACy BC, respectivamente.

En el rayo opuesto HA tomamosR tal queHR =2 HA. En el rayo opuesto a

— - -
GBtomamosStal queGS= GB. Pruebe qué&, Cy R estan alineados gue
CR=CS

4.12 En el trianguloAABC, el bisector de/A cortaBC en D, y la mediatrizde AD
cortaAC enG. PruebequeGD es paralel@ AB.

4.13 Dado un triangula\ABC pruebequeAB =2 AC si, y s6lo si, se cumple cualquiera
de las siguientes condiciones:

(a) Cualquier recta paralela a cualquiera de los lados congruentes, y que corte los

otros dos lados en puntos distintos, determina otro triangulo con dos lados
congruentes.

(b) El bisector de cualquiera de los angulos externo& es paralela BC.
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(c) La recta que pasa péry es paralela BC biseca a cada uno de los angulos
externos em.
(d) Z.DPB= ZEPC, donde:P es un punto cualquiera tal gieP-C; D y E estan

. — = =
del mismo lado dd&8C queA; PD || ACy PE | AB.

4.14 Dos rectas son paralelas si, y sélo si, al cortarlas por una secante, tenemos que:

(a) Los bisectores de los angulos correspondientes son paralelos.
(b) Los bisectores de los angulos internos a un mismo lado son perpendiculares.

- - >
4.15 En un trianguldAABCtenemosjue AC = BC; D es un punto d8C tal queC-B-
<~

D; E es un puntale ABtal queA-E-B, y tal queBD = BE; DE intersectaa AC en
F. Pruebe quen/CFE = 3-m/D.

— —
4.16 Por un puntdA del ladoOX del &ngulo/ X QY, tomamos la perpendicular@y,
—
que lo corta en el puntd. El bisector dezHAQO encuentraY enC. La perpen-
— — _ _
dicular aOY enC encuentr@DX enB. PruebejueBA= BC.

4.17 (Triangulo 30-60-90(®
Pruebe que:
(a) la medida de uno de los angulos agudos de un triangulo rectangulo es 30 si,
y solo si, la longitud del lado opuesto a éste es igual a la mitad de la longitud
de la hipotenusa.
(b) en un triangulo 30-60-90, la altura correspondiente a la hipotenusa divide a
ésta en dos segmentos que estan en razon de 1:3.

— —
4.18 Si AC || BD (conCy D del mismo lado deAB), los bisectores de los angulos
/CABYy /DBAse intersectan eRy AB= 2-PB, halle los valores ds/PBDYy
m/PAC.

4.19 Si un triangulo tiene dos lados congruentes y no es rectangulo, pruebe que larecta
gue une los pies de las alturas sobre los lados congruentes es paralela al tercero
de los lados.

4.20 En AFGH, el bisector de/F y el bisector de/G se cortan el€. La recta que
pasa porC y es paralela FG, cortaa FH enA, y a GH enB. Pruebe que el
perimetro deAABH esFH + GH.
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4.21 En el trianguloAMPQ, seaA un punto tal queM-A-Q. Trace desd@ una per-
pendicularaPQ; llameB el punto de corte de esta regt&Q, y llameC el punto

de corte de dicha rectaFWI. PruebequeMP = MQ si, y s6losi, MC = MA.

4.22 En el triAnguloAABC, una recta poA es perpendicular al bisector dé enK;
otra recta poK es paralelaa BC y cortaAB en M. Pruebe quéV es el punto
mediode AB.

4.23 En el trianguloAABC con AB =2 AC, tomeP un punto interiorde BC. Por los
puntos mediosM y N, de los sgmentosPB y PC, respectivamente, trace per-
pendicularesa BC, las cuales encuentranAB enE, y aAC enF. Pruebe que
/EPF= /A

4.24 Pruebe que la proposicion 4.9 es equivalente a la siguiente proposicion:
La suma de las medidas de los angulos de cualesquiera dos triangulos es la
misma

4.25 (Concurrencia de las mediatrices y circuncentro)
Pruebe que las tres mediatrices de los lados de un triangulo concurren en un punto
gue equidista de los tres vértices del triangulo.
Este punto se llamal circuncentrodel triAngulo. Como veremos en el Capitulo
9, el nombre de este punto proviene del hecho de que desde él se puede trazar un
circulo que pasa por los tres vértices del triangulo y, asi, un circulo que circuns-
cribe al triangulo o, en otras palabras, permite inscribir cualquier triangulo en un
circulo.

4.26 ¢ Donde esta el circuncentro de un triangulo rectangulo?

4.27 (Concurrencia de las alturas y ortocentro)
Pruebe que las rectas determinadas por las tres alturas de un triangulo concurren
en un punto.
Este punto se llamel ortocentrodel triangulo.

4.28 Pruebe que dos angulos, tales que las rectas que contienen sus lados son perpen-
diculares (las del uno con las del otro), son congruentes o suplementarios.
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Comentarios del Capitulo 4

(1) Originalmente Euclides lo enuncié en los siguientes términos, no muy claros:

Si una recta corta otras dos rectas formando angulos internos a un mismo lado
cuya suma es menor que dos rectos, entonces las dos rectas, si se prolongan in-

definidamente, se encuentran en el lado en el que estan los angulos cuya suma es
menor que dos rectos

En el ejercicio 4.4 veremos por qué este enunciado y el que estamos ofreciendo en este momento
dicen lo mismo.

2F| problema se suscita, desde el siglo XVII, cuando se intenta, obstinadamente, probar la unicidad
de dicha paralela. Muchos pensaban que el postulado de Euclides podia obtenerse como conse-
cuencia del resto de los resultados de la Geometria. Pero, la prueba de la independencia de este
postulado respecto al resto de los postulados de la Geometria es lo que dio lugar, en el siglo XIX,
a la construccion de distintas Geometrias planas y de sus modelos correspondientes, de las cuales
hablaremos al final de estos comentarios.

(3)La mayor parte de esta prueba esta realizada en la solucién del ejercicio 2.11.

(4 Esta propiedad es la que da garantia del buen proceder del dibujante técnico al trazar rectas paralelas
con unaregla T y una escuadra apoyada encima.

(5) Este postulado lleva, en algunas obras, el nombiRodtulado
de Playfair en honor del Matemético escocéshn Playfair
(1748-1819) quien lo enuncio en esta forma en 1795, para la co-
modidad del estudio de I&ementosa pesar de que el primero
que lo enuncio en esta forma fBeoclusen el siglo V d. C.

John Playfair
(10/03/1748 Benvie -
20/07/1819 Burntisland)

(6)Este resultado es, en verdad, también equivalente al Postulado de las paralelas. Sin embargo, la
prueba de la necesidad del Postulado de las paralelas para la obtencion de dicho resultado nos obli-
garia a entrar en la consideracion de los cuadrilateros de Saccheri y de la Geometria Hiperbdlica,
cosa que no haremos en este estudio; de tal manera que nos conformaremos, en esta oportunidad,
con demostrar la suficiencia del Postulado de las paralelas para la obtencién de dicho resultado.

{7)Esta proposicién, asi como la anterior, ofrecen dos criterios para saber cuando dos rectas son para-
lelas. Ademas, este resultado es el que da garantia del buen proceder al dibujar una recta paralela a
otra que ya esta dibujada, usando sélo una regla.

(8)Ya sabemos, por el ejercicio 3.6, que son congruentes. Ademas, ésta es la razon por la que una
mesa de planchar, cuyas patas se bisecan, siempre es paralela al piso.

(9 Este tipo de triangulos aparece con mucha frecuencia en el estudio de la Trigonometria, junto a los
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triangulos rectangulos isésceles. Reciben este hombre porque, si uno de los angulos distintos del
recto en un triangulo rectangulo mide 30, el otro mide 60.

Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 4

Creemos que el instructor del curso deberia acompafiar al estudiante en la resolu-
cion de los ejercicios del 4.1 al 4.10; de los cuales consideramos, sin pretender
ser objetivos al respecto, que sondificultad bajalos ejercicios del 4.1 al 4.2,
dedificultad intermedialos ejercicios del 4.3 al 4.9, y d#ficultad alta el ejer-

cicio 4.10.

Del mismo modo, creemos que el estudiante deberia enfrentar solo los ejer-
cicios del 4.11 al 4.28; de los cuales consideramos, sin pretender ser objetivos al
respecto, que son d#ificultad bajalos ejercicios del 4.11 al 4.17, d#ficultad
intermedialos ejercicios del 4.18 al 4.27, y difficultad alta el ejercicio 4.28.

A continuacién ofrecemoayudaspara algunos de los problemas.

4.10:SiAB=2 AC, ZAno es rectoP enBC, P # By P +# C, PRy PSlos segmentos
perpendicularesobreABy AC, y BT es altura, trace una paral@&C por P,
que intersectaBT enQ, y verifigue quePR+PS= BT.
—

4.17:Si /B es recto, tome, en el rayo opuestBA un puntoD tal queBD =2 ABy
verifique que el trianguldADC es equilatero.

4.18: Use el ejercicio 4.14.

4.24:Suponga que la suma de las medidas de los angulos de un triangutoess
un tridngulo cualquiera, use el segmento determinado por uno cualquiera de
sus vértices y cualquier punto que se encuentre entre los otros dos vértices,
para probar que = 180.

4.25:Use el Teorema de la mediatriz, primero con dos de ellas.

4.26:Use el ejercicio 4.8.

4.27:Trace paralelas a cada lado por el vértice opuesto, verifique que forman un
triangulo y que las alturas originales estan en las mediatrices del construido.

En los Elementos de Euclides, las primeras veintiséis proposiciones (cubier-
tas por lo hecho en los cuatro primeros capitulos de este texto) se prueban sin
usar el quinto de sus postulados. Las proposiciones que van de la veintisiete a
la treinta y cuatro estan cubiertas por lo hecho en el presente capitulo. De alli
en adelante se usa, con mucha frecuencia, el quinto de los postulados o alguna
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de sus consecuencias inmediatas.

Hay evidencias de que este quinto postulado fue formulado por Euclides
mismo y de que entre sus propios contemporaneos ya se habia suscitado la
critica y la sospecha en torno a su formulacién. Podriamos conjeturar que
las criticas y las sospechas se originaron, principalmente, por los siguientes
hechos: su formulacién era desproporcionadamente mas larga que la de los
otros postulados, lo cual la hacia parecer mas bien una proposicion; aparecia
precisamente como la proposicién inversa de su proposicién veintisiete, que la
habia probado sin usar el quinto postulado; no tenia ese caracter de autoeviden-
cia que caracterizaba la escogencia del resto de los postulados; y, finalmente,
su utilizacién tardia, después de probadas muchas proposiciones sin su medio,
levanté definitivamente la sospecha de que, a pesar de que Euclides no pudo
hacerlo, se podia demostrar a partir de los otros cuatro.

Como ya lo hemos dicho antes, varios matemati-
cos han intentado, en vano, probar el quinto postulado
(e, incluso, de eliminarlo mediante una redefinicién del
concepto de rectas paralelas) a partir del resto de los
resultados de la Geometria: Ptolomeo (200 a. C.),
el neoplaténico Proclus (410-485), Nasiraddin (1201-
1274), John Wallis (1616-1703), Giovanni Girolamo
Saccheri, John H. Lambert (1728-1777), Adrien-Marie i )
Legendre (1752-1833), Louis Bertrand (1731-1812) y e ey e s
Johann Carl Friedrich Gauss Y es cierto que, todo 23/02/1855 Géttingen)
aquel que estuviera seriamente interesado en el estudio
de las matematicas hasta el siglo diecisiete, intenté
eventualmente probar el quinto postulado de Euclides.

Sin embargo, casi simultaneamente, pero cada
uno por su cuenta: el eminente matematico aleman
J. C. F. Gauss, el matematico ruso Nikolai lvanovitch
Lobachevskyy el matematico hingaro JAnos Bolyaj
probaron la imposibilidad de cualquier intento de de-
ducir el Postulado de las paralelas, del tnico modo .
posible: construir una Geometria en la que no se (g'fﬁ‘i';}f?ZZ‘KEiLLy"EZi";“ri?-
cumpla dicho postulado, es decir, postular precisa- 24/02/1856 Kazan)
mente la negacién del Postulado de las paralelas, y
obtener todas las consecuencias.
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Histéricamente se atribuye, por lo general, la prio-
ridad del descubrimiento a Lobachevsky (razén por la
cual se ha llamado a ésta, Geometria Lobachevskiana),
pues logré un desarrollo mayor que la de Bolyai, y tuvo
el valor de publicar su trabajo, muy al contrario de
Gauss que, dado el gran prestigio que tenia de ser el
mas grande de los matematicos de su tiempo, tuvo
miedo de parecer ridiculo ante sus contemporaneos.

Fue Gauss quien dio el nombre de Geometria no
euclidiana a aquella Geometria en la que la negacién
del Postulado de las paralelas tiene la forma: por un
punto externo a una recta pasan mas de una recta
paralela a la dada. Para esta Geometria dio el mate-
matico francés Jules Henri Poincaréun modelo que
se ha llamado modelo hiperbdlico (razén por la cual
se le llama con frecuencia Geometria hiperbdlica).

El matematico aleman Georg Friedrich
Bernhard Riemann por su parte, construyé otra
Geometria basada en la siguiente negacion del Pos-
tulado de las paralelas: por un punto externo a una
recta no pasa ninguna paralela. Notara el lector que
en esta Geometria, llamada Geometria riemanniana,
no se cumpliran todos los postulados de la Geometria
euclideana, puesto que la existencia de paralelas se
prueba sin necesidad del Postulado de las paralelas.
Para esta Geometria dio Riemann mismo un modelo
que se ha llamado modelo esférico (razén por la cual
se le llama con frecuencia Geometria esférica).

Fue Riemann quien elevé a sus debidas propor-
ciones el trabajo de Lobachevsky y dio inicio a un
segundo periodo en el desarrollo de las Geometrias
euclidianas y no euclidianas, caracterizado por un ver-
tiginoso avance en las investigaciones del punto de
vista de la Geometria diferencial, en contraste con los
métodos sintéticos hasta ese momento utilizados.

Janos Bolyai
(15/12/1802 Kolozsvar -
27/01/1860 Marosvasarhely)

Jules Henri Poincaré
(29/04/1854 Nancy -
17/07/1912 Paris)

Georg Friedrich Bernhard
Riemann
(17/09/1826 Breselenz -
20/07/1866 Selasca)
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Entre los nombres mas notables de este segundo
periodo podemos citar: Lie (que introdujo los grupos
de transformacién en el estudio de la Geometria), Bel-
trami (quien fue el primero en demostrar que la con-
sistencia de la Geometria no euclidiana era la misma
que la de la Geometria euclidiana, dando un modelo de
aquella por medio de una superficie en el espacio euclid-
iano de tres dimensiones, de tal manera que sus postu-
lados se derivaran de los de la Geometria euclidiana),

i icti i 1 1 Felix Christian Klei
Cayley, Fgllx Chnst@n Kl_em, Clifford (que dieron una (28 o a e
bella y brillante clasificacion de las Geometrias desde 22/06/1925 Géttingen)

el punto de vista proyectivo-métrico) y Hilbert (que
definitivamente acabé con esta pelea, y disipé todas las
sospechas respecto al quinto postulado de Euclides).

La Teoria de la Relatividad de Albert Einstein (1879-1955) se fundamenté
en una Geometria un poco distinta de las dos anteriores, pero resulté de gran
estimulo para el estudio de las Geometrias no euclidianas y de sus aplicaciones
a la Fisica, en la descripcién del espacio fisico y de las leyes que rigen sus
fenémenos.

Por supuesto, en estas Geometrias no suceden las mismas cosas que en la
Geometria euclidiana, como por ejemplo:

1.- En la Geometria hiperbdlica:

(a) La suma de las medidas de los angulos de un tridangulo es estrictamente
menor que 180, lo cual probaria la equivalencia entre el Postulado de
las paralelas y el resultado que afirma que la suma de las medidas de
los angulos de un triangulo es 180 (habiendo probado, por supuesto,
que la Geometria hiperbdlica conserva el resto de los axiomas de la
Geometria euclidiana).

(b) Dos triangulos no pueden tener la misma forma sin tener el mismo
tamafio, es decir, la semejanza y la congruencia de triangulos son el
mismo concepto (no puede haber modelos a escala de un mismo trian-
gulo).

(c) Ningin cuadrilatero es rectangulo; es mas, si un cuadrilatero tiene tres
angulos rectos, entonces el cuarto es agudo.

De hecho, cualquiera de estos resultados caracteriza a las Geometrias hiper-
bélica y euclidiana, en el sentido de que, por ejemplo, si, en un solo triangulo,
la suma de las medidas es estrictamente menor que 180, entonces la Geome-
tria es hiperbdlica; y si, en un solo triangulo, la suma de las medidas es 180,
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entonces la Geometria es euclidiana.

2.- En la Geometria esférica:

(a) Dos puntos no determinan, necesariamente, una inica recta.

(b) Las rectas tienen longitud finita, con lo que no podria cumplirse el
Postulado de la Regla.

(c) No necesariamente, para tres puntos colineales, uno esta entre los otros
dos.

(d) La perpendicular a una recta por un punto externo no es, necesaria-
mente, Unica.

(e) La suma de los angulos de un triangulo es estrictamente mayor que
180.

(f) Hay triangulos con dos angulos rectos.

(g) No necesariamente un angulo externo de un triangulo es mayor que los
angulos internos no contiguos.

El primero de los problemas de la lista anterior se puede resolver, pero en
detrimento del Postulado de separacion del plano, amén de no poder resolver
el resto de los problemas.

Esto hace pensar, empiricamente, que quizas el espacio en el que vivimos
no sea euclidiano, cada vez que al medir los angulos de un triangulo, la suma
de las medidas no sea exactamente 180 (suponiendo, por supuesto, que se
satisfacen todos los demas postulados). Sin embargo, no se podria constatar
empiricamente que nuestro espacio vital es euclidiano, puesto que ningin na-
mero de experimentos de medicién, por muy grande que sea el nimero y por
muy exacta que sea la medicién, puede darnos prueba de que la suma de las
medidas de los angulos de un triangulo es 180.

Asi las cosas, o el Postulado de las paralelas no es valido en nuestro espacio
fisico, o costard muchisimo mas saber la verdad acerca de dicho espacio.
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Cuadrilateros

Estudiaremos ahora otra de las figuras geométricas que bien pudimos haber lla-
mado fundamental, a saber: losadrilaterosY. Comenzamos, como es natural,
estableciendo su definicion.

Definicion 5.1 (Cuadrilateros)

Un cuadrilatero es una figura geométrica formada por c

la unién de cuatro segmentos tales que: B

(a) se pueden enumerar enfarma RP,, PP, PP, y
P4Py, con los puntos £ P, Py y Py distintos entre sf;

(b) ninguin par de ellos se intersectan, salvo en sus ex-, D
tremos;y

(c) ningun par de ellos con un extremo comun son coli- F
neales.

De un cuadrilatero llamaremos: a los cuatro puntas P G

P, B3y By, los vértices a los cuatro segmentofys la- £

dos y alos cuatro angulog'P4P, P>, ZPPPs, ZP,P3Py H

y ZP3P4Py, los &ngulos(y, en algunos contextol®s an-

gulos interiores olos angulos internok

Ahora la pregunta obligadagcuantos vértices tiene un cuadrilatero®l
siguiente resultado nos da garantia de lo que es la respuesta espontanea a esta
interrogante. Su prueba depende sélo de las propiedades de la Interposicién, pero,
con la idea de no recargar la exposicién con demasiados detalles, dejaremos su
prueba para el Apéndice A.

115
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Proposicién 5.1 (Igualdad de cuadrilateros)
Dos cuadrilateros son iguales si, y s6lo si, sus vértices coinciden.

Sdlo por comodidad en la referencia a los diferentes elementos que componen
un cuadrilatero, haremos de inmediato una clasificacion de éstos.

Definicion 5.2 En un cuadrilatero tendremos que:
(a) dosvérticessonconsecutivoso contiguos si son extremos de un mismo lado.
(b) dosvérticessonopuestossi No son consecutivos.
(c) doslados son consecutivoscontiguos o adyacentessi tienen un extremo
comun.
(d) dosladossonopuestossi ho son consecutivos.
(e) dosangulosson consecutivoscontiguos o adyacentessi sus vértices son
vértices consecutivos del cuadrilatero.
(f) dosangulossonopuestossi no son consecutivos.
(g) unvérticey unangulo sonopuestossi dicho vértice y el vértice del angulo
son vértices opuestos del cuadrilatero.
(h) unadiagonales un segmento determinado por dos vértices no consecutivos.
(i) unangulo externoen uno de sus vértices es una pareja lineal del angulo del
cuadrilatero que tiene su vértice en dicho vértice del cuadrilatero.
(j) el perimetroes la suma de las longitudes de sus lados.

Si denotamos los vértices de un cuadrilatero con los simi#gl@&s Cy D,
donde cada uno de ellos, excepto el primero, es consecutivo del anterior, deno-
taremos al cuadrilatero patABCD, y a sus angulos pofA, /B, Z/Cy /D (s6lo
nombrando sus vértices); Xi es uno de los vértices del cuadrilatérd\BCD,
algunas veces diremos qu& es el angulo del cuadrilatero en el vértice.

Cada vez que hablemos de un cuadrilat8ABCD, asumiremos queA es
contiguo del vérticaB, BdeC, C deD y D deA; y que tres vérticeX, Yy Z,
para los que cada uno, excepto el primero, es consecutivo del anterior, no son
colineales.

En el cuadrilatera JABCD tendremos que: los pares de vértidey B, A
y D, ByC, yCy D, son consecutivos; los pares de vértiéeg C, y By D,
son opuestos; los pares @elosABy DA, ABy BC, BCy CD, y CDy DA, son
consecutivos; los pares titlosABYy CD, y AD y BC, son opuestos; los pares de
angulos/ZAy /B, ZAy «D, /By £ZC,y ZCy /ZD, son consecutivos; los pares
de angulos“/Ay /C,y /By /D, son opuestos; los gmentosAC y BD son las
diagonales.

A continuacién haremos una clasificacion de los cuadrilateros que permite
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diferenciar los cuadrilaterdSABCDy COEFGH de la ilustracion anterior; y de
seguidas estableceremos cinco caracterizaciones de cada una de las clases.

Definicion 5.3 (Cuadrilatero convexo)

Un cuadrilateroesconvexg si todos los vértices, que no son extremos de uno de
sus lados, estadn en uno, y sélo uno, de los semiplanos determinados por la recta
que contiene ese ladd.

En otras palabras, el cuadrilaterdABCD es convexo, si:

(1) Ay B estan al mismo lado E); (3) C y D estan al mismo lado d(§B>,y
— —
(2) By C estan al mismo lado d2A; (4) Dy A estan al mismo lado d&C.

Refiriéndonos a la ilustracion anteriaABCD representa un cuadrilatero
convexo, YOJEFGH un cuadrilatero no convexo.

Proposicién 5.2 Un cuadrilatero es convexo si, y solo si, se cumple cualquiera
de las siguientes condiciones:

(a) cada uno de sus vértices esta en el interior de su angulo opuesto.

(b) sus diagonales se cortan en un punto interior de ambas.

(c) los vértices que no estan sobre una diagonal, estan en lados opuestos de la
recta que contiene dicha diagonal.

(d) no tiene ningun vértice en el interior del triAngulo determinado por los otros
tres vértices.

(e)la suma de las medidas de sus angulos internos es 360.

Prueba Consideremos un cuadrilater(ABCD.

(@) (=) Supongamos queABCDes convexo, y consideremos dos vértices opues-
tos, digamo®B y D. Las condiciones (1) y (2) de la definiciébn 5.3 nos aseguran
gueB est4 en el interior degD.

(<) Supongamos que cada uno de los vérticeSIABCD esta en el interior del
angulo opuesto, y consideremos uno de sus lados y un vértice que no es extremo
de ese lado, d@gmosBCy A. ComoAy C son vértices opuestos, tendremos que

A esta en el interior d&C. Asi, por la definicion del interior de un angulo, se
cumple (1) de la definicion 5.3. Del mismo modo se prueba que se cumplen tam-
bién las condiciones (2), (3) y (4).

(b) (=) Supongamos quel/ABCD es convexo. Por la parte anteriBresta en el
interior de/D, y A esta en el interior d&C. Por el Teorema de la barra transver-

_ — —
sal, Iﬁ cortaAC en un puntd® tal queA-P-C, y CA cortaBD en un puntdQ tal
queB-Q-D. Por la proposicion 1. = Qy, asi, lagliagonaleACy BD se cortan
enP, interior de ambas.
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(<) Supongamos que laagonalesAC y BD se cortan e, interior de ambas.

Por el Teorema de la barra transversal, cada uno de los vérticBABED esta

en el interior del &ngulo cuyo vértice esta en el vértice opuesto; con lo que, por la
parte anteriofi JABCDes convexo.

(c) Es evidente, por la parte anterior y el Postulado de separacion del plano.

(d) (=) Supongamos quelABCD es convexo Y, sin perder generalidad, que

H
esta en el interior d&\ABD. Por el Teorema de la barra transver§xl, corta
AB en un puntcE tal queA-E-B; con lo queA y B estan en lados opuestos de

a; contrario a (1). Por tanto, no puede haber ningan vértice en el interior del
triangulo determinado por los otros tres.

(«) Supongamos quEABCDno tiene ningun vértice en el interior del tridngulo
determinado por los otros tres vértices. Si acas®CDno fuera convexo ﬁde—

mos suponer, sin perder generalidad, 4ue B estan en lados opuestos @B.
—

LlamemosE el punto de cortele ABy CD tal queA-E-B. Por la definicion de
cuadrildteroD-C-E o C-D-E. Asi, por el ejercicio 3.9C esta en el interior de
AABD, o D esta en el interior d&\ABC; contrario a los supuesto. Por tanto,
LJABCDes convexo.

(e) (=) Supongamos qUEIABCD es convexo y consideremos déiagonalAC.
Como, por la parte (a)¢ esta en el interior d&BAD, tenemos, por el Postu-
lado del transportador, gua/A = m/BAC+ m/CAD. Por las mismas razones
m/C = m/BCA+ mZACD. Como, por la proposicion 4.9m/B + m/BAC+
m/BCA= 180 ym/D + mZ/CAD + m/ACD = 180, tenemos que/A+ m/B+
m/C+ m/D = 360, como queriamos.

(<) Supongamos que/A+m/B+ m/C+ m/D = 360. Si acas@JABCDno

es convexo podemos suponer, por la parte (d), que uno de sus vértices, digamos
C, esta en el interior d&\BAD. ComoC esté en el interior d&By /D tene-
mos, por el Postulado del transportador, quCBA= m/B — mZCBD < mZB

y m/CDA=m/D —m/CDB < m/D. Asi, 360= m/A+ m/CBA+ m/CDA+
m/C < mZA+msZB+ms/D 4+ m/ZC = 180+ m/C; de dondan/C > 180, con-
trario al Postulado del transportador. Por taftdBCDes convio.

(1) ¢ Podremos asegurar que existen cuadrilateros?

(2) ¢ Podremos asegurar que existen cuadrilateros convexos?

(3) ¢,Cuando un cuadrilatero no es convexo?

(4) ¢ Podremos asegurar que existen cuadrilateros no convexos?

(5) ¢, Pueden ser obtusos todos los angulos de un cuadrilatero convexo?

(6) ¢, Cuanto es la suma de las medidas de los angulos externos de un cuadrilatero
(uno en cada vértice)?
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Haremos ahora otra clasificacion de los cuadrilateros, comenzando por la
clase mas general, que incluird todos los demas que especificaremos; y de se-
guidas probaremos que todos ellos son convexos.

Definicion 5.4 (Trapezoide)
Un trapezoidees un cuadrilatero que tiene por lo menos dos lados paralelos.

Proposicién 5.3 Los trapezoides son cuadrilateros convexos.

Prueba Si uno de los vértices de un cuadrilatero estuviera en el interior del
triangulo formado por los otros tres vértices, no podria tener, por el ejercicio 3.9,
ningun par de lados paralelos. Por tanto, los trapezoides son cuadrilateros con-
Vexos.

(7) ¢ Cuando un cuadrilatero no es trapezoide?
(8) ¢ Podremos asegurar que existen trapezoides?

Ahora definimos dos tipos particulares de trapezoides.

Definicion 5.5 (Trapecio y paralelogramo)

(a) Un trapecio es un cuadrilatero que tiene exacta-
mente dos lados paralelos.
De un trapecio llamaremos: a los lados paralelos,
las basesy, a los otros dos ladodos laterales

(b) Un paralelogramoes un cuadrilatero con ambos
pares de lados opuestos paralelos.

(9) ¢ Cuando un cuadrilatero no es un trapecio?
(10) ¢ Cuando un cuadrilatero no es un paralelogramo?
(11) ¢ Podremos asegurar que existen trapecios?
(12) ¢ Podremos asegurar que existen paralelogramos?

La siguiente propiedad de los paralelogramos es muy util.
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Lema 5.1 Cada diagonal de un paralelogramo determina en éste dos triangulos
congruentes.

Prueba SeaJABCDun paralelogramo, y conside- B C
remos ladiagonalAC. Por la proposicion 4.4 tene-

mos que/DAC= /ACBy /BAC= /DCA. Asi, por

ALA, que ABAC= ADCA. Por un razonamiento

similar se prueba, considerandadiagonalBD, que A D

AABD = ACDB.
|

Antes de completar la clasificacién de los cuadrilateros presentaremos cinco
caracterizaciones de los paralelogramos, que nos ofreceran sendos criterios para
saber cuando un cuadrilatero es paralelogramo.

Proposicién 5.4 Un cuadrilatero es paralelogramo si, y solo si, se cumple cualquiera
de las siguientes condiciones:

(a) los lados opuestos son congruentes.

(b) las diagonales se bisecan.

(c) tiene dos lados paralelos y congruentes.

(d) los angulos opuestos son congruentes.

(e) los angulos consecutivos son suplementarios.

Prueba Sea JABCDun cuadrilatero.

(a) (=) SiDABCDes un paralelogramo tendremos, por el lemadu&AB=2CD

y AD= BC.

(<) SupongamosgueAB= CD y AD =2 BC. Consideremos ldiagonalAC. Por
LLL, AADC = ACBA con lo queZ/ACD = /CABy /CAD= ZACB. Por la
proposicion 5.2 y el ejercicio 3.1]4A£>D yé)CAB forman ur(!J)ar de angulos

internos alternos del corte de las rectddy CD con la secant®&C, al igual que

/CADy ZACBdel corte de las recta&?D y (B—C> con la secant&f. Asi, por la
proposiciéond.3,AB|| CDy AD || CB; de donde JABCDes un paralelogramo.

(b) (=) Supongamos quelABCD es un paralelogramo. Como, por definicién,
CJABCD es un trapezoide, tendremos, por las proposiciones 5.3 y 5.2, que las
diagonalesAC y BD se cortan. Por la parte (a) y el ejercicio 4.11,d&syonales

ACy BD se bisecan.

(<) Si lasdiagonalesAC y BD se bisecan tendremos, por el ejercicio 4.11, que
OABCDes paralelogramo.

(c) (=) SiLJABCDes un paralelogramo tiene, por la parte (a), dos lados paralelos
y congruentes.
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(<) Supongamos, sin perder generalidgde AB || CD y AB= CD. Como,

por definicion,(JJABCD es un trapezoide, tendremos, por la proposicion 5.3 y la
proposicion 5.2, que ladiagonalesAC y BD se cortan; con lo que, por el ejerci-
cio4.11,ACy BD se bisecan. Asi, por la parte (BJABCDes un paralelogramo.
(d) (=) SIDABCDes un paralelogramo tendremos, por el lema 5.1 /e /C

y /B /D.

(<) Supongamos queA = /Cy /B= /D. Por(El> proposicion 5.2 y el ejerci-

(ci_o> 3.&m4A+ mzZD = 180. Pero, considerandD como secante de las rectas

AB y CD, tenemos que/A 'y /D son angulos internos a un mismo lado. Asi,
por la observacién.1,AB || CD. De manera anéloga se pruepseAD || CB; de
dondeJABCDes un paralelogramo.

(e) Es claro a partir de la parte anterior, pues suplementos de congruentes son
congruentes.

-
Definicion 5.6 (Rombo, rectangulo y cuadrado)

(&) Unromboes un cuadrilatero equilatero. ﬁ

] ]
(b) Unrectanguloes un cuadrilatero equiangulo.
1 ]
. . O
(c)Un cuadrado es un cuadrilatero equilatero y
equiangulo®
1 N

Observacion 5.1 Note que, por la proposicion 5.4, los rombos, rectangulos y
cuadrados son paralelogramos; y, por las proposiciones 5.2 y 5.3, todos los an-
gulos de los rectangulos y cuadrados son rectos (de aqui le viene el nombre a los
rectangulos). Note ademas que un cuadrado es un rombo rectangulo.

(13) ¢, Cuando un cuadrilatero no es un rombo?
(14) ¢ Cuando un cuadrilatero no es un rectangulo?
(15) ¢ Cuando un cuadrilatero no es un cuadrado?
(16) ¢ Podremos asegurar que existen rombos?
(17) ¢ Podremos asegurar que existen rectangulos?
(18) ¢ Podremos asegurar que existen cuadrados?

A continuacién presentamos dos caracterizaciones de los rectangulos y dos
de los rombaos, que nos ofreceran sendos criterios para determinar cuando un cua-
drilatero es rectangulo y cuando es rombo.



122 Geometria métricplana

Proposicién 5.5 Un cuadrilatero es rectangulo si, y s6lo si, se cumple cualquiera
de las siguientes condiciones:

(a) es paralelogramo y tiene un angulo recto.
(b) es paralelogramo y las diagonales son congruentes.

Prueba Sea JABCDun cuadrilatero.

(a) (=) Ya establecido en la observacion 5.1.

(«=) Supongamos queABCDes un paralelogramo cafArecto. Por las proposi-
ciones 5.2y 5.4¢/B, Z/Cy /D son rectos. Asi,JABCDes un rectangulo.

(b) (=) Supongamos quelABCD es un rectangulo. Por la observacién 5.1,
CJABCDes paralelogramo. Por la proposicied,AD =2 BC. Por LAL, AADC =
ABCD; dedondeAC =2 BD.

(«) Supongamos quEIABCD es un paralelogramo tajue AC = BD. Por la
proposicion 5.4 y LLLAADC = ABCD; de donde/D = ZC. Por las proposi-
ciones 5.2y 5.4/D es recto. Asi, por la parte (JJABCD esrectangulo.

Proposicién 5.6 Un cuadrilatero es un rombo si, y sélo si, se cumple cualquiera
de las siguientes condiciones:

(a) sus diagonales se bisecan y son perpendiculdres.
(b) las diagonales bisecan los angulos con vértices en sus extremos.

Prueba Sea JABCDun cuadrilatero.

(a) (=) Supongamos queABCDes un rombo. Por la ob- A
servacion 5.1[JABCD es paralelogramo. Por la proposi-
cion 5.4, ACy BD se bisecan, digamos en el puioPor
LLL, AAPD= AAPB, de donde/APD = ZAPBY, como
forman un par lineal, tendremgsieAC L BD.

(«) Supongamosjue AC y BD se bisecan, digamos en T
P, y son perpendiculares. Por LAILAPB= ABPC 2
ACPD = AAPD. Asi, AB~ BC = CD = AD; de donde p
COABCDes un rombo.

(b) (=) Supongamos quelABCD es un rombo. Por la proposicion 3.3y LLL,
/ADB= /ABD= /CDB= ZCBD; de donde, por la observacién 5.1y las proposi-
ciones 5.2 y6.3,BD biseca los angulogBy Z/D. De manera analoga se prueba
queAC biseca los angulogAy /C.

(<) SupongamosgueAC biseca los angulogAy /C, y BD biseca los angulos
/By /D. Por ALA, AABD= ACBDy AADC=2 AABC. Asi,AB=BC=CD=

AD; de dondeéJABCDes unrombo.

D
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Obtenemos ahora algunas aplicaciones del estudio de los cuadrifateros

Proposicién 5.7 El segmento que une los puntos medios de dos lados de un trian-
gulo es paralelo al tercer lado y mide la mitad de éste.

Prueba Sea/AABC un tridngulo,D el punto mediade A
ABY E el punto mediale AC. SeaF un punto en el rayo

opuesto aETZ) tal queEF =~ DE. Por LAL, AFCE = 5 E F
ADAE; con lo que/A = AFCE Por la proposicién 4.3

(al tomarAC como secante AB y CF) BD || CF. Por la
proposicion 5.4 1BDFC es un paralelogramo; donde
DE es paralel@BC. ComoDE = 3DF y, por la proposi-
cion 5.4,DF = BC, tenemos qu®E = 3BC.

Proposicién 5.8 Si tres rectas paralelas determinan segmentos congruentes en
una secante, entonces determinan segmentos congruentes en cualquier otra se-
cante.

Prueba Seanly, I, y I3 tres rectas paralelafy; se- l1 / /
cante dj, I> y I3 en los punto#\, By C, respectiva- A/ /D
mente; yt, secante &, |, y I3 en los punto®, E 2

y F, respectivamente. SuponganmpseBA= BC. B E
Caso Ity || to. I3

Como[JADEBY UBEFC son paralelogramos te- ¢/ JF
nemos, por la proposicién 5.gueED = EF.

Caso Il t; y to no paralelas. |1\ \f t \tz
Tomemos, porA y por B, sendas paralelas a D

tp, que llamaremosts y ts, respectivamente.
Como ZCBH = /BAG (al ser correspondientes), 7\ G\ i
I3

y Z/BCH = ZABG (al ser correspondientes), ten-
dremos, poALA, que ABCH = AABG, dedonde
AG =~ BH. Como[BGIH es paralelogramo ten-
dremos, por la proposicion 5.4ueBH = GI. Asi,
por el caso anterior enttgy t,, ED = EF.
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Dejaremos al lector la prueba de la siguiente generalizacion de la proposicion
anterior, con la sugerencia de que ésta se realiza por induccién en el nimero de
rectas paralelas; en el capitulo siguiente obtendremos otra generalizacion de la
misma proposicion, pero de una naturaleza distinta.

Corolario 5.8.1 Si tres 0 mas rectas paralelas determinan segmentos congruen-
tes en una secante, entonces determinan segmentos congruentes en cualquier otra
secanté.

Dejamos también como ejercicio al lector la prueba del siguiente resultado.
Corolario 5.8.2 Dado un nimero natural n, todo segmento se puede dividir en n
segmentos congruentes.

En otras palabras, dado ungmento AB, se tiene que existep hpuntos A, Aq,

oA 1y Actalesque A=A A =B, A_1-A-Ai (parai=1,2,...,.n—1) y
AB .

AA 1= Yy (parai=0,1,...,n—1).

Obtenemos ahora la siguiente consecuencia de la proposicién 5.8, que tam-
bién sera generalizada en el capitulo siguiente.

Corolario 5.8.3 Una recta que biseca un lado de un tridngulo es paralela a un

segundo lado si, y sélo si, biseca al tercer lado.

Prueba SeaAABCun triangulo,D el punto medio A
deABYy | una recta que pasa pbr l1
(=) Supongamos quees paralelaBC. Por el ejer- 5
cicio 4.6, 1 cortaAC en un punto, digamokg, tal
- <~
que A-E-C. Tomamosl; || BC por A. Como BC, / \

[, y I determinan segmentos congruentes en la se-
>

E
|
canteAB, tenemos, por la proposicion 5.8, que tam- B c
—
bién deben determinarlos en la secaAte. Asi,
AE =~ ECYy, por tantoE es el punto medide AC.

(«) Es parte de los probado en la proposicton.
-

Definimos ahora dos conjuntos especiales asociados a un cuadrilatero con-
Vexo.
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Definicion 5.7 (Interior y exterior de un cuadrilatero convexo)

El interior de un cuadrilatero convexo es el con- B Exterior

junto de los puntos que se encuentran en el interior -y~

de sus cuatro angulos a la vez.

El exterior de un cuadrilatero convexo es el con-

junto de los puntos que no estan en el interior del Interior
cuadrilatero, ni sobre el cuadrilatero. A D

C

Introducimos ahora la idea de ¢tangruencia de cuadrilaterpguiados por
la misma idea con la que definimos la congruencia de triangulos en el Capitulo 3,
y con la ayuda de la proposicién 5.1.

Definicién 5.8 (Congruencia de cuadrilateros)

Dos cuadrilateros soongruentessi existe alguna correspondencia biunivoca
entre sus veértices con la propiedad de que los lados correspondientes y los angu-
los correspondientes son congruentes.

Silos cuadrilateros son]JABCD yCJEFGH, y la correspondencia fuera ABGB
EFGH, escribiremo$]ABCD= [JEFGH (con los vértices en el mismo orden

en que aparecen en la correspondencia) para indicar que los cuadrilateros son
congruentes de acuerdo a esa correspondencia, a la que llamanenaoson-
gruenciaentre esos dos cuadrilateros;[yABCD 2 LJEFGH para indicar que

no son congruentes.

Por su sencillez, dejaremos las pruebas de las siguientes dos proposiciones
como ejercicio al lector (ver el ejercicio 5.19).

Proposicién 5.9 La congruencia de cuadrilateros es una relacion de equivalen-
cia en el conjunto de todos los cuadrilateros, es decir:

(a) todo cuadrilatero es congruente consigo mismo;

(b) si un cuadrilaterd]; es congruente con un cuadrilaterdy, entonces el cua-
drilatero I, es también congruente con el cuadrilatérg, y

(c) si un cuadrilaterd]; es congruente con un cuadrilaterdy, y el cuadrilatero
(> es congruente con un cuadrilatefds, entonces el cuadrilaterdl; es
también congruente con el cuadrilaterd.
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Proposicién 5.10 (Criterio LALAL de congruencia de cuadrilateros)

Si existe una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos cuadrilateros
con la propiedad de que tres lados y los angulos comprendido por ellos del primer

cuadrilatero son congruentes con las partes correspondientes del segundo cua-
drilatero, entonces la correspondencia es una congruencia.

Aclaramos que LALAL es una taquigrafia de lado-angulo-lado-angulo-lado,
indicando asi que los dos pares de dngulos que son congruentes deben estar com-
prendidos por los tres pares de lados que son congruentes.
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Problemas del Capitulo 5

5.1 ¢ Sera el siguiente enunciado una definicion de cuadrilatero?
El conjunto de puntos que se encuentran sobre cuatro segmentos que se cortan
s6lo en sus extremos, y no son colineales tres a tres

5.2 ¢ Cual(es) de los siguientes enunciados define un cuadrilatero convexo?

(a) Si dos cualesquiera de sus vértices no estan en lados opuestos de la recta
determinada por uno de sus lados

(b) Todo el cuadrilatero esta contenido en uno solo de los lados del plano deter-
minado por la recta que contiene uno de sus lados

(c) La recta determinada por uno de sus lados no corta ningln otro lado del
cuadrilatero, excepto en alguno de los extremos

5.3 Pruebe que:

(a) los puntos medios de los lados de cualquier cuadrilatero (convexo o no) de-
terminan un paralelogramo.

(b) los segmentos que unen los puntos medios de los lados opuestos de un cua-
drilatero (convexo o no) se bisecan.

(c) el perimetro del cuadrilatero generado en (a) es la suma de las diagonales del
original.

(d) los puntos medios de los lados de un rombo determinan un rectangulo.

(e) los puntos medios de los lados de un rectangulo determinan un rombo.

(f) los puntos medios de los lados de un cuadrado determinan un cuadrado.

(g) si un triangulo tiene dos lados congruentes, entonces los puntos medios de

sus lados, junto con el vértice comun a los lados congruentes, determinan un
rombo.

5.4 Pruebe que, en todo cuadrilatero convEx®BCD:

(a) los bisectores de dos angulos consecutivos se cortan en un punto que no esta
sobre las rectas que contienen los lados de dichos angulos.

(b) la medida de dos de los angulos, formados por el corte de los bisectores de
dos angulos consecutivos, es igual a la semisuma de las medidas de los otros
dos angulos del cuadrilatero.
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5.5 (Concurrencia de las medianas y baricentro)

(a) Pruebe que las tres medianas de un triangulo concurren en un punto cuya
distancia a los vértices es dos tercios de la longitud de las medianas corres-
pondientes.

Este punto se llamal centroideo el baricentrodel triAngulo. Fisicamente

este punto corresponde al centro de gravedad, o centro de masa, de unalamina
plana triangular de densidad uniforme; punto por el cual se podria colgar la
lamina para que permanezca horizontal, o el punto en el cual se puede apoyar
la lamina para que permanezca en equilibrio.

(b) Enuncie y pruebe el reciproco del ejercicio 3.25.

(c) Pruebe que la longitud de una mediana de un triAngulo es menor que la
semisuma de los lados adyacentes (es decir, aquellos que parten del mismo
vértice que la mediana).

(d) Pruebe que la suma de las longitudes de las medianas de un tridngulo es
mayor que las tres cuartas partes de su perimetro.

5.6 Si AABC es un triangulo tabue AB =2 AC, P es un punto interiode BC, y
trazamos poiP rectas paralelas a los lados congruentes, pruebe que se forma
un paralelogramo cuyo perimetro es iguélB+ AC.

5.7 Pruebe que el punto medio de una diagonal de un paralelogramo biseca cualquier
segmento que lo contenga, y que tenga sus extremos sobre lados opuestos del
cuadrilatero.

H
5.8 Si, en un paralelogramldABCD, se toma un punt& en el rayo opuesto BAy
—

un puntoF en el rayo opuesto BA, de tal manergue BE =~ BC y DF = DC,
pruebe que/DCF = Z/BCEY que los punto§, Cy E son colineales.

5.9 SiP, Qy Rson los puntos medios de los lados de un triangiWBC, pruebe que
el perimetro deAPQRes la mitad del perimetro d&ABC.

5.10 Seal JABCDun paralelogramo coAD > AB. El bisector de/A intersectaBC en
G, y el bisector de/B intersectaAD enH. Pruebe quélABGH es rombo.

5.11 Un cometaes un cuadrilatero en el que sélo una de las diagonales esta en la
mediatriz de la otra diagonal.

(a) Pruebe que un cometa tiene dos pares de lados congruentes, pero que sus
lados opuestos no son congruentes.
(b) ¢, Son los cometas cuadrilateros convexos?
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5.12 Dado un cuadrilatero]PQRStal que los puntos, S a J b R
K, Ly M dividen los lados en las longituday b,
pruebe que: b
(a) siPQRSes un rombo, entoncésJKLM es K a
un paralelogramo.
(b) si JPQRSes un cuadrado, entonce’ KLM a M
es un cuadrado. b
P b L a Q

5.13 Pruebe que:

(a) los bisectores de dos angulos consecutivos de un paralelogramo se cortan y
son perpendiculares.

(b) los bisectores de dos angulos opuestos de un paralelogramo coinciden en una
diagonal, si es rombo, 0 son paralelos, si no es rombo.

(c) los puntos de interseccion de los bisectores de los angulos de un paralelo-
gramo (no rombo) son vértices de un rectangulo.

5.14 En un paralelogramo, consideremos el par de segmentos determinados por: (1) un
vértice y el punto medio de un lado del cual no es extremo y (2) el vértice opuesto
al fijado en (1) y el punto medio del lado opuesto al tomado en (1).

(a) Pruebe que dividen una diagonal en tres segmentos congruentes.

(b) Si se tomara el otro par de segmentos que se construyen como los de antes,
¢contendran los mismos puntos de corte, con la misma diagonal, que los otros
dos?

5.15 Pruebe que:
(a) silas diagonales de un paralelogramo son perpendiculares, entonces es rombo.
(b) silas diagonales de un paralelogramo son perpendiculares y congruentes, en-
tonces es cuadrado.

5.16 Pruebe que, si desde el punto donde el bisector de un angulo de un triangulo
encuentra el lado opuesto se trazan paralelas a los otros dos lados, se forma un
rombo.

5.17 Si las diagonales de un cuadrilatero se cortan perpendicularmente, pruebe que
la suma de las longitudes de los segmentos que unen el punto de corte de las
diagonales con los puntos medios de los lados es igual a la mitad del perimetro
del cuadrilatero.
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5.18 Dado un triangulo cualquiera, pruebe que:

(a) la medida del segmento perpendicular a un lado, desde el baricentro, es la
tercera parte de la medida de la altura correspondiente a ese lado.

(b) las rectas que pasan por el baricentro, y son paralelas a los lados, trisecan
cada lado.

5.19 Pruebe las proposiciones 5.9 y 5.10.

5.20 Dado un paralelogramblPQRS y PR una s R
diagonal, pruebe quaSW QUes un paralelo-
gramo, si se cumple cualquiera de las siguien- U
tes condiciones:

(a) PW =RU. W
(b) SWhiseca/PSRy QU biseca/PQR
(c)SWLPRyQU LPR

Q

5.21 En un trapecidJABCD, se unen los puntos medibby N de sushasesABy CD,
respectivamente, a los puntos mediog Q de sus diagonales. Pruebe que:

(&) ONPMQes un paralelogramo y su perimetro es la suma de las longitudes de

los laterales.
(b) ZM y ZN, deCONPMQ, son congruentes al angulo que determinan las rectas
gue contienen a los laterales.

5.22 En un trapezoid€]ABCD, con AB || CD, pruebe que el segmento que une los
puntos mediosle AD y BC satisface las siguientes propiedades:

(a) es paralel@ AB;
(b) coincide con el segmento paraledd\B, y que pasa por el punto medio de

uno de lodadosAD o BC;
(c) biseca ambas diagonales (y asi, los cuatro puntos medios son colineales);
(d) mide%.
(e) Ademas, siJABCD es un trapecio, el segmento que une los puntos medios
de sus diagonales es paralelo a las bases y H%Q@)

5.23 (Trapecio isosceles)
Un trapecio isdsceless un trapecio cuyos laterales son congruentes.
Pruebe que un trapecio es isdsceles si, y sélo si, se cumple cualquiera de las dos

condiciones siguientes:
(a) los angulos que comprenden una cualquiera de las bases son congruentes.
(b) las diagonales son congruentes.
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5.24 Si un paralelogramo esta completamente contenido en uno de los semiplanos de-
terminados por una rectapruebe que la suma de las distancias Hastasde dos
vértices opuestos, es constante.

5.25 Si un tridngulo est4 en un semiplano respecto a una recta, pruebe que la distancia
desde su centroide, hasta la recta, es la media aritmética de la distancias desde los

vértices a la recta.
C

5.26 En el cuadrilatero no conveXdABCD, pruebe que
mZADC = mZA+m£ZB+ m«£C. 5

5.27 Pruebe que:

(a) un punto esta en el interior de un cuadrilatero convexo si, y solo si, esta en el
interior de dos dngulos opuestos.
(b) el interior de un cuadrilatero convexo es un conjunto convexo.

5.28 (A la busqueda de un tesoro perdido)
(Una version de otro ejercicio que aparece en el textBelerge Gamowitulado
Uno, dos, tres,..., infinitdEspasa-Calpe, 1963, Madrid).
El tio-abuelo del joven X, que vivia en el continente de los sabios, habia escon-
dido toda su fortuna en una isla de las costas de su tierra, llamada la isla de
los geémetras, que para aquel entonces se encontraba desierta. Al morir, dej6
indicaciones a X para que encontrara ese tesoro, en los siguientes términos: al
llegar a la orilla te encontraras con dos palmeras, inconfundibles porque tienen
sus troncos dorados; y un poco mas adentro, por entre las palmeras, encontraras
una horca. Camina desde la horca hasta una de las palmeras y luego, perpendi-
cularmente y tierra adentro, recorre la misma distancia y coloca en ese punto una
piedra. Vuelve a la horca y repite el proceso con la otra de las palmeras. El tesoro
esta, exactamente en la mitad del camino entre ambas pieslgagendo estas
instrucciones se dispone X a buscar ese tesoro. Llega a la isla, ubica facilmente
las palmeras, pero la horca no estd por ninguna parte. Desilusionado el joven,
decide emprender el camino de vuelta a casa; pero ocurre que aparecié en ese
momento el individuo Y, que visitaba esta isla porque alli habian vivido sus
ancestros lejanos. El joven, dandole parte de su contratiempo a éste, se decide
a hacerlo participe de las indicaciones que portaba, y de inmediato el extrafio
compafiero sonrié y, después de pensar un rato, le dijo: /a horca no esta, porque
muy probablemente nunca estuvo. Ademas, ese viejo zorro sabia que no hacia
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falta, y muy bien hubiera podido indicar que caminaras, perpendicularmente,
desde el medio de las palmeras, la mitad de lo que ellas distan. ¢Explique las
razones por las gu¢ dio estas segundas indicaciones?

5.29 (A la busqueda de otro tesoro perdido)
(Una versién de otro ejercicio que aparece en [9]).
En un antiguo documento se encontraron las siguientes instrucciones:
Partiendo de la interseccion del camiya@on el camind, seguir hacia el norte
por el caminoA y buscar un saman y, después, un cedro. Regresar a la inter-
seccion. Hacia el oeste, por el camBphay un bucare y hacia el este, por el
mismo camino, hay un apamate, a una distancia desde el cruce distinta a la del
bucare hasta el cruce. El punto en el que la recta determinada por el saman y
el bucare corta a la recta determinada por el cedro y el apamate es uno de los
puntos magicos. El otro punto magico esta situado en la interseccion de la recta
determinada por el apamate y el saman con la recta determinada por el bucare y el
cedro. El tesoro se encuentra enterrado donde la recta que pasa por los dos puntos
magicos corta al camir®.

(a) Unos excursionistas encontraron el bucare a 4 kilbmetros de la interseccién
de los caminos, el apamate a 2 kilbmetros y el saman a 3 kildmetros de la
misma, pero no encontraron el cedro. Sin embargo, mediante las instruccio-
nes, lograron hallar el tesoro. ¢ Muestre como fue esto posible?

(b) Uno de los excursionistas comentd acerca de cuan afortunados habian sido
por haber encontrado el saman. El guia de los excursionistas sonrio y dijo:
Tampoco necesitdbamos el samBruebe que estaba en lo cierto.
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Comentarios del Capitulo 5

(De hecho, tal como veremos en la definicion inmediata, no necesitamos de la consideracion del
paralelismo, ni mucho menos del Postulado de las paralelas, para realizar su estudio; pero, como
los casos mas interesantes de cuadrilateros se presentan usando esta nocion, hemos ubicado su
estudio justo después de haberlo tratado.

2)Note que hay cierta ambigiiedad en el uso de la patatmeexoya que un cuadrilatero no es un
conjunto convexo (pues ninguna de las diagonales esta contenida en ninguno de sus lados). Esta
ambigliedad se vadea mediante la proposicion siguianteuadrilatero es convexo si, y sélo si, su
interior es un conjunto convex®ero, para poder definir el interior de un cuadrilatero en general,
se necesita de un resultado conocido c@&hdeorema de la curva de Jordacuya prueba requiere
de las herramientas del Calculo diferencial. Sin embargo, tal como haremos al final del capitulo,
podemos definir, de manera natural, el interior de un cuadrilatero convexo.

(3)Las clases de cuadrilateros que hemos definido, y que son todas las que vamos a estudiar en detalle,
se pueden ordenar de acuerdo al siguiente diagrama

Paralelogramos

Rectangulog

4 Notara el lector que, gracias a este resultado, podemos construir rectangulos que no son rombos. De
esta manera, entre los cuadrilateros equiangulos y equilateros no hay ninguna relacién, al contrario
de lo que sucede en los triangulos, entre los que ambas categorias coinciden. Asi vemos también
que los cuadriladteros no son figuras rigidas, al contrario de lo que pasa con los tridngulos: los
cuadrilateros pueden conservar el tamafio y variar la forma.

5 Con la ayuda de los cuadrilateros obtenemos también informacién sobre proporcionalidad en se-
cantes a varias rectas paralelas. Aqui desarrollaremos s6lo un caso especial (en el que hay congruen-
cia, es decir, aquel en el que las paralelas equidistan entre si), dejando para el proximo capitulo el
estudio del caso general.

6)Note que lo interesante de este resultado se hace patente al pensarlo en términos de las distancias
entre las rectas paralelas, ya que nos dice guees 0 mas rectas paralelas equidistan entre si,
entonces estas rectas determinan segmentos congruentes en cualquier secante.
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Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 5

Creemos que el instructor del curso deberia acompafiar al estudiante en la resolu-
cion de los ejercicios del 5.1 al 5.5; de los cuales consideramos, sin pretender ser
objetivos al respecto, que son diicultad bajalos ejercicios del 5.1 al 5.3, de
dificultad intermediael ejercicio 5.4, y ddificultad alta el ejercicio 5.5.

Del mismo modo, creemos que el estudiante deberia enfrentar solo los ejer-
cicios del 5.6 al 5.27; de los cuales consideramos, sin pretender ser objetivos al
respecto, que son d#ficultad bajalos ejercicios del 5.6 al 5.18, d#ficultad
intermedialos ejercicios del 5.19 al 5.22, y d#ficultad alta los ejercicios del
5.23 al 5.27.

Creemos que los ejercicios del 5.28 al 5.29 son sélo para los estudiantes mas
aventajados.

A continuacién ofrecemoasyudaspara algunos de los problemas.

5.3: trace las diagonales del original.

5.5: para la parte (a), verifigue primero que dos medianas cualesquiera se cortan.
LlameP el punto de corte de lasedianasAD y BE. LlameSy Rlos puntos
mediosde PAy PB, respectivamente. Verifique qiéDE SRes un paralelo-
gramo. Repita luego el proceso con la mediana d€sgléa mediana desde
A, y verifique que los puntos de corte coinciden.ﬂara la parte (c), Mumle

punto mediade BCy tomeD, en el rayo opuesto A y tal queMA = MD;
establezca una congruencia de triangulos y use la Desigualdad del triangulo.
5.5:tomeD el punto mediale BC y E punto medicde AB. Trace paralelas AD

porC, porB Yy por los puntos mediodeCD'y BD, y utilice el corolario 5.8.1.

5.17:use el gjercicio 4.8.

5.19:para la prueba de la proposicion 5.10, divida primero en los casos convexos
(para el cual use una diagonal) y no convexos (para el cual use ambas diago-
nales).

5.21:para verificar que las tales rectas se cortan, use el ejercicio 4.4.

5.23:para la parte (a), trace, por uno de los extremos de una base, una paralela al
lateral que no lo contiene; para la parte (b), para el reciproco, considere las
alturas desde los extremos de una de las bases.

5.24:use el ejercicio 5.22 con el punto de corte de las diagonales.

5.25:use el ejercicio 5.22, tomando trapecios convenientes desde los puntos de
triseccion de una mediana.

5.27:trace perpendiculares, desde la horca y desde las dos piedras, hasta la recta
gue contiene las palmeras y, descubriendo las congruencias de los triangulos
gue se forman, use el ejercicio anterior.
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La longitud de la circunferencia de la Tierra, en el ecuador, es de aproxi-
madamente 40.000 kilémetros. En el siglo XV, seglin parece, se creia que era
menor, puesto que cuando Cristébal Colén desembarcé en una de las islas Ba-
hamas, de camino a las Indias, crey6é que habia llegado efectivamente a éstas;
de manera que cometi6 un error del tamafio del ancho de los Estados Unidos
de América mas el océano Pacifico.

Los griegos del tercer siglo antes de Cristo sabian un poco méas. Eratdstenes
de Cyrene fue el primer hombre, que se sepa en el hemisferio occidental, que
midié, con una precisién del dos por ciento, la longitud de la circunferencia
de la Tierra; pero lo interesante a destacar es la ingeniosa idea que tuvo para
lograrlo, y de la cual hablaremos inmediatamente después de esbozar un poco
el perfil de este histérico personaje.

Nacié en el afio 276 a.C., en Cyrene, Libya (al norte de africa, al lado
de Egipto), antigua colonia griega, fundada en el 631 a.C. por un grupo de
emigrantes de la isla de Thera, en el mar Egeo; y murié en el afio 194 a.C., en
Alejandria, Egipto; respecto a su muerte se dice que, afligido por la ceguera en
su vejez, se suicidd por inanicién voluntaria. Su trabajo matematico es conocido
principalmente por las obras de Pappus de Alejandria. Como anécdota curiosa:
se dice que sus contemporaneos lo llamaban beta (la segunda letra del alfabeto),
porque él era el segundo en todo, y nunca el mejor en nada. Hoy en dia se
le ponen, como es costumbre entre nosotros, muchos titulos: matematico,
escritor cientifico, gedgrafo, astrénomo, poeta; pero, como dice la maxima por
sus frutos los conoceréis, ofrecemos algunas muestras de sus fértiles trabajos:

(a) Es reconocido como el tercero de los bibliotecarios de la gran biblioteca del
Museo, en Alejandria.

(b) Fue autor de un trabajo titulado yewypadikn (geographiké); el primero
en tener la palabra geografia como titulo.

(c) Es reconocido como el padre de la cronologia, ya que ideé las bases del
método de sistematizacién cronografica llamado documental, por medio
del cual se sincronizan los eventos histéricos con las Olimpiadas Griegas,
celebradas cada cuatro afios, dejando una gran cantidad de tablas de fechas,
a partir de las cuales se fecha la caida de Troya en el afio 1184 0 1183 a.C;
método que se popularizé, sobre todo, por las crénicas del segundo siglo
de Apolodoro de Atenas. Logré estructurar un calendario que incluyé afios
bisiestos, en el que precisamente traté de fijar las fechas de sucesos literarios
y politicos desde el asedio de Troya.

(d) Prepar6 un mapa del valle del rio Nilo, esbozando su ruta hacia el sur del
moderno Khartoum, corrigiendo las anteriores, al incluir sus dos afluentes
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etiopes, y sugirié que las fuentes de éste podrian ser unos lagos. De este
modo anticipé la explicacién correcta de las crecidas del Nilo, diciendo que
era suficiente para rendir cuenta de las inundaciones, las fuertes lluvias que
se habian observado que sucedian en las partes superiores del rio.

(e) Sus escrituras incluyen un poema inspirado en la astronomia, asi como
también trabaj6 sobre el teatro y sobre la ética.

(f) Midi¢ el grado de oblicuidad de la ecliptica, o inclinacién del eje de la Tierra,
con gran exactitud, y recopil6 un catalogo de estrellas.

(g) |de6 un método que facilita la basqueda de nameros primos, conocido como
el método del tamizado o de la criba de Eratéstenes, y que mostraremos
en qué consiste por medio del siguiente ejemplo: se enumeran los nimeros
naturales entre 2 y 100 en orden creciente, se desechan los nimeros pares
mayores que 2, pues son divisibles por 2y por tanto no son primos; entre los
que quedan, se sacan los multiplos de 3 mayores que 3, pues son divisibles
por 3y por tanto no son primos; se continia el proceso de cernido tachando
los multiplos de 5 mayores que 5, los multiplos de 7 mayores que 7, etc.: los
nameros que quedan son todos los primos menores que 100. Este proceso
de tamizado, aunque laborioso para hacerlo manualmente, es muy eficiente,
pues no es necesario tamizar los nimeros que son maltiplos de un namero
mayor que 11, pues, de los restantes, el proximo mdaltiplo de 11, mayor que
11, es 112 = 121, que no se toma en cuenta por ser mayor que 100, Para el
caso general, cuando el tamiz de Eratdstenes se usa para encontrar todos
los niimeros primos menores que un nimero natural n predeterminado, sélo
hace falta verificar el cernido para los miltiplos de los nameros naturales
menores que +/N.

(h) Se considera uno de los fundadores de la geodesia, por haber sido el primero
en describir y aplicar un método cientifico de medicién para determinar el
tamafio de la Tierra. Sobre este método centraremos el resto de estos
comentarios

Eratéstenes habia observado que en la ciudad de Syene (actualmente Aswan),
en la ribera del Nilo, 800 kilémetros al sudeste de Alejandria, al mediodia en
el solsticio de verano, el Sol estaba exactamente en el cenit, es decir, que al
mediodia de ese dia particular, un mastil no proyectaba ninguna sombra, o lo
que es lo mismo, el fondo de un pozo cavado en la tierra quedaba completa-
mente iluminado.

Al mediodia de ese mismo dia observé que en Alejandria, en la misma
fecha y hora, la luz del sol proyectaba una sombra en un mastil vertical; midig,
entonces, el angulo Za formado por ese mastil vertical y el rayo de luz solar
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que pasaba por el extremo superior de éste y por el extremo de su sombra.
Encontré que dicho angulo era aproximadamente de 7 grados y 12 minutos,
alrededor del % de una circunferencia completa.

Asumié que los rayos solares, observados desde la Tierra, eran paralelos
uno a otro, como efectivamente casi lo son, debido a la enorme distancia que
separa a la Tierra del Sol. Pero entonces, tal como se muestra en la figura,
llamando C al centro de la Tierra y P al extremo superior del mastil colocado en
Alejandria, y suponiendo que L1 y Ly son paralelas, tendremos que /B8 = Za (al
ser angulos internos alternos que se forman en el corte de las rectas Ly y Ly por
la secante CH>P) De este modo dedujo que la distancia entre Syene y Alejandria
tendria que ser aproximadamente el 5—10 de la longitud de la circunferencia de la
Tierra.

gL T ——— L2
Alejandria  _ _ _ _ _ _ _ _ _
Cex | L
Syene !
Tierra

Ahora bien, lo Gnico que necesitaba saber era la distancia exacta entre
Syene y Alejandria, y luego multiplicarla por 50. Probablemente usando los
datos obtenidos de los agrimensores, estimé que esta distancia es de 5.000
estadios griegos®. Concluyé asi Eratéstenes que la longitud de la circunferencia
de la Tierra era de 250.000 estadios, es decir, de 39.689 kilémetros: de manera
que el error de Eratéstenes fue menor del dos por ciento. Se dice que mas
tarde hizo una aproximacién mejor (252.000 estadios), pero no quedé registro
del método por el cual la obtuvo.

1Un estadioera la unidad de medida de longitud corriente en la época Helenistica, que equivale
aproximadamente a 158.75 metros
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Proporcionalidad y semejanza

El estudio de la semejanza de triangulos tiene su asientolemeima de Thales
(Teorema 6.1), que generaliza la proposicién 5.8, y del cual obtendremos una ge-
neralizacion del corolario 5.8.3, a través del resultado que llamarerfiesreima
fundamental de proporcionalida(Teorema 6.2). Este Gltimo nos ofrecera un
criterio de paralelismo puramente aritmético, en términos de proporciones entre
ndmeros; numeros que representan distancias entre puntos.

Por otro lado, asi como con el Postulado de las paralelas obtenemos las rela-
ciones métricas entre los angulos de un tridngulo (la suma de todos ellos es 180),
con la semejanza de triangulos obtendremos las relaciones métricas entre los lados
de un triangulo (el Teorema de Pitdgoras, Teorema 6.4, y su consecuencia, el coro-
lario 6.4.1), y entre sus lados y angulos (el ejercicio 6l&Zrigonometria‘L.

Para enunciar el Teorema de Thales y definir el concepto de semejanza de
triangulos en los términos clasicos, debemos recordar, en primer lugar, el con-
cepto de colecciones de numeros proporcionales:cdteciones finitas den

nameros reales positivas, ro, ..., rh Y S1, S, ..., S, sonproporcionales si
r r r
n_fe_  _M_y
S 2 Sn

0, en otras palabras, si los cocientes de los términos con el mismo subindice
permanecen constantes. El nimero kezd llamado laazon de proporcionalidad
o laconstante de proporcionalid&d.

Note que: decir que las dos colecciones de ndimeros reales positivos son
proporcionales con razén de proporcionalidag- 1 equivale a decir que las
dos colecciones son iguales término a término; por otro lado, si la coleccion de
nameros reales positivas, r», ..., r, s proporcional a la colecciéon de niUmeros

139
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reales positivos;, S, ..., S, también es cierto que la coleccién s, ..., s, €S
proporcional a la coleccidn, ro, ..., ry; lo Gnico que cambia es que la constante
de proporcionalidad, en un caso, es la reciproca de la otra, es decir

S_%2_ S_ 1

r ro 7 rn k

Cuando las colecciones finitas tienen sdélo dos términos, se suele llamar a la
igualdad de los cocientes

unaproporcion

Ciertamente los segmentos no son numeros; pero, para hablar en los térmi-
nos clasicos, haremos las siguientes convenciones: cuando digamasageee
leccién de segmentos es proporcional a otra coleccién de segmentoere-
mos decir que la coleccion de las longitudes de los primeros es proporcional a
la coleccién de longitudes de los segundos; y cuando digamos, por ejerhplo,
cuadrado del ladpo el doble del ladpquerremos decir el cuadrado de la longi-
tud del lado, o el doble de la longitud del lado.

En segundo lugar, recordando que los nameros racionales son los que se
pueden representar como cocientes de la fofncanay b nimeros enteros y
b # 0; y que los racionales positivos son los de la forfneonay b nimeros
enteros positivos, debemos tener a mano una propiedad de los niUmeros reales
(Ilamadala densidad de los racionales en los reglgae dice:entre cualesquiera
dos numeros reales distintos existe un niimero racional

De esta propiedad se obtiene una manera de averiguar cuando dos ndameros
reales son iguales que, a pesar de ser casi evidente, es la piedra angular de los
resultados que nos proponemos obtener, a saber:

Dados dos nimeros reales r y s tales que, para cualquier namero radjonal
se satisface

b ' y ’b ’

Con estas observaciones sobre los niimeros reales procedemos a enunciar y
probar el primer resultado mencionado.
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Teorema 6.1 (Teorema de Thales)

Tres rectas paralelas determinan segmentos proporcionales en cualesquiera dos
secante$’.

En otras palabras: sijl || |2 || I3; t1 y t2 son secantes g,ll, y I3 en los puntos A,

B, C,y A, B, C, respectivamente, entonces

BC BA

BC BA’

Prueba Seanly, Iy, I3, t1 y t2 cinco rectas tales que|| Iz || I3; t1 y t2 Son secantes
aly, I, ylzenlos punto#\, B,C, y A, B', C', respectivamente. Conig, I, y I3

son paralelas tendremos gieB, C, y A, B', C’, son puntos distintos entre si, y
gue estan en las rectasy ty, respectivamente. Por (S3) debe cumplirse una, y
s6lo una, en cada grupo de afirmaciones siguientes

(1) AB-C (2) B-AC (3) AC-B

(1) A-B-C’ (2) B-A-C’ (3)A-C-B.

Por el ejercicio 4.6 tendremos que: se cumple (1) si, y sélo si, se cumple (1'); se
cumple (2) si, y solo si, se cumple (2); y se cumple (3) si, y sélo si, se cumple
(3).
Supongamos que se cumple (1), es decir,ABC y A'-B'-C'. Llamemos
_ BC _ BC
r=gx Y S=gx-
Probaremos que= stomando un ndmero racionaly probando que
(a)sig<r,entonceg<s, vy, (b)sigq<s entonceg<r.
Como, tantor comos son numeros positivos (pues son cocientes de distancias
entre puntos distintos, que siempre son positivas), bastaria condostatpues,
por la densidad de los racionales en los reales, siempre podemos tomar un racional
entre 0 yr, o0 entre 0 ys, segln sea el caso).
Consideremos, pues, el nUmero raciomal 2, conay b nimeros enteros posi-
tivos.

(a) Supongamos que< r, es decir, qué < EEA.

Dividimos, gracias al corolari6.8.2,AB enb segmentos congruentes, es decir:
—

tomamos, por (CS4R0 = A, Ag, Az, ..., Ay = B una coleccion de puntos &B,

de tal manera qu&A 1 =48 (i=0, 1,..., b—1) yA-A;-Ao- ... -B.
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*)
Tomamaos, por (CS4By = B; By, By, ..., By una coleccién de puntos &C, de
tal manera quBi 1 =42 (=0, 1,..., a—1) yB-B;-B,- ... -Ba.
Trazamos paralelas la (y por tanto aly, alz y entre si) por los puntod; y

por los puntosB;. Por el corolario 5.8.1y el ejercicio 4.6 obtenemos segmentos

congruenteenA'B’'y enB'C’ de extremog\, = A'; A}, AS, ..., Ay =B =By, B],
5, ..., By; con la particularidad de qu&-Aj-As- ... -B' y B'-B|-B)- ... -B}.

.BA i 1=
ComoBE — b — 8 tenemos, por el corolario 5.8.1, gfige = 2.

g CE

Como§ < %, es decir - BA < BC, es decirBB, < BC, tenemos qué-B,-C.
Asi, por el ejercicio 4.68'-B,-C', es decirB'B, < B'C/, es decird - B'A' < B'C,

BC ,
55 =S como queriamos.

es decird <
(b) Supongamos que< s, es decir, qué < %.
Este caso se prueba de manera analoga al anterior, intercambiando los papeles de
t1yto.

BC _ BC

Por lo tantar = s, es decirgz = g

Si se cumpliera (2) tendriamos probado, por el caso (1),?@1@ %. Pero,
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AC 1 AC+AB _ AC'+AB . _ BC
entoncessE + 1= A€ 11, es decirASHAB — ACHAE . con |o queﬁ BA -

Si se cumpliera (3) tendriamos probado, por el caso (1), %ue &a que es

lo mismo quess = g,g,. Pero, entonce% +1=CSA 11, es decirSALCE =
CALCE _ BC
=cg €S deC|r,BC = B’C” conlo qu = Ba-

Es claro que cualquiera de los resultados es lo mismoSgue- 24
-

Note que los puntoB y B’ en el enunciado del Teorema de Thales no estan
sometidos a ninguna condicién particular. Por esta razén, también son ciertas las
siguientes afirmaciones:

AC AB CB CA
Ao a7 cB oA’
y las reciprocas de todas las anteriores, es decir,
BC BA AC AP cB CA
BC BA' AC AB ' CB CA
Por induccién en el nimero de rectas paralelas tendremos el siguiente resul-
tado.

Corolario 6.1.1 Tres o mas rectas paralelas determinan segmentos proporcionales
en cualesquiera dos secantés.

En otras palabras: si n es un numero naturalrB, Iy || 12 || -+ || In, t1 y t2 SON
secantes al Io, ..., I, y éstas determinan, respectivamente;gnt§, segmentos
de longitudesy, ro, ..., 1Y S, &, ..., $i-1, ENtONCES

n_r2_  _f

ss S s

Prueba La base inductiva estaria verificada por el Teorema de Thales mismo.
Al pasar a la etapa inductiva, suponiendo que se cumplekpaetas paralelas

(k> 3), aplicamos de nuevo el Teorema de Thales ditiel, y Ix_1. Luego ma-
nipulamos algebraicamente las proporciones obtenidas hasta alcanzar el resultado
deseado.

Ahora estamos en capacidad de probar el resultado fundamental de la seme-
janza de triangulos.
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Teorema 6.2 (Teorema fundamental de proporcionalidad)

Una recta que corta dos lados de un triangulo en puntos distintos de sus extremos,
es paralela al tercero de los lados si, y sélo si, los segmentos que determina en
esos dos lados son proporcionalés.

En otras palabras: dado un triangul@ ABC y una recta | que corta Idados AB

y AC en los puntos D y E distintos de A, By C, respectivamente, se tiene que

DB EC
| || BC si y slo si, DA~ EA (%)

Prueba Tomemos un trianguldABCy una recta

| gque corta lodadosAB Yy AC en los puntoD y E i |
distintos deA, By C, respectivamente. A
(=) Supongamos que|| BC. Tomando una recta D E
paralelaa BC por A tendremos, por el Teorema de / \
B _ EC
(ngz’piii\n;: gu%@ = E€ Tomemos unarecta ° ©
A — EA’ A

I, paralela d por B, y supongamos que intersecta

AT(EenC’. ComoA-D-B, se tiene, por el ejercicio 4.6, D/\E
queA—E-C’ Por lo probado anteriormenﬁ = @ |

Asi EE EA, es decir,EC' = EC; de donde, por /A&I

(CS4),C =C'. De estemodoBC esta contenidoen B c
l1y, por tanto)] || BC.

Note que, de la proporcion dada et) obtenemos:

DA EA AD BD.
DB EC ' AE CE’

%Jrl—E—CJrl esdecwAB AC. AD_AE y @:ﬂ?;
DA EA 'AD~ AE' AB_ AC ’ AE AC’
%+1_EA+1 esdechA CA BD CE y BD AB,
DB EC 'BD CE' BA CA’ CE AC

y, ademas, de cualquiera de estas proporciones entre los segmentos obtenemos
todas las demas.
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Corrientemente se dice que dos figuras geométricas son semejantes, si tienen
la misma form&). Concebida asi tendriamos, por ejemplo, que: dos segmen-
tos cualesquiera serian semejantes, dos triangulos equilateros cualesquiera serian
semejantes, dos cuadrados cualesquiera serian semejantes. Pero, precisemos ma-
tematicamente esta idea para los triangulos en general.

Definicion 6.1 (Semejanza de triAngulos)

Dos triangulos soisemejantessi existe alguna correspondencia biunivoca entre
sus vértices con la propiedad de que los angulos correspondientes son congruen-
tes y los lados correspondientes son proporcionales.

Silos triangulos soMABC yADEF, y la correspondencia fuera ABE— DEF,
escribiremosNABC~ ADEF (con los vértices en el mismo orden en que apare-
cen en la correspondencia) para indicar que los triangulos son semejantes de
acuerdo a esa correspondencia, a la que llamaremosaamejanzantre esos

dos triangulos; YNABC + ADEF para indicar qgue no son semejantes.

Note queAABC ~ ADEF nos dice que:
(a) ABC+— DEF es la correspondencia que los hace semejantes;

(b) /A= /D, /B= /E, Z/C = /F (los angulos correspondientes de triangulos
semejantes son congruentes

(© % = % = E—'E (los lados correspondientes de triangulos semejantes son pro-
porcionales.

Note ademas que la congruencia de triangulos es un caso particular de la
semejanza de tridngulos, donde la constante de proporcionalidad entre los lados
correspondientes es 1; es decir, si dos triangulos son congruentes, entonces son
semejantes.

De inmediato probamos un par de resultados sobre esta relacion de semejanza
que resultan de mucha utilidad. Por su sencillez dejaremos la prueba del segundo
de ellos al lector (ver ejercicio 6.7).

Proposicidn 6.1 La semejanza de triangulos es una relacién de equivalencia en
el conjunto de todos los triangulos, es decir:

(a) todo tridngulo es semejante consigo mismo;

(b) si un tridngulo/\1 es semejante a un tridngult,, entonces el tridnguld\,
es también semejante al triangufe,, y

(c) si un triangulo /A1 es semejante a un trianguld.,, y el triangulo A, es
semejante a un trianguld s, entonces el trianguld\; es también semejante
al triangulo As.



146 Geometria métricplana

Prueba (a) Consideremos el trianguld ABC. ComoABC +— ABC es una
correspondencia entre los vértices de este triangulo con los de él mismo, y tal que
las partes correspondientes son exactamente las mismas, tendremosRDe

AABC.

(b) SeanAABCy ADEF tales queAABC~ ADEF. ComoDEF <— ABCes

una correspondencia entre sus vértices, tal que las partes correspondientes coin-
ciden con las apareadas por la correspondekiB@a«— DEF, que es una seme-
janza, tendremos quaDEF ~ AABC.

(c) SeanAABC, ADEF y AGHI tales queAABC~ ADEF y ADEF ~ AGHI.
Consideremos la corresponden8iBC «<— GHI. Como, de acuerdo con las se-
mejanza?ABC«+— DEF y DEF +— GHI, tenemos que&A= /G, /B = /H,

£C= /1, 88 = & = BC concluimos queABC +— GHI es una semejanza, y

asi, AABC~ AGHI.

Proposicién 6.2 Si AABC, ADEF y AGHI son tales queAABC ~ ADEF y
ADEF =2 AGHI, entoncesA\ABC~ AGH]I.

Como veremos a continuacion, en los triangulos basta que se cumpla una
de las condiciones que definen la semejanza para que necesariamente se cumpla
la otra®: basta que los angulos correspondientes sean congruentes para que los
lados correspondientes sean proporcionales. Esto nos permite verificar, de paso,
gue la forma de un tridngulo esta determinada efectivamente por los angulos.
Ahora, gracias a que la suma de los angulos de un triangulo es 180, es claro que
dos de ellos determinan al tercero; por esta razén llamamaos al criterio “AA”, sin
nombrar una tercera “A’.

Teorema 6.3 (Criterio AA de semejanza de triangulos)

Si existe una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos triangulos con
la propiedad de que dos pares de angulos correspondientes son congruentes, en-
tonces la correspondencia es una semejanza.

En otras palabras: si B

/A /D,y

/B> /E, F D
entonces v
AABC~ ADEF. A c E

Prueba Consideremos dos trianguldsABCy ADEF, y una correspondencia
ABC+— DEF talque/A= /Dy /B= /E.
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Debemos probar qué% = % = £g. Probaremos primero ql@ . Para
—

ello tomemos, por (CS4), un purEd enABYy un puntoF’ enACtales queAE’ =

DE y AF = DF. Por LAL, AAE'F’ = ADEF; de donde/AE'F’ = /E = /B.

Caso |IE' =B. A

En este casoAAE'F’ = AABC (pues, por el Teo-

rema de la construccion del énguE?:’ = I?C) y asi E/ F/
AABC= ADEF; de donde = £8 = ££.

Caso Il E' # B

En este casd&’ F’ I BC (porque los angulos correspon- B c

dientes, al cortarlas con la secam!tB son congruen-

tes). Por el Teorema fundamental de proporcionalidad @
B

tendremos que,% AF,, de donde, por la construc-

” E F
cion, tendremos qui = &

Como la suma de los angulos de un triangulo es 180 (es decir, gracias al Postu-
lado de las paralelas), tendremos q(@ = /F. Por un razonamiento analogo,
intercambiand®@ conAy F conD, tendremos la segunda iguald%%(: E—'E).

Con este criterio de semejanza de triangulos obtenemos una version mas ele-
gante delfeorema fundamental de proporcionalidad

Corolario 6.3.1 Una recta que corta dos lados de un tridngulo en puntos distin-
tos de sus extremos, es paralela al tercero de los lados si, y so6lo si, el triangulo
gue determina es semejante al dado.

Prueba Seal una recta que intersecta dos lados del
triangulo AABC, digamosABYy AC, en dos puntos dis-
tintos, digamo® y E, respectivamente.

| || BCsi, y s6lo si,/B= /D (al ser correspondientes);
y esto sucede si, y s6lo shABC ~ AADE (gracias al
criterio AA de semejanza de triangulos).
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De inmediato obtendremos dos criterios mas de semejanza de triangulos, que
tienen una forma analoga a dos de los de congruencia: LAL y LLL.

Proposicién 6.3 (Criterio LAL de semejanza de triangulos)

Si existe una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos triangulos con
la propiedad de que dos lados del primer triangulo son proporcionales a sus
correspondientes del segundo, y el angulo comprendido por los dos lados citados
del primero es congruente a su correspondiente del segundo, entonces la corres-
pondencia es una semejanza.

En otras palabras: si

AB AC
A=ID Y BE T DR’

entoncesN\ABC~ ADEF.

Prueba Consideremos dos trianguloSABC y
ADEF, y una correspondenciaBC «— DEF tal
que/Ax~ /Dy £8 = £C.

H
Tomemos, por (CS4), un punk enABY un punto

—>
F’ enACtales queAE' = DE y AF' = DF. Por LAL,
AAE'F’' =2 ADEF.
Caso |[E' =B.

En este caso, por LALAABC = ADEF (pues
AB _ AC

DE = ABYy, de 1= OE = Dp» tenemos quéC =
DF). Asi, AABC~ ADEF.
Caso Il E’ # B.

AB __ AC

Como ;5 = # . tendremos, por el Teorema funda- E F

. . H (—)
mental de proporcionalidad, qigF’ | BC, y asi
/B>~ /AE'F’. Por AA, AABC~ AAE'F’y asi, por
la proposicion 6.2AABC~ ADEF.

Proposicién 6.4 (Criterio LLL de semejanza de triangulos)
Si existe una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos triangulos con
la propiedad de que los lados correspondientes son proporcionales, entonces la
correspondencia es una semejana.
En otras palabras: si

AB AC BC

DE DF EF’
entoncesNABC~ ADEF.
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Prueba Consideremos dos trianguloAABC y

ADEF, y una correspondencfsBC«+— DEF tal que
AB _ AC _ BC

DE — DF — EF" R
Tomemos, por (CS4), un punf& enABy un punto

F’ en AC tales queAE’ = DE y AF’ = DF. Como

2B — £ | tendremos, por el criterio LAL de seme-

janza de triangulos, quAABC ~ AAE'F’; de donde
E'F’ AE AE/ DE
5& = EF, tendremos, por LLLAAE'F’ =~ ADEF.

Asi, por la proposicion 6. 2\ABC~ ADEF. E F

Nos proponemos ahora probar el resultado clave para obtener las relaciones
métricas entre los lados de un tridngulo:Tebrema de Pitagorasprovechare-
mos la ocasion para probar también su reciproco, que nos proveera de un criterio
para saber cuando un tridngulo es rectangulo.

Teorema 6.4

(a) (Teorema de Pitdgoras)
Si un triangulo es rectangulo, entonces el cuadrado de su hipotenusa es la
suma de los cuadrados de sus catéfs.

(b) (Reciproco del Teorema de Pitagoras)
Si, en un triangulo, el cuadrado del lado opuesto a un angulo es la suma de
los cuadrados de los otros dos lados, entonces el tridngulo es rectangulo con
dicho angulo recto.

Prueba

(a) Consideremos el triangulo rectangulABC con angulo recta’A. Conside-
remos laalturaAD desde el vérticé. Por el corolario 3.7.1 sabemos ggdD-C
(ver la figura de la izquierda).

Llamemos por comodidaa= AC,b=AB,c=BC, h=AD, f =BDy g=CD.
Por el criterio AA de semejanza de tridngulos tenemos A8®A ~ ABCA~
AADC.
Comof =2y?9
tanto,a® 4 b? = ¢2.

b _b2 _ 2 , _ o 2+b2
b a8 tenemos qué =2 yg=2. Asi, f +g=c= 21"y, por
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D
B[; E
A C

(b) Consideremos el triangulh ABCtal queAB? + AC? = BC?. Consideremos un
angulo rectoEFD tal queDF = ABy EF = AC. Por el Teorema de Pitagoras,
DE? = DF?+EF?; con lo que, al sustituiE = BC. Por LLL, ABAC= ADFE,

y asiAABCes rectangulo con angulo rect@.

Note que las dos partes del Teorema anterior se podrian enunciar en una sola
proposicion, de la siguiente manetm tridngulo es rectangulo coria recto si,
y sélo si, el cuadrado del lado opuesto/ar es la suma de los cuadrados de
los otros dos ladas Su negacidn, en consecuencia, se podria enunciauasi:
triangulo no tieneZa recto si, y solo si, el cuadrado del lado opuestda no es
la suma de los cuadrados de los otros dos ladisel ejercicio 6.42 precisaremos
esta afirmacion, discerniendo qué tipo de angulde@snediante la relacion entre
el cuadrado del lado opuestoar, y la suma de los cuadrados de los otros dos
lados.

Tal como afirmamos en la introduccion de este capitulo, la siguiente proposi-
cion, consecuencia inmediata del Teorema de Pitagoras, permite hallar todas las
relaciones métricas en un triangulo. Para ofrecer algunos ejemplos: podemos
hallar las longitudes de las medianas (ejercicio 6.39) y de las bisectrices (ejerci-
cio 6.45); y podemos calcular todos los elementos basicos de un triangulo (lados y
angulos) a partir de los datos minimos que nos ofrecen los criterios de congruen-
cia de triangulos (ejercicio 6.53).

Corolario 6.4.1 En cualquier triangulo:

(a) el cuadrado del lado opuesto a un anguibtusoes igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos lados, mas el doble del producto de uno de estos
dos lados por la proyeccién del otro sobre ese lado.

Dicho de otro modo: si, en el triAngul@ ABC, /B es obtusy AD es altura,

AC? = AB?+BC?+2-.BC-BD;
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(b) el cuadrado del lado opuesto a un angagudoes igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos lados, menos el doble del producto de uno de estos
dos lados por la proyeccién del otro sobre ese lado.

Dicho de otro modo: si, en el triangulb ABC, /B es agudy AD es altura,
AC? = AB? +BC? - 2-BC-BD;

(c) en el trianguloAABC, la altum AD y las proyecciones de I¢tsdos ABy AC
sobre ellado BC son:

BC2 + AB? — AC?

BD=+ 5 BC (—, si ZB es obtuso)
BC? — AB? + AC? :
CD=+ c > BC+ c (—, si ZC es obtuso)

2
AD = ﬁ:\/s- (s—AB)-(s—AC) - (s—BC)

donde s es el semiperimetro del triangdi®\BC.

Prueba Consideremos el triangul@ ABCYy la alturaAD.

(a) Supongamos que el Angud es obtuso. Por
el corolario 3.7.1D-B-C. Aplicando dos veces
el Teorema de Pitagoras, y sabiendo Q2=
BC+ BD, tenemos que

AC? = CD? 4+ AD?
= (BC+BD)?+ AB? — BD?
= BC?+2-BC-BD+ BD? + AB? — BD?
— AB?+BC?+2-BC-BD

(b) Supongamos que el anguid es agudo. Por

el corolario 3.7.1B-D-C. Aplicando dos veces A
el Teorema de Pitagoras, y sabiendo Giz=

BC—-CD, tenemos que

AC? = CD?+ AD?
— (BC—BD)? + AB? — BD?
— BC?—2.BC-BD-+BD?+ AB*> - BD? B D C
= AB?>+BC?—2-BC-BD
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(c) CalculamosBD despejandolo en las férmulas anteriores.

Calculamo<CD medianteBC + BD, de acuerdo al angulgB que corresponda
(incluyendo el caso en que sea recto).

Para calculaAD sustituimos el valor d&D en el siguiente valor inicial que nos
ofrece el Teorema de Pitagoras y manipulamos la ecuacion algebraicamente:

AD? = AB? — BD?
A (iBCZ—i—ABZ—ACZ)Z

2-BC
A <BCZ+ABZ—AC2>2
2-BC
BC? + AB? — AC? BC? + AB? — AC?
- (AB_ 2-BC ) ' <AB+ 2-BC >
_ (2-AB-BC—BC?*—AB?+AC?) (2-AB-BC+BC?+AB*—AC?)
- 2-BC ' 2-BC
_ AC*-— (AB-BC)? (AB+BC)?—AC?
- 2-BC ' 2-BC
_ (AC—AB+BC)- (AC+AB—BC)- (AB+BC—AC) - (AB+BC+AC)
B 4.BC2
_ 16-s-(s—AB)-(s—AC)-(s—BC)
N 4.BC?

De donde obtenemos qéé® = é:\/s (s—AB)-(s—AC)-(s—BC).

Ofreceremos ahora la definicion de cuadrilateros semejantes.

Definicion 6.2 (Semejanza de cuadrilateros)

Dos cuadrilateros sorsemejantessi existe alguna correspondencia biunivoca
entre sus veértices con la propiedad de que los angulos correspondientes son con-
gruentes y los lados correspondientes son proporcionales.

Silos cuadrilateros sonJABCD y[JEF GH, y la correspondencia fuera ABGB—
EFGH, escribiremo§IABCD~ [JOEFGH (con los vértices en el mismo orden en
que aparecen en la correspondencia) para indicar que los cuadrilateros son se-
mejantes de acuerdo a esa correspondencia, a la que llamaremeseorganza

entre esos dos cuadrilateros{yABCD # CJEFGH para indicar que no son se-
mejantes.
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Note que no tenemos nada parecido a los criterios AAy LLL para cuadrila-
teros. Aln entre los cuadrilateros convexos, de los que sabemos que la suma de
sus angulos es 360, la congruencia de los angulos no nos garantiza la proporcio-
nalidad de los lados. Por ejemplo: cualquier correspondencia entre los vértices de
dos rectangulos tiene la propiedad de que los angulos correspondientes son con-
gruentes, pero, por supuesto, no necesariamente tienen sus lados correspondientes
proporcionales (basta tomar un cuadrado y un rectangulo no cuadrado); cualquier
correspondencia entre los vértices de dos rombos tiene la propiedad de que los la-
dos correspondientes son proporcionales, pero, por supuesto, no necesariamente
tienen sus angulos correspondientes congruentes (basta tomar un cuadrado y un
rombo no rectangulo).

Pero, por otro lado, tendremos un criterio LAL entre paralelogramos, puesto
gue los angulos y los lados opuestos son congruentes, y los dngulos consecutivos
son suplementarios.

Para finalizar este capitulo estableceremos el enclave del tema tratado en el
capitulo siguiente, ya que este resultado es fundamental en el estudio de areas.

Proposicién 6.5 En cualquier triangulo, el producto de una altura por su base
correspondiente es independiente de la eleccion de la altura, y su valor es

2-y/s-(s—AB)-(s—AC) - (s—BC).

Prueba Consideremos laalturasAD y BE del

triAngulo AABC. Queremos probar queD-BC =

BE - AC. ComoD = C si, y s6lo si,E = C (porque B

el angulo/C seria recto), tenemos que,Bi= C,

el resultado es obvio. D
Supongamos entonces gbe# C (con lo queE #

C). Por el criterio AA de semejanza tenemos

que ABEC~ AADC. Asi, 82 = £5; de donde "E A C
AD-BC=BE-AC.

A partir del resultado anterior es claro que el valor de ese producto es

BC-AD = BC- Bic\/s- (s—AB)-(s—AC)- (s—BC)

=2 \/s- (s—AB)-(s—AC)-(s—BC).
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Problemas del Capitulo 6

6.1 Sia, b, c, d, ey f son seis nimeros reales no nulos tales flees = ¢ =Kk,

pruebe que:
(a) & =k (b) =S =k (c) & =5 = & =K, para todm natural.

6.2 Si& =g, se dice que es lamedia geométricaleay b, es decirc = vab. Pruebe
gue la media geométrica de dos nimeros reales positivos es menormedisu
aritmética, es deciry/ab < 2.

6.3 (Divisién de un segmento en una razén dada)
Fijado un nimero real positivoy un sgmentoAC de longituda, ¢,a qué distancia
del puntoA debemos ubicar un puni®) para que la razén entieBy BC seak?

6.4 (El namero de oro o la proporcién aurea)
En un sgmentoAC de longituda, ¢a qué distancia del punfodebemos ubicar
un puntoB, para que la razén entAB Yy AC sea la misma que entBC y AB, es
decir, para qué\B sea la media geométrica A€ y BC?
(La constante de proporcionalidad de esas razones es llamadmeto de org
proporcion aureao, tambiénproporcion pitagoérica.

6.5 Un impresor quiere hacer una tarjeta de 15 centimetros de largo, y de ancho tal,
gue al doblarla por la mitad tenga la misma forma que abierta: ¢ cuél debe ser el
ancho de la tarjeta?

6.6 ¢ Cuando dos triangulos no son semejantes?
6.7 Pruebe la proposicion 6.2.

6.8 Verifique que:

(a) cualesquiera dos triangulos equilateros son semejantes;
(b) cualesquiera dos cuadrados son semejantes.

6.9 (a)¢ Sera verdad que, si dos tridngulos son iguales, entonces son semejantes?

(b) ¢, Cudl es el error en el siguiente razonamiewrtmno AABC = ABCA en-
toncesANABC ~ ABCA?

(c) ¢ Ser& verdad que, si dos triangulos son iguales, entonces cualquier corres-
pondencia biunivoca entre sus vértices es una semejanza?

(d) ¢ Cuanto miden los angulos de un triangtlABC que es semejante al trian-
gulo ABCA?

(e) Construya dos triAngulos semejantes y distintos.
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6.10 Trate de idear un procedimiento para calcular aproximadamente la altura de un
arbol

(a) comparando el tamafio de la sombra del arbol con la suya (suponiendo, como
se puede suponer, que los rayos del sol son paralelos);
(b) con su dedo pulgar.

6.11 SiD y E son los puntos medios de ltelosAC y BC del trianguloAABC, res-
pectivamente, pruebe queCDE ~ ACAB.

6.12 Siuna correspondencia biunivoca entre los vértices de dos triangulos es una seme-

janza y un par de lados correspondientes son congruentes, pruebe que la corres-
pondencia es una congruencia.

6.13 Pruebe que las alturas correspondientes de dos triangulos semejantes estan en la
misma proporcion que los lados correspondientes.

6.14 Si dos lados de un triangulo no son congruentes, pruebe que al lado mas corto
corresponde la altura més larga.

6.15 (Semejanza en triangulos rectangulos)
Pruebe que:

(a) La altura correspondiente a la hipotenusa determina otros dos triangulos se-
mejantes entre si, y semejantes también al triangulo original.

(b) (Teorema de la altura de Euclide$
La altura correspondiente a la hipotenusa es la media geométrica de las pro-
yecciones de los catetos sobre la hipotenusa.

(c) (Teorema del cateto de Euclides
Cada cateto es la media geométrica de la hipotenusa y su proyeccién sobre
ésta.

(d) (Un angulo)
Si dos tridngulos rectangulos tienen un angulo agudo congruente, entonces
son semejantes.

(e) (Los catetos)
Si los catetos de dos triangulos rectdngulos son proporcionales, entonces los
triangulos son semejantes.

(f) (Hipotenusa-cateto)
Si la hipotenusa y un cateto de un triAngulo rectdngulo son proporcionales
con la hipotenusa y un cateto de otro, entonces los triAngulos son semejantes.

(g) La razon entre los cuadrados de los catetos es igual a la razén entre sus pro-
yecciones sobre la hipotenusa.

(h) El inverso del cuadrado de la altura sobre la hipotenusa es la suma de los
inversos de los cuadrados de los catetos.
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6.16 (a)Dadosly || I, t1 y to secantes &, |2 y I3 en los punto#, B,C, y A, B/, C/,
respectivamente, se tiene gyes paralela & si, y sélo si,
BC BC
BA BA’

(b) Pruebe que el Teorema de Thales y el Teorema fundamental de proporciona-
lidad son equivalentes.

6.17 Seal JABCD un trapeciocon AB || CD; seanP y Q puntosen ABy CD, respec-
tivamente, tales quB y Q no son vértices consecutivgsPQ # AC; y seaE el
punto de intersecciéde PQy AC. Pruebe que:

. [ — . EA EP
(a) E dividea ACy PQ en segmentos proporcionales, es d%: HQ;
(b) paraP =By Q =D, si AAED ~ ABEC, entonce$]JABCD es untrapecio
isésceleges decir, qué\D = BC).

6.18 Atendiendo a las siguientes indicaciones verifigue que, cualesquiera sean los
nameros reales positivag b y ¢ tales que la suma de dos de ellos es mayor
que el tercero, existe un triangulo cuyos lados tienen longitades c.(12

(a) Los tres numeros reales positivasb y ¢ se pueden ordenar en orden cre-
ciente: suponga que< b <c.
. c+ad- .
(b) El nimeroa; = % satisfacea; > 0,a; <aya; <C.
(c) El triAngulo AABC construido de la siguiente manera es el buscado: un seg-
- —
mentoAB de longitudc; en BAtomamos un punt® tal queBD = a;; asi,

A-D-B; un sgmentoDC perpendiculan ABenD y tal queDC = /a2 — a;2.

6.19 Sitres solares estan dispuestos entre las calles 1y
2 tal como indica la figura, los linderos son per-
pendiculares a la calle 1 y el frente total de los
solares en la calle 2 mide 120, halle los valores
de los frentes de cada solar en la calle 2.

calle 1

6.20 Pruebe que el triangulo cuyos vértices son los puntos medios de los lados de un
triangulo dado, es semejante a éste.
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6.21 Pruebe que dos triangulos, cada uno de ellos con dos lados congruentes, son se-
mejantes, si se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) los angulos comprendidos por los lados congruentes son congruentes.
(b) un angulo con vértice en el tercero de los lados del uno, es congruente con un
angulo con vértice en el tercero de los lados del otro.

6.22 Dados dos triangulos semejantes, pruebe que estan en la misma proporcion que
los lados!?:

(a) las medianas correspondientes.
(b) las bisectrices de los angulos correspondientes.
(c) los perimetros.

6.23 SeanAB y CD que se cruzan ek tal que A-E-B y C-E-D. Pruebe que son
equivalentes:

(a) AC || BD.
(b) AACE ~ ABDE.

© ca=co

EB ED’
6.24 Consideremos un triangulaGHK tal queKG = KH, y P un punto interiorde
GH. Si PQy PR son perpendiculares HK y GK enQ y R, respectivamente,
H

ruebe U(,L
P 9“5R T GR

6.25 SeaE\PQRT un trapecio tahuePQ L QR PQ_L PT. SiST L PRenS, pruebe
P

6.26 Si OODEFG es un cuadrado yC es recto, <
pruebe que: G E
(a) AADG ~ AGCF.
(b) AADG ~ AFEB.
(c)AD-EB=DG-FE.
(d) DE = vAD-EB.

6.27 Sily || 12, pruebe que A_B c

AB_AC _BC ¢
PQ PR RQ
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6.28 Consideremos el paralelogramABCD. Si una recta que pasa @intersecta
PR - —
ACenE,aDCenGyaAD enF, pruebe que:
(a) AAEF ~ ACEB.

(b) AABE ~ ACGE.
(c) EBes la media geométrica @Gy EF.

6.29 Si CD y SRson medianas de los trianguldsABC y APQR respectivamente,
tales queAADC ~ APSR pruebe queAABC~ APQR

6.30 En AABC, D es el punto medide ABYy E es un puntale AC tal queAE > EC.
Si D<_>E E se intersectan €R, pruebe qu FB_ EA
g , PTUebe que=c = ¢

6.31 SiCD es la altura desde el vértice del &ngulo re¢®) en un triangulo rectangulo
AABC, pruebe qué\C? — BC? = AD? — BD?.

6.32 Siay b son nimeros naturales tales que b, pruebe que todo triangulo cuyos
lados midera? —b?, 2-a-by a?+ b? es rectangulo.

6.33 (Triangulo rectangulo isésceles)
Pruebe que:

(a) En un triangulo rectangulo isésceles, la hipotenus@2seces el cateto.

(b) Si la base de un tridngulo isésceles\é® veces el lado, entonces el angulo
del vértice es recto.

(c) Si la hipotenusa de un triangulo rectangulo isésceles midentonces cada

uno de los catetos midé;@.

6.34 (Tridngulo 30-60-90)
Pruebe que, en un triangulo 30-60-90, el lado mas Iarg@wces la hipotenusa.

6.35 Pruebe que la longitud de la diagonal de un cuadradd@Zgeces la longitud del
lado.

6.36 Si py gson las longitudes de los catetos de un triangulo rectanguksyla lon-
gitud de la hipotenusa, pruebe que para cualquier nimero pdsito® nimeros
k- p, k-qy k-r son también las longitudes de los lados de un triangulo rectangulo.

6.37 Si las longitudes de los catetos de un triangulo rectangula gdn determine la
longitudh de la altura correspondiente a la hipotenusa, y las proyeccayds
de los catetos sobre la hipotenusa, en términasyde.
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6.38 Pruebe que la semejanza de cuadrilateros es una relacion de equivalencia en el
conjunto de todos los cuadrilateros.

6.39 Pruebe que:

(a) lamedianaAM de un triAnguldAABC en términos de sus lados es
V2-AB? +2.AC? - BC?

AM = 5
(b) si dos medianas de un triangulo son congruentes, entonces los lados sobre los
que caen son congruenté$.
(c) si dos lados de un triangulo no son congruentes, entonces sobre el lado mas
pequefio cae la mediana més lafa.

6.40 (a)Pruebe que, en todo paralelogramo, la suma de los cuadrados de las diagona-
les es igual a la suma de los cuadrados de los lados.
(b) Use la parte anterior para dar otra prueba del calculo de la medisha

_)
tomando un punt® en el rayo opuesto A, tal queMD = MAy considere
el paralelogramalABDC.

6.41 Pruebe que la suma de los cuadrados de las longitudes de las tres medianas de un
triangulo es igual % de la suma de los cuadrados de las longitudes de los tres
lados.

6.42 Para un trianguld\ABC, pruebe que:

(a) AB? < AC? 4 BC? si, y sélo si, el angula’C es agudo.
(b) AB? > AC? +BC? si, y solo si, el angula’C es obtuso.

6.43 (a)Pruebe que la bisectriz de un angulo de un triangulo divide al lado opuesto en
segmentos proporcionales a sus lados adyacentes, es decir:
si AV es bisectriz de\ABC, entoncesy; = 4.
(b) Verifigue que, en las condiciones de la parte anteBury CV en términos
de los lados son

BC
BV_AB+AC'AB

BC
CV=Brac /€

(c) Pruebe que, si el bisector de un angulo externo en un vértice de un triangulo
corta la recta que contiene a lado opuesto, entonces determina segmentos
proporcionales a sus lados adyacentes, es decir:

—_
si, enAABC, AE es bisector de un angulo externo en el vérceonE tal
queC-B-E, entoncege = 2.
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(d) Si, en un triangul\ABC, los bisectores de los angulos interno y externo en
—
AintersectarBC en los punto¥ y E, respectivamente, pruebe que:
)& =&

i) YAZIAE?  VAZHAE? _ 5
(ii) BV oV <

(e) Enuncie y pruebe el reciproco del resultado de la parte (a).

6.44 Si la bisectriz del angulo recto de un triangulo rectangulo divide la hipotenusa en
dos segmentos cuyas longitudes estan en rlzpnuebe que la altura desde el
mismo vértice la divide en la proporcida.

6.45 Pruebe que:
(a) la bisectrizAV de un trianguloAABC en términos de sus lados es

AV = \/AB-AC- {1— <AEiCACﬂ.

(b) AV = ABLAC \/2-AB- AC-s- (s—BC) (dondes es el semiperimetro).

(c) AV = /AB-AC—VB-VC.

(d) si dos hisectrices de un triangulo son congruentes, entonces los lados so-
bre los que caen son congruentes (y, por tanto, los angulos que bisecan son
congruentes}®

(e) si dos lados de un triAngulo no son congruentes, entonces al &ngulo mas pe-
quefio corresponde la bisectriz méas lafga.

6.46 (a)Dado un triangul@\ABC conalturaAD y H un punto tal qués-H-C, pruebe
que

BH
AH = \/ABZ+BH2— BC (BC? + AB? — AC?)
(b) Use la parte anterior para dar otra prueba del célculo de la me#linala
bisectrizAV de un trianguldNABC, sustituyenddd =M y H =V, respecti-
vamente.

6.47 Si, enAPQR PQ=PR y Sy T son dos puntos tales gi#eQ-Sy P-R-T, pruebe
queST > QR

6.48 (a)Si dos triangulos son tales que las rectas que determinan sus lados son para-
lelas (las del uno con las del otro), pruebe que son semejantes.
(b) Si dos triangulos son tales que las rectas que determinan sus lados son per-
pendiculares (las del uno con las del otro), pruebe que son semejantes.
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6.49 SeanP, Q, Ry X cuatro puntos tales que cualesquiera tres de ellos no son coli-
neales. Considere losgaentosXP, XQy XR SeaA un punto cualquierdeXR
y trace una recta pak paralelaa PR queintersectaXP enB. Trace una recta por
B paralelaa PQ, queintersectaXQ enC. Pruebe qué\ABC~ ARPQ
(Este resultado da garantia del buen proceder del dibujante técnico, al dibujar
perspectivas desde un punto de fuga dado).

6.50 Seal JABCD un trapecioconAB| CDy CD < AB. Se trazan sgnentosCF y
DE tales queE y F estan en la basmayor;CF || AD; DE || BC; CF intersecta
la diagonalDB en M; DE intersecta ladiagonalAC enN. PorF y E se trazan
paralelas a lagdiagonalesAC y DB, respectivamente; éstas Ultimas interseetan
BCy AD en los punto y Q, respectivamente. Pruebe gMe N, Py Q son
colineales.

6.51 (a)Considere un trapeciaABCDtal que: AB || CD P es el punto de corte de

las diagonales; @ es el punto de corte d@eD y BC PruebequePQ biseca
las dos bases.
(b) (Reciproco del anterlor) SM es el punto medlmie DC; Py Q son puntos

tales queQ-M-P; y DP y CP cortanQC y QD en Ay B, respectivamente,
pruebe quéJABCDes un trapeciconAB || CD.

6.52 (Razones trigonométricas de angulos agudos)

Dado un angulo aguddA, y tomandoBC L AC y D
I —
DE L AC como en la figura, es claro, debido a que

B
AABC~ AADE, que
BC DE AC AE BC DE
AB AD' AB AD 7 AC AE A c E
B
De tal manera que, dado un triangulo rectangulo
AABC con £C recto, los cociente§, % y & depen- c
den de la forma y no del tamafio del triangulo (es a
decir, se conservan en cualquier triangulo semejante
a AABC). A b C

Ademas, la forma del\ABC esté determinada por el angul@\, puesto que
el Unico angulo que falta por determinar para conocer su forma es el afiBulo
y éste estd determinado poA, pues es su complemento.
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Estos cocientes son llamadagzones trigonométricasespectivamentesgeno,
cosenoy tangentey de ordinario se designa a cada uno de ellos, con respecto al
anguloZAvy en los términos clasicos, mediante:

a catetoopuesto
sen/A=— = caeroopues

¢ hipotenusa

b catetoadyacente
COS/A=—-= . Y

c hipotenusa
tansA — a _catetoopuesto

b cateto adyacente

SimZA =r, entonces se escribe
a b a
—=semr; —=cosr; — =tanr.
c c b

En las partes (d), (e) y (f) veremos como se designarian cada una de ellas
respecto al angulgB.

Note que, por el ejercicio 3.7.(a), para cualquier angulo agiAto
O0<sen/A < 1;0<cosZA <1y 0< tanZA.

Si conocemosn/A, algunos angulos (llamadowtable$ permiten calcular
facilmente estas razones, como veremos en (a), (b) y (c).

(a) Pruebe que sen45 cos45— § y tan45=1.
(b) Pruebe que sen39 1: cos30= § y tan30= @

(c) Del anterior, pruebe que sen60§; Ccos60= % y tan60= /3.

(d) Pruebe que el coseno de un angulo agudo es igual al seno de su complemento,
es decir, cos = ser(90—r).(1®

(e) Pruebe que el seno de un angulo agudo es igual al coseno de su complemento,
es decir, sen=cog90—r).

() Pruebe que el producto de la tangente de un angulo agudo y la tangente de su
complemento es igual a 1.

(9) Verifique que, para cualquier angulo agudtanr = 7.

(h) (Identidad trigonométrica fundamental)
Pruebe que, para cualquier angulo agudg

serf /A+cod /A= 1.

(i) Definiendo lacotangentecomo el reciproco de la tangente, pruebe que la
tangente de un angulo es la cotangente de su complemento y que la cotangente
de un angulo es la tangente de su complemento.
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(i) Definiendo lasecantecomo el reciproco del coseno, pruebe que, para cual-
quier angulo agudaA,

1+tarf ZA=sec /A.

(k) Definiendo lacosecantecomo el reciproco del seno, pruebe que la secante
de un angulo agudo es la cosecante de su complemento y que, para cualquier
angulo agudo/A,

1+cof ZA=cs@ /A
() Pruebe, usando el diagramay las indicaciones que se dan a continuacién, que,
siempre que & o + 3 < 90, se tiene que:
(i) sen(a + B) = sena - cosB + cosa - seng.
(i) coga + 3) = cosa - cosf3 — sena - senB.

Si/BFC, /BCA ZBEDYy ZCDE son rectos, B

entonces:
(i) ABFC~ AADC,

..BE CD AC AD BC E C
() a8 = ac aB ' AC AB'
.. AE AD AC CD BC
"'AB~ AC AB~ AC AB’
(iv) Llamea = m/CADy 3 = m/CAB. A E D

(m) Dados dos angulos agudos de medidasf3, pruebe quer < B si, y sélo si,
se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:
(i) sena < senB.
(i) cosa > cosp.
(iii) tana < tanp.
(n) (Teorema del cosenp
Si, enAABC, ZA es agudo, pruebe que

BC? = AC?+ AB? —2.AC- AB-cos/A.

(o) (Teorema del send
Si AABCes acutangulo, entonces
BC AC  AB
sen/A servB sen/C’

(p) Si h es la longitud de lalturaCD desde el vértice del angulo recto de un

triangulo rectanguld\ABC, ¢ es la longitud de su hipotenusagyy 3 son
tana -tang

tana +tang’

las medidas de sus angulos agudos, pruebégtie-
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6.53 Pruebe que:

(a) Si conocemos un angulo y los lados que lo comprenden, conocemaos, por
LAL, el tercer lado y los otros dos angulos.

(b) Si conocemos un lado y los angulos que lo comprenden, conocemos, por
ALA, los otros dos lados y el tercer angulo.

(c) Si conocemos los tres lados, conocemos, por LLL, los tres angulos.

(d) Si conocemos un lado y dos angulos que no lo comprenden, conocemos, por
LAA, los otros dos lados y el tercer &ngulo.
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Comentarios del Capitulo 6

()Se podria decir que la idea que esta detras del estudio de la semejanza de triangulos, incluyendo
el Teorema de Thales y el estudio de la Trigonometria, es la de obtener la medida de magnitudes
relativamente grandes, como lo son la altura de un edificio o la distancia entre los astros, por medio
de magnitudes relativamente pequefias, como lo son el tamafio del propio cuerpo, o una parte de él,
y las cuerdas que se obtienen en un astrolabio o un compas.

{2 clasicamente se diritos términos de igual lugar se encuentran en la misamdn Hagamos, a
este respecto, las siguientes reflexiones.
Cada vez que se expresan ideas que involucran magnitudes, se estdn comparando nimeros o can-
tidades. Asi, por ejemplo, cada vez que se dice que algo midet®s se esta comparando su
longitud con la de la unidad de medida, en este @snetrqg si se dice que un angulo mide 45
grados se compara su dimensién con la de la unidad de medida, en estel gaada Si alguien
dijera que su casa tiene bietrosde frente y 14metrosde fondo, todo el mundo podria hacerse
facilmente una idea de las dimensiones de la dasaunidades de medida son una de las mas
atiles convenciones que ha hecho el hombre, en el sentido de que facilita enormemente la
comunicacién, aln entre culturas muy extrafias unas a otras. Asi mismo, cuando alguien dice
que tal articulo esaro, o que tal o cual cosa @suy grandees claro que esta comparandolos con
otros que toma como referencia.
Ahora bien, estas comparaciones siempre se hacenaanttidlades semejanteen el sentido de
gue ambas deben corresponder a mediciones por medio de los mismos patrones. Por ejemplo, no
tendria sentido comparar la longitud de un segmento con la medida de un angulo tyldsegr
mento es mas pequefio que tal angulel mismo modo, tampoco tendria sentido comparar, por
ejemplo, las magnitudes de dos segmentos, si no los medimos con la misma unidad: a nadie se
le ocurriria decir que un segmento de 100 centimetros es mas grande que uno de 2 metros, por el
hecho de que 100 es mayor que 2. Entiéndase bien, no importa qué unidad de medida se utilice, lo
importante es que sea la misma.
Hacemos estas reflexiones sélo para aclarar que, cuando establezcamos razones o proporciones en-
tre magnitudes, la razén de proporcionalidad no estara expresada en ninguna unidad de medida,
es un numero absoluto o abstracto, es decir, no depende de las unidades de medida que se hayan
utilizado para medir las magnitudes comparadas.

(3Note que son dos las condiciones que deben cumplirse:
(1)sig <r,entonceg <s, 'y, (2)sif <s entonceg <r.

La prueba es evidente, tomando en cuenta la tricotomia del orden de los numeros reales, pues:
suponer que # s equivale a decir que< so s< r; pero, en ambos casos tendremos un racional
2 (0 §)talquer < 8 <s(os< § <r); lo cual contradice (1) (0 (2)).

(¥ Decimos que esta proposicién generaliza la proposicién 5.8 porque ésta se obtiene de aquella
tomando la razén de proporcionalidad igual a 1.
Estas situaciones se hacen mas comprensibles pensandolas en términos de las distancias entre las
rectas paralelas: tres rectas paralelas determinaran segmentos en una secante cuyas longitudes es-
taran en la misma razon que las distancias entre ellas. llustremos lo que decimos con un ejemplo:
si tres rectas paralelas I, y |3, son tales que la distanaia » entrel; y I> esk veces la distancia
do 3 entrel, y I3 (dondek es cualquier nimero real positivo), entonces se tiene que el segmento
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AB determinado pol; y |> en una secantg a las tres rectas, tendra siempre una longitud qlke es
veces la longitud del genentoBC determinado pok, y I3 ent. Para simplificar la ilustracion adn
mas decimos que, g > = k- dy 3, entoncesAB = k- BC, en otras palabra% = Q—g =k, lo que
es lo mismo que decir que los segmentos son proporcionales a las distancias entre las Iregtas
I3. Esto resulta asi a partir de este Teorema de Thales, al tomar como una de las secantes una recta
gue es perpendicular a las tres re¢iay vy |3.
Por otro lado, enunciado de una forma ligeramente distinta, pero con el mismo significado, se puede
decir que el reciproco del Teorema de Thales también es cierto, a gables { || |2, t; y tp se-
cantes ai, I, y I3 enlos puntos A, B, C, Yy AB/, C/, respectivamente, se tiene qyet paralela a
I1 si, y sélo si,

BC BC

BA BA
Pero, como éste no es el enunciado clasico del Teorema de Thales, hemos preferido la forma en que
lo hemos expuesto. De todos modos, en el ejercicio 6.16, se plantea al lector probar el Teorema de
Thales enunciado en esta forma.

(5)Como podra observar el lector, este resultado generaliza al corolario 5.8.1.

(6) Decimos que este Teorema generaliza el corolario 5.8.3 porque éste se obtiene de aquél tomando la
razén de proporcionalidad igual a 1.
Por otro lado, este resultado es, en verdad, equivalente al Teorema de Thales: en el ejercicio 6.16
se plantea al lector probar esta equivalencia.

(") Aunque no tengan el mismo tamafio. En otras palabras, dos figuras geométricas son semejantes
cuando una de ellas es un modelo a escala de la otra (bien que se alargue la escala o se contraiga).
Asi podemos pensar en el disefio que el arquitecto tiene dibujado en sus planos y el proyecto ya rea-
lizado; una fotografia y cualquier ampliacidn o reduccion; el dibujo del levantamiento topografico
de un terreno hecho por un topdgrafo y el terreno mismo.

(8 El concepto de semejanza exige dos cosas:
(1) que los &ngulos correspondientes deben ser congrugntes,
(2) que los lados correspondientes deben ser proporcionales.
Esto es debido a que, entre figuras geométricas no triangulares (en los cuadrilateros, por ejemplo),
pueden cumplirse por separado, mientras que en los tridngulos né.

(9Es decir, si los lados son proporcionales, entonces los angulos correspondientes son congruentes;
de este modo, los criterios AAAy LLL de semejanza de tridngulos son reciprocos el uno del otro.

(10La demostracion dada por Euclides de este teorema depende de los postulados de area. Cuando
estudiemos areas, en el Capitulo 7, daremos otras demostraciones adicionales. Ademas, soélo des-
pués de estudiar areas es que se puede hacer una interpretacion elegante de este teorema, también
conocida por no pocos.

(1 Compare con los ejercicios 3.27, 6.39 y 6.45.

{12 Esto satisface lo prometido en la Nd&2) del Capitulo 3, pues es exactamente el reciproco de la
proposicion 3.9; que nos da la suficiencia de la condicidn expuesta en esa proposicion.

{13 Compare con el ejercicio 6.13.
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(14 Revise el ejercicio 3.25, y compare con el ejercicio 5.5.(b).
{19 Compare con los ejercicios 6.14 y 6.45.

{18 Revise el ejercicio 3.26.

{7 Compare con los ejercicios 6.14 y 6.39.

(18De hecho, la palabraosenoes una abreviatura de la expresion latamanplementi sinus que
significaseno del complementdPor otro lado, la palabrsenollegd a nuestro idioma a través del
latin y su origen nos ofrece una curiosa anécdota. Las matematicas, tanto griegas como hindues,
llegaron al mundo occidental a través de los arabes, principalmente durante el siglo Xl d. C. De
los dos puntos de vista predominantes respecto al abordaje de la Trigonometria, expuestos en el
Sidhanta Sironamhindt y el Almagestogriego (palabra arabe, que se translitera en el alfabeto
latin al-majistj con la cual los arabes tradujeron la palabra griggg otog, que significael
mas granderefiriéndose a la compilacion matematica, en el sentido de astronomia, méas grande),
los arabes optaron por el hindd en el siglo IX o X d. C. La palabra sanscrita que corresponde a
nuestra palabraenose translitera en el alfabeto latiniva (que significalo que es o jya, que
significacuerda segun otros autores); los arabes la adoptaron fonéticamente en su idioma mediante
la palabra que se translitera en el alfabeto lafiba Ahora, como en la escritura arabe clasica no
se colocan las vocales, sino solo las consonantes, ese término aparecia en los textos arabes como
jb. Pero, los traductores de estas obras del arabe al latin interpretaron esta palabra, completando las
vocales que consideraron que faltaban, como si fuera la pgkabrgue significa en latisinus y
gue en nuestra lengua se traduce cdraloiao ensenada

Orientacion para la solucién de los problemas del Capitulo 6

Creemos que el instructor del curso deberia acompafar al estudiante en la resolu-
cion de los ejercicios del 6.1 al 6.18; de los cuales consideramos, sin pretender
ser objetivos al respecto, que sondiécultad bajalos ejercicios del 6.1 al 6.12,

de dificultad intermedialos ejercicios del 6.13 al 6.16, y d#ficultad alta los
ejercicios del 6.17 al 6.18.

Del mismo modo, creemos que el estudiante deberia enfrentar solo los ejer-
cicios del 6.19 al 6.47, asi como los ejercicios del 6.52 al 6.53; de los cuales
consideramos, sin pretender ser objetivos al respecto, que sbficdétad baja
los ejercicios del 6.19 al 6.38, dificultad intermedialos ejercicios del 6.39 al
6.42, asi como los ejercicios del 6.52 al 6.53, ydifecultad alta los ejercicios
del 6.43 al 6.47.

Creemos que los ejercicios del 6.48 al 6.51 son so6lo para los estudiantes mas
aventajados.

A continuacién ofrecemoayudaspara algunos de los problemas.
6.1: exprese cada uno de los numeradores en términ&s/des denominadores
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correspondientes.

6.2: cuandoa # b, verifique que O< (a—b)? = (a+b)? — 4ab.
6.22:para la parte (c), use el ejercicio 6.1.
6.30:trace la recta parale®AB porC, y que intersectaEF enP.
6.34:use el gjercicio 4.17.
6.39: aplique el corolario 6.4.1.
6.40:trace las alturas desde dos vértices consecutivos.
6.42:razone por el absurdo, usando el corolario 6.4.1.
6.43: fﬁfa la parte (a), tradeparalelaa AV porC; llameF el punto de corte dey

AB, y verifique queAC = AF. Para la parte (c), traga paralelaa AE por B;
llame G al punto de corte dmy AC, y verifique queAG = AB. Para la parte
(d).(ii), descompongBE =VE - BV,CE=CV +VE, y use el gjercicio 2.21
y el Teorema de Pitagoras.

6.45: para la parte (a), aplique el corolario 6.4.1 y el ejercicio 6.43.(b); para la
parte (d), trate de desarrollar la ecuaciéon que resulta de igualar la formulas
correspondientes obtenidas en la parte (a), y obtenga una expresion de la
formaxy= 0, cony > 0 y x correspondiente a la diferencia de las longitudes
de los lados en cuestion.

6.47:en caso de quBES= PT, use el criterio LAL de semejanza de triangulos; en
caso de qu®S< PT, tomeU enPT tal queP-R-U y PU = PS aplique lo
obtenido para el caso anterior, el Teorema del angulo externo y la proposi-
cion 3.8.

6.49: considereX dentro o fuera dé\PQR

6.50:vea el gjercicio 5.22.

6.52:para la parte (a), use cualquier triangulo rectangulo isdsceles; para la parte
(b), use una altura de cualquier triangulo equilatero; para la parte (h), comience
con la relacion dada por el Teorema de Pitdgoras; para la parte (ii) de las in-
dicaciones, sustituyAD - BC por su correspondiente segun la parte (i); para
la parte (m).(i), use la proposicién 2.11, la definicion del seno y el Teorema
de la barra transversal; para la parte (n), use el corolario 6.4.1; para la parte
(0), trace un par de alturas.

Thales de Mileto reconocido como uno de los siete sabios de Grecia, fue
un rico comerciante que vivié aproximadamente en 624-545 a. C. Sus ocupa-
ciones como mercader lo pusieron en contacto con muchos paises y tuvo el don
de aprender facilmente de lo novedoso que encontraba; particularmente lo que
encontrd en el contacto con los sacerdotes egipcios. Después de retirarse tem-
pranamente de los negocios, dedicé su ocio a la filosofia y a las matematicas, y
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dio muestra, como lo esbozaremos en las lineas que siguen, de cémo se puede
combinar la perspicacia practica con una sabiduria auténtica.

La tradicién occidental toda (a partir del siglo IV a.C. por lo menos) esta
completamente de acuerdo en que Thales fue el primero de los filésofos griegos,
a pesar de que en su tiempo no existia todavia la palabra filésofo; en su época
sabio significaba creativo y de visién profunda, tanto desde el punto de vista
practico como especulativo. Esta fama se debe fundamentalmente al hecho
de que expuso una cosmogonia al margen de la mitologia, en la cual todo
en el universo estaba sometido a alglin orden -k60o OG- (posible origen de
la designacion del universo mediante el término cosmos), y su origen seria el
elemento agua.

Coseché fama de astrénomo por la acertada prediccién de un eclipse solar
el 28 de mayo del afio 585 a.C. A este respecto es famosa la anécdota segtn la
cual mientras contemplaba las estrellas en un paseo nocturno, se cayé en una
zanja; entonces una anciana que le atendié le pregunté: jcémo podéis saber
lo que ocurre en los cielos, si no veis lo que se encuentra a vuestros pies? Con
Thales se sustituye lo que era poco mas que un catalogo de estrellas por una
ciencia auténtica.

Coseché fama de matematico por resultados que hoy en dia parecen trivia-
les, pero que marcaron una época en el desarrollo de las matematicas, como por
ejemplo: todo didgmetro biseca el circulo, los angulos de la base de un triangulo
isésceles son congruentes, los dngulos opuestos por el vértice son congruentes,
un angulo inscrito en un semicirculo es recto, un triangulo queda determinado
por un lado y los angulos con vértices en los extremos de ese lado (criterio ALA
de congruencia de tridngulos). Con sus resultados sobre proporcionalidad dio
origen a los elementos del algebra, planteandose lo que propiamente se pueden
llamar ecuaciones, tal como la de calcular la altura de la gran piramide compa-
rando su sombra con la de una vara vertical (sin ningdn alboroto ni instrumento,
como dice Plutarco), gestandose entonces la teoria de las proporciones tan cara
a los griegos posteriores. Del mismo modo, la idea de abstraer en los objetos,
el volumen vy el area de su materialidad, y considerarla sélo como funcién de las
lineas que determinan su forma, parece deberse definitivamente a Thales. Asi
mismo sustentd la idea de que lo mas abstracto y general era mas valioso para
un estudio profundo de las cosas, que lo sensible.

Nunca olvidé la deuda contraida con los sacerdotes egipcios, y cuando ya
era anciano, aconsej6 firmemente a su discipulo Pitagoras que les hiciera una
visita; consejo al cual éste atendié diligentemente, adquiriendo un profundo
conocimiento y una amplia experiencia que le fue de gran utilidad cuando, a



170 Geometria métricplana

la larga, se establecio y reunié sus propios discipulos a su alrededor, llegando a
ser atn mas famoso que su maestro.

Pitagorasse supone que era nativo de Samos y pertenecia, como Thales, a
la colonia jénica de griegos establecida en la costa occidental de la actualmente
llamada Asia menor. Vivié aproximadamente en 569-490 a. C. En el afio 529 se
instal6 en Crotona, ciudad de la colonia dérica en el sur de ltalia. De acuerdo
a una tradicién de occidente, Pitagoras fue el inventor de la palabra filosofia.

Fue conocido por sus contemporaneos como fundador de una escuela de
corte esotérico conocida como Escuela Pitagérica u Orden de Pitagoras, en la
cual los integrantes estaban sometidos al juramento de no revelar los secretos y
las ensefianzas de la escuela, y de la cual la pentalfa, o estrella de cinco puntas,
fue un simbolo distintivo. Ademas se sabe que los pisos de la sede de la escuela
eran de cuadrados blancos y negros alternados, sobre los cuales se contemplaba
la proyeccion de la sombra de los pilares, de cuya contemplacién se insinia el
origen de las progresiones aritméticas. También dio esto origen a la cuestion
sobre la posibilidad de cubrir una regién plana con una figura geométrica dada,
asi como a la de llenar el espacio con un cuerpo geométrico dado, de donde
posiblemente surgié el hecho de que la suma de los angulos de un tridngulo es
180 y del método de aproximacion de areas por parabolas, elipses o hipérbolas.

A su catedra acudia una muchedumbre de entusiastas auditores de todas
clases. Muchos de clase alta lo escuchaban, e incluso las mujeres violaban la
norma que les prohibia asistir a reuniones publicas para acudir a oirle (entre las
cuales se encontraba Theano, hija de su huésped Milo, con la cual se casé).
Los pitagéricos se interesaban por la ciencia de un modo general, y particular-
mente por la Filosofia y la Matematica; pero principalmente por lo relativo al
conocimiento de la salud en todos los niveles.

En cuanto a las Matematicas, su contribucién fundamental fue el desarrollo
de la teoria de nimeros, con el descubrimiento de los niameros llamados irra-
cionales, y en la geometria de las areas y volumenes. Fueron ellos los que
probaron por primera vez (que se sepa en occidente) que el nimero /2 es
irracional. La prueba de este hecho, que es la que generalmente se presenta to-
davia actualmente, se encuentra en el libro décimo de los Elementos de Euclides.
Este descubrimiento fue sin duda un gran aporte de Pitagoras a la Geometria,
al punto de que influencié el desarrollo de toda la Matematica griega a partir
de ese momento.

Dice una leyenda que Pitagoras, al encontrar este resultado, sacrificé cien
bueyes a los dioses como prueba de su gratitud por el descubrimiento (a lo
que, en tono sarcastico, agrega el poeta aleman Heinrich Heine, que desde
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ese sacrificio los bueyes han temblado siempre que se ha descubierto una gran

verdad).

El Teorema de Pitagoras ya era conocido, en casos particulares en Egipto
(3000 a.C.), y en toda su generalidad entre los Sumerios y Babilonios (2000-
1000 a.C.); y es bien posible que su demostracién haya sido obtenida en Grecia
en una época anterior a Pitdgoras. De este teorema se han publicado, literal-
mente, miles de demostraciones. Aqui hemos presentado una de ellas, pero en
el siguiente capitulo sugeriremos algunas mas.

Para finalizar esta pequefia resefia diremos que uno de los principios estable-
cidos por Pitagoras en su escuela era el que todo en el universo es nimero, que
transcrito en términos modernos nos dice todo en la naturaleza puede ser ex-
presado matematicamente. Trate de imaginar cuan arraigado se encuentra en
Occidente este principio todavia que, atn en nuestros dias, los mas grandes
sabios de nuestra cultura han dedicado su vida a mostrar que este principio
es universalmente valido, y se puede decir que es uno de los aspectos carac-
teristicos de la cultura occidental. Tanto es asi, que todavia se sostiene que
toda ciencia es ciencia (es decir, conocimiento) en la medida en que es ex-
presable matematicamente (no sélo en cuanto a su orden, sino en cuanto a sus
principios).






Capitulo 7
Area

Hasta ahora hemos podido asignar un nimero real a las figuras geométricas que se
pueden expresar como la union de un namero finito de subconjuntos de la recta:
a dos puntos les hemos asignado la distancia entre ellos; a un segmento le hemos
asignado su longitud; a un angulo le hemos asignado su medida angular; a los
triangulos y los cuadrilateros les hemos asignado sus perimetros.

Nos proponemos ahora asignar un nimero real a figuras geométricas que no
son del tipo de las anteriores, pero que estan de todas maneras sometidas a ciertas
condicione&”, como por ejemplo: al conjunto formado por un triangulo y su
interior, o por un cuadrilatero convexo y su interior.

Tomaremos la primera de las nombradas como elemento basico para la asig-
naciéon de un nimero real(areg a las figuras geométricas que estudiaremos en
esta ocasign.

Definicion 7.1 (Region triangular)

Una regién triangular es una figura geométrica for-
mada por un triangulo y su interior.

De una region triangular llamaremos: a cada punto
del interior del triangulo punto interior; al interior del
triangulo, el interior; al triangulo mismo Ja frontera;

y a los vértices del trianguldos vértices

Es claro que todo triangulo determina una regién triangular: la formada por
€l mismo y su interior.

173
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El altimo de los resultados del capitulo anterior (la proposicién 6.5) nos per-
mite definir sin ambigliedad lo que llamaremos el area de una region triangular.

Definicion 7.2 (Area de una regién triangular)

El area de una region triangulaes la mitad del producto de una altura del trian-
gulo que la determina, por la base correspondiente.

Si el triangulo que determina la region triangular ésABC, denotaremos al nd-
mero que representa el area de la region medianteABC.

Frecuentemente diremd@sea del triangulo para decirarea de la region
triangular determinada por el triangulo

Si una altura del triangul& ABC mideh, y la base correspondientédanide
b, tendremos

aAABC=1-b-h;

y, gracias a la proposicion 6.5, este nimero en funcion de los lados del triangulo
es

a ANABC= \/s- (s—AB)-(s—AC)-(s— BC).<3>

Por otro lado, gracias al ejercicio 3.2is triAngulos congruentes tienen la
misma area Esto nos asegurard, en virtud delorema del are§Teorema 7.1),
gue el area de lo que llamaremos una region depende de su tamafio, pero no de
su ubicacion en el plano, y que la unidad de area s6lo depende de la unidad de
distancia escogida.

A partir de las regiones triangulares definimos aquellas figuras geométricas a
las cuales podremos, en lo inmediato, asignar un numero real coéneasu

Definicion 7.3 (Region poligonal)

Unaregion poligonales una figura geométrica que
se puede expresar como la unién de un numero finito{ ><

de regiones triangulares que no tienen puntos inte- N
riores en comdn. A
De una region poligonal llamaremos: a cada punto ) !
interior de alguna regién triangular contenida en la S
region poligonal,punto interior; al conjunto de los ,/’, —-

puntos interioresgl interior; y al conjunto de sus
puntos que no estan en su interilarfrontera.

Es claro que todo cuadrilatero convexo determina una region poligonal: la
formada por €l mismo y su interior.
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Solo por comodidad en la manera de hablar de una region poligénain-
vendremos en queina triangulacion de % es un conjunto cuyos elementos son
regiones triangulares sin puntos interiores en comun y cuya uniéf) gdrian-
gular la region poligonalZ consiste en dar una triangulacionde

Note gue, tal como se insinda en la siguiente representacion, una region poli-
gonal se puede triangular de muchas maneras (en verdad, de un nimero indefinido
de maneras).

I~ -z B =
\\\\\\ -7 VS~ ’,”// S~ o _ =%

/ \ AN /

7 / \ \ AS 7/

/ / \ \

/ / \ \ V2 N
/ = \ / = = N\
/- S o _- \‘:h\ /‘5/ \§§\

De aqui en adelante, cada vez que hablemos deagi@n, debe entenderse
que nos referimos a una region poligonal.

El siguiente Teorema, que se puede probar a partir de los siete postulados
gue hemos aceptado, y cuya prueba puede ser consultada en el Capitulo 14 de
[15], permite asignar un nimero real positivo a cada region poligonalrésyy
obtener formulas para calcular las areas de algunos cuadrilateros convexos.

Teorema 7.1 (Teorema del &rea)

(a) A cada region corresponde un Unico namero real positivo, al que llamare-
mos elareade la regionZ y que denotaremos por%.

(b) (Adicién de areas)
Si la regionZ es la union de dos regioneg, y %> que no tienen puntos
interiores en comuUn, entoncaes? = a %1+ a%>.

La parte (b) del Teorema del area nos asegura que, por ejemplo, en la figura

del lado izquierdog (%1 U %2) = a %1+ a%». Pero, por supuesto, en la figura
del lado derechay (.1 U.#%) es mas pequefio ques) + a.7

yl 5’2
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Al igual que antes, diremos con frecuenéiea del cuadrilateropara de-
cir area de la regién determinada por un cuadrilatero convexen particular
hablaremos dedrea de un trapezoiderea de un trapeciparea de un parale-
logramo, etc. EscribiremosrJABCD, para simbolizar el area del cuadrilatero
LABCD.

Note que, por la parte (b) del Teorema del area, es claro que dos cuadrilateros
convexos congruentes tienen la misma area.

Obtendremos ahora las férmulas de area para las regiones determinadas por la
clase mas general de los cuadrilateros convexos que estudiamos en el Capitulo 5.

Proposicién 7.1 (Area de un trapezoide)
El &rea de un trapezoide es el producto de la semisuma déakesun par de
lados paralelos) por laltura correspondiente (la distancia entre esas bases).

Prueba SealJABCD un trapezoidecon AD || BC.

Por comodidad, llamemdC =b; y AD = b,. Con- B by c
siderando ladiagonal BD tenemos que los trian-
gulos ABCD y AABD tienen la misma alturdn
con respecto a lasasesBC y AD respectivamente.
Pero entonces, por el Teorema del asBEaABCD=
aAABD+aABDC=1-bp-h+3-by-h="bfbz.p A b P

Corolario 7.1.1 (Area de un paralelogramo)
El area de un paralelogramo es el producto de un lado por la altura correspon-
diente.

Prueba Es claro, pues todo paralelogramo es un trapezoide con bases congruen-
tes.

Corolario 7.1.2 (Area de un rectangulo)
El &rea de un rectangulo es el producto de dos lados consecutivos.

Prueba Es claro, pues todo rectangulo es un paralelogramo en el que, si uno de
los lados se toma como base, un lado consecutiattgs.
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Corolario 7.1.3 (Area de un cuadrado)
El area de un cuadrado es el cuadrado de su lado.

Prueba Es claro, pues todo cuadrado es un rectangulo con Emlugruentes.

[
Corolario 7.1.4 (Area de un rombo)
El &rea de un rombo es la mitad del producto de sus diagonales.
Prueba Es claro, gracias a la proposiciérb.(a).
-

El agregar el &rea a la Geometria como dispositivo basico simplifica conside-
rablemente las pruebas de algunos resultados que hemos obtenido en el capitulo
anterior. Esta manera simplificada de presentar las pruebas resulta poco elegante,
ya que daria la ilusion de que dependen del Teorema del area, aunque tiene la
inapreciable ventaja de hacer que esos resultados sean exclusivos de la Geometria
elemental.

Uno de esos resultados es el Teorema de Thales; en el ejercicio 7.18 encon-
traremos las indicaciones para realizar una prueba de este Teorema, mucho mas
sencilla que la que hemos presentado en el capitulo anterior, obteniendo precisa-
mente la prueba que realizé Euclides en sus Elementos.

Otro de esos resultados es el Teorema de Pitagoras, del cual se obtiene tam-
bién una interpretacion muy intuitival area del cuadrado construido sobre la
hipotenusa es la suma de las areas de los cuadrados construidos sobre los catetos
Se podria decir que la prueba usando areas es una prueba propiamente geométrica,
ya que la que hemos dado en el capitulo anterior tiene caracter aritmético: bajo
ciertas condiciones, los nimerasb y ¢ satisfacen la relacioa? + b = ¢2. En-
contraremos en los ejercicios 7.11, 7.12, 7.15, 7.16 y 7.17 de este capitulo las
indicaciones de otras pruebas famosas de este Teorema, que hacen uso del area.
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Problemas del Capitulo 7

7.1 ¢ Sera el siguiente enunciado una definicion de region triangular?
La unién de todos los segmentos que tienen sus extremos en los lados de un trian-
gulo.

7.2 ¢ Sera el siguiente enunciado una definicion de region poligonal?
La unién de un numero finito de regiones triangulares tales que, si dos cua-
lesquiera de ellas se intersectan, su interseccién es un vértice o un lado de alguno
de los triangulos

7.3 ¢,Como varia el area de un cuadrado si se duplica la longitud de su lado?; ¢y si se
reduce a la mitad?; ¢y si se multiplica por un numero real positivo

7.4 ¢ Como varia el &rea de un rectangulo si se duplica la altura y no se altera la base?;
¢y si se duplica la base y no se altera la altura?; ¢y si se duplican la base y la
altura?

7.5 (a)Si dos tridngulos tienen la misma altura, pruebe que la razon entre sus areas
esigual a la razén entre sus bases correspondientes.
(b) Si dos triangulos tienen la misma base, pruebe que la razén entre sus areas es
igual a la razén entre sus alturas correspondientes.
(c) Sidos triangulos tienen una base, y su altura correspondiente, iguales, pruebe
gue tienen la misma area.

7.6 Sidos rectangulos tienen la misma base, pruebe que la razon de sus areas es igual
alarazon de sus alturas.

7.7 Si un triangulo y un paralelogramo tienen &reas iguales y bases iguales, ¢ cual es
la razon entre sus alturas?

7.8 Si, enAABC, ZAtiene medida y es agudo, pruebe queAABC = % -AB-AC-
serr; y, si ZA es obtusog AABC= 1. AB- AC-ser(180—r).

7.9 Si las diagonales de un cuadrilatero convexo son perpendiculares, pruebe que el
area del cuadrilatero es igual a la mitad del producto de las longitudes de las
diagonales.
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7.10 SiOJABCDes un cuadrado de ladly los segmentos
del contorno de la estrella son congruentes, deter-
mine el &rea de la estrella en términod geb.

7.11 (Teorema de Pitagoras)
(Llamada prueba China H a G b F

Dado un tridngulo rectangulb ABC con /B recto,
b=BC, a=ABYy c=AC, pruebe que? = a+b?, b
usando el cuadraddBDFH de ladoa+ b cons- A a
truido a partir deAABCYy verificando:
(a) ¢ Cémo se construye el cuadrddBDFH? a E
(b) AABC= ACDE = AEFG= AGHA b
(c) DACEGes un cuadrado.

B b C a D

(d) a0BDFH = aCJACEG+4- a AABC,
(e)c>=a’+ b2

7.12 (Teorema de Pitagoras)

(Prueba realizada por el General James A.
Garfield unos afos antes de llegar a ser Presidente
de los Estados Unidos, y publicada alrededor de
1875 el New England Journal of Educatjon
Dado un tridngulo rectangulbh ABCcon ZC recto,
b=AC,a=BCy c=AB, pruebe que?+b? = c?,
usando el trapezoide]ACDE construido a partir «——a g "5 "~ D

de AABCYy verificando:

(a) ¢ Como se construye el trapezoidACDE?

(b) ¢ Es rectEBA?

(c) La ecuacion que expresa el area del trapecio como la suma de las areas de los

tres triangulos.
(d) > =a’+ b2

b

7.13 Sidos triangulos son semejantes, pruebe que la razén entre sus areas es el cuadrado
de la razdn entre sus lados correspondientes.

7.14 Dado un sgmentoAB, ¢, qué puntoB del plano son tales quec\ABP =k, para
k un nimero real positivo dado?
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7.15 (Teorema de Pitagoras)
(Prueba realizada por Euclidgs
Dado un triangulo rectangul®&ABC con angulo recto enC, y R, Ri y R, las
regiones cuadradas construidas sobre la hipotenusa y los catetos respectivamente,
pruebe quea? + b? = ¢? respondiendo las siguientes preguntas:

(a) ¢ Por qu&RAB= /CAM?

(b) ¢ Por quAARAB= ACAM?

(c) ¢ Por qué & ARAB= a ACAM?

(d) ¢ Alguna altura de\RABmide AC?

(e) ¢ Por quaxJACSR=2- a ARAB?

(f) ¢EsaDAMQP= 2- a ACAM?

(9) ¢ Por qu&édnDACSR= aJAMQP?

(h) ¢EsaCBHGC= aOPQKB?

(i) ¢ EsaCAMKB = a JAMQP+ aJPQKB?
() ¢Por qué? +b? =c??

M
/
/
A R A )/ Q
R \\\ b\ // R4
~ 2 -~ K
R1 \\5;{ /////
2
c_I B S C (? B
Ry \
G H
7.16 (Teorema de Pitagoras)
Dado un triangulo rectanguld ABC con an-
gulo recto erC, b=AC, a=BC c=ABY c
CD la altura correspondiente a la hipotenusa, b AN
pruebe que? = a? + b? verificando que: |
(@) a AABC= a AACD+ a ACBD. !
_ aAACD aACBD A c D B
(b)1= a AABC + a AABC
(c) AACD~ AABC~ ACBD.

@1-(ig) ()

(e)c? =a’+b?



Capitulo 7 Area 181

7.17 (Teorema de Pitagoras)
(Llamada prueba hindl, debida a un matematico D E
hindu del siglo XlI llamado Bashkaja
Dado un triangulo rectanguldABC con angulo

recto enB, b= BC, a= ABYy c = AC, pruebe que B
¢? = a4 b?, usando el cuadraddACDE de ladoc b @
construido a partir de la hipotenusa 4&\BC. C c A

7.18 (Teorema de Thales)
Pruebe, usando la figura y las indicaciones siguientes, que tres rectas paralelas
determinan segmentos proporcionales en cualesquiera dos secantes.
Seanly, I, I3, t1 y to cinco rectas tales que|| 12 || 13; t1 y t2 son secantesla, |2
y Iz en los punto#\, B,C, A, B'y C/, respectivamentéy-B-C y A'-B'-C'.
Caso |A= A (figura de la izquierda).
(a) aACBB = aAC'BB.
(b) G7CEE = fe-

(C) aAABB __ AB
a/AC'BB — BC'*

AB _ AB
(d) ¢ = 5o

Caso Il A+# A (figura de la derecha).
Tomets paralela d;, por A, que intersectal enB” y alz enC”.

AB __ AR __ AB
(e BC — B'C" — BC'"

) \/ 5 \/ \«
A A
N1
~N
I B b ~\B I B B/

B//
~ < _ - I
[\ / e \
I3 _- ~< l3 C 1 c
C (o4
tl/ \tz tl/ \ts \tz

7.19 Pruebe que el area de un triangulo equilatero cuyo lado ma'edé? .S

7.20 Dos lados de un triangulo midemy b. La altura cuya base es el tercer lado
divide a éste en segmentos de longitugt d. Pruebe quéa+b)-(a—b) =
(c+d)-(c—d).
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7.21 En el paralelogramlABCD, las bisectrices dg€Ay /C intersectan a ldiagonal
BDenE y F respectivamente. Pruebe que las regickBEFEy AEFCDtienen
igual area.

7.22 (a)Sila altura correspondiente a la hipotenusa de un triAngulo rectangulo divide
a ésta en dos segmentos de longitudes, pruebe que el area del triangulo
es el producto de las medias geométrica y aritméticayde
(b) Si AABCes rectangulo con angulo rectoRyBD es la altura correspondiente
ala hipotenusés y F son los puntosle ABy CB, respectivamente, talgsie
DE || CBy DF | AB, pruebe quex(JDEBF = /AE-EB-BF - FC.

7.23 Si, enAPQR Gy H son los puntos mediae PRy QR respectivamente, pruebe

que:
(@) a AGHR= %-a APQR
(b) aAGHR= % -aOPQHG.

7.24 En AABC, CD es la altura correspondiente aiaseAB; | es una recta paraleta
AB, que cortaa ACy BC enE y F, respectivamente, y tal que el areatl€EEF
es solo la mitad del area deABC. Sil intersectaCD en el puntaM, pruebe que
CM = ¥2.CD.

7.25 Pruebe que cada diagonal de un paralelogramo divide a éste en dos regiones trian-
gulares de la misma area.

7.26 Pruebe que:

(a) las dos regiones triangulares que se forman al trazar una mediana de un trian-
gulo tienen areas iguales.

(b) las tres medianas de un triangulo lo triangulan en seis regiones triangulares
de la misma éarea.

7.27 SiB es el punto medide ACy ED || AC, pruebe quer AABE = a ABCD,
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7.28 Si /PSQx~ /P'SQ, /QSR~ /QSR ydPS = QS _SR_ k, pruebe que
PST QS SR
aOPQRS _ ,
aOPQRS '
S g
R R
P Q P’ Q

7.29 SealJABCDun trapecioconDC || AB; E el punto mediade AB; AC cortaa DE
en su punto medi& y BD cortaaCE en su punto medi6. Pruebe que:

(@) aAADE = a AECB.
(b) aAAFE = a AEGB.
(c) a AAFD = a ABGC.

7.30 En el paralelogram@lABCD, M es el punto medide AD y K el de AB. Pruebe
queaJAKCM = 1. aOABCD.

7.31 En el trapecid JABCD, conAB || CD, tenemos/Ay /B son agudosK el punto
mediodeBC, y P es un puntenAB tal quePK || AD. Pruebe que a AAPD =
aOPBCD= - aCJABCD.

7.32 SeaAMQRun triangulo yP el punto de interseccion de lasedianaikSy MT.
Pruebe que que APMS= a APRT.

7.33 Si una diagonal de un cuadrilatero biseca a la otra diagonal, pruebe que las areas
de los triangulos que tienen por base la diagonal que biseca (no la que es bisecada)
son iguales.

7.34 SealJABCD un paralelogramo Y, Q, Ry Slos puntos medios de sus lados.
Pruebe qu&rJABCD= 2- a(OPQRS

7.35 SeaJPQRSun paralelogramo. Sehun punto tal qué&s-J-R. SeaK un punto de
tal queR-K-Q. Una recta que pasa pBly es paralela PK intersecta e a una
<

recta que pasa pét y es paralelaPJ. La rectaPJ intersectaa SMenL. Pruebe
queaIPQRS= aJPKML.
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7.36 (a)Pruebe que una rectaepara a una region limitada por un paralelogramo en
dos regiones de areas iguales si, y s6lo santiene el punto de interseccion
de las diagonales del paralelogramo.
(b) Dados dos paralelogramos, ¢,c6mo se puede dibujar una sola recta que divide
a las regiones limitadas por los dos paralelogramos en dos regiones de igual

area?

7.37 SealJABCD un cuadrado coil, I, J y K los pun- D J c
tos medios de sus lados. Pruebe giIRQRSes un R
cuadrado y pruebe queTPQRS= 1 - aJABCD e Ql,

P
A H B

7.38 (Construccién de un Tangram de cinco piezas)
Cualesquiera dos cuadrados se pueden cortar en cinco pedazos de tal manera que
éstos se pueden reordenar para formar un nuevo cuadrado. Abajo indicamos como
deben hacerse los cortes en el caso en que el lado de un cuadrado mida el doble del
lado del otro cuadrado. Después de verificar como construir un nuevo cuadrado
con estos cinco pedazos, determine como hacer los cortes en el caso en que los
lados de los cuadrados estén en la misma razén que 3y 2, y en el caso en que
estén en la misma razén gkeg | conk > 1.
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Comentarios del Capitulo 7

() Quedando lejos, en el desarrollo de este tema, de poder asignar un nimero real a cualquier figura
geométrica.

(2 Esta necesidad deuantificar o medir todo aquello que tenga que ver con la realidad sensible
del ser humano es un signo caracteristico de nuestra cultura desde la antigliedad llamada clasica
(antigiedad que es muy relativa, ya que no se remonta mas alla del siglo VI a.C.), y esta particu-
larmente acentuada hoy en dia. Tiene su origen en la conveniencia practica de establecer un orden
entre los entes que tienen alguna utilidad en la supervivencia del ser humano, y cual mejor que el
orden que tienen por si mismos los nUmeros reales. Como ejemplo tenemos lo que tiene que ver
con el sustento inmediato del hombre, principal medio de produccién, como lo es la tierra; todos
quisieran saber qué parcela de tierra es mas grande que otra, y medir el contorno, o el perimetro, no
es un camino confiable. De esta situacion surge primitivamente el estudio de las areas que luego se
elevé hasta abstraer todo su contenisiterial, resolviéndose (como se hace en Geometria) sélo a
partir de su contorno.

(3 Esta manera de calcular el area de un triangulo en funcién de los lados setdetimale Ale-
jandria, del que parece que hay acuerdo en ubicar, cronolégicamente, en el primer siglo de nuestra
era.

Orientacién para la solucion de los problemas del Capitulo 7

Creemos que el instructor del curso deberia acompafiar al estudiante en la resolu-
cion de los ejercicios del 7.1 al 7.18; de los cuales consideramos, sin pretender
ser objetivos al respecto, que sondiiicultad bajalos ejercicios del 7.1 al 7.12,

de dificultad intermedialos ejercicios del 7.13 al 7.17, y d#ficultad alta el
ejercicio 7.18.

Del mismo modo, creemos que el estudiante deberia enfrentar solo los ejer-
cicios del 7.19 al 7.33; de los cuales consideramaos, sin pretender ser objetivos al
respecto, que son d#ficultad bajalos ejercicios del 7.19 al 7.27, d#ficultad
intermedialos ejercicios del 7.28 al 7.30, y d#ficultad alta los ejercicios del
7.31al 7.33.

Creemos que los ejercicios del 7.34 al 7.38 son solo para los estudiantes mas
aventajados.

A continuacién ofrecemoasyudaspara algunos de los problemas.

7.11:para la parte (c), vea el ejercicio 5.12.

7.13:vea el ejercicio 6.13.

7.16:para la parte (c), vea el ejercicio 6.15.(a); para la parte (d), vea el ejerci-
cio 7.13.

7.22:use el Teorema de la altura de Euclides.
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7.29:para la parte (b), verifiqugueFG || AB || CD.
7.34:trace una diagonal dgPQRS
— —

7.35: ¢ intersect®Qa SM?

Muchos autores han decidido decir dos figuras geométricas son iguales
donde nosotros hemos dicho dos figuras geométricas son congruentes (tanto
entre segmentos, como entre angulos y entre tridangulos), con Euclides a la
cabeza de esta lista. Quizas tengan muchas razones que apoyen esta decision,
como por ejemplo, que para el gedmetra dos figuras geométricas congruentes
son iguales, ya que a éste no le importa si estdn o no compuestas por los mis-
mos puntos (en otras palabras, no le importa si estan ocupando exactamente
el mismo lugar en el plano); pero lo cierto es que esta decisién genera algunas
dificultades.

El problema fundamental esta en el uso de la palabra igual, y del simbolo
que generalmente se ha utilizado para designarla:; “=". Pongamos por caso
que nosotros escribimos A= B, y que leemos “A es igual a B". Ciertamente
no estamos diciendo que los simbolos A y B son el mismo simbolo, puesto que
ambas letras son en verdad distintas en su trazo. Ciertamente lo que se quiere
decir es que lo representado por la letra A es exactamente lo mismo que lo
representado por la letra B. Para hacernos comprender mejor, particularicemos
atn mas el ejemplo que nos sirve de base en esta parte de la reflexion. Los

nameros representados por los simbolos % y ? son exactamente el mismo

nimero, a pesar de que ambas expresiones sean distintas; y nosotros expresamos
esta idea mediante % = ? (y pueden conseguirse facilmente representaciones
del mismo namero que difieren todavia mucho mas, como por ejemplo, cuando
escribimos fOZXdX: 2, donde podriamos representar al namero 2 con el simbolo
que tenemos al lado izquierdo de la igualdad tal y como la hemos escrito,
pero lo cierto es que usariamos un simbolo con el que muy pocos tendrian la
oportunidad de comprendernos, si acaso estuviéramos, por ejemplo, contando

el dinero para pagar en una bodega).

Ahora bien, no resultaria muy coherente designar con el mismo simbolo dos
cosas de distinta naturaleza, como por ejemplo un segmento y su longitud (ya
que correriamos el riesgo de confundir el dominio propio de la Geometria con el
de la Aritmética). De modo que, si hemos escogido el simbolo PQ para deno-
tar al segmento P Q, debemos, en aras de la coherencia, designar su longitud
de manera distinta, sea la que sea; digamos, como lo hemos hecho nosotros,
mediante PQ. Pero entonces, si escribimos PQ = RS estamos diciendo que
tenemos dos representaciones del mismo conjunto de puntos (puesto que los
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hemos definido de esa manera); y si escribimos PQ= RSestamos diciendo que
tenemos dos representaciones del mismo nimero; y ciertamente estaremos di-
ciendo dos cosas muy distintas, puesto que ambas se deciden de maneras muy
diferentes. Para evadir este problema los autores dicen: diremos que dos seg-
mentos son iguales cuando tengan la misma longitud; pero entonces, una de
dos: o tergiversan el uso comin y légico de la identidad, al volverla ambigua, o
se quedan sin la posibilidad de poder expresar que dos simbolos estan represen-
tando exactamente al mismo segmento. Pero, como lo que estan definiendo es
la relacién basica y fundamental de la Geometria, con respecto a esos objetos de
ella que llamamos segmentos, y que generalmente llamamos congruencia (cuya
idea, independientemente de los objetos que relacione, es siempre la misma:
que uno de los objetos se puede mover rigidamente hasta hacerlo coincidir con
el otro), es innecesario y hasta contraproducente tener dos palabras, y por tanto
dos simbolos, para designarla: identidad y congruencia; muy particularmente
porque la identidad se usa en todos los &mbitos del pensamiento humano.

Como vemos por lo dicho anteriormente, el problema no es l6gico sino de
exposicion. Se puede seguir desarrollando toda la Geometria en la forma que
nosotros estamos poniendo en tela de juicio. Pero creemos que su exposicién se
haria mejor si se usa una terminologia coherente, es decir, conjugando simbolos
y palabras con las ideas, de modo que podamos tener, en la medida de lo
posible, una para cada una.

Esta diferencia en la manera de hablar de la congruencia se hace alin mas
patente cuando hemos introducido y definido la relacién de congruencia entre
tridangulos, y que nosotros tomamos de Hilbert. Muchos autores no nombran en
absoluto la correspondencia entre los vértices de los triangulos (es decir, lo que
nosotros hemos llamado justamente /a congruencia entre ellos) cuando hablan
de triangulos congruentes. La dificultad enorme que ofrece esta omisién expresa
(aunque implicitamente la usan) se presenta en el momento en que quieren con-
cluir que dos elementos correspondientes son congruentes, pues jcémo saber,
sin la correspondencia entre los vértices, cuales son las partes correspondien-
tes? En otras palabras, el saber que dos triangulos son congruentes sin mas,
es decir, en abstracto, es de una utilidad casi nula en Geometria, puesto que el
geémetra esta impulsado a sacar otras conclusiones a partir de ésta; por tanto
necesita conocer una congruencia que le permita referirse a las partes que son
correspondientes.

Debemos hacer notar que, todo lo dicho vale estrictamente dentro de los
limites del pensamiento racional, y que podemos denominar /égico o matema-
tico, en el sentido que se da a esta palabra en cualquier curso introductorio
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de Logica. Tomemos por caso la expresion moderna que supuestamente esta
en la base de las reglas que rigen las relaciones sociales del mundo occiden-
tal contemporaneo: todos los hombres son iguales Ciertamente no se quiere
decir con esto que s6lo hay un hombre, y que aquellos que nosotros concebi-
mos como distintos no son mas que diferentes representaciones de ese hombre
anico (aunque quizas sea asi, pero jquién lo sabe?); asi como tampoco se
esta diciendo, ciertamente, que todos son congruentes entre si en el sentido
geométrico que hemos dado a esta expresion, puesto que no todos tenemos el
mismo tamafio y la misma forma. Aqui se pone en juego el punto de vista que
se adopte respecto a aquello que se estd llamando igual. Lo que se pretende
expresar es que todos tenemos consagrados, ante las reglas, los mismos dere-
chos y los mismos deberes, pero, esto no haria falta decirlo, de una manera muy
ambigua, hasta el punto en que se vuelve casi paradgjica, y por tanto irracional,
esta expresion.

La precisién matematica de la identidad se hizo necesaria con el tiempo.
Desde Euclides hasta entrado el siglo XVIII no lo parecia, pero en la medida en
que se hizo frecuente el uso de simbolos taquigraficos para expresar las ideas
matematicas, se manifesté la necesidad de darles un significado Gnico y preciso
de acuerdo con las ideas claras y distintas que se concebian.
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Poligonos

Procedemos ahora a estudiar un tipo de figuras geométricas que abarca, como ca-
sos particulares, a los triangulos y cuadrilateros; comenzaremos, como es natural,
estableciendo su definicion.

Definicién 8.1 (n-agonos o poligonds)
Un n-agono(n un nimero natural y & 3) es una figura geométrica formada por
la union de n segmentos tales que:

(a) se pueden enumerar enflklma RP,, BP;, ..., P,_1P, ¥y R\P1, con los puntos
P, P, ..., Bi1Yy R distintos entre si;

(b) ningln par de ellos se intersectan, salvo en sus extreynos;

(c) ninguin par de ellos con un extremo comun son colineales.

De un n-agono llamaremos: alos n puntasB, ..., B,_1y R, los vérticesa los
n segmentodps ladosy a los n angulos/P,\P.P,, ZPiP:Ps, ...,y ZP,_1P\Py, los
angulos(y, en algunos contexto®s angulos interioreso los angulos internog

A los n-agonos los llamaremos tambigoligonos den vértices o poligonos de
nlados o simplementgoligonos si no es relevante especificar el numero de sus
vértices o de sus lados.

Ahora la pregunta de ruting;cuantos vértices tiene un n-agono®l si-
guiente resultado nos da garantia de lo que es la respuesta espontanea a esta in-
terrogante. Su prueba depende sélo de las propiedades de la Interposicion, pero,
con la idea de no recargar la exposicién con demasiados detalles, dejaremos su
prueba para el Apéndice A.

189
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Proposicién 8.1 (Igualdad de poligonos)
Dos poligonos son iguales si, y sélo si, tienen el mismo nimero de vértices y sus
vértices coinciden.

Aungue no es lo usual, podemos referirnos a los tridngulos y cuadrilateros
como 3-a4gonos y 4-4gonos, o como trigdAostetragonos, o como poligonos de
3 vértices y poligonos de 4 vértices, o como poligonos de 3 lados y poligonos de
4 lados, respectivamente. De acuerdo al niumero de lados, los poligonos reciben
distintos nombres, en general derivados de su nombre geméagonqg en el
guen es sustituido por su correspondiente griego. Asi por ejemplo:rpara, se
llamanpentagonos paran = 6, se llamarhexagonos paran = 7, heptdgonos
paran = 8, octbgonosparan = 9, enedgonogo nonagono$; paran = 10, deca-
gonos y asi sucesivamente.

En la figura siguiente, todos los dibujos representan poligonos, excepto los
identificados con el nimero (7) (en el que logreentosP; P> y PsP4 se cortan en
un punto distinto de sus extremos) y el nimero (8) (en el que tpaaatosP, P>
y P>P;, con extremo comURy, son colineales).

P,
/\ //\ 3 X
Py Ps P Ps P Pa Py Pa
(1) 2 (3) (7)

P3 P
P P, Ps P1 P E E g
> & Ak
Py Ps Py P Ps P
(4) (5) (6) (®)

Solo por comodidad en la referencia a los diferentes elementos que componen
un poligono, haremos de inmediato una clasificacién de éstos.

Definicion 8.2 En un poligono tendremos que:

(a) dos vértices sononsecutivoso contiguos si son extremaos de un mismo lado.

(b) dos lados sortonsecutivoscontiguos o adyacentessi tienen un extremo
coman.

(c) dos angulos soronsecutivoscontiguos o0 adyacentessi sus vertices son
extremos de un mismo lado.

(d) unadiagonales un segmento determinado por dos vértices no consecutivos.



Capitulo 8 Poligonos 191

(e)unangulo externoen uno de sus vértices es una pareja lineal del angulo del
poligono que tiene su vértice en dicho vértice del poligono.
(f) el perimetroes la suma de las longitudes de sus lados.

Tomando el poligono identificado con el nimero
(3) en la representacion anterior como ejemplo, ten-
dremos queP, y P>, P; y Bs son vértices consecuti- P,
vos; P1P;, P P4 son diagonales/a y /3 son angu-  p,
los externos en los vértic€ y Ps, respectivamente; __3a
y PiP> + PoP; + P3P, + P4Ps es el perimetro. TR Py

(1) ¢ Podremos asegurar que existen n-agonos, para cualquebn
(2) ¢ Cuéantos vértices contiguos tendra cada vértice de un poligono?

Si denotamos los vértices de un n-agono con los simbdloB,, ..., P
y P,, donde cada uno de ellos, excepto el primero, es consecutivo del anterior,
denotaremos al n-agono pByP,...R,_1P,, y a sus angulos parPy, ZP,, ...,
/Py_1y ZP, (s6lo nombrando sus vértices); %ies uno de los vértices del n-
agonoP,P,...R,_1P,, algunas veces diremos qu& es el angulo del n-agono
en el vérticeX.

Cada vez que hablemos de un n-agono, o de un poligonoségices, o de
un poligonon lados, asumiremos quees un namero natural y que> 3; v,
cuando hablemos del poligo®Ps. .. R, 1P, asumiremos que: cada vértiBe
es consecutivo del vértidg 1, si 2< k < n; que el vérticeP, es consecutivo
del verticeP,, y que tres vertice®, P; y R, para los que cada uno, excepto el
primero, es consecutivo del anterior, no son colineales.

A continuacion haremos una clasificacion de los poligonos que permitira dife-
renciar, en la representacion anterior, los poligonos identificados con los niUmeros
(1), (2) y (3), de los identificados con los nimeros (4), (5) y (6).

Definicién 8.3 (Poligonos convexos)

Un poligono egonvexq si todos los vértices, que no son extremos de uno de sus
lados, estan en uno, y sélo uno, de los semiplanos determinados por la recta que
contiene ese lado.

Note que los triangulos y los cuadrilateros convexos son poligonos convexos.

Para facilitar las pruebas de algunos de los resultados posteriores, establece-
remos el siguiente resultado, relativo al siguiente concepto.
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Definicion 8.4 (Camino poligonal)

Dado un nimero natural k 2, y k puntos distintos A

Ao, ..., A, al conjunto de los puntos que se encuentran
sobre los k- 1 segmentos A, AAg, ... Y A 1A« Se
denominael camino poligona) o simplementéa poli- A A1
gonal, AtAs. .. Ax 1Ak

Llamaremos: a los puntos;& A, los extremodde la poligonal; y a la suma de
las longitudes de los & 1 segmentoda longitud de la poligonal.

A veces diremos queA;. .. Ax_1A« esuna poligonal que unel; y Ax.

1

Por el Postulado de separacion del plano sabemos que, si dos puntos estan
en lados opuestos de una recta, entonces el segmento que los une corta la recta;
probaremos ahora que, en verdad, cualquier poligonal que los una corta la recta.

Lema 8.1 Silos extremos de una poligonal estan en lados opuestos de una recta,
entonces la poligonal corta la recta.

Prueba Consideremos una poligonBiBs,...Bx 1By y una rectd tal queB; y

By estan en lados opuestosIdeSi acaso ninguno de los segmentos que forman
la poligonal cortara &tendriamos, por el Postulado de separacion del plano, que
todos sus extremos estarian del mismo ladd; dmntrario a lo supuesto. Por
tanto, alguno de esos segmentos debe cottgr asi, la poligonal cortala

Presentamos ahora cinco caracterizaciones de los poligonos convexos y, de
seguidas, algunas de sus propiedades.

Proposicién 8.2 Un poligono es convexo si, y sélo si, se cumple cualquiera de
las siguientes condiciones:

(a) todos los puntos, que no estan en uno de sus lados, estan en uno, y sélo uno,
de los semiplanos determinados por la recta que contiene ese lado.

(b) ningun par de sus puntos estan en lados opuestos de la recta determinada
por uno de sus lados.

(c) los unicos puntos del poligono que estan en la recta determinada por uno de
sus lados son los puntos de dicho lado.

(d) cada vez que una recta corta al poligono en tres puntos distintos, esos tres
puntos estan en uno solo de los lados del poligono (y dicha recta es la deter-
minada por ese lado).

(e)todos los vértices, que no estan en dos lados consecutivos, estan en el interior
del &ngulo del poligono determinado por esos dos lados.
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Prueba Sea# un poligono.

(a) (=) Supongamos qué&” es convexo. Consideremos egseentoBC, lado de
2,y E un punto deZ? que no est&nBC. Tomemos el vérticA contiguo aB tal

c<|_u>eA7é C, y el vérticeD contiguo &C tal queD # B. Llamemoss# al lado de

BC que contiene &. Por la definicién de poligono convexo, todos sus vértices
(en particulaD) estdn ens”. Asi, siE es un vértice de#, E esta ens”. Si
A-E-B, o0 C-E-D tendremaos, por el ejercicio 2.3, qieesta ens”’. SiE no es
un vértice deZ? y no estéenAB ni CD, llamemosF y G los vértices deZ tales
queF-E-G. ComoF y G estan en”’ tendremos, por la convexidad g€, que

E esta ens7.

(«) Es consecuencia de la definicion de poligono convexo.

(b) (=) Es consecuencia de lo probado en la parte (a).

(<) Supongamos que ningun par de los puntogglestan en lados opuestos de
la recta determinada por uno de sus lados. ConsideremogreeseoBC, lado
de £2. Tomemos el vérticd contiguo aB tal{gyeA = C, y el vérticeD contiguo

aC tal queD # B. Llamemoss7 al lado deBC que contiene &. Como, por la

<>
definicién de poligona) no puede estar eBC tendremos, por hipotesis, qle
tiene que estar es”. Supongamos quE es un vértice tal qQUE # A, E # B,

—
E #CyE #D. SiacascE estuviera erBC tendriamos, por la definicion de
—
poligono, queB-C-E 0 E-B-C. Asi,Cy E estarian en lados opuestosAlB, o B
—

y E estarian en lados opuestos@IB; contrario a lo supuesto. Por tanitiene
que estar en?’ y asi, por definicionZ? es convexo.

(c) (=) Es consecuencia de lo probado en la parte (a).

(<) Supongamos que los unicos puntos@eque estan en la recta determinada
por uno de sus lados son los puntos de dicho lado. Consideremagnetrse
AB, lado deZ?. Tomemos el vértic€ contiguo aB tal queC # A. Llamemoss#’

<
al lado deAB que contiene &. En primer lugar, ningun vértice de?, distinto
—
deAy B, esta enAB (pues, sV es un veértice tal qu& = A,V By V estd en

TB tendriamos, por hipétesis, q@eV-B; contrario a la definicién de poligono).
Supongamos quPb es un vértice tal qu® # A, D #By D # C. Si acasd
estuviera en el lado dﬁ opuesto a7 tendriamos, por el lema 8.1, q@
cortaria algiin lado del poligono, distirde AB. Pero entonces, pbipotesis AB
cortaria un lado del poligono en un punto distinto de sus extremos; contrario a
la definicion de poligono. Por tant®, estd ens”’ y asi, por definicion, % es
convexo.

(d) (=) Supongamos que&” es convexo, y que una redtacorta a&? en los
puntosA, By C, distintos. Sin perder generalidad podemos suponeAgB.
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En primer lugar| debe contener al lado d& que contiene 8, digamod. (pues,

en caso contraridd y C estarian en lados opuestos de la recta determinada por
contrario a la parte (a)). Comlces la recta determinada ploitendremos, por la
parte (c), quAy C estan en..

(«) Es claro que, bajo las hipétesis de (d), se cumple (c).

(e) (=) Supongamos que” es convexo, y consideremos logsentosAB y
BC, lados consecutivos d&’. SiD es un vértice tal quB #A, D #By D #C
tendremos, por la definicién de poligono convexo, QuyeA estan del mismo lado
de@, asi comd y C estan del mismo lado dQTB; de donde, por definiciom
esta en el interior dg ABC.

(«) Supongamos que todos los vértices#e que no estan en dos de sus lados
consecutivos, estan en el interior del angulo del poligono determinado por esos
dos lados. Consideremos elgseentoAB, lado de<?. Tomemos el vértic€

—
contiguo aB tal queC # A. Llamemoss# al lado deAB que contiene &. SiD
es un vértice tal qub # A, D # By D # C tendremos, por hipétesis, gleesta
en el interior deZABC, de dondeD esta en”’ y, por definicion,&? es conveo.

(3) ¢,Cuando un poligono no es convexo?
(4) ¢ Podremos asegurar que existen n-agonos convexos, para cualgeig? n
(5) ¢, Podremos asegurar que existen n-agonos nNo convexos, para cualguiE? n

Corolario 8.2.1 Si un poligono es convexo, se tiene que:

(a) la recta determinada por cualquiera de sus diagonales corta al poligono sélo
en sus extremos.

(b) ninguno de sus vértices esta en el interior del triangulo determinado por un
vértice del poligono y sus dos vértices consecutivos.

Prueba Consideremos un poligono convexé.

- —
(a) SeaAB una de las diagonales d&. Si acasoAB cortara a? en un punto
distinto deA y B tendriamos, por la proposicion 8.2.(d), qhg B estarian en el

mismo lado deZ?; contrario a la definicion de diagonal. Por tanﬁ no corta a
£ en ningun otro punto quay B.

(b) SeaA uno de los vértices de”, y By C sus dos vértices consecutivos. Si
acaso alguno de los vértices &, digamosD, estuviera en el interior d@ ABC
tendriamos, por el ejercicio 3.9, que la recta determirpd@D corta allado
AC £ en un punto distinto d& y C; contrario a la parte anteriosj BD es una
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diagonal, o a la definicién de poligono convesdBD es un lado. Por tanto,
ningun vértice de” esta en el interior A& ABC.

Otra de las propiedades fundamentales de los poligonos convexos es que
podemos saber con precision cual es la suma de las medidas de sus angulos in-
ternos (ver las proposiciones 4.9 y 5.2) y de sus angulos externos (uno en cada
vértice). Nos proponemos establecer ahora dicha propiedad, haciendo uso de un
método que es muy util en el estudio de los poligonos convexos en géngral
gue depende del siguiente resultado.

Lema 8.2 Dado un poligono convex&? = P,P,...P,_1P, con n> 4, y un nud-
mero natural k tal que& < k < n— 1, se tiene que:

(a) la union de los sgmentos B>, PP;, ..., R 1P y RP1, asi como la de los
sgmentos P, PiPo_1, ..., R 1Py RPr, forman dos poligonos convexos.
(b) los poligonos BP,... Ry PR, ... R se encuentran, excepto la dianal R P

<
de &2, en lados opuestos de la red®ahk.

Prueba Consideremos un poligono convexd =

PP>...P,_1P, y sudiagonalP, R B< k< n—-1). P3
Por el corolario 8.2.1.(a) y el lema 8.1, la union P

de los sgmentosP, P, PP, ..., B 1Ry AP, asi
como la de los sgmentosP Ry, PPy, ..., ki py
y RP1, forman dos poligonos convexos.

Por la proposicion 8.2.(efk esta en el interior de
/PPP,. Por el Teorema de la barra transverfal, P ]
y B, estan en lados opuestos BE( Asi, por la Pri1
proposicion 8.2.(a), los poligonag; y £, excepto

elladoP R, estan en lados opuestos de la r&?@.

Por comodidad se suele expresar el resultado anterior de la siguiente manera:
toda diagonal de un poligono convexo lo divide en dos poligonos convexos que
estan, salvo la diagonal, en lados opuestos de dicha diagonal

Teorema 8.1 Si un n-4gono es convexo, Se tiene que:

(a) la suma de las medidas de sus angulos interiorgses2) - 180,
(b) la suma de las medidas de sus angulos externos, uno en cada vérsée, es
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Prueba Consideremos un n-agono conves= P,P,... R, _1P,.

(a) Haremos esta prueba por induccién en el nimero de lados.

(B) Por la proposicion 4.9, la afirmacion es cierta para3.

(H) Supongamos que la afirmacién es cierta parak > 4.

Sin=k+ 1, consideramos ldiagonalP,P. Por la proposicion 8.2.(efp esta en

el interior del angula’PPy R, 1. Asi, por el Postulado del transportador (adicion

de angulosym/P,P1R ;1 = mM/P,PiR + m/RP1R. 1. Por las mismas razones,

m/B 1 AP 1 = MR 1RPL+mMZP AR 1. Como, por el lema 8.2, el poligono

P =PP,... B es convexo y tienk lados tendremos, por (B) y (H), que la suma

de las medidas de los angulos dees(k— 2) - 180+ 180= [(k+ 1) — 2] - 180.

Por el Principio de induccién, la proposicién es cierta para todo n-agono con-

Vexo.

(b) Como cada angulo externo de un poligono es suplementario del correspon-

diente angulo del poligono tendremos, por (a), que la suma de sus medidas es
> iL,(180—-m/R) =n-180- > ;m/R =n-180— (n—2) - 180= 360.

Definiremos ahora el interior de un poligono convexo (concepto que no po-
dremos, por ahora, generalizar a todos los poligonos en general).

Definicion 8.5 (Interior y exterior de un poligono convexo)

El interior de un poligono convexo es el conjunto de

los puntos que se encuentran en el interior de todos P

sus angulos a la vez.

El exteriorde un poligono convexo es el conjunto de P P4
los puntos que no estan en el interior del poligono, B h

ni sobre el poligono.

La siguiente caracterizacién del interior de un poligono convexo sera de mucha
utilidad en el capitulo siguiente.

Proposicién 8.3 Dado un poligono convex®? = PiP,...R,, se tiene que un
punto Q esta en el interior de” si, y solo si, para cualquier vértice; Rle &7,

—
P;Q corta a# en un punto R tal quejRQ-R.



Capitulo 8 Poligonos 197

Prueba Consideremos un poligono convexé= P,P,...R,.
(=) Supongamos qu® esta en el interior de” y consideremos, sin perder
generalidad, el vérticB, de 2. ComoQ esta en el interior deP, tendremos,

—
por el Teorema de la barra transversal, Bug P; estan en lados opuestosBe).

Por el lema 8.1P<§>;) corta la poligonaPsPy. .. PP, en un puntdR. ComoQ no
esta en?, tendremos qu® # Ry Q # P,. Si acasd»-R-Q o R-P»>-Q, tendriamos
gueQ esté en el exterior de uno de los &ngulogdéde los que tienen su vértice
en uno de los extremos de un lado que contengacede ZP,, respectivamente);
contrario a lo supuesto. Asi, por (S8;Q-R

H
(<) Supongamos que, para cualquier vérigde &7, P;Q corta a&” en un punto
Rtal queP;-Q-R. Por las proposiciones 2.3 y 8.2.(@)gsta en el interior d&P;;
de donde, por definicidi esta en el interior de?.

Es claro que todo poligono convexo determina una region poligonal: la for-
mada por él mismo y su interidt; ademas, la frontera de esa region es el poli-
gono mismo. Cuando hablemos del &rea de un poligono convexo nos estaremos
refiriendo al area de la regién poligonal determinada por él.

De inmediato presentamos las dos relaciones fundamentales entre figuras
geomeétricas para el caso particular de los poligonos, las cuales son las genera-
lizaciones naturales de los conceptos correspondientes entre tridngulos: la que
relaciona poligonos con la misma forma y tamafo (congruencia), y la que rela-
ciona poligonos con la misma forma (semejanza).

Definicion 8.6 (Congruencia de poligonos)

Dos poligonos sorongruentes si existe una correspondencia biunivoca entre
sus vértices con la propiedad de que los lados y los angulos correspondientes son
congruentes.

Si los poligonos so”? = PIP...Pyy 2 = 01Q...Qn, Yy la correspondencia
fuera RP,...P, «— Q1Q2...Qy, escribiremos f%... Py = Q1Q2...Qn (con los
vértices en el mismo orden en que aparecen en la correspondencia) para indicar
gue los poligonos son congruentes de acuerdo a esa correspondencia, a la que
llamaremosuna congruenciaentre esos dos poligonos; si la identificacién de los
vértices es irrelevante, el hecho de que ellos sean congruentes lo denotaremos
por & = 2;y el hecho de que no sean congruentes o 2.
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Definicion 8.7 (Semejanza de poligonos)

Dos poligonos sosemejantessi existe una correspondencia biunivoca entre sus
vértices con la propiedad de que los lados correspondientes son proporcionales y
los angulos correspondientes son congruentes.

Si los poligonos sow”? = PIR,...Byy 2 = Q:1Q2...Qn, Y la correspondencia
fuera RP,... Py +— Q1Q2...Qp, escribiremos fP... Py ~ Q1Q2...Qp (con los
vértices en el mismo orden en que aparecen en la correspondencia) para indicar
gue los poligonos son semejantes de acuerdo a esa correspondencia, a la que
llamaremosuna semejanzantre esos dos poligonos; si la identificacion de los
vértices es irrelevante, el hecho de que ellos sean congruentes lo denotaremos
por & ~ 2;y el hecho de que no sean congruentes fos 2.

A continuacién establecemos una clasificacion de los poligonos convexos.

Definicion 8.8 (Poligonos regulares)
Un poligono regulares un poligono convexo equilatero y equidngulo.

Py Py
P P
P, Ps

Py b P

P, R Po * ¢

Ps Py P, P P3 P

& & Py Ps

P4 P5

Sdlo los triangulos equilateros y los cuadrados son, entre los que hemos estu-
diado, poligonos regulares.

(6) ¢, Podremos asegurar que existen n-agonos regulares, para cualqeié?n
(7) ¢ Podremos asegurar que existen n-agonos no regulares, para cualguié?n

Observacion 8.1 Para los n-agonos regulares, es claro que:

2)-180

(a) cada uno de sus angulos interiores mige;

(b) cada uno de sus angulos externos nigfe

(c) el perimetro es na, donde a es la longitud de cualquiera de sus lados.

(d) dos de ellos son congruentes si, y solo si, un lado de uno de ellos es con-
gruente con un lado del otro.

(e)todos son semejantes entre si.
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Por su sencillez, dejaremos al lector la prueba de la siguiente proposicion.

Proposicién 8.4 (Centro, radio y apotema de un poligono regular)
Dado un poligono regular, se tiene que:
(a) los bisectores de sus angulos internos, y las mediatrices de sus lados, con-
curren en un punto.
Este punto es llamado ekntrodel poligono.
(b) su centro equidista de sus vértices.
Esta distancia comun es llamadaratio del poligono.
(c) su centro equidista de sus lados.
Esta distancia comun es llamadadpotemadel poligono.
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Problemas del Capitulo 8

8.1 ¢ Por qué la figura geométrica adjunta no es un poli- A
gono, a pesar de que ningun par de segmentos se
cortan fuera de sus extremos, y ningun par de seg-
mentos con extremo comun son colineales?

B cC D E

8.2 (a)¢ Cuantas diagonales parten de un vértice de un n-agono?
(b) ¢ Cuantas diagonales tiene un n-agono?
(c) ¢ Cuéntos lados tiene un poligono con 65 diagonales?

8.3 Si un poligono que tiene todos sus lados congruentes y todos sus angulos rectos,
¢tendra que ser un cuadrado?

8.4 (a)En un n-agono convexo, ¢cuantos triangulos se forman al tomar todas las
diagonales desde un vértice fijo?
(b) Basandose en la respuesta anterior, ¢ podria dar otra prueba del Teorema 8.17?

8.5 (a)¢ Cuantos triangulos se forman al tomar todos los segmentos desde un punto
interior de un n-aAgono convexo hasta sus vértices?
(b) Basandose en la respuesta anterior, ¢ podria dar otra prueba del Teorema 8.17?

8.6 (a)¢Habréa poligonos equilateros no regulares?
(b) ¢ Habra poligonos equiangulos no regulares?
(c) ¢ Habra poligonos equilateros y equiangulos no regulares?

8.7 Pruebe la proposicion 8.4.

8.8 En un n-agono regular, calcule en términos de la longitud de sus lados y la medida
de sus angulos:

(a) su apotema. (b) su radio. (c) su area.

8.9 Pruebe que la longitud de cualquier poligonal es mayor o igual que la distancia
entre sus extremos.

8.10 Determine el nimero de vértices de un poligono convexo, si la suma de las medi-
das de sus angulos es:

(a) 900. (b) 1260. (c) 1980. (d) 4140.



Capitulo 8 Poligonos 201

8.11 ¢ Existir4 algun poligono convexo cuyos angulos sumen;
(@) 1720? (b) 20607?

8.12 Determine la medida de cada uno de los 4ngulos de:

(a) un pentagono regular.

(b) de un hexagono regular.
(c) de un octoégono regular.
(d) de un decagono regular.

8.13 Determine el numero de vértices de un poligono regular, si la medida de uno de
sus angulos es:

(a) 140. (b) 144. (c) 160.

8.14 Determine el niumero de vértices de un poligono regular, si la medida de uno de
sus angulos externos es:

(@) 72. (b) 45. (c) 36. (d) 24.

8.15 ¢ Cuantos lados tiene un poligono regular en el que cuatro de sus angulos miden
siete rectos?

8.16 Pruebe que el area de un n-agono regula}-@s p, dondea es la apotema p es
el perimetro del poligono.

8.17 Pruebe que el area de un hexagono regular dedaede expresarse mediante
la formula3 - v/3-

8.18 Determine el area de un eneagono regular, sabiendo que la longitud de uno de sus
lados es 8.

8.19 ¢ Cual es la apotema de un poligono regular de area 225 y perimetro 60?

8.20 Dados dos poligonos semejantes, pruebe que:

(a) si uno de ellos es convexo, entonces el otro también lo es.

(b) las diagonales correspondientes estan en la misma razén que sus lados.

(c) si son convexos, la razén entre sus areas es igual al cuadrado de la razén entre
sus lados.

8.21 Pruebe que, en un poligono convexo, todos los puntos de cualquier diagonal,
excepto sus extremos, estan en el interior del poligono.
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8.22 (Teorema de Pitagoras)
(Prueba realizada por Leonardo da Vinci
Al construir: sendos cuadradbs$CDEG, JABGFy (OJHFE sobre los lados del
trlangulo rectanguldLEGF conZGrecto; el triangulaAH1J, al tomar paralelas
aGF porJ, y aGE por H; y el sggmentoBC; pruebe quesE? 4+ GF? = EF?,
verificando que: los cuadrilatera$ABCD, JAFED, OGFHI y OIJEG son con-
gruentes (usando, donde sea necesario, la proposicion 5.10) y que, por tanto, los
hexagono®\BCDEFy GEJIHF tienen la misma éarea.

E Ve
D ’
,
\\ L,
N /
N ’
s
\\ s H
N ’
\\ ,
N ’
N4
C G|~ F
N
N
N
N
N
B A

8.23 (Generalizacién del Teorema de Pitagoras)

(a) Si se construyen sendos n-agonos regulares sobre los lados de un triangulo
rectangulo dado, pruebe que el area del construido sobre la hipotenusa es la
suma de las areas de los construidos sobre los catetos.

(b) Si se construyen sendos poligonos convexos semejantes sobre los lados de un
triangulo rectangulo dado, pruebe que el &rea del construido sobre la hipote-
nusa es la suma de las areas de los construidos sobre los catetos.



Capitulo 8 Poligonos 203

Comentarios del Capitulo 8

(WEn nuestro estudio, las palabmasigonoy poligonoson sinénimas, usando la primera de ellas
cuando queremos hacer hincapié en el nimero de lados, o de vértices, que tiene la figura geométrica
ala que nos referimos. Algunos autores prefieren usar la palagwaoen vez den-agona esto es
cuestion de preferencias, pues la letra “a” afiadida a esta Ultima se usa sélo para evitar una posible
cacofonia.

El sufijo gonoque aparece en ambas palabras proviene del sustantivo femeninoygoieigg que
significa literalmenteingulo, rincén y que en el dialecto dorico ggovo¢. Su etimologia esta
ligada al sustantivo neutro griegovu, que significaodilla, nudo de un tallo El prefijopoli en la
palabrapoligonoproviene del adverbio de cantidad griega) 0, que significamuchos haciendo
abstraccion de la cantidad exacta.

La palabraangulollega a nuestra lengua a través del sustantivo masculino ktigolus que a su
vez proviene del sustantivo masculino griemgx dv, que significacurvatura codq articulacion,
coyontura angulq rincon. Es este término el que se prefirié conservar en las palai@agulo y,

en la Geometria llamada proyecticaiadrangulg en este Gltimo caso, el prefijo se conservo como
en latin,cuadri, del adjetivo numerajuattuor, en vez del correspondiente adjetivo numeral griego
TETTapa, que significarcuatra Por el otro lado, la palabreuadrilatero conservo ambas raices
latinas, siendo la Ultima el sustantivo masculino latatos, que significdado; prefiriendo asi la
referencia a los lados, en vez de a los angulos.

(2 Esta manera de llamar a los tridngulos sobrevive en la patagpomometria
(3En los ejercicios 8.4 y 8.5 encontraremos otras formas de probar este resultado.

4 Al tomar todas las diagonales desde uno de sus vértices obtenemos una triangulacién de dicha
region; al tomar todos los segmentos con un extremo en uno de los puntos interiores, y el otro en
uno de los vértices, obtenemos otra triangulacion de dicha regién.

Orientacién para resolver los problemas del Capitulo 8

Creemos que el instructor del curso deberia acompafiar al estudiante en la resolu-
cion de los ejercicios del 8.1 al 8.8; de los cuales consideramos, sin pretender ser
objetivos al respecto, que sondiécultad bajalos ejercicios del 8.1 al 8.6, y de
dificultad intermedialos ejercicios del 8.7 al 8.8.

Del mismo modo, creemos que el estudiante deberia enfrentar solo los ejer-
cicios del 8.9 al 8.23; de los cuales consideramos, sin pretender ser objetivos al
respecto, que son akficultad bajalos ejercicios del 8.9 al 8.19, y d#ficultad
intermedialos ejercicios del 8.20 al 8.23.

A continuacién ofrecemoayudaspara algunos de los problemas.

8.4.(a): pruebe, por induccidn, que son- 2 tridngulos.
8.7.(a):use la proposicién 3.3, el gjercicio 3.27, el Teorema de la mediatriz y el
Teorema del bisector.
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8.20: triangule la regién convenientemente, y use los ejercicios 6.1y 7.13.
8.22:use el criterio LALAL de congruencia de cuadrilateros.
8.23:use el Teorema de Pitdgoras y el ejercicio 8.20.

Aunque el estudio de los poligonos (y de los caminos poligonales) es un
importante y fundamental tépico de estudio en la Geometria, porque permite
generalizar los conceptos y las técnicas del estudio de los tridngulos y cuadrila-
teros, su introduccién se vuelve absolutamente indispensable cuando se intenta
estudiar la longitud y el area de un circulo. Estas figuras geométricas dieron
ocasién, a los griegos, de crear una técnica para el calculo de longitudes de
curvas en general, y del area limitada entre varias curvas; método que fue ge-
neralizado por las modernas técnicas del Calculo diferencial e integral. Aunque
el método fue utilizado con mayor eficacia por Arquimedes, su creador fue el
matematico griego, y miembro de la Academia, Eudoxo.

Eudoxo (408-355 a.C.), nacido en Cnido (actualmente Turquia), es cata-
logado como astrénomo y matematico. Fue discipulo del filésofo Arquitas y
estudié con Platén durante un tiempo. Hijo de Esquines, aprendié matematicas
y medicina en una escuela que rivalizé durante un tiempo con la de Hipécrates
de Cos. Impresionado por su habilidad, un bienhechor médico le pagé su viaje
a Atenas para que pudiera estudiar en la Academia de Platén. Estuvo dieciséis
meses en Egipto durante el reinado de Nectanebo | (380-363 a.C.). En He-
liopolis, ahora un suburbio de El Cairo, aprendié la sabiduria sacerdotal, que
incluia la astronomia; alli escribié el Oktaeteris, su primer gran trabajo, que
trataba de un calendario basado en un ciclo de ocho afios, producto quizas del
estudio de los ciclos de Venus. Ganandose la vida como profesor, viajé por la
region del Mar de Marmara antes de volver a Atenas, donde fue respetado a lo
largo de toda Grecia como legislador. Los pocos hechos que involucran su vida
se derivan de los escritos de Didgenes Laercio, en el siglo 11l d.C.

Su fama de astrénomo lo sitila como el expositor de la primera explicacién
sistematica de los movimientos del Sol, la Luna y los planetas, mediante un
modelo del Sistema Solar basado en una complicada combinacién de veintisiete
esferas que giraban, unas respecto a las otras. Su modelo tuvo un relativo éxito
en la prediccion de estos movimientos. También se le atribuye generalmente el
descubrimiento de que el afio solar tiene 6 horas mas de los 365 dias.

Como matematico tiene la fama de haber realizado importantes aportes en
el campo de la Geometria, que fueron posteriormente incluidos en los Elementos
de Euclides. Fue el creador, segtin Proclo, de la teoria de las proporciones, tal
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como aparecen en el Libro V de los Elementos; con la cual prob6 que los
nGmeros irracionales se podian aproximar por nimeros racionales tanto como
se quisiera. Y, segin Arquimedes, fue el creador de una técnica para demostrar
proposiciones con respecto a las areas y volimenes de figuras geométricas: el
método de exhaucidh El término “método de exhaucién” no fue usado por los
griegos antiguos, sino mas bien es del todo moderno: fue acufiado en Europa
después del Renacimiento y se aplicé a los rigurosos procedimientos griegos
para obtener férmulas de area. Su exposicién estd desarrollada totalmente en
el Libro XII de los Elementos.

Se basa este método en la propiedad de que una cantidad dada puede
hacerse mas pequefia que otra cantidad dada, partiéndola consecutivamente
en dos (un namero finito de veces); propiedad que luego tomé el nombre de
“propiedad arquimediana del orden de los niimeros reales’. Eudoxo demostrd,
usando esta propiedad, que “agotando” el area de un circulo con aproximaciones
poligonales sucesivas, el area del circulo era proporcional al cuadrado de su
diametro. La técnica consiste en inscribir poligonos regulares con un namero
de lados creciente (de los cuales es facil calcular el area) dentro de un circulo,
para encontrar el area de éste.

Porque puede usarse para computar las areas y volimenes limitados por
curvas y superficies, el método puede ser considerado como un precursor de
Calculo Diferencial e Integral, aunque no usara la nocién de limite ni argumentos
sobre cantidades infinitesimales.

Segin Arquimedes, Eudoxo usé este método para demostrar que los volu-
menes de las pirdmides y los conos son un tercio del volumen de los prismas y
los cilindros, respectivamente, con las mismas bases y alturas; cosa que muy
probablemente ya habia descubierto Demécrito.

En el siguiente capitulo ilustraremos el uso del método de exhaucion para
el calculo de la longitud y del area de un circulo y de un sector circular.

1La palabra proviene del verbo latiesthauriq que significaagotar. Quizés la palabra “exhau-
cidén” no es correcta en espafiol, siendo mejor la palabra “agotamiento”, pero se ha vuelto usual en
el &mbito de las Matematicas.






Capitulo 9

Circulos

Nos proponemos ahora estudiar la figura geométrica que los griegos calificaron
comola mas perfecta de las figuras geométricas plas@aenzaremos, cComo es
natural, estableciendo su definicion.

Definicion 9.1 (Circulo o circunferencia)

Un circulo (o unacircunferencia®) es el conjunto de puntos queA

estan a una distancia positiva prefijada, de un punto prefijado.

De un circulo llamaremos: al punt@l centrg al nimero real

positivo,el radig; y, al doble del radiogl diametra C

Observacion 9.1

(a) Con centro en cada punto del Plano existen, al menos, tantos circulos como
nameros reales positivos.
(Por cada numero real positivo se puede construir uno con centro en un
punto, usando el Postulado del transportador (Construccion de angulos) y
el Teorema de la localizacion de puntos.)

(b) Los circulos son figuras geométricas; en verdad, tienen un nimero indefinido
de puntos.
(Es consecuencia de la construccién anterior.)

(c) El centro de un circulo no esta en el circulo.
(Por el hecho de que su radio es un niimero positivo.)

Si bien el estudio de los circulos no rompe, en su esencia, con lo que hemos
desarrollado hasta ahora de la Geometria, en algunos aspectos contrasta con el
resto, ya que, como veremos a continuacion, es la primera de las figuras geomé-
tricas planas que estudiaremos, no compuesta por trozos de rectas.

207
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Proposicién 9.1 Ningun circulo tiene tres puntos colineales y distintos.

Prueba Supongamos qua, By C son tres puntos colineales y distintos de un
circulo. Por (S3) podemos suponer, sin perder generalidadM@4€. SiP es
centro del circulo tendremos, por la observacion 9.1.(c) y el ejercicio 3.10, que
PB < PA= PC; mientras que, por la definicion de circulB = PA= PC. Por
tanto, no puede haber tres puntos colineales y distintos efrauio.

Ahora la pregunta de rutingcuantos centros y cuantos radios tiene un cir-
culo? El siguiente resultado nos da garantia de lo que es la respuesta espontanea
a esta interrogante.

Proposicién 9.2 (lgualdad de circulos)
Dos circulos son iguales si, y sélo si, tienen el mismo centro y el mismo radio.

Prueba Consideremos dos circul@y 2. LlamemosA y B a sus respectivos

centros, yr y sa sus respectivos radios.

(=) Supongamos qu# = 2. Si acasoA # B, consideramos, por el Postulado
—

de la recta, la rectAB. Tomemos, por el Teorema de la localizaciéon de puntos,

un puntoP en,a?)> tal queAP =r, y un puntoQ en el rayo opuestoeTBtal que
AQ=r. Por la definicion de rayos opuestos y el hecho derquéd, tendremos
queP-A-Q. Ademas, por la definicion de circulB,y Q estan ery’. Como, por
hipotesis,P estda en? y, por la observacion 9.1.(cR # A, P # B, tendremos,
por la definicion de rayo, qudi) A-P-B, en cuyo cas® no puede estar e,
puesQB=QP+PB=QA+AP+PB=2-r+s> s, o (ii) A-B-P, en cuyo caso
Q tampoco puede estar en, puesQB = QA+ AB= PA+ AB=PB+2AB=
s+2-AB> s, contrario al hecho de qué = Z. Por tanto A = B; de donde, al
tomar cualquier punto en uno de los circulos, tendremos gug

(«=) Es claro, por definicion, que, 8i=Byr =s, entonce¥’ = 7.

Si denotamos con los simbolBsy r al centro y el radio de un circulo, res-
pectivamente, denotaremos al circulo @ : sin embargo, cuando el radio no
sea relevante en la discusion, lo denotaremosépoly, si el centro tampoco lo
es, lo denotaremos simplemente fsar

(1) ¢ Cuando una figura geométrica deja de ser un circulo?
(2) ¢ Es convexo un circulo?
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Por el Postulado de la recta tenemaos que, dos puntos digfietixsninaruna
recta. A continuacion establecemos el resultado analogo para los circulos.

Proposicién 9.3 Para cada tres puntos no colineales, existe exactamente un cir-
culo que los contiene.

Prueba SeanA, By C tres puntos no colineales. Por el ejercicio 4.25, las me-
diatricesde AB, BC y AC concurren en un puntB que equidista dé, By C.
Llamandor a dicha distancia comun, tendremos g es un circulo que pasa
porA, ByC.

Por otro lado, sig s s un circulo que contienefaBy C tendremos, por el Teo-
rema de la mediatriz, qu@ esta en las mediatricee ABy BC; de dondeP = Q.
Comor = PA= QA= stendremos, por la proposicion 9.2, iftigs = ¢p;-

Otra manera de decir esto mismo pser cada terna de puntos no colineales
pasa un unico circulptres puntos no colinealedeterminan un circulg o, un
circulo queda determinado por tres de sus puntos

Ahora estableceremos un par de clasificaciones genéricas de los circulos,
basadas en la igualdad de uno de sus dos elementos esenciales.

Definicion 9.2 (Circulos concéntricos)
s 7 . P . r
Dos circulos sorroncéntricos si tienen el mismo centro. (
o ~
Definicién 9.3 (Circulos congruentesy
Dos circulos sorongruentessi tienen el mismo radio.

Observacién 9.2

(a) Dos circulos distintos y concéntricos no se cortan; del que tiene el radio mas
pequefio diremos que ekcirculo menor y del otro que esl circulo mayor
(Es consecuencia de la proposicién 9.2.)

(b) Si dos circulos son iguales, entonces son congruentes.
(Es consecuencia de la proposicién 9.2.)

(3) ¢ Seré la relacién &s concéntrico cohuna relacion de equivalencia en el con-
junto de todos los circulos?

(4) ¢ Sera la relacion &s congruente cohuna relacion de equivalencia en el con-
junto de todos los circulos?

De inmediato definimos dos conjuntos especiales asociados a un circulo.
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Definicion 9.4 (Interior y exterior de un circulo)
(a) El interior de un circulo es el conjunto de puntos cuya dista
cia a su centro es menor que su radio.
(b) El exteriorde un circulo es el conjunto de puntos cuya distan*
cia a su centro es mayor que su radio. Exterior

Si un punto esta el interior de un circulo diremos, para abreviar, que el punto
estadentrodel circulo; y, si esta en el exterior, que estdra del circulo.

Estudiaremos ahora lagsiciones relativas de una rectéo partes de ellay
un circulo.

Comenzamos observando que, por la proposicion 9.1, siunarectay un circulo
se cortan, entonces se cortan en exactamente un punto, o en exactamente dos
puntos. Por comodidad clasificaremos las parejas formadas por una recta y un
circulo que se encuentren en cada una de estas dos situaciones.

Definicion 9.5 (Tangente y secante)

(a) Una recta y un circulo sotangentessi se cortan en exactamente un punto.
Llamaremos, al punto de corte entre un circulo y una recta que son tangentes,
el punto de tangenciao el punto de contactpentre ellos; a veces diremos
gue la recta y el circul@on tangentes en el punto de contactnque dicha
recta esuna tangenteal circulo.

De manera anéloga, urayo, o0 unsegmentp estangente aun circulo, si
corta al circulo, y esta sobre una tangente a éste.

(b) Unarecta y un circulo sogecantessi se cortan en exactamente dos puntos.
A veces diremos que dicha recta y el circatin secantes en los dos puntos
de corte o que dicha recta egna secanteal circulo.

De manera anéloga, urayo, 0 unsegmentpessecante aun circulo, si corta
al circulo en exactamente dos puntos.

En la figura, la rectdy es tangente al circule; en el puntd, y la recta, es
secante al circul@y en los punto8y C.
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Definicién 9.6 (Radio, cuerda y diametro)

(a) Un radio de un circulo es un segmento con un extremo C
en su centro y el otro sobre el circulo. A=
Llamaremos, al extremo de un radio que esta sobre e
circulo, el extremo exteriorde ese radio.

(b) Una cuerdade un circulo es un segmento cuyos ex-
tremos estan sobre el circulo.

(c) Un diametrode un circulo es una cuerda que contiene
su centro.

Dada una cuerda de un circulo llamaremos, a la recta determinada por sus ex-

tremos,la secante correspondiente a determinada poydicha cuerda; y, dada

una secante a un circulo llamaremos, al segmento que tiene como extremos los

dos puntos de corte de la secante y el circldocuerda correspondiente,a

determinada pordicha secante.

En el circuloép de lafigura: PA, PBy PC son radios con extremos exteriores
A, By C, respectiamente ABy AC soncuerdasAB es un diametro.

En la figura que acompafia a la definicion 9.5cleerdaDE determina la
secantds al circulo%> o, lo que es lo mismo, la secartedetermina lacuerda
DE de%o.

Observacion 9.3

(a) Hemos usado las palabras radio y diametro en dos sentidos: para designar
un segmento y un numero. Por lo general el contexto bastara para aclarar
a cual de los dos significados nos referimos: cuando hablemes delio,
o deel didmetro, nos estaremos refiriendo a los numeros de la definicién de
circulo; y cuando hablemos den radio, o deun didmetro, nos estaremos
refiriendo a los segmentos de la definicion 9.6.

(b) El centro de un circulo esta dentro del circulo.

(c) Todos los puntos de un radio de un circulo, excepto el extremo exterior, estan
dentro del circulo.

(d) El centro de un circulo es el punto medio de todos sus diametros.
(Es consecuencia de la definicion de didmetro, la observacion 9.1.(c), y la
definicién de circulo.)

(e) La longitud de cada diametro de un circulo es igual al diametro del circulo;
asi, todos sus diametros son congruentes.
(Es consecuencia de la parte anterior.)

(f) Cada punto de un circulo es extremo de exactamente uno de sus diametros.
(Si A es un punto de un circulk,, tomamos el punto’Aen el rayo opuesto
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.

a PA, tal que iA: PA = r; de donde Aesta en circulo. Como A-P-A

tendremosque AA es un diametro con un extremo en A. AhasaAB es

un diametro tendremos, por la parte (d) de esta observacion, que A-P-B; de
_)

donde tanto B como’/stan elAP. Como, por la parte anterior, AB AA,
tendremos, por (CS4), que-BA'.)

(g) La mediatriz de cualquier cuerda de un circulo pasa por su centro.

(Gracias al Teorema de la mediatriz y a la definicién de circulo.)

(h) Una cuerda de un circulo, que no es didmetro, y un segmento (un rayo o una
recta) que pasa por su centro son perpendiculares si, y sdlo si, el punto de
corte es el punto medio de la cuerda; y esto sucede si, y sélo si, el segmento
(el rayo o la recta) esta contenido en la mediatriz de la cuerda.

(Es consecuencia de la parte anterior, la proposicion 3.4 y el corolario 3.10.1.)

(i) La distancia desde el centro de un circulo hasta una de sus cuerdas es la
distancia hasta su punto medio; asi, todos sus diametros equidistan de su
centro.

(Es consecuencia de la parte anterior.)

()) Los puntos interiores de una cuerda de un circulo estan dentro del circulo.
(Si AB es una cuerda del circulép,, y C es un punto tal que A-C-B ten-
dremos, por la observacion 9.1.(c) y el ejercicio 3.10, en casguéeAB no
es un diametro, o por la parte (d) de esta observacion, en caspe@B es
un didmetro, que P& PA=PB=r; con lo que C est4 dentro del circulo.)

(k) Los unicos puntos de una secante a un circulo, que estan dentro del circulo,
son los puntos interiores de la cuerda que determina.

(Consideremos una recta | secante al circ@p, en los puntos Ay B, y
C un punto de | que esta dentro @,, es decir, tal que PG r. Por la
definicion de circulo, G£ Ay C+# B. Si acaso A-B-C o C-A-B tendremos,
por la observacion 9.1.(c) y el ejercicio 3.10, en casogde AB no es un
diametro, o por la parte (d) de esta observacion, en casquizAB es un
diametro, que < PC; contrario a lo supuesto. Asi, por (S3), A-C-B; con lo
que C es un punto interiate AB, la cuerda determinada por |.)

() El interior de un circulo es convexo.

(Consideremos dos puntos Ay B distintos dentro del cirelloy C un punto

tal que A-C-B. Asi tendremaos, por el ejercicio 3.10, en caso de que P no esta
en AB, o por la definicién de Interposicion, en caso de que Pess#B, que
PC<PA<roPC<PB<r;conloqueC esta dentro dép,. Por tanto, el
interior de ¢p, es convexo.)

H
(m) Dados un raydAB tal que A esta dentro del circulés, y B esta sobr&py,

H
y un punto C de\B, se tiene que C esta dentro de; si, y sélo si, C=A o0
A-C-B.
(En cualquiera de las dos implicaciones£B. Si A= P, tendremos que
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PC < r =PB si, y solo si, C= P o P-C-B; vy, si A# P, tendremos, por el
ejercicio 3.10, que A-B-C si, y sélo si, PCPB =, es decir, C esta fuera del
circulo.)

(5) ¢ Cuédl sera la longitud de cada radio de un circulo?
(6) ¢ Sera cada punto de un circulo extremo de exactamente uno de sus radios?
(7) ¢ Seréa cada punto de un circulo extremo de exactamente una de sus cuerdas?
(8) ¢, Seréa un radio de un circulo parte de dicho circulo?
(9) ¢ Sera una cuerda de un circulo parte de dicho circulo?
(10) ¢, Seréan los didmetros de un circulo sus cuerdas mas largas?
(11) ¢ Podremos asegurar que el interior y el exterior de un circulo son no vacios?
(12) ¢ Podremos asegurar que el interior y el exterior de un circulo son disjuntos?
(13) Dado un punto y un circulo cualquiera, ¢ podremos asegurar que ese punto debe
estar en el interior o en el exterior de un circulo?
(14) ¢ Seréa convexo el exterior de un circulo?

De inmediato ofreceremos dos caracterizaciones de las tangentes, dos de las
secantes, y algunas de sus consecuencias.

Proposicién 9.4 (Caracterizacion de las tangentes)
Una recta es una tangente a un circulo en uno de sus puntos si, y sélo si, se
cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) la recta es perpendicular al radio con extremo exterior en ese punto.
(b) la distancia del centro a la recta es igual al radio del circulo.

Prueba Consideremos un circulép, y una rectd.
(a) (=) Supongamos guees tangente &p, enQ, y tomemoR s
el pie de la perpendicular desBeal. Si acasd? # Q, podemos

tomar un puntdé en el rayo opuesto Ia_étal queRQ= RS Por R
LAL, APRS= APRQ de dondePS= PQ. Asi, Sesta en el
circulo y enl; contrario al hecho de quees una tangente. Por
tanto,R = QYy, asi,l es perpendicular ahdioPQ.

(<) SeaQ en%p, y supongamos quees perpendicular ahdioPQ. SiRes otro
punto dd tendremos, por el ejercicio 3.7, gB® > PQ=r; con lo queR no esta
en%ép,. Portanto] es tangente &y, enQ.

(b) Es claro, a partir de la definicion de distancia entre un punto y una recta, y de
lo probado en la parte anterior
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Observacion 9.4

(a) Por cada punto de un circulo pasa exactamente una de sus tangentes.
(Es consecuencia de las proposiciones 9.4y 2.10.)
(b) Dos tangentes a un circulo son paralelas si, y sélo si, los puntos de contacto
son extremos de un diametro.
(Una recta por el centro es perpendicular a una si, y sélo si, lo es a la otra.)
(c) Todos los puntos de una tangente a un circulo, excepto el punto de contacto,
estan fuera del circulo.
(Es consecuencia de la proposicion 9.4 y el ejercicio 3.7.)
(d) Si dos tangentes distintas de un circulo se cortan, entonces el punto de corte
esta fuera del circulo.
(Es consecuencia de la parte anterior.)

Proposicion 9.5 (Caracterizacion de las secanté3)
Una recta es secante a un circulo si, y solo si, se cumple cualquiera de las si-
guientes condiciones:

(a) tiene un punto de su interior.
(b) la distancia del centro a la recta es menor que el radio del circulo.

Prueba Consideremos un circulép, y una rectd.

(a) (=) Supongamos quees secante &, enQy S. Por |
la observacién 9.3.(j), cualquier punto eng Sesta en K=
el interior de%p;.

(«) Supongamos quktiene algun punt& del interior
de ¢p,. Asi, por definicionPZ <r. SiR es el pie de
la perpendicular d® al, tendremos, por el ejercicio 3.7, X =Q?
quePR< PZ < r; es decirR esta en el interior d&p;.
Por abreviar, lamemd3R=s, con lo ques<r.

Afirmacion X es comun a | ¥p; si, y solo si, RX= v/r? — &2,

Si X es comun a &y %p, tendremos, por el Teorema de Pitagoras’dPRX

ques’ 4+ RX? =r?; de dondeRX = v/r2— . Reciprocamente, ¥ esta erl y

RX= 12—, entoncePX? = €+ (V12— )2 = + 12 - = r?; de donde,

al ser ambos positivo®X =r, es decirX es comun &y %p;.

Ahora, comar? —s? > 0, tenemos que existe su raiz cuadrada positiva— s2.
Tomemos los dos punt@@y Senl tales queQ-R-Sy RQ= RS= /r2 — 2. Asi,

por el Teorema de Pitagord3Q = PS=r; de dondd es secante @, enQy S

(b) Es claro, a partir de la definicion de distancia entre un punto y unarecta, y de
lo probado en la parte anterior
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Observacion 9.5

(a) Todo rayo, con un punto dentro de un circulo, corta el circulo; ademas, lo
corta en exactamente un punto, si el origen esta en el interior, y lo corta en
exactamente dos puntos, en caso contrario.

—
(SiAB tiene un punto, digamos X, dentrode, tendremos, por la proposi-
—

cion 9.5, queAB corta a%p, en exactamente dos puntos, digamos Q y R.
Si acaso X-Q-R o X-R-Q tendremos, por el ejercicio 3.10 o la definicion de
Interposicion, la contradiccion de ques PQ# PR=r. Asi, por (S3), Q-X-

_>

R; con lo que, por el ejercicio 1.36, Q 0 R estanAdd. Si A esta dentro de

<
%pr, QY R no pueden estar a la vez 8B, pues, de lo contrario tendremos,
por el ejercicio 3.10 o la definicion de Interposicion, la contradiccion de que,
r = PQ# PR=r. Si A no esta dentro d&p,, ambos puntos deben estar en

N_%), pues, de lo contrario tendremos, por el ejercicio 3.10 o la definicion de
Interposicion, la contradiccion de que= PQ+# PR=r.)

(b) Dada una tangente a un circulo, se tiene que todos los puntos del circulo,
excepto el punto de contacto, estan del mismo lado de la tangente que su
centro; ademas, los puntos interiores del circulo estan en ese mismo lado.
(Consideremos una recta | tangent&g, en A, un punto B distinto de A de
%py y un punto C distinto de P dentro d&,. Siacaso Py B, o PyC, estu-
vieran en lados opuestos de | tendriamos, por el Postulado de separacion del
plano, que | tendria un punto interiate PB, ode PC. Asi, por la observa-
cion 9.3.(c), o (1), y la proposicion 9.5, | seria secant&w; contrario a lo
supuesto. Por tanto, P, B y C estan del mismo lado de |.)

(c) Todo circulo tiene puntos en ambos lados de cualquiera de sus secantes.
(Consideremos una recta | secant&p, en Ay B, y llamemos M y m, al
punto medio y a la mediatride AB, respectivamente. Como, por la observa-
cion 9.3.(j), M estéa en el interior d&p,, tendremos: por la proposicion 9.5,
que m es secante @ép,, digamos en los puntos C y D; vy, por la observa-
cion 9.3.(k), C-M-D. Asi, C y D estan é&fp, y en lados opuestos de I.)

(d) Una recta no corta un circulo si, y sélo si, la distancia del centro a la recta
es mayor que el radio del circulo.

(Es consecuencia de las proposiciones 9.4y 9.5.)

(e) Un segmento, con un extremo dentro de un circulo y el otro fuera, corta al
circulo en exactamente un punto interior del segmento.

(Es consecuencia de la parte (a) de esta observacion y la observacién 9.3.(m).)

La observacién 9.5.(c) nos permite introducir las partes de un circulo analogas
a los segmentos en las rectas.
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Definicion 9.7 (Arcos)
Un arco es un conjunto formado por:

x dos puntos distintos de un circulo, a los que llamare-
mosextremosdel arco,y

* todos los puntos de ese circulo que estan en uno, y sélo
uno, de los lados de la secante determinada por los dos
puntos anteriores, a los que llamaremasgntos inte-
riores del arco.

Por comodidad llamaremos: al arco que tiene los puntos
interiores de uno de los lados de la secardkecomple- c D
mentodel que los tiene del otro lado; y a amb@scos

complementarios

Observacion 9.6

(a) Los arcos son figuras geométricas.

(Es consecuencia de la observacion 9.5.(c).)

(b) Dos puntos distintos de un circulo determinan dos arcos complementarios:
uno a cada lado de la secante determinada por ellos.

(c) El segmento que une dos puntos distintos de un circulo, y el segmento cuyos
extremos son puntos interiores de los arcos complementarios determinados
por ellos, se cortan en un punto interior de ambos segmentos.

(Es consecuencia de la observacion 9.3.(j)) y (k).)

(d) La unién de dos arcos complementarios es el circulo que los contiene, y la

interseccion estd compuesta por sus extremos.

Como veremos a continuacioén, todo arco tiene exactamente dos extremos, y
éstos no bastan para determinar al arco.

Proposicién 9.6 (Ilgualdad de arcos)
Dos arcos son iguales si, y sélo si:
(i) los puntos de ambos estan sobre el mismo circulo;
(ii) tienen un punto interior en comuy;
(iii) tienen los mismos extremos.

Prueba Consideremos dos arcasy 8; Ay B, y Cy D, puntos extremos de y

B, respectivamenteX un punto interior dex, y Y un punto interior des.

(=) Supongamos que = 3. ComoA, By X son tres puntos distintos que estan

en el circulo que contiene los puntosale, en consecuencia, estan en el circulo

gue contiene los puntos ¢&tendremos, por las proposiciones 9.1y 9.3, que los
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puntos de ambos arcos estan sobre un mismo circulo, digégnos

Llamemoss7Z el lado deTB gue contiene X, y .# el lado de(C—Iﬁ gue contiene a
Y. Por definicion, todos los puntos interioresadestan e, y todos los puntos
interiores deB estan en¥”. ComoC, Dy Y estan er, tendremos qUE, Dy Y
estan eru.

Afirmacion: Y estd en’.

Si acasoY no esta ens”, tendriamos qu&¥ = Ao Y = B. Supongamos, sin
perder generalidad, que= A. ComoC, D y Y son distintos entre si, tendremos
queC, o D, esta en’. Supongamos, sin perder generalidad, Guesta en
2. Tomemos, por (S4), un puni@ tal queC-Q-D. Por el ejercicio 2.3, si
C =B, o por la convexidad de7’, siC esta ens#, Q esta en#’; ademas, por
la observacion 9.3.(j)Q esta en el interior d&p,. Por la observacion 9.5.(a),

—
AQ corta%p, en exactamente dos puntos. CoAes uno de los puntos de corte

— —
de AQy %p,, llamemosR al punto de corte dAQYy %¢p;, tal queR # A. Por la
proposicion 2.3R es un punto interior de. Por la observacion 9.3.(mY,y R

estan en lados opuestoséd—é. Asi, Rno esta en”, y, comoR# Cy R# D,
tendremos quR no esta erf3; contrario al hecho de que = 3. Por tantoy esta
ensz.

Asi, Y es un punto interior comun dey de f3.

Intercambiando el papel dépor el de cualquier punto interior d& se prueba,
con los mismos argumentos, que todos ellos estasfenComoA y B estan en
a, tendremos qué y B estan er3. Pero, comAy B no estan en”’, y A# B,
tendremos quA=CyB=D,0A=DyB=C; conlo quea y 3 tienen los
mismos extremos.

(«=) Es claro a partir de la definicion @eco.

Si denotamos con los simbolésy B los extremos de un arco, y cohiuno
de sus puntos interiores, denotaremos al arcodpdB, sin embargo, cuando el
punto interior del arco no sea relevante en la discusion, lo denotaremaédpor

Note que el punt en AXBidentifica el lado de<A—B> que debemos considerar;
pero, algunas veces identificaremos ese lado como el que excluye un punto que
esta en el complemente, g. en la figura que acompanfa a la definicién de arcos,
AXBes el arco que no contiené(ay&bes el arco que no contienera

Cuando hablemos de un ardX B, asumiremos guA, By X son tres puntos
distintos de un mismo circulo.

Clasificaremos ahora los arcos de un circulo.
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Definicion 9.8 (Arcos semicirculares, menores y mayores)

(a) Un arco semicircular o semicirculg es un arco para el que la secante de-
terminada por sus extremos, al circulo del que es parte, contiene su centro.

(b) Un arco menores un arco para el que la secante determinada por sus ex-
tremos, al circulo del que es parte, no pasa por su centro, y sus puntos inte-
riores se encuentran del lado de esa recta que no contiene el centro.

(c) Un arco mayores un arco para el que la secante determinada por sus ex-
tremos, al circulo del que es parte, no pasa por su centro, y sus puntos inte-
riores se encuentran del lado de esa recta que contiene el centro.

Observacion 9.7 A partir de sus definiciones se puede verificar que:

(a) el complemento de un semicirculo es un semicirculo.
(b) el complemento de un arco menor es un arco mayor.
(c) el complemento de un arco mayor es un arco menor.

Ahora vamos a estudiar Ig®siciones relativas de un angulo y un circulo

Como primer caso, Yy quizas el mas importante, tenemos aquél en el que el
vértice del angulo coincide con el centro del circulo. Este tipo de angulos nos
permitir, através de lzaracterizaciorde los arcos no semicirculares expuesta en
la proposicion 9.7, asignar un nimero real positivo a cada arco, tal como hicimos
con los segmentos de una recta, y al que llamaremoseslida angular

Definicion 9.9 (Angulo central)
Un angulo centralde un circulo es un angulo cuyo vértice es el centro del circulo.

Note que, cualesquiera dos puntos distintos de un circulo, que no sean ex-
tremos de un didmetraleterminanun angulo central de dicho circulo: el que
tiene a dichos puntos sobre sus lados; y, gracias a la observacién 9.5.(a), todo
angulo central de un circulo corta al circulo en dos puntos distintos, que no son
extremos de un diametro.

Proposicion 9.7 Dado un arco no semicircular, se tiene que:

(a) es un arco menor si, y solo si, cualquiera de sus puntos i
teriores esté en el interior del &ngulo central determinad
por sus extremos.

(b) es un arco mayor si, y sélo si, cualquiera de sus puntos in-
teriores esta en el exterior del angulo central determinado
por sus extremos.
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Prueba Consideremos un arco no semicirciheXB, y llamemosép el circulo

—
del que es parte. Por definiciddno esté en la rectAB.
(@) (=) Supongamos quaXBes un arco menor. Por definicidhy X estan en
—

lados opuestos d&B. Por el Postulado de separacion del pla?B,cortaW en
un puntoR tal queP-R-X. Por las partes (c) y (k) de la observacién AR-B.
Asi, por el Teorema de la barra transver¥agsta en el interior dgAPB.

(<) Supongﬁmos gux¥ esta en el interior d& APB. Por el Teorema de la barra

transversalPX cortaAB en un puntdR tal queA-R-B. Por las partes (k) y (m) de
la observacion 9.38-R-X; con lo 0 que, por el Postulado de separacion del plano,

Py X estan en lados opuestosAB Asi, por definicionAXBes un arco menor.
(b) Es claro a partir de lo probado en la parte anterior

Definicion 9.10 (Medida angular de un arcof”
La medida angularde un arcoAB, que denotaremos pptrAB esta definida por:

( 180 si AB es un semicirculo;
UAB:= ¢ mZAPB, si AB es un arco menor;
| 360—mZAPB si AB es un arco mayor.

Algunas veces diremos, por abrevid, medidade un arco, sin mencionar el
calificativoangular.

Observacion 9.8

@) AXB es un arco menor si, y s@qg PX corta AB en un punto R tal que A-R-B
y P-R-X.
(Es parte de la prueba de la proposicion 9.7.)

(b) Con las técnicas desarrolladas en la prueba de la proposicion 9.7 se puede
verificar que los arcos tienen un namero indefinido de puntos: tantos como
la cuerda determinada por sus extremos (ver el ejercicio 9.17).

(c) La suma de las medidas de dos arcos complementarios es 360.

(d) Arcos complementarios, de arcos que tienen la misma medida, miden lo
mismo.
(Es consecuencia de la parte anterior.)

(e)Si AB es un arco menor, entoncés< ufB < 180, y si es un arco mayor,
entonced.80< UAB < 360,

(f) Siun arco mide 180, entonces es un semicirculo; si mide menos de 180, es un
arco menor; y, si mide mas de 180, es un arco mayor.
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De inmediato veremos que la medida angular de los arcos es aditiva, en el
mismo sentido en que lo es la medida de los angulos. Para expresar sintéticamente
ese resultado, introducimos la siguiente definicion (analoga a la definicion de
angulos adyacentes).

Definicion 9.11 (Arcos adyacentes 0 consecutivos)

Un arcoes adyacente atro arco, Si Y

(a) son parte del mismo circulo;

(b) tienen en comun exactamente un punto, que es extre
de ambos.

De dos arcos, de los que uno es adyacente al otro, dire-
mos que sorarcos adyacentes consecutivos del arco
que tiene como extremos los extremos no comunes, y al ex-
tremo comdn como punto interior, diremos queskarco
abarcante

En la figura, los arcoA?By I§\7Cde(€p son consecutivos; el ar@BCes el
arco abarcante.

Observacion 9.9

(@) SiAXB yl§Y\C son arcos adyacentes tendremos, por definicion, que:
(i) ABC es el arco abarcante;

(ii) X y C estan en lados opu(eﬁ;[os,@TB; y

(iii)) Y y A en lados opuestos &€.

(b) Todo arco tiene un numero indefinido de arcos adyacentes a él: dos por cada
punto que no esta en él.

(c) Si B es un punto interior del aro@C llamaremos a los arcosB yBC cuyos
puntos interiores estan entre los A€, losarcos determinados pdB en AC;
por definicion AB yBC son arcos adyacentes con arco abarcak@e

La prueba de la siguiente proposicion estriba, fundamentalmente, en las técni-
cas de separacion del plano desarrolladas en el Capitulo 2. Con el propésito de no
recargar la exposicion de este capitulo, por los muchos casos particulares que hay
gue analizar, desarrollaremos dicha prueba en el Apéndice B, al cual referimos al
lector mas exigente.

Proposicién 9.8 (Adicion de arcos)
La suma de las medidas angulares de dos arcos adyacentes es la medida angular
del arco abarcante.



Capitulo 9 Circulos 221

Note que, en los términos de la observacion 9.9.(c), tendremossgBees
un punto interior deAC, entoncestAC = uAB+ uBC (es decir)a medida de un
arco es igual a la suma de las medidas de los arcos determinados en dicho arco
por cualquiera de sus puntos interiojes

Después de medir los arcos resultan naturales las siguientes definiciones.

Definicién 9.12 (Congruencia de arco$)
Dosarcos son congruentesi:

() los circulos a los que pertenecen son congruentes;
(b) tienen la misma medida angular.

Si denotamos los arcos con los simbatog 3, el hecho de que ellos sean con-
gruentes lo denotaremos par= 3; y el hecho de que no sean congruentes, por

a % L.

Definicion 9.13 (Punto medio de un arco)
Un punto epunto mediode un arco, si:

(a) es punto interior del arco, y
(b) los arcos determinados por el punto en dicho arco son congruentes.

Por punto medio diremos a vecpsnto que bisecabisecar un arcosignificara
contener su punto medio.

Definicion 9.14 (Es mas pequefo que)

El arco AB es mas pequefio qua arcoCD, si:

() los circulos a los que pertenecen son congruentes;

(b) HAB < uCD.

En algunos casos diremos que el ab es mas grande quel arcoAB.

Observacién 9.10

(a) Todos los semicirculos de un circulo son congruentes.

(b) Si dos arcos son iguales, entonces son congruentes.

(c) Arcos complementarios, de arcos congruentes, son congruentes.
(Es consecuencia de la observacion 9.8.(d).)

(d) En circulos congruentes, los arcos menores son mas pequefios que los semicir-
culos y estos, a su vez, son mas pequefios que los arcos mayores.

(15) ¢ Seré la relacién &s congruente auna relacién de equivalencia en el con-
junto de todos los arcos?
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Note que toda cuerda de un circulo, que no sea un diametro, determina un
angulo central: el determinado por el centro y los extremos de la cuerda; y re-
ciprocamente, gracias a la observacién 9.5.(a), todo angulo central de un circulo
determina una cuerda que no es didmetro: aquella que tiene como extremos los
puntos de corte de los lados del angulo con el circulo. Por comodidad, llamaremos
correspondientes las cuerdas, que no son diametros, y a los angulos centrales
gue se determinan de esta manera.

Del mismo modo, toda cuerda de un circulo determina dos arcos: los que
tienen como extremos los extremos de la cuerda; y reciprocamente, todo arco de
un circulo determina una cuerda: la que tiene como extremos, los extremos del
arco; ademas, esa cuerda es un diametro si, y s6lo si, esos dos arcos son semicir-
culos, y, en consecuencia, esa cuerda no es un diametro si, y sélo si, uno de esos
arcos es mayor y el otro menor. Por comodidad, llamaresoogspondientest
las cuerdas y a los arcos que se determinan de esta manera.

Hechas estas aclaratorias, presentamos los siguientes dos resultados que rela-
cionan las cuerdas, los angulos centrales y los arcos; como resulta de una apli-
cacion sencilla de las técnicas desarrolladas en el Capitulo 3, dejaremos sus prue-
bas al lector (ver el ejercicio 9.1).

Proposicién 9.9 En el mismo circulo, o en circulos congruentes, dos cuerdas
(que no son didmetros) son congruentes si, y sélo si, se cumple cualquiera de las
siguientes condiciones:

(a) equidistan del centro.

(b) los angulos centrales correspondientes son congruentes.
(c) los arcos menores correspondientes son congruentes.
(d) los arcos mayores correspondientes son congruentes.

Proposicién 9.10 Dadas dos cuerdas (que no son diametros) no congruentes de
un mismo circulo, o de circulos congruentes, se tiene que una de ellas es mas
corta que la otra si, y solo si, se cumple cualquiera de las siguientes condi-
ciones:

(a) estd mas alejada del centro.

(b) el &ngulo central correspondiente es mas pequefio.
(c) el arco menor correspondiente es mas pequefio.
(d) el arco mayor correspondiente es mas grande.

Como segundo caso en el estudio deplasiciones relativas de un angulo y
un circulo tenemos los angulos cuyo vértice se encuentra sobre el circulo, y sus
lados son secantes o tangentes a éste; para expresar sintéticamente el resultado
gue presentaremos respecto a éstos, introducimos el siguiente concepto.
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Definicién 9.15 (Inscrito en)

(a) Un angulo estainscrito enunarco, si:
(i) el vértice del angulo es un punto interior del argo;
(ii) los extremos del arco estan en los lados del &ngulo.

F~__

(b) Un arco estainscrito enun angulo, si:
(i) cada lado del &ngulo contiene al menos uno de los extremos delyarco;
(ii) los puntos interiores del arco estan en el interior del &ngulo.

Observacion 9.11

(a) Siun angulo esta inscrito en un arco, entonces el complemento de dicho arco
esta inscrito en el angulo.

(Es consecuencia del Postulado de separacién del plano y el Teorema de la
barra transversal.)

(b) Si un angulo inscribe un arco, su vértice puede estar sobre, dentro o fuera
del circulo; puede incluso ser un extremo del arco. Ademas, como sucede
en el tercero de los casos de la figura inmediata anterior, un angulo puede
inscribir dos arcos de un mismo circulo.

(c) Un angulo que tiene su vértice en un circulo, y uno de sus lados es secante
y el otro es tangente a éste, inscribe un arco que tiene uno de sus extremos
en el vértice del angulo y sus puntos interiores estan en el interior de dicho
angulo.

(d) Un &ngulo que tiene su vértice sobre un circulo, no puede tener sus dos lados
tangentes al circulo.

(En caso contrario, los lados serian colineales; del todo contrario a la defini-
cion de angulo.)
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En la primera figura de la definicion 9.15, los anguosBCy /DEF estan
inscritos en los arcoﬁ:y DEF, respectivamente, e inscriben a sus comple-
mentosAC y DF (los que no contienen a sus vértices). En la segunda figura, cada
uno de los angulos inscribe los arcos punteados de los circulos correspondientes,
excepto el ultimo que no inscribe ningun arco (puesto que falla la condicion (i)
de la definicién). Note que, £ es un punto interior del arcABC, entonces el
anguloZADC esta inscrito en el arcABC (ya queA/\—B\C: AﬁC).

Por las mismas razones expuestas para la proposicién 9.8, desarrollaremos la
prueba de la siguiente proposicién en el Apéndice B, al cual referimos al lector
mas exigente. Esta proposicion tiene seis consecuencias inmediatas cuyas prue-
bas, por su sencillez, dejaremos al lector (ver el ejercicio 9.2).

Proposicién 9.11 La medida de un angulo que tiene su vértice en un circulo, y
cuyos lados son secantes o tangentes a éste, es la mitad de la medida angular del
arco que inscribe.

Corolario 9.11.1 Dado un angulo inscrito en un arco, se tiene que:

(a) el angulo es recto si, y solo si, el arco es un semiciréfilo.
(b) el &ngulo es agudo si, y sélo si, el arco es mayor.
(c) el angulo es obtuso si, y sélo si, el arco es menor.

Corolario 9.11.2 Los angulos inscritos en arcos complementarios, 0 en arcos
cuyas medidas suman 360, son suplementarios.

Corolario 9.11.3 Todos los angulos inscritos en el mismo arco, o en arcos con
la misma medida, son congruentes.

Corolario 9.11.4 Dos rectas paralelas, que intersectan un circulo, determinan
un par de arcos congruentes sobre ese circulo.

Corolario 9.11.5 Si dos tangentes a un circulo se cortan, entonces el punto de
corte equidista de los puntos de tangencia.

La dltima de las consecuencias inmediatas de la proposicién 9.11 completa
nuestro estudio de lgmsiciones relativas de un angulo y un circylal consi-
derar los casos en los que el vértice del angulo esta dentro o fuera del circulo.

Corolario 9.11.6

(a) La medida de un angulo cuyo vértice esta dentro de un circulo es igual a
la semisuma de las medidas de los arcos inscritos en dicho angulo, y en su
opuesto por el veértice.
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(b) Si un angulo tiene su vértice fuera de un circulo, y sus lados son secantes
o tangentes a éste, entonces inscribe dos arcos no congruentes del circulo;
ademas, la medida de ese angulo es igual a la semidiferencia de las medidas
de los arcos inscritos en dicho angulo: el mas grande menos el mas pequefio.

Ahora introducimos el estudio de lpssiciones relativas de un poligono y
un circulo.

Definicion 9.16 (Poligonos inscribibles, o ciclicos, y circunscribibles)

(a) Un poligono esnscribible, o ciclico, si existe algun circulo que contenga
todos sus vértices.
Algunas veces diremos, de un poligono ciclico y de un circulo que contenga
a sus vértices, que ese poligaesia inscrito erese circulo, o que ese circulo
circunscribe aese poligono.

(b) Un poligono ecircunscribible si existe algun circulo que sea tangente a
todos sus lados.
Algunas veces diremos, de un poligono circunscribible y de un circulo que
sea tangente a todos sus lados, que ese poligononscribe aese circulo,
0 que ese circulesta inscrito enese poligono.

A B F G

E
AN A
‘ %4
C D C
B F D

E H

En la figura: el triangulodNABC esta inscrito en el circul®?; el circulo s
esta inscrito en el trianguldDEF; el cuadrilaterdJABCD esta inscrito en el
circulo%s; el circulo%, esta inscrito en el cuadraddE FGH.

Observaciéon 9.12

(a) Existe exactamente un circulo que contiene un vértice de un poligono, y sus
dos vértices consecutivos.
(Es consecuencia de la proposicién 9.3.)

(b) Existe exactamente un circulo que contiene los vértices de un poligono ciclico.
(Es consecuencia de la parte anterior.)
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De un poligono ciclico llamaremos: al circulo que contiene los vértiees,
circuncirculo; a su centro.el circuncentrg a su radio,el circunradio; y a
su diametrogl circundidmetro

(c) Todo tridngulo es un poligono ciclico.
(Es consecuencia de la proposicion 9.3.)

(d) El circuncirculo de un poligono ciclico coincide con el del triangulo deter-
minado por uno de sus vértices y sus dos vértices consecutivos.

(e) Los lados de un poligono ciclico son cuerdas de su circuncirculo; asi, la recta
gue contiene uno de sus lados es secante de su circuncirculo.

() Todos los puntos de un poligono ciclico, excepto sus vértices, estan dentro de
su circuncirculo.
(Es consecuencia de la parte anterior y la observacion 9.3.(j).)

(g) Todo poligono ciclico es un poligono convexo.
(Es virtud de la parte anterior, la observacion 9.3.(k) y la proposicion 8.2.(c).)

(h) El interior de un poligono ciclico esta dentro de su circuncirculo.
(Tomemos un punto Q en el interior de un poligono cicliée= PP .. R,
cuyos vértices estan en el el circidp,. Tomemos, por la proposicion 8.3,
el punto R deZ tal que R-Q-R. Si P=Q o P=R, Q estaria dentro d&p, .
Supongamos entonces quesR) y P#£ R. Si P es colineal con;PQ y R
tendremos, por (S5), que Q es un punto intederPR o de PR; de donde,
por la parte (e) de esta observacion y el hecho de que los vérticgs estan
en%pr, Q esta dentro d&p,. Si P no es colineal con;PQ y R tendremos,
por el ejercicio 3.10, que Q esta dentro d;.)

(i) Si un circulo esta inscrito en un poligono, los puntos de tangencia son puntos
interiores de los lados del poligono.
(Si fuera alguno de los vértices, tendriamos tres vértices del poligono coli-
neales; del todo contrario a la definicion de poligono.)

() Existe exactamente un circulo inscrito en un poligono circunscribible.
(Por el Teorema del bisector, el centro de ambos debe ser el punto de corte de
los bisectores de dos angulos consecutivos del poligono; y el radio de ambos
debe ser la distancia comUn desde el centro a cualquiera de sus lados.)
De un poligono circunscribible llamaremos: al circulo que es tangente a sus
lados, el incirculo; a su centro,el incentrg, a su radio, el inradio; y a su
diametro,el indiametra

(k) Todo triangulo es un poligono circunscribible.
(Es virtud del ejercicio 3.14, la proposicion 9.4, y el Teorema del bisector.)

() Todos los puntos de un poligono circunscribible, excepto los puntos de tan-
gencia, estan fuera de su incirculo.
(Es consecuencia de la parte anterior, la proposicién 9.4 y el ejercicio 3.7.)
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(m) Todo poligono circunscribible es un poligono convexo.
(Por la observacién 9.5.(b), todos los puntos del circulo inscrito, excepto el
punto de contacto, estan en uno solo de los lados de la recta determinada
por cualquiera de sus lados, digamgg’; con lo que, todos los puntos de
contacto de ese circulo con cualquiera de los otros lados esta#’erPor
la definicion de conjunto convexo y/o el ejercicio 2.3, todos los vértices del
poligono, excepto los que determinan dicha recta, estasfen

(n) Elinterior de un poligono circunscribible contiene al interior de su incirculo.
(Es consecuencia de la observacion 9.5.(b).)

(o) Todo poligono regular es un poligono ciclico.

(Gracias a la proposicién 8.4, tomando el centro y el radio del poligono
regular como centro y radio de un circulo, éste pasara por todos sus vertices).

(p) Todo poligono regular es un poligono circunscribible.
(Gracias a la proposicion 8.4, tomando el centro y la apotema del poligono
regular como centro y radio de un circulo, éste sera tangente a todos sus
lados).

A diferencia de los triangulos, no todos los cuadrilateros son ciclicos, ni cir-
cunscribibles. A continuacion ofrecemos waaacterizaciérde los cuadrilateros
ciclicos y algunas de sus propiedades; después del Teorema de los dos circulos
(Teorema 9.1), daremos una caracterizacion de los cuadrilateros circunscribibles.
El lector encontrara informacién adicional sobre las posiciones relativas de un
poligono en general, y un circulo, entre los ejercicios de este capitulo.

Proposicién 9.12 (Caracterizacién de los cuadrilateros ciclicos
Un cuadrilatero es ciclico si, y solo si, los &ngulos opuestos son suplementarios.

Prueba Consideremos un cuadrilatertABCD.

(=) Supongamos quelABCD es ciclico, y llamemos B
% al circulo que contiene sus vértices. Por la observaA

cion 9.12.(g)[JABCDes un cuadrilatero convexo; con

lo que, por<l_a> proposicion 5.4 y C estan en lados

opuestos dBD. Asi, BAD y BCD son arcos comple-
mentarios; de donde, por el corolario 9.11Ay /C

son suplementarios. Del mismo modo se prueba, con-
siderando la otra diagonal, que el otro par de angulos
opuestos también son suplementarios.
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(<) Supongamos quéAy /C, asi coma/By /D, son
suplementarios. Por la proposicién 5[2ABCD es un

lasdiagonalesAC y BD; de dondeB-P-D y A-P-C. Con-
sideremos, por la observacion 9.12.(k), el circdlgue
pasa poA, By C. Llamemaos, por la observacién 9.5.(a),

Q el punto de corte dBTZ) coné, tal queQ # B. Por lo
probado anteriorment&By ZQ son suplementarios; de
donde, por la proposicién 2.ZD = /Q.

Pero, si acas® no estuviera ef’ tendriamos, por los ejercicios 3.9y 3.11, que
/D 2 ZQ; contrario a lo obtenido. Por tant®, esta ens vy, asi,[JABCD es
ciclico.

Note que los rectangulos y los trapecios isdsceles son cuadrilateros ciclicos.

El resultado anterior caracteriza los cuadrilateros ciclicos por medio de una
propiedad que involucra solo sus angulos. A continuacion establecemos una pro-
piedad de los cuadrilateros ciclicos que involucra sélo sus ados

Proposicién 9.13 (Teorema de Ptolomeo)
Si un cuadrilatero es ciclico, entonces el producto de las diagonales es igual a la
suma de los productos de los lados opuestos.

Prueba Consideremos un cuadrilatero cicli€bABCD. Llamemos% al cir-
culo que contiene sus vértices. Por la observacion 9.12.(g) y la proposicién 5.2,
llamemosP al punto de corte de ladiagonalesAC y BD. Tomemos, por (CA2),

— —

AQconQ en el mismo lado d&D que contiene 8y C, tal queZDAQ= ZCAB.

ComoC esta en el interior d&DAB, tendremos qug CAB es mas pequefio que

/DABY, en consecuencia,DAQ es mas pequefio quéDAB. Asi, Q esta en el
H

interior de/DAB. Por el Teorema de la barra transvergd) cortaa BD en un
puntoC’ tal que

(1) D-C-B.

Como/ZADBYy ZACBinscriben el mismo arco, tendremos quaDB = Z/ACB.
Por AA tendremos qu&AADC' ~ AACB; de donde

) AD-BC=AC-DC.
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ComoZABDy ZACD inscriben el mismo arco, tendremos qidBD = ZACD.
Como, ademas/DAC = /C'AB tendremos, por AA, qu&ABC ~ AACD; de
donde

©) AB-CD=AC-BC.

Sumando (2) y (3), y tomando en cuenta (1), tendremosMud3C+ AB-CD =
AC-DC’'+AC-BC =AC- (DC'+BC') = AC-BD.

Una propiedad notable de los cuadrilateros ciclicos es que podemaos calcular
sus areas en funcion de los lados.

Proposicién 9.14 (Area de un cuadrilatero ciclicof)
El &rea de un cuadrilatero ciclico cuyos lados miden a, b, cy d es

V/(s—a)-(s—b)-(s—c)-(s—d),

donde s= W; numero llamado esemiperimetralel cuadrilatero.

Prueba Consideremos un cuadrilatero ciclicdBCD. Por comodidad, llamemos
a=AB,b=BC,c=CDyd=DA. Sabemos, por la proposicién 9.12, qu&y
/C, asi coma/By /D, son suplementarios.

Si los dos pares de angulos son rectos, tendremoBIQBED es un rectangulo;
en cuyo casa=c,b=d,s=a+Dby, en consecuencia,

\/(s— a)-(s—b)-(s—c)-(s—d)=a-b=alJABCD

Si ambos miembros de uno de esos pares de angulos no son a la vez rectos ten-
dremos, al ser suplementarios, que uno de ellos debe ser agudo y el otro obtuso.
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Supongamos entonces, sin perder generalidad/gwes agudo ¥ C obtuso. Por
comodidad, llamemos = mZAy 3 = mZC. LlamemodH el los pies de las per-
pendiculares desde hastaAB, y desdeB hastaCD, respectivamente; de donde
m/BCI = a. Por comodidad, llamemdsg = DH, h, =Bl y &/ = a[JABCD.

Por el ejercicio 6.521{A=d-cosa,Cl =b-cosa, h; =d-sena y h, = b-sena.
Por el corolario 6.4.1BD? =a?+d?—2-a-d-cosa = b?+c2+2-c-b-cosa:
de donde

(1) 2.cosa - (b-c+a-d) =a?+d?>—b?— 2.
Por otro lado,sZ = % -a-d-sena+%-c-b-sena; de donde
2 2-sena-(b-c+a-d)=4-o.

Asi, elevando (1) y (2) al cuadrado y suméandolos, tenemos dibeeH-a-d)? =
16-.27? 4 (a2 +d? — b? — ¢?)?; de donde

16- o/% =

=(2-b-c+2-a-d)?— (&4 d? —b? - c?)?
(2-b-c+2-a-d+a’+d>—b>—c?)-(2-b-c+2-a-d—a?—d*+b>+c?)
[(a+d)*—(b—0)?]-[(b+c)*— (a—d)?
=(a+d+b-c)-(a+d—b+c)-(a—d+b+c)-(—a+d+b+c)
16-(s—a)-(s—b)-(s—c)-(s—d).

Asi, o/ = \/(s—a)-(s—b)-(s— ) (s—d).
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Ahora vamos a estudiar lgmsiciones relativas de dos circulgsie lo cual
dependera gran parte de los resultados posteriores.

Comenzamos observando que, por la proposicion 9.3, si dos circulos distintos
se cortan, entonces se cortan en exactamente un punto, 0 en exactamente dos
puntos. Por comodidad clasificaremos los pares de circulos que se encuentran en
una de estas dos situaciones.

Definicion 9.17 (Circulos tangentes y secantes)

(a) Un circuloes tangente atro circulo, si lo corta en exactamente un punto.
De dos circulos, de los que uno es tangente al otro, diremos queisutos
tangentes

(b) Un circulo essecante abtro circulo, si lo corta en exactamente dos puntos.
De dos circulos, de los que uno es secante al otro, diremos quersnihos
secantes

Observacion 9.13

(a) Si dos circulos son tangentes o secantes, entonces son distintos.
(Es consecuencia de la observacion 9.1.(a).)

(b) Si dos circulos son tangentes o secantes, entonces sus centros son distintos.
(Es consecuencia de la parte anterior y la observacion 9.2.(a).)

(c) Si dos circulos son tangentes, entonces los centros y el punto de corte son
distintos entre si.

(Es consecuencia de la parte anterior y la observacion 9.1.(c).)

(d) Si dos circulos distintos se cortan en un punto que no es colineal con los
centros, entonces cada uno de los nimeros que representan sus radios y la
distancia entre sus centros es menor que la suma de los otros dos.

(Es consecuencia de la parte (b) y la Desigualdad del triangulo.)

Presentaremos, en primer lugar, tossacterizacionesle los circulos tan-
gentes, y tres de los secantes.

Teorema 9.1 (Teorema de los dos circulo$)
Dados dos circulo®pa Y 6o, Se tiene que:

(a) los circulos sortangentessi, y sélo si, se cumple cualquiera de las siguientes
condiciones: PN
(i) P # Qy se cortan en un punto que esta sobf.
(ii) P # Q y son tangentes a la misma recta en el mismo punto.
(iii) la suma de dos de los numeros a, b Q es igual al tercero.
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(b) los circulos sorsecantesi, y solo si, se cumple cualquiera de las siguientes
condiciones: R
(i) P # Q y se cortan en dos puntos que estan en lados opuest®Qde
<

(i) P # Q y PQ es mediatriz del segmento determinado por dos puntos co-

munes.
(iii) cada uno de los numeros a, b y=d°Q es menor que la suma de los otros
dos.
Prueba Consideremos dos circulé&a Yy ¢op, Y s

llamemosPQ=c.

(@).() (=) Supongamos qu&pa Y %o SON tan-
gentes. LlamemoA al punto de corte. Por la obser- R c T
vacion 9&)3.(b)P # Q; de dondec > 0. SiA no estu-

viera enPQ tendriamos, por la observacion 9.13.(d),
que cada uno de los nUmems y ¢ es menor que la
suma de los otros dos. Como, por la definicién de cir-

culo,a> 0yb> 0, tendremos, por el ejercicio 6.18, ‘\
gue existe un trianguldA\RSTconRS=4a, ST=0b

B q’ A
y RT = ¢. Tomemos, por el Postulado del transporta- ‘r

dor (Construccion de angulos) y (CS4), un puBten
—

%pa, €n el lado opuesto d& respecto &Q, tal que

/BPQ= /R. Por LAL, ASRT= ABPQ de donde

BQ = ST=b. Asi, B esta también efdg, y B # A,
<

contrario a lo supuesto. Por tanfoesta erPQ.
(«<) Supongamos ahora qée# Qy que%pa Y Gob S€ cortan en un pundque

—
esta sobré®Q. Por la observacion 9.1.(c) y (S3) tendremos 4tle-Q, o P-A-Q,
0 P-Q-A. Si acasd es un punto de corte &, Y Gop, Y B# A, tendremos que:

si B no esta erP<—(>2, contradecimos la Desigualdad del triangulo, en caso de que
P-A-Q, o el Postulado del transportador (Adicion de angulos adyacentes), en caso
de queA-P-Q (pues, por la proposicion 3.3QAB= /PAB= /QBAZ= /PBA Yy

P en el interior deQBA) o P-Q-A; y si B esta eri?;), contradecimos (CS4). Por
tanto,%pa y ¢op Se cortan solo eAy, en consecuencia, son tangentes.

(a).(i)) (=) Supongamos qu&pa Y %op SON tangentes. Llamemdsal punto

de corte, \l a la recta tangente@p, enA. Por la observacion 9.13.(b,# Q.

Por la parte anteriof, Py Q son colineales. Asi, por la proposicior, PAes
perpendicular &4 enA; dedonde QA también es perpendiculad &nA. Asi, por

la proposicién 9.4, también es tangented,, enA.

(«<) Supongamos qulees una recta tangente&sa, y a6gp €n un puntcA comun

a ambos. Como, por la proposici®m, PAy QA son perpendiculareslaen A
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tendremos, por la proposicion 2.9, gieP y Q son colineales. Asi, por la parte
anterior,¢pa y ¢op SON tangentes.

(a).(ii)) (=) Supongamos quéra Y 6o SON tangentes. Llamemdsal punto

de corte. Asi, por la observaciéon 9.13.(c), la parte (a) de esta proposicion y (S3),
tendremos qu® # Q y P-A-Q, 0 A-P-Q, o A-Q-P. Asi, por la definicion de
Interposicién, siempre la suma de dos de los nimarby c es igual al tercero.

(<) Supongamos que la suma de dos de los nunmeroy c es igual al tercero.
Asi,c# 0y, en consecuencil,# Q.

Si a+ b = c tomemos, por el Teorema de la localizacién de puntos, el punto

Aen I% tal quePA = a; de dondeA esta erfép,. Comoa < ¢, tendremos que
P-A-Q. Asi: como, por la definicién de Interposici@@A=PQ—-PA=c—a=M,
tendremos qué esta también e p.

Si a+ ¢ = b tomemos, por el Teorema de la localizaciébn de puntos, el punto

A en(j:’tal queQA = b; de dondeA esta erég,. Comoc < b, tendremos que
A-P-Q. Asi: como, por la definicién de InterposicidA= QA—PQ=b—-c=a,
tendremos qué esta también e#p..

Si b+ c = a tomemos, por el Teorema de la localizacién de puntos, el punto

Aen I% tal quePA = a; de dondeA esta erfép,. Comoc < a, tendremos que
A-Q-P. Asi: como, por la definicién de Interposici@@A=PA—PQ=a—c=Mb,
tendremos qué esta también e p.

Asi, en cualquiera de los casos tendremos, por la parte (a).(i) de esta proposicion,
que los circulogp, y %qp SON tangentes.

(b).(i) (=) Supongamos qué&pra Yy ¢op SOn secantes. Llamemdsy B los dos
puntos comunes a ambos y tales dug B. Por la observaci(ég}g.l&(bm #*

Q. Por la parte (a).(i) de esta proposicidhy B no estan erPQ. SiAy B
—

estuvieran del mismo lado d@Q tendriamos, por LLL, qué\PQA= APQB.
Asi, por el Postulado del transportador (Construccion de angulos) y el Teorema
de la localizacion de punto8,= B; contrario a lo supuesto. Por tanfoy B estan

>
en lados opuestos dRQ.
(<) Supongamos que # Q y que se cortan en dos puntAsy B que estan en

<
lados opuestos dBQ; de donde: por la proposicion 9.2, los dos circulos son
distintos;A # B; y, por la proposicion 9.3¢pa Y 6 SON secantes.
(b).(if) (=) Supongamos quépa Y 4o SOn secantes. Llamem@sy B los dos
puntos comunes a ambos y tales dug B. Por la observacion 9.13.(tB,# Q.
— -
Por el corolario 3.10.1RQ es la mediatrizie AB.
(«) Supongamos que# QY quebpa Y b b Se cortan en dos puntos, diganfos
<

y B, tales quéPQ es la mediatrizie AB. Como necesariamenfe# B tendremos,
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por proposicion 9.3¢pa y %o p SON secantes.

(b).(iii) (=) Supongamos quépa Yy 6gp SON secantes. Por la parte (b).(i) de esta
proposicion y la observacion 9.13.(d), cada uno de los nungelog ¢ es menor

que la suma de los otros dos.

(«) Supongamos que cada uno de los numardisy c es menor que la suma de

los otros dos. Por el argumento desarrollado en la parte (a).(i) de esta proposicion
tendremos que los circul@g, y %o Sonsecantes.

En el ejercicio 9.5 el lector encontrara waacterizaciorde los circulos que
no se cortan.

Observacion 9.14

(a) Sidos circulos son tangentes tendremos, por la observacién 9.5.(b), que cada
uno de los circulos esta, excepto el punto de contacto, del mismo lado de la
tangente comun que sus centros.

Si sus centros estan del mismo lado de su tangente comun, diremos que los
circulos sortangentes interiormente

Si sus centros estan en lados opuestos de su tangente comun, diremos que los
circulos sortangentes exteriormente

1 t2

(Z) Ca

En la figura, 41 y %> son tangentes interiormente, con tangente comumy t
3 Y 64 SON tangentes exteriormente, con tangente coman t
(b) Note que, por la observacion 9.13.(c) y el Teorema 9.1.(a), tendremos que:
Dos circulos sortangentes interiormentei, y sélo si, sus centros estan del
mismo lado del punto de corte (en la recta determinada por los centros).
Dos circulos soriangentes exteriormentsi, y solo si, sus centros estan en
lados opuestos del punto de corte (en la recta determinada por los centros).
(c) Dados dos circulo®pa y g p, cOn PQ= ¢, tendremos, por la parte (b), que:
Dos circulos somangentes interiormentsi, y sélo si, acrc=b o b+c=a.
Dos circulos sottangentes exteriormentsi, y solo si, a- b= c.
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(d) Si dos circulos son tangentes interiormente, entonces sus radios son distintos.
(Es consecuencia de la parte anterior y la observacion 9.13.(b).)

Diremos, del que tiene radio menor, gesta dentradel otro; y del que tiene
radio mayor, queesta fueradel otro.

(e) Si dos circulos son tangentes interiormente, entonces todos los puntos del que
esta dentro, excepto el punto de contacto, estan dentro del otro; y, todos los
puntos del que esta fuera, excepto el punto de contacto, estan fuera del otro.

(f) Si dos circulos son tangentes interiormente, entonces el interior del que esta
dentro esta contenido en el interior del otro.

(g) Si dos circulos son secantes, la recta de los centros es la mediatriz del seg-
mento que une los dos puntos de corte.

(Es consecuencia del corolario 3.10.1).

Teniendo establecido el resultado anterior estamos en capacidad de probar
gue por un punto exterior de un circulo pasan exactamente dos tangentes a ese
circulo.

Proposicién 9.15 (Tangentes circulo-punto externo)

Dado un circuloépa y un punto Q de su exterior, existen exactamente dos rectas
que pasan por Q y son tangente$a,.

Llamaremos, a cada segmento desde Q hasta el punto de tangsegiagnto
tangente al circulo desde el punto exterior

Prueba Consideremos un circul@ps, y Q un
punto de su exterior. Consideremos el circépy,
dondeM es el punto medidePQy b= MP = MQ.
Asi, c = MP = b es la distancia entre los centros.
Por definicibn,a < PQ=2-b. De este modo:
a<b+c, porqueb+c=2-b;b<a+cyc<a+hb,
porquec = b. Por el Teorema de los dos circu- /
los, 6mp corta a%pa en dos puntos distintod |
y B, como sugiere la figura. Como los angulos'
/PAQY /PBQ estan inscritos en un semicirculo \
tendremos, por el corolario 9.11.1, L, que an ambos son '~ R

rectos. Asi, por la proposicion 9. QAy QB son Q
tangentes &p, enAYy B, respectivamente.

—
Si acaso hubiera otra tanger@€ al circuloép, enC tendriamos, por el coro-
lario 9.11.5, queA, B y C serian puntos comunes a los circulos distitdpg y
%o,0A; contrario a la proposiciof.3.
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Note que, por el corolario 9.11.50s dos segmentos tangentes a un cir-
culo, desde un punto de su exterior, son congruerademas, por la observa-
cion 9.5.(b), dichos segmentos determinan un angulo en cuyo interior se encuen-
tran, excepto los dos puntos de contacto, todos los puntos del circulo y todos los
puntos que estan dentro del circulo (en particular, su centro). Por su sencillez,
dejaremos la prueba de la siguiente proposicion al lector (ver el ejercicio 9.6).

Corolario 9.15.1 Un rayo, con origen en un punto exterior de un circulo, pasa
por su centro si, y s6lo si, es el bisector del angulo determinado por los dos
segmentos tangentes al circulo desde dicho punto.

Ahora estamos en capacidad de presentar la prometida caracterizacion de los
cuadrilateros circunscribibles.

Proposicidn 9.16 (Caracterizacion de los cuadrilateros circunscribible}
Un cuadrilatero es circunscribible si, y sélo si, es un cuadrilatero convexo tal que
la suma de dos lados opuestos es igual a la suma de los otros dos lados.

Prueba Consideremos un cuadrilaterdABCD.

(=) Supongamos quelABCD es circunscribible. A
Llamemos% al circulo que es tangente a sus la- E

dos, YE, F, G, y H a los puntos de tangencia B

de ¢ con AB, BC, CD y DA, respectivamente.

Por la observacion 9.12.(m)JABCD es un cua- F

drilatero convexo. Por el corolario 9.11 AF =
AH, BE = BF, CF = CGy DG = DH; de donde
AE+BE+CG+DG=AH+DH+BF+CF. Asi,
por la observacion 9.12.(NB+CD = AD+BC. © G D
(<) Supongamos quel/ABCDes un cuadrilatero convexo tal que

1) AB+CD = AD+ BC.

Consideremos, gracias a la convexidad teBCDYy al ejercicio 5.4, el punt®
de corte entre los bisectores d8y ZC. Por el Teorema del bisector tenemos,

. i =
al llamarE, F y G a los pies de las perpendiculares deBdestaAB, BCy CD,
respectivamente, que
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(2) Eesta erg& y E # B;
(3) B-F-C;

(4) Gestaerl€D yG #£C; y
PF — PE — PG.

Consideremos el circulep,, conr = PF.

Afirmacion 1 B-E-Ay C-G-D.
Por la definicién de rayo, (2) y (4), se cumple una, y sélo una, de las siguientes
afirmaciones:

() A=EyD=G; 0A=EyC-D-G; 0B-A-EyD = G; 0B-A-E yC-D-G;
(I B-E-AyD =G; 0B-E-AyC-D-G;

(1 A=EyC-G-D; 0B-A-EyC-G-D;

(IvV) B-E-AyC-G-D.

Verificaremos que no se pueden cumplir (1)-(111), haciendo uso de (1), (3) y el
corolario 9.11.5. Es facil verificar que (l) contradice la definicién de cuadrilatero
o la definicion de Interposicion.

Si se cumpliera (ll), tendriamos qéé= + BE +
CD=AB+CD=AD+BC=AD+BF+FC=
AD+ BE +CG; de dondeAE = AG (en caso de
queB-E-Ay D = G) 0 AE > AG (en caso de que
B-E-Ay C-D-G, puesAE = AD+CG—-CD =
AD+ DGy, por la Desigualdad del triangulo en
AADG, AD + DG > AG). Ahora bien, poL>eI

Teorema de trans&rsalidad, tomeridenCD
del mismo lado d&G queA. c G W

—
Por la proposiciéon 9.11/AEG= /W GE Como, por la proposicién 1.CD =
—

GW tendremos, por la convexidad G®ABCDYy el Postulado de separacién del

plano, queA 'y E estan del mismo lado (:(I;V)V Asi, por la construcciér esta

en el interior deZW GE, de donde, por el Postulado del transportador (adicion de
angulos),/AGE es mas pequefio quAEG. Por la proposicion 3.8AE < AG;
contrario a lo ya obtenido. Por tanto, no se puede cumplir (ll).

Como (lll) presenta una situacion simétrica a la de (I) tendremos, por argumen-
tos similares, que tampoco se puede cumplir (lll); y, con esto, queda probada
nuestra afirmacion.
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Consideremos ahora, gracias a la observacion 9.4.(c) y la proposicion 9.15, la
—
rectaAH tangente &p; enH # E.

— —
Afirmacion 2 AH y CG se cortan en un punf®’ tal queA-H-D’ y C-G-D'.
Por la definicion de cuadrilatero y la observacién 9.4.(a),

(5) A B,C,D, E,F, Gy H son distintos entre si.

(6) A, B,C, EyF estan en un mismo lado E—I y D en el lado opuesto.

(Si acasdA y B estuvieran en lados opuestos@TéI tendriamos, por la observa-
cion 2.2.(a),queAB corta aG<_I>—| en un puntX tal queA-K-B. Por (5),K #H

y K # G; y, por la observacion 9.3.(j) y la proposicion 9.5, no puede cumplirse
G-K-H pues, en cualquiera de los cash—é seria secante@p,. Tampoco puede
cumplirseG-H-K pues, en caso contrario, tendriamos KueG estarian en lados
opuestos dé\<—H>; de donde, por el ejercicio 2.8,y G estarian en lados opuestos

— —
de AH. Pero, por la observaciéon 9.5.(lg,y G estan del mismo lado d&H.
Por argumentos similares se prueba que tampoco se puede cr@plit. Por

<

tanto,Ay B estan del mismo lado deéH. Del mismo modo se prueba qGey B

>
estan del mismo lado déH. Asi, por el Postulado de separacion del plano y la
observacion 2.2.(b), tenemos lo afirmado en (6)).

< —
Si acascAH y CG fueran paralelas tendriamos, por
la observacion 9.4.(b) y la proposicién 9gtie GH

, ., - —— I —— A H
seria urdiametroGH 1. AHy GH L CG. Por (6) y '
— |
|
|

la observacior2.2.(b), AD corta aGH en un punto

K tal queA-K-D. Por el ejercicio 2.3G-K-H. Por el
ejercicio 3.7AK > AHy KD > GD; de dondeAD > B |

AH + GD. Pero, por (1), (3) y el corolario 9.11.5, F |
AD+BE+CG=AD+BF+FC=AD+BC=AB+ |
CD=AE+BE+CG+GD=AH+BE+CG+GD; S 5
de dondeAD = AH + GD.

— —
Por tantoAH y CG se cortan.

— —
LlamemosD’ el punto de corte dAH y CG. Por la definicién de cuadrilatero y
(5), tendremos que

(7A, B,C, D', E, F, Gy H son distintos entre si.
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Por (7) y (S3), se cumple una, y sélo una, de las siguientes afirmaciones:

(V) A-D'-HyC-D'-G; 0 A-D'-H yC-G-D’; 0 A-D’-H y D'-C-G;
(VI) D'-A-H yC-D’-G; 0 D’-A-H yC-G-D’; 0 D’-A-H y D’-C-G;
(V1) A-H-D'yC-D'-G; 0A-H-D'y D'-C-G;

(Vi)  AH-D'yC-G-D.

Verificaremos que no pueden cumplirse (V)-(VII); con lo que nuestra afirmaciéon
guedaria probada.

— —
Si se cumpliera (V) tendriamos, por el hecho de Gie= CD/, queAy H es-
<

tarian en lados opuestos@®. Pero, por la convexidad deABCDYy la observa-
cion 9.5.(b), Ay H estan en el interior d€BCDy, por tanto, del mismo lado de
—

CD queB.
Si se cumpliera (VI) tendriamos:

—
(a) queD’ y H estan en lados opuestos AB. Pero, por la observacion 9.5.(b) y
(7),Gy H estan en el interior d€ABC. Asi, por el ejercicio 2.3 y el Postulado de

separacion dedlano,CG esta del mismo lado d<e—)B qgueH; con lo que no podria
cumplirseC-D’-G.

(b) por la proposicién 2.3y (6), que’ y C estarian del mismo lado ﬁ%; con
lo que no puede cumplirse q@eG-D’'.

(c) por el corolario 9.11.5, (1), (3) y la afirmacién 1, qud + BE+CG+GD =
AE+BE+CD = AB+CD = AD+BC = AD+ BE +CG, es decir, queAD =
AH + GD. Pero, si se cumplier®’-C-G tendriamos, por el corolario 9.11.5y la
definicion de Interposicion, quéH + GD = D'H — D’A+D’D — D’H, es decir,
D'D = D’A+ AD; contrario a la Desigualdad del triangulo &ADD'.

Si se cumpliera (VII) tendriamos, por (6), qiey D’ estan del lado dé—l—]
opuesto al d€; con lo que no puede cumplir€eD’-G ni D’-C-G.

Por todo lo hecho anteriormente tendremos 4ue
B, C y D' son los vértices de un cuadrilatero cir-
cunscribible:CJABCD. Por lo probado en la impli-
cacion anteriotAB-+CD’' = AD' +BC. Siacas® #

D’ tendriamos, por (1), queD’ —CD = AD' — AD
0CD-CD =AD-AD, es decir, qu&AD + DD’ =
AD' 0 AD' + DD’ = AD; contrario a la Desigualdad
del triangulo enAADD'. Por tanto,D = D' y, asi,
OABCDes circunscribible.
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Note que todos los rombos son cuadrilateros circunscribibles. Los siguientes
resultados nos permitiran establecer una medida que relaciona a un circulo con
cualquier punto del plano.

Proposicién 9.17 (Potencia de un punto)

Dado un circulo@’, un punto Q, y una recta que pasa por Q y que es secante a
% en los puntos Ry S, se tiene que el producto QR permanece constante, al
tomar cualquier otra secante @ por Q.

Este niimero es frecuentemente llamkdootencia del punto respecto al circulo

Prueba Searfs” un circulo,Q un puntoJ; una secante que pasa [ie interseca
a¥ enlos puntofRy S vy |, otra secante que pasa @ interseca & en los
puntosU y T.

Caso | Q esta fuera d&.

Consideremos los trianguldsQSUy AQTR El anguloZQ es comin/ZQSU=
/QTR porgue estan inscritos en el mismo aR8U= RTU. Por el criterio AA
de semejanza de triangulo4,QSU~ AQTR Por tanto,g—f = %, de donde
QR-QS=QU-QT.

Caso Il Q esta dentro d&’.

En este casdz-Q-Sy T-Q-U. Como el arc®T gue no contiene R esta inscrito
en los angulog¥’SUTy ZSRTtendremos, por la proposicion 9.11, qd8U T =
/SRT. Como/SQU= /TQR(al ser opuestos por el vértice), tendremos, por el
criterio AA de semejanza de triangulos, gUSQU~ ATQR Asi §2 = SV,
por tanto,QR- QS= QU - QT.

Caso lll Qestaery.

Enestecas@@=RoQ=SyQ=Uo0Q=T,; dedonde G- QR-QS=QU -QT.

De acuerdo con la proposicion 9.15 s6lo hay dos segmentos tangentes a un
circulo desde un punto de su exterior (con extremo en el punto de tangencia).
Gracias al corolario 9.11.5, estos dos segmentos tangentes son congruentes. Y,
finalmente, gracias al corolario 9.15.1, estos dos segmentos tangentes determinan
angulos congruentes con la recta que pasa por el punto exterior y el centro.
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La siguiente proposicion nos muestra que la formula anterior sigue valiendo
aun siU = T; ademas de que nos provee de una relacién entre los segmentos
tangentes y secantes desde un mismo punto exterior.

Proposicién 9.18 El cuadrado de la longitud de un segmento tangente a un cir-
culo, desde un punto de su exterior, es la potencia con respecto al circulo de dicho
punto exterior.

En otras palabras: dado un gmento QT tangente a un circuté en T,y QS

un segmento secantezd que interseca al circulo en los puntos Ry S, entonces
QR-QS= QT? (es decir, QT es la media geométrica de QR y QS).

Prueba Consideremos un circulg, Q un punto en

su exterioy QT un segmento tangente@ enT, y s
QSun segmento secantegque interseca al circulo
en los puntokRy S. Como el arcor R que no con-
tiene aSesta inscrito en los anguleSTy ZQTR
tendremos, por la proposicion 9.11, qu&ST =
/QTR Como/Q es comun tendremos, por el cri- R
terio AA de semejanza de triangulos, qgO€ST ~

AQTR Asi & = &Ly, por tantoQR- QS= QT2. Q
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Problemas del Capitulo 9

9.1 Pruebe las proposiciones 9.9y 9.10.
9.2 Pruebe los corolarios 9.11.1-6.

9.3 Si un angulo tiene su vértice fuera de un circulo, y sus lados son tangentes a
éste:
(a) pruebe que su medida es 180 menos la medida del arco mas pequefio de los
gue inscribe.
(b) ¢cudl es la medida del angulo, si la medida de uno de sus arcos inscritos es 4
veces la medida del otro?

— —
9.4 Si KS es tangente al circulo €n, y la secant&KR K T S
contiene al puntd®, centro del circulo, determine
UQT y mZSTR conociendan/K.

9.5 Pruebe que dos circul@a y 6o NO se cortan si, y sélo si, la suma de dos de
los nimeros, by c = PQes menor que el tercero.
Ademas: cada uno de ellos esta en el exterior del otro si, y s@a-4),< C; ¢pa
esta en el interior d&g, Si, y sOlo sia+c < b; y ¢ esta en el interior d&pa
si,ysOlosib+c<a.

9.6 Pruebe el corolario 9.15.1.

9.7 Pruebe que la razon del Teorema del seno, en el ejercicio 6.52.(n), es el circun-
didametro del triangulo del que se trata.

9.8 Si los lados de un tridngulo acutangulo miderb y ¢, y el circunradio e,
a-b-c
ruebe que el area del triangulo .
pruebe q quioep

9.9 Si el inradio de un tridngulo as pruebe que el area del trianguloses.
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9.10 Pruebe que:

(a) la distancia desde un vértice de un triangulo hasta el punto de tangencia del
incirculo, con uno de los lados del cual es extremo, es igual a la diferen-
cia entre el semiperimetro del triangulo y la longitud del lado opuesto a ese
vértice.

(b) la suma de las medidas de los catetos de un triangulo rectangulo es igual a la
medida de la longitud de la hipotenusa mas el indiametro.

9.11 (Latitud de un lugary la estrella Polar)
La latitud de un lugar en la tierra (en el hemisferio norte) es igual a la medida
del &ngulo de elevacién de la estrella Polar sobre el horizonte, cuando se observa
desde dicho lugar
La situacion real se describe geométricamente de la si-

guiente manera: el circulo es el meridiano en el que se LR
encuentra el observad@r, junto con su complemento; N

—
C es el centro de dicho circul®§Ses el eje polar O

el norte, ySel sur); E es el punto del meridiano del
observador que esta en el ecuador (el que tiene latjtud

<
0); OH es el horizonte del observador, dordléndica
la direccion norteP es la estrella polar (que, dada s

lejania, puede considerarse qié I <N—é); UOE es la

latitud del lugar en el que esta ubicado el observador; S
y ZPOH es el angulo de elevacion de la estrella Polar

sobre el horizonte del observador.

Verifique que lo afirmado al principio es cierto, probando que:
P >
Si, en el circulo con centro Cadio CE_L NS;OH es la tangente al circulo en
— —> —_
OyOP || NS, entoncegOE = m/POH.

9.12 (a)Si, en el semicirculdCB, CD L AB enD, pruebe qu&€D es la media geo-

métrica deAD y DB.

(b) Si el diametroAB de un circulo es perpendicular a uoaerdaCD en E,
pruebe qu€D? = 4- AE - BE (es decirAE - BE = (%D)Z); si,ademasAQes
una cuerda que cor&CD enP, pruebe quéP- AQ es independiente de

(c) ¢ Como construir un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa sea un segmento
dado?

(d) ¢, Como construir un segmento cuya longitud sea la media geométrica de otros
dos segmentos dados?

(e) ¢ Como construir un segmento cuya longitud sea la raiz cuadrada de un nu-
mero positivo dado?
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9.13 Pruebe que, en un circulo cualquiera, los puntos medios de todas las cuerdas con-
gruentes con una cuerda dada que no es diametro forman un circulo concéntrico
con el circulo dado y de radio igual a la distancia de una cualquiera de las cuerdas
al centro.

9.14 Pruebe que:

(a) Dados dos circulos tangentes interiormente en el pAntales que el se-
gundo circulo pasa a través del centro del primero, toda cuerda del primer
circulo que tenga un extremo &res bisecada por el segundo circulo.

(b) Dado un puntd en un circuldép,, Ay los puntos medios de todas las cuer-
das deép, que tienen un extremo &k forman un circulo tangente interior-
mente &p, enAYy que pasa poP.

9.15 (Distancia punto-circulo)

N
Dado un circuloép y un puntoA # P, seaB el punto de interseccion deAy %p.
Pruebe qué\B es la distancia mas corta enke/ cualquier punto d&p.

La distancia entre un punt@A y un circulo ép,; se define comor, siA = P; AB,
SiA£P.

9.16 Sitenemos dos triangulos semejantes, pruebe que:

(a) los circunradios estan en la misma razén que sus lados.
(b) los inradios estan en la misma razén que sus lados.

9.17 Pruebe que los arcos tienen tantos puntos como la cuerda determinada por sus
extremos.

9.18 (Tangentes comunes, internas y externas)
Consideremos dos circulos distintds, y ¢op, la recta determinada por sus

<
centrosPQ, y una rectd tangente comin a ambos circulos.
—

Sil corta aPQ en un punto que esta entPey Q, se dice qué esuna tangente
comun internaa ambos circulos; llamaremos, al segmento determinado por los
puntos de contacto de una tangente comun interna con los dos cieagosento
tangente comun interno

Sil no corta a%en un punto que esta enfPgy Q, se dice qué esuna tangente
comun externaa ambos circulos; llamaremos, al segmento determinado por los
puntos de contacto de una tangente comun externa con los dos cisegiognto
tangente comun externo
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. — —
En la figura:ABy A'B’ son tangentes comunes exterr@@B;y C'D’ son tangentes
comunesnternasABy A'B’ son segmentos tangentes comunes exteynds) y
C’D’ son segmentos tangentes comunes internos.

Pruebe que:
(a) Si existe una tangente comun interna a dos circulos distig#@sy 4qp,
—
entonces cortaBQ en un punto que no esta dentro de los circulos; y si existe
una segunda, entonces pasa por ese mismo punto.
—
(b) Una tangente comun externa a dos circulos disti#ftqsy 4o corta aPQ
si, y s6lo sia# b.
(c) Si existe una tangente comun externa a dos circulos dis#ppg 6o, que
<
corta aPQ, entonces el punto de corte no esta dentro de los circulos; y si

existe una segunda, entonces pasa por ese mismo punto.
(d) Silos circulosépa Y 6o NO se cortan, y cada uno de ellos esta en el exterior
del otro, existen exactamente dos tangentes comunes internas, y dos externas,

a ambos circulos.

9.19 Mientras exploraba unas ruinas antiguas, un arqueologo encontrd un trozo del
borde de unarueda. Para poder reconstruir la rueda, necesitaba conocer el diametro.
A tal fin, lo Unico que hizo fue marcar tres punissB y C en el borde. ¢ Como
calcul6 el diametro de la rueda?

9.20 Pruebe gue los segmentos que unen los extremos de dos diametros distintos de un
circulo son paralelos y congruentes.
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9.21 Pruebe que dos cuerdas de un circulo que tienen un extremo comuan son congruen-
tes si, y soélo si, las cuerdas determinan angulos congruentes con el diametro que
pasa por ese extremo.

9.22 Pruebe que el punto de corte de un circulo y el segmento que une un punto de
su exterior y su centro, equidista de los segmentos tangentes desde ese punto
exterior.

9.23 Dados dos circulos tangentdssu punto de contacto, lysu tangente comun en
T, pruebe que:

(a) los segmentos tangentes, desde un puntaldinto deT a cualquiera de los
circulos, son congruentes.

(b) la potencia de cualquier punto Herespecto a uno de los circulos, es igual a
Su potencia respecto al otro.

9.24 Pruebe que la cuerda mas corta que pasa por un punto interior de un circulo,
distinto del centro, es la perpendicular al radio que pasa por el punto.

9.25 Dado un cuadrilatero ciclico, pruebe que:

(a) las mediatrices de los cuatro lados y las mediatrices de las diagonales con-
curren en un punto.

(b) si es paralelogramo, entonces debe ser un rectangulo; el centro del circulo
coincide con el punto de corte de las diagonales; y los lados opuestos equidis-
tan del centro.

(c) si es trapecio, entonces es isésceles.

(d) si tiene dos lados congruentes, entonces debe ser un rectangulo o un trapecio
isésceles.

9.26 Dado un triangulo equilatero, verifique que:

(a) los puntos de tangencia de su incirculo con sus lados determinan otro trian-
gulo equilatero cuyo lado mide la mitad del lado del original.

(b) las tangentes a su circuncirculo por sus vértices determinan otro triangulo
equilatero cuyo lado mide el doble del lado del original.
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9.27 SearKT—| y Ia tangentes al circulo, éd y G, res-
pectivamente.
(a) Determinem/DGH y mZGHK, conociendo
la medida del arco may@H.
(b) ¢Por qu&KHG = /KGH? H
(c) Si KH + KG es igual al diametro del circulo,
determinem/K.
Sim/K = 60:
(d) pruebe que la medida del arco ma@ es
dos veces la medida del arco mef&H.
(e) pruebe que los segmentos tangentes forman un triangulo equilatero con la
cuerda que une los puntos de tangencia.
(f) determine las longitudes de los segmentos tangentes, conociendo el diametro.

D G K

9.28 Indique un método por medio del cual podemos inscribingono regular( >
3) en un circulo cualquiera.

9.29 Dados dos circulos concéntricos:

(a) pruebe que toda cuerda del circulo mayor, que es tangente al circulo menor,
es bisecada en su punto de tangencia.

(b) considerando las tangentes al circulo menor que pasan por los extremos de un
diametro del circulo mayor, determine la longitud de cada segmento tangente
gue tiene un extremo en cada circulo, conociendo sus diametros.

—
9.30 La rectaQA es tangente a un circulo de radienA, y la distancia d&) al centro
esd. Determine cada una de las longitud@, d y r, conociendo las otras dos.

9.31 En un circulo de radio, una de sus cuerdas midey esta a una distancadel
centro. Determine cada una de las longitudesy r, conociendo las otras dos.

9.32 (a)Calcule:
(i) el circunradio de un tridngulo equilatero, conociendo el lado del trian-
gulo.
(ii) el inradio de un tridngulo equilatero, conociendo el lado del triangulo.
(iii) el circunradio de un cuadrado, conociendo el lado del cuadrado.
(iv) el inradio de un cuadrado, conociendo el lado del cuadrado.
(b) Si un cuadrado y un triangulo equilatero estan inscritos en el mismo circulo,
pruebe que:
(i) la distancia, desde el centro del circulo, a cualquiera de los lados del
cuadrado es mayor que a cualquiera de los lados del triangulo.
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(ii) los lados del triangulo son mas largos que los del cuadrado.
(iii) el perimetro del cuadrado es mayor que el del triangulo.

9.33 Si AB es un diametro del circulo con cenfol es
tangente e al circuloy ADy BC son perpendicu-

lares d, pruebe quéD = PC.

9.34 En un circulo con centr®, AB es un didmetry AC es otra cuerda cualquiera.
Una recta que pasa pBry es paralelaAC, interseca en un punf a la tangente
—

al circulo erC. Pruebe qu®B es tangente al circulo en el purio

9.35 Si una cuerda de un circulo mide lo mismo que su radio:

(a) calcule las medidas de los arcos que determina.
(b) verifigue que, si se trazan cuerdas sucesivas de esta longitud, la sexta termina

donde comienza la primef#)

(c) pruebe que la distancia desde uno de los extremos de la cuerda hasta el punto
de corte del rayo que parte del centro en la direccion de dicho extremo, con la
tangente al circulo que pasa por el otro de los extremos, también es el radio

del circulo.

9.36 Si ABy CD son dos diametros distintos de un circulo, determine la medida de
cada uno de los arcos que determinan, conociemdaBC.

9.37 Pruebe que:
(a) un rayo es el bisector de un angulo central de un circulo si, y sélo si, biseca a

la cuerda correspondiente.
(b) un rayo es el bisector de un angulo central de un circulo si, y solo si, biseca

al arco menor correspondiente.
(c) un rayo es el bisector de un angulo central de un circulo si, y s6lo si, su rayo

opuesto biseca al arco mayor correspondiente.
(d) un rayo es el bisector de un angulo que tiene su vértice en un circulo, y cuyos
lados son secantes o tangentes a éste, si, y so6lo si, biseca a su arco inscrito.
(e) siun diametro de un circulo es perpendicular a una cuerda, entonces el diametro
biseca a cada uno de los arcos determinados por los extremos de la cuerda.
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9.38 Si uAG = uBG, pruebe queAMHB ~ AMAG. M
B
G
A

9.39 Si AB es un diametro del mas pequefio de los dos cir-
culos concéntricos; APy BQ son tangentes al circulo
mas pequefio eAy B, respectivamente, pruebeeAB
y PQse intersecan en el centro de los circulos.

s
)

9.40 Pruebe que la medida del arco del circuncirculo inscrito en el angulo del vértice
de un triangulo isosceles es dos veces la diferencia entre la medida del angulo
externo en la base del tridngulo, y la de un angulo de la base.

9.41 Si, en el circuncirculo d&ABC, lacuerdaAE L BCy lacuerdeCD L AB, pruebe
queBD = BE.

9.42 Si H es el centro del circuloy CI es un diametro,
pruebequeCA || HN si, y sélo siAN = N

9.43 PruebequeAB =2 CD si, y sélosi, AC= BD

Vo
&
X

9.44 Si OABCD es un cuadrado, I es un punto interior déB en su circuncirculo,
pruebequePCy PD trisecan a/APB.
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— <
9.45 Si PA y PD son tangentes al circulo ek S
y D, respectivamente, determine la medida
de cada angulo y de cada arco, conociendo
UAD, uBCy m/TAB

_|

>

o
;u/
QO

— < -
9.46 Si PRy QS son tangentes al circulp PQ es un S
diametro, determine el radio del circulo conociendo R

UMQy RQ

9.47 SeaABun diametro de un cjrculo en el cuabaerda
DE es paralela a la tangen@B.
(a) Determine la medida de cada angulo y cada
arco, conociendpBD.
(b) Determine la longitud de cada segmento, cono-
ciendoAE y el radio del circulo. A

N,

9.48 (a)Pruebe que todo poligono equilatero y ciclico es regular.
(b) Disefie un poligono equiangulo y ciclico no regular.
(c) Pruebe que todo poligono equiangulo y circunscribible es regular.
(d) Disefie un poligono equilatero y circunscribible no regular.

9.49 Considere un circulo, un punBen su exterior, una recta que pasapatangente
al circulo enT y una secante que pasa K corta al circulo erQ y R de tal
manera quér-Q-P. Si el bisector deZQTRintersecaa RQ en S, pruebe que
PT=PS
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9.50 Silos circulossy y %2, con centro® y Srespectivamente, son tangentes interior-
mente a la recthenQ, donde% esta en el interior d&7; una secante al circulo
mayor pasa poP, es tangente al circulo menor €ry corta al enR; determine
QRconociendo los radios de los circulos.

9.51 Si dos circulos congruentes son tangentes exteriormente, pruebe que un punto
cualquiera equidistante de sus centros esta en su tangente comun.

9.52 Si cada uno de tres circulos es tangente exteriormente a los otros dos, calcule el
radio de cada circulo conociendo la distancia entre sus centros.

9.53 Dos circulos no congruentes son tangentes en un plunidna secantd, que
pasa pofT, interseca al circulo mayor ey al menor enB. Pruebe que las
tangentes eAy enB son paralelas.

9.54 Si AD y DB son diametros de circulos congruentes y tangentes exteriormente en
— —_— — —
D, y BC es una tangente &€ pruebe quetAC = uDC + uDE.

C

LN,
NN

9.55 Si se inscribe un pentagono regular en un circulo:

(a) Determine el angulo que forman las diagonales desde dos vértices consecuti-
VOS.

(b) Determine el angulo que forman las secantes que contienen dos lados del
pentagono y que pasan por los extremos de uno de sus lados.

9.56 SiABy CD son cuerdas de un circulo que se cortan en punto intridetermine
EB,EDYy EC, conocienddAB,CDy EA

9.57 SiWSy HI son cuerdas que se intersectarGry RT

biseca el angulaW Gl, pruebe qu8V R- TS=HT -RI. ' ) 7
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9.58 Si AD es bisectriz de\ABC, pruebe queAD? = AB-AC— BD-DC (es decir, el
producto de los lados adyacentes menos la potendardspecto al circuncirculo
de AABQ).

9.59 Si el hexagon®BCDEF es circunscribible, pruebe qé8+CD+ EF = BC+
DE +FA.

9.60 Pruebe que:

(a) Si los circulosépa y ¢op NO se cortan, y uno de ellos estéa en el interior del
otro, no existe ninguna tangente comun interna, ni externa, a ambos circulos.

(b) Silos circulosépa y 6o SON tangentes exteriormente, entonces existe exac-
tamente una tangente comun interna, y dos externas, a ambos circulos.

(c) Si los circulosépa y éop Son tangentes interiormente, entonces no existe
ninguna tangente comun interna, y exactamente una externa, a ambos circu-
los.

(d) Silos circulosépa y éop Se cortan en dos puntos, entonces no existe ninguna
tangente comun interna, y exactamente dos externas, a ambos circulos.

9.61 Pruebe que:

(a) si existen dos tangentes comunes externas a dos circulos, entonces los seg-
mentos tangentes comunes externos son congruentes.

(b) si existen dos tangentes comunes internas a dos circulos, entonces los seg-
mentos tangentes comunes internos son congruentes.

9.62 Determine, conociendo sus radios y una de las distancias dadas, la otra:

(a) la distancia entre los centros de dos circulos y la longitud de un segmento
tangente comun interno (en caso de que exista).

(b) la distancia entre los centros de dos circulos y la longitud de un segmento
tangente comun externo (en caso de que exista).

9.63 Pruebe que:

(a) Sidos circulos son tangentes exteriormente, entonces la tangente comun biseca
a cada segmento tangente comun externo a los circulos.

(b) Sidos circulos son secantes, entonces la recta determinada por los dos puntos
de corte biseca a cada segmento tangente comun externo a los circulos.

9.64 Si dos circulos se cortan en los punfog B, pruebe que:

(a) siCy D son los extremos de sendos diametros que comienzAnletos dos
circulos, entonceB estaenCD.
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(b) si trazamos una recta que pasa Baor corta al primer circulo eiX y al se-
gundo circulo efY, entonces el anguldX AY no depende de la recta trazada.
(c) si sendas secantes paiy por B cortan a uno de los circulos ehy Z, y al

—
otro enY y W, respectivamente, cahy W del mismo lado d&Y, entonces
XZ| YW.

9.65 Pruebe que es imposible que las longitudes de los segmentos determinados en dos
cuerdas de un circulo, que se intersecan, sean cuatro numeros enteros consecuti-

VOS.
e -7 H
9.66 Si AB es un didmetroCD es tangente en A
B, y B es el punto mediale CD, pruebe
queAC-AG= AD-AH. H
G
C B D

9.67 Si AB es un diametro de un circulo con cenoy X eY son puntos del circulo
— I -
tales queXY biseca a AXB, pruebequePY L AB.

9.68 Si P es el centro detirculo;PD L AC; PE L BC;y c
PD = PE, pruebe que’/DBA= /EAB. !

s

9.69 Si dos circulos congruentes son tangentes exteriormenfte gel diametroPQ
de uno de ellos es paraleloditmetroSRdel otro, conSy Q en lados opuestos

de<P—>R, pruebe quéIPQRSes un rombo.

A B

9.70 Si ﬁ tangente al circulo: B
(a) determine las medidas de los seis angulos, cono- A
ciendouBD, uDE y uCE.
(b) determineAB, conociendACy CE. C
(c) determine el radio del circulo, conocien8d =
CDy u/BE. D
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9.71 Si A, By C son puntos de un circulo tales quAB = uAC = uBC =120, yP
es un punto cualquiera @B, pruebe quéA+ PB= PC.

9.72 (Teorema de la Mariposa)
SeaPQ una cuerda de un circulg, y M su punto medioSeanAB y CD otras

dos cuerdas d& que pasan padwl, conAy C del mismo lado d:P—()Q. SiXeY
son los puntos de cortte AD y CB conPQ, pruebe quévl es el punto medide
XY.

9.73 Si tenemos dos poligonos semejantes, pruebe que:

(a) si son ciclicos, entonces sus circunradios estan en la misma razon que sus
lados.

(b) si uno de ellos es ciclico, entonces el otro también.

(c) si son circunscribibles, entonces sus inradios estan en la misma razon que sus
lados.

(d) si uno de ellos es circunscribible, entonces el otro también.

9.74 (a)El perimetro de un poligono inscrito en un circulo es menor que el perimetro
de cualquiera de los poligonos circunscritos a ese mismo circulo.
(b) El area de un poligono inscrito en un circulo es menor que el area de cualquiera
de los poligonos circunscritos a ese mismo circulo.

9.75 Sir es el circunradio de un n-agono regular, pruebe que:
5 2 360
(@) su areaeg-n-r2-ser(3%0).
(b) su perimetro es - r - ser(£0).
; 180 180
(c) su area se puede expresar camo? - ser(189) - cog(129).



Capitulo 9 Circulos 255

Comentarios del Capitulo 9

{1 Algunos autores utilizan las palabreisculo y circunferenciade manera distinta a como nosotros
las empleamos en este texto: para algunos, lo que nosotros definimos aquiresni@rencia
siendo el circulo lo que nosotros definimos comim&drior del circulg para otros la circunferencia
es lo que nosotros definimos comddagitud del circulo

{2)Note que esta definicion ddrculos congruentessta de acuerdo con el empleo de la palaora
gruentepara segmentos, angulos y triangulos. La idea que ha estado en el fondo siempre es que
dos figuras geométricas son congruentes, si tienen el mismo tamafio y la misma forma.

Por otro lado, no tiene sentido establecer la nociéeateejanzale circulos pues, desde el punto
de vista puramente intuitivo, cualesquiera dos circulos son semejtetesi la misma forma

(3 como veremos, en esta proposicién usaremos, por primera veastellado de completaciéute
Euclides fodo numero real positivo tiene una raiz cuadragaDe hecho, la proposicion en si
describe una propiedad de completitud, no sélo de la recta, sino del plano: si elyplaTta
agujerosy algunos puntos, que debieran estar ahi, faltassta proposicién no seria cierta. Desde
el punto de vista métrico (que es el que estamos desarrollando), no tenemos este problema, pues
contamos con laompletaciénde Euclides del sistema de nimeros reales.

' Note que la medida angular de un arco no depende del circulo: si es
un semicirculo, su medida es fija e igual a 180; si no es un semicir-
culo, su medida depende s6lo del angulo central correspondiente. Pg
esta razén no debe confundilgemedida angulade un arco de un
circulo con lo que normalmente se llardzalongitud del arco. En
los circulos concéntricos, los arcos correspondientes al mismo ai
gulo central tienen la misma medida angular, y obviamente no tienen
la misma longitud.

(5 Note que aqui también el significado intuitivo de la palabra congruente es que las dos figuras tienen
el mismo tamafio y la misma forma, o que una coincide con la otra al moverla rigidamente.
Por otro lado, no tiene sentido establecer la nociéeaieejanzale arcos pues, desde el punto de
vista puramente intuitivo, cualesquiera dos arcos son semejtiste=n la misma forma

(6 Tradicionalmente se atribuye a Thales de Mileto el descubrimiento de este resultado.

(") Dicha propiedad también caracteriza los cuadrilateros ciclicos, pero para poder probar el reciproco
de esta proposicion, debemos extender los limites de la teoria mas alla de los de este curso de
Geometria elemental.

(8 La deduccion de esta formula de &rea se debe a un matemaético hindu lIBraadwagupta(598-
670 d. C.). Esta formula generaliza la de Herdn para el calculo del area de un triangulo en funcion
de sus lados.

(9 Esta proposicion debié haberse enunciado como un postulado en los Elementos de Euclides, pero
no se percibid su necesidad; decimos esto porque la primera proposicionElert@ntosla usa
como ya establecida.

(19 Este hecho se usa para dibujar un hexagono regular con sélo un canto recto y un compas.
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Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 9

Creemos que el instructor del curso deberia acompafiar al estudiante en la resolu-
cion de los ejercicios del 9.1 al 9.18; de los cuales consideramos, sin pretender
ser objetivos al respecto, que sondiiicultad bajalos ejercicios del 9.1 al 9.11,
dedificultad intermedialos ejercicios del 9.12 al 9.16, y d#ficultad alta los
ejercicios del 9.17 al 9.18.

Del mismo modo, creemos que el estudiante deberia enfrentar solo los ejer-
cicios del 9.19 al 9.75; de los cuales consideramos, sin pretender ser objetivos al
respecto, que son d#bficultad bajalos ejercicios del 9.19 al 9.67, d#ficultad
intermedialos ejercicios del 9.68 al 9.71, y d#ficultad alta los ejercicios del
9.72 al 9.75.

A continuacién ofrecemoayudaspara algunos de los problemas.

9.2: para la prueba del 9.11.4, tome un segmento conveniente entre un punto de
corte de una de las rectas con el circulo, y uno de la otra; para la prueba del
9.11.6traceBC en

9.7:trace un diametro desde uno de los vértices del triangulo.
9.8: use el ejercicio 7.8 y el ejercicio anterior.
9.9: triangule la region determinada por el tridngulo desde el incentro y sume las
areas parciales.
9.10: para la partéa), via el corolario 9.11.5, exprese los lados y el semiperimetro
en términos de las longitudes de los segmentos tangentes desde los vértices.
9.11: considere el puntd, cenit (o acimut) del observador, y el purpode corte

entre(O—>Pyﬁ.

9.12: (a)use el Teorema de la altura de Euclid@h; use un triangulo rectangulo
cuya hipotenusa es el didmetro de un circulo, y cuya medida es la suma de
las longitudes de los dos segmentos dados.

9.16: para la partéa) puede usar los ejercicios 7.13 y 9.8 (solucién algebraica), o
considerar dos lados correspondientes que no son didmetros de sus respec-
tivos circuncirculos (¢,cémo sabemos que existen?), y los triangulos deter-
minados por sus respectivos circuncentros y los extremos de dichos lados
(solucion geométrica); para la paft® puede usar los ejercicios 6.22, 7.13 y
9.9 (solucién algebraica), o considerar dos lados correspondientes y los trian-
gulos determinados por sus respectivos incentros y los extremos de dichos
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lados, y usar los ejercicios 3.14 y 6.13 (solucion geométrica).

9.18: para la segunda parte de la pdeg suponga que pasa por un segundo puntoy
pruebe que deben ser iguales, trazando los radios hasta los puntos de tangen-
ciay usando semejanzas; para la existencia de las tangentes comunes internas
tﬂ)la partg(d), procedemos asi: $1 fuera el punto de corte de ambas con

PQ, determine cuanto debe valeH y QH, en términos dea, by ¢ = PQ;
tomeH sujeto a esas condiciones y verifique diesta fuera de ambos cir-
culos; tome las tangentes deddea uno de ellos, y verifique que también
son tangentes al otro. Para la existencia de las tangentes comunes externas,
considere por separado los casos enajaeb y a £ b; en este Gltimo caso,
proceda de manera semejante al de la existencia de las tangentes comunes
internas.

9.26: para la partéga), use el ejercicio 3.24 y la proposicion 5.7; para la pénje
use el gjercicio 9.10.

9.29: parala partéa), trace el segmento desde el centro hasta el punto de tangencia.

9.34:tracePC.

9.39: extiendaAB hastaCD, diametro del circulo mayor, y use el ejercicio 9.12.(b).

9.43:traceAD.

9.53: considere por separado los casos en que los circulos son tangentes interior-
mente y exteriormente.

9.58: considere el circuncirculo dAABC, prolongueAD hasta el punt& de ese
circulo y verifique queAABE ~ AADC ~ ABDE.

9.63: para la parté€b), use la proposicién 9.18.

9.64:para la partga), en el caso que hay que razonar, verifiqueCB || PQy
DB || PQ); para la partéc), consideréABy use la proposicion 9.12.

9.68: use la proposicién 9.9 yaceCP.

9.69: verifique queT estéenQSy enPR

9.70: para la partéc), use el ejercicio 9.7.

9.71:use el Teorema de Ptolomeo.

9.72:tomeX; y Xz los pies de las alturas de los triangulad XMy ADXM desde
el vérticeX, respectivamente. Tom& y Y los pies de las alturas de los trian-
gulos ABY My ACY M desde el vértic&’, respectivamente. Verifique que
AMX X ~ AMYLY, AMXoX ~ AMYLY, AAXX ~ ACYLY y ADXpX ~
ABY1Y. Establezca las proporciones correspondientes y, utilizando la poten-

cia deX, medianteAD y PQ, y la deY, medianteBC y PQ, verifique que
MX2 _ PM2—MX?
MYZ — PM2—MYZ2" o o

9.73: para la partéa), use el ejercicio 9.16; para la paft®, use el ejercicio 6.13.

9.74:tome rayos desde el centro del circulo, en la direccion de los vértices del poli-
gono inscrito; considere los cortes de estos rayos con el poligono circunscrito
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y aplique el ejercicio 6.50.

9.75:para la partda), considere el triangulo formado por el centro del circulo y
dos vértices consecutivos del poligono, y trace la altura desde uno de esos
vértices; para la partép), en la construccion anterior, tome ahora la altura
desde el centro; para la paft®, aplique la formula del seno del &ngulo doble
al resultado de la parte (a).

(Longitud de un circulo y de un arco)

Hallar la longitud de un circulo ha sido, junto con el de encontrar su area, uno
de los grandes problemas histéricos de las matematicas. La nocién implicita
en su solucién es la del limite de una sucesiéon de nameros reales, y mas par-
ticularmente la nocién de supremode un conjunto de nimeros reales (ya que
la sucesién en cuestion resulta creciente y acotada superiormente). Por no ser
ésta una nocién de las que consideramos elementales en el estudio del sistema
de los niimeros reales, hemos preferido desarrollar esta parte de la Geometria
en estos comentarios.

En nuestro desarrollo de la Geometria hemos postulado la manera de medir
la longitud de los segmentos, a partir de la cual medimos la longitud de cual-
quier poligonal, simplemente sumando las longitudes de los segmentos que la
componen. La pregunta que intentamos responder es j cémo medir la longitud
de lugares geométricos no compuestos por segmentos? Nos dedicaremos sélo
al caso del circulo, cuya solucién constituira un método general para el resto
de los casos; ilustraremos otra aplicacién del método para el caso de un arco
circular.

Intuitivamente, la longitud de un circulo seria la longitud del segmento que
se obtiene si cortaramos el circulo y lo extendiéramos, tal como lo hariamos con
un trozo de alambre de forma circular. Pero las nociones intuitivas de cortar
y extender no tienen asidero en nuestra teoria. Partiremos mas bien de otra
idea simple que es la de aproximar el circulo por poligonales (que es en lo
que consiste propiamente el método de exhaucién de Eudoxo, y del cual hemos
hablado anteriormente).

Fijemos un circulo épy, inscribamos en él un n-agono regular &, (ver el
ejercicio 9.28), y llamemos I a la longitud de cada uno de sus lados. Si el
namero de lados es suficientemente grande, intuitivamente podemos decir que
el perimetro del poligono, pn =n-Il,, estara muy préximo a la longitud del
circulo. Veamos qué pasa con la longitud del lado del poligono (y por tanto,
con su perimetro), si construimos a partir de &l un 2n-agono regular o, (es
decir, si el nimero de sus lados fuera el doble).
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Consideremos uno de los lados de &, digamos

CE (con lo que Iy =CE), su punto medio D, y AB su
mediatriz (con lo que AB es un didmetro de 6p; per-
pendicular a CE). Como, por LAL, AADC= AADE, g A
tendremos que CA= AE. Repitiendo este proceso
con cada uno de los lados de &7, y tomando como
lados a los segmentos CA'y AE, construimos un 2n- E
agono regular &, (con lo que Ion = AC).

Como CD es la altura correspondiente a la hipotenusa del triangulo rectan-
gulo AABC tendremos, por el Teorema del cateto de Euclides, que

AC? = (In)2=2-r-AD.

Como también APCD es un triangulo rectangulo tendremos, por el Teorema
de Pitagoras, que

DP? = (r —AD)?=r2— ('E”)Z.

Eliminando AD en estas ecuaciones tenemos

IZn:\/Z-rZ—r-\/4-r2—I§.

Si comenzaramos, por ejemplo, con un cuadrado inscrito en el circulo ten-
driamos |4 =r - /2. Construyendo, a partir de este cuadrado, poligonos de 8,
16 y 32, por el procedimiento antes expuesto, tendriamos la sucesién de las
longitudes de sus lados asi:

lo=r-v2-v2 le=r- 2—\/24‘7\@; |32=r-\/2—\/2+\/T7

Cuando hacemos los calculos para el poligono regular de 512 lados tenemos
que Ps1222 6.2831-r; con lo que razonablemente pensamos que la longitud del
circulo de radio r debe ser aproximadamente 6.2831-r. El problema es que
no disponemos de una definicién matematica de lo que significa la longitud
del circulo, para verificar la validez de esta afirmacién (no podemos obtener la
longitud del circulo simplemente afiadiendo las longitudes de ciertos segmentos,
como hicimos para obtener el perimetro de un poligono, porque un circulo no
contiene segmento alguno, por muy pequefio que sea).

Definamos pues lo que entenderemos por la longitud de un circulo. Partimos
de un poligono cualquiera & inscrito en 6p;, tomamos uno de sus lados AB, y
tomamos un punto C en el interior del arco AB que no contiene a ninguno de
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los vértices de &?. Construimos un nuevo poligono &1, sustituyendo el lado
AB de & por los segmentos AC y CB. Asi, el perimetro de £?; es mayor que el
perimetro de & (ya que, gracias a la Desigualdad del triangulo, AB < AC+CB).
De tal manera que, afiadiendo nuevos vértices por este mismo procedimiento,
construiremos poligonos inscritos de perimetro cada vez mayor.

Ahora, como el perimetro de cualquier poligono circunscrito al circulo es
mayor que el de cualquiera de los poligonos inscritos (ver el ejercicio 9.74),
tendremos que este crecimiento en el perimetro de los poligonos inscritos no
es ilimitado. Muy especialmente, si circunscribimos un cuadrado a %py, su
perimetro es 8-r; de manera que el perimetro de cualquier poligono inscrito
en ¢pr es menor que 8-r. De este modo, podemos definir la longitud de un
circulo mediante:

La longitud de un circuloes el menor de los nimeros que son mayores que el
perimetro de cualquier poligono inscrito

Como consecuencia de esta definicién tendremos que, fijado cualquier na-
mero € > 0 (representante del margen de error que nos permitimos cometer en
la medicién de la longitud del circulo), podemos inscribir un poligono en el cir-
culo de tal manera que la diferencia entre la longitud del circulo y el perimetro
del poligono sea menor que €.

Antes que nada trataremos de expresar dicha longitud en términos del radio
del circulo, que es la manera usual de expresar la longitud de un circulo.

Para tal fin, veamos que la razén entre la longitud de un circulo y su
diametro es independiente del tamafio del circulo; hecho que nos dara pie para
definir el namero 7T, tan notable en las matematicas y de caracteristicas muy
peculiares.

Comenzamos con dos circulos épy y 6qs, y llamemos B
| y m a sus respectivas longitudes. Inscribimos en és-
tos sendos n-agonos regulares & y 2, respectivamente,
y llamemos pn y gn a sus respectivos perimetros. Consi- A

deramos el lado AB de 2, y el lado AB' de 2. Como,
por la proposicién 9.9 y la observacién 8.1.(b), MZAPB =
m/A'QB = 360 v |os lados PA y PB son proporcionales B’

—_n L ™°
a los lados QA y QB tendremos, por LAL, que AAPB~

AANQB. Asi, A/SB/ = AB: de donde ”'Q;Bl = D28 es de-
cir, g—f‘s = %. Por la propiedad de linealidad del supremo,

m_ 1
tendremos que ¢ = 5.
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El namero real % se denota por 1. Una de las cosas que se prueban en
un curso de Calculo avanzado es que el namero 1T no es racional, y que se
pueden calcular aproximaciones de éste con la exactitud que se desee mediante,
por ejemplo, el método de aproximacién desarrollado anteriormente para la
longitud de un circulo, duplicando el nimero de lados de un poligono respecto
al anterior, comenzando con el cuadrado. Algunas de sus aproximaciones atiles
son: 3, 3.14, 31 31416 23 3.14159265358979Ahora, como este
nimero es el mismo para todos los circulos, tendremos la manera usual de
expresar la longitud de un circulo de radio r

La longitud de un circulo de radiar es | =2-11-7.

Estos hechos se conocian en la antigiiedad llamada clasica, y se calcularon
con bastante exactitud aproximaciones de 7T. Tal vez la primera noticia acerca
de un intento de evaluarlo data del afio 1600 a. C., acreditado a un egipcio
llamado Ahmes y cuyo resultado fue: 3,1605. Arquimedes(282-212 a. C.)
estimé el valor de 11, inscribiendo y circunscribiendo en un circulo poligonos
de 96 lados, calculando sus perimetros y razonando que la longitud del circulo
estaria entre esos dos valores; su aproximacion resulté en que 7T estaba entre
32 y 312, es decir, entre 3.1429 y 3.1408. Ptolomeo(100-168 d. C.) evalus

11
T como 3.14166, y Vieta (1540-1603 d. C.) en 3.141592653. En el calculo
avanzado se prueba que T=4- (1—%+%—%+%— %1—%) Con el uso de las

modernas computadoras se han hecho aproximaciones de hasta 100000 digitos:
grado de exactitud que, en realidad, no tiene valor practico.

Procedamos ahora a averiguar la longitud
de un arco circular. Para definirla utilizamos el B—
mismo procedimiento que para definir la longi- -
tud del circulo completo. Primero, dividimos el 4
arco dado ABen n arcos congruentes que no se /
crucen y que s6lo se toquen en los extremos (tal ]
como se hace para construir un n-agono regu- \
lar inscrito en un circulo), y trazamos las cuer- \
das correspondientes. Asi tendremos lo que se N
llama una poligonal regular de n lados inscrita S~ o
en el arcq y definimos la longitud del arco cir-
cular mediante:
La longitud de un arco circulares el menor de los nUmeros que son mayores que
la longitud de cualquier poligonal inscrita

Como consecuencia de esta definicién tendremos que, fijado cualquier ni-
mero € > 0 (representante del margen de error que nos permitimos cometer en
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la medicién de la longitud del arco circular), podemos inscribir una poligonal
en el arco circular de tal manera que la diferencia entre la longitud del arco
circular y la longitud de la poligonal sea menor que €.

Antes que nada trataremos de expresar dicha longitud en términos del radio
del circulo que contiene al arco, que es la manera usual de expresar la longitud
de un arco.

Para tal fin convendra considerar un circulo como un arco circular cuya
medida es 360; de modo que podremos considerar su longitud como la de un
arco de medida 360. Asi podemos enunciar el siguiente resultado general sin
mayores complicaciones:

Las longitudes de dos arcos de circulos congruentes son proporcionales a sus
medidas angulares

En otras palabras:
longitud deAB  longitud deA'B'
UAB pUAB

Esto es facil de verificar en casos sencillos: si duplicamos la medida de un
arco, se duplicara la longitud; si se divide la medida por 7, se dividira la longitud
por 7; y asi sucesivamente. Sin embargo, una demostracién de este teorema es
demasiado dificil para este curso.

Ahora bien, si mes la longitud de un circulo de radio r tendremos, a partir

del resultado inmediato anterior, que —— = 360- Pero, como m=2.711-T,
UAB

tendremos la manera usual de expresar la longitud de un arco de un circulo de
radio r en funcién de su medida angular:

La longitud de un arco circulares |= ‘i—’gg -11-1, dondeuAB es su medida an-
gular y r es el radio del circulo al que pertenece

Note que, si AB fuera un circulo completo, recuperamos, a partir de esta
altima expresién, la férmula para calcular la longitud de un circulo.

Aprovecharemos esta ocasién para dejar sentada la unidad de medida de
angulos mas comin en el Calculo: el radian Se llama medida radial de un
angulo a la razén entre la longitud del arco que determina y el radio del circulo.
Asi, de la férmula anterior tenemos que

| T —_
- =—-UAB
r 180 M
es decir, la medida radial de un angulo se obtiene multiplicando su medida

angular por g5 En particular, la medida radial de un angulo recto es 7.
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La unidad de medida radial de un angulo es precisamente el radian. El
angulo de un radian es aquel cuyo arco mide lo mismo que el radio del circulo
del cual lo consideramos como angulo central. La medida de un radian sera
180 o,

- =573

(El &rea de un circulo y de un sector circular)

En primer lugar aclaramos que, una region circular es la unién de un circulo y
su interior. Cuando hablemos del drea de un circulo, queremos decir el drea de
la regién circular correspondiente.

Fijamos un circulo de radio r, inscribimos en él un n-agono regular, y de-
notamos al area del n-agono por A, y su perimetro por pn. Si aumentaramos
un vértice a uno de estos poligonos, aumentariamos su area. Por otro lado, el
area de cualquier poligono inscrito sera menor que el area de cualquier poligono
circunscrito en ese circulo, de manera que el crecimiento en el valor del area de
los poligonos inscritos no sera indefinido, sino que estara “acotado”. Por tanto,
es natural definir el area del circulo mediante:

El area de un circuloes el menor de los nimeros que son mayores que el area de
cualquiera de los poligonos inscritos

Gracias al ejercicio 9.75,
2 180 180 180
An=n-r-ser(=")-cog =) y pp=2-n-r-ser(=").

Asi tendremos que

2An _ 180

. = COS(57).

De la relacién anterior observamos que, cuando n “se hace muy grande”,

el valor de Cos(lTso) sera “proximo” a c0g0), al mismo tiempo que A, sera
proximo al area del circulo, y pp estard préximo a la longitud del circulo, es

decir, a 2-11-r. Razonando asi tendriamos, si denotamos por A el area del
circulo, que

El area de un circulode radio r es A= r1-r2..

Dado un arco ABde un circulo %py, llamaremos sector circulardeterminado
por el arco AB a la unién de todos los segmentos PQ, donde Q es un punto
de AB. Por un razonamiento analogo al que hemos desarrollado para el circulo
(muy incompletamente, por lo demas), podemos probar que

uAB

El area de un sector circulaes A= 5 - 1T- r2, dondeuAB es la medida angular

del arco que lo determina y r es el radio del circulo al que pertenece el arco



204 Geometria métricplana

Note que, si AB fuera un circulo completo, recuperamos, a partir de esta
altima expresién, la férmula para calcular el area de un circulo.

Concluimos estos comentarios dejando planteados algunos problemas re-
lativos a los resultados establecidos en ellos; en algunos seran necesarios los
siguientes conceptos:

Un anillo es la regién determinada por dos circulos concéntricos quitandole, a
la region circular determinada por el circulo mayor, el interior del circulo menor.

Un segmento circulares la region determinada por una cuerda de un circulo y
uno de sus arcos correspondientes.

9.76 Si colocamos una cinta alrededor de la Tierra, ¢ cuanto debemos agregar a la cinta
para que una persona de 1,85 metros pueda pasar caminando parada por debajo
de ella?

9.77 Calcule las longitudes del incirculo y del circuncirculo, sus areas, y la del anillo
determinado por ellos, en:

(a) un cuadrado de lado
(b) un triangulo equilatero de lado

9.78 Pruebe que:

(a) la razo6n de las longitudes de dos circulos es igual a la razén de sus radios.

(b) la raz6n de las areas de dos circulos es igual al cuadrado de la razén de sus
radios.

(c) el &rea de un circulo es la mitad del producto del radio por su longitud.

(d) el area de un sector circular es la mitad del producto del radio por su longitud.

9.79 Silalongitud de un circulo y el perimetro de un cuadrado son iguales, ¢ cual tendra
area mayor?; ¢.cuanto mayor?

9.80 (Generalizacién del Teorema de Pitagoras)
Si se construyen tres circulos, cada uno de ellos con didmetros del tamafio de los
lados de un tridngulo rectangulo dado, pruebe que el &rea del construido sobre la
hipotenusa es la suma de las areas de los construidos sobre los catetos.

9.81 Si el didmetro de cada semicirculo pequefio es igual
al radio del semicirculo grande, y el radio del
semicirculo grande es ¢ cual es el area de la region
sombreada?
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9.82 Dados dos circulos concéntricos y una cuerda del circulo mayor, tangente al cir-
culo menor, pruebe que el area del anillo determinado por los circulos es igual a
un cuarto del producto dey el cuadrado de la longitud de la cuerda.

9.83 El cuadrilaterdaJABCD es un cuadrado de ladp D C
X'y Z son los puntos mediate AD y BC, respecti-
vamente; los centros de los ardd% y BY sonX y
Z, respectivamente. Determine el area de la region
sombreada.

X Y 4

9.84 Los tres semicirculos de la figura tienen como
diametros los lados del tridngulo rectangulo C
AABC, con angulo recto e@. Las areas de las
regiones som, y, z, my n, como se indica. Pruebe
quex+y==z

9.85 Determine el area de;:

(a) un segmento circular.
(b) la regién limitada por dos cuerdas de un circulo que no se cortan, salvo en sus
extremos.

9.86 El 12-4gono que se muestra en la figura, tiene ocho
de sus vértices en un circulo, todos sus lados son
congruentes y, ademas, todos sus angulos son rec-
tos. Si se sabe que la longitud de cada ladd, es
determine el area de la parte de la region circular
exterior al poligono.

9.87 Un circulo de longitud se inscribié en un rombo cuyo perimetrogesCalcule el
area de la region limitada por el circulo y el rombo.

9.88 Un trapecio isOsceles, cuyas bases midgnm, se circunscribe a un circulo.
Determine el area de la region limitada por el circulo y el trapecio.
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9.89 (Construccion de un blanco de tiro)

Un blanco de tiro, en el cual se supone que un afi-
cionado dé en su region central con tanta frecuencia
como en cualquier regién anular, se construye de la si-
guiente manera:

Se toma como radio de la regién central la distancia

— —
PA=r entre dos rayos paralel®M y AN.
—
El circulo de radia y centroP interseca &M enQ.

— —

La perpendicular M enQ corta aAN enB.

Se traza un circulo con radRB = r1 y centroP.

Este proceso se repite, trazando perpendicular&yes y circulos concéntricos
con radioPC=r, y PD =r3. Desde luego, pueden construirse mas anillos.

Con)

(a) Exprese, r2 y rz en funcion de.
(b) Muestre que el area de la region central, y la de los anillos, son iguales.

9.90 El minutero de un reloj en la torre de un edificio publico tiene 2 metros de largo.
Determine la distancia que recorre la punta del minutero en 5 minutos. ¢ Cuantos
centimetros recorrera la punta del minutero en 1 minuto?

9.91 Un octdégono regular se inscribié en un circulo de radibetermine el area de la
parte de la region circular que esté en el exterior del octégono.

9.92 El radio de cada uno de los arcos circulares que
forman la figura de seis pétalos es el mismo que el
radio del circulo que contiene las puntas exteriores
de todos los pétalos. Si el radio es¢cual es el
area de la regiébn sombreada?

9.93 (El area de un ovalo)
Constrayase un évalo de la manera siguiente: partieosB y CD, didametros
perpendiculares de un circulo de radioCon A como centro yAB como radio,

—
trace un arco desd® que interseque &C en G. Analogamente, coB como
>

centro yAB como radio, trace un arco desdale manera que intersequeB&
enH. Finalmente, col® como centro YCG como radio, trac&H. Determine el
area del 6val&ADBGH.
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9.94 (a)¢Cual es larazon entre la apotema de un poligono regular y su inradio?
(b) ¢,Cual es la razdn entre la apotema de un poligono regular y su circunradio?

9.95 ¢ Cual seréa el radio de un circulo, si su longitud es igual al area de la region circular
correspondiente?

9.96 ¢ Cual es larazén de las areas de un triangulo equilatero circunscrito a un circulo
y de un tridngulo equilatero inscrito en el mismo circulo?

9.97 ¢ Pasara méas agua por tres tubos de 2 centimetros de diametro interior, 0 por un
tubo de 6 centimetros de didmetro interior?

9.98 La longitud de un lado de un triangulo equilatero C
AABCesl, y P, Qy Rson los puntos medios de
sus lados. Los arcd®Q, PRy QRtienen como cen-
tros los vértices del triangulo. Determine el areay la P Q
longitud de la frontera de la regién sombreada.

A R B

9.99 En la figura, se muestra un cuadrado inscrito en un
sector de 90 cuyo radio es Calcule el area de la
regiébn sombreada.

9.100 Cada uno de los vértices de la fig@tBCes el centro c
del arco opuesto. La figura tiene la propiedad intere-
sante de que, cuando se hace rodar entre dos rectas
paralelas, siempre tocara las dos rectas, tal como lo
haria una circunferencia. Si el radio de cada arco es

r, calcule el &rea y el perimetro de la figl&BC. A B






Apéndice A

Separacion de la recta

Para realizar las pruebas que quedaron pendientes de las propiedades de la Inter-
posicion ((S3), (S4), (S5) de la proposicion 1.2) y de la congruencia de segmentos
((CS4) y (CSb5) de la proposicién 1.5) estableceremos, en primer lugar, un resul-
tado que servird de enlace entre la Regla y la Interposicion, y que traducira este
concepto en términos del orden de los nimeros reales. Para simplificar su enun-
ciado convendremos en que, para tres niimeros realgsz,

X-y-z significaraque x<y<z 0 z<y<X

Lema A.1 (Coordinacién)

Dados tres puntos distintos y colineales A, By C, a los que corresponden respec-
tivamente los nimeros reales X, y y z (en un sistema de coordenadas de la recta
en que se encuentran), se tiene que A-B-C si, y sélo si, x-y-z.

Prueba SearA, By C tres puntos distintos y colinealesxyy y z sus respectivas
coordenadas (en un sistema de coordenadas de la recta en que se encuentran).
(=) Supongamos qu&-B-C; con lo queAB+ BC = AC, es decir,

1) y=X+[z=y| =[z—x|.

Al ser los tres puntos en cuestion distintos dos a dos tenemos, por el Postulado
de la Regla, que los tres numeros reales son distintos dos a dos; con lo que, por
la tricotomia del orden de los nimeros reales, tenemos que debe cumplirse una, y
s6lo una, de las siguientes posibilidades:

X<VY,X<ZzZy<zdedondx<y< zyasixy-z

X <Y, X<z z<Yy,;dedonde, por (1y = z contrario a lo supuesto.

269
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X <Y, z< X z<Yy,dedonde, por (1y = x; contrario a lo supuesto.
y <X X< ZzYy<z dedonde, por (1y = x; contrario a lo supuesto.
y <X, z<X,Y<z dedonde, por (1y = z contrario a lo supuesto.
y<X z<X z<Yy,dedondez<y< X,y asix-y-z
De este modo tenemos necesariamentexege, tal como se esperaba.
(<) Supongamos quey-z; con lo que
X<Yy<zZ 0 zZ<y<X
Six<y<ztendremos quUAB=|y—x =y—x,BC=|z—y|=z—yy AC=
|z—x =z—x(yaquey—x>0,z—y>0yz—x>0). Ademas tenemos que
AB+BC= (y—Xx)+ (z—y) =z—x=AC, con lo que, por el hecho de g¥eBy
C son distintos y colineales, tendremos ¢uB-C.
Siz <y < X, tendremos, del mismo modo, q@eB-A. Pero, por (S2), esto es lo
mismo queA-B-C.

Probaremos ahora, por separado, las partes que quedaron pendientes de la
proposicion 1.2 (pagina 5).

Proposicién A.1 (S3)
Dados tres puntos distintos y colineales, se tiene que exactamente uno de ellos se
encuentra entre los otros dos.

Prueba SeanrA, By C tres puntos distintos y colinealesxyy y z sus respectivas
coordenadas (en un sistema de coordenadas de la recta en que se encuentran). Al
ser los tres puntos en cuestion distintos dos a dos, tenemaos, por el Postulado de
la Regla, que los tres numeros reales son distintos dos a dos; con lo que, por la
tricotomia del orden de los nimeros reales, tenemos que debe cumplirse una, y
sélo una, de las siguientes tres posibilidades:

X<y<z0z<y<Xx; dedonde, porellemaA.A-B-C.

X< z<yoy<z<x; dedonde, por el lema A.B-C-B.

y<X<z0z<Xx<Yy,;dedonde, porellemaA.B-A-C.

De este modo, siempre uno, y solo uno, de los puntos esta entre lodadros

Proposicién A.2 (S4)

Dados dos puntos distintos Ay B, se tiene que:
(a) existe un punto C tal que A-C-B;y

(b) existe un punto D tal que A-B-D.
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Prueba SeanAy B dos puntos distintos, ¥y y sus respectivas coordenadas (en

un sistema de coordenadas de la recta que ellos determinan). Al ser los dos puntos
en cuestion distintos tenemos, por el Postulado de la Regla, que los dos numeros
reales son distintos; con lo que, por la tricotomia del orden de los nimeros reales,
tenemos que debe cumplirse una, y solo una, de las siguientes dos posibilidades:

X<y 0 y<X

Supongamos que< .

(a) Comox—+x < x+Yy (al sumarx a ambos miembros de la desigualdasthyy <
y+Y (al hacer lo mismo cor), tenemos quexX< x+Yy < 2y. De este modo,
considerando el nimero reak= %y tenemos que < z< y. LlamandoC al

punto de la rectams> gue corresponde al numero reatenemos, por el lema A.1,
queA-C-B.

(b) Consideremos el numero reat y+ 1; con lo quex < y < z. LlamandaD al
punto de la rectaﬁ gue corresponde al nimero reatenemos, por el lema A.1,
queA-B-D.

De manera semejante se hace la prueba de ambas paytesx.si

Proposicién A.3 (S5)
Dados cuatro puntos distintos y colineales, se tiene que siempre podremos nom-
brarlos en un cierto orden A, B, C y D, de tal manera que A-B-C-D.

Prueba SeanP, Q, Ry S cuatro puntos distintos y colineales, y tomemoy,

zy w cuatro numeros reales que correspondan, aunque no respectivamente, a sus
coordenadas (en un sistema de coordenadas de la recta en que se encuentran).
Por la tricotomia del orden de los niUmeros reales, estos cuatro nimeros reales,
al ser distintos, siempre aparecen ordenados entre si, digamos, en lafarma

y < z<w. NombremodA, B, Cy D a los puntos de la recta que correspondan,
respectivamente, a los nimeros readeg, zy w. De las relacioneg <y < z,
X<Yy<W X<Z<WYY<z<wtenemos, por el lema A.1, queB-C, A-

B-D, A-C-D y B-C-D. Como, por (S3), no puede haber ninguna otra relacion de
Interposicién entre estas ternas, tenemos que esta designacion conlleva la relacién
A-B-C-D. Ademas, como por el Postulado de la Regha,B, C, D}y { P, Q, R,

S} deben ser el mismo conjunto, tenemos nombrados a los pen@skRy Scon

las designacione&, B, C y D de tal manera qu&-B-C-D, comoqueriamos.
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Como lo necesitaremos expresamente en lo que sigue, exponemos aparte la
siguiente propiedad de la Interposicion, que nos simplifica el trabajo para deter-
minar cuando se cumple qéeB-C-D.

Lema A.2 Dados cuatro puntos distintos y colineales A, B, C y D con A-B-C, se
tiene que A-B-C-D, si se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) A-C-D; o0
(b) B-C-D.

Prueba SeanA, B, Cy D cuatro puntos distintos y colineales c&B-C. Supon-
gamos que se cumple (a), es decir, 4e@-D.

Llamemos, por (S5), a los cuatro puntos en cuestiyrQ, Ry S, de tal manera
queP-Q-R-S. P # B, ya queP no se encuentra entre ningun par de puntos de
entre las ternas que determinan la posid®@Q-R-S, pero, sin embargd si se
encuentra entre dos de ellos, a sabgy,C. Por razones del todo analogas tene-
mos queP # C, S# B, S# C. Asi tenemos qué-B-C-D o A-C-B-D o D-B-C-A

0 D-C-B- A. ComoA-C-B-D (D-B-C-A) nos dice queA-C-B, y esto junto con
A-B-C contradice (S3), tenemos, por (S2) y (S3), que debe cum@iB«-D
(D-C-B-A), como queriamos.

De manera semejante se hace la prueba en caso de que se pmpla

Probaremos ahora un resultado que establece como un punto interior de un
segmento divide a éste en otros dos segmentos que lo cubren completamente;
usaremos este resultado en la prueba de las dos proposiciones que le siguen.

Lema A.3 Si A, By C son tres puntos tales que A-CeBtonces AB es la union
de ACy CB.

Prueba SeanA, By C tres puntos tales qusC-B.

Probemos primerqueAC esta conteniden AB; tomemos un punt® enAC. Si
P= Ao P=C, es claro, por la definicion de segmento, dquestaen AB. Si
A-P-C, tendremos, por el lema A.2, qéeP-C-B, y asiA-P-B; con lo queP esta
enAB. Por lotanto,AC esta conteniden AB.

Analogamente se pruelo@eCB esta contenidenABY asi, la uniérde ACy CB
esta contenidan AB.

Consideremos, ahora, un pui@nAB.

SiP=Ao0P =B, es claro, por la definicion de segmento, fuestaenAC o P
estaenCB (respectivamente); y asi, en cualquier ca&esta en la unionle AC
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y CB. Supongamos qua-P-B. Considerando los puntas P y C tenemos, por
(S3), que sbélo puede cumplirse una de las siguientes tres afirmaciones:

(1) A-P-C (2)AC-P (3)P-AC.
Si se cumple (1), es claro, por la definicién de segmentoPopstéden AC.
Si se cumple (2) tendremos, por el lema A.2 (al considar@rP y A-P-B), que
A-C-P-B; de dondeC-P-By de aqui, por la definicién de segmerfogstaenCB.
No puede cumplirse (3), ya que en este caso tendriamos, por el lema A.2 (al
consideraiP-A-C y A-C-B), queP-A-C-B; de donde tenemos qireA-B, lo cual,
junto conA-P-B, contradice (S3). De este modo, en cualquiera de los cRsos,

esta en la uniéde ACy CB.
Por lotanto,AB es la uniérde ACy CB.

Probaremos ahora la proposicién 1.3 (pagina 7).

Proposicién A.4 (lgualdad de segmentos)
Dos segmentos son iguales si, y sélo si, sus extremaos coinciden.

Prueba Searsyt dos segmentos con extremdy B, y Cy D, respectivamente.
(=) (Por reduccion al absurdo)
Supongamos que

1) s=t.
Supongamos, ademas, et Cy A#D.
Por (1),A esta ert; con lo que, por la definicion de segmento,
C-A-D.
Por (1),B esta en; con lo que, por el lema A.3,
BestaenAC o BestaenAD.

Supongamos qui estdenAC.
ComoB # A tendremos, por la definicién de segmento, que

B=C o A-BC.

Si acas® = C, tendriamos quB-A-D; de donde, por (S3]) no estari&nAB, a
pesar de que, por (1) estaenAB.

Si acasdA-B-C tendriamos, por el lema A.2 (toman@eB-A 'y C-A-D), queC-B-
A-D; de dondeB-A-D vy, de aqui, la misma contradiccion anterior.

A una contradiccion semejante llegamos, si suponemo8astéen AD.
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PortantoA=CoA=D.

Del mismo modo se prueba gBe=C oB =D.

Asi, comoA # B, tendremos quA=CyB=D,0A=DyB=C.
(«<)Esclaroque,sh=CyB=D,0A=DyB=C, entonces=t.

Probaremos ahora la proposicion 1.4 (pagina 8).

Proposicién A.5 (Igualdad de rayos)
Dos rayos son iguales si, y sélo si, tienen el mismo origen y los puntos que es-
tablecen la direccion son iguales o estan del mismo lado del origen comun.

Prueba Seanuy v dos rayos con origendsy D, y puntos que establecen sus
direccionedB y C, respectivamente.
(=) Supongamos que

1) u=\v.

Por (1),Ay B estan erv; con lo que, por la definicion de rayo
A=D;0A=C; 0D-AC; 0D-C-A;

B=D;o0B=C; 0D-B-C; 0D-C-B.

Probaremos que, de las dieciséis combinaciones que resultan, las Gnicas que se
pueden cumplir soA = D y una cualquiera de las siguient&= C, o D-B-C, o
D-C-B; en cuyo caso estaria probada esta implicacion.

(1) ComoA +# B tendremos que no se pueden cumplir simultaneanfent® y
B=D.

(2) SiA=Cy B =D tendremos, tomando, por (S4), un puRttal queA-D-P,
queP esta eru (al estar del mismo lado dequeB) y P no esta ew (al estar del
lado opuesto d® queC); contrario a (1).

(3) ComoA # B tendremos que no se pueden cumplir simultdneamest€ y
B=C.

(4) Si A= Cy D-B-C tendremos, tomando, por (S4), un puRttal queP-D-B,
queP esta eru (pues, por el lema A.2R-D-B-C y, de aqui,P-B-C; con lo que
P esta del mismo lado da queB) y P no esta erv (pues, por lo dicho en el
paréntesis anterior, se cumleD-C; con lo queP esta del lado opuesto @eque
C); contrario a (1).
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(5) SiA=Cy D-C-B tendremos qu® no esté e (al estar del lado opuesto de
A queB); contrario a (1).

(6) SiD-A-Cy B =D tendremos qu€ no esté e (al estar del lado opuesto de
A queB); contrario a (1).

(7) SiD-A-Cy B=C tendremos qu® no esta em (al estar del lado opuesto de
A queB); contrario a (1).

(8) Si D-A-C y D-B-C tendremos, por el lema A.3, quz-B-A o A-B-C. Si se
cumpleD-B-A tendremos quE no esta em (pues, por el lema A.D-B-A-CYy,
de aqui,B-A-C; con lo queC esta del lado opuesto dequeB). Si se cumple
A-D-C tendremos qu® no esta e (pues, por el lema A.DD-A-B-Cy, de aqui,
D-A-B; con lo queD esta del lado opuesto dequeB). Asi, cualquiera de las
posibilidades contradicen (1).

(9) Si D-A-C y D-C-B tendremos qu® no esta e (pues, por el lema A. D-A-
C-BYy, de aquiD-A-B; con lo queD esta del lado opuesto dequeB); contrario
a(1).

(10) Si D-C-Ay B = D tendremos, tomando, por (S4), un puRttal queC-A-P,
queP esta ernv (pues, por el lema A.2D-C-A-P y, de aquiD-C-P; con lo que
P esta del mismo lado d& queC) y P no esta eru (pues, por lo dicho en el
paréntesis anterior, se cumieA-P; con lo queP esta del lado opuesto deque
B); contrario a (1).

(11) SiD-C-Ay B =C, contradecimos (1), por el mismo argumento que en (10), .
(12) Si D-C-Ay D-B-C tendremaos, tomando, por (S4), un puRttal queC-A-P,
gueP estd erv (pues, por el lema A.DD-B-C-Ay, de aquiD-C-A; de nuevo, por
el lema A.2,D-C-A-Py, de aquiD-C-P; con lo queP esta del mismo lado d@
queC) y P no esté e (pues, por lo dicho en los paréntesis anteriores, se cumple
B-A-P; con lo queP esta del lado opuesto dequeB); contrario a (1).
(13)SiD-C-Ay D-C-Btendremos: por (S3) debe cumplirse una, y s6lo una, de las
siguientes afirmacione®-A-B, o D-B-A, 0 A-D-B. La Ultima de ellas no puede
cumplirse (pues, si se cumpliera tendriamos AweB no estarian e, al estar
en lados opuestos d& pero, por hipétesis, ambos estanveal estar del mismo
lado deD queC). Si se cumpld-A-B tendremos quB no esta em (puesD esta
del lado opuesto da queB). Si se cumpld-B-Atendremos, tomando, por (S4),
un puntoP tal queB-A-P, queP no esta e (al estar del lado opuesto deque
B) y P esta erv (pues, deD-B-Ay B-A-P tenemos, por el lema A.Q-B-A-Py,
de aquiD-A-P. Ahora, deD-A-P y D-C-A tenemos, por el lema A.R)-C-A-Py,
de aquiD-C-P; con lo queP esta del mismo lado d@ queC); contrario a (1).
(«=) Supongamos qu& = D.

SiB = C es claro, por la definicion de rayo, que-=v.
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Consideremos entonces los casos
A-C-B o A-B-C.

Supongamos qua-C-B.

Probemos primero gueesta contenido em; tomemaos un punt® env.
SiP=A0P =C, es claro qud® esta eru.

SiP#£ Ay P #C, tendremos, por la definicion de rayo, que

A-P-C o AC-P

Si A-P-C, tendremos, por el lema A.2 (tomandeP-C y A-C-B), queA-P-C- B;
de dondeP estaenAB, y asi eru.
Si A-C-P, tendremaos, por (S3), al considerar los pur@pP y B, que

CP-B 0 CBP

(ya que la posibilidad de que-C-B daria como consecuencia geeno estéen
CB, con lo que, por el lema A.3 deberia estaen AC; y, por otro ladoA-C-P
nos dice qué® no estéenAC, llevandonos a una contradiccion).

Si tuviéramo<C-P-B, tendriamos, por el lema A.2 (tomandeC-P y C-P-B), que
A-C-P- B; de dondeP estéaenAB, y asi eru.

Si tuviéramo<C-B-P, tendriamos, por el lema A.2 (tomandeC-B y C-B-P), que
A-C-B-P; de dondeA-B-P, y asiP esta eru.

Luego,v esta contenido en

De manera semejante se prueba guesta contenido emy, por tanto, en este
casoy =u.

Por un razonamiento analogo se prueban ambas contenciones, en el caso en que
A-B-C.

Probaremos ahora, por separado, las partes que quedaron pendientes de la
proposicion 1.5 (pagina 9).

Proposicién A.6 (CS4)

R — —
Dado un sgmento AB y un ray@D, se tiene que existe un Unico punto PG
tal que CP= AB.

_ —
Prueba SeanAB un segmento €D un rayo.
(Existencia) Elijamos, por el Postulado de la Regla, un sistema de coordenadas
—

enCD, de manera que la coordenadades 0, y la coordenada desea positiva,
—
digamosx > 0. Llamemo<P al punto deCD que correspondeya= AB. Es claro
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queP £ C (puesy # 0) y queCP= AB (pues<CP=|y—0| = |AB—0| = |AB| = AB,
al serAB> 0). ComoD y P estan del mismo lado d&(pues, al sex>0yy> 0,
—
el lema A.1 no permite que se cumaC-P), tendremos quP esta erCD.
—

(Unicidad) Se&’ otro punto deCD tal queCP = AB. Siacasd # P/, tendriamos
queC-P-P' 0 C-P'-P. En cualquiera de los casB$ = |[CP—CP| = |AB—AB| =
0, es decirP = P’; contrario a lo supuesto. Por tan®= P'.

Proposicién A.7 (CSb5)
Todo segmento tiene exactamente un punto medio.

Prueba SeaAB un segmento.
(Existencia) Seam y y las respectivas coordenadas de los putgsB (en un

sistema de coordenadas de la recta que ellos determinan). LlarReahpsinto

—
de AB que correspondeza= %y Comox < z< Yy, tenemos, por el lema A.1, que

A-P-B. ComoAP = PB, tenemos que es punto mediale AB.

(Unicidad) Sed@’ otro punto mediale AB, es decir, tal qué&-P'-By AP = P'B.
H

ComoP y P’ estan enAB (al estar del mismo lado d& queB) y P’ es talque

AP = AP (puesAP = 28 = AP)), tendremos, por (CS4), qie=P'.

Probemos ahora la parte (b) de la proposicién 1.7 (pagina 11).

Proposicién A.8 Cualesquiera dos rayos opuestos tienen en comun sélo su ori-
gen, y su unién es igual a la recta que los contiene.

—  —
Prueba Consideremos los rayos opueskidy AG, y | la recta que los contiene.
— —

— —
ComoAD y AG estan contenidos dn tenemos que la unién d&D y AG esta
contenida em.

Tomemos, ahora, un punkenl.

SiPesA, GoD, es claro quéd esta la union déTD y ,@

Si no, tenemos quA, D, Gy P son cuatro puntos distintos y colineales. Comao,
por la definicion de rayos opuest@A-D, tenemos, por (S5), (S3) y el lema A.2,
gueP so6lo puede aparecer en una de las siguientes posiciones:

—>
G-A-D-P, en cuyo caso tenemo&-D-P, y asi P esta enAD.
—
G-A-P-D, en cuyo caso tenemo&-P-D, y asi P esta enAD.
H
G-P-A-D, en cuyo caso tenemds-P-A, y asi P estad enAG.
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.
P-G-A-D, en cuyo caso tenemd3-G-A, y asi P esta enAG.

Por tanto, en cualquiera de las posibilidades tenemo$@sta en la union de
— — . ., —  —

ADYy AG; con lo qud esigual ala union daDy AG.

Ahora, como en las condiciones dadasi-D, tendremos que, Bifuera un punto

comun aﬁ y E distinto deA, P deberia estar del mismo lado AeueD y del
mismo lado deA queG; lo cual, por (S3), es del todmposible.

Probaremos ahora la proposicion 2.1 (pagina 29).

Proposicién A.9 (Igualdad de angulos)
Dos angulos son iguales si, y sélo si, cada lado del uno es igual a un lado del
otro.

—  —
Prueba Seam y 8 dos angulos con ladésBy AC, y [75 y IZY: respectivamente.
=) Supongamos que = B ComoA esté era, tendremos quA esta er3. Asi,

Aesta erDE oAesta erDF

Supongamos qu& esta erDE

ComoB esta e, tendremos quB esté er3. Asi, B esta erD_E> oBesta erD_l%.
Supongamos quB esta erDTE. Las Unicas posibilidades que no llevan a una

i ., — —
contradiccion concluyen qusB = DE.

En esta situacion tendremos, por la proposicion A.5,DjueA.

Ahora, comdC esté era, tendremos quE esta er3. Asi,C esta erD_E> oCesta

en ﬁ: PeroC no esta erﬁz (puesC no esta erﬁ). Asi,C esta erﬁ:. Ahora,
comoC # A, tendremos, por la proposicion A.5, qATé = Iﬁ):

Si suponemos quB esta erD_l>: tendremos, por un razonamiento analogo, que
— — — —

AB=DF y AC=DE.

Del mismo modo y por razonamlentos analogos se prueba essh erDF

y B esta erDE entoncesAB DE y AC DF y, Si A esta erDE y B esta en

DF entoncesAB DF y AC DE
(«=) Es claro que, si cada lado dees igual a un lado dB, entoncesy = 3.

Probaremos finalmente la proposicion 3.1 (pagina 57). Para ello establecere-
mos previamente el siguiente resultado, bastante intuitivo.

Lema A.4 La interseccidn de un tridngulo, y la recta que contiene uno de sus
lados, es igual a ese lado.
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>
Prueba SeaS el tridngulo con vértice#é, By C, y consideremos la rectaB.
—
ComoC no esta erAB tendremos, por el Postulado de separacion del plano, que

<
C esta en uno de los lados @8, digamoss. Ahora, por el ejercicio 2.3, todos
los puntos dé&, excepto los ddadoAB esta ens#’; con lo que la interseccion de

> R
Sy AB esAB.

Proposicién A.10 (Igualdad de triangulos)
Dos triangulos son iguales si, y sélo si, sus vértices coinciden.

Prueba SeanSy T dos triangulos con vértices By C, y D, E y F, respectiva-
mente.
(=) Supongamos que

1) S=T.
Por la definicion de triangulo y (1), tendremos que:

(a)D estéenAB, (b)D estéenAC o (c)D estaenBC.
Supongamos que se cump#e, es decir, que

(2) D estaenAB.

Por el lema A.4, tenemos que
) ., — -
3) la interseccion dBE y T esDE.
. -7 H s
Como, por el lema A.4, la interseccion 48 y SesAB, tendremos, por (1), que
- -7 <—> e
4) la interseccion d&By T esAB.

—
Afirmacion | Uno, y solo uno, de los puntos E o F debe esta”A&n
(Por reduccién al absurdo)

— — I
Supongamos que M ni F estan erAB. Asi, la interseccion déB conDE y
conDF con5|ste sélo del puntd (pues si no, por el Postulado de la re@a F

estarian erAB contrario a lo supuesto). Si acaAB intersectaa EF tendremos
gue lo hace en a lo mas un pudpues si no, por el Postulado de la rec&ay

F estarian erAB contrario a lo supuesto). De este modo, la mterseccthie
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y T consiste a lo sumo de los puntbsy P; con lo que, por4), AB= {D,P},
—
contrario a (S4). Por tant& o F estan emB.
—

Es claro que ambos no pueden estar a la veARBnporque entonced, E 'y F
serian colineales, contrario a la definicion de triangulo.
Asi tenemos, por (3), (4) y la definicion de triangulo, que se cumple una de las
siguientes afirmaciones:

(d) E estéenABY F estaenAC. (e)E estdenABYy F estaenBC.

(f) F estéenABY E estdenAC. (g)F estaenABY E estaenBC.
Supongamos que se cumple (d), es decir, que

E estéenAB y F estéenAC.

Por (2) y el lema A.3, tendremapie DE esta conteniden AB. Como, por (1),
>

Ay B estan erT vy, por el Postulado de la recta, tambi@ry B estan erDE (ya
que, bajo lo supuestd, B, D y E son colineales), tendremos, por (3), qug
B estanenDE. Por el lema A.3, tendremapie AB esta contenidenDE, y asi,
AB = DE. Por la proposicion A.4, tendremos que

A=DyB=E o A=EyB=D.

Por un razonamiento analogo tendremqog AC = DF o0 AC = EF y asi, por la
proposicion A.4, tendremos que

A=D,B=EyC=F o A=E,B=DyC=F.
De haber supuesto (e), (f) o (g) concluiriamos, por un razonamiento del todo
semejante, que

A=D,B=FyC=E o A=F,B=DyC=E.
El resto de las posibilidades se obtienen, de manera semejante, suponiendo (b) o
suponiendo (c). Por tales razones, cada uno de los pAnBs C es igual a uno,
y s6lo uno, de los puntd3, E o F.

(«) Es claro, por la proposicion A.4, que, si los vértices coinciden, entonces
S=T.

Dejaremos planteados los siguientes ejercicios, que se resuelven con las téc-
nicas desarrolladas en este apéndice; los dos Ultimos corresponden a las proposi-
ciones 5.1y 8.1.

A.1 Pruebe qué-B-D si, y sblosi, AB esta contenidenAD y B es distinto deD.



A2

A3

A4

A5

A.6

A7
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Dados dos puntos distint@®y E enAB, pruebequeDE esta conteniden AB.
. . — —~— , . —
Dados dos puntos distintdsy E enAB, pruebequeDE esta contenido eAB.

. L

Dados dos puntos distintésy E enAB, pruebe que uno, y so6lo unentreDE y
—

ED est4 contenido eAB.

— -
SiC es un punto eAB distinto deAy deB, pruebequeBC esta contenido eﬁ

(Igualdad de cuadrilateros)
Dos cuadrilateros son iguales si, y s6lo si, sus veértices coinciden.

(Igualdad de poligonos)
Dos poligonos son iguales si, y solo si, tienen el mismo numero de vértices y sus
vertices coinciden.






Apéndice B

Separacion del plano

Para probar eTeorema de la barra transver§egorema 2.1), probaremos previa-
mente un par de resultados que nos ayudaran a alcanzar ese fin.

Lema B.1 Dado un angulo/BAC, y un punto M tal que B-M-C, se tiene que M
esta en el interior de’BAC.

Prueba Seas/BAC un angulo, yM un punto tal
queB-M-C. ComoCB no esta contenido eﬁ
ni enja?,> tendremos, por el ejercicio 2.3, gty
B estan del mismo lado d@ y My C estan del

—
mismo ladoAB. Asi, por la definicién del inte-
rior de un &nguloM esta en el interior dgBAC. A C

Lema B.2 Si D es un punto en el interior de un angu®AC, entonces el rayo

— —
opuesto aAD, excepto A, esta contenido en el ladoAfe que no contiene a B (y,
por tanto, en el exterior d&BAC).

283
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Prueba Sea/BAC un angulo, yD un punto de
—
su interior. Consideremos el rayxds, opuesto al
—
rayo AD; con lo queG-A-D. ComoGD cortaa ~ _

>
AC enA, tenemos, por el Postulado de separacion
del plano, ques y D estan en lados opuestos de

— , — .
AC. ComoD esta en el lado dAC que contiene
a B (por definicion del interior de un anguldf

<
debe estar en el lado d¥C que no contiene B.

— >
Por la proposicion 2.3, todos los puntosAl®, exceptoA, estan en el lado d&C
que no contiene B.

Teorema B.1 (Teorema de la barra transversal)

— —
Un punto D esta en el interior de un angu®AC si, y sblo siAD corta BC en
uno de sus puntos interiores.

Prueba Sea/BAC un angulo, yD un punto
cualquiera.

(=) (Por reduccion al absurdo)

Suporgamos qub esté en el interior degBAC

y queAD no cortaBC en uno de sus puntos inte-
riores. Por la definicién del interior de un angulo
H

y la proposicion 1.4B y C no estan e\D. Asi,
— PR
ADy BCno se cortan.

— - —
Afirmacion | ADy BC no se cortang y C estan del mismo lado d&D).
Si no fuera asi tendriamos, por la proposicion §jugBC deberia cortar al rayo

opuesto aﬁ); en cuyo caso tendriamos, por los lemas B.1y B.2, un punto a la
vez en el interior y en el exterior déBAC, o queA, By C serian colineales; lo
cual es imposible.

Tomemos, por (S4), un puntetal queF-A-C.

Afirmacion Il AD y FBno se cortanB y F estan del mismo lado dfeD)

ComoFC cortaAB enA, tenemos, por el Postulado de separacién del plano, que
—

F esta en el lado d&B que no contiene &. Por el gjercicio 2.3, todos los pun-

N <
tos de BF, exceptoB, estan en el lado dAB que no contiene &, y, por tanto,
ninguno de los puntode BF estan en el interior dgBAC.
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_ —
De estenodo,BF no puede cortahD, ya que, en caso contrario tendremos, por el
corolario 2.3.1, un punto simultaneamente en el exterior y en el interid BA¢€,
0 queA, By Cson collneales lo cual es |mp05|ble

TampocoBF corta aAG el rayo opuesto AD ya que, en caso contrarlo ten-
driamos: por el lema B.2, todos los puntosﬁ(ﬁzestan en el lado dAC que no

contiene &B; por el ejercicio 2.3, todos los puntds BF estan en el lado dAC
gue contiene &, con lo que entonces tendremos un punto a su vez a ambos lados

<
de AC, o queA, By C son colineales; lo cual es imposible. De este modo, por la
—_ <
proposicion 1.7, tenemagieBF no puede cortahD, como queriamos.

Concluimos, entonces, qirey C estan del mismo lado d}é?D; contrario, por el
Postulado de separacion del plano, al hechquiEFC cortaﬁ enA.

Por tanto,ﬁ)> cortaBC en uno de sus puntos interiores.

(<) Supongamos qub es un punto tal quéTD cortaBC en uno de sus puntos

— -
interiores. Llamemaos, por el corolario 1.1PLel punto de corte dAD y BC. Por
el lema B.1,P esta en el interior d@BAC. Asi, por el corolario 2.3.1D esta en
el interior de/BAC.

Ahora probaremos la proposicién 2.5 (pagina 39).

Proposicién B.1 (Existencia y unicidad del bisector)
Todo angulo tiene un Unico bisector.

Prueba Consideremos un anguléBAC.
(Existencia) Tomemos, por eI Postulado del transportador (Construccién de an-

gulos) pareAB # el lado deAB gue contiene &, y r = M8

, el Unico rayo
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.
AD, conD en7, tal quem/ZBAD = r. Sélo nos faltaria verificar que esta en
el interior de/BAC, para lo cual razonaremos por reduccion al absurdo.

Supongamos qu® no esta en el interior de
—
/BAC. ComoD no estd enAB (porque esta

en.7), ni D esta en?C (porque, en caso con- ~ _
trario, por la proposicion 2.1/DAC = /BAC,

de donde obtendriamos la contradiccion al Pos-
tulado del transportador, Medida del angulo, de
que mZBAC = 0), tendreﬂ)s qu® y B deben

estar en lados opuestos A€E.

Asi, por la proposicion 2.3 y el ejercicio 2,3_6 cortaa BD en uno de sus pun-
tos interiores; con lo que, por el Teorema de la barra transve&lsedta en el
interior deZBAD. Pero entonces, por el Postulado del transportador (Adicién de
angulos), tendremos qua/BAC < 0; contrario al Postulado del transportador
(Medida del angulo). Por tant®, esta en el interior d&BAC.

_}
(Unicidad) Comao, por definicion, para que un radg sea bisector dgBAC, E
debe estar en” y m/BAE = r, tendremos, por el Postulado del transportador

— —
(Construccion de angulos), g = AD.

Ahora probaremos la proposicion 2.10 (pagina 42).

Proposicion B.2 El angulo ZABC es mas pequefio quel angulo/DEF si, y
sélo si, existe un punto G tal que G esta en el interiorA2EF y /GEF &
ZABC.

Prueba Sean/ABCy /DEF dos angulos.

(=) Supongamos qugABC es méas pequefio que

/DEF. Tomemos, por el Postulado del transporta-

dor (Construccion de angulos) pa?E, 2 el lado B
deﬁ gue contiene &, y r = mZABC, el Gnico

rayo E& conG en 7, tal quemZFEG =r. Por D
los mismos argumentos desarrollados en la prueba
de la proposicion anterior, para verificar qDes-
taba en el interior d&BAC, tendremos qué esta

en el interior de/DEF.
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(<) Supongamos qué es un punto que esta en el interiordBEF y /GEF =
ZABC. Asi, por el Postulado del transportador (Adicién de angutogDEF =
m/DEG+ m/GEF > m/GEF = m/ABC, es decir/ABCes mas pequefio que
/DEF.

Ahora probaremos la proposicion 9.8 (pagina 220).

Proposicién B.3 (Adicion de arcos)
La suma de las medidas angulares de dos arcos adyacentes es la medida angular
del arco abarcante.

Prueba Consideremos dos arcos adyacem/:é@y BYG y llamemos%p al
circulo del que son parte.

Caso | ABCes un arco menor. v
Por definicion, o B
(1) HABC = m/APC.

Por la observaciof.8.(a),PBy AC se cortan en un punto
Rtal queA-R-C y P-R-B. Asi tendremos:

(i) por el ejercicio 2.24, qu€ y P estan del mismo lado d<A—>B y Ay P estan
—
del mismo lado ddC; de donde, por la observacién 9.9.(4)y P estan en lados

—— — —
opuestos d&\B, y Y y P estan en lados opuestosBE. Asi, por definicibn AXB
y BY Cson arcos menores y, en consecuencia,

) UAXB=m/APB y uBYC=m/BPC.

(il) por el Teorema de la barra transversal, guesta en el interior d€ APC, de
donde, por el Postulado del transportador,

3) mM/APC = m/APB+ m/BPC.

Asi, por (1), (2) y (3) uABC= uAXB+ uBYC
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Caso Il ABCes un semicirculo. v

Por definicion, ol?i

X
(4) uABC = 180 c < n
Por el ejercicio 2.3C y P estan del mismo lado d&B,

—
y Ay P estan del mismo lado dBC; de donde, por la
observacion 9.9.(a)X y P estan en lados opuestos de

< , —
AB, yY y P estan en lados opuestos BE.

Asi, por definiciénﬁBy BY Cson arcos menores Yy, en consecuencia,
(5) UAXB=m/APB y uBYC=m/BPC.

Como los angulog APBY #BPC forman un par lineal, tendremos, por el Postu-
lado del transportador, que

(6) mZAPB+ mZBPC= 180,
Asf, por (4), (5) y (6)4ABC = pAXB+ uBYC
Caso Il ABCes un arco mayor.

Por definicion,

7) pABC = 360— mZAPC.

Caso lll.a AXBo BY Ces un semicirculo.

(e
Supongamos, sin perder generalidad, @0€B es un B P A
N

semicirculo. Asi, por definicion, Y
(8) pAXB= 180,

—
Por el ejercicio 2.3Ay P estan del mismo lado d&C; de donde, por la observa-
— —
cion 9.9.(a).(iii),Y y P estan en lados opuestos BE. Asi, por definicionBYC
€S un arco menor y, en consecuencia,

(9) uBYC= m/BPC.

ComoZAPCy /BPCforman un par lineal, tendremos, por el Postulado del trans-
portador, que

(10) m/APC = 180— m/BPC.
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Asi, por (7);@), (Sl)\y (10);1@: uﬁBJr ué?C
Caso lll.b AXBy BY Cno son semicirculos.
Por definicion,

> >
(11) PnoestaerAB y Pno estaerBC.

Consideremos, por la observacion 9.3.(f)diéimetroBB’ con extremo ei8. Por
la observacién 9.3.(d),

(12) B-P-B'.
Por el gjercicio 2.3, (11) y (12),

(13) Py B’ estan del mismo lado deB y Py B del mismo lado d&C.

—
Caso lll.b.1 Ay C en lados opuestos @&B'.
—

Por el Postulado de separacion del plédi,cortaAC en
un puntoR tal queA-R-C. ComoB es un punto interior B
del arco mayorABC tendremos, por la proposicion 9.7,

que AC no cortaPB, Asi, por la proposicior.7, AC
—

cortaPB’; de donde, por las partes (j) y (m) de la obser-
vacién 9.3, tenemos quR-B'. Asi tendremos:

(i) por el Teorema de la barra transversal, Buesta en el interior dg APC; de
donde, por el Postulado del transportador,

(14) mM/APC = m/APB +m/CPB.

(i) por el ejercicio 2.24, quB' y C estan del mismo lado d<é—l>3 y B'y Aestan
del mismo lado deBC de donde por la observacion 9.9.(a), y por (BYy X

estan en Iados opuestos AIB y Py Y estan en lados opuestos I@ Asi, por
definicién AXBy BY Cson arcos menores y, €n consecuencia,

(15) pUAXB=m/APB y uBYC=m/CPB

Como/ZAPBYy ZAPB, asi coma/CPBy ZCPB, forman un par lineal tendremos,
por el Postulado del transportador, que

(16) m/APB = 180— m/APB y m/CPB = 180— m/CPB
Asi, por (7), (14), (15) y (16)uABC= uAXB+ uBYC.
>

Caso lll.b.2 Ay C en el mismo lad®B'.
Por (11) y el Postulado de separacion del plano tendremo® qu¥ estan del
—

—
mismo lado deAB, 0 Py X estan en lados opuestos AB.
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<>
Caso lll.b.2.i Py X estan del mismo lado d&B.
Bajo este supuesto tendremos:

(i) por definicion, que&X\B €S un arco mayory, en con- _B B
secuencia, v x
(17) pAXB= 360— m/APB, ¢ A

(i) por la observacion 9.9.(a).(ii), qurey C estan en lados opuestosjél—é. Asi,
<

por el Postulado de separacion del plafB,cortaPC en un puntdR tal queP-R-
C; de donde, por las partes (j) y (k) de la observacion &B;B. Asi tendremos:
(a) por el Teorema de la barra transvergalesta en el interior de’APB; de
donde, por el Postulado del transportador,

(18) mMZAPC= mZAPB— mZCPB.

por el ejercicio 2.24P y A estan del mismo lado ?C; de donde, por la
(b) I 2.2 del lado d

—
observacion 9.9.(a).(iiR y Y estan en lados opuestosBIE. Asi, por definicion,
BY Ces un arco menory, en consecuencia,

(19) uBYC=m/CPB

Por (7), (17), (18) y (19)UABC = puAXB+ uBYC

—
Caso lll.b.2.ii Py X en lados opuestos d&B.
Bajo este supuesto tendremos:

(i) por definicion, que&YB €s un arco menory, en con- _B/ B
secuencia, ‘ X
(20) pUAXB= m/APB

(ii) por la observacion 9.9.(a).(ii)), quey C estan del mismo lado d<A—I>3; de
—

donde, por (13)C y B’ estan del mismo lado d&B. Por lo supuesto en todo este
caso ll.b.2,C esta en el interior d@ ABB = ZABP. Asi, por el Teorema de la
—_—

barra transversal y las partes (c) y (k) de la observacionBL3;ortaAP en un
puntoRtal queA-R-P y B-R-C. De este modo:
(a) por el Postulado de separacion del plaRo; A estan en lados opuestos de

BC Asi, por la observauon 9.9.(a).(iiil, y Y estan del mismo lado dBC de
donde, por definiciorBY Ces un arco mayor y, en consecuencia,

(21) pBYC= 360— m/CPB
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(b) por el Teorema de la barra transversalesta en el interior deCPB, de
donde, por el Postulado del transportador,

(22) m/APC = m/CPB— m/APB
Por (7), (20), (21) y (22)uABC = uAXB+ uBYC

Finalmente probaremos la proposicion 9.11 (pagina 224).

Proposicién B.4 La medida de un angulo que tiene su vértice en un circulo, y
cuyos lados son secantes o tangentes a éste, es la mitad de la medida angular del
arco que inscribe.

Prueba Consideremos un anguldABC tal que su vérticd3 esta en el circulo
%pr. Por la observacion 9.11.(d), sélo tendremos dos casos: 0 ambos lados son
secantes, o uno de ellos es secante y el otro tangente.

— —
Caso | Los rayosBAYy BC son secantes@p; .

—
Por la observacion 9.5.(a8BAy BC cortanép, en exactamente dos puntos cada
uno. ComoB es uno de esos dos puntos de corte de cada uno de ellﬁpppn

podemos tomak’' y C' en%p, tales queX’ esté erBAy A 7& B, C’ esta erBCy
— —  —

C' #B. Como, por la proposmon 1.BA=BA yBC= BC’ podemos suponer,

sin perder generalidad, qLBA y BC son secantes &p; en B yA A yByC,

respectivamente. Por definiciod ABC esté inscrito en el arcABC Yy, por la
observacién 9.11.(a), su complemento, digaki€, esta inscrito e ABC. Por
definicién de arcos complementarios,

—
1) X'y B estan en lados opuestos A€.

Consideremos, por la observacion 9.3.(f)diéimetroBD con extremo ei. Por
la observacién 9.3.(d),

) B-P-D.

Caso |.aP esta sobreABC.

Supongamos, sin perder generalidad, §uesta sobre
_)

BC. Por las partes (d) y (k) de la observaciéon 8R-C;

de donde:

(i) BC es también un diametro y, por la observa-
cion 9.3.(),C =D, y,

e « e s — -

(i) por la proposicion 1.48P = BC.
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Por (i) y el ejercicio 2.3B y P estan del mismo lado d?c; con lo que, por (1),

— —
X'y P estan en lados opuestos €. Asi, por definicionAXCes un arco menor
Yy, en consecuencia,

A3) pAXC = m/APC.

Como ZAPC es un angulo externo daABP en P tendremos, por la proposi-
cion 4.10, que

4) m/APC = m/ABP+ m/BAPR

Como, por definicién de circul®A= PB=r, tendremos, por la proposicién 3.3,
quemZABP= m/BAP. Asi, por (4),

1
(5) m/ABP= 7 - m/APC.

Por (ii) y la proposicion 2.1/ABP = ZABC. Asi, por (3) y (5), tendremos que
mMZABC= 3 - uAXC,

Caso |.bP esta en el interior dg€ ABC.
Por el corolario 2.3.1D esta en el interior dg ABC, de
donde, por el Postulado del transportador,

(6) m/ABC = m/ABD+ m/DBC; y, B

por el Teorema de la barra transversal, y las partes (j) y
(k) de la observaciéf.3,BD cortaAC en un puntdR tal
gueA-R-Cy B-R-D.

Asi, por el Postulado de separacién del plddg, B estan en lados opuestos de

(A—C>; de donde, por (1)X y D estan del mismo lado drc Asi, por la proposi-
cion 9.6,AXC= ADCYy, en consecuencia,

@) pAXC = pADC.

Considerando los arcos adyacem&sque no contiene @, y DC que no contiene
aA, tendremos, por la proposicion 9.8, que

(8) pADC = pAD + uDC.

R
Como, por definicién de diametrB,esta erBD, tendremos, por lo probado en el
caso anterior, que

[EEN

— 1 —
9) m/ABD=>-uAD y m/DBC= = puDC.

N
N
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—

Asi, por (6), (7), (8) y (9), tendremos que/ABC= % - uAXC.
Caso I.cP esta en el exterior d6ABC.
Supongamos, sin perder generalidad, ByeA estan en
—
lados opuestos dBC. Por (2) y el ejercicio 2.3P y D
—
estan del mismo lado dBC; de dondeD y A estan en 5
>
lados opuestos dBC. Asi, por el Postulado de separa-
cion del plano, y las partes (j) y (k) de la observac®ds,
AD cortaBC en un puntcR tal queA-R-D y B-R-C; de

donde:
por el Teorema de la barra transversal y el Postulado del transportador,

(10) m/ABC = m/ABD— m/DBC; y,

— —
por el ejercicio 2.24B y D estan del mismo lado d&C. Asi, AXCno contiene a
D. Considerando el ardoD que no contiene A, tendremos quA&XCy CD son
arcos adyacentes; de donde, por la proposicion 9.8,

——

(11) UAXC= puACD— LCD.

.
Como, por definicién de diametrB,esta erBD, tendremos, por lo probado en el
caso l.a, que

—

1
(12) m/ABD= 7 - pUACD y m/DBC==-uCD.

I\J\H

Asi, por (10), (11)y(12) tendremos quABC_ 5 uAXC

Caso Il Elrayo BA es secante @p;, y el rayoBC es tangente &p;.
Por los mismos argumentos ofrecidos al comienzo del caso |, podemos suponer
queA esta ertép,. Por la definicion de rayo tangen®@es el punto de contacto

de<B—C>: y %pr; de donde, por la proposicion 9.4,
(13) /PBCes recto

En este caso, el arco inscrito giABC es el arcoA/)TB con X en el interior de
Z/ABC; de donde, por definicién de interior de un angulo,

(14) Xy Aestan del mismo lado d;é y X yCdel mismo lado dé\_é.

Caso Ill.aP esta sobreABC. .
Por la observacién 9.3.(b) y la proposicion 9%5esta erBA; de donde: por las
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proposiciones 1.4 y 2.1/ABC= ZPBCYy, asi, por (13)mZABC= 90; y, por
la observacion 9.3.(kB-P-A. Asi, por definiciénAXl?ff un semicirculo y, en
consecuencig/AXB= 180. Por tantom/ABC= 3 - uAXB

Caso Il.b P esta en el exterior deABC.
Por la observacién 9.5.(b),

—
(15) P, X 'y A estan del mismo lado d&C.

Asi, para tener lo supuestB,y C deben estar en lados™ ~
—
opuestos déB; de donde:

— —
(i) por (14),Py X estan en lados opuestos AB. Asi, por definicionAXBes un
arco menor y, en consecuencia:

(16) UAXB= m/APB

— R
(i) por el Postulado de separacion del plaAB,cortaa PC en un puntdR tal que
—
P-R-C. Por el gjercicio 2.3Ry P estan del mismo lado d&C. Asi, por (15) Ry
— —

A estan del mismo lado d8C; con lo queR estd emAB. Asi, por el Teorema de
la barra transversah) esta en el interior del &ngulo rectd®BC; de donde, por el
Postulado del transportador,

(17) m/ABC= 90— m/ABP

Como, por la definicioén de circul®A = PB, tendremos, por la proposicion 3.3,
quemZABP= m/BAP. Asi, por la proposicion 4.9,

(18) mZAPB= 180—2- mZABP

Asi, por (16), (17) y (18), tendremos que/ABC= 3 - uAXB.

Caso ll.c P esta en el interior d&€ ABC.

Como, por (14)X y P estan del mismo lado d&B, ten-
dremos, por definicion, qw/?B €S un arco mayory, en
consecuencia,

(19) UAXB= 360— m/APB

Ademas, por el Postulado del transportador,

(20) m/ABC = 90+ m/ABP
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Como, por la definicion de circul®A = PB, tendremos, por la proposicion 3.3,
quemZABP= m/BAP. Asi, por la proposiciéon 4.9,

1
(21) m/ABP= 90— > -m/APB

Asi, por (19), (20) y (21), tendremos qoe’/ABC= % - uAXB

El siguiente ejercicio se puede resolver con las técnicas desarrolladas en este
apéndice.

B.1 SiD es un punto en el interior de un angu®AC, pruebe que el rayo opuesto a

— —
AD, exceptaA, esta contenido en el lado @43 que no contiene @ (y, por tanto,
en el exterior d&ZBAC).






Apéndice C

Postulados

Postulado 1

(a) Toda recta contiene al menos dos puntos distintos.
(b) El plano contiene al menos tres puntos no colineales.

Postulado 2 (De la recta)
Para cada par de puntos distintos, existe exactamente una recta que los contiene.

Postulado 3

(a) (De la distancia)
Cada par de puntos tiene asociado un Gnico namero real no negativo, al que
llamaremos ladistancia desde el uno hasta el otro
(b) (De la Regla)
(i) Hay una correspondencia biunivoca entre los puntos de cualquier recta
y los nimeros reales, y ésta es tal que la distancia entre dos puntos de
la recta se obtiene mediante el valor absoluto de la diferencia de los
nameros reales que les corresponden.
A una tal correspondencia la llamaremos sistema de coordenadate
la recta, y al nUmero real que le corresponde a un punto de la recta lo
llamaremos lacoordenada del puntden dicho sistema de coordenadas).
(i) (Colocacion de la Regla)
Dados dos puntos A y B de una recta, siempre podremos escoger la
correspondencia anterior de tal manera que al punto A le corresponda
el nimero real cero (0) y al punto B le corresponda cualquier nimero
real positivo prefijado.

297
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Postulado 4 (Separacion del plano)
Dada una recta m, el conjunto de los puntos que no estdn en m es la unién de dos
conjuntoss# y 7% que tienen las siguientes propiedades:

(a) 74 y 4 son convexoy,
(b) si A estd env4 y B esta eny#, entonces AB intersecta a m.

A A4y 7 los llamaremodadosde (osemiplanosdeterminados por) m, y di-
remos queauno es el opuesto del otr@ simplemente quson opuestgsa m la
llamaremosborde(frontera o arista) de cada uno de sus lados.

Postulado 5 (Del Transportador)

(a) (Medida del angulo)
Cada angulo tiene asociado un Unico nimero real comprendido estrictamente
entre 0y 180, al que llamaremdtes medida del angulo
Si denotamos a un angulo con el simbala, denotaremos su medida por
mZa.

(b) (Construcciérge angulos)

Dado un rayoAB en el borde de un semiplag@’, y un numero real r estric-
tamente comprendido entre 0 y 180, se tiene que existe exactamente un rayo

A—C>, con C ensZ, tal que nCAB=.
(c) (Adicion de angulos)
La suma de las medidas de dos angulos adyacentes es la medida del angulo
abarcante.
(d) (Del par lineal)
La suma de las medidas de los angulos de un par lineal es 180.

Postulado 6 (Criterio LAL de congruencia de tridngulos)

Si existe una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos triangulos con
la propiedad de que dos lados y el &ngulo comprendido por ellos del primer
triangulo son congruentes con las partes correspondientes del segundo triangulo,
entonces la correspondencia es una congruencia.

Postulado 7 (De las paralelas)
Dada una recta y un punto fuera de ella, se tiene que existe a lo sumo una recta
paralela a la recta dada que pasa por el punto dado.
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