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Resumen

Rakocevi¢ en [36], introduce dos variantes del teorema de Weyl. La primera de estas
variantes, se conoce como el teorema de a-Weyl y la segunda como la propiedad (w).
El teorema de a-Weyl, se ha estudiado en varios articulos de reciente publicacién (ver
[2], [18], [35]). En este trabajo, hemos desarrollado una gran cantidad de resultados
relacionados con la propiedad (w). Ademds, se dan relaciones entre las dos variantes
del teorema de Weyl. El estudio de estas variantes, lo hemos hecho por medio de
una propiedad que proviene de la teoria espectral local llamada SVEP. Presentaremos
también, algunas mejoras en gran parte de los teoremas de Aiena-Pena [9] y Aiena-
Guillén-Pena [8]. Ademds, demostraremos que estas variantes del teorema de Weyl,
permanecen estables bajo perturbaciones nilpotentes que conmutan con el operador.
Al final de este trabajo desarrollamos algunos resultados de estabilidad de la propiedad
(w) para operadores polaroides bajo perturbaciones nilpotentes que conmutan con el
operador.
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Introduccion

En anos recientes, la Teoria Espectral ha tenido un gran desarrollo y han surgido
muchos tipos de espectros asociados a un operador 7T'. Estos espectros son subconjuntos
del espectro clasico o(7T) y su estudio, ha permitido expandir el campo de la Teoria
Espectral, enriqueciendola y proporcionando nuevos enfoques en la investigacién de
propiedades espectrales. En este trabajo, estudiaremos espectros que se derivan de la
Teoria de Operadores de Fredholm. Presentamos un amplio estudio de las variantes
del teorema de Weyl, haciendo mayor énfasis en una de estas variantes, llamada la
propiedad (w), ya que se conocia muy poco de esta propiedad espectral planteada por
Rakocevié en [36]. A lo largo de esta tesis, trabajaremos con endomorfismos continuos
definidos sobre espacios de Banach y nos proponemos demostrar una gran cantidad
de resultados relacionados con la propiedad (w), en donde veremos caracterizaciones
de las dos variantes del teorema de Weyl. Estudiaremos ademas, clases de operadores
que satisfacen la propiedad (w) y la estabilidad de la propiedad (w) para operadores
polaroides bajo perturbaciones nilpotentes.

El primer capitulo consta de cinco secciones, en dichas secciones, se desarrollan los
resultados béasicos para una comprension mas clara y satisfactoria de nuestro trabajo.
Hemos querido presentar una gran cantidad de resultados relacionados al teorema de
a-Browder, el teorema de Weyl y el teorema de a-weyl que aparecen en articulos de
anos recientes (ver [3], [4], [5], [11], [12], [16] y [23]), con la intencién de contrastar
estos resultados con los conseguidos en [8] y [9]. En la tltima seccién de éste capitulo,
desarrollamos con detalle cinco ejemplos que juegan un papel importante en nuestro
trabajo de investigacion. Varios de los detalles de estos ejemplos, no se encuentran en
las fuentes originales.

En el segundo capitulo, estudiaremos la propiedad (w) y sus relaciones con el teore-
ma de Weyl y el teorema de a-Weyl. El capitulo 2 lo dividimos en dos secciones, en la
primera seccién daremos caracterizaciones de la propiedad (w), por medio de la SVEP.
Nos ocuparemos también de estudiar la propiedad (w) para el dual de un operador, y
trataremos clases de operadores que satisfacen las variantes antes mencionadas.
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Rakocevi¢ en [36] demostr6 que la propiedad (w) no es una propiedad intermedia
entre el teorema de Weyl y el teorema de a-Weyl. En esta seccion, demostraremos que
en presencia de SVEP las dos variantes del teorema de Weyl son equivalentes. En la
segunda seccion, nos dedicamos al estudio de los operadores polaroides y su relacién
con la propiedad (w). En este capitulo, presentaremos mejoras en la mayoria de los
teoremas que aparecen en Aiena-Pena [9)].

Por ultimo, en el capitulo 3 estudiaremos la estabilidad de la propiedad (w) para
operadores polaroides bajo perturbaciones nilpotentes.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo describiremos con precisién los resultados necesarios que permitan
un facil acceso al material de investigacion que nos ocupara en los capitulos siguientes.
Hemos querido presentar estos preliminares en cinco secciones, con el propodsito de es-
clarecer las ideas que dieron origen al presente trabajo. Se expone una gran cantidad de
ejemplos sin omitir detalles, con el fin de lograr una mejor compresion de los resultados
que aparecen en este capitulo.

1.1. Operadores lineales y continuos sobre
espacios de Banach

Si XY son espacios de Banach, denotaremos por L(X,Y) al conjunto de todos
los operadores lineales y continuos de X en Y. Asumiremos en este trabajo que todos

los espacios de Banach son complejos de dimensién infinita. Recordemos que si T' €
L(X,Y), la norma de T se define por

1T = sup{|[ T - [l=] <1}

El operador identidad sobre X sera denotado por I. Dado un operador
T € L(X,Y), definimos el niicleo de T' como el conjunto:

N(T):={ze X :Tx =0}
y el rango de T' es denotado por T'(X) y se define por:
T(X):={Tx:z € X}.

Es facil ver que el nicleo y el rango del operador T son subespacios T-invariantes.
Si X =Y, denotaremos por L(X) := L(X, X) al espacio de todos los endomorfis-
mos continuos sobre X. El espacio dual de X, lo denotaremos por X* := L(X,C). Si
T € L(X,Y) denotaremos por T* € L(Y*, X*) el operador dual de T, el cuél se define

por: 1
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(T*f)(x) == f(Tx) para cada x € X, f € Y*. Para mas detalle sobre el dual de un
operador, ver Heuser [25].

Sea M un subconjunto de un espacio de Banach X. El anulador de M es el
subespacio cerrado de X* definido por:

M+ :={f € X" f(x) =0 para cada x € M}.

El preanulador de un subconjunto W de X* es el subespacio cerrado de X definido
por:
Wo={r e X: f(X)=0para cada f € W}.

Las siguientes relaciones duales entre los nticleos y los rangos asociados de un
operador T" € L(X) y su dual T* € L(X*) son bien conocidas (ver Heuser pg.135 [25]):

N(T)="T"(X") . —N(T")=T(X)

T(X)*=N(T*) y T*(X*)CN(T)™*
Si T tiene rango cerrado, la iltima contencion se convierte en la igualdad
T*(X*) = N(T)*.
Observacion 1. Si X = M & N donde M y N son subespacios cerrados, entonces
X* = M+ @ N*. En efecto:
Si denotamos por Py el proyector de X sobre M a lo largo de N, entonces Py, € L(X)
es un operador de rango cerrado y ademas X = Py (X) @ N(Py). Por otro lado,
Pi(X*) = N(Py)*t v N(P3;) = Py(X)*t. Luego, como Py, es idempotente se tiene
que Pj; es idempotente y asi, P;; proyecta a X* sobre P;;(X*). En consecuencia:
X* = Py(X*) @ N(Py)

= N(P;;) ® Pu(X)*

=NteM =M &N
Definicién 1.1. Sea X un espacio de Banach complejo. El espectro de un operador
T € L(X) se define como el conjunto

o(T):={X € C: A — T no es biyectivo}

Recordemos que si T' € L(X) es biyectivo, por el principio de la aplicacién abierta
se tiene que el inverso 771 € L(X).

Si T € L(X), definimos el radio espectral de T por:

r(T) = sup{|A| : A € o(T)}.
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Teorema 1.1. Sea X un espacio de Banach complejo. Entonces para cada T € L(X)
se tiene que o(T') es un subconjunto no vacio y compacto de C y ademds,
r(T) = oo || 777

Demostracioén.
Ver Teorema 45.1 de [25]. |

Por las propiedades de operador dual se obtiene que o(T) = o(7T™*). El conjunto
p(T) :=C\ o(T) es llamado el conjunto resolvente de 7"y la aplicacion:

ROLT) s p(T)  L(X),
definida por A — (A — T')~!, es llamada el resolvente de T.
Teorema 1.2. Sean T, S € L(X) tal que TS = ST, entonces:

r(S+T)<r(T)+r(S) y  r(TS) <r(T)r(S).

Demostracién.
Ver Proposicién 45.1 de [25]. u

Teorema 1.3. Si T € L(X) y Q € L(X) es un operador cuasi-nilpotente que conmuta
con T, entonces:
T es invertible < T + @Q es invertible. En consecuencia, o(T + Q) = o(T).

Demostracion.

=)T+Q=TU+T7'Q)ycomo T7! y Q conmutan, se tiene del Teorema 1.2 que
r(T71Q) < r(T7Y)r(Q) = 0. Asi, T7'Q es un operador cuasi-nilpotente y I +T71Q
es un operador invertible. De esta manera, 7'+ () es el producto de dos operadores
invertibles y en consecuencia T + () es invertible.

<) Si T + @ es invertible entonces 7' = (T'+ Q) — @ es invertible. u

Para el caso en que X, Y representan espacios de Hilbert complejos, para un
operador T' € L(X,Y) es mas conveniente considerar el operador adjunto de Hilbert
que el operador dual asociado a T'. Este operador adjunto de Hilbert, o cortamente
adjunto, se define como el operador T : Y — X que satisface:

(Tx,y) = (x,T'y) para cada v € X, y € Y.

Teorema 1.4. (Teorema de representacion de Fréchet-Riesz). Sea T € L(H), donde
H es un espacio de Hilbert complejo. Entonces existe una isometria lineal

U e L(H,H") tal que:

UT =T*U, donde T' representa el adjunto y T* el operador dual de T.

Del resultado anterior tenemos la siguiente férmula para el adjunto de un
operador T' € L(X) :

T = U 'T*U.
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Esta férmula pone de manifiesto que para el caso de endomorfismos sobre espacios de
Hilbert, puede ser mas conveniente usar el adjunto, que el dual de un operador.

Si un operador T' € L(X) es inyectivo con rango cerrado, diremos que 7T es un
operador inferiormente acotado.

Es conocido el resultado (Proposicién 36.1 Heuser [25]) que dice que un
operador T' € L(X) tiene rango cerrado, si y sélo si, el médulo minimal reducido v(7")
del operador T, es positivo (y(7T") > 0), donde el médulo minimal reducido de T

se define por:
[ 7|

V(T) = nf d(z, N(T))

Ademés, por el Teorema 3 (Miiller [31]), se tiene que y(T") = v (T™).
Como una consecuencia del teorema de representacién de Frechet-Riesz,
tenemos el resultado siguiente:

Teorema 1.5. Sea H un espacio de Hilbert complejo, entonces:
T* es inferiormente acotado (resp. sobre) < T es inferiormente acotado (resp. sobre).

Teorema 1.6. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X)

i) T es sobre (resp. inferiormente acotado) < T* es inferiormente acotado (resp.
sobre).

ii) T es inferiormente acotado (resp. sobre) < N — T es inferiormente acotado
(resp. sobre) si |\| < y(T) donde v(T) es el mddulo minimal reducido de T

Demostracién.

Ver Lema 1.30 de [1]. |

De los Teoremas 1.5 y 1.6 obtenemos:

Teorema 1.7. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T € L(H):
T es sobre(resp. inferiormente acotado) < T' es inferiormente acotado(resp. sobre).

Definicién 1.2. Sea T € L(X):

1) 04,(T) :={X € C: X — T no es inferiormente acotado}. Este conjunto recibe
el nombre de espectro aproximado puntual de 7.

2) 04(T) :=={X € C: A =T no es sobreyectivo}. Este conjunto recibe el nombre
de espectro sobreyectivo de T'.

Observemos que o (1) = o,(T) U os(T).

Del Teorema 1.6(i) se tiene que 0,(T) = 05(T%) y 05(T) = 0,(T*). Ahora, por la
parte (ii) del Teorema 1.6 se tiene que o,(T) y 04(T") son subconjuntos compactos de
o(T).
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En el Teorema 2.42 de [1] se demuestra que do(T) C o,(T), es decir, el espectro
aproximado puntual contiene a la frontera del espectro de T'. Por otro lado,
0o (T) = 0o (T*) C 0,(T*) = 04(T). Asi, 0,(T) y o5(T) son subconjuntos no vacios y
compactos de C.

Teorema 1.8. Sea H un espacio de Hilbert complejo yT € L(H).
i) 0.(T) ={\: A€ 0 (T)}
i) o(T) = {\: X € 0o (T)}
iii) 0o(T") = {A: A€ 0u(T)} y ou(T") = {X: A € 0i(T)}.
w) o(T) ={\: X e o(T)}.

Demostracion.

i) 0.(T") = {\ € C: X[ — T no es inferiormente acotado}
= {\ e C: (M —T) no es inferiormente acotado}
={\ € C: X —T no es sobre}(Teorema 1.7)
={AeC: e, (T}

i1) 0(T") ={\ € C: X[ — T no es sobre}
={AeC: (M —T) noes sobre}
= {\ € C: A —T no es inferiormente acotado}(Teorema 1.7)
={AeC:\ca,(T)).

iii) Es consecuencia de (i) y (ii) y el hecho que
0,(T) = 05(T") y 05(T) = 0,(T7).

iv) se sigue de (iii) y del hecho que o(T") = 0o(T") U o, (T"). u

Ejemplo 1.3. Consideremos los operadores de traslacion a izquierda y traslacién a
derecha sobre ¢y := (5(N) denotados por L y R, respectivamente, definidos por:

L:€2l—>£2 R3£2|—>€2
L(zy,x9,...) = (x2,x3,...) R(zy,29,...) = (0,21, x2,...)

Veamos que R y L son operadores de rango cerrado:

Es claro que R, L € L(¢3). Ademés, L es el adjunto de Ry viceversa.

Observemos que y(R) = inf{||Rz| : ||| = 1} = 1 > 0. De este modo, R tiene rango
cerrado. R es un operador inferiormente acotado y por el Teorema 1.6, se tiene que
04.(T) C T, donde T" es la frontera del disco unitario. Es conocido que o(R) = o(L) =
D:={\ € C: |\ < 1}. Ahora, como do(T) =T C 0,(R), entonces o,(R) = oi(L) =T.
Por otro lado, y(R) = (L) = 1 > 0, asi L también tiene rango cerrado.
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1.2. Operadores semi-Fredholm, semi-Browder,
semi-Weyl y SVEP
Sea X un espacio de Banach complejo, definimos los defectos de un
operador 1" por:
a(T) := dimN(T) y B(T) := codimT(X). El conjunto de los operadores superior
semi-Fredholm se define por:
O (X)) ={T e L(X):a(T) <00y T(X) es cerrado},

mientras que el conjunto de los operadores inferior semi-Fredholm se define por:

O_(X):={T e L(X):B(T) <0}

El conjunto de los operadores semi-Fredholm se define por:

OL(X) =P, (X)UDP_(X).
La clase ®(X) de los operadores de Fredholm se define por:

B(X) = B, (X)ND_(X).
SiT € 4(X); definimos el indice de T" por:

ind(T) = a(T) — B(T).
La condicién 3(T") < oo, implica que T'(X) es cerrado (ver Heuser [25]).

Definicién 1.4. Sea T' € L(X). Diremos que el operador T' tiene ascendente finito
si existe un entero positivo k tal que N(T*) = N(T**!). El minimo entero positivo
p = p(T) que satisface la condicién antes mencionada, es llamado el ascendente de
T. Si tal entero no existe, definimos p(7") := oco. Andlogamente, diremos que 7" tiene
descendente finito si existe un entero positivo [ tal que T'(X) = T'*(X). El minimo
entero positivo g := ¢(7T") que satisface la condicién antes mencionada, es llamado el
descendente de T'. si tal entero no existe, definimos ¢(7") := oc.

Claramente p(T') = 0 si y sélo si T es inyectivo, y ¢(7') = 0 si y sélo si T' es so-
breyectivo. Observemos que el ascendente y el descendente de un operador T se puede
definir en general para operadores lineales definidos sobre espacios vectoriales. A las
cantidades p(T') y q(T), se les llama también longitudes de las cadenas del operador 7.
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Teorema 1.9. Sea T' € L(X)
i) Si T tiene rango cerrado = o(T) = B(T*) y B(T) = a(T™),
i) T €y (X) & T € d_(X*),
iii) T € d_(X) & T* € ®,(X*),
i) T € &L (X) = ind(T*) = —ind(T).

Demostracioén.
Ver Teorema 1.41 de [2]. |

Denotaremos por K(X) el ideal de los operadores compactos definidos sobre un
espacio de Banach complejo X.

Teorema 1.10. Sea X un espacio de Banach complejo.
i) SiT,Sed (X)= ST e d_(X),
i) SiT,S e d (X)= ST € ¢,(X),
iii) SiT,S e ®(X) = ST € ¢(X),
iv) 4 (X) +K(X) C D4 (X),
v) _(X)+K(X) CDd_(X),
vi) SiT e dy (X)) yKeK(X)=indT+ K)=ind(T).

Demostracién.
Ver Teorema 9 de [31]. [

Corolario 1.1. Si T € & (X) = p(T) = q(T*) y ¢(T) = p(T™).

Demostracién.
Ver Corolario 1.43 de [2]. u

Definamos ahora la clase de los operadores semi-Weyl superior y semi-Weyl
inferior:

Definicién 1.5.

Wi(X):={T € &,.(X) :ind(T) <0},
W_(X) = {T € ®_(X) : ind(T) > 0}.
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El conjunto de los operadores de Weyl se define por:
W(X) =W, (X)NW_(X)={T € &(X) : ind(T) = 0}.

La clase de operadores definida anteriormente generan los espectros
siguientes:

1) El espectro de Weyl:
ow(T) ={A\eC: N[ -T ¢ W(X)}.

2) El espectro aproximado puntual esencial de Weyl:
ouw(T) ={Ne€C: N =T ¢ W, (X)}.

3) El espectro sobreyectivo esencial de Weyl:
ow(T) ={AeC: N[ -T ¢ W_(X)}.

Notemos que 0y, (T) C 04(T) v 01,(T) C 05(T)

Observacion 2. Por la definiciéon de operador semi-Weyl y el Teorema 1.9, tenemos
las igualdades siguientes:

1) 0(T) = () Ui(T).
1) 0uw(T) = o (T*).
iii) 03 (T) = ww(T*).
Teorema 1.11. Sea T' € L(X). Entonces:

i) TeW (X)) T=S+K, donde K € K(X) y S es un operador inferiormente
acotado.

i) TeW_(X)eT=S+K, donde K € K(X) y S es un operador sobreyectivo.
i) TeW(X) e T=S+K, donde K € K(X) y S es un operador biyectivo.

Demostracion.
Ver Teorema 3.39 de [1]. |

En virtud del Teorema anterior y los Teoremas 1.9 y 1.10, obtenemos el siguiente
corolario:

Corolario 1.2. Sea T € L(X).
i) ouw(T) =N{o(T+ K) : K € K(X)}.
i) ou(T) = N{os(T'+ K) : K € K(X)}.

Del Corolario anterior se sigue que 04, (7)) v 01,(T) son subconjuntos compactos
de C.
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Teorema 1.12. Sea T € L(X). Si p(T) y q(T) son finitos, entonces p(T") = q(T).

Demostracién.
Ver Proposicién 38.3 de [25].

Teorema 1.13. Sea T € L(X), entonces:

w) Sia(T) = B(T) yp(T) < 00(6 ¢(T) < 00) = p(T) = ¢(T),

Demostracion.
Ver Teorema 3.4 de [1].

Los dos Teoremas anteriores (1.12 y 1.13) también son ciertos para el caso de
operadores lineales definidos sobre espacios vectoriales.

La clase de los operadores semi-Browder superior se define por:

B.(X) = {T € ®,(X) : p(T) < o0}
y la clase de los operadores semi-Browder inferior se define por:

B (X)) ={Te€d,(X):q(T) < o0}

La clase de los operadores de Browder se define por:
B(T)=B.(X)NB_(X)={T € ®(X) : p(T) = q(T) < o0}.
En virud del Teorema 1.13 tenemos las siguientes contenciones:

Observacion 3. Sea X un espacio de Banach complejo.
i) Bi(X) € WL (X),
i) B-(X) € W_(X),
i) B(X) C W(X).
Observacion 4. Por el Teorema 1.9 y el Corolario 1.1 tenemos:
i) Te B(X)< T"e B_(X*).
i) Te B.(X) & T e B (X").
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El espectro de Browder de T' € L(X) se define por:
op(T):={ e C: N[ -T ¢ B(X)}
El espectro superior semi-Browder se define por:
ow(T):={ e C: N -T ¢ B, (X)}
El espectro inferior semi-Browder se define por:
op(T) ={ e C: N[ -T ¢ B_(X)}.
Observacion 5. SeaT € L(X):
1) op(T) = ouw(T) U op(T),
ii) 0u,(T) C op(T).

Es sabido que el espectro de Fredholm o¢(7T) :={A € C: A\l =T ¢ ®(X)} es un
subconjunto compacto y no vacio de C (ver Proposicién 51.1 Heuser [24]).

Observemos que 0¢(T") C 0,(T) C 0,(T"). De esta manera, el espectro de Browder
y el espectro de Weyl son subconjuntos no vacios de C.

Un operador T € L(X) se dice semi-regular, si T" tiene rango cerrado y
N(T) C T"(X) para cada n € N.

Definicién 1.6. Un operador 7' € L(X), se dice esencialmente semi-regular, si existe
un par de subespacios cerrados T-invariantes (M, N) tal que:
X = M@N, dim(N) < oo, larestriccién T'| s es semi-regular y T'| v es quasi-nilpotente.

Notemos que si T' es esencialmente semi-regular, entonces 7’|y es nilpotente, ya que
cada operador quasi-nilpotente sobre un espacio de dimension finita es nilpotente.

Definicién 1.7. Sea T € L(X).
L. 0e5(T) :=={ A € C: X\ — T no es esencialmente semi — regular}.
2. 0yf(T) ={AeC: AN -T ¢ P (X)} Couu(T).
3. 0 (T) ={AN€C: AN -T ¢ ®_(X)} C op(T).
4. o5;(T) ={ e C: N -T ¢ o,(X)}.

Por la definicion anterior y las propiedades duales de los operadores semi-Fredholm
tenemos:

Observacion 6. Sea T € L(X).

1) osp(T) = 0up(T) N oy (T).
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i) 0/(T) = 0,uy(T) Uiy (T),
iit) oup(T) = 01y (T%) y 01(T) = oy (T).
Teorema 1.14. Si T € &, (X) = T es esencialmente semi-reqular.

Demostracién.
Ver Teorema 1.62 de [1]. u

Por el Teorema anterior tenemos las siguientes contenciones:

0es(T) C 05 (T) € o(T).

Teorema 1.15. Sea T' € L(X). El espectro esencialmente semi-reqular o.s(T') es com-
pacto y ademds 0oy (T) C o.5(T)

Demostracién.
Ver Teorema 1.65 de [1]. u

Del Teorema anterior se deduce que o.5(1) y 054(T") son subconjuntos no vacios de

C.

Observacion 7. 0,4(T) # 0y o1;(T) # 0. En efecto:
En caso contrario, tendriamos que o5¢(T") = 0,¢(T) Noy¢(T) = 0, lo cual es absurdo.

Observemos que 0y, (1) v 01,(T) son subconjuntos no vacios y compactos de C, ya
que en caso contrario, o,¢(T) =0 6 0;4(T) = 0, lo que seria un absurdo.

Teorema 1.16. Sea T € L(X) :
i) ouw(T) € ow(T) y 01u(T) € ou(T).
i) oo(T) = 0y(T*), ou(T) = ow(T*) y ow(T) = ou(T).
iii) ouw(T) = N{ou(T+ K) : K € K(X) , KT = TK}.
iv) ow(T) = N{os(T + K) : K € K(X) , KT = TK}.
v) oo(T) = N{o(T + K) : K € K(X) , KT = TK}.

Demostracién.

Ver Corolarios 3.45 y 3.47 de [1]. |

Del teorema anterior se deduce que los espectros a,,(T") v o3(T") son subconjuntos
compactos y no vacios de C.

Hablaremos ahora de una propiedad de tipo espectral llamada SVEP (del ingles
single-valued extension property). La SVEP es una propiedad que es satisfecha por
una amplia clase de operadores acotados sobre espacios de Banach complejos. Esta
propiedad la introduce Dunford por vez primera en 1952. Dicha propiedad recibié un
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tratamiento mas sistematico en el texto clasico ”"Linear Operators "de Dunford y
Schwartz de 1971 y maés recientemente por Laursen y Neumann ([26]2000) y Aiena

[1].
Dado un operador 7' € L(X) y un elemento y € X, estamos interesados en con-
seguir una solucién analitica f : U — X de la ecuacion:

A =T)(f(N) =y

sobre un subconjunto abierto adecuado U de C.

Sobre el conjunto resolvente p(T) del operador T', la solucién se obtiene facilmente,
aplicando (Al — T')~! en ambos lados de la ecuacién anterior y esto nos conduce a la
unica solucion:

fO) =M =T)"y
la cudl es valida para cada A € p(T'). Sin embargo, es posible obtener con frecuencia
para un cierto y € X, una solucién analitica de la ecuacién (Al —T)(f(\)) = y, sobre

conjuntos abiertos que contienen puntos del espectro o(7"). En este caso la unicidad de
la solucién analitica no es trivial, lo que motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.8. Un operador 7" € L(X) tiene la SVEP, si, para cada disco abierto
D C C, la tnica solucion analitica f : D +— X de la ecuacion:

(AL =T)(f(A) =0
para cada A € D, es f = 0.

En el presente trabajo hacemos uso de una definicién local de la SVEP que fué for-
mulada por Finch [18] en 1975. Esta definicién local de la SVEP juega un papel im-
portante en la teoria espectral local y ha sido estudiada en articulos recientes, ver por

ejemplo ([4],[7],[8],[9] y [11]).

Definicién 1.9. Sea T' € L(X). El operador T se dice que tiene la propiedad de
extension univaluada en Ay € C (SVEP en \g) si para cada disco abierto D centrado
en Ao, la Unica funcién analitica f : D — X que satisface la ecuacion:

(M —=T)(f(\)) =0 para cada A € D;
es la funcion f = 0.

Observemos que T' € L(X) tiene la SVEP, si T' tiene la SVEP en cada A € C.
En lo que sigue, denotaremos por accA los puntos de acumulacion del conjunto A y
por isoB los puntos aislados del conjunto B.

Teorema 1.17. Sea T € L(X).

i) T tiene la SVEP en cada punto A € p(T),
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it) T tiene la SVEP en cada punto X € p(T). En particular, T tiene la SVEP en
cada punto aislado del espectro y en cada punto de do(T);

iii) Si No ¢ acco,(T) = T tiene la SVEP en \;
i) Si Ng ¢ acco,(T) = T tiene la SVEP en \o;
v Si Ao ¢ accos(T) = T* tiene la SVEP en \;

Demostracién.
Ver Observacion 2.4 y Corolario 2.50 de [1]. u

Ejemplo 1.10. Sea T € L(X).

i) Cada operador de espectro finito tiene la SVEP. En particular, los operadores
quasi-nilpotentes tienen la SVEP.

ii) Siint(o,(T)) =0 = T tiene la SVEP.
iii) Por (ii), cualquier operador con espectro real tiene la SVEP.
Teorema 1.18. Sea T' € L(X).
i) T tiene la SVEP en \g < Aol — T tiene la SVEP en 0.
i1) Si Aol — T es inyectivo = T tiene la SVEP en \o.

iii) Si T tiene la SVEP en Ao y M es un subespacio cerrado T-invariante = Ty
tiene la SVEP en \g.

Demostracién.
Ver Teorema 2.22 y Corolario 2.24 de [1]. |

Por lo anterior, si A\I — T es inyectivo, entonces 7T tiene la SVEP en A. El siguiente

resultado, muestra que si Al — T es sobreyectivo y T tiene la SVEP en )\ entonces
A e p(T).

Teorema 1.19. Sea T' € L(X) tal que A\l — T es sobreyectivo. Entonces:
T tiene la SVEP en A\ < A — T es inyectivo.

Demostracién.
Ver Corolario 2.24 de [1]. |

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que el operador de traslacién
a izquierda L sobre /3(N) no tiene la SVEP en 0. Recordemos que T' " representa el
adjunto de Hilbert y 7™ el operador dual de un operador 17" € L(X).
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Teorema 1.20. Sea H un espacio de Hilbert complejo. Entonces:
T tiene la SVEP en A < T* tiene la SVEP en \.

Demostracion.
=) Supongamos que 1" tiene la SVEP en ) y veamos que T* tiene la SVEP en .
Sea D un disco centrado en Ay f : D +— H* una funciéon analitica tal que:

(ul* =T)(f()) =0 para cada p € D.

Luego, por el Teorema 1.4 existe una isometria U € L(H, H*) tal que:

(WUIU™Y —(UT'U™Y)(f(1) =0 para cada pu € D.

De esta manera, Ul — T U (f(1)) =0 para cada p € D. Luego,

[l —TW(Uf(1)) =0 para cada pp € D (va que U es inyectivo). De este modo:
U=Y(f(n)) = 0 para cada u € D, ya que T tiene la SVEP en . Ahora, como U~ es
inyectivo tenemos que f(u) = 0 para cada p € D. Asi, T* tiene la SVEP en A.

<) Se prueba de forma andloga a la implicacién anterior. |

Este tltimo resultado, también nos muestra la conveniencia de usar el adjunto de
un operador cuando el espacio es de Hilbert.

Teorema 1.21. Sea T € L(X).
i) SiT tiene la SVEP = o4(T) = o(T).
it) Si T* tiene la SVEP = 0,(T) = o(T).
iii) SiT y T* tienen la SVEP = 0,(T) = o4(T) = o(T).

Demostracion.
Ver Corolario 2.28 de [2]. |

Definicién 1.11. Sea T' € L(X). La parte cuasi-nilpotente de T se define por:
Hy(T) == {z € X : lim |T"z||» =0}

Hy(T) es un subespacio vectorial de X.

Teorema 1.22. Sea T € L(X) :
T es cuasi-nilpotente < Hy(T) = X

Demostracioén.
Ver Teorema 1.68 de [1]. u



1.2. OPERADORES SEMI-FREDHOLM, SEMI-BROWDER,
SEMI-WEYL Y SVEP 15

Teorema 1.23. Sea T € L(X).
i) p(Al —T) < oo = T tiene la SVEP en .
ii) g\ = T) < 0o = T* tiene la SVEP en .

Demostracién.

Ver Teorema 3.8 de [1]. |

Definicién 1.12. Sea H un espacio de Hilbert complejoy T € L(H).
1. Diremos que 7' es normal si: ||Tz| = ||T"z| para cada = € H.
2. Diremos que T es hiponormal si: ||T"z|| < ||Tz|| para cada = € H.

3. Sea T' € L(X), donde X es un espacio de Banach. Diremos que T es para-
normal si:

HTx||2 < ||T2:E||Ha:H para cada z € X.

4. Un operador T" € L(X), donde X es espacio de Banach, se dice totalmente
paranormal si:
A — T es paranormal para cada A € C.

Observacion 8. Sea T € L(H), donde H es un espacio de Hilbert.
i) Es claro que cada operador normal es hiponormal.

ii) Si T es hiponormal = Al — T es hiponormal para cada A € C. Esto se sigue de
la definicién de operador adjunto.

iii) Si 7" es hiponormal = T es totalmente paranormal. Esto se sigue de (ii) y de la
desigualdad de Cauchy-Schwarz.

iv) Si T es totalmente paranormal = Hy(Al —T) = N(A — T) para cada A € C.
Ver Ejemplo 3.9 de [1].

v) Si T es paranormal = p(T') < oco. Esto se sigue del hecho que si T" es paranormal,
entonces N(T?) = N(T). En particular, cada operador totalmente paranormal
satisface que p(AI — T') < oo para cada A € C.

Por la observacién anterior se tiene que los operadores totalmente paranormales
tienen la SVEP, ya que estos satisfacen que p(Al — T') < oo para cada A € C. En
particular, los operadores normales e hiponormales tienen la SVEP.
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Definicién 1.13. Si un operador 7' € L(X) satisface la condicién:
Ho(AM —=T)= N\ —T), para cada A € C,

diremos que T satisface la condiciéon H(1). De esta manera, los operadores totalmente
paranormales satisfacen la propiedad H(1).

Teorema 1.24. Sea H un espacio de Hilbert y T € L(H) un operador
normal. Entonces:

i) St X €isoo(T) = X es un autovalor de T.
i) 0, (T) = acco(T) U{A € isoo(T) : a(AM —T') = oo}
iii) 04(T) = o(T).

Demostracién.
Ver Proposicién 70.6 y Proposicién 70.7 [25]. |

Observemos que si T € L(H) es un operador normal, entonces:
o(T)\ ou(T)={N€isoo(T) : 0 <a(A] —-T) < o0}.

Esta tltima igualdad fué descubierta por H. Weyl [41] para operadores autoadjuntos
en 1909. Siguiendo a Coburn [15], los operadores que satisafacen la condicién espectral
anterior, se dice que satisfacen el teorema de Weyl. La clase de operadores que satisfacen
el teorema de Weyl la estudiaremos en la siguiente seccion.

Denotaremos por H (o (7)) al conjunto de todas las funciones a valores complejos
localmente analiticas sobre un conjunto abierto que contiene a o (7).

Sea f € H(o(T)), A(f) el dominio de f, y sea I' un contorno en A(f) que
rodea a o(7'). Por contorno I' entendemos un sistema finito orientado positivamente
I'={m,...,vm} de curvas cerradas y rectificables en A(f) \ o(T") tal que o(T") esta
contenido en el interior de I' y C\ A(f) esta en el exterior de I'. Entonces, del calculo
funcional se define:

f(T) = /Ff(/\)()\]—T)‘ld/\.

Esta integral esta bien definida y no depende de la elecciéon particular de I'.
Queremos observar que si T,.S € L(X) son dos operadores que conmutan, es facil ver
por medio del célculo funcional que f(7')S = Sf(T) para cada f € H(o(T)). Para mas
detalles ver Heuser [25].

Teorema 1.25. Sea T € L(X) y f : U +— C una funciéon analitica sobre un conjunto
abierto U que contiene o(T).

i) Si T tiene la SVEP = f(T) tiene la SVEP.
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it) Si f es no constante sobre cada componente conexa de U, entonces:
T tiene la SVEP < f(T) tiene la SVEP.

Demostracién.
Ver Teorema 2.40 de [1]. u

El Teorema de la aplicacion espectral no es cierto para el espectro de Weyl; sélo
tenemos las inclusiones:
unl F(T)) € f(0ulT)); o F(T)) € Flou(T)); ou(f(T)) C f(0u(T)), para cada
f € H(o(T)). Ver Teoremas 3.63 y 3.67 de [1]. Estas inclusiones pueden ser estrictas,
ver Ejemplo 3.64 de [1].

Teorema 1.26. Sea T € L(X). SiT ¢ T* tiene la SVEP, entonces el teorema de la
aplicacion espectral se cumple para
Ou(T), 00w(T) y 0u(T) para cada f € H(o(T)).

Demostracion.
Ver Corolario 3.72 de [1]. |

Una clase importante de operadores la constituyen los operadores espectrales,
esta clase la introdujo Dunford en 1958. Para definirlos, se hace por medio de una
medida espectral. Para mds detalles consultar el texto Laursen y Newman [27]. Los
operadores normales son casos particulares de operadores espectrales.

Otra clase importante de operadores la constituyen los operadores escalares
generalizados. Siguiendo a Foiag (ver [20]), un operador 7' € L(X) se dice escalar
generalizado, si existe un homomorfismo continuo de algebras:

O : C*(C) — L(X) tal que:
O(1) =1y ©(Z) =T, donde Z denota la funcién identidad sobre C.

Los operadores espectrales y escalar generalizado, estan contenidos en una clase
mas general de operadores llamados, operadores descomponibles.

Definicién 1.14. Sea T € L(X). Diremos que T es descomponible, si para cada
cubrimiento C = U UV del plano complejo por dos conjuntos abiertos U y V', existen
subespacios cerrados T-invariantes Y y Z de X tal que:

o(Tly)cU; oTlz) SV y X=Y+2Z

En la definiciéon anterior, la descomposicién en suma de X puede ser no directa
y los espectros de las restricciones no son necesariamente disjuntos. Los operadores
normales, espectrales, escalar generalizado y los operadores con espectros totalmente
disconexos son ejemplos de operadores descomponibles. En particular, los operadores
con espectro numerable son descomponibles (ver Laursen y Newman [27]).

Teorema 1.27. Sea T' € L(X).
i) S1T es descomponible = T y T* tienen la SVEP.
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it) T es descomponible < T* es descomponible.
Demostracion.

Ver Teorema 6.22 de [1]. |

Los operadores escalar generalizado tienen la SVEP, ya que son descomponibles.
Ejemplos de operadores que satisfacen la SVEP pero no son descomponibles pueden
encontrarse en multiplicadores de algebras de Banach semi-simples conmutativas, ver
capitulo 6 de [1] y Capitulo 4 de Laursen y Newman [27]. Hay una amplia clase de
operadores que satisface la propiedad H (1), es decir;

Ho(AM —T) = N(A —T) para cada \ € C.

a) Un operador T' € L(H), donde H es un espacio de Hilbert, se dice *-paranormal
si satisface:

T z||? < ||T%z| para cada ||z|| = 1.

T € L(H) se dice totalmente x-paranormal si A\I — T es #-paranormal para
cada A € C. Cada operador totalmente x-paranormal satisface la propiedad H (1),
ver [22].

b) Un operador T' € L(H) se dice p-hiponormal, con 0 < p < 1, si:
(T'TY > (TT).
Cada operador p-hiponormal inyectivo satisface la condicién H(1). Ver [12].
¢) Un operador T' € L(H) se dice log-hiponormal, si T" es invertible y satisface:
log(T'T) > log(TT").
Cada operador log-hiponormal satisface la condicién H(1).

d) Sea A un élgebra de Banach, una aplicaciéon T : A — A se dice un
multiplicador si:

(Tz)y = x(Ty) para cada x,y € A.

Para un &lgebra de Banach semi-simple conmutativa A, denotemos por M (A) el
algebra de Banach conmutativa de todos los multiplicadores (ver [27]). Si T €
M (A), donde A es un dlgebra de Banach semi-simple conmutativa, entonces 7" €
L(A) y T satisface H(1). Ver [1] y [6].

Segin Oudghiri [33], un operador T" € L(X) se dice que tiene la propiedad
H(p) si: para cada A\ € C, existe p = p(A\) € N tal que:

Ho(\ = T) = N\ — T)P.

Los operadores escalar generalizado satisfacen la propiedad H(p).
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e) Un operador T' € L(H), donde H es un espacio de Hilbert, se dice
M-hiponormal, si existe un M > 0 tal que:

TT < MT'T.

Los operadores M-hiponormales, p-hiponormales, log-hiponormales y
algebraicamente hiponormales son casos particulares de operadores escalar
generalizado; asi, dichos operadores satisfacen la condicién H(p). Ver [33].

Teorema 1.28. Sea T € L(X). Si \gI —T € ®,.(X), entonces las proposiciones
siguientes son equivalentes:

i) T tiene la SVEP en Ao,

ii) p(Aol —T) < o0,
iii) Ao mo es punto de acumulacion de o4(T),
iv) Ho(Aol —T) es cerrado,

v) Ho(Nol — T) tiene dimension finita.

Demostracién.

Ver Teorema 3.16 de [1]. |

De forma dual tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.29. Sea T € L(X). Si \oI — T € ®.(X), entonces las proposiciones
siguientes son equivalentes:

i) T tiene la SVEP en o,
ii) gl —T) < o0,
iii) Ao mo es punto de acumulacion de og(T),

Demostracién.
Ver Teorema 3.17 de [1]. u

Notemos que del Teorema 1.23 (i) se deduce que T' € L(X) tiene la SVEP en cada
A ¢ 0u(T). Del Teorema 1.23(ii) se tiene que T tiene la SVEP en cada A ¢ oy, (T).

Recordemos que 0y, (1), 01,(T), ouw(T) y ow(T) son subconjuntos no vacios y
compactos de C. Ademds, tenemos las siguientes inclusiones:

Ouw(T) € ow(T) y 01(T) S ou(T).

La relacion precisa entre el espectro de Weyl y el espectro de Browder se establece en
el siguiente resultado:
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Teorema 1.30. Sea T € L(X):
i) 0up(T) = 0un(T) U accoa(T).
ii) ow(T) = o1 (T) U acco,(T).
iii) oy(T) = 0 (T) U acco (T).

Demostracion.
Ver Teorema 3.65 de [1]. |

En el caso que T' 6 T™* tengan la SVEP, tenemos el siguiente resultado.
Teorema 1.31. Sea T € L(X).
i) Si T tiene la SVEP = 0,(T) = 0,(T) = o (T).
it) Si T* tiene la SVEP = 0,(T) = 0u(T) = ow(T).
iti) Si'T 6 T* tienen la SVEP. Entonces:
Ouw(T) = owp(T) y 01, (T) = ow(T).

Demostracién.
Ver Teorema 3.66 de [1]. u

En el siguiente teorema, mostraremos algunas igualdades espectrales para el caso
en que X sea una espacio de Hilbert complejo.

Teorema 1.32. Sea T € L(H), donde H es un espacio de Hilbert complejo.
i) (M —T') = a(X[* = T*), para cada \ € C.
i) Tuw(T) = {N: X € 04u(TH)}.
i1) o1(T) = {\: X € 01, (T*) }.
W) 0u(T') ={X: X € 0,(T)}.

Demostracién.

i) Por el Teorema 1.4 tenemos que

M—T =\ —T) =U Y\ —T)*U para cada A € C, donde U € L(H,H*) es la
isometria definida por U(y)(z) := (z,y).

Denotemos por U la restriccién de U sobre N(A — T'). Veamos que
UNMN —T)) = NA* —T*) :
Sea y € N(A —T"), entonces;
A* —=THU(y) = UM —T')(y) = U(0) = 0. Asi,
UNA =T")) C N(AI* = T™).
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Ahora, sea f € N(A[* — T*), nuevamente por el Teorema 1.4, existe y € H tal que
f = U(y). Luego, U()\I TY(y) = (A\I* = T*)(U(y)) = 0. Asi, (M —T")(y) = 0y por
tanto y € N\ —T").

En consecuencia, U : N(\ — T’) — N(A[* — T*) es un isomorfismo. De esta
manera, a(A — T') = a(\[* — T*), para cada \ € C.

ii) Demostremos que 0, (T") = {A : A € 04u(T*)}. Sea A € 0,,(T") y veamos que
A € 040 (T*). Supongamos que A\ ¢ o,,,(T*), entonces:
N* —T* € W (H*), por lo que ind(A\[* —T*) <0y \[* —T* € &, (H*).

Ahora, por el Teorema 1.4, A\I — T tiene rango cerrado y por el apartado (i),
a(M —T') = a(A\[* — T*) < oco. Por otro lado, en virtud del Teorema 1.4
ind M —T') = ind(UY(A\I[* = T*)U) = ind(A\* —T*) < 0, ya que U es una isometria.
Ast, \[ —T" € W, (H*), lo cual es absurdo. Asi, 0,,(T") € {\: X € 04(T*)}. La otra

contencion se demuestra de manera similar.

iii) Veamos que 0p,(T") = {\ : A € 03, (T*)}. Sea A € 0,(T") y veamos que
A € 01,(T*). Supongamos que \ ¢ oy, (T*), entonces
M* —T* € d_(H*) y ind(A\* —T*) > 0. Asi, \I — T" tiene rango cerrado y
a(M —T") = BNI* — T*) < co. Ademés, ind( A —T') = —ind(\[* —T*) < 0. Luego,
A & 0uu(T) = 01,(T*), lo cual es absurdo.

En consecuencia, 07,(T") C {\ : X\ € 03,(T*)}. La otra contencién se demestra de
manera analoga.

iv) Se sigue de (i) y (iii) y el hecho que 0 (T") = Guuw(T") U 01 (T"). |

Terminaremos esta seccién mencionando algunos resultados relacionados con los
polos del resolvente de T'. Recordemos que el resolvente de un operador 7" € L(X)
es la funcién analitica R(.,T) : p(T') — L(X) definida por: R(.,T)(\) := R\, T) =
(M —=T) Y donde T € L(X) y p(T) =C\ o(T).

Sea [" un camino de integracion, es decir, una curva cerrada rectificable y orientada
en C. Para cada funcién continua f : I' — X, donde X es un espacio de Banach, se
define la integral de camino, como en el caso clésico, es decir, como el limite de sumas
de Riemann:

/Ff()\)dA =1m ) (&) (e — M)

Sea Ao € isoo(T) y consideremos la serie de Laurent de R(\,7T) en una vecindad
D(Ag, d). La expresién de Laurent de R(A,T') tiene la forma:

T):X%Qk(k—/\o’%tz% T AO
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donde Py, Q) € L(X), para cada 0 < |A — X\g| < d. Es sabido que cada punto aislado
del espectro de T, o es un polo o es una singularidad esencial (ver Heuser, [25]§49).
Sea Ao € isoo(T) y sea Py el proyector espectral asociado al conjunto espectral {\o}

definido por:

1
Pyi=— [ (A =T)7'dA,

2m Jr

ver Heuser [25](§49). Este proyector espectral origina naturalmente la
descomposicién X = Py(X) & N(F).

Las longitudes de las cadenas de A\ — T" estan relacionadas con los polos del resol-
vente del operador T', veamos el siguiente resultado:

Teorema 1.33. Sea T € L(X).
Ao es un polo de RINT) < 0 < p(Al —T) = q(Nl —T) < c0. Mds atn, sip =
p(Aol —T) = q(Al —T) < oo, entonces p es el orden del polo. Ademds, cada polo
X € o(T) es un autovalor de T.

Demostracién.
Ver Proposicién 50.2 de Heuser [25]. |

Teorema 1.34. Sea T' € L(X) y supongamos que Ny € isoo(T). Si Py es el proyector
espectral asociado con { Ao}, entonces:

i) Po(X) = Ho(M = T),
i) N(By) = K(\ —T).

En particular, si A\g es un polo del resolvente de T', o equivalentemente
p:=pAol —T) =q(Ml —T) < 00, entonces:

a) Po(X> = Ho()\(]l - T) = N()\o[ - T)p’

b) N(Py) = KNI —T)= (Ml —T)"(X). En este caso,
X = NOol — T) & (Aol — T)P(X).

Demostracién.
Ver Proposicién 50.3 de [25]. |
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1.3. Teoremas de Browder y de Weyl

Teorema 1.35. Sea T' € L(X). Entonces:
M —TedX)y0<prl —T)=qN] —T) <oo < X\ €isoo(T) y el proyector
especral asociado a {\o} es de rango finito.

Demostracion.
Ver Teorema 50.3 de [25]. |

Definicién 1.15. Sea X un espacio de Banach complejoy T € L(X).
Definimos el conjunto de puntos de Riesz por

poo(T) == (T)\op(T) ={N€o(T) : N[ - T € B(X)}.
Sea T' € L(X). Definamos el conjunto:
moo(T') :={ X €isoc(T) : 0 < (N —T) < oo}.

De esta manera, el conjunto moo(7") esta constituido por los puntos aislados del espectro
de T que son autovalores de multiplicidad finita. Definamos también los siguientes
conjuntos:

A(T) 1= o(T)\ 0u(T),
ANT) :=04(T) \ 0uw(T).
Lema 1.1. Sea T € L(X).
i) poo(T) = poo(T*)>
i) poo(T) € moo(T) NA(T).

Demostracién.
Ver Lema 4.20 de [2].

Observacion 9. Sea T € L(X).
1) poo(T) = A{X € moo(T) : p(AI = T) = q(AM —T) < o0},
i) A(T)={ANeC: AN -TeW(X), 0<a(AMl-T)}.
Sea T € L(X) y definamos los siguientes conjuntos espectrales:

750 (T) :={X € is00,(T) : 0 < a(A[ - T) < o0},

Pio(T) == 0,(T)\ow(T) ={N € 0,(T): X =T € B.(X)}.
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Lema 1.2. Sea T € L(X).
i) moo(T') € mGo(T),
i1) poo(T) € pig((T) € mio(T) 1 A(T).

Demostracién.
Ver Lema 4.31 de [2]. |

En 1997 Harte y W. Lee [24], introducen la siguiente definicion:

Definicién 1.16. Sea T' € L(X). Diremos que T satisface el teorema de Browder
si:

O'w(T> = O'b(T).

Teorema 1.36. Sea T' € L(X). Las proposiciones siquientes son
equivalentes:

i) T satisface el teorema de Browder,
i) poo(T) = A(T),
1) A(T) Cisoo(T),

i) o(T) = 0,(T) Uisoo(T),

v) T* satisface el teorema de Browder,
vi) T tiene la SVEP en cada X\ € A(T),
vii) T* tiene la SVEP en cada X € A(T).

Demostracion.
Ver Teorema 4.23 de [2]. u

Definicién 1.17. Sea T' € L(X). Diremos que T satisface el teorema de a-Browder
sl

Uuw(T) = Uub(T).

El siguiente teorema, muestra que para el teorema de a-Browder, se tiene una
version aproximada puntual del Teorema 1.36.

Teorema 1.37. Sea T € L(X). Las proposiciones siguientes son equivalentes:
i) T satisface el teorema de a-Browder,
ii) pAo(T) = A%(T),
i11) AYT) Cisoo,(T),
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i) 04(T) = 0uw(T) Uisoo,(T).

Demostracion.
Ver Teoremas 4.32 y 4.35 de [2]. |

En el siguiente teorema se estableceran relaciones entre la SVEP y el teorema de
a-Browder.

Teorema 1.38. Sea T' € L(X)

i) T satisface el teorema de a-Browder < T tiene la SVEP en cada
A€ o (T)\ ouw(T).

it) Si T tiene la SVEP en cada A € 04(T) \ 01,(T) = T* satisface el teorema de
a-Browder.

iii) Si T* tiene la SVEP en cada N € 0,(T) \ 0uw(T) = T satisface el teorema de
a-Browder.

Demostracion.
Ver Teorema 4.34 de [2]. u

Observacion 10. Del Teorema anterior tenemos:
Si T o T* tienen la SVEP = T y T™ satisfacen el teorema de a-Browder.

Vamos a introducir ahora, una importante propiedad que ha sido estudiada por
varios autores. Esta propiedad fue observada por Weyl en 1909 para operadores
autoadjuntos sobre espacios de Hilbert. En 1966, Coburn [15] estudié dicha propiedad
espectral para operadores hiponormales y de Toeplitz. Coburn llamé a esta propiedad,
el teorema de Weyl y propuso la siguiente definicién.

Definicién 1.18. Un operador T € L(X) satisface el teorema de Weyl si:
A(T):=0(T)\ 0,(T) = moo(T).
Para ver resultados relacionados con el teorema de Weyl ver [1],[2],[12] y [13].

Teorema 1.39. Sea T € L(X).
Si T satisface el teorema de Weyl = poo(T) = mo(T") = A(T)

Demostracién.
Ver Teorema 4.42 de [2]. |

Observemos que la condicién poo(7)) = A(T) es equivalente a que T' verifique el
teorema de Browder. De este modo, el teorema de Weyl implica el teorema de Browder.

Ejemplo 1.19. Si T € L(H) es un operador normal, donde H es un espacio de Hilbert,
entonces por el Teorema 1.24, se tiene que T satisface el teorema de Weyl.
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Teorema 1.40. Sea T' € L(X). Son equivalentes:
i) T satisface el teorema de Weyl,
it) T satisface el teorema de Browder y poo(T) = moo(T).

Demostracién.
(i)= (ii): Es inmediato del Teorema 1.39.

(ii)= (i): Por el Teorema 1.36 tenemos que A(T) = poo(T") y por hipdtesis
poo(T) = 7T00(T). ASf, A(T) = ’/TO()(T). [

Observacion 11. El hecho que un operador satisfaga el teorema de Weyl no significa
que el operador sea un operador de Weyl y viceversa. De hecho, estos conceptos no
estan relacionados, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Consideremos cualquier operador cuasi-nilpotente con nicleo de dimensién infinita
(por ejemplo T' = 0). Entonces, 0(T) = 0,(T) = {0} y a(T) = 00. Asi, moo(T) =0 y
en consecuencia 7' satisface el teorema de Weyl. Por otro lado, T' no es un operador de
Weyl ya que a(T") = oo.

Consideremos ahora un ejemplo de un operador de Weyl que no satisface el teorema
de Weyl. Sea Q € L(X) un operador compacto no inyectivo con ntcleo de dimensién
finita (ver ejemplo 4 de la seccién 1.5). Consideremos 7" := I+@Q, donde [ es el operador
identidad. Entonces:

o(T) =0+ Q) =0c() = 0,(T) = {1}. es claro que T es inyectivo ya que —1 ¢
,(Q) C{0}. Asi, a(T") > 0. Por otro lado,

7o0(T) = {A € isoc(T) : 0 < (A —T) < oo} = {1}. De esta manera, T' no satisface
el teorema de Weyl. Observemos que 1" es un operador de Weyl por ser la suma de un
operador biyectivo y un operador compacto.

Teorema 1.41. Si T € L(X) satisface que para cada \ € C:

Ho(M —T)=N(M —T), es decir, T satisface la propiedad H(1) y

f € H(o(T)) = f(T) satisface el teorema de Weyl. En particular, T satisface el
teorema de Weyl.

Demostracién.

Ver Corolario 3.97 de [1]. u

Definamos la clase de operadores Py(X) como la clase de los operadores T' € L(X)
que satisfacen que para cada A € my(7'), existe p = p(A) € N tal que Hy(A —T) =
N(A —T)P. La siguiente caracterizacion se debe a P. Aiena - Villafane (2005)[12].

Teorema 1.42. T € Py(X) < poo(T) = moo(T). En particular, si T tiene la SVEP,
entonces:
T werifica el teorema de Weyl < T € Py(X).
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Demostracion.

Ver [12). u

Recordemos que un operador 7" € L(X) tiene la propiedad H(p); si para cada
A € C, existe p = p(A) € N tal que Hy(M —T) = N(AI —T)P.
Observemos que la condicién H(1) corresponde al caso p = p(A) = 1.

Observacion 12. i) Los operadores que satisfacen la propiedad H(p),
verifican la SVEP, ya que Ho(A —T') = N(AI — T')? es cerrado para cada A € C.

ii) Los operadores escalar generalizado satisfacen la propiedad H(p) (por [Oudguri
2004 [33]]). En consecuencia, T' € Py(X) y T tiene la SVEP. Luego del Teorema 1.42
se concluye que los operadores escalar generalizado satisfacen el teorema de Weyl.

iii) Los operadores totalmente paranormales, hiponormales, cuasi-hiponormales, p-
hiponormales inyectivos, log-hiponormales y operadores de convolucion son ejemplos de
operadores que satisfacen la condicién H(1). De esta manera, estos operadores tienen
la SVEP y pertenecen a la clase Py(X). En consecuencia, los operadores mencionados
anteriormente satisfacen el teorema de Weyl (ver Ejemplos 3.93 y 3.95 de [1]).

Teorema 1.43. Si T € L(X) satisface la propiedad H(p) = f(T) y f(T*) satisfacen
el teorema de Weyl para cada f € H(o(T)).

Demostracién.

Ver Corolario 3.6 de [33]. u

Diremos que un operador 7' € L(X) es relativamente regular, si existe un
operador S € L(X) tal que:
T =TS5T.

Un operador 7' € L(X) se dice reguloide, si para cada A € isoo(T') se tiene que A\l =T
es relativamente regular.

Teorema 1.44. Sea T € L(X) un operador requloide tal que T o T* tiene la SVEP
= f(T) satisfacen el teorema de Weyl para cada f € H(o(T)).

Demostracién.
Ver Teorema 3.90 de [1]. u
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1.4. EIl Teorema de a-Weyl

El teorema de a-Weyl es una variante del teorema de Weyl, y representa una
version aproximada puntual de dicha condicién espectral. En esta seccién se presentan
algunos resultados ya conocidos sobre el teorema de a-Weyl (ver [3],[5],[18] y [37]). De
acuerdo con Rakocevi¢:

Definicién 1.20. Sea T' € L(X). Diremos que T satisface el teorema de a-Weyl si:
ANT) = 0a(T) \ oun(T) = 50 (T)-
Observacion 13. Sea T' € L(X). Entonces:
) AYT)={ e C:AN[-TeW,(X), 0<aM —-T)}.
ii) Por la Observacién 9, se tiene que:
A(T) € AY(T)
Teorema 1.45. Sea T' € L(X)
i) Si T satisface el teorema de a-Weyl = T satisface el teorema de Weyl.
ii) SiT satisface el teorema de a-Weyl = pi(T) = 75y (T) = A*(T)

Demostracién.
Ver Teoremas 4.50 y 4.51 de [2]. u

La condicién p§,(T) = A*(T) es equivalente al teorema de a-Browder (Teorema
1.37). Asi, la condicién del teorema de a-Weyl implica que T satisface el teorema de
a-Browder. En general el teorema de Weyl no implica el teorema de a-Weyl, un ejemplo
de esta situacién lo dié Rakocevi¢ en [36] (ver el Ejemplo 2.6 del capitulo 2).

Teorema 1.46. Sea T' € L(X)
T satisface el teorema de a-Weyl < T satisface el teorema de a-Browder y

P6o(T) = 5o (1)

Demostracién.
=) Es consecuencia inmediata de los Teoremas 1.37 y 1.45.

<) Supongamos ahora que T satisface el teorema de a-Browder y
pgo(T) = iy (T'). Del Teorema 1.37, obtenemos que:
péo(T) = AY(T) = w§,(T). En consecuencia, T' verifica el teorema de a-Weyl. |
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Ejemplo 1.21. i) Los operadores compactos con espectro infinito satisfacen el teorema
de a-Weyl.

ii) Cada multiplicador " € M (A) de un dlgebra de Banach semi-simple y conmutativa
verifica el teorema de a-Weyl (ver Teorema 3.7 de [3]).

Teorema 1.47. Sea T € L(H), donde H es un espacio de Hilbert.
Si T tiene la propiedad H(p) y f € H(o(T)) = f(T) satisface el teorema de a-Weyl.

Demostracion.

Ver [3]. |

Teorema 1.48. Si T € L(X) tiene la propiedad H(p), entonces f(T™)
satisface el teorema de a-Weyl para cada f € H(o(T)). Andlogamente, si T* tiene la
propiedad H(p), entonces f(T') satisface el teorema de a-Weyl para cada f € H(o(T)).

Demostracion.

Ver Teorema 3.7 de [3]. |

Teorema 1.49. Sea T' € L(X) un operador escalar generalizado. Entonces, f(T) y
f(T) satisfacen el teorema de a-Weyl para cada f € H(o(T)).

Demostracién.

Cada operador escalar generalizado tiene la propiedad H(p) y en consecuencia, f(T) y
f(T*) satisfacen el teorema de Weyl y también el teorema de a-Browder. Ademds, como
T y T* tienen la SVEP, por el Teorema 1.25 se tiene que f(T') y f(T*) tienen la SVEP.
Ahora, como o(f(T)) = o.(f(T)) v 0u(f(T)) = ow(f(T)), entonces 7wl (f(T)) =
moo(f(T)) = p3y,(f(T)). De esta manera, f(T) y f(T*) satisfacen el teorema de a-Weyl
para cada f € H(o(T)) (por Teorema 1.46). |

1.5. Algunos Ejemplos

En esta seccion, se muestran algunos ejemplos de operadores lineales y acotados
sobre espacios de Hilbert que usaremos a lo largo de este trabajo, para ilustrar de la
mejor manera posible la teoria que estamos desarrollando. La mayor parte de estos
ejemplos son usados en realidad para dar contraejemplos. Cabe destacar, que gran
parte de los detalles que se encuentran en esta seccién, no aparecen en las fuentes
originales de donde se tomaron dichos ejemplos.

Ejemplo 1.22. Consideremos los operadores de traslacion a izquierda y traslacion
a derecha definidos sobre (5(N), L y R, respectivamente. Recordemos que R tiene la
SVEP, mientras que L no tiene la SVEP (L no tiene la SVEP en 0).
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Es conocido que o(R) = o(L) =D :={\A € C: |\| < 1}.
Por los Teoremas 1.21, 1.30 y 1.31 se tiene:

0(R) = 0(R) = D = 0,(L) = 03(R) = 0uw(R) = op(R) = 01u(R) = ow(L) =
Ouw(L) = o(L) = op(L).

Sabemos que 0,(R) = o04(L) =T := {\ € C : |\| = 1}. Ahora, como R tiene la
SVEP, del teorema 1.31 se sigue que 0y,(R) = oy (R) y por el Teorema 1.30 se tiene
que acco,(R) C 04 (R). De esta manera, 0,,(R) = ow(R) = ou,(L) = op(L) = T.
Por otro lado:

moo(R) = moo(L) = 7Go(R) = (L) = 0 = poo(R) = pGo(R) = poo(L) = pio(L)-
En consecuencia, tenemos que los operadores R y L satisfacen el teorema de a-Weyl,
a-Browder, Weyl y Browder.

Ejemplo 1.23. Consideremos el operador @) : 5 — {5 definido por
Qx := (*2),>1. Demostremos que () es un operador compacto que satisface el teorema
de a-Weyl. En efecto:
Definamos la sucesién de operadores @, : £5 — f5 denida por:
i) Tn

nl 1= sy, —0,.00).
Qnr (71 9 n )

Tomando el supremo sobre todos los x de norma 1, se obtiene que
|Q — Qnll < n+r1 De este modo, @ es el limite uniforme de operadores de rango finito
y en consecuencia, () es un operador compacto. Luego, 0 € o(Q) y o(Q) \ {0} =

0,(®Q) \ {0}. Ahora, no es dificil ver que 0,(Q) = {1} y asi, 0(Q) = {0,1} = o(Q*).
En consecuencia, @) y Q* tienen la SVEP y del Teorema 1.21 se obtiene que:

G(Q) = 05(@) = UG(Q) = {07 1}

Al ser @ un operador compacto, de la teoria de Riesz-Shauder se obtiene que 0 <
a(l — Q) = B(I — Q) < oo. Esto implica que 1 ¢ 0,(Q). Asi, 0,,(Q) = {0}. Por el
Teorema 1.31 tenemos:

05(Q) = 0w(Q) = ou(Q) = ow(Q) = 0uw(Q) = o1 (Q) = {0}
Por tanto, A%(Q) = {1} = 78,(Q). De esta manera, @) verifica el teorema de a-Weyl.

Ejemplo 1.24. Consideremos los operadores T, N € L({5) definidos por:

X1 T2

T(.I'l,.CCQ, .. ) = (O, 7, E, .. ) 3 (xn) € 62,

N(z1, 2, ...) = (0, _Txl,o,o, L) () € b

Veamos que T" es un operador cuasi-nilpotente inyectivo que satisface el
teorema de Weyl y que N es un operador nilpotente de rango finito que no conmuta
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con T'. Ademas, T 4+ N no verifica el teorema de Weyl. Oberai

demostré en 1977 [32] que el teorema de Weyl se transmitia de T € L(X) a la per-
turbacion T'4+ N cuando N es un operador nilpotente que conmuta con T'. De este
modo, este ejemplo muestra la importancia de la conmutatividad en el estudio de la
estabilidad bajo operadores nilpotentes del teorema de Weyl.

Observemos que N? = 0, por lo que N es un operador nilpotente, ademds N es de
rango finito. Es facil ver que N no conmuta con 7.

Observemos también que 71" es un operador inyectivo, por lo que
p(T) = a(T) = 0.

i) T es un operador cuasi-nilpotente: notemos que 7' = QR, donde

Q(z) := (z1,%3,%,...) es un operador compacto y R es el operador de traslacién a
derecha. Ahora, como los operadores compactos constituyen un ideal bilatero de L(¢3),
se tiene que T es un operador compacto.

Recordemos que si T es compacto entonces, o(T') \ {0} = 0,(T') \ {0}.

Calculemos ahora o,(T).

Afirmamos que 0,(T") = ). Si suponemos que A € 0,(T), entonces A # 0 ya que T es
inyectivo. Luego, existe z # 0 en ¢ tal que T'xr = Az, esto implica que Ax; =0 y
Az, = = Ahora, como A # 0 se concluye que x = 0, lo cual es una contradiccién.
Asi, 0,(T) = (0. En consecuencia, o(T") = {0} y asi, T es un operador cuasi-nilpotente.

Por tanto se tiene:
0(T) = 0,(T) = ou(T) = 0uu(T) = 0,(T) = {0}.

ii) T+ N es cuasi-nilpotente:
T2 T3
3L )
Del teorema 1.3, se tiene que o(T + N) = o(T) = {0}. Asi, T+ N es cuasi-nilpotente.
Por otro lado, es claro que moo(T + N) = {0} y
o(T+N)=0u,(T+ N)=0u(T+N)=0uw(T+ N)=0,T+ N)={0}.

Ast, AT+ N)=0(T + N)\ 0uw(T + N) =0 # 7oo(T + N) = {0}. En consecuencia,
T + N no satisface el teorema de Weyl.

(T'+ N)(x1,22,...) == (0,0

Antes de continuar con los ejemplos vamos a definir el espacio suma de un espacio
de Hilbert. Consideremos un espacio de Hilbert H y definamos el espacio
H® H :={(x,y) : z,y € H} con las operaciones usuales:
(z,y) + (z,w) == (x + z,y + w); A(z,y) := (Az, \y) y definamos el producto interno
((z,y);(z,w)) := (x,2) + (y,w), donde (,) representa el producto interno de H. Este
espacio H @& H sera también un espacio de Hilbert complejo.

Ejemplo 1.25. Sea Q € L({3) un operador inyectivo y cuasi-nilpotente cualquiera y
consideremos el operador U € L({3) definido por

U(zy,xs,...) = (—21,0,0,...).
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Definamos ahora sobre H = {5 & {5 los operadores 1"y K por:

re(he) oo (00)

T(m,y)=<é g)(z)Z(any)

Y

K(z,y) = ( g 8) (;) = (Uz,0).

Estos operadores dados en forma de matriz diagonal también se pueden
escribircomo T=1®Q y K=U®®DO.

Es claro que K es un operador de rango finito ya que U lo es, y que K
conmuta con T1'.

Recordemos que:

Ha(T)=0 y al-T)=oc:

Veamos primero que T es inyectivo. Si T'(z,y) = (0,0), entonces (z,Qy) = (0,0).
Asi, (z,y) = (0,0) ya que @ es inyectivo. Por tanto, a(7T") = 0. Ahora, veamos que
N(I -T) =ty ®{0}.

Si (I —T)(z,y) = (0,0), entonces (z,y) — (z,Qy) = (0,(I — Q)y) = (0,0). Asi, y =0
ya que I — () es biyectivo y x € {5. De esta manera,

N({I-T)=4l®{0} yasi,all -T)= .

ii) o(T) = {0,1}: observemos que si A # 0y A # 1, se tiene que \I — T es biyec-
tivo con inverso . 1
1 M@y
De este modo, o(7T) C {0, 1}. Demostremos ahora la otra contencién. Veamos primero
que 0 € o(T).
Como T es inyectivo, es suficiente ver que T no es sobreyectivo. Observemos que @)
no puede ser sobreyectivo, ya que @ es inyectivo y o(Q) = {0}. Asi, por ejemplo, si
xz € Uy \ Q(s), entonces (x,x) ¢ T(ly @ l2). De esta manera, T no es sobreyectivo.
Ahora, como a(I —T') = oo, se tiene que 1 € 0,(7T"). Asi, o(T) = {0, 1}.

Por otro lado, T'y T™ tienen la SVEP ya que o(T) = o(T*) = {0,1}. De esta
manera tenemos las siguientes igualdades:
o(T) = 0,(T) = 05(T) = 0u,(T) = 0p(T) = ow(T) = op(T) = ouu(T) = 00(T) =
{0,1}. Observemos también que o,(7") = {0,1} ya que o(7") = 0.

(M =T)"H(z,y) = (

iii) moo(T") = gy (T) = 0: Esto es consecuencia de que  a(T) =0 y ol —T) = co.
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iv) o(T + K) = {0, 1}: observemos que si A # 0 y A # 1, se tiene que A\ — (T'+ K) es
biyectivo con inverso

M —(T+K) z,y) = (A=DI =U)""a,(M - Q) 'y).

En consecuencia, o(T + K) C {0, 1}. Veamos ahora que

o(T+ K) = 0,(T+ K) = {0,1}. Es facil ver que o(U) = {0,1}. Asi, existe xy # 0
en ly tal que (—I — U)(z) = 0, de donde (I + U)zg = 0 con xy # 0. Consideremos
(20,0) € ly @ {5, entonces:

(T'+ K)(20,0) = (I + U)o, Q(0)) = (0,0).

Asi, T+ K no es inyectiva, lo que implica que 0 € 0,(7 + K). Por otro lado, al con-
siderar es = (0,1, ...), entonces:

[[—(T+K)|(e2,0) = (e2,0) — (I +U)ez,0) = (=U(e2),0) = (0,0). Asi, I — (T'+ K) no
es inyectiva, lo que implica que 1 € 0,(T + K). De este modo, o(T+ K) = 0,(T+ K) =
{0,1}. De esta tltima igualdad se deduce que T'+ K y (T’ + K)* = T* 4+ K* tienen la
SVEP. En consecuancia:

o(T+K)=0,(T+K) =0,(T+K) =0,T+K) =0up(T+K) = 0,,(T+K) ={0,1}.

iv) moo(T + K) = 78,(T + K) = {0}: por una simple inspeccién, es facil ver que
a(T+K)=1yque a(l —(T+ K)) = oo y por tanto, moo(7T'+ K) = {0}. Ahora, como
o(T+ K) = 0,(T + K) se deduce que (T + K) = 7 (T + K) = {0}.

Observemos, que aunque K sea un operador de rango finito que conmuta con 7, no se
verifica que mo(T" + K) = moo(T).

Ejemplo 1.26. Consideremos el operador T := U & R, donde U es el

operador cero-unidimensional sobre {5, definido por

U(xy,xg,...) :=(0,29,23,...) y R es el operador de traslacién a derecha

sobre {5. Recordemos que T se define por T'(x,y) := (Uz, Ry), donde

(z,y) € ly @ l. Mostremos que este operador satisface el teorema de a-Weyl. En el
desarrollo de este ejemplo haremos algunos cédlculos sobre la estructura espectral de
este operador.

i) U es un operador autoadjunto: Sean z,y € {5, entonces:
{Uz,y) Zaznyn— z,Uy).

/ . .
De esta manera, U = U, es decir, U es un operador autoadjunto.

i) SiT =U®R = T" = U & L, donde L es el operador de traslacién a izquier-
da. En efecto; sean (z,y); (z,w) € ly @ o, entonces:

(T, 9): (2 0)) = 3 0 + D s = {(9): (U L)(zw)).
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. /
En consecuencia, T" = U & L.

iii) Es facil ver que el radio espectral r(T') = 1, por lo que
o(T) CD(0,1) := {X € C: || < 1}: Esto se sigue del hecho que o(T) C D(0,r(T)).
En realidad, es facil ver que o(T') = o(U) Uo(R) = D(0,1).

iv)T es un operador hiponormal:
debemos demostrar que ||T7(z,y)|| < ||T(z,y)| para cada x,y € £5. En efecto:

1T () 1> = 1100, 22, w3, - )5 (w2, s, - P = D llaall® + ) llumll®
n=2 n=2
=zl + lyll* = |21 = [sa ] = 1@, »)I* = |z1]* = |n]?
= HT(x,y)H2 — ]yl\z < HT(x,y)H2 para cada x,y € 5.

Asi, T es hiponormal. Observemos también que T satisface la propiedad H(1) ya que
es hiponormal, en consecuencia T verifica el teorema de Weyl y tiene la SVEP. Ob-
servemos que del teorema 1.21, se obtiene que o(T') = o4(T") = D(0, 1).

v) a(T) =1, p(T) =1y q(T) =00
(x,y) € N(T') < z, =0 paracadan > 2y y, =0 paran > 1. Asi,

N(T)={(2,0) : z,, =0sin > 2, donde z = (z,)} = ({(e1,0)}).

En consecuencia, a(7') = 1. Es claro que N(T") = N(T') si n > 1. De este modo,
p(T) = 1. Observemos que ind(T) = —1 y T tiene rango cerrado, es decir, T' € W, (H).
También, como «(7) =1 se tiene 0 es un autovalor de 7T

Veamos ahora que ¢(7') = oco. Por el Teorema 1.13, se tiene que como a(T) =1 < 2 =
B(T), entonces ¢(T') = oo.

vi) 0,(T) =T U{0}; donde I':={A € C: || = 1}.

Observemos primero que 0,(7") = {0,1} C 0,(T) y de esto se sigue que AI —T" es inyec-
tivo si A #£ 0y A # 1. Recordemos que un operador 7' € L(X) tiene rango cerrado, si'y
sélo si, v(T') > 0, donde y(T") representa el médulo minimal reducido de T'. Observemos
que si un operador S € L(X) es inyectivo, entonces y(S) = inf{||Sz| : ||z|| = 1}.

Demostremos primero que I' U {0} C 0,(7"). En efecto:
Sea |A| =1y veamos que y(A —T) = inf{||(A —T)z| : ||z|| = 1} = 0. Recordemos
que 0,(R) =T'y como AI — R es inyectivo para cada A € C, existe (z,) € {5 tal que
|zn|| = 1 para cadan € Ny [[(AM — R)x,| — 0sin — oco.
Definamos z, = (0, z,) para cada n € N. Entonces (z,) es una sucesién en
H =y @ {, tal que ||z,]| = 1 para cada n € N. Ademés:
(AL —T)z,|| = ||(0, A\xy, — R(zy))|| = |(A] — R)z,|| — 0 sin — oo.
De esta manera, y(A —T) = 0si [\ = 1.
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Demostremos ahora que o,(7") € I' U {0}. Para tal fin, veamos que A\ — T es
inferiormente acotado si 0 < |A| < 1. Por el Teorema 1.7 esto equivale a demostrar que
(M —T) =X — T es sobreyectivo para 0 < || < 1.

Sea (z,w) = [(z1, 22, - . .); (W1, Wwa, . ..)] € H. Definamos = = (z,,), y = (y,) por:

T, =<, sin>2. )\yn yn+1:wn, sin > 2.

Veamos que x,y € {o:

=~ 1
Z’ nl® = W’ 1|2+Z|X_1‘2|zn|2<oo (yaque z=(z,) € la).
n=2

Asi, ¥ = (z,,) € 5. Ahora, veamos que y = (y,,) € la. En efecto:

observemos que y» = —wi, Y3 = —Aw; — Wa, . ..
Un = —(N)" 2wy — (A\)"Bwy — ... AMw,_o — w,_; paran > 2.
Si hacemos a; = —w; para 1 <i<n—1y b = (\)! para2 <i <n— 1, entonces:

Z lyn| = Z la1by,_1+. . Aan_1b1| = (Z an)( Z b,) < oo (multiplicacién de Cauchy).
n— — n=1

De esta manera, y = (y,,) € {1 C /5. B
Luego, dado (z,w) € H existe (z,y) € H, tal que (A —T")(z,y) = (2, w)
si 0 < |[A] < 1. En consecuencia, o,(7") C I' U {0}. Por tanto, ¢,(7) =T U {0}.

vii) 0 (1) = o(T) = 0p(T) = 0,(T) =0o(T) =D vy

Ouw(T) = ow(T) =T :={A € C: |A\| = 1}: En efecto;

Como T tiene la SVEP, del Teorema 1.31 se tiene que 0,,(T) = 0(T) = (1) = 01,,(T)
y por el Teorema 1.30, 03(T) = 01,,(T) U acco,(T) = D. En consecuencia:

010(T) = op(T) = (T = 0,(T) = o(T) = D.

Por otro lado, como T' € & (H) e ind(T") <0, entonces T' € W, (H) y asi, 0 ¢ 0., (7).
Nuevamente por el Teorema 1.31, 0., (T) = 0u(T) (va que T tiene la SVEP). Ahora,
del Teorema 1.30 tenemos que:

ou(T) = 0w (T) Uacco,(T) = ou(T) UT v en consecuencia,

ow(T) 2T y como 0 ¢ 0,,(T) = 0uw(T) se tiene que ou4(T) = 04w (T) =T
Observemos que T verifica el teorema de a-Browder y por el Teorema 1.37 se obtiene
que 04(T) \ ouw(T) = pio(T). Asi, pg,(T') = {0}. Por otro lado, al ser T" un operador
hiponormal verifica el teorema de Weyl y en consecuencia:

poo(T) = moo(T) = 0, la tltima igualdad es debido a que o(T') = D.

Observemos también que:

{0} = pio(T) C 75o(T) Cisoo,(T) = {0}. De esta manera,
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Po(T') = mo(T') = {07}
Obsrvemos que T verifica el teorema de a-Weyl, ya que 04(T")\ 0y (T) = {0} = 7§y (T).

En resumen, el operador T' := U @ R verifica el teorema de a-Weyl, o(T) = D,
0,(T)=TU{0} y 0(T)=T.



Capitulo 2

La Propiedad (w)

En este capitulo se estudia la propiedad (w), una variante del teorema de Weyl
que fue introducida por Rakocevié en 1985 [36]. En la primera seccién de este capitulo
estudiaremos caracterizaciones de la propiedad (w), algunas clases de operadores que
satisfacen la propiedad (w) y relaciones entre el teorema de Weyl, la propiedad (w) y
el teorema de a-Weyl. En la segunda seccion, el autor plantea condiciones para que los
operadores polaroides satisfagan la propiedad (w). Los resultados que aparecen en este
capitulo son originales de Aiena-Pena [9].

2.1. Caracterizaciones de la Propiedad (w).

En el capitulo 1 estudiamos algunos resultados conocidos del teorema de a-Weyl.
El teorema de a-Weyl es una variante del teorema de Weyl y fue introducida por
Rakocevi¢ en [36]. En ese mismo articulo Rakocevi¢ define otra variante del teorema
de Weyl la cual llam¢ la propiedad (w).

Definicién 2.1. Sea T' € L(X), diremos que T satisface la propiedad (w) si:
ANT) := 04(T) \ 0uw(T) = moo(T).

Observemos que la propiedad (w) se ve a simple vista, como una propiedad interme-
dia entre el teorema de Weyl y el teorema de a-Weyl. Pero en realidad, Rakocevi¢ mues-
tra en [36], dos ejemplos que muestran que la propiedad (w) no es una propiedad
intermedia entre las propiedades espectrales mencionadas anteriormente.

Teorema 2.1. Sea T € L(X), si T satisface la propiedad (w). Entonces:
T satisface el teorema de a-Browder y 04(T) = 04,(T) Uisoo,(T).

Demostracion.

Veamos primero que 7' satisface el teorema de a-Browder. Para tal fin, demostremos
que T tiene la SVEP en cada A € 0,(T) \ ouw(T) (ver Teorema 1.38). Sea \ €
0a(T) \ 0uu(T) = moo(T) C isoo(T), ya qélg T verifica la propiedad (w). Asi, T tiene
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la SVEP en ).

La inclusion ,,(T") Uisoo,(T) C 0,(T) es siempre cierta para cada
T € L(X). Veamos la otra inclusién. Sea A\ € 0,(T); si A € 0,,(T) la inclusién es
trivial. Ahora, si A € 0(T) \ 0uw(T) = moo(T") C isoo(T') C isoo,(T). |

El siguiente ejemplo, muestra que el reciproco del teorema anterior es falso.

Ejemplo 2.2. El operador T' := U & R considerado en el Ejemplo 1.26, satisface el
teorema de a-Browder. Por otro lado;
0o(T) \ 0uw(T) = {0} # mo(T) = 0. De esta manera, T no verifica la propiedad (w).

Teorema 2.2. Sea T € L(X). Las siguientes proposiciones son equivalentes:
i) T satisface la propiedad (w),
ii) T satisface el teorema de a-Browder y pi(T) = moo(T).

Demostracion.

=) Si T satisface la propiedad (w), por el Teorema 2.1, se tiene que T satisface el
teorema de a-Browder. Ahora, del Teorema 1.37, el teorema de a-Browder equivale a
la condicion A*(T") = pgy(T') y como A*(T) = moo(T), obtenemos que ply (1) = moo(T).

<) Si T satisface el teorema de a-Browder y pi,(T") = moo(T), tendremos que A*(T")

P8 (T) = moo(T"). De este modo, T satisface la propiedad (w).
Corolario 2.1. Sea T' € L(X). Las siguientes proposiciones son
equivalentes:
i) T satisface la propiedad (w),
it) T tiene la SVEP en cada A € A(T) y pdo(T) = moo(T).
Demostracion.
Es consecuencia inmediata del Teorema anterior y el Teorema 1.38. H

En la Observacién 13, vimos que A(T) € A%(T). En consecuencia tiene sentido la
siguiente definicion:

Definicién 2.3. Sea T' € L(X). Definamos el conjunto:
ANT) = AYT)\ A(T) ={A € AYT) :ind(M — T) < 0}

Observemos que:
AT)={AeC: AN —-T € d,(X), ind A\l -=T) <0, 0 < a(A —T)}. Ademés, se
tiene que A*(T) = A(T)UA(T) y A(T) N A(T) = 0.
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Teorema 2.3. Sea T' € L(X) un operador que satisface la propiedad (w): Entonces:
i) AY(T) = A(T),
i1) T satisface el teorema de Weyl.

Demostracién.

i) La contencién A(T) C A%(T) siempre es cierta. Veamos ahora la otra contencién:
Sea A € A*(T') = moo(T'), entonces A € isoo(T)y AT € &, (X). Luego, Ty T™ tienen
la SVEP en \. Ahora, por los Teoremas 1.28 y 1.29, se tiene que 0 < p(A — T') =
gAM = T) < o0. Asi, a(AMl —T) = B(M —T) < 0. De esta manera, A € o(T),
ind(A —T) =0y M — T tiene rango cerrado. En consecuencia, A € A(T).

ii) Si T satisface la propiedad (w), entonces moo(7) = A*(T) = A(T). De este mo-
do, A(T) = meo(T); es decir, T satisface el teorema de Weyl. |

Observemos que si un operador 7' € L(X) satisface la propiedad (w), entonces

AT) =10.
Teorema 2.4. Sea T € L(X). Las siguientes proposiciones son equivalentes:
i) T satisface la propiedad (w),
ii) T satisface el teorema de Weyl y A(T) =0,
iii) T satisface el teorema de Weyl y A*(T) Cisoo(T),
i) T satisface el teorema de Weyl y A*(T) C do(T).

Demostracioén.
(i) = (ii): Es consecuencia inmediata del Teorema 2.3.

ii) = (i): Si T satisface el teorema de Weyl y A(T) = 0, entonces A(T) = moo(T)
y AYT) = A(T). Asi, AY(T) = moo(T).

(iii) = (ii): Supongamos que A%(T) C isoo(T), entonces T' y T* tienen la SVEP
en cada A € A*T). De este modo, por los Teoremas 1.28, 1.29 y 1.13 se tiene que
ind(A —T) = 0 para cada A € A*(T'). Asi;

ANT)={)€ AYT) :ind(\ —T) < 0} = 0.

(i) = (iii): Si T satisface la propiedad (w), entonces T" satisface el teorema de Weyl y
AYT) = A(T) = moo(T) Cisoo(T).

(iii) = (iv): Esta implicacién es clara, ya que A%(T) C isoo(T') C 9o (T).

(iv) = (ii): Supongamos que A*(T) C 0o(T) = 0do(T*), entonces T y T tienen
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la SVEP en cada A € A*(T). Asi, ind(A — T) = 0 para cada A € A%T). Luego,
AT) = 0. u

Teorema 2.5. Si T € L(X) es descomponible = A(T) = 0.

Demostracion.
Si T es descomponible, entonces T'y T* tienen la SVEP (Teorema 1.27). Asi,
ind(A — T) = 0 para cada A € A*(T). Luego, A(T) = 0. u

Corolario 2.2. Sea T € L(X) descomponible. Entonces:
T satisface la propiedad (w) < T satisface el teorema de Weyl.

Demostracion.
=) Esta implicacién es inmediata del Teorema 2.3.
<) Si T es descomponible, entonces del Teorema 2.5 tenemos que

A(T) = 0. |

Ejemplo 2.4. i) Si T € L(X) es un operador de Riesz, entonces A(T) = ); ya que los
operadores de Riesz son descomponibles. En particular, los
operadores de Riesz que satisfacen el teorema de Weyl, también satisfacen la propiedad

(w).

ii) Del Ejemplo 1.24 del Capitulo 1, los operadores compactos con espectro infinito
satisfacen el teorema de a-Weyl, y por consiguiente satisfacen el teorema de Weyl. Asi,
los operadores compactos con espectro infinito satisfacen la propiedad (w).

iii) En el Ejemplo 1.24 del Capitulo 1, vimos que el operador

S(z1,22,...) == (0,0,%,% . ..) sobre f5, es un operador compacto cuasi-nilpotente
que no verifica el teorema de Weyl. De esta manera, S es un operador compacto que no
satisface la propiedad (w). Observemos que S tampoco verifica el teorema de a-Weyl.

Corolario 2.3. Si T € L(X) es un operador escalar generalizado, entonces T y T*
satisfacen la propiedad (w). En particular, cada operador escalar satisface la propiedad

(w).

Demostracion.

Si T es un operador escalar generalizado, entonces 1"y 7™ son descomponibles (ver
Teorema 1.27). Asi, A(T) = A(T*) = (). Por el Teorema 1.43, se tiene ademéds, que T'y
T* satisfacen el teorema de Weyl. De esta manera, T'y T satisfacen la propiedad (w). ll
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Teorema 2.6. Sea T' € L(H), donde H es un espacio de Hilbert complejo. Entonces:
i) T' satisface el teorema de Weyl < T* satisface el teorema de Weyl
i) T' satisface la propiedad (w) < T* satisface la propiedad (w).
i) T satisface el teorema de a-Weyl < T* satisface el teorema de a-Weyl.

Demostracion.
Recordemos que T" € L(ﬁ ) representa el adjunto de Hilbert del operador T'. Veamos
primero que: moo(T") = {\ : A € moo(T*)}. En efecto:

Too(T) = {\ € isoo(T) : 0 < a(M —T') < o0}
={\ecisol{B:8€a(T)}:0<aM\—-T) < oo}
= (X €isoo(T*): 0 < a(M —T') < oo}
= {\ €isoo(T*) : 0 < a(A[* —T*) < oo} (por el Teorema 1.32(i))
= {X\: X € m(TH)}.

De igual manera, se obtiene que 7, (T") = {\: A € 7, (T*)} (ver Teorema 1.8).
En virtud de los Teoremas 1.8 y 1.32(ii) se tiene que:
(T ={N: A€ 0(T)} y 0uw(T) = {\ : X € 00(TH)}.
Demostremos sélo el apartado (ii), los otros apartados se obtienen de forma
similar.

=) Supongamos que T  satisface la propiedad (w) y veamos que T* satisface la
propiedad (w).

Ta(T*)\ 0u(T*) = {X: X € 0o(T )} V(A xe Uuw(T )}

:{X3)‘60a( )\Uuw( )}
= {X A E 7T00( ,)} = {)\ AE 7T00(T )} = ’/Too(T*).

<) Supongamos ahora que 7™ satisface la propiedad (w).

0T\ Ou(T) = {N: X € 0o (T} \ {\: X € 0,0 (T¥)}
={\: A€ 0 (TH)\ 0uu(T*)}

/

= {X A E 7T00(T*)} = WOQ(T )
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Ejemplo 2.5. La propiedad (w) no se trasmite de un operador 7" € L(X) a su dual
T* € L(X"). En efecto:
Consideremos el operador T € L({5), definido por:

r1 X
T(x1,2,...) = (0, 51 32 ).

En el Ejemplo 1.24 vimos que este operador es inyectivo y cuasi-nilpotente. Asi;
o(T) = 0,(T) = 0uu(T) ={0} vy meo(T) =0.

De esta manera, A*(T) = moo(T) = (). En consecuencia, T satisface la propiedad (w).
El operador adjunto T del operador T es :

/

T (x1,mq,...):= (wQ T

?7 ?, .. .).
Este operador T es cuasi-nilpotente y m(7") = {0}. Por tanto;
A(T') = o(T') \ 0u(T') = 0 # {0} = moo(T").

Esto implica que T no verifica el teorema de Weyl y por consiguiente, 7" no satisfece
la propiedad (w). Luego, del teorema anterior 7* no satisface la propiedad (w).

El ejemplo siguiente, muestra que la propiedad (w) no es una propiedad inter-
media entre el teorema de Weyl y el teorema de a-Weyl. Este ejemplo fué dado por
Rakocevi¢ en [36].

Ejemplo 2.6. i) Existen operadores que satisfacen la propiedad (w), pero no el teorema
de a-Weyl.

ii) Existen operadores que satisfacen el teorema de a-Weyl, pero no la propiedad (w).
Solucion:

i) Consideremos el operador S := R @ @Q, definido en H := ly @ {5 por S(z,y) =
(Rx,Qy), donde R es el operador de traslacion a derecha y @ es el operador cuasi-
nilpotente definido por Q(z1, 2, ...) = (%, %,...).

Este operador verifica que o(S) = 0,(S) =D y as,

04(S) = ouw(S) =T U{0}; 75(S) = {0}. Luego:

AY(S) =mo(S) =0 y A%(S) =0 # {0} = m5,(S).
De esta manera, S satisface la propiedad (w) y no cumple el teorema de a-Weyl.
ii) Consideremos el olperador T':= U & R, estudiado en el Ejemplo 1.26. Entonces:
AYT) = {0}, moo(T) =0 y w5 = {0}

De este modo, T satisface el teorema de a-Weyl y no satisface la propiedad (w).
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El siguiente teorema no aparece en Aiena-Pena [9], y nos permite demostrar un
resultado méds general que el Teorema 2.15 de [9].

Teorema 2.7. Sea T € L(X).
i) Si T* tiene la SVEP en cada N € A“(T). Entonces, AN(T) = 0. Ahora, si T* tiene
la SVEP, entonces A(f(T)) =0, para cada f € H(o(T)).

i) Si T tiene la SVEP en cada A € A(T*). Entonces, A(T*) = 0.
Ahora, si T tiene la SVEP, entonces A(f(T*)) =0, para cada f € H(o(T)).

Demostracién.

i) Es suficiente demostrar que A*(T) C A(T).

Sea A € A*(T), entonces A € 04(T) \ 0uw(T). Asi, X € 0,(T) y Ml =T € W, (X).
Por hipdtesis, T* tiene la SVEP en A, y asi, ¢(Al — T') < co. Ahora, del Teorema 1.13
tenemos que (N —T) < a(AM —T) < oo. Asi, ind(A —T) > 0.

Por otro lado, ind(A —T') < 0. De esta manera, ind(Al —T) =0y AN =T € ®(X).
Esto implica que A € o(T) \ 0,(T) = A(T). Luego, A(T) = A*(T) \ A(T) = 0.
Ahora, si T* tiene la SVEP, por el Teorema 1.25, se tiene que f(T*) tiene la SVEP y
el resultado se sigue trivialmente.

ii) Es suficiente demostrar que A*(7T*) C A(T*). Observemos que:
AYT") = 0o(T") \ 0uu(T™) = 05(T) \ 01(T)

y que A(T*) = A(T). Luego, es suficiente demostrar que o4(T) \ 01,(T) C A(T). En
efecto; si A € 04(T) \ 01(T), entonces N\ —T € W_(X), y asi, ind(A\l —T) > 0.
Ahora, como T tiene la SVEP en A, se sigue que ind(Al —T) < 0. De esta manera,
A€ a(T)\ o,(T) =A(T). |

Daremos ahora dos condiciones suficientes para que el teorema de Weyl para un
operador T (resp. para T%) implique la propiedad (w) para T (resp. para T%). El
siguiente teorema es un poco mas general que el Teorema 2.15 que aparece en Aiena-
pena [9].

Teorema 2.8. Sea T € L(X).
i) Si T* tiene la SVEP en cada A € A*(T) y T satisface el teorema de Weyl = T
satisface la propiedad (w).

ii) Si T tiene la SVEP en cada A € 05(T') \ 01,(T) y T* satisface el
teorema de Weyl = T* satisface la propiedad (w).

Demostracion.
i) Si T* tiene la SVEP en cada A%(T), entonces por el Teorema 2.7(i), A(T) = 0.
Ahora, como T verifica el teorema de Weyl, por Teorema 2.4 se sigue que T satisface
la propiedad (w).
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ii) Si 7T tiene la SVEP en cada A € 04(T") \ 01,(T"), entonces por el
Teorema 2.7(ii), se sigue que A(T*) = (). Ahora, si T* satisface el teorema de Weyl, por
el Teorema 2.4 se tiene que T* satisface la propiedad (w). [ |

Corolario 2.4. Sea T € L(X).
i) St T* tiene la SVEP en cada A ¢ 0.,,(T) y T satisface el teorema de a-Weyl = T
satisface la propiedad (w).

ii) St T tiene la SVEP en cada N\ & o.,(T) y T satisface el teorema de a-Weyl =
T satisface la propiedad (w).

Demostracién.
Los resultados (i) y (ii) se siguen del teorema anterior y del hecho que el teorema de
a-Weyl implica el teorema de Weyl. |

El resultado siguiente prueba que el teorema de Weyl, el teorema de a-Weyl y la
propiedad (w) son equivalentes en presencia de SVEP.

Teorema 2.9. Sea T € L(X) y f € H(o(T)).
i) Si T tiene la SVEP. Entonces son equivalentes para f(T); el teorema de Weyl, la
propiedad (w) y el teorema de a-Weyl.

ii) St T tiene la SVEP . Entonces son equivalentes para f(T*); el teorema de Weyl, la
propiedad (w) y el teorema de a-Weyl.

Demostracién.
1)Si T* tiene la SVEP, entonces f(7™) tiene la SVEP y del Corolario 2.4 tenemos que:

el teorema de a-Weyl = la propiedad (w) = el teorema de Weyl.

Veamos ahora, que si f(T*) tiene la SVEP y f(T) satisface el teorema de Weyl, en-
tonces f(T) verifica el teorema de a-Weyl. En efecto:

Si f(T™) tiene la SVEP, por el Teorema 1.21 tenemos que o,(f(7)) = o(f(7)). E
consecuencia, mi,(f(7)) = moo(f(7)). Ahora, del Teorema 2.8 se tiene que f(T')
verifica la propiedad (w) y asi, moo(f(T)) = A%(f(T)). De esta manera, A*(f(T)) =
78 (f(T)). Es decir, f(T') satisface el teorema de a-Weyl.

ii) La prueba es similar a (i). |
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Corolario 2.5. Sea T' € L(X).
i) Si T* tiene la SVEP. Entonces son equivalentes para T'; el teorema de Weyl, la
propiedad (w) y el teorema de a-Weyl.

ii) Si T tiene la SVEP . Entonces son equivalentes para T*; el teorema de Weyl, la
propiedad (w) y el teorema de a-Weyl.

Observacion 14. En el Ejemplo 2.6(i), consideramos el operador T := R @ @, donde
R es el operador de traslacion a derecha y () es el operador cuasi-nilpotente de ¢, en
{5 definido por: Q(zq,xa,...) == (%, %2, ...).

PREERE
El operador T tiene la SVEP, ya que Ry @ tienen la SVEP (ver teorema 2.9 de [1]).
Ademads, vimos que este operador satisface la propiedad (w) y no satisface el teorema
de a-Weyl. En consecuencia, en el apartado (i) del Teorema 2.9, la SVEP para T* no

puede ser reemplazada por la condiciéon de que T' tenga la SVEP.

Veamos ahora un ejemplo que muestra que en el apartado (ii) del Teorema 2.9,
no podemos reemplazar la condicién de que T tenga la SVEP, por la que T™ tiene la
SVEP.

Ejemplo 2.7. Consideremos el operador T := L @ @', donde L es el operador de
traslacién a izquierda v Q' es el adjunto del operador:
Q(z1,2,...) = (B, %,...). Es facil ver que Q (w1, 19,...) = (0, B,%,..0) Y que
T'"=R®Q.

Entonces T" tiene la SVEP y por consiguiente 7* tiene la SVEP. Por otro lado, T*
satisface la propiedad (w) y no verifica el teorema de a-Weyl.

Teorema 2.10. Sea T € L(X). Si T es un operador escalar generalizado = f(T') y
f(T*) satisfacen la propiedad (w) para cada f € H(o(T)).

Demostracién.

Si T es un operador escalar generalizado, por los Teoremas 1.48 y 1.25 se tiene que
f(T) y f(T*) satisfacen el teorema de a-Weyl y satisfacen la SVEP para cada

f € H(o(T)). Luego, del Teorema 2.9 se sigue que f(7") y f(T*) satisfacen la propiedad
(w) para cada f € H(o(T)). |

Teorema 2.11. Sea T' € L(H), donde H es un espacio de Hilbert.

Si T tiene la propiedad H(p) = f(T) satisface la propiedad (w) y el
teorema de a-Weyl para cada f € H(o(T)). En particular, si T es un
operador escalar generalizado, entonces f(T) satisface la propiedad (w)
para cada f € H(o(T)).

Demostracion.

Si T" satisface la propiedad H(p), entonces por el Teorema 1.46 se tiene que f(7T))
satisface el teorema de a-Weyl. Ahora, de la Observacién 12, T" tiene la SVEP, se sigue
del Teorema 1.20 que 7™ tiene la SVEP y por el Teorema 1.25, f(T)* = f(T*) tiene
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la SVEP. Ahora, del Corolario 2.4(i) se concluye que f(7T) satisface la propiedad (w).
Por otro lado, de los Teoremas 1.47 y 2.6 se obtiene que f(7T') satisface el teorema de
a-Weyl. [

Recordemos que los operadores p-hiponormales, log-hiponormales, M-hiponorma-
les y totalmente paranormales satisfacen la propiedad H(p). Luego, si T  pertenece a
alguna de las clases mencionadas anteriormente, entonces f(7") satisface la propiedad
(w). Por ejemplo, si T es un operador normal, se sigue facilmente de la definicién que T
es normal y asi, satisface H(1). En consecuencia, si T es un operador normal, entonces
f(T) satisface la propiedad (w) para cada f € H(o(T')). En particular, los operadores
normales satisfacen la propiedad (w).

Teorema 2.12. Sea T € L(X) tal que T* tiene la SVEP y f € H(o(T)).
i) Si T satisface la propiedad H(p) = f(T) satisface la propiedad (w) y el
teorema de a-Weyl para cada f € H(o(T)).

i) Si T es requloide = f(T) satisface la propiedad (w) y el
teorema de a-Weyl para cada f € H(o(T)).

Demostracion.
Este teorema se deduce de los Teoremas 1.25, 1.43, 1.44 y el Teorema 2.9. [

Por los Teoremas 3.69 y 3.70 de [1], el Teorema de la aplicacién espectral es valido
para los espectros semi-Browder y de Browder. Esto conduce al siguiente teorema:

Teorema 2.13. Sea T € L(X) y f € H(o(T')) una aplicacion inyectiva. Entonces:
i) poo(f(T)) = f(poo(T)),
i) poo(F(T)) = f(p6o(T))-

Demostracion.
i) Por la inyectividad de f y el teorema de la aplicacion espectral se tiene:

Poo(f(T)) = o(f(T)) \ ou(f(T))
= J(a(T)\ f(ou(T))
= [(a(T)\ ob(T)) = f(poo(T))-

ii) Por la inyectividad de f y el teorema de la aplicacién espectral para o,(T), se tiene:

Poo(f(T)) = ou(f(T)) \ ows(f(T))
f(aa(T)\ f(ow(T))
f(oa(T) \ 0w (T)) = f(05o(T))-

~
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Para finalizar esta seccién daremos algunos resultados relacionados a A(T').

Definamos A*(T") := 0,(T) \ 0uw(T'). Es claro que A(T') € A*(T), donde sabemos
A(T) := AY(T) \ A(T). Esta tltima contencién puede ser estricta, ya que si
consideramos el operador T := U & R definido en el Ejemplo 2.2, se tiene que:

AT) = {0} Cint(D) = A*(T).
En Aiena-Biondi [4], se demostré el resultado siguiente (Corolario 2.5 [4]):

Resultado 1: Sea 7" € L(X) un operador que satisface el teorema de Browder.
Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) T satisface el teorema de a-Browder,
ii) T tiene la SVEP en cada A € A*(T),
iii) o,(T) N A*(T) Cisoo,(T).

En realidad, se puede tener un resultado un poco més general en terminos de A(T).
Es decir:

Teorema 2.14. Sea T € L(X) un operador que satisface el teorema de Browder.
Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) T satisface el teorema de a-Browder,
ii) T tiene la SVEP en cada X\ € A(T),
i) o,(T) N A(T) C isoo,(T).

Demostracién.
(i) = (ii): Es consecuencia del resultado 1.

(ii) = (i): Supongamos que T tiene la SVEP en cada A € A(T). Luego, como T
satisface el teorema de Browder, se tiene que A(T") C isoo(T'). Asi, T tiene la SVEP
en cada A € A(T)UA(T) = A%(T). Luego, del Teorema 1.38 se concluye que T satisface
el teorema de a-Browder.

(i) = (iil): 0,(T) N A(T) C 0,(T) N A(T) C isoo,(T). La dltima contencién se
obtiene del resultado 1.

(iii) = (ii): Esta implicacién es clara, ya que T tiene la SVEP en cada A € isoo, (7). B
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Observacion 15. Si un operador T' € L(X) satisface el teorema de a-Browder, no
necesariamente satisface que A(T) = (). En efecto: consideremos el operador T :=
U @ R definido en el Ejemplo 2.2. Entonces T satisface el teorema de a-Browder y

A(T) = {0} #0.
Si denotamos por €5 := {T € L(X) : A(T) = (}. Entonces, esta clase contiene

a los operadores descomponibles, los operadores que satisfacen la propiedad (w) y los
operadores 7' € L(X) tal que T™ tiene la SVEP en cada A € A%(T).



2.2. OPERADORES POLAROIDES Y LA PROPIEDAD (W). 49

2.2. Operadores Polaroides y la Propiedad (w).

En esta secciéon estudiaremos los operadores polaroides y a-polaroides y su relacion
con la propiedad (w). Veremos por ejemplo que la propiedad (w) y el teorema de a-Weyl
son equivalentes para operadores a-polaroides.

Definicién 2.8. Un operador T' € L(X) se dice polaroide, si isoo(T) = ) o si cada
punto aislado del espectro o(7") es un polo del resolvente de 7', o equivalentemente (en
virtud del Teorema 1.33), T" es polaroide si:

isoo(T)={ e C:0<p\[ —T)=qM —T) < c0}.

Un operador T' € L(X) se dice isoloide, si cada punto aislado de o(7") es un autovalor
de T'. Por el Teorema 1.33 se tiene que cada operador polaroide es isoloide.

Observacion 16. Si T € L(X) tiene la propiedad H(p) = T es un operador
polaroide. En efecto:
Sea A € isoo(T), por el Teorema 1.34 se tiene que:

X=HWMN-T)Ye KW\ -T)=NMN -T® K\ —-1T).
Esta ultima igualdad se tiene ya que 7" satisface la propiedad H(p). Luego;
M —=T)P(X)= N —-T)P (KA —T)) = K(AM —T). De esta manera,

X =N —T)»® (M —T)?(X). Ahora, por la Proposicién 38.4 de Heuser [25] se
obtiene que p(Al — T') = q(Al — T') < p. En consecuencia, A es un polo del resolvente
de T

Los operadores escalar generalizado, log-hiponormal, p-hiponormal, M-hiponormal,
x-paranormal, totalmente *-paranormal y operadores de convolucién sobre L'(G),
donde G es un grupo abeliano localmente compacto; son ejemplos de operadores po-
laroides, ya que dichos operadores satisfacen la propiedad H(p).

La clase de los operadores que satisface la propiedad H(p) no es comparable a los
operadores descomponibles, por ejemplo, el operador T := U @ R definido en el Ejemplo
2.2 satisface la condicién H(p) por ser hiponormal, pero no es descomponible, ya que
su dual 7" = U @ L no tiene la SVEP. Por otro lado, el operador @) definido en el
Ejemplo 2.6 es descomponible pero no satisface la propiedad H(p) por no ser polaroide

polaroide (p(Q) = ).

Teorema 2.15. Sea T € L(X).
T es polaroide < para cada \ € isoo(T), existe p = p(A) € N tal que Hy(A\ —T) =
N —T).

Demostracion.
=) Supongamos que T' es polaroide y sea A € isoo(T). Luego, A es un polo del re-
solvente de T'. Ahora, del Teorema 1.33, si p := p(Al —T') = ¢(A — T'), se tiene que
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Ho(M = T) = N(AI = T)P.

<) Sea A € isoo(T'), entonces por hipdtesis existe p € N tal que:
Ho(M —T) = N(M — T)P. Asi,

X=NWA-T)& K —T), (ver Teorema 1.34). Luego,

M -TY(X)=N —-T)(K(M —T)) = K(M —T). De esta manera,

X =N —T)? & (M — T)?(X). Ahora, por la Proposicion 38.4 de Heuser [25] se
obtiene que p(A —T') = ¢(A — T') < p. En consecuencia, A es un polo del resolvente
de T. ]

Recordemos que la clase de operadores Py(X), se define como la clase de los
operadores T' € L(X) tal que para cada A\ € mo(T), existe p = p(A) € N tal que
Ho(AM —T) = N(A —T)P. Por el Teorema 1.42 se tiene que:

T e Po(X) @pgo(T) = 71'00(T).
De este modo, los operadores polaroides estdn contenidos en la clase Py(X).
Lema 2.1. SiT € L(X) es polaroide = mo0(T) € A(T)

Demostracién.

Sea A € mo(T'), entonces A € o(T) y 0 < a(A —T) < oco. Ahora, como T es polaroide,
entonces 0 < p(A —T) = q(A\ —T) < 0.

Luego, por el Teorema 1.13 se tiene que 0 < a(A —T') = (A —T) < co. En conse-
cuencia, A € o(T) \ 0,(T) = A(T). |

Observemos que del lema 2.1 se deduce, que si T es polaroide, entonces
7T00(T*) g A(T*)

Lema 2.2. Si T € L(X) es polaroide = T* € L(X*) es polaroide.

Demostracién.
Sea A € o(T*) = isoo(T), entonces como T es polaroide se tiene que 0 < p :=
p(M —T) =q(A —T) < co. Ahora, del Teorema anterior se obtiene que:

X =NWA =Ty &\ —T)P(X). (%)

Ademas, por el Teorema 1.34, (A — T)P(X) es cerrado, ya que este
subespacio corresponde al nicleo de la proyeccién espectral asociada al conjunto es-
pectral {\}. Luego, de la Observacion 1 se tiene:

X' = N(AL=TP) & A= TP(X)"  (por (*)).
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Ahora, por las igualdades (A — T)P(X)+ = N((AI* = T*)P) y
N((M —T)?)t = (A\I[* — T*)P(X*); se obtiene que:

X" = (A" =T"P(X")@® N((A[* = T*)P) y por la Proposicién 38.4 de Heuser [25],

se tiene que 0 < p(AI* — T%) = q(A[* — T*) < oo. De esta manera, A es un polo del
resolvente de T™. |

Teorema 2.16. Sea T' € L(X) un operador polaroide:
i) T satisface el teorema de Browder < T satisface el teorema de Weyl.
ii) T satisface el teorema de Browder < T* satisface el teorema de Weyl.

Demostracion.
i) «) Esta implicacion siempre es cierta, siendo 7" polaroide o né. (ver Teorema 1.40).

=) Si T es polaroide, por el Lema 2.1 se tiene que mo(T) C A(T). Ahora, como
T satisface el teorema de Browder se tiene que A(T) = poo(T"). De esta manera;
7T00(T) - A(T) = pgo(T) - 7T00(T). ASf, A(T) = 7TO()<T).

ii) Se demuestra de manera analoga a (i). |

Definicién 2.9. Un operador T' € L(X) se dice a-polaroide, si
isoo.(T) = () o si cada punto aislado de o,(T) es un polo del resolvente de T, o
equivalentemente (en virtud del Teorema 1.33), T' es a-polaroide si:

1500,(T) ={A € C:0<p(A\[ =T) =q(N —T) < oo}.

Un operador T € L(X) se dice a-isoloide, si cada punto aislado de 0,(T) es un
autovalor de T, es decir, isoo,(T") C o,(T).

Observemos que cada operador a-polaroide es a-isoloide, ya que cada punto aislado
de 0,(T") es un polo del resolvente de Ty en consecuencia, es un autovalor de 7.

Teorema 2.17. Sea T € L(X).
i) isoo(T) Cisoo,(T),
it) Si T es a-polaroide = T es polaroide.

Demostracién.

i)Sea A € isoo(T'), entonces Ty T* tienen la SVEP en \, ya que isoo(T') = isoo(T*).
Si suponemos que A ¢ 0,(T"), entonces \I — T es inyectivo y tiene rango cerrado.

Asi, \[ =T € &, (X). Ahora, por los Teoremas 1.28 y 1.29 se tiene que 0 = p(A[—T) =
g(AI — T). Luego, A ¢ o(T) lo cual es absurdo. En consecuencia, A € o,(T). Asi,
A € isoo,(T).
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ii) Supongamos que T' es a-polaroide, entonces de (i) se tiene que:
isoo(T) Cisoo,(T) ={A € C:0<p(A\[ =T)=qM —T) < o0} Cisoo(T)

Asiyisoo(T) ={ € C:0<pM\ =T)=q(A\ —T) < c0}.
En conscuencia, T' es un operador polaroide. [

El reciproco del Teorema 2.17(ii) no es cierto. Consideremos el operador 7' := UG R
del Ejemplo 2.2. En este caso; o(T) = D, o,(T) = T U {0} y p(T) = oo. Luego,
isoo(T) =0 y T es un operador polaroide. Por otro lado, 0 € isoo,(T) = {0} y como
p(T) = oo, T no es un operador a-polaroide.

Lema 2.3. Sea T € L(X) un operador a-polaroide, entonces:
Poo(T") = poo(T) = moo(T) = 7Go(T)

Demostracion.
Observemos primero que si 1" es a-polaroide se tiene que:

is00,(T) ={ € C:0<p(A\[ =T)=q(M —T) < oo} =isoo(T).

Ast, 78, (T) = moo(T). Veamos ahora que moo(T")  poo(T).

Sea A\ € my(T), entonces A € isoo(T) y 0 < a(A —T) < oo. Ahora, como T es
polaroide (Teorema 2.15), se tiene que 0 < p(Al —=T) = q(AM —T) < oc.

Luego, del Teorema 1.13 se sigue que 0 < a(A —T') = B(A —T) < co. De esta manera,
M—-T e B(X)y A€ oa(T); es decir, A € o(T) \ 0p(T) = poo(T).

Ast, 65 (T) = mo0(T") = poo(T). Por otro lado, sabemos que poo(T") C pio(T) v pio(T) C
75o(T'). De este modo, obtenemos las igualdades:

Poo(T") = poo(T) = moo(T") = mgo(T).

El teorema siguiente mejora el Teorema 2.21 de Aiena-Pena [9].

Teorema 2.18. Sea T' € L(X) un operador a-polaroide. Entonces;
son equivalentes para T':
el teorema de a-Browder, el teorema de a-Weyl y la propiedad (w).

Demostracion.

Es suficiente demostrar las implicaciones:

a-Browder = (w) = a-Weyl, ya que por el Teorema 1.45, el teorema de a-Weyl implica
el teorema de a-Browder.

i) Si T' cumple el teorema de a-Browder, entonces por el Teorema 1.37;

AYT) = pg,(T) y del Lema anterior pl, (1) = moo(T). Ast, A(T) = moo(T'); es decir,
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T satisface la propiedad (w).

ii) Si T satisface la propiedad (w), entonces A*(T) = my(T) y por el Lema 2.3,
moo(T) = wio(T). Ast, AYT) = 7§y (T). |

Por el Teorema 4.36 de [1], cada multiplicador T' € M(A) de un dlgebra de Banach
Tauberiana regular semi-simple y conmutativa es un operador polaroide. Ahora, del
Teorema 5.54 de [1] se tiene que T € M (A) satisface que o(T") = 0,(T"). De esta
manera, dichos multiplicadores T' € M(A) son a-polaroides. En virtud del Teorema
5.118 de [1], cada T' € M (A) satisface el teorema de a-Weyl. En consecuencia,
cada multiplicador T' € M(A), donde A es un élgebra de Banach Tauberiana regular
semi-simple y conmutativa satisface la propiedad (w). En particular, cada operador de
convolucién sobre L!(G), donde G es un grupo abeliano compacto satisface la propiedad

(w).

Observacion 17. Un resultado similar al Teorema 2.18 no vale si suponemos que 7" es
polaroide; es decir, si T" es polaroide, el teorema de a-Weyl y la propiedad (w) pueden
no ser equivalentes. En efecto:

Consideremos el operador T := U @ R del Ejemplo 2.2. Entonces, T es un

operador polaroide que verifica el teorema de a-Weyl y no satisface la propiedad (w).

El teorema siguiente es un poco mas general que el Teorema 2.24 de Aiena-Pena[9].
Teorema 2.19. Sea T € L(X).

i) Si T es polaroide y T tiene la SVEP en cada A € o(T) \ 01,(T) = T* satisface
la propiedad (w).

it) Si T es polaroide y T* tiene la SVEP en cada N € A*(T) = T satisface la
propiedad (w).

Demostracion.

i) Supongamos que 7' es polaroide y que T tiene la SVEP en cada A € o(T) \ 04,(T),
entonces T tiene la SVEP en cada A € A(T), ya que A(T) C o(T) \ 01,(T). Por el
Teorema 1.38 se sigue que T™ verifica el teorema de Browder. Ahora, del lema 2.2 se
deduce que T™ es polaroide ya que T es polaroide. Luego, del Teorema 2.14 se tiene
que T™ satisface el teorema de Weyl y por el Teorema 2.8, T™ satisface la propiedad
(w), ya que T tiene la SVEP en cada A € o4(T) \ 05, (7).

ii) Supongamos que T es polaroide y que T™ tiene la SVEP en cada A\ € A%(T),
entonces por el Teorema 2.7, A(T) = (. Por otro lado, T* tiene la SVEP en cada
A € A(T) = A%(T). Entonces, T satisface el teorema de Browder y como 7' es un
operador polaroide, se sigue que 7' satisface el teorema de Weyl. De esta manera,
A(T) = AYT) = mpo(T); es decir, T satisface la propiedad (w). |
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Corolario 2.6. Sea T' € L(X).
i) S1T es polaroide y T tiene la SVEP = T* satisface la propiedad (w).
ii) Si T es polaroide y T* tiene la SVEP = T satisface la propiedad (w).

El ejemplo siguiente muestra que en la parte (i) del Corolario 2.6, la hipétesis de
que T* tiene la SVEP, no puede ser reemplazada por la hipdtesis de que T tenga la
SVEP.

Ejemplo 2.10. Consideremos el operador T := U @& R del Ejemplo 1.26. Entonces,
T es un operador polaroide y T tiene la SVEP. Por otro lado, del Ejemplo 2.2, T" no
satisface la propiedad (w).

De forma anéloga, en la parte (ii) del Corolario 2.6, la hipétesis de que T tiene la
SVEP, no puede ser reemplazada por la hipétesis de que T tiene la SVEP.

Ejemplo 2.11. Consideremos el operador de traslacién a izquierda L € L({3), y sea
U’ el adjunto del operador U definido en el Ejemplo 2.2. Tenemos que L' = R, donde
R es el operador de traslacién a derecha. Definamos S := L@ U’, entonces S' = RG U
tiene la SVEP. Asi, S* tiene la SVEP. Por otro lado, S' no satisface la propiedad (w),
por lo que S* no satisface la propiedad (w) (Teorema 2.6). Ademads, S es un operador
polaroide ya que o(S) = D y en consecuencia isoo(T) = .

Vamos a demostrar ahora, un teorema que generaliza al Teorema 2.22 de Aiena-
Pena [9] y al Teorema 2.7 de Aiena-Guillén-Pena [8]. Pero antes daremos tres lemas
que son fundamentales para nuestro teorema.

Lema 2.4. Sea T € L(X). Si T o T* tiene la SVEP. Entonces:

flow(T)) = 0u(f(T)); f(ouw(T)) = 0w f(T)) y flow(T)) = ou(f(T)).
para cada f € H(o(T)).
Demostracién.

Ver Corolario 3.72 de [1]. u

Lema 2.5. Sea T € L(X) un operador isoloide. Entonces:

o(f(T) \ moo(f(T)) = f(o(T) \ moo(T)), para cada f € H(o(T)).

Demostracién.
Ver Lema 3.89 de [1]. [
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Lema 2.6. Sea T € L(X). SiT o T* tiene la SVEP. Entonces:
f(T) y f(T)* satisfacen el teorema de a-Browder para cada f € H(o(T)).

Demostracién.

Ver Corolario 3.73 de [1]. u

Teorema 2.20. Sea T € L(X) tal que moo(T) = poo(T'). Entonces:

i) Si T* tiene la SVEP y T es isoloide = f(T) satisface la propiedad (w) y el
teorema de a-Weyl para cada f € H(o(T)).

ii) Si T tiene la SVEP y T* es isoloide = f(T')* satisface la propiedad (w) y el teorema
de a-Weyl para cada f € H(o(T)).

Demostracion.
i) Si T* tiene la SVEP, por el Teorema 1.25(i) se tiene que f(77) = [f(T)]* tiene la
SVEP. Ahora, del Teorema 2.9, se sigue que la propiedad (w) y el teorema de a-Weyl
son equivalentes para f(T). Veamos entonces, que f(7T) satisface la propiedad (w),
para cada f € H(o(T')). Como f(T)* tiene la SVEP, por el Teorema 2.7 se sigue que
A(f(T)) = 0. Luego, es suficiente ver que f(T) satisface el teorema de Weyl.

Por el Lema 2.6, se tiene que f(T') satisface el teorema de a-Browder y por tanto
el teorema de Browder. Por otro lado, T satisface la igualdad
7oo(T) = poo(T). Ahora, como T satisface el teorema de Browder, se deduce del Teo-
rema 1.40 que T satisface el teorema de Weyl, y asi,
0w(T) = o(T) \ moo(T"). Luego, al ser T' un operador isoloide, por el Lema 2.5 tenemos:

o(f(T) \ moo(f(T)) = f(o(T) \ moo(T))
= f(0w(T)) = 0,(f(T)) (por el Lema 2.4).

En consecuencia, moo(f(T)) = o(f(T)) \ 0w(f(T)); es decir, f(T') satisface el teorema
de Weyl.

ii) Si T tiene la SVEP, por el Teorema 1.25(i) se tiene que f(7") tiene la SVEP. Ahora,
del Teorema 2.9, se sigue que la propiedad (w) y el teorema de a-Weyl son equivalentes
para f(T)*. La demostracién sigue de manera similar al apartado (i). |

Corolario 2.7. Sea T € L(X) un operador polaroide. Entonces:
i) Si T* tiene la SVEP = f(T) satisface la propiedad (w) y el teorema de a-Weyl para
cada f € H(o(T)).

ii) Si T tiene la SVEP = f(T)* satisface la propiedad (w) y el teorema de a-Weyl
para cada f € H(o(T)).
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Corolario 2.8. 5i T € L(X) verifica el teorema de Weyl. Entonces:

i) Si T* tiene la SVEP y T es isoloide = f(T) satisface la propiedad (w) y el
teorema de a-Weyl para cada f € H(o(T)).

ii) Si T tiene la SVEP y T* es isoloide = f(T')* satisface la propiedad (w) y el teorema
de a-Weyl para cada f € H(o(T)).

Teorema 2.21. Sea T' € L(X) un operador isoloide y f € H(o(T)) inyectiva.
Entonces:

i) moo(f(T)) = f(moo(T)),
ii) SiT € Po(X) = f(T) € Po(X).
iti) Si T € Po(X) tiene la SVEP = f(T) satisface el teorema de Weyl.

Demostracion.
i) Como T es isoloide, del Lema 2.5 se tiene que

o(f(T) \ moo(f(T)) = f(a(T) \ moo(T)) = f(o(T)) \ f(moo(T))
= o(f(T)\ f(70o(T))-

La segunda igualdad se tiene de la inyectividad de f y la tdltima igualdad se tiene del
teorema de la aplicacién espectral. De esta manera, se tiene que moo(f (7)) = f(moo(T)).

ii) Supongamos que T € Py(X), entonces del Teorema 1.42 se tiene que moo(7) =
poo(T). Luego,
poo(f(T)) = f(poo(T)) = f(moo(T)) = moo(f(T)) (por Teorema 2.13 y el apartado (i)).

iii) Si T tiene la SVEP, entonces f(7) tiene la SVEP (Teorema 1.25). Ahora, del
apartado (ii) se tiene que f(T') € Py(X). Luego, el resultado se sigue trivialmente del
Teorema 1.42. |

Teorema 2.22. Sea T' € L(X). Si T o T* tiene la SVEP y f € H(o(T)) inyectiva.
Entonces:

i) A*(f(T)) = f(A(T)),
i) Af(T)) = F(A(T)).

Demostracién.

i) Por el Lema 2.6 se tiene que f(T) satisface el teorema de a-Browder. Asi,
A*(f(T)) =p3,(f(1)) = f(peo(T)) = fF(AY(T)) (por el Teorema 2.13 y el hecho que T
satisface el teorema de Browder).

ii) Se demuestra de forma andloga. |



Capitulo 3

Estabilidad de la Propiedad (w)
para Operadores Polaroides

En este capitulo abordaremos con detalle los resultados expuestos en Aiena-Guillén-
Pena [8]. La clase de los operadores que satisfacen la propiedad (w), es una subclase
de la clase de operadores que satisfacen el teorema de Weyl, pero en el caso de que
el dual tenga la SVEP, estas dos propiedades son equivalentes para dicho operador.
Este capitulo esta compuesto por dos secciones. En la primera seccion, trataremos de
mostrar la dificultad de estudiar de manera general la estabilidad de la propiedad (w)
para un operador cualquiera 7" € L(X), bajo perturbaciones que conmuten con 7y
al final de la seccién, se demostrard que el teorema de Weyl, la propiedad (w) y en
teorema de a-Weyl son estables bajo perturbaciones nilpotentes. En la segunda seccion,
nos delimitaremos al estudio de la estabilidad de la propiedad (w) bajo perturbaciones
nilpotentes sobre operadores polaroides.

3.1. Propiedad (w) y Perturbaciones

En esta seccion, trataremos algunos resultados preliminares relacionados a la es-
tabilidad bajo operadores nilpotentes de los espectros que hemos estudiado a lo largo
de este trabajo. Comenzaremos nuestra discusién con un ejemplo que muestra que la
propiedad (w) no se transmite de un operador 7" a una perturbacién cuasi-nilpotente.

Ejemplo 3.1. Consideremos T'=0y @ € L({5(N)), definido por:

To T3

Q(zy,x9,...) = (5, 30

.) para cada x = (x,) € ls.

Sabemos que () es un operador cuasi-nilpotente y ademas;

mo0(Q) = {0} # 0a(Q) \ ouu(@) = 0.

De esta manera, T satisface la propiedad (w) y T 4+ @ = @ no satisface la propiedad
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EL siguiente resultado de estabilidad para los espectros de Browder y de Weyl bajo
perturbaciones de Riesz que conmutan con el operador, se debe a Schechter ([40]) y
Rakocevi¢ ([39]). Recordemos T € L(X) se dice un operador de Riesz, si: A\ — T €
®(X), para cada A € C\ {0}. Es claro que los operadores cuasi-nilpotentes y los
operadores compactos son operadores de Riesz.

Teorema 3.1. Sea T € L(X) y R un operador de Riesz que conmuta con T'. Entonces:
i) 0ww(T) = 0w (T+R) y 01(T)=01,(T+ R).
it) ow(T) =0w(T+ R) y ow(T)=o0op(T+R).
iii) op(T) =0p(T'+ R) y 0u(T) =0u,(T + R).
Teorema 3.2. Sea T' € L(X) y R un operador de Riesz que conmuta con T'; tal que
0,(T) =0,T+R) yo(T) =0o(T + R). Entonces: A(T') = AM(T' + R).

Demostracion.
Por el teorema anterior tenemos que:
AT + R) = 04(T + R)\ 04u(T + R) = 04(T) \ 0,0 (T) = A(T)
A(T+ R) = o(T + R)\ 0(T + R) = o(T) \ 0.,(T) = A(T).
En consecuencia:

AT + R) := AT + R)\ A(T + R) = AY(T) \ A(T) = A(T). |

Corolario 3.1. Sean T, R € L(X) operadores que satisfacen las hipdtesis del Teorema
anterior y ademds, A(T) = () . Entonces:
T + R satisface el teorema de Weyl < T + R satisface la propiedad (w).

Demostracién.
Por el Teorema anterior se tiene que A(T + R) = A(T) = () y el resultado se deduce
del Teorema 2.4. [ |

Teorema 3.3. Sea T' € L(X) y Q un operador de cuasi-nilpotente que conmuta con
T. Entonces: 0,(T) = 0,(T + Q) y 0s(T) = 05(T + Q). En este caso tenemos que
ANT)=ANT+ Q).

Demostracién.

La inclusion o, (T + S) C 04(T) 4+ 04(S) siempre es cierta para operadores T, S € L(X)
que conmutan entre si (ver [27]). De esta manera, 0,(T +Q) C 0,(T) 4+ 04(Q) = 0.(T),
ya que () es cuasi-nipotente. La otra inclusién la obtenemos por simetria al considerar
0,(T) =0,T+Q — Q) Co,(T+ Q). La igualdad o4(T) = o4(T 4+ Q), se obtiene por
dualidad. |

Del teorema anterior se tiene que si T' € L(X) y @) es un operador cuasi-nilpotente
que conmuta con T, entonces A(T) = A(T + Q). De esta manera, la clase €, =
{T € L(X) : A(T') = 0} permanece estable bajo perturbaciones cuasi-nilpotentes que
conmutan con el operador. Ahora, para tener la estabilidad de la propiedad (w) en
este caso, s6lo harfa falta que 7o (T') = mo(T + Q). Desafortunadamente, esta ultima
igualdad en general no es cierta, como se muestra en el siguiente ejemplo.



3.1. PROPIEDAD (W) Y PERTURBACIONES 59

Ejemplo 3.2. Consideremos T' := I el operador identidad y el operador
Q(z1,72,...) = (%, %,...), definidos sobre £5(N).

Entonces, () es un operador cuasi-nilpotente que conmuta con 7'. Por otro lado,
700(T) = meo(I) = 0y moo(T + Q) = meo(I + Q). Ahora, como o(I + Q) = {1} y
a(l —(I+Q)) =1, entonces mo(T + Q) = {1}. Asi, moo(T) =0 # {1} = m0o(T + Q).

El siguiente resultado muestra que mo(7") = moo(T'+ N), cuando N es un operador
nilpotente que conmuta con 7T'. Antes veamos el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea T un endomorfismo lineal sobre un espacio de Banach X que satisface
a(T) < co. Entonces, a(T") < oo, para cada n € N.

Demostracion.

Para n =1 es trivial. Supongamos que a(7™) < oo; es decir,

dim(N(T™)) < oo. Como T(N(T"')) C N(T™), consideramos la restriccién Ty :=
T'|n(rn+1y. Entonces:

T:NT"™)— NT") v Tyx:=Tx.

Observemos que N(Ty) = N(T) N N(T"1). De este modo, N(Ty) = N(T).
Consideremos ahora, la aplicacion cociente:

T : N(T"™)/N(T) — N(T™), definida por T(&) := Tyx.
T es una aplicacién inyectiva y dim(N(T™)) < co. Ast;
dim(N(T™)/N(T)) < a(T™) < co. Ahora, como

N(Tm+) = NEVT(?)I) ® N(T), entonces a(T™"™) < o(T) + a(T™) < occ. u

Teorema 3.4. Sea T € L(X) y M un operador nilpotente que conmuta con T
Entonces:

i) moo(T') = moo(T + M),
it) moo(T) = mo (T + M).

Demostracion.

Supongamos que MP? = 0.

Afirmacién 1: NOAI —T) C N\ —T — M)?:

Sixz e NA —T), entonces (Al —T)x = 0. Asi, (A\] —T)"z = 0, para cada n € N.
Ahora, como A\ — T y M conmutan se tiene que:

M-T-MyPz=[) (]Z) (M =Ty ""(—=M)]z =0, yaque (—M)? =0.

=0

Luego, NOAI = T) C N(A\I — T — M)P.
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Afirmacién 2: N(\XI =T — M) C N(AI —T)P:

Si (M —T — M)x =0, entonces (A —T)x = Mx. Luego,

M —T)’x = (M —T)Mx = MM — T)x = M?z, ya que A\l — T y M conmutan.
Ahora, de forma inductiva tenemos que:

(M —=T)Px = MPzx =0, yaque MP=0.
Ast, v € N(AI —T)P.
Veamos ahora que moo(T") = moo(T" + M).

1) 7T00<T) g 7T00(T + M)
Sea A\ € moo(T'), entonces A € isoo(T) = isoo(T+ M)y 0 < a(M —T) < co. Sélo resta
ver que 0 < a(A — T — M) < co. Por la Afirmacion 1, se tiene:

a M =T —M)P>aAX[-T)>0.

Esto implica que a(A — T — M) > 0. Veamos ahora que (A — T — M) < co. En
efecto; como a(A —T') < oo, entonces por el lema 3.1, se tiene que (A — TP < oo.
Ahora, por la Afirmacion 2, se obtiene que

a(M =T — M) <aM -T)P < .

11) 7T()0(T + M) Q 7T00(T)I
Sea A € moo(T + M), entonces A € isoo(T + M) = isoo(T) y
0 <M —T—M) < oco. Por la Afirmacién 2:

a(M =T)P >aN —-T— M) >0.

Esto implica que a(AI — T') > 0. Por el Lema 3.1 se tiene que
a(M—=T—M)? < oo, yaque a(A[—T—M) < oco. Ahora, de la Afirmacién 1 obtenemos
que (M = T) < a(M =T — M)P < co. Asi, X € moo(T).

ii) Se demuestra de manera analoga al apartado (i). |

Observemos que del Teorema 3.1 y el Teorema 3.3, se tiene que:
Poo(T + N) := 04(T + N)\ 0us(T + N) = 04(T) \ 0us(T) = poo(T), donde N es un
operador nilpotente que conmuta con 7.

Teorema 3.5. Sea T' € L(X) y N un operador nilpotente que conmuta con T
Entonces:

i1) Si T satisface el teorema de Browder = T 4+ N satisface el teorema de Browder.

iii) Si T satisface el teorema de Weyl = T + N satisface el teorema de Weyl.
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iv) Si T satisface la propiedad (w) = T + N satisface la propiedad (w).
v) Si T satisface el teorema de a-Weyl = T + N satisface el teorema de a-Weyl.

Demostracién.
i) Supongamos que 17" € Py(X), entonces:

pgo(T + N) = poo(T) = 7T00(T> = 7T00(T + N) ASI,, T+ N € P()(X)

ii) Supongamos que T satisface el teorema de Browder, entonces
A(T) = poo(T). Asi;

AT+ N) = A(T) = poo(T) = poo(T' + N).

De esta manera, T'+ N satisface el teorema de Browder.

iii) Si 7" satisface el teorema de Weyl, entonces se cumple que:
AT+ N)=A(T) = moo(T) = moo(T + N).
De este modo, T'+ N satisface el teorema de Weyl.
iv) Si T satisface la propiedad (w), entonces del apartado anterior se deduce que T'+ N
satisface el teorema de Weyl. Por otro lado, del Teorema 3.3 y del hecho que T satisface

la propiedad (w), se obtiene que A(T + N) = A(T) = (). Asi, por el Teorema 2.4 se
deduce que T'+ N satisface la propiedad (w).

v)Si T satisface el teorema de a-Weyl, entonces se cumple que:
AT + N) = AYT) = mgo(T) = m0(T + N).
Esta tultima igualdad se tiene del Teorema 3.4(ii).De este modo, T+ N
satisface el teorema de a-Weyl. |
La hipdtesis de la conmutatividad es importante para la estabilidad bajo perturba-
ciones nilpotentes, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.3. Consideremos los operadores T, N € L({s) definidos por:

X1 T2

T(l’l,LCQ, .. ) = (O, 7, E, .. ) 3 (.fEn) € 62,
N(z1,20,...) = (0,_73“,0,0,...) L (2n) € Lo,

Por el Ejemplo 1.24, N es un operador nilpotente que no conmuta con 7'y ademas, T es
un operador cuasi-nilpotente que satisface el teorema de Weyl. Como o(T*) = o(T) =
{0}, se tiene que T* tiene la SVEP. De esta manera, A(T) = () y en consecuencia, T'
satisface la propiedad (w). Ahora, del Ejemplo 1.24 también se tiene que 7'+ N no
verifica el teorema de Weyl. De este modo, T'+ N no satisface la propiedad (w).
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En general, la propiedad (w) no se transmite bajo perturbaciones de rango finito
que conmutan con el operador.

Ejemplo 3.4. Sea Q € L({3) un operador inyectivo y cuasi-nilpotente
cualquiera y consideremos el operador U € L({3) definido por

U(l’l,l'g, .. ) = (—xl,0,0, .. )

Definamos ahora sobre H = {5 @ {5 los operadores T' y K por:

re(he) oo (00)

En el Ejemplo 1.25, vimos que K es un operador de rango finito que conmuta con 7.
Ademas:
o(T)=0,(T)=1{0,1} y 7(T)=A(T)=10.

Luego, T satisface el teorema de Weyl y A(T) = 0. Asi, T verifica la propiedad (w).
Por otro lado, T'+ K no verifica el teorema de Weyl (Ejemplo 1.25) y en consecuencia,
T + K no satisface la propiedad (w).
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3.2. Perturbaciones Nilpotentes de Operadores Po-
laroides

En esta seccion, el autor estudia la estabilidad de los operadores polaroides bajo

perturbaciones nilpotentes que conmutan con el operador. Ademads, veremos algunos

resultados sobre la estabilidad de la propiedad (w), haciendo uso de la SVEP, para los

operadores f(T'), donde T es un operador polaroide. Los resultados que aparecen en

esta seccién fueron obtenidos por Aiena-Guillén-Pena en [8].
Recordemos que la parte cuasi-nilpotente de un operador 7' € L(X) se define por:

Ho(T) :={z € X : lim ||T"z|/* = 0}.
Veamos ahora que la parte cuasi-nilpotente de un operador es invariante bajo
perturbaciones nilpotentes que conmutan con el operador.
Lema 3.2. Sea T € L(X) y N un operador nilpotente que conmuta con T. Entonces:
Ho(T + N) = Ho(T).

Demostracion.
Supongamos que N™ = 0, para algin m € N.
i) Ho(T') € Ho(T + N): Observemos primero que:

(T +N)™ = zm: @) Tk Nk

k=0

m m m
=T Tm1 TN + ... N1
() () ()8
=TU =UT

Estas igualdades se deben a la conmutatividad de 7"y de N, donde U es el operador
definido por; U := ZZL_Ol (Tg) Tm=1=kN* De esta manera,

(T + N)™x| = ||[(UT)"z| < ||U™||||T™z||, para cada x € X y cada n € N.

Ahora, si @ € Hy(T) tenemos las siguientes desigualdades:
mn ||~ ni L n L TR
(T + N)™ || < U= [[ T2 < [JUIT"].

Por tanto: )
lim |[(T"+ N)™"||» = 0.

En consecuencia, z € Hy(T + N).

La otra inclusion la obtenemos por simetria:
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Observacion 18. Los operadores polaroides no permanecen estables bajo perturba-
ciones cuasi-nilpotentes que conmutan con el operador; ya que de lo contrario, si Ty
T+ () son operadores polaroides donde () es un operador cuasi-nilpotente que conmuta
con T, se tendria que:

7o0(T + Q) = poo(T + Q) = poo(T") = moo(T).

Esta tultima ecuacién no es cierta en general. Para un ejemplo concreto ver el ejemplo
3.2.

Teorema 3.6. Sea T € L(X) un operador polaroide y M un operador
nilpotente que conmuta con T'. Entonces, T+ M es polaroide.

Demostracion.

Supongamos que M™ = 0. Si isoo(T + M) = (), el resultado es trivial. En virtud del
Teorema 2.14, debemos demostrar que para cada A € isoo(T+ M), existe r :=r(\) € N
tal que Hy(M — (T + M)) = N — (T'+ M))".

Sea A € isoo(T+ M) = isoo(T) (yaque o(T'+ M) = o(T)), entonces A es un punto
aislado del espectro de 1"y como T es polaroide, se tiene que A es un polo del resolvente
de T. Ahora, si p := p(Al —T) = q(A — T), por el lema anterior y el Teorema 1.34 se
obtiene que:

Ho(AI =T — M) = Hy(\I — T) = N(A\I — T)P.

Afirmacién. Hy(M — (T + M)) = N(AL — (T + M))P™:
La inclusiéon N(A — (T + M))" C Ho(AM — (T + M)), siempre es cierta para cada
n € N.

Sea x € Hy(A[ — (T + M)) = N(A — T')P. Entonces podemos escribir:

(M —T — M)P"g = i (pm) (M — TPk (= M)k

par k
- [mz (") =t
+ mzm } (") =t an

En el primer sumando, observemos que k < pm — p, entonces pm — k > p y por tanto,
(M — T)P™*z = 0. Ahora, en el segundo sumando observemos que pm —p + 1 > m.
Luego, como k > pm —p+ 1 > m, se tiene que (—M)* = 0.

En consecuencia, ambos sumandos son iguales a cero. De esta manera,
x € N(AI — (T + M))P™. Asi:
HoM —(T+ M)) = N(AM — (T'+ M))?™, por lo que T'+ M es un operador polaroide.
|
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Lema 3.3. Si T € L(X) tiene la SVEP y Q es un operador cuasi-nilpotente que
conmuta con T. Entonces, T + Q tiene la SVEP.

Demostracién.
Ver Corolario 2.12 de [1]. |

Observemos que en particular, la SVEP se mantiene bajo perturbaciones nilpotentes
que conmutan con el operador.

Teorema 3.7. Sea T € L(X) un operador polaroide y N un operador
nilpotente que conmuta con T'. Entonces:

i) SiT tiene la SVEP en cada X\ € o(T)\ 01,(T) = T* + N* satisface la propiedad
(w).

ii) Si T* tiene la SVEP en cada N € A*(T) = T + N satisface la propiedad (w).

Demostracion.

i) Por el Teorema 2.18(i), T satisface la propiedad (w). Ahora, si N™ = ( para algin
m € N, entonces (N™)* = (N*)™ = 0. Por tanto, N* es un operador nilpotente que con-
muta con T*. Luego, del Teorema 3.5(iv) se deduce que T* + N* satisface la propiedad

(w).

ii) Por el Teorema 2.19(ii), se tiene que 7" satisface la propiedad (w). Luego,
como N es un operador nilpotente que conmuta con 7', entonces del Teorema 3.5(iv)
se deduce que T + N satisface la propiedad (w). [ |

Teorema 3.8. Sea T' € L(X) un operador polaroide y N un operador
nilpotente que conmuta con T y f € H(o(T)). Entonces:

i) Si T tiene la SVEP = f(T)* + N* satisface la propiedad (w) y el teorema de
a-Weyl.

it) Si T* tiene la SVEP = f(T) 4+ N satisface la propiedad (w) y el teorema de
a-Weyl.

Demostracién.

i) Por el corolario 2.7(ii), se tiene que f(7)* satisface la propiedad (w). Ahora, como
N* es un operador nilpotente que conmuta con f(7')*, entonces del Teorema 3.5(iv),
f(T)* + N* satisface la propiedad (w) y equivalentemente el teorema de a-Weyl.

ii) Del Corolario 2.7(i), se tiene que f(T') satisface la propiedad (w). Luego, como
como N es un operador nilpotente que conmuta con f(7), se tiene que f(T) + N
satisface la propiedad (w) y equivalentemente el teorema de a-Weyl. [
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Corolario 3.2. Si T € L(X) es un operador H(p) y N un operador nilpotente que
conmuta con T'. Entonces, f(T)*+N* satisface la propiedad (w) y el teorema de a- Weyl,
para cada f € H(o(T)).

Demostracion.
Como cada operador que satisface la propiedad H(p) es polaroide, el resultado es una
consecuencia inmediata del Teorema anterior. [

El siguiente corolario muestra que los operadores f(1'+ N) satisfacen la propiedad
(w) bajo las mismas hipdtesis del teorema anterior.

Corolario 3.3. Sea T' € L(X) un operador polaroide y N un operador
nilpotente que conmuta con T y f € H(o(T)). Entonces:

i) Si T tiene la SVEP = f(T + N)* satisface la propiedad (w) y el teorema de
a-Weyl.

it) Si T* tiene la SVEP = f(T 4+ N) satisface la propiedad (w) y el teorema de
a-Weyl.

Demostracion.

i) Como T es un operador polaroide, por el Teorema 3.6, T'4+ N es un operador po-
laroide. Ahora, como T tiene la SVEP, se sigue que T+ N tiene la SVEP, entonces por
el Corolario 2.6(ii) se concluye que f(T + N)* satisface la propiedad (w) y el teorema
de a-Weyl.

ii) se procede de forma analoga al apartado (i). |



Conclusiones

El objetivo central de este trabajo, es el estudio de las variantes del teorema de
Weyl, que son la propiedad (w) y el teorema de a-Weyl. En esta tesis, se desarrolla
una gran cantidad de resultados relacionados a estas variantes del teorema de Weyl,
sustentados en tres publicaciones ([8],[9] y [10]). En realidad se ha cumplido uno a
uno, los objetivos especificos planteados en nuestro proyecto inicial de investigacion.
Mas aun, en los capitulos 2 y 3, se presentan mejoras a la mayoria de los resultados
conseguidos en [8] y [9]. Dentro de estos resultados obtenidos, podemos destacar:

a) Caracterizacién de la propiedad (w) mediante ciertos subconjuntos del plano (ver
Teoremas 2.2 y 2.4).

b) SeaT € L(X) y f € H(a(T)).
i) Si T* tiene la SVEP. Entonces son equivalentes para f(7'); el teorema de Weyl, la
propiedad (w) y el teorema de a-Weyl.

ii) Si T tiene la SVEP . Entonces son equivalentes para f(7*); el teorema de Weyl, la
propiedad (w) y el teorema de a-Weyl. (ver Teorema 2.9).

¢) Se introduce la clase de los operadores que satisfacen A(T) = 0 y, se demuestra
que esta clase se mantiene estable bajo perturbaciones cuasi-nilpotentes que conmutan
con el operador. Ademas, la propiedad (w) es equivalente al teorema de Weyl para los
operadores que satisfacen A(T") = () (ver Teoremas 2.5 y 3.3).

d) Sea T' € L(X). Si T es un operador escalar generalizado = f(T') y f(1™)
satisfacen la propiedad (w) para cada f € H(o(T)) (ver Teorema 2.10).

e) El teorema de a-Browder, el teorema de a-Weyl y la propiedad (w) son propiedades
equivalentes para los operadores a-polaroides (ver Teorema 2.17).

67
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f) La parte cuasi-nilpotente de un operador permanece estable bajo perturbaciones
nilpotentes que conmutan con el operador.

g) La propiedad (w) se mantiene estable bajo perturbaciones nilpotentes que con-
mutan con el operador.

h) Si T € L(X) es un operador polaroide tal que T tiene la SVEP (respectivamente,
T tiene la SVEP), entonces la propiedad (w) permanece estable para f(7') (respecti-
vamente, f(7T)*) bajo perturbaciones nilpotentes que conmutan con 7T'. Ver el Teorema
3.8.
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