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INTRODUCCION

Leonhard Euler fue un gran matematico suizo en el siglo XV III que introdujo las
ideas basicas que sirvieron para crear la teoria de grafos, posteriormente lo siguieron una
gran variedad de cientificos que crearon y estudiaron diversas ramas relacionadas al tema,
hoy en dia es una disciplina muy amplia, con miultiples aplicaciones.

En ésta monografia partiremos de grafos simples y definiremos su matriz de adyacen-
cia, su polinomio caracteristico y su espectro, que nos servird para obtener interesantes
resultados.

Para desarrollar el contenido de este trabajo estudiaremos la seccion 2 del capitulo 1
n

del Biggs [1] donde encontramos la relacion que existe entre Z)\é, (con Ai, Ag, -+, Ay,
i=1
autovalores de la matriz de adyacencia del grafo) y la estructura del grafo, resolveremos

algunos ejercicios propuestos en esta seccion, y en particular nos concentraremos en hallar
n

formulas para Z)\i cuando [ = 4,5. También estudiaremos la seccion 7 del capitulo
i=1
1 del Biggs [1] que nos dara las ideas para desarrollar el Teorema de Harary que

relaciona el determinante de la matriz de adyacencia de un grafo con la estructura del grafo,
luego probaremos la relacion que hay entre los coeficientes del polinomio caracteristico del

grafo y estos determinantes mediante el Teorema de Sachs . Finalmente estudiaremos



algunas aplicaciones a la quimica del capitulo 8 del Cvetkovic |2|, consideraremos grafos
relacionados a ciertos compuestos quimicos llamados grafos moleculares y estudiaremos la
presencia del cero en el espectro del grafo molecular que indicara si la molécula es inestable
quimicamente..

Este trabajo intenta ser un material de apoyo para aquellas personas interesadas en la
teoria espectral de grafos, presentaremos ejemplos a lo largo del contenido para lograr que
el tema sea comprendido de una manera autodidactica; lo tnico indispensable seria tener

conocimientos de Algebra Lineal.



CAPITULO 1

ESPECTRO DE UN GRAFO

1.1. Grafos y Matriz de Adyacencia

En esta parte recordaremos algunos conceptos de la teoria de grafos que utilizaremos

a lo largo de este trabajo. Las definiciones y los resultados de esta secciéon son tomados de

[1] 'y [4]-

Definicién 1.1 Un grafo G consta de un conjunto no vacio V de elementos llamados
vértices, y un conjunto E de pares no ordenados de elementos de V' llamados aristas, lo

denotaremos por G(V, E).

SiV = {vy,v9,v3,...,v,} decimos que el grafo es finito; una arista de G la denotaremos
como {v;,v;} y diremos que v; y v; son vértices adyacentes si existe una arista entre ellos.
También diremos que la arista {v;,v;} incide en los vértices v; y v;. La arista {v;, v;} se
llama lazo.

Un grafo se dice simple si E es el conjunto de pares no ordenados de elementos distintos

de V. A lo largo de este trabajo consideramos grafos simples finitos.
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Una forma de representar los grafos en el plano es la siguiente: los vértices se representan

por puntos y las aristas como lineas entre ellos.

Ejemplo 1.1 Sea G(V,E) un grafo simple que consta de V = {vi,vq,v3, 04,05},
y E = {{vi, v}, {va, v3},{vs, 01}, {vs,v4}}, entonces una de sus representaciones en el
plano es: o Uy
° °
.
U3 (1
°
Us

Definiciéon 1.2 El grado de un vértice v de un grafo G(V, E) es el nimero de aristas que

inciden en €l, y lo denotamos por 0(v).

En el ejemplo 1.1 tenemos: 6(vy) = d(v2) = 2, d(vs) = 3, §(vg) = 1, 6(vs) = 0, en el

caso de vs decimos que es un vértice aislado.

Veamos algunas familias de grafos:
Trayectorias: Una trayectoria P, consta de n wvértices, vi,vs,V3,...,0,, Y aristas

{Uh U2}7 {U27 U3}7 {U37 U4}7 ey {Un—lv UTL}-

El siguiente grafo es un ejemplo de trayectoria.

VAN

Ps
Ciclos: El ciclo C,, ¢ n-ciclo, con n > 3,consta de n vértices, vi,vs,V3,...,0Un, Y
aristas {Uh U2}7 {U27 U3}7 {U37 U4}7 R {Un—lv UTL}7 {UTU Ul}'

Los siguientes grafos son ejemplos de ciclos.

VAN
AN L]

Cs Cy Cs
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Grafos Completos: El grafo completo de n-vértices que se denota por K,, es el grafo
simple que contiene exactamente una arista entre cada par de vértices , es decir hay ( Z >
aristas en K,,.

Los siguientes grafos son ejemplos de grafos completos.

A B

Grafos Bipartitos: Se dice que un grafo simple es bipartito si su conjunto de vértices

V' se puede dividir en dos subconjuntos disjuntos Vi y Vs, tales que cada arista del grafo
conecta un vértice de Vi con uno de V.
El siguiente grafo es un ejemplo de grafo bipartito, donde su conjunto de vértices se

puede biparticionar en: Vi = {vy,vs,v7} y Vo = {vg, v4, v5, v6}.

(%1
(4 \’Ug
Ve
® U3
Us
Uy

Grafos Bipartitos Completos: El grafo bipartito completo K,,, es el grafo cuyo
congunto de vértices estd formado por dos conjuntos con m y n vértices respectivamente,
y hay una arista entre dos vértices si y solo si, un vértice estd en el primer subconjunto y
el otro vértice esta en el sequndo subconjunto.

Los siguientes grafos son bipartitos completos.

Kig

El grafo bipartito completo K, se llama estrella.



9 CAPITULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFO

Definicién 1.3 Un grafo G es reqular de grado k si todos sus vértices tienen el mismo

grado k.

Como ejemplos de grafos regulares estan los ciclos C), que son regulares de grado 2, y

los grafos completos K,, que son regulares de grado n — 1.

Definiciéon 1.4 Un subgrafo H de un grafo G(V, E), es un grafo H(W, F), tal que W C'V
yF'C L.

Si W =V decimos que H es un subgrafo generador de G.
Si cada arista de G estd en H para cada par de vértices de H, entonces decimos que

H es un subgrafo inducido de G.

Definicién 1.5 Un camino desde un vértice v; hasta un vértice v; , o un v; — v; camino
de longitud | (I € N) de un grafo G, es una secuencia de [+ 1 vértices, comenzando en

v; y terminando en v;, tal que vértices consecutivos son adyacentes.

Un camino donde no se repite vértices es una trayectoria.
Si v; = vj, decimos que es un camino cerrado de longitud [. Un camino cerrado donde

no se repite vértices es un ciclo.

Definicion 1.6 Un grafo G(V, E) es conezxo, si para cada v;,v; € V existe un v; — v;

camino.

Si G(V, E) es un grafo simple, a los subgrafos inducidos con el mayor nimero de vértices

de G que son conexos, se les llaman componentes conezas.

Definicion 1.7 Un drbol es un grafo conexo que no contiene ciclos.

Como ejemplos de arboles estan las trayectorias y las estrellas.

Un bosque es un grafo donde las componentes conexas son arboles.
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Teorema 1.1 Un grafo es bipartito si y solo si, todos sus ciclos son de longitud par.

Demostracion: Sea G(V, E) un grafo bipartito, y sean V; y V5 la biparticion de los
vértices de G, sea u = uy,us, u,3, -+ ,u; = u, un ciclo de longitud [, supongamos que
el vértice u; pertenece al conjunto Vi, por ser el grafo bipartito los vértices de la forma
ug; pertenecerdn a Vs, y los de la forma wug;, 1 perteneceran a Vi, para i =0, - - 71—717 asi
el vértice final de un camino de longitud impar pertenecera a V5 y el vértice final de un
camino de longitud par pertenecera a Vi, como wu; estd en Vj el ciclo debe ser de longitud
par.

Reciprocamente supongamos ahora que cada ciclo de G(V, E') es de longitud par, pode-
mos suponer que el grafo es conexo, porque si no lo es, podemos trabajar por separado
cada una de las componentes. Elijamos un vértice u; en V', luego todos los vértices adya-
centes a uy los llamaremos us, luego los vértices adyacentes a los uy g los etiquetamos con
uy, y asi sucesivamente, notemos que no existen u; adyacente a u; para ¢ = 1,2, ya que los
ciclos que existen en G(V, E) son de longitud par.

Luego tomamos los uys y los colocamos en un conjunto Vi, y los vértices uy s y los
colocamos en un conjunto Vs, y esta sera la biparticion del grafo G(V,E).

]

En particular tenemos que los arboles y los ciclos de longitud par, Cy, son grafos

bipartitos.

Definicion 1.8 Dos grafos G1(Vi, E1) y Gao(Va, Ey) son isomorfos si hay una funcion
biyectiva f : Vi — Vi, tal que u y v son adyacentes en Gy si, y solo si, f(u) y f(v) son

adyacentes en Gs.

Definicién 1.9 Un invariante de un grafo G es un paramétro (nimero) asociado a G que

toma el mismo valor en todos los grafos isomorfos a G.

Algunos invariantes de un grafo G son: El niimero de vértices, el nimero de aristas, el

numeros de n-ciclos.
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Definicién 1.10 Sea G(V,E) un grafo simple y finito, con V. = {v1,vs,...u,}.
La matriz de adyacencia de G, denotada por Ag, es la matriz n x n, donde los coefi-

cientes a;; estdn dados por:

1 si {v,v;} el
aij =
0 en otro caso

Ejemplo 1.2 La matriz de adyacencia de un K4 es:

0

1
0
Ak, =
1
1

S = = =

1
1
0
1

—_ = =

Ejemplo 1.3 En un grafo bipartito G, podemos etiquetar los vértices de manera que Su

matriz de adyacencia tenga la forma:

0 B
B! 0

Ac =

donde a B se le llama la matriz de incidencia de los conjuntos de biparticion de V', y B!

es el transpuesta de B.

Como las filas y columnas de Ag corresponden a un etiquetamiento arbitrario de los
vértices de GG, nos interesa estudiar las propiedades de la matriz de adyacencia, que son
invariantes bajo permutacion de las filas y de las columnas.

De la definicion de Ag se sigue que Ag es una matriz real y simétrica, por lo tanto los
autovalores de A son nimeros reales; también se sabe que Ag es diagonalizable, asi para
cualquier autovalor A de Ag se tiene que m,(A) = my(A). Donde:

mq(A) es la multiplicidad de A como raiz del polinomio det(A — Ag) = 0,

my(A) es la dimension del autoespacio correspondiente a A, es decir,
mgy(A) = dim[ker(A — A)],

donde ker(A\l — A) ={z e R" | (Ml — A)z = 0}.
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Como los grafos que estamos considerando son simples tenemos que la Tr(Ag) es cero,
donde Tr(Ag) es la traza de la matriz Ag.
El siguiente resultado relaciona la matriz de adyacencia de un grafo GG con los caminos

que hay entre dos vértices de G:

Teorema 1.2 El nimero de caminos de longitud | en G, desde v; a v; es el coeficiente en

la posicion (i,j) de la matriz AL,.

Demostracién: (Por induccién.) El nimero de caminos de longitud 1 de v; a v; es el
coeficiente en la posicion (i,7) de la matriz Ag. Ahora supongamos que el coeficiente en
la posicion (7,7) de la matriz A es el nimero de caminos de longitud [ de v; a vj, esta es
la hipotesis de induccion.

Como AG' = AL Ag, el coeficiente en la posicion (i,) de AS es igual a:
biraij + bigag; + - - - + binay;,

donde by, es el coeficiente en la posicion (i, k) de AL. Por la hipotesis de induccion by, es
el nimero de caminos de longitud [ de v; a vg, para k=1---n.

Un camino de longitud [ +1 de v; a v; estd formado por un camino de longitud [ de v;
a un vértice intermedio vy, y por una arista de vy a v;. Por la regla del producto, el nimero
de caminos de ese tipo es el producto del nimero de caminos de longitud [ de v; a v, que
es b, por el nimero de aristas de v; a vj, que es ay;. Al sumar todos esos productos para

todos los posibles vértices intermedios v se obtiene el resultado buscado.

Luego tenemos que la traza de AL es el total de caminos cerrados de longitud I que

hay en G.
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1.2. Polinomio Caracteristico y Espectro de un Grafo

Definicién 1.11 El polinomio caracteristico de un grafo G, es el polinomio caracteristico

de la matriz de adyacencia,Ag, es decir, Pg(\) = det(Ag — \).
Asi el polinomio caracteristico de un grafo G, con n vértices, tiene la forma:
Po(A\) = A 4 el A 4 o\ 2 b e A" 4 e A e

Veamos que los coeficientes, de acuerdo con la teoria de matrices, pueden ser expresados

en términos de menores principales de Ag, esta teorfa es tomada de [5].

Teorema 1.3 Sea Pg(A\) = A"+ AN+ o\ 2 + 3\ 3 + ...+ ¢, A + ¢, el polinomio

caracteristico de G, entonces
o k .
e = (—1) E (todos los menores principales de orden k).

Para hacer la demostracion de este teorema, recordemos lo siguiente:

Una matriz principal de orden r de una matriz A,«,, es una submatriz de A que se
obtiene al eliminar el mismo conjunto de n — r filas y columnas de A.

Un menor principal de orden r de A, es el determinante de una submatriz principal de

orden r de A.

n
Existen menores principales de orden r para r =1,2,---n.

Ejemplo 1.4

-3 1 =3
St A=1|120 3 10 |, entonces:
2 =2 4

Ezisten 3 menores principales de orden 1, que son:
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-3, que se obtiene eliminando las columnas y las filas 2 y 3,
3, que se obtiene eliminando las columnas y las filas 1 y 3,

4, que se obtiene eliminando las columnas y las filas 1 y 2.

Existen 3 menores principales de orden 2, que son.:

-3 1 3 10 -3 =3
— 99, = 32, = -6
20 3 -2 4 2 4
Y el inico menor principal de orden 3 es det(A) = —18.

Notemos que:

1. La diagonal de las submatrices principales de una matriz A es parte de la diagonal

de la matriz A.

2. Las submatrices principales de orden r de una matriz de adyacencia de un grafo
G, Ag, son las matrices de adyacencia de los subgrafos inducidos que se obtiene al

quitarle n — r vértices al grafo G.

Definicién 1.12 Sea A una matriz cuyos coeficientes de una matriz A = [a;;(x)] son
funciones diferenciables de x, definimos la derivada de la matriz A como:
de L dx [

Proposicion 1.1 Sea A una matriz cuadrada nxn, y sean los coeficientes de A = [a;j(x)]

funciones diferenciables de x, entonces
d(det(A))
dx

donde D; es la matriz idéntica a A salvo que los coeficientes de la fila © son reemplazadas

= det(D) + det(D3) + - - - + det(D,,),

por sus derivadas, es decir,

d(Ax) s
d—x’“ si 1=k

[Di]k:{Ak s 17k :

donde Ay denota la fila k de A.
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Demostracion: Sea A una matriz cuadrada n x n. De la definicién de determinante de

una matriz tenemos:

det Z Sgn alo’(l CLZU( )t aTLO’(TL)7
CTGSTL
donde S,, es el grupo de permutaciones de {1,2,--- n}.
Luego
d(det(
(T ( Z Sgn ala(l A20(2) ana(n))
CTGSTL
Cllo A25(2) * * * Uno(n))
= 3 sgn(g) et (n)
CTGSTL
= > 591(0) (A1) @202) ** Gno(w)) + (A10(1)Uao(z) " Anor()
CTGSTL

+ .+ (alo.(l)ago—(Q) e a';w(n)))

- Z s91(0)(@5(1y020(2) * * * Ano(n) Z 591(0) (A16(1) Ty (2) * * * Gno(n))

chSn O'GSn

4+ .. 4 Z sgn(a) (a1a(1)a2a(2) e 'a;ur(n))

A continuacion se presenta la prueba del Teorema 1.3.

Demostracion: (Del Teorema 1.3) Sabemos que el polinomio caracteristico de G es:
Pe(N) = det(Ag — AI) = det((—1)(A] — Ag)) = (—1)"det(AN — Ag)

Po(N) = (=1)"\" 4+ NP+ A" 2 4 e\ e A ).

Tomando la r-ésima derivada de Pg () y evaluando en A = 0 tenemos Pg)(()) =rle,_,

y asi
1)" .

rl
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Por otro lado aplicando la proposicion anterior r veces a Pg(\) = det(Ag — AI) obten-

eImos:
PYO) =Y Diys (),
i 7k
donde D;, ; (M) es el determinate de la matriz idéntica a Ag — A\l excepto que las filas
T T T

i1, 12, ..., i son reemplazadas por —e; , —e; , ..., —¢€;

i ; > respectivamente, donde e;fg es el vector

canénico con 1 en la posicion i;.
Se sigue que
Di;.5,(0) = (=1)"det(A;, .4,),

donde A;, ; es idéntica a la matriz Ag excepto que las filas iy, i, ..., i, son reemplazadas

T T T
POr €; , €, s €

i1 Cins respectivamente, y det(A;, ;) es el menor principal de orden n — r

obtenido por eliminar las filas y columnas i, %o, ..., 7, de Ag. En consecuencia

FE0)= ) Divin(0) = (-1)7 ) det(Ay i)
V(Y — ol 1) . _
P.7(0) =r!(-1) Z(Todos los menores principales de orden n —r).
El factor r! aparece porque cada una de las r! permutaciones de los subcritos en A;, .,

describe la misma matriz.

Asi obtenemos

Cpny = (—=1)"7" Z(Todos los menores principales de orden n —r).

]
El siguiente resultado asocia los primeros tres coeficientes del polinomio

caracteristico del grafo G, con su estructura, este resultado es tomado de [1].
Proposicion 1.2 Sea G(V, E) un grafo simple y finito, con polinomio caracteristico

Po(A) = A"+ A"+ A2 4 e\ 4 L eui A -,
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Los coeficientes c1, co, c3 del polinomio caracteristico del grafo G satisface:
1. Cc1 — 0.
2. —cy es el numero de aristas de G.

3. —c3 es dos veces es numero de 3-ciclos que hay en G.

Demostracion: Para cada i € {1,2,..,n} el nimero (—1)’c; es la suma de los menores

principales de orden 7, luego:

1. La suma de los menores principales de orden 1 es la suma de los elementos de la

diagonal de Ag, que ya sabemos que es cero, por lo tanto ¢; = 0.

2. Los menores principales de orden 2 son de la forma:

=0 Y = -1
00 10

Esto nos indica que hay un menor principal de orden 2 para cada par de vértices

adyacentes en G, el cual tiene valor —1, asi (—1)%cy, = —|E)|.

3. Los menores principales de orden 3 son:

010 0 01 0 00
1 0 0/=0 00 0/=0 00 1]=0
000 1 00 010
011 010 0 01 011
1 0 0/=0 1 0 1/=0 0 0 1/=0 10 1=2
1 00 010 110 110

Luego, este ultimo menor principal representa un 3-ciclo en el grafo GG, de aqui se

tiene que —cs es dos veces es niumero de 3-ciclos en G.
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Los siguientes resultados son un complemento de este trabajo, estos resultados son

ejercicios propuestos de [1],

Proposicion 1.3 Si G es un grafo con un vértice vy de grado 1, y sea vo el vértice
adyacente a vy. Sea Gy el subgrafo inducido de G obtenido al eliminar vy, y Gio el subgrafo

inducido de G obtenido al eliminar los vértices vy y vo, entonces

Pa(A) = APg,(A) — Pay, (M)

Demostracién:
A =10 0
-1 b
-1 A b 0
Pg(\) = det(M, — Ag) = | 0 = AP, (N) +
)\In72 - AG12
bt Moo — Acy,
0
0

= )\Pcl ()‘) - PG12 ()‘)

]
Esta proposicion es tutil para hallar el polinomio caracteristico de un arbol, ya que

siempre va a tener vértices de grado 1.

Proposicién 1.4 La derivada del polinomio caracteristico es igual a :
Fo(\) =) Pa, (),
i=1

donde los G; son los subgrafos inducidos de G, que resultan de eliminar el vértice v;.

Demostraciéon: Sabemos que:

Pa(\) = det(IN— Ag) = > sgn(o)bio(1) -+ buo(n)-

UES'!L
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Como b; = X para i =1,...,n, tenemos que
= Z sgn(o )xf(" H bic (i)
0ESn o(1)#i

donde f(o) es el numero de puntos fijos de o, o sea la cardinalidad del conjunto
{i | o(i) =1}
Asi,
PN = 3 sgn(@)f@NO I b

0ESn, f(o)>1 o(i)#i
Sio €S, yo(i) =i, podemos definir o; como una permutacion de los vértices de G;,

simplemente restringiendo la acciéon de o. Luego

Z Z sgn(o; Hbjgl(]

ZUEISTL o(i)=t j#i
P =3 (X sonto [Ty )
i=1 NoESy, J#i

o(i)=i

Py(\) =) det(Ag, — M,—1) = > Pe,())

Definicion 1.13 El espectro de un grafo G es el conjunto de los autovalores de Ag junto

con su multiplicidad.

Si los autovalores distintos de Ag son A\g > A1 > Ay > ... > A\,_1 y sus multiplicidades

son My,, My, , My, ..My, , entonces

o M A )\S_1>

My My, My, .. My,

spec(G) = (

Ejemplo 1.5 FEl espectro de K4 es:

spec(Ky) = (3 _1>
1 3
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Teorema 1.4 Sea G un grafo bipartito. Si A € spec(G) entonctes —\ € spec(G).

Demostracion: Sea G(V, E) un grafo bipartito con n vértices, y sea V; y V5 los conjuntos
de biparticion de V', supongamos que |V;| = m entonces |V5| = n — m, asi la matriz de

adyacencia de G, Ag = [ajj], es:

Om X m Bm X (n —m)
AG - )
B! 0
(n—m) Xm (n—m) X (n —m)
donde:
a1(m+1) a1(m+2) e ain A(m+1)1  Am+1)2 " Amt1)m
a2(m41) a2(m+-2) T azn A(m42)1  Am+2)2 " U>m42)m
B= . . . B' =
Am(m+1)  Am(m+2) -+ (amn anl an2 cee anm

Sea A un autovalor de Ag, es decir existe 0 # = € R™ tal que Agr = Az, es decir,

T AT

To AT2
0 B

Tm - ATm

Bt O Tm41 )\-'Em+1

Tn AL
Asi,
\z Ci(m+1)Tm+1 T Qmt2)Tmt+2 + 0+ QinZn si 1<i<m
7: p—
i1 + ;22 + - 4+ AGimTm sim+1<i<n
Definamos el vector:
z1 T1
To To
xr = ’SEm = Tm
ZE1TL+1 —Tm+1

Tn —Tn



21 CAPITULO 1.

ESPECTRO DE UN GRAFO

Observemos que:

71 Y1
T2 Y2
0 B
ZTm = Ym )

Bt O 5mel Ym+1

Tn Yn
entonces,
Qi(m+1)Tmt1 +  Gima2)Tmi2 + 0+ Gindp si 1<e<m
Yi = - _ - . . )
;171 + i2T2 + -+ AimTm sim+1<i:<n
esto es,
y —Qi(m4+1)Tm+1 —  Qi(m42)Tm+2 — 0 T Qipdn si 1<e<m
Yi = . 3
a1 + Q202 + 0+ AimTm sim+1<:<n
luego,
—Az; si 1<i<m
Yi = ‘ o
—A(—xz;) si m+1<i<n
Asi, Agxr = — Az, por lo tanto —\ también es autovalor de Ag.
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1.3. Caminos Cerrados en un Grafo

En esta seccion vamos a estudiar una invariante de un grafo GG, como lo es el nimero
de caminos cerrados de longitud [ en G, que sabemos por el Teorema 1.2 que es igual a la
traza de la [-esima potencia de la matriz de adyacencia de G.

Sea G(V, E) un grafo simple, con |V| = n. Como la matriz de adyacencia de G es
semejante a una matriz diagonal D, cuyos coeficientes son los autovalores \; de Ag, existe
una matriz invertible P tal que:

Ag = PDP™!

En general se tiene que:
AL = PD'P~! para [ >2,

donde los coeficientes de la matriz D' son A2. Por la tanto,

Tr(Ay) =Tr(D') =) AL
i=1

n
Asi, Z )\é es el total de caminos cerrados de longitud [ que hay en G, esto muestra

i=1
una relacion entre el espectro de un grafo y la estructura del mismo.
n

Como Tr(Ag) = 0, se tiene que Z Ai = 0.
i=1

Como aplicacion de este resultado a grafos bipartitos, tenemos que Z)\?ZH

=0, ya

que no hay ciclos de longitud impar.

A continuacion, hallaremos formulas para:

n n n n
§ : 2 § : 3 § : 4 § : 5
)‘i ) )‘z ) )‘z ) )\2 )
i=1 =1 =1 =1

en funcion de subgrafos de G que tienen caminos cerrados de las respectivas potencias. Las
primeras dos formulas pueden ser encontradas en [1] y las siguientes dos fuerén desarro-

lladas para este trabajo.
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Proposicion 1.5 Sea G(V, E) un grafo simple, con |V| = n, se tiene que el nimero de

caminos cerrados de longitud 2 es:

i A = 2m,
i=1

donde m es la cardinalidad del conjunto de aristas de G, es decir, m = |E|.

.—

U (5
Demostracion: El subgrafo donde conseguimos caminos cerrados de longitud 2 es la
arista. Como cada arista del grafo GG tiene dos vértices, entonces contribuye con dos caminos
cerrados de longitud 2: el v; —v; —v; y el v; — v; — v;, por lo tanto se sigue que hay dos

caminos cerrados por cada arista, es decir, en el grafo hay 2m caminos cerrados de longitud

2. n

Proposicion 1.6 Sea G(V, E) un grafo simple, con |V| = n, se tiene que el nimero de

caminos cerrados de longitud 3 es :

i A = 6Ng,,
=1

donde N¢, es el numero de 3-ciclos en G.

Demostraciéon: El subgrafo que genera caminos cerrados de longitud 3 es el 3-ciclo.
U;
U Vk
Para cada v; se tienen dos caminos cerrados de longitud 3: el v; — v; — vy —v; y el

v; — Ug — v; — v;. Asi hay seis caminos cerrados de longitud 3 por cada 3-ciclo. Por lo tanto,

zn: A = 6Ng,.
=1
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Proposicion 1.7 Sea G(V, E) un grafo simple, con |V| = n, se tiene que el nimero de
caminos cerrados de longitud 4 es:
D X =2m+8Ng, +4Np,,

i=1
donde: m es el numero de aristas de G, N¢, es el numero de 4-ciclos en G y

Np, es el nimero de trayectorias con tres vértices en G.

Demostracion: Los subgrafos que tienen caminos cerrados de longitud 4 son:

Para la arista tenemos un camino cerrado de longitud 4 por cada vértice, es decir, dos
camino cerrados de longitud 4 por cada arista, de aqui el 2m.

Para la trayactoria Ps, debemos contar los caminos cerrados que involucren todas las
aristas, porque los que involucran una sola arista ya los contamos en el primer caso, asi para
los vértices de los extremos contamos un camino cerrado de longitud 4 y para el vértice
del centro contamos dos caminos cerrados de longitud 4, por lo tanto en P3; encontramos
cuatro caminos cerrados de longitud 4 que involucran todas las aristas. De aqui el nimero
ANp,.

Para el 4-ciclo tenemos que para cada vértice existen dos caminos cerrados de longitud
4 que involucran todas las aristas, por lo tanto hay ocho caminos cerrados por cada Cy,

de aqui el nimero 8Ng,.

A continuaciéon desarrollaremos una férmula que permite hallar el ntmero de
trayectorias P3 en cualquier grafo, ésta formula esté en funcion de los grados de los vértices
del grafo.

Analicemos el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 1.6 Sea la estrella K 4

U1 V2
>5<
(W U3

Observemos que el unico vértice que puede ser central en una trayectoria P3 es vs.

Para saber cuantas trayectorias de tres vértices hay en Ky 4 procedemos a contar las
que tiene a v1 como extremo, que son tres subgrafos; luego las que tienen a v como extremo
pero que no tienen a vy, que son dos subgrafos, luego los que tienen a vs como extremo,
Pero no a vy ni a vy, que es solo una. Por lo tanto hay seis trayectorias de tres vértices en

el grafo dado.

De este ejemplo podemos concluir que si v; es un vértice cualquiera de un grafo GG, con
d(v;) = j para j > 2, denotado por v;;, entonces la cantidad de P3 que se pueden formar

teniendo como vértice central a v;; es:

<.
|
—

G-1i

Npy(vi) = (G =D+ (G =2+ +( -G -1))=> k="

1

B
Il

Ejemplo 1.7 Hallar la cantidad de trayectorias Ps que existen en el siguiente grafo G.

V1 (%)
()
5 L
Ug Uz  Ug
G
Como §(ve) = 2 hay 12—2 =1 P; que tiene como vértice central a vs.
Como 6(vs) =5 hay %2 =10 P3 que tiene como vértice central a vs.
Como 0(vs) =2 hay 52 =1 Ps que tiene como vértice central a vy.

Como §(vs) = 4 hay 32;4 =6 P3 que tiene como vértice central a vs.
Como Vi, vg,v7 tienen grado uno no son vértices centrales de ninguna trayectoria Ps.

Asi, Np, =1+10+1+6 = 18.
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Generalizamos los ejemplos anteriores en el siguiente resultado que es importante al

momento de saber el Np, en un grafo cualquiera sin tener que contarlos.

Proposicion 1.8 Sea G(V, E) un grafo simple y finito, se tiene que:

(=1
Np, = Z 5

J€{d(v)lveV},
Jj>2
donde n; es el numero de vértices de grado j,

Demostracién: Denotemos por:

A(G) = max{d(v;) | v; € V},

v;; los vértices que tienen grado j,

n; el namero de vértices de grado 7,

Np,(v;) el nimero de trayectorias P3 que tienen a v; como vértice central.

Entonces el niimero de trayectorias de tres vértices en un grafo G es:

Np, = na NPS(Uiz) +n3 NP3(UZ'3) + -+ nae) NPS(UZ'A(G))

2 3 A(G)
= Ny ZI{Z + ns3 Zk 4+ . 4+ na(G) Lk

k=1 k=1 1
= my 1 + m3 3 + -+ nag HELEC@

1)
_ Z (J2)Jnj.

jefo(v)lveV},
>2

JZ

Asi la formula de la Proposicion 1.7 queda:

d (G- 1)
> A§:2m+8NC4+4(‘ > USU)),
i=1 Je{s(v)|veV},

j>2
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Ejemplo 1.8 Hallar el numero de caminos cerrados de longitud 4 del siguiente grafo:

Uy Vo
5 U7
{ ]
V4 U3 Ve
G

Tenemos que m = 12, por lo tanto, 2m = 24. Es importante tener cuidado al contar

los Cy en G, tenemos los siguientes:
U

U1 U2
® o : o\.
l l : Vs U7
(7 U3 U3 V3
U1 U2 U1 U2
o °
Vs \ Us
o
VU3 V4
U1 7).2\. Us /7
Us U7 (] U3

Por lo tanto, 8N¢, = 8- 10 = 80.

Observemos {d(vy1), 6(ve), 0(vs), 0(vs), d(vs), 6(vg),0(v7)} = {3,4,5,3,5,1,3},
por lo tanto, no =0, n3 =3, ng =1, ny = 2.

Entonces:

.
ANp =4- Y U 4 [3.346-1410-2] —4-35 — 140.

j€{3,4,5}

Ast,
D A =244 80+ 140 = 244,

Es decir, en el grafo G existen 244 caminos cerrados de longitud 4.

En efecto si hallamos la matriz A}, del ejemplo anterior, y calculamos Tr(AZ), por

medio de Maple, obtenemos:
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[ 28 26 37 20 34 6 26 ]
26 44 37 35 46 13 33
37 37 52 27 48 8 34

y Tr(Ag) = 244.
34 46 48 35 56 13 37

| 26 33 34 27 37 10 30 |

Ejemplo 1.9 Hallar el nimero de caminos cerrados de longitud 4 en un Ks;

es decir en, vy

Vs V3

U1 V2
Ks
Como m = 10 entonces 2 - m = 20. Como K5 es reqular de grado 4 tenemos que
A(G) =4 yny =n3 =0, ny =5; asi:
ANpy =4S YT i) = 430 = 120
Py = ZTW— [6 - 4] =4 - 30 = 120.
jef4}

Luego, para contar los 4-ciclos procedemos a contar los subgrafos inducidos de 4

vértices, como K5 tiene b vértices entonces hay
=5 subgrafos inducidos de 4 vértices.

Observemos que los subgrafos inducidos con 4 vértices de K5 son los Ky, y en un Ky

podemos encontrar tres 4-ciclos que son los que mostramos a continuacion:

X X
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Asi que hay un total de 5-3 =15 4-ciclos en un Kj. Entonces 8Ng, = 8-15 = 120,

por lo tanto,

> A =2m +8Ng, + 4Np, = 20 + 120 + 120 = 260.
=1

En general podemos deducir que en un grafo completo con n vértices K,

encontramos:

subgrafos inducidos de 4 vértices.

Ademas como estos subgrafos son completos tenemos que hay tres 4-ciclos en cada uno,
n!
por lo tanto, en K,, hay 3--———— 4-ciclos.

4l(n —4)!
El siguiente resultado lo usaremos mas adelante para hallar los nimeros de caminos

cerrados de longitud 5 en K3, y en el siguiente capitulo para hallar el determinate de A, .

Proposicion 1.9 Sea un grafo completo K,,, entonces existen

n! ,
——  n-ciclos en K,.
2-n

Demostraciéon: Observemos que podemos escribir cada n-ciclo como un camino:
Umi — Ums — Ums — Umy — «++ — Ums — Uy — Um, — Umy, con m; € {1,2,3,...,n}.
Por el principio de la multiplicacion hay n(n — 1)(n — 2)...1 = n! permutaciones de los
vértices de K,,. Observemos que hay n permutaciones con la misma secuencia de vértices,

es decir,

Umi = Umy = Umg = Umy = -+ =~ Umy_a = Umpqg = Umyy = Umy,
Umn = Umy = Umy = Umg = -+ = Umz = Umya = Umpq = Umyy
Vms = Uma — Ums — Umg — - - — Umn — Umy — Umy — Umna,

Ums = Ums — Umy — Ums — -« — Uy, 1 — Umpy — Umy — U
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y ademés si leemos en sentido contrario estos caminos, tenemos que hay otros n caminos

que generan el mismo n-ciclo. Por lo tanto hay

!
27-1—'71 n-ciclos en K. (1.1)

Proposicion 1.10 Sea G(V, E) un grafo simple, con |V| = n, se tiene que el nimero de
caminos cerrados de longitud 5 es:

> A} =30Ng, + 10Ng, + 10Nz,

i=1
donde: N¢, es el numero de 3-ciclos, N¢, es el nimero de 5-ciclos,

Ng; es el nimero de Cs, donde Cs tiene la forma:

—e
Cs
Demostraciéon: Observemos que los subgrafos tipo drboles no generan caminos cerrados
de longitud impar, porque son bipartitos.

Luego el ciclo con menos aristas que tiene caminos cerrados de longitud 5, es el 3-ciclo,
hallando T'r(Ag,) encontramos el nimero de caminos cerrados de longitud 5 que hay en
un 3-ciclo, y esto es 30.

Luego el proximo ciclo que tiene caminos cerrados de longitud 5 es el 5-ciclo, cada
vértice de C'5 genera dos caminos cerrados de longitud cinco que utiliza todas las aristas,
por lo tanto cada 5-ciclo genera diez caminos cerrados de longitud cinco.

Otro subgrafo que tiene caminos cerrados de longitud 5 es C5, como contiene un 3-ciclo,
entonces el nimero de caminos cerrados de longitud 5 que usan todos las aristas en Cs es:

Tr(A%) — Tr(A?,) = 40 — 30 = 10. Asi,

> X! = 30Ng, + 10Ng, + 10Ng;.

i=1
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Ejemplo 1.10 Hallar Z)\f en Ks.

i=1
V4

Vs V3

(1 U2
K5

Como todos los vértices estdan conectados por una arista entonces el niumero de 3-ciclos

)
es de 5 vértices elegir 3, y esto es = 10.
3
El nimero de 5-ciclos, utilizando la formula (1.1), es — = 12.

7 10
Por dltimo contamos los subgrafos de la forma C5, como cada vértice tiene grado 4, y

dos de estos ya se usan en un 3-ciclo entonces por cada vértice del 3-ciclo hay dos aristas
que no se usan en el 3-ciclo, por lo tanto hay 6 subgrafos de la forma de Cs por cada

3-ciclo, es decir, hay en total 60 (porque ya sabemos que hay 10 3-ciclos.)

Por lo tanto, » A? =30-10+ 1012 + 10 - 60 = 300 + 120 + 600 = 1020.
i=1

En efecto si calculamos A%{) y luego la traza de esta matriz, por medio de Maple,

obtenemos:

[ 204 205 205 205 205 |
205 204 205 205 205
5 _ 5 _

A% = 205 205 204 205 205 y Tr(Aj,) = 1020.

205 205 205 204 205

L 205 205 205 205 204 |



CAPITULO 2

TEOREMA DE HARARY Y SACHS

Este capitulo lo dedicaremos a buscar una forma de escribir el determinante de la
matriz de adyacencia de un grafo G simple y finito, Ag, en funcion de la estructura del
grafo G, para ello estudiaremos el Teorema de Harary, luego haremos una conexiéon entre
este Teorema y los coeficientes del polinomio caracteristico de un grafo GG, mediante el
Teorema de Sachs. Desarrollamos estos Teoremas con ideas planteadas en [1].

Sea A la matriz de adyacencia de un grafo G, dada por Ag = [a;;], sabemos que el

determinate de A esta definido por:

det(A) = Z sgn(0) 1,1) G20(2) --- Ono(n)-

gESy
Con el proposito de expresar las cantidades que aparecen en dicha expansion, es util
introducir las siguientes definiciones.

En lo que sigue G = G(V, E') es un grafo simple y finito.

Definicion 2.1 Un grafo elemental, es un grafo simple, donde cada componente es regular
y tiene grado 1 ¢ 2. En otras palabras cada componente es una arista (Ky) o un r-ciclo

(C,), conr > 3.

32



33 CAPITULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHS

Un subgrafo elemental generador de G es un subgrafo elemental de G que contiene

todos los vértices de G.

Definicion 2.2 Sea G(V, E) un grafo simple, con |V| =n y |E| = m. Sea ¢ el nimero de

componentes conexas de G, entonces el rango y el co-rango de G son respectivamente

Ejemplo 2.1 Hallar el rango y el co-rango del siguiente grafo elemetal G.

./\ n=16, m=14, c¢=5

Por lo tanto,

Q// r(G)=n—c=11
s(G)=m—-n+c=3

G

Lema 2.1 El co-rango de un grafo elemental es igual al nimero de componentes que son

ciclos.

Demostracion: Sea G = G(V, E) un grafo elemental, con |E| = m y |V| = n. Sean:
Nk, = nimero de componentes de G las cuales son aristas,
N¢ = nimero de componentes de GG las cuales son ciclos.

Se tiene que ¢ = Nk, + Ne¢.

Sabemos que para cualquier ciclo se tiene que el ntimero de aristas es igual al nimero

de vértices, por lo tanto m —n = Nk, — 2Nk, = —Nkg,. Asi,

S(G):m—n—l—c:—NK2+NK2+NC:N0.
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Teorema 2.1 (Teorema de Harary) Sea Ag la matriz de adyacencia de un grafo G.

Sea Q= {A | A es subgrafo elemental generador de G}, entonces

det(Ag) =) (=1)™2s™),

AeQ

donde r(A) y s(A) son respectivamente el rango y el co-rango de A.

Demostracion: Sea G(V,E) un grafo simple, con n vértices, y Ag la matriz de

adyacencia de G. Estudiaremos el determinante de Ag por expansion, es decir,

d€t(A(;) = Z Sg?’L(O') A15(1) A20(2) -+ Ono(n)-

gESy
Sea 0 € S, tal que ai1,1) A (2) --- Gnom) 7 0. Notemos que o, debe ser tal que
Aoy # 0,4 € {1,---,n}, esto es a;o;) = 1, y esto se traduce para el grafo en que

{vi,vo»} € E. En particular o no deja fijo ningtn ¢, de lo contrario a;,;) = a; = 0, lo
cual anularia el término ai,(1) 2e(2) ... Gpo(n). Sabemos que o se puede expresar como
composicion tnica de ciclos disjuntos, y como ¢ no deja fijo ningtn ¢, entonces cada ciclo

es de orden mayor o igual que 2, es decir,
O =p1 P2 ...Ppm, donde p; son ciclos de orden £, con & > 2.

Supongamos que p; tiene orden 2, es decir es una transposicion (¢ j), entonces (i j) se
refiere a los factores a;; = a;; = 1, y éstos a su vez corresponden a una arista {v;,v;} € E.

Si p; tiene orden m > 2, es de la forma (i; iy i3 ...%,), esto es que los factores
Uiriy = Qinig = Qigiy =+ = 4,5, = 1, y esto se traduce a las aristas {v;,, viy, }, {Viy, Vis }, - - -
{vi,,,vi, } € E. Luego estas aristas forman un m-ciclo de G.

Asi, tenemos que p; corresponden a una arista o a un m-ciclos de G, es decir que o da

Y ?

origen a un subgrafo elemental generador A de G, este subgrafo es tinico por la unicidad

de p;.
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En consecuencia, podemos definir una funcion:

V:{oeS,: A1(1) G25(2) " Anpo(n) 70} — Q,
O=p1 P2 - Pm— N,

Por la unicidad de p; se tiene que ¥ estd bien definida. Sea ¢ = p; po ... pp €
{0 € Sn ¢ aioqy - anom) # 03 Estudiemos ahora el signo de la permutacion o, sabemos
que sgn(o) = (=1)T, donde T es el nimero de transposiciones de o, y también sabemos
que cada p; es composicion de transposiciones que aunque no es unica, cualquiera de ellas

tiene la misma paridad de transposiciones. Denotemos por:
A, = {pi : p; tiene un namero par de elementos}, Ny, = |4,

B, = {p; : p; tiene un nimero impar de elementos}, Npg, = |B,|.

Es claro que:  Si p; € A, entonces sgn(p;) = —1,
Si p; € B, entonces sgn(p;) = 1

De manera que el signo de o dependera solo de la p; pertenecientes a A,, es decir,
sgn(o) = sgn(pipz - - - pm) = sgnipr)sgn(pz) - - sgn(pm) = sgnpr,)sgnpr,) - - - sgn(pr.),

donde pg,, Prys - - - Pk, € Ab-

Por lo tanto,

sgno) = (~1)".
Veamos ahora que sgn(c) = (—1)"*),
Supongamos que hay Ng, ciclos de longitud [, (en A,), donde N, es el nimero de

componentes conexas de G que son aristas, entonces

n = 2N, +3Ng, +4Ng, +---= Y [N,

1>2

Si p; € B,, p; corresponde a un ciclo de longitud impar, asi,

NB,_—;:N03+NC5 +NC7+”'7
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por lo tanto,
n — N, = 2Ng, + 2Ne, + 4N, + ANg, + 6N, + 6N, + -+
Luego, 2 | n — N, y como 2| 2Ny, entonces 2 | n — Ng, — Na, — Na_, y esto es:
n— Np, — Na, = N4, mod (2)
Se sigue que:
r(Ay) =n—c=n— Np, — Ny, = N, mod (2)
Por lo tanto, 7(Ay,) = Na,, es decir, 2 | r(A,) — Na,, asi:

r(Ay) — Na, =2q paraalgin ¢ € Z,

Como sgn(c) = (—1)N4s entonces:
sgn(o) = (—1)"Ae),

Estudiemos ¥~1(A), para A € Q.

Sea A; € 1, siacada componente de A, la cual es arista le asociamos una transposicion
7;, vy a cada componente de A; la cual es un k-ciclo le asociamos un ciclo de orden k p;,
obtenemos: V"HA;) =7 7 -+ Tn; PL P2 **° Pm,; = 0j, NOtemos que si conmutamos los
ciclos y transposiciones obtenemos la misma permutacion o; porque son disjuntos. Como
m; es el nimero de ciclos de A;, por el lema 2.1 tenemos que s(A;) = m;.

Observemos que p; = (i1 iy i3 - i) ¥ p; = (ir ix_1 ir_2 --- i1) generan el mismo
k-ciclo en Aj;, luego hay 25(8) permutaciones en {o € Sn i ab0) azo@) + anomy # 0}, tal

que tiene a A; como imagen de W, es decir |[U~1(A;)| = 25, Particionemos el conjunto
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{0 € Sp a151) a20(2) *+* Gno(ny # 0}, pOT subconjuntos disjuntos U= (A;) = {oj1, 052,053, ,0j9m; },
luego,

det AG Z Sgn ala(l A25(2) - -+ OGng(n),

con 0 € {0 € Syt aio0) az0)  Gnoimy #0 J= |J ¥ , DEIO Qi(1) A26(2) - -- Gno(n) = 1,
A;EQ

det(Ag) = Z Z sgn(ojr).

entonces,

det(Ag) =Asi que,

det(Ag) = (sgn(on) + sgn(oi2) + -+ sgn(o1am)) + (sgn(oa1) + sgn(oas) + -+ sgn(oaams))
- (sgn(oj1) + sgn(ogz) + -+ sgn(ojym; ).

= sgn(o11)2"™ + sgn(021)2°*) + oo+ sgn(0;1)2°%)

Asi,
det(Ag) =) (—1)™W2s™),

AeQ

Ahora podemos hallar el determinante de la matriz de adyacencia de un grafo G en
funcion del rango y el co-rango de los subgrafos elementales generadores de G.

Es importante destacar que para un grafo G con polinomio caracteristico:
Pg()\) = d6t(AG — )\[) =\" + Cl)\n_l + 02)\71—2 + -+ Cn—l)\ + ¢,

se tiene:
Pg(O) = det(Ag) = Cp.
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Ejemplo 2.2 Hallar el determinante de la matriz de adyacencia de Kjy.

=

Ky

Existen dos tipos de subgrafos elementales con 4 vértices:

1. Los formados por dos pares de aristas disjuntas, que son:
l *—O
Para los cuales se tiene: r =n —c =2, s = numero de ciclos = 0.

2. Los 4-ciclos, que son:

X X

Para los cuales se tiene: r =n —c =3, y s = niumero de ciclos = 1.

Ast,
det(Ag,) = 3(=1)2(2)" + 3(-1)%(2)! = -3.

Ejemplo 2.3 Hallar el determinate de la matriz de adyacencia de Ks.

Ks

Ezxisten dos tipos de subgrafos elementales con b vértices que son:
1. Los formados por un 3-ciclos y una arista, donde:

r=n—c=5—2=3, s = numero de ciclos = 1.
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2. Los 5-ciclos, donde:

r=n—c=5—1=4, s = numero ciclos = 1.

La forma de saber cudntos subgrafos del primer tipo hay en un K5 es contar las formas

que hay de elegir tres vértices de cinco para formar el 3 ciclo y los dos vértices restantes

5t
formardn la arista, esto es, = 10.

5

Para contar los 5-ciclos que hay en Ks utilizamos la formula (1.1), esto es ﬁ =12,

por lo tanto,
det(Ag.) = 10(—1)*(2)' + 12(=1)*(2)* = —20 + 24 = 4.

Ejemplo 2.4 Hallar el determinante de la matriz de adyacencia de una trayectoria P,.

NN N

Observemos que para que P, tenga un unico subgrafo elemental generador, n debe ser
de la forma 2q. Asi podremos encontrar el subgrafo elemental generador formado por q
aristas disjuntas, luego:
r=n—c=2q—q=q, s = numero de ciclos = 0.
Por lo tanto:
—1)¢ st n=2
det(Ap,) = {( ) ‘

0 st n o es impar

Ejemplo 2.5 Hallar el determinante de la matriz de adyacencia de un ciclo C,.

)
)
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St n es impar tenemos que el unico subgrafo elemental generador de C, es él mismo,

ast tenemos que:
r=n—c=n-—1, s = numero de ciclos = 1.

Por lo tanto:

det(Ac,) = (=1)"" 128 =2, para n impar

St n es par, podemos escribirlo de la forma n = 2q, asi tenemos dos tipos de subgrafos

elementales generadores de C,, que son:

1. Los que tienen q aristas disjuntas, los cuales son dos, y para ellos tenemos:

r=mn-—c=gq, s = numero de ciclos = 0.

2. El mismo ciclo para el cual tenemos:

r=n—c=n-—1, s = numero de ciclos = 1.

Por lo tanto para n = 2q,

0 :
det(Ac,,) = 2(~1)72° 4 (—=1)" 12! = { si q es par

—4 st g esimpar

Teorema 2.2 (Teorema de Sachs) Sea G un grafo simple y finito, y sea Pg()\) su

polinomio caracteristico,
PoA) = X'+ el A" oA 2 e A" e A -,
entonces los coeficientes del polinomio caracteristico estan dados por:
(—1)ier = S (-1y W2,

donde la sumatoria estd tomada sobre todos los subgrafos elementales, A de G, con i

vértices.
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Demostracion: Sea G(V,E) un grafo simple con |V| = n. Notemos que existen |
1
subgrafos inducidos de G con i vértices. Sea {Gi,Gi,, - ,Gym} el conjunto de
(2
los subgrafos inducidos de G con ¢ vértices.
Sabemos que los coeficientes del polinomio caracteristico de un grafo G estan dados
por:

(—1)ic; = Z (todos los menores principales de orden 1),

donde cada menor principal es el determinante de la matriz de adyacencia de un grafo

inducido G, Ag, es decir,
ke

(—1)'¢; = det(Ag,,) + det(Ag,) + - - - + det(A Z det(A;,)

Denotemos por:
M;, = {subgrafos elementales generadores de G;, }.
M, = {subgrafos elementales con i vértices de G} = |JM,, .
por el Teorema de Harary,
det(A;) = Y (=1)™2s®),
AeM;,
Por lo tanto,

(_1)2012 Z( r(A 23(A + Z r(A 23(A 4+ Z )

AeM;, AEM;, AEM . n o™
(A

(e = 3 (-1 W2
ANeM;
]

Corroboramos la Proposicién 1.2, ¢; = 0, ya que no hay grafos elementales con un
vértice. El inico subgrafo elemental con dos vértices es el que esta formado por una arista

y a éste le corresponde r =n —c =1y s = nimero de ciclos = 0, por lo tanto,

(1= 3 (~1)'2° = ~1|My),
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donde M, = {subgrafos elementales de G con 2 vértices }, luego,
—co = numero de aristas de G.

Los tnicos subgrafos elementales con tres vértices son los 3-ciclos para los cuales se

tiene que r =n —c = 2y s = nimero de ciclos = 1, por lo tanto,

(1P = 3 (-1)%2,

AeMs

donde M3 = {subgrafos elementales de G con 3 vértices de }, asi,
—cg = 2 veces el numero de 3-ciclos de G.

Entre los subgrafos elementales con cuatro vértices tenemos dos tipos:

1. Los formados por dos aristas disjuntas, donde se cumple:

r=n—c=2 s = numero de ciclos =0

2. Los 4-ciclos, donde se cumple:

r=n—c=3, s = namero de ciclos = 1.

Sea My = {subgrafos elementales de G con 4 vértices }, entonces |My| = Nox, + N,
donde Ny, es el nimero de subgrafos formados por dos aristas disjuntas y N¢, es el nimero
de 4-ciclos que hay en G.

Asi,

(=D'cs = ) (1) ™25™ = Ny, (—1)%2° + Ne, (—1)°2'
AeMy

Cy = N2k2 — 2NC4-
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Entre los subgrafos elementales con cinco vértices tenemos dos tipos:

1. Los formados por una arista y un 3-ciclos, donde se cumple:

r=n-—c=3, s = namero de ciclos =1

2. Los 5-ciclos, donde se tiene que:

r=n—c=4 s = numero de ciclos = 1.

Sea M5 = {subgrafos elementales de G’ con 5 vértices }, entonces |Ms| = Ng, )¢, +Ney
donde Nk, |jc, es el nimero de subgrafos formados por una arista y un 3-ciclo y Ng, es el
ntimero de 5-ciclos que hay en G.

Asi,

(~1)Pcs = 3 (~1)'™2™) = Ny, ey (—1)%2" + Ny (~1)"2"
AeMs

Por lo tanto

—Cy — —2NK2UC3 + 2NC5-

Ejemplo 2.6 Hallar el polinomio caracteristico de una trayectoria P, y de un ciclo C,,.

Por el Teorema de Sachs, los coeficientes del polinomio caracteristico estan dados por:

(~1e = 31y @)

donde la sumatoria es tomada sobre todos los subgrafos elementales, A de G, con i vértices.

Para los subgrafos elementales con i vétices de una trayectoria P, y de un ciclo C,, se tiene:

= 571 es impar no hay subgrafos elementales, por lo tanto ¢; = 0.

Asi,
Po(A) = A" —mA"2 4 e\ 4 A0 AT ey,

donde G es una trayectoria o un ciclo y m es el nimero de aristas de G.
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Ejemplo 2.7 Hallar el polinomio caracteristico de una estrella K,

c1 =0, —co = numero de aristas =n, y para i > 3 se tiene que ¢; = 0, ya que no hay

subgrafos elementales con mds de tres vértices. Asi:
P (N = AT AT = AT N2 - ).
De este ejemplo podemos deducir que el espectro de una estrella K ,, estd dado por:

—vn 0 ﬁ)

spec(Kl,n):< X L
n_



CAPITULO 3

APLICACIONES A LA QUIMICA

En este capitulo veremos algunas aplicaciones de la teoria espectral de grafos en
problema de la quimica. Estos resultados estan planteados en |2].

Consideremos ciertos compuestos quimicos formados por carbonos (C) e hidrogenos
(H), los llamados hidrocarburos conjugados.

La valencia del carbono es 4, o sea, un atomo de carbono forma enlaces con atomos
vecinos para constituir moéleculas al compartir 4 de sus electrones.

En los compuestos que nos interesan, o de estos enlaces se efectuan compartiendo
electrones, (o-electrones), con tres atomos diferentes de carbono o de hidrogeno, y el
cuarto enlace se efectua por medio de un electron, (mw-electron), que comparte con cualquier
carbono, para éste segundo atomo, el electron compartido es también un m—electron.

En particular, dos atomos de carbono pueden compartir dos electrones: un o—electron
y un m-electron, dando lugar a los conocidos enlaces dobles. La siguiente figura muestra

un hidrocarburo conjugado.

45
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H — o-electrones
|C C—C—H — m-electron
77\ |
H— |C |C|— i]— C—C—H
H— C\ C—C—H

El esqueleto de una molécula puede representarse por medio de un grafo llamado
grafo molecular que se obtiene de la siguiente manera: se toma un vértice por cada atomo
de carbono, dos vértices son adyacentes, si y solo si, hay un o-electréon que define un enlace
entre los a&tomos de carbono correspondiente.

El grafo asociado a la molécula anterior es:

[ ]

Estos grafos moleculares son grafos simples, conexos, y el maximo grado de un vértice
es 3.

Se conoce que si el grafo molecular G de un hidrocarburo conjugado es bipartito
entonces la molécula es alternante. En este caso se sabe que si 0 € spec(Ag) entonces
la molécula es inestable quimicamente.

Sea G un grafo bipartito, el objetivo de este capitulo es saber si 0 € spec(Ag). Sea
n(G) la multiplicidad algebraica del cero en el espectro de Ag.

Utilizando los resultados del Teorema de Harary y el Teorema de Sachs, podemos
encontrar rapidamente n(F,), n(C,) y n(G), donde P, es una trayectoria , C,, es un ciclo

de longitud par (ya que los de longitud impar no son grafos bipartitos), y G es un arbol.
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Proposiciéon 3.1 Sea P, una trayectoria de longitud n, entonces

n(Py =5 (1- (1)),

Demostracion: Del Ejemplo 2.6 sabemos que el polinomio caracteristico de P, es:
Pp,(A) = X" —=mA\"2 4 e\ £ e £ AT e A e,

donde m es el namero de aristas de P,. Como det(Ap,) = ¢, entonces, del Ejemplo 2.4, se
tiene que:
(=) si n=2q
o { 0 st n es impar.

Por lo tanto,
= Sin par, ¢, # 0, entonces n(F,) = 0.

= Sin es impar, ¢, = 0, veamos que ¢,_; # 0. Por el Teorema de Sachs se tiene que:

(_1)n—lcn_1 _ Z(_l)T(A)2S(A)7

donde la sumatoria es tomada sobre el conjunto de los subgrafos elemetales de P,
con n — 1 vértices. Como n — 1 es par, es decir, n — 1 = 2¢, hay un soélo tipo de
sugrafo elemental con 2q vértices en P,, que es el que esta formado por ¢ aristas

disjuntas dos a dos, para este tipo de subgrafo elemental tenemos:
()W =(—1)7  y 250 =290—-7

entonces, si Nyk, es el numero de subgrafos elementales que estd formado por ¢

aristas disjuntas, se tiene:
oot = (~1) Ny, £ 0.

Asi,
Pr,(A) = M= mA"3 e A" 4 AT AT 4 ).

Asi, n(P,) =1 si n es impar.
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Luego podemos reescribir n(P,) en funcion de n como sigue:

(1—(=D™).

N | —

n(Pn) =

Proposicion 3.2 Sea C,, un n-ciclo, con n = 2q, entonces
n(Cy) =1+ (~1)7
Demostracion: Del Ejemplo 2.6 sabemos que el polinomio caracteristico de C,, es:
Po,(A) = X" —mA" 2 4 e\ e "0 AR e,

donde m es el naumero de aristas de C,,. Como det(A¢, ) = ¢, entonces del Ejemplo 2.5 se
tiene que:

0, si n=2¢ y q espar
C =
" —4, si n=2q y q esimpar

Por lo tanto
= Si ¢ impar se tiene que ¢, # 0, luego n(C,,) =0
= Si ¢ par se tiene que ¢, = 0, luego n(C,,) > 0.

Para hallar la multiplicidad algebraica del cero en Cy,, cuando ¢ es par, veamos que el

coeficiente co,_o # 0, por el Teorema de Sachs se tiene que:

(—1)* Peggg = Y _(—1)"M2s™),

donde la sumatoria es tomada sobre el conjunto de los subgrafos elemetales de C), con
2q — 2 vértices. Como 2q — 2 es par, hay un solo tipo de sugrafo elemental con 2q — 2
vértices en C),, que es el que esta formado por ¢ — 1 aristas disjuntas dos a dos, para este

tipo de subgrafo elemental tenemos que:

()W = (=t oy 2W=20=1
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entonces, si Nz_1)k, es el nimero de subgrafos elementales de C), que esta formado por

q — 1 aristas disjuntas, se tiene:
Coq—2 = (_1>q_1N(q—1)K2 # 0.
Asi, el polinomio caracteristico de Cy,, para ¢ par es:
_A\n n—2 n—4 n—6 n—_8 2
Pcn()\) =\"—mA + C4)\ + Cﬁ)\ + Cg)\ + - ng_g)\ .

= XN(A"2 =m0 AT AT gy ).
Asi n(Cyy) = 2, para g par. Luego, si n = 2¢ podemos reescribir n(C,,) en funcién de ¢

de la siguiente manera:

1(Ch) = 1+ (=1)%.

Proposicion 3.3 Sea G un drbol con n vértices y q es el mdximo numero de aristas no

adyacentes dos a dos de G, entonces
n(G) =n—2q.
Demostraciéon: El polinomio caracteristico de un arbol G es:
PoA) = X"+ A" 2 4 A" P e A F e
Por el Teorema de Sachs sabemos que
(—1)'e; = (=1)™2e™,

donde la sumatoria estd tomada sobre todos los subgrafos elementales, A de P,, con i
vértices. El tnico tipo de subgrafos elementales con ¢ vértices de un arbol es el que esta

formado por aristas disjuntas dos a dos, y para ello ¢ debe ser par, asi :

c; =0 para 7 impar.
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Supongamos que ¢ < n es el nimero maximo de aristas disjuntas dos a dos que hay
en G, entonces es claro que coy = (—1)?N,k, # 0, donde Nk, es el nimero de subgrafos
elementales que esta formado por ¢ aristas disjuntas, y que ¢; = 0 para ¢ > 2q. Luego el

polinomio caracteristico de un arbol G es:
Po(AN) = A"+ A" 2 e\ o e AT

= ANTH(N\2 N2 fo g N2t Caq)-
Por lo tanto n(G) =n — 2q
n
A continuacion estudiaremos la multiplicidad algebraica del cero en grafos simples,
luego podremos hallar la multiplicidad algebraica del cero en grafos bipartitos, ademas

estudiaremos una cota inferior para este valor en grafos bipartitos.

Proposicion 3.4 Sea G(V, E) un grafo simple con n vértices, entonces
n(G) =n—rgAg.

Demostracion: Sabemos que si A € spec(Ag) entonces

ma(A) = my(A) = dim(ker(Ag — \I).
Aplicando el Teorema de la Dimension a la siguiente transformacion lineal:

Ag—XM : R" — R"

1 1

Tl — e | 7

T4 T4

se tiene que:

dim(R"™) = dim(ker(Ag — A)) + dim(Im(Ag — \I))
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Por lo tanto

dim(ker(Ag — M) =n — dim(Im(Ag — \I))

Luego, si A = 0, entonces,

dim(ker(Ag)) =n —rg(Ag)

n(G) =n—rgAg.

Recordemos que la matriz de adyacencia de un grafo bipartito G(V, E), es de la forma:

0 B
AG = )
Bt 0
donde a B es la matriz de incidencia de los conjuntos de biparticion de V', y B* es la matriz

transpuesta de B.

Proposicion 3.5 Sea G(V, E) un grafo bipartito con n vértices y con una matriz de
incidencia B, entonces

n(G) =n—2rgB,
donde rgB es el rango de la matriz B.

Demostracién: De la Proposicion 3.4 se tiene que

n(G) =n—rgAg,
pero rgAqg = 2rgB, asi
n(G) =n —2rgB
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Corolario 3.1 Sea G(V, E) un grafo bipartito con n vértices y sean Vi y Vo los conjuntos

de biparticion de V', supongamos que |Vi| = nq y |Va| = ng, entonces
n(G) > méx{ny, no} — min{ny, ny}.

Demostraciéon: Sea B la matriz de incidencia de los conjuntos de biparticion de V', es

claro que:
rgB < min{ny,ny}

—2rgB > —2min{ny,ny}
n—2rgB >n —2min{ny, ny}

Sin perdida de generalidad supongamos que n; = min{n;, ny}, asi
n—2rgB >n;+ny —2ny = ng — ny.
Luego de la Proposicién 3.5 se tiene que:
n(G) > méx{ny, no} — min{ny, ns}.

]

Observacion: Si el nimero de vértices n es impar, es claro que ny # no,(ya que ny +ny = n),

como 7(G) > max{ny,ny} — min{ny, ny}, entonces n(G) > 0. Por lo tanto, si n(G) =0

entonces n es par. Asi una condicién necesaria para que la molecula sea estable es que
debe tener un nimero par de atomos de carbono.

Si se tiene un grafo bipartito complicado, el siguiente resultado podria ayudar a hallar

la multiplicidad del cero en dicho grafo.

Proposicion 3.6 Sean Gi = (Vi, Ey) y Go = (Va, Es) grafos bipartitos, con Vii, Vis los
conguntos de biparticion de Vi, y Va1, Voo los conjuntos de biparticion de V. Supongamos
que: [Vii| = nq, [Via| = ng, ny < ng y n(Gy) = ne — ny. Si el grafo G es obtenido a
partir de Gy y de Go, por la union arbitraria de vértices de Vi (6 de Vis) a vértices

de Va1 (0 de Vay), entonces,
n(G) =n(G1) +n(Gz).
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Demostracion: Sean |Vi| = n, By y B, las respectivas matrices de incidencia de los
conjuntos de biparticion de V; y de V5. Por el Teorema 3.5 se tiene que n(G1) = n—2rgBy,
como 7(G1) = ny — ny entonces
rgB; = n,.
Supongamos que G(V, E) es un grafo que se obtiene al unir vértices de V;; con vértices

de Vs, graficamente podemos representarlo asi:

Gi: Vi _— Viz Donde el grafo GGy conecta vértices de Vi con vértices de
G V12, el grafo Ga que conecta vértices de Va1 con vértices de
Va2, luego G son todas las aristas anteriores méas las que

GQ : ‘/21 —_ ‘/22

conecta vértices de V71 con vértices de Vaa.

Entonces G es un grafo bipartito con los conjuntos de biparticion:Vyy |J Va1 y Via [ Vaso.

La matriz de adyacencia de G es:

vis 0 0|B M
dg— = 0 0|0 B |
vz B, 0|0 0
2\ M OB, 0 0

donde M es la matriz que corresponde a las nuevas aristas entre Vi; y Vos.
Luego, B esta dada por:
By M
0 Bs

B =

Como rgB; = n; entonces B; contiene n; columnas linealmente independientes, en
consecuencia cada columna de la matriz M puede ser expresada como combinacion lineal

de las mencionadas columnas de B;.
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Asi la matriz B puede ser reducida por operaciones elementales a la formas:

By 0
0 B,

B~

Por lo tanto rgB = rgB; 4+ rgBs. Como |V| = n+n' donde n = |Vi1| + [Via| ¥

n' = |Vop| + |Vaz|, entonces:
n(G)=n+n"—2(rgB; +rgBs) = (n —2rgB;) + (n' —rgBs) = n(Gy) + n(Gs).

n(G) = n(G1) + n(Ga).

Proposicion 3.7 Sea G el grafo bipartito que contiene un vértice de grado 1, y sea H el
subgrafo inducido de G que se obtiene al eliminar el vértice de grado 1 junto con el vértice

adyacente a este , entonces

Demostracion: Sea G(V, E) un grafo bipartito, sean: v; € V un vértice de grado 1,
vy € V el vértice adyacente a v;. Consideremos G el subgrafo inducido de G que consta
solo de la arista {v;,v2}, y H el subgrafo inducido de G' que se obtiene al eliminar los
vértices vy y vq, es claro que GG; y H son grafos bipartitos. Por la Proposicion 3.5 se tiene
que 7(G1) = 0. Sean V; y V5 los conjuntos de biparticion de los vértice de G, es claro que
[Vi] = |Va| = 1, asi se cumple que 1(G1) = [Vi] — [Va.

Como G se obtiene al unir el vértice vy de GG; con vértices de uno de los conjuntos de

biparticion de H, entonces por la Proposicion 3.6 se cumple:

n(G) = n(Gr) +n(H) = n(H).
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Proposicion 3.8 Sean G y Gy grafos bipartitos. Sin(G1) = 0 y si el grafo G es obtenido

por la union arbitraria de un vértice de Gy, por una arista, con un vértice de G, entonces

1(G) = n(Ga).

Demostracién: Sea B; la matriz de incidencia de los conjuntos de biparticion de los
vértices de G, como 1n(G1) = 0 entonces por el Teorema 3.5 se tiene que n — 2rgB; = 0,

luego rgB; = 2, esto quiere decir que los conjuntos de biparticion de los vértices de G,

n
29
tienen la misma cardinalidad.

Como G se obtiene a partir de una arista entre GG; y G5 entonces por la Proposicion

3.6 se cumple
1(G) = n(G1) +1(Gz) = n(G2)

1(G) = n(Ga).

Ejemplo 3.1 Utilizando los resultados anteriores, veamos que es posible reducir un grafo
a otro mas simple donde serd mds fdacil hallar la multiplicidad algebrica del cero. Sea G el

grafo molecular dado por:

Entonces,

U(G) =1 =7 @:I Aplicando la Proposicion 3.7
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Aplicando la Proposicion 3.8,
=1 ):I ya que n(Cg) = 0 por la Proposicion 3.2

Proposicion 3.9 Una trayectoria de cuatro vértices de grado dos en un grafo bipartito G

puede ser reemplazado por una arista sin cambiar el valor de n(G), esto es:

(1))

Demostracion: Sea G(V, E) un grafo bipartito con |V| = n. Sean Vi y V5 los conjuntos

de biparticion de V, con |V;| = ny, sin perder generalidad etiquetemos los cuatro vértices

de grado dos de la trayectoria perteneciente al grafo G de la siguiente manera:
(%) ]{71 U1 ]{32

ke e U3

/AN /N

Supongamos que vy, Vo, v3 € V1 v ki, ko, k3 € V5. Sea B; la matriz de incidencia
de los conjuntos de biparticion de GG, entonces Ag tiene la siguiente forma:

i V2

L (0 B
G — Vv Bi 0 )
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donde, b ke ks
- 11 0 - 0
v2 1 01 0
v3 0 110 b
B= 0 0 ;
¢ K
0 0

con by ¢ vectores y K una matriz (n; — 3) X (n — n; — 3) de ceros y unos. Por medio de

operaciones elementales de filas y de columnas se tiene que B; es semejante a:

1 010
0O 110
0 011 b
BlN y
0 O
c K
0 O
Asi:
1 b
rgBi=2+4r
gD +g . K

Consideremos G’ al grafo bipartirto obtenido de G al quitar los vértices vy, vy, k1, ko,

y agregando la arista {vs, k3} como se muestra en la siguiente figura:

ks U3
°

¢= /NN

Es claro que la cardinalidad del conjunto de vértices de G’ es n — 4, y que la matriz de

adyacencia Ag es: ( 0 B2>

/ —_—
G — t

By, 0
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donde B, tiene la siguiente forma: ks
w (1 b
Bo—
Tl K

Asi que rgBy = 2 + rgB,, por lo tanto,
n(G)=n—2rg(B)) =n—202+rgBs) = (n—4) —2rgB, = n(G").

n(G) =n(G).

Proposicion 3.10 Para un 4-ciclo en un grafo bipartito G, el cual tiene dos vértices
consecutivos de grado 2, se tiene que estos dos vértices y las cuatro aristas del 4-ciclo

pueden eliminarse sin cambiar el valor de n(G), esto es:

()= 4)

Demostracion: Sea G(V, E) un grafo bipartito, con |V| = n. Sean Vi y V4, los conjuntos

de biparticion de V', con |V;| = ny, sin perder generalidad etiquetemos los vértices del

4-ciclo perteneciente al grafo G la siguiente manera:

U1 ]{71

| |

° oV
N

Supongamos que vy, vo € Vi y ki, ko € Vo. Sea By la matriz de incidencia de los

conjuntos de biparticion de GG, entonces A tiene la siguiente forma:
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Vi Vs
il B
AG - ¢ )
2 \B;, 0
donde,
ki ko
v1 110 --- 0
v2 171 b
Bl* 0 )
c K
0

con by c vectores y K una matriz (ny — 2) x (n —n; — 2), de ceros y unos. Por medio de

operaciones elementales tenemos que:

110 O 0

0] 0 b

BlN O
c K

0

Asi:

0 b
rgBy =14+rg K

Tomando G’ al subgrafo bipartito de G dado por:

° oV
k‘g/[\ /[\2

Es claro que la cardinalidad del conjunto de vértices de G’ es n — 2, y que la matriz de

, (0 B
G B;O’

adyacencia Ag es:
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donde B, tiene la siguiente forma:

2 0 b

Asi que rgBy = 1+ rgB,, por lo tanto,

n(G) =n—2rg(B)) =n—2(14rgB;) = (n —2) — 2rgB; = n(G").

n(G) =n(G).

Ejemplo 3.2 .

M Aplicando la Proposicion 3.10

3
)
)

I
-~

Aplicando la Proposicion 3.9

= 77( o Aplicando la Proposicion 3.7

:n(.)+n(.) 1=



BIBLIOGRAFIA

1]
2|

13l
4]
[5]

6]

Biggs Norman. Algebraic Graph Theory. Cambridge University Press. (1974).

Cvetkovic D.M. y Doob M.-Sachs H. Spectra of graphs-Theory and
application. Academic Press. (1979).

Harary Frank Graph Theory. Addison-Wesley. (1972).
Rosen Kenneth H. Matematica Discretas y sus aplicaciones. McGraw Hill. (2004).

D. Meyer Carl. Matrix Analysis and Applied. Society for Industrial and Applied
Mathematics. (2000).

Rada Juan Introduccién al Algebra Lineal. (2005).

61



