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INTRODUCCIÓN
Leonhard Euler fue un gran matemáti
o suizo en el siglo XV III que introdujo lasideas bási
as que sirvieron para 
rear la teoría de grafos, posteriormente lo siguieron unagran variedad de 
ientí�
os que 
rearon y estudiaron diversas ramas rela
ionadas al tema,hoy en día es una dis
iplina muy amplia, 
on múltiples apli
a
iones.En ésta monografía partiremos de grafos simples y de�niremos su matriz de adya
en-
ia, su polinomio 
ara
terísti
o y su espe
tro, que nos servirá para obtener interesantesresultados.Para desarrollar el 
ontenido de este trabajo estudiaremos la se

ión 2 del 
apítulo 1del Biggs [1℄ donde en
ontramos la rela
ión que existe entre n∑

i=1

λl
i, (
on λ1, λ2, · · · , λn,autovalores de la matriz de adya
en
ia del grafo) y la estru
tura del grafo, resolveremosalgunos ejer
i
ios propuestos en esta se

ión, y en parti
ular nos 
on
entraremos en hallarfórmulas para n∑

i=1

λl
i 
uando l = 4, 5. También estudiaremos la se

ión 7 del 
apítulo

1 del Biggs [1℄ que nos dará las ideas para desarrollar el Teorema de Harary querela
iona el determinante de la matriz de adya
en
ia de un grafo 
on la estru
tura del grafo,luego probaremos la rela
ión que hay entre los 
oe�
ientes del polinomio 
ara
terísti
o delgrafo y estos determinantes mediante el Teorema de Sa
hs . Finalmente estudiaremos4



algunas apli
a
iones a la quími
a del 
apítulo 8 del Cvetkovi
 [2℄, 
onsideraremos grafosrela
ionados a 
iertos 
ompuestos quími
os llamados grafos mole
ulares y estudiaremos lapresen
ia del 
ero en el espe
tro del grafo mole
ular que indi
ará si la molé
ula es inestablequími
amente..Este trabajo intenta ser un material de apoyo para aquellas personas interesadas en lateoría espe
tral de grafos, presentaremos ejemplos a lo largo del 
ontenido para lograr queel tema sea 
omprendido de una manera autodidá
ti
a; lo úni
o indispensable sería tener
ono
imientos de Álgebra Lineal.
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CAPÍTULO 1 ESPECTRO DE UN GRAFO
1.1. Grafos y Matriz de Adya
en
iaEn esta parte re
ordaremos algunos 
on
eptos de la teoría de grafos que utilizaremosa lo largo de este trabajo. Las de�ni
iones y los resultados de esta se

ión son tomados de[1℄ y [4℄.De�ni
ión 1.1 Un grafo G 
onsta de un 
onjunto no va
io V de elementos llamadosvérti
es, y un 
onjunto E de pares no ordenados de elementos de V llamados aristas, lodenotaremos por G(V, E).Si V = {v1, v2, v3, . . . , vn} de
imos que el grafo es �nito; una arista de G la denotaremos
omo {vi, vj} y diremos que vi y vj son vérti
es adya
entes si existe una arista entre ellos.También diremos que la arista {vi, vj} in
ide en los vérti
es vi y vj . La arista {vi, vi} sellama lazo.Un grafo se di
e simple si E es el 
onjunto de pares no ordenados de elementos distintosde V . A lo largo de este trabajo 
onsideramos grafos simples �nitos.6



7 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOUna forma de representar los grafos en el plano es la siguiente: los vérti
es se representanpor puntos y las aristas 
omo líneas entre ellos.Ejemplo 1.1 Sea G(V, E) un grafo simple que 
onsta de V = {v1, v2, v3, v4, v5},y E = {{v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v1}, {v3, v4}}, enton
es una de sus representa
iones en elplano es:
v3

v1 v2

v4

v5

b

b b

b

bDe�ni
ión 1.2 El grado de un vérti
e v de un grafo G(V, E) es el número de aristas quein
iden en él, y lo denotamos por δ(v).En el ejemplo 1.1 tenemos: δ(v1) = δ(v2) = 2, δ(v3) = 3, δ(v4) = 1, δ(v5) = 0, en el
aso de v5 de
imos que es un vérti
e aislado.Veamos algunas familias de grafos:Traye
torias: Una traye
toria Pn 
onsta de n vérti
es, v1, v2, v3, . . . , vn, y aristas
{v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v4}, . . . , {vn−1, vn}.El siguiente grafo es un ejemplo de traye
toria.

b

b

b

b

b

P5Ci
los: El 
i
lo Cn, ó n-
i
lo, 
on n ≥ 3,
onsta de n vérti
es, v1, v2, v3, . . . , vn, yaristas {v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v4}, . . . , {vn−1, vn}, {vn, v1}.Los siguientes grafos son ejemplos de 
i
los.
C3

b b

b

C4

b

b b

b

C5

b

b b

b

b



8 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOGrafos Completos: El grafo 
ompleto de n-vérti
es que se denota por Kn, es el grafosimple que 
ontiene exa
tamente una arista entre 
ada par de vérti
es , es de
ir hay ( n

2

)aristas en Kn.Los siguientes grafos son ejemplos de grafos 
ompletos.
b

b

K2 K3

b b

b

K4

b

b b

b

K5

b

b b

b

b

Grafos Bipartitos: Se di
e que un grafo simple es bipartito si su 
onjunto de vérti
es
V se puede dividir en dos sub
onjuntos disjuntos V1 y V2, tales que 
ada arista del grafo
one
ta un vérti
e de V1 
on uno de V2.El siguiente grafo es un ejemplo de grafo bipartito, donde su 
onjunto de vérti
es sepuede biparti
ionar en: V1 = {v1, v3, v7} y V2 = {v2, v4, v5, v6}.

b

b b

b

b

b

b

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

Grafos Bipartitos Completos: El grafo bipartito 
ompleto Km,n es el grafo 
uyo
onjunto de vérti
es está formado por dos 
onjuntos 
on m y n vérti
es respe
tivamente,y hay una arista entre dos vérti
es si y sólo si, un vérti
e está en el primer sub
onjunto yel otro vérti
e está en el segundo sub
onjunto.Los siguientes grafos son bipartitos 
ompletos.
b b

b b b

K2,3

b b

b b b

b b

K1,6El grafo bipartito 
ompleto K1,n se llama estrella.



9 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFODe�ni
ión 1.3 Un grafo G es regular de grado k si todos sus vérti
es tienen el mismogrado k.Como ejemplos de grafos regulares están los 
i
los Cn que son regulares de grado 2, ylos grafos 
ompletos Kn que son regulares de grado n − 1.De�ni
ión 1.4 Un subgrafo H de un grafo G(V, E), es un grafo H(W, F ), tal que W ⊆ Vy F ⊆ E.Si W = V de
imos que H es un subgrafo generador de G.Si 
ada arista de G está en H para 
ada par de vérti
es de H , enton
es de
imos que
H es un subgrafo indu
ido de G.De�ni
ión 1.5 Un 
amino desde un vérti
e vi hasta un vérti
e vj , o un vi − vj 
aminode longitud l (l ∈ N) de un grafo G, es una se
uen
ia de l + 1 vérti
es, 
omenzando en
vi y terminando en vj, tal que vérti
es 
onse
utivos son adya
entes.Un 
amino donde no se repite vérti
es es una traye
toria.Si vi = vj , de
imos que es un 
amino 
errado de longitud l. Un 
amino 
errado dondeno se repite vérti
es es un 
i
lo.De�ni
ión 1.6 Un grafo G(V, E) es 
onexo, si para 
ada vi, vj ∈ V existe un vi − vj
amino.Si G(V, E) es un grafo simple, a los subgrafos indu
idos 
on el mayor número de vérti
esde G que son 
onexos, se les llaman 
omponentes 
onexas.De�ni
ión 1.7 Un árbol es un grafo 
onexo que no 
ontiene 
i
los.Como ejemplos de árboles están las traye
torias y las estrellas.Un bosque es un grafo donde las 
omponentes 
onexas son árboles.



10 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOTeorema 1.1 Un grafo es bipartito si y sólo si, todos sus 
i
los son de longitud par.Demostra
ión: Sea G(V, E) un grafo bipartito, y sean V1 y V2 la biparti
ión de losvérti
es de G, sea u = u1, u2, u,3 , · · · , ul = u, un 
i
lo de longitud l, supongamos queel vérti
e u1 pertene
e al 
onjunto V1, por ser el grafo bipartito los vérti
es de la forma
u2i pertene
erán a V2, y los de la forma u2i+1 pertene
erán a V1, para i = 0, · · · , l−1

2
, asíel vérti
e �nal de un 
amino de longitud impar pertene
erá a V2 y el vérti
e �nal de un
amino de longitud par pertene
erá a V1, 
omo ul está en V1 el 
i
lo debe ser de longitudpar.Re
ípro
amente supongamos ahora que 
ada 
i
lo de G(V, E) es de longitud par, pode-mos suponer que el grafo es 
onexo, porque si no lo es, podemos trabajar por separado
ada una de las 
omponentes. Elijamos un vérti
e u1 en V , luego todos los vérti
es adya-
entes a u1 los llamaremos u2, luego los vérti
es adya
entes a los u2′s los etiquetamos 
on

u1, y así su
esivamente, notemos que no existen ui adya
ente a ui para i = 1, 2, ya que los
i
los que existen en G(V, E) son de longitud par.Luego tomamos los u1′s y los 
olo
amos en un 
onjunto V1, y los vérti
es u2′s y los
olo
amos en un 
onjunto V2, y esta será la biparti
ion del grafo G(V,E).
�En parti
ular tenemos que los árboles y los 
i
los de longitud par, C2k, son grafosbipartitos.De�ni
ión 1.8 Dos grafos G1(V1, E1) y G2(V2, E2) son isomorfos si hay una fun
iónbiye
tiva f : V1 → V2, tal que u y v son adya
entes en G1 si, y sólo si, f(u) y f(v) sonadya
entes en G2.De�ni
ión 1.9 Un invariante de un grafo G es un paramétro (número) aso
iado a G quetoma el mismo valor en todos los grafos isomorfos a G.Algunos invariantes de un grafo G son: El número de vérti
es, el número de aristas, elnúmeros de n-
i
los.



11 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFODe�ni
ión 1.10 Sea G(V, E) un grafo simple y �nito, 
on V = {v1, v2, ...vn}.La matriz de adya
en
ia de G, denotada por AG, es la matriz n × n, donde los 
oe�-
ientes aij están dados por:
aij =

{
1 si {vi, vj} ∈ E

0 en otro 
asoEjemplo 1.2 La matriz de adya
en
ia de un K4 es:
AK4 =




0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0


Ejemplo 1.3 En un grafo bipartito G, podemos etiquetar los vérti
es de manera que sumatriz de adya
en
ia tenga la forma:

AG =




0 B

Bt 0


,donde a B se le llama la matriz de in
iden
ia de los 
onjuntos de biparti
ión de V , y Btes el transpuesta de B.Como las �las y 
olumnas de AG 
orresponden a un etiquetamiento arbitrario de losvérti
es de G, nos interesa estudiar las propiedades de la matriz de adya
en
ia, que soninvariantes bajo permuta
ión de las �las y de las 
olumnas.De la de�ni
ión de AG se sigue que AG es una matriz real y simétri
a, por lo tanto losautovalores de AG son números reales; también se sabe que AG es diagonalizable, así para
ualquier autovalor λ de AG se tiene que ma(λ) = mg(λ). Donde:

ma(λ) es la multipli
idad de λ 
omo raíz del polinomio det(λI − AG) = 0,
mg(λ) es la dimensión del autoespa
io 
orrespondiente a λ, es de
ir,

mg(λ) = dim[ker(λI − A)],donde ker(λI − A) = {x ∈ R
n | (λI − A)x = 0}.



12 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOComo los grafos que estamos 
onsiderando son simples tenemos que la Tr(AG) es 
ero,donde Tr(AG) es la traza de la matriz AG.El siguiente resultado rela
iona la matriz de adya
en
ia de un grafo G 
on los 
aminosque hay entre dos vérti
es de G:Teorema 1.2 El número de 
aminos de longitud l en G, desde vi a vj es el 
oe�
iente enla posi
ión (i, j) de la matriz Al
G.Demostra
ión: (Por indu

ión.) El número de 
aminos de longitud 1 de vi a vj es el
oe�
iente en la posi
ión (i, j) de la matriz AG. Ahora supongamos que el 
oe�
iente enla posi
ión (i, j) de la matriz Al
G es el número de 
aminos de longitud l de vi a vj, esta esla hipótesis de indu

ión.Como Al+1

G = Al
GAG, el 
oe�
iente en la posi
ión (i, j) de Al+1

G es igual a:
bi1a1j + bi2a2j + · · ·+ binanj,donde bik es el 
oe�
iente en la posi
ión (i, k) de Al

G. Por la hipótesis de indu

ión bik esel número de 
aminos de longitud l de vi a vk, para k = 1 · · ·n.Un 
amino de longitud l + 1 de vi a vj está formado por un 
amino de longitud l de via un vérti
e intermedio vk y por una arista de vk a vj . Por la regla del produ
to, el númerode 
aminos de ese tipo es el produ
to del número de 
aminos de longitud l de vi a vk, quees bik, por el número de aristas de vk a vj , que es akj. Al sumar todos esos produ
tos paratodos los posibles vérti
es intermedios vk se obtiene el resultado bus
ado.
�Luego tenemos que la traza de Al

G es el total de 
aminos 
errados de longitud l quehay en G.



13 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFO1.2. Polinomio Cara
terísti
o y Espe
tro de un GrafoDe�ni
ión 1.11 El polinomio 
ara
terísti
o de un grafo G, es el polinomio 
ara
terísti
ode la matriz de adya
en
ia,AG, es de
ir, PG(λ) = det(AG − λI).Así el polinomio 
ara
terísti
o de un grafo G, 
on n vérti
es, tiene la forma:
PG(λ) = λn + c1λ

n−1 + c2λ
n−2 + c3λ

n−3 + ... + cn−1λ + cn.Veamos que los 
oe�
ientes, de a
uerdo 
on la teoría de matri
es, pueden ser expresadosen términos de menores prin
ipales de AG, esta teoría es tomada de [5℄.Teorema 1.3 Sea PG(λ) = λn + c1λ
n−1 + c2λ

n−2 + c3λ
n−3 + ... + cn−1λ + cn el polinomio
ara
terísti
o de G, enton
es

ck = (−1)k
∑

(todos los menores prin
ipales de orden k).Para ha
er la demostra
ión de este teorema, re
ordemos lo siguiente:Una matriz prin
ipal de orden r de una matriz An×n, es una submatriz de A que seobtiene al eliminar el mismo 
onjunto de n − r �las y 
olumnas de A.Un menor prin
ipal de orden r de A, es el determinante de una submatriz prin
ipal deorden r de A.Existen n

r



 menores prin
ipales de orden r para r = 1, 2, · · ·n.Ejemplo 1.4 Si A =




−3 1 −3

20 3 10

2 −2 4


 , enton
es :Existen 3 menores prin
ipales de orden 1, que son:



14 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFO-3, que se obtiene eliminando las 
olumnas y las �las 2 y 3,3, que se obtiene eliminando las 
olumnas y las �las 1 y 3,4, que se obtiene eliminando las 
olumnas y las �las 1 y 2.Existen 3 menores prin
ipales de orden 2, que son.:
∣∣∣∣∣∣
−3 1

20 3

∣∣∣∣∣∣
= −29,

∣∣∣∣∣∣
3 10

−2 4

∣∣∣∣∣∣
= 32,

∣∣∣∣∣∣
−3 −3

2 4

∣∣∣∣∣∣
= −6Y el úni
o menor prin
ipal de orden 3 es det(A) = −18.Notemos que:1. La diagonal de las submatri
es prin
ipales de una matriz A es parte de la diagonalde la matriz A.2. Las submatri
es prin
ipales de orden r de una matriz de adya
en
ia de un grafo

G, AG, son las matri
es de adya
en
ia de los subgrafos indu
idos que se obtiene alquitarle n − r vérti
es al grafo G.De�ni
ión 1.12 Sea A una matriz 
uyos 
oe�
ientes de una matriz A = [aij(x)] sonfun
iones diferen
iables de x, de�nimos la derivada de la matriz A 
omo:
dA

dx
=
[daij(x)

dx

]
.Proposi
ión 1.1 Sea A una matriz 
uadrada n×n, y sean los 
oe�
ientes de A = [aij(x)]fun
iones diferen
iables de x, enton
es

d(det(A))

dx
= det(D1) + det(D2) + · · ·+ det(Dn),donde Di es la matriz idénti
a a A salvo que los 
oe�
ientes de la �la i son reemplazadaspor sus derivadas, es de
ir,

[Di]k =

{
Ak si i 6= k

d(Ak)
dx

si i = k
,donde Ak denota la �la k de A.



15 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFODemostra
ión: Sea A una matriz 
uadrada n × n. De la de�ni
ión de determinante deuna matriz tenemos:
det(A) =

∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n),donde Sn es el grupo de permuta
iones de {1, 2, · · · , n}.Luego
d(det(A))

dx
=

d

dx

(∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n)

)

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)
d(a1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n))

dx

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)((a′
1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n)) + (a1σ(1)a

′
2σ(2) · · ·anσ(n))

+ · · ·+ (a1σ(1)a2σ(2) · · ·a′
nσ(n)))

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)(a′
1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n)) +

∑

σ∈Sn

sgn(σ)(a1σ(1)a
′
2σ(2) · · ·anσ(n))

+ · · ·+
∑

σ∈Sn

sgn(σ)(a1σ(1)a2σ(2) · · ·a′
nσ(n))

= det(D1) + det(D2) + · · ·+ det(Dn).

�A 
ontinua
ión se presenta la prueba del Teorema 1.3.Demostra
ión: (Del Teorema 1.3) Sabemos que el polinomio 
ara
terísti
o de G es:
PG(λ) = det(AG − λI) = det((−1)(λI − AG)) = (−1)ndet(λI − AG)

PG(λ) = (−1)n(λn + c1λ
n−1 + c2λ

n−2 + c3λ
n−3 + ... + cn−1λ + cn).Tomando la r-ésima derivada de PG(λ) y evaluando en λ = 0 tenemos P

(r)
G (0) = r!cn−r,y así

cn−r =
(−1)n

r!
P

(r)
G (0).



16 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOPor otro lado apli
ando la proposi
ión anterior r ve
es a PG(λ) = det(AG −λI) obten-emos:
P

(r)
G (λ) =

∑

ij 6=ik

Di1...ir(λ),donde Di1...ir(λ) es el determinate de la matriz idénti
a a AG − λI ex
epto que las �las
i1, i2, ..., ir son reemplazadas por−eT

i1
,−eT

i2
, ...,−eT

ir
, respe
tivamente, donde eT

ij
es el ve
tor
anóni
o 
on 1 en la posi
ión ij .Se sigue que

Di1...ir(0) = (−1)ndet(Ai1...ir),donde Ai1...ir es idénti
a a la matriz AG ex
epto que las �las i1, i2, ..., ir son reemplazadaspor eT
i1
, eT

i2
, ..., eT

ir
, respe
tivamente, y det(Ai1...ir) es el menor prin
ipal de orden n − robtenido por eliminar las �las y 
olumnas i1, i2, ..., ir de AG. En 
onse
uen
ia

P
(r)
G (0) =

∑

ij 6=ik

Di1...ir(0) = (−1)r
∑

ij 6=ik

det(Ai1...ir)

P
(r)
G (0) = r!(−1)r

∑
(Todos los menores prin
ipales de orden n − r).El fa
tor r! apare
e porque 
ada una de las r! permuta
iones de los sub
ritos en Ai1...ir ,des
ribe la misma matriz.Así obtenemos

cn−r =
(−1)n

r!
P

(r)
G (0)

cn−r = (−1)n−r
∑

(Todos los menores prin
ipales de orden n − r).

�El siguiente resultado aso
ia los primeros tres 
oe�
ientes del polinomio
ara
terísti
o del grafo G, 
on su estru
tura, este resultado es tomado de [1℄.Proposi
ión 1.2 Sea G(V, E) un grafo simple y �nito, 
on polinomio 
ara
terísti
o
PG(λ) = λn + c1λ

n−1 + c2λ
n−2 + c3λ

n−3 + ... + cn−1λ + cn,



17 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOLos 
oe�
ientes c1, c2, c3 del polinomio 
ara
terísti
o del grafo G satisfa
e:
1. c1 = 0.

2. −c2 es el número de aristas de G.

3. −c3 es dos ve
es es número de 3-
i
los que hay en G.Demostra
ión: Para 
ada i ∈ {1, 2, .., n} el número (−1)ici es la suma de los menoresprin
ipales de orden i, luego:1. La suma de los menores prin
ipales de orden 1 es la suma de los elementos de ladiagonal de AG, que ya sabemos que es 
ero, por lo tanto c1 = 0.2. Los menores prin
ipales de orden 2 son de la forma:
∣∣∣∣∣∣
0 0

0 0

∣∣∣∣∣∣
= 0 y

∣∣∣∣∣∣
0 1

1 0

∣∣∣∣∣∣
= −1Esto nos indi
a que hay un menor prin
ipal de orden 2 para 
ada par de vérti
esadya
entes en G, el 
ual tiene valor −1, así (−1)2c2 = −|E|.3. Los menores prin
ipales de orden 3 son:

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0

1 0 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1

0 0 0

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0

0 0 1

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1

1 0 0

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0

1 0 1

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1

0 0 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1

1 0 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2Luego, este último menor prin
ipal representa un 3-
i
lo en el grafo G, de aquí setiene que −c3 es dos ve
es es número de 3-
i
los en G.

�



18 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOLos siguientes resultados son un 
omplemento de este trabajo, estos resultados sonejer
i
ios propuestos de [1℄,Proposi
ión 1.3 Si G es un grafo 
on un vérti
e v1 de grado 1, y sea v2 el vérti
eadya
ente a v1. Sea G1 el subgrafo indu
ido de G obtenido al eliminar v1, y G12 el subgrafoindu
ido de G obtenido al eliminar los vérti
es v1 y v2, enton
es
PG(λ) = λPG1(λ) − PG12(λ).Demostra
ión:

PG(λ) = det(λIn − AG) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ −1 0 . . . 0

−1 λ b

0... bt λIn−2 − AG12

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λPG1
(λ) +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 b

0... λIn−2 − AG12

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λPG1
(λ) − PG12

(λ).

�Esta proposi
ión es útil para hallar el polinomio 
ara
terísti
o de un árbol, ya quesiempre va a tener vérti
es de grado 1.Proposi
ión 1.4 La derivada del polinomio 
ara
terísti
o es igual a :
P

′

G(λ) =

n∑

i=1

PGi
(λ),donde los Gi son los subgrafos indu
idos de G, que resultan de eliminar el vérti
e vi.Demostra
ión: Sabemos que:

PG(λ) = det(Iλ − AG) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)b1σ(1) · · · bnσ(n).



19 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOComo bii = λ para i = 1, . . . , n, tenemos que
PG(λ) =

∑

σ∈Sn

sgn(σ)λf(σ)
∏

σ(i)6=i

biσ(i),donde f(σ) es el número de puntos �jos de σ, o sea la 
ardinalidad del 
onjunto
{i | σ(i) = i}.Así,

P
′

G(λ) =
∑

σ∈Sn, f(σ)≥1

sgn(σ)f(σ)λf(σ)−1
∏

σ(i)6=i

biσ(i).Si σ ∈ Sn y σ(i) = i, podemos de�nir σi 
omo una permuta
ión de los vérti
es de Gi,simplemente restringiendo la a

ión de σ. Luego
P

′

G(λ) =
∑

i=1..n,
σ∈Sn

∑

σ(i)=i

sgn(σi)
∏

j 6=i

bjσi(j)

P
′

G(λ) =

n∑

i=1

( ∑

σ∈Sn,
σ(i)=i

sgn(σi)
∏

j 6=i

bjσi(j)

)

P
′

G(λ) =

n∑

i=1

det(AGi
− λIn−1) =

n∑

i=1

PGi
(λ).

�De�ni
ión 1.13 El espe
tro de un grafo G es el 
onjunto de los autovalores de AG junto
on su multipli
idad.Si los autovalores distintos de AG son λ0 > λ1 > λ2 > ... > λs−1 y sus multipli
idadesson mλ0 , mλ1 , mλ2 , ...mλs−1 enton
es
spec(G) =

(
λ0 λ1 λ2 ... λs−1

mλ0 mλ1 mλ2 ... mλs−1

)Ejemplo 1.5 El espe
tro de K4 es:
spec(K4) =

(
3 −1

1 3

)



20 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOTeorema 1.4 Sea G un grafo bipartito. Si λ ∈ spec(G) enton
tes −λ ∈ spec(G).Demostra
ión: Sea G(V, E) un grafo bipartito 
on n vérti
es, y sea V1 y V2 los 
onjuntosde biparti
ión de V , supongamos que |V1| = m enton
es |V2| = n − m, así la matriz deadya
en
ia de G, AG = [aij ], es:
AG =

(
0m × m Bm × (n − m)

Bt
(n − m) × m

0(n − m) × (n − m)

)
,donde:

B =




a1(m+1) a1(m+2) · · · a1n

a2(m+1) a2(m+2) · · · a2n... ... ...
am(m+1) am(m+2) . . . amn




, Bt =




a(m+1)1 a(m+1)2 · · · a(m+1)m

a(m+2)1 a(m+2)2 · · · a(m+2)m... ... ...
an1 an2 . . . anm


Sea λ un autovalor de AG, es de
ir existe 0 6= x ∈ R

n tal que AGx = λx, es de
ir,
(

0 B

Bt
0

)



x1

x2...
xm

xm+1...
xn




=




λx1

λx2...
λxm

λxm+1...
λxn




.

Así,
λxi =

{
ai(m+1)xm+1 + ai(m+2)xm+2 + · · · + ainxn si 1 ≤ i ≤ m

ai1x1 + ai2x2 + · · · + aimxm si m + 1 ≤ i ≤ nDe�namos el ve
tor:
x̃ =




x̃1

x̃2...
x̃m

x̃m+1...̃
xn




=




x1

x2...
xm

−xm+1...
−xn






21 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOObservemos que:
(

0 B

Bt
0

)



x̃1

x̃2...
x̃m

x̃m+1...̃
xn




=




y1

y2...
ym

ym+1...
yn




,

enton
es,
yi =

{
ai(m+1)x̃m+1 + ai(m+2)x̃m+2 + · · · + ainx̃n si 1 ≤ i ≤ m

ai1x̃1 + ai2x̃2 + · · · + aimx̃m si m + 1 ≤ i ≤ n
,esto es,

yi =

{
−ai(m+1)xm+1 − ai(m+2)xm+2 − · · · − ainxn si 1 ≤ i ≤ m

ai1x1 + ai2x2 + · · · + aimxm si m + 1 ≤ i ≤ n
,luego,

yi =

{
−λxi si 1 ≤ i ≤ m

−λ(−xi) si m + 1 ≤ i ≤ n
.Así, AGx̃ = −λx̃, por lo tanto −λ también es autovalor de AG.

�



22 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFO1.3. Caminos Cerrados en un GrafoEn esta se

ión vamos a estudiar una invariante de un grafo G, 
omo lo es el númerode 
aminos 
errados de longitud l en G, que sabemos por el Teorema 1.2 que es igual a latraza de la l-esima poten
ia de la matriz de adya
en
ia de G.Sea G(V, E) un grafo simple, 
on |V | = n. Como la matriz de adya
en
ia de G essemejante a una matriz diagonal D, 
uyos 
oe�
ientes son los autovalores λi de AG, existeuna matriz invertible P tal que:
AG = PDP−1En general se tiene que:

Al
G = PDlP−1, para l > 2,donde los 
oe�
ientes de la matriz Dl son λ2

i . Por la tanto,
Tr(Al

G) = Tr(Dl) =
n∑

i=1

λl
i.Así, n∑

i=1

λl
i es el total de 
aminos 
errados de longitud l que hay en G, esto muestrauna rela
ión entre el espe
tro de un grafo y la estru
tura del mismo.Como Tr(AG) = 0, se tiene que n∑

i=1

λi = 0.Como apli
a
ión de este resultado a grafos bipartitos, tenemos que ∑λ2l+1
i = 0, yaque no hay 
i
los de longitud impar.A 
ontinua
ión, hallaremos fórmulas para:

n∑

i=1

λ2
i ,

n∑

i=1

λ3
i ,

n∑

i=1

λ4
i ,

n∑

i=1

λ5
i ,en fun
ión de subgrafos de G que tienen 
aminos 
errados de las respe
tivas poten
ias. Lasprimeras dos fórmulas pueden ser en
ontradas en [1℄ y las siguientes dos fuerón desarro-lladas para este trabajo.



23 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOProposi
ión 1.5 Sea G(V, E) un grafo simple, 
on |V | = n, se tiene que el número de
aminos 
errados de longitud 2 es:
n∑

i=1

λ2
i = 2m,donde m es la 
ardinalidad del 
onjunto de aristas de G, es de
ir, m = |E|.

vj vi

b bDemostra
ión: El subgrafo donde 
onseguimos 
aminos 
errados de longitud 2 es laarista. Como 
ada arista del grafoG tiene dos vérti
es, enton
es 
ontribuye 
on dos 
aminos
errados de longitud 2: el vj − vi − vj y el vi − vj − vi, por lo tanto se sigue que hay dos
aminos 
errados por 
ada arista, es de
ir, en el grafo hay 2m 
aminos 
errados de longitud
2 . �Proposi
ión 1.6 Sea G(V, E) un grafo simple, 
on |V | = n, se tiene que el número de
aminos 
errados de longitud 3 es :

n∑

i=1

λ3
i = 6NC3 ,donde NC3 es el número de 3-
i
los en G.Demostra
ión: El subgrafo que genera 
aminos 
errados de longitud 3 es el 3-
i
lo.

vj

vi

vk

b

b

bPara 
ada vi se tienen dos 
aminos 
errados de longitud 3: el vi − vj − vk − vi y el
vi−vk −vj −vi. Así hay seis 
aminos 
errados de longitud 3 por 
ada 3-
i
lo. Por lo tanto,

n∑

i=1

λ3
i = 6NC3 .

�



24 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOProposi
ión 1.7 Sea G(V, E) un grafo simple, 
on |V | = n, se tiene que el número de
aminos 
errados de longitud 4 es:
n∑

i=1

λ4
i = 2m + 8NC4 + 4NP3,donde: m es el número de aristas de G, NC4 es el número de 4-
i
los en G y

NP3 es el número de traye
torias 
on tres vérti
es en G.Demostra
ión: Los subgrafos que tienen 
aminos 
errados de longitud 4 son:
vj vi

b b

vj vi vk

b b b

b

b b

bPara la arista tenemos un 
amino 
errado de longitud 4 por 
ada vérti
e, es de
ir, dos
amino 
errados de longitud 4 por 
ada arista, de aquí el 2m.Para la traya
toria P3, debemos 
ontar los 
aminos 
errados que involu
ren todas lasaristas, porque los que involu
ran una sola arista ya los 
ontamos en el primer 
aso, así paralos vérti
es de los extremos 
ontamos un 
amino 
errado de longitud 4 y para el vérti
edel 
entro 
ontamos dos 
aminos 
errados de longitud 4, por lo tanto en P3 en
ontramos
uatro 
aminos 
errados de longitud 4 que involu
ran todas las aristas. De aquí el número
4NP3.Para el 4-
i
lo tenemos que para 
ada vérti
e existen dos 
aminos 
errados de longitud
4 que involu
ran todas las aristas, por lo tanto hay o
ho 
aminos 
errados por 
ada C4,de aquí el número 8NC4 .

�A 
ontinua
ión desarrollaremos una fórmula que permite hallar el número detraye
torias P3 en 
ualquier grafo, ésta fórmula está en fun
ión de los grados de los vérti
esdel grafo.Anali
emos el siguiente ejemplo:



25 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOEjemplo 1.6 Sea la estrella K1,4

b

b b

b

b

v1 v2

v3v4

v5Observemos que el úni
o vérti
e que puede ser 
entral en una traye
toria P3 es v5.Para saber 
uantas traye
torias de tres vérti
es hay en K1,4 pro
edemos a 
ontar lasque tiene a v1 
omo extremo, que son tres subgrafos; luego las que tienen a v2 
omo extremopero que no tienen a v1, que son dos subgrafos, luego los que tienen a v3 
omo extremo,pero no a v1 ni a v2, que es sólo una. Por lo tanto hay seis traye
torias de tres vérti
es enel grafo dado.De este ejemplo podemos 
on
luir que si vi es un vérti
e 
ualquiera de un grafo G, 
on
δ(vi) = j para j > 2, denotado por vij , enton
es la 
antidad de P3 que se pueden formarteniendo 
omo vérti
e 
entral a vij es:

NP3(vij ) = (j − 1) + (j − 2) + ... + (j − (j − 1)) =

j−1∑

k=1

k =
(j − 1)j

2
.Ejemplo 1.7 Hallar la 
antidad de traye
torias P3 que existen en el siguiente grafo G.

b

b b

b

b

b

b

v1 v2

v3v4

v5

v6

v7

GComo δ(v2) = 2 hay 1·2
2

= 1 P3 que tiene 
omo vérti
e 
entral a v2.Como δ(v3) = 5 hay 4·5
2

= 10 P3 que tiene 
omo vérti
e 
entral a v3.Como δ(v4) = 2 hay 1·2
2

= 1 P3 que tiene 
omo vérti
e 
entral a v4.Como δ(v5) = 4 hay 3·4
2

= 6 P3 que tiene 
omo vérti
e 
entral a v5.Como V1, v6, v7 tienen grado uno no son vérti
es 
entrales de ninguna traye
toria P3.Así, NP3 = 1 + 10 + 1 + 6 = 18.



26 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOGeneralizamos los ejemplos anteriores en el siguiente resultado que es importante almomento de saber el NP3 en un grafo 
ualquiera sin tener que 
ontarlos.Proposi
ión 1.8 Sea G(V, E) un grafo simple y �nito, se tiene que:
NP3 =

∑

j∈{δ(v)|v∈V },
j≥2

(j − 1)j

2
nj ,donde nj es el número de vérti
es de grado j,Demostra
ión: Denotemos por:

∆(G) = máx{δ(vi) | vi ∈ V },
vij los vérti
es que tienen grado j,
nj el número de vérti
es de grado j,
NP3(vi) el número de traye
torias P3 que tienen a vi 
omo vérti
e 
entral.Enton
es el número de traye
torias de tres vérti
es en un grafo G es:

NP3 = n2 NP3(vi2) + n3 NP3(vi3) + · · · + n∆(G) NP3(vi∆(G)
)

= n2

2∑

k=1

k + n3

3∑

k=1

k + · · · + n∆(G)

∆(G)∑

k=1

k

= n2 1 + n3 3 + · · · + n∆(G)
(∆(G) − 1) · ∆(G)

2

=
∑

j∈{δ(v)|v∈V },
j≥2

(j − 1)j

2
nj .

�Así la fórmula de la Proposi
ión 1.7 queda:
n∑

i=1

λ4
i = 2m + 8NC4 + 4

( ∑

j∈{δ(v)|v∈V },
j≥2

(j − 1)j

2
nj

)
.



27 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOEjemplo 1.8 Hallar el número de 
aminos 
errados de longitud 4 del siguiente grafo:
b

b b

b

b

b

b

v1 v2

v3v4

v5

v6

v7

GTenemos que m = 12, por lo tanto, 2m = 24. Es importante tener 
uidado al 
ontarlos C4 en G, tenemos los siguientes:
b

b b

b

v1 v2

v3v4

b

b

b b

v2

v3

v5 v7

b

b

b b

v2

v3

v5 v7

b

b

b b

v2

v3

v5 v7

b b

b

b

v1 v2

v3

v5 b

b

b

b

v1

v3v4

v5

b

b

b

b

v2

v3v4

v5

b

b b

b

v1 v2

v4

v5

b b

b b

v1 v2

v5 v7

b b

b b

v3v4

v5 v7

Por lo tanto, 8NC4 = 8 · 10 = 80.Observemos {δ(v1), δ(v2), δ(v3), δ(v4), δ(v5), δ(v6), δ(v7)} = {3, 4, 5, 3, 5, 1, 3},por lo tanto, n2 = 0, n3 = 3, n4 = 1, n5 = 2.Enton
es:
4NP3 = 4 ·

∑

j∈{3,4,5}

(j − 1)j

2
nj = 4 · [3 · 3 + 6 · 1 + 10 · 2] = 4 · 35 = 140.Así,

∑
λ4

i = 24 + 80 + 140 = 244.Es de
ir, en el grafo G existen 244 
aminos 
errados de longitud 4.En efe
to si hallamos la matriz A4
G del ejemplo anterior, y 
al
ulamos Tr(A4

G), pormedio de Maple, obtenemos:
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A4

G =




28 26 37 20 34 6 26

26 44 37 35 46 13 33

37 37 52 27 48 8 34

20 35 27 29 35 11 27

34 46 48 35 56 13 37

6 13 8 11 13 5 10

26 33 34 27 37 10 30




y Tr(A4
G) = 244.

Ejemplo 1.9 Hallar el número de 
aminos 
errados de longitud 4 en un K5;es de
ir en,
b

v1

b
v2

b
v3

b
v4

b
v5

K5Como m = 10 enton
es 2 · m = 20. Como K5 es regular de grado 4 tenemos que
∆(G) = 4 y n2 = n3 = 0, n4 = 5; así:

4 NP3 = 4
∑

j∈{4}

(j − 1)j

2
nj = 4[6 · n4] = 4 · 30 = 120.Luego, para 
ontar los 4-
i
los pro
edemos a 
ontar los subgrafos indu
idos de 4vérti
es, 
omo K5 tiene 5 vérti
es enton
es hay



5

4



 = 5 subgrafos indu
idos de 4 vérti
es.Observemos que los subgrafos indu
idos 
on 4 vérti
es de K5 son los K4, y en un K4podemos en
ontrar tres 4-
i
los que son los que mostramos a 
ontinua
ión:
b b

bb

b b

bb

b b

bb



29 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOAsí que hay un total de 5 ·3 = 15 4-
i
los en un K5. Enton
es 8NC4 = 8 ·15 = 120,por lo tanto,
n∑

i=1

λ4
i = 2m + 8NC4 + 4NP3 = 20 + 120 + 120 = 260.En general podemos dedu
ir que en un grafo 
ompleto 
on n vérti
es Kn,en
ontramos: 
n

4


 subgrafos indu
idos de 4 vérti
es.Además 
omo estos subgrafos son 
ompletos tenemos que hay tres 4-
i
los en 
ada uno,por lo tanto, en Kn hay 3 · n!

4!(n − 4)!
4-
i
los.El siguiente resultado lo usaremos más adelante para hallar los números de 
aminos
errados de longitud 5 en K5, y en el siguiente 
apítulo para hallar el determinate de AK5 .Proposi
ión 1.9 Sea un grafo 
ompleto Kn, enton
es existen

n!

2 · n n-
i
los en Kn.Demostra
ión: Observemos que podemos es
ribir 
ada n-
i
lo 
omo un 
amino:
vm1 − vm2 − vm3 − vm4 − . . . − vmn−2 − vmn−1 − vmn

− vm1 , 
on mi ∈ {1, 2, 3, . . . , n}.Por el prin
ipio de la multipli
a
ión hay n(n − 1)(n − 2) . . . 1 = n! permuta
iones de losvérti
es de Kn. Observemos que hay n permuta
iones 
on la misma se
uen
ia de vérti
es,es de
ir,
vm1 − vm2 − vm3 − vm4 − . . . − vmn−2 − vmn−1 − vmn

− vm1 ,

vmn
− vm1 − vm2 − vm3 − . . . − vm3 − vmn−2 − vmn−1 − vmn

,...
vm3 − vm4 − vm5 − vm6 − . . . − vmn

− vm1 − vm2 − vm3 ,

vm2 − vm3 − vm4 − vm5 − . . . − vmn−1 − vmn
− vm1 − vm2 ,



30 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOy además si leemos en sentido 
ontrario estos 
aminos, tenemos que hay otros n 
aminosque generan el mismo n-
i
lo. Por lo tanto hay
n!

2 · n n-
i
los en Kn. (1.1)
�Proposi
ión 1.10 Sea G(V, E) un grafo simple, 
on |V | = n, se tiene que el número de
aminos 
errados de longitud 5 es:

n∑

i=1

λ5
i = 30NC3 + 10NC5 + 10NC3

,donde: NC3 es el número de 3-
i
los, NC5 es el número de 5-
i
los,
NC3

es el número de C3, donde C3 tiene la forma:
b b

b

b

C3Demostra
ión: Observemos que los subgrafos tipo árboles no generan 
aminos 
erradosde longitud impar, porque son bipartitos.Luego el 
i
lo 
on menos aristas que tiene 
aminos 
errados de longitud 5, es el 3-
i
lo,hallando Tr(A5
C3

) en
ontramos el número de 
aminos 
errados de longitud 5 que hay enun 3-
i
lo, y esto es 30.Luego el próximo 
i
lo que tiene 
aminos 
errados de longitud 5 es el 5-
i
lo, 
adavérti
e de C5 genera dos 
aminos 
errados de longitud 
in
o que utiliza todas las aristas,por lo tanto 
ada 5-
i
lo genera diez 
aminos 
errados de longitud 
in
o.Otro subgrafo que tiene 
aminos 
errados de longitud 5 es C3, 
omo 
ontiene un 3-
i
lo,enton
es el número de 
aminos 
errados de longitud 5 que usan todos las aristas en C3 es:
Tr(A5

C3
) − Tr(A5

C3
) = 40 − 30 = 10. Así,

n∑

i=1

λ5
i = 30NC3 + 10NC5 + 10NC3

.

�



31 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOEjemplo 1.10 Hallar n∑

i=1

λ5
i en K5.

b
v1

b
v2

b
v3

b
v4

b
v5

K5Como todos los vérti
es están 
one
tados por una arista enton
es el número de 3-
i
loses de 5 vérti
es elegir 3, y esto es  5

3


 = 10.El número de 5-
i
los, utilizando la fórmula (1.1), es 5!

10
= 12.Por último 
ontamos los subgrafos de la forma C3, 
omo 
ada vérti
e tiene grado 4, ydos de estos ya se usan en un 3-
i
lo enton
es por 
ada vérti
e del 3-
i
lo hay dos aristasque no se usan en el 3-
i
lo, por lo tanto hay 6 subgrafos de la forma de C3 por 
ada

3-
i
lo, es de
ir, hay en total 60 (porque ya sabemos que hay 10 3-
i
los.)Por lo tanto, n∑

i=1

λ5
i = 30 · 10 + 10 · 12 + 10 · 60 = 300 + 120 + 600 = 1020.En efe
to si 
al
ulamos A5

K5
y luego la traza de esta matriz, por medio de Maple,obtenemos:

A5
K5

=




204 205 205 205 205

205 204 205 205 205

205 205 204 205 205

205 205 205 204 205

205 205 205 205 204




y Tr(A5
K5

) = 1020.



CAPÍTULO 2 TEOREMA DE HARARY Y SACHS
Este 
apítulo lo dedi
aremos a bus
ar una forma de es
ribir el determinante de lamatriz de adya
en
ia de un grafo G simple y �nito, AG, en fun
ión de la estru
tura delgrafo G, para ello estudiaremos el Teorema de Harary, luego haremos una 
onexión entreeste Teorema y los 
oe�
ientes del polinomio 
ara
terísti
o de un grafo G, mediante elTeorema de Sa
hs. Desarrollamos estos Teoremas 
on ideas planteadas en [1℄.Sea AG la matriz de adya
en
ia de un grafo G, dada por AG = [aij ], sabemos que eldeterminate de AG esta de�nido por:

det(A) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n).Con el propósito de expresar las 
antidades que apare
en en di
ha expansión, es útilintrodu
ir las siguientes de�ni
iones.En lo que sigue G = G(V, E) es un grafo simple y �nito.De�ni
ión 2.1 Un grafo elemental, es un grafo simple, donde 
ada 
omponente es regulary tiene grado 1 ó 2. En otras palabras 
ada 
omponente es una arista (K2) o un r-
i
lo
(Cr), 
on r ≥ 3. 32



33 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSUn subgrafo elemental generador de G es un subgrafo elemental de G que 
ontienetodos los vérti
es de G.De�ni
ión 2.2 Sea G(V, E) un grafo simple, 
on |V | = n y |E| = m. Sea c el número de
omponentes 
onexas de G, enton
es el rango y el 
o-rango de G son respe
tivamente
r(G) = n − c,

s(G) = m − n + c.Ejemplo 2.1 Hallar el rango y el 
o-rango del siguiente grafo elemetal G.
b b

b

b

b b

b

G

b b

b b

b

b b

b

b

n = 16, m = 14, c = 5Por lo tanto,
r(G) = n − c = 11

s(G) = m − n + c = 3Lema 2.1 El 
o-rango de un grafo elemental es igual al número de 
omponentes que son
i
los.Demostra
ión: Sea G = G(V, E) un grafo elemental, 
on |E| = m y |V | = n. Sean:
NK2 = número de 
omponentes de G las 
uales son aristas,
NC = número de 
omponentes de G las 
uales son 
i
los.Se tiene que c = NK2 + NC .Sabemos que para 
ualquier 
i
lo se tiene que el número de aristas es igual al númerode vérti
es, por lo tanto m − n = NK2 − 2NK2 = −NK2 . Así,

s(G) = m − n + c = −NK2 + NK2 + NC = NC .

�



34 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSTeorema 2.1 (Teorema de Harary) Sea AG la matriz de adya
en
ia de un grafo G.Sea Ω = {Λ | Λ es subgrafo elemental generador de G}, enton
es
det(AG) =

∑

Λ∈Ω

(−1)r(Λ)2s(Λ),donde r(Λ) y s(Λ) son respe
tivamente el rango y el 
o-rango de Λ.Demostra
ión: Sea G(V, E) un grafo simple, 
on n vérti
es, y AG la matriz deadya
en
ia de G. Estudiaremos el determinante de AG por expansión, es de
ir,
det(AG) =

∑

σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n).Sea σ ∈ Sn tal que a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n) 6= 0. Notemos que σ, debe ser tal que
aiσ(i) 6= 0, i ∈ {1, · · · , n}, esto es aiσ(i) = 1, y esto se tradu
e para el grafo en que
{vi, vσ(i)} ∈ E. En parti
ular σ no deja �jo ningún i, de lo 
ontrario aiσ(i) = aii = 0, lo
ual anularia el término a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n). Sabemos que σ se puede expresar 
omo
omposi
ión úni
a de 
i
los disjuntos, y 
omo σ no deja �jo ningún i, enton
es 
ada 
i
loes de orden mayor o igual que 2, es de
ir,

σ = ρ1 ρ2 . . . ρm, donde ρj son 
i
los de orden k, 
on k > 2.Supongamos que ρj tiene orden 2, es de
ir es una transposi
ión (i j), enton
es (i j) sere�ere a los fa
tores aij = aji = 1, y éstos a su vez 
orresponden a una arista {vi, vj} ∈ E.Si ρi tiene orden m > 2, es de la forma (i1 i2 i3 . . . im), esto es que los fa
tores
ai1i2 = ai2i3 = ai3i4 = · · · = aimi1 = 1, y esto se tradu
e a las aristas {vi1 , vi2, }, {vi2, vi3}, . . .
{vim, vi1} ∈ E. Luego estas aristas forman un m-
i
lo de G.Así, tenemos que ρi 
orresponden a una arista o a un m-
i
los de G, es de
ir que σ daorigen a un subgrafo elemental generador Λ de G, este subgrafo es úni
o por la uni
idadde ρi.



35 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSEn 
onse
uen
ia, podemos de�nir una fun
ión:
Ψ : {σ ∈ Sn : a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n) 6= 0} −→ Ω,

σ = ρ1 ρ2 . . . ρm −→ ΛσPor la uni
idad de ρi se tiene que Ψ está bien de�nida. Sea σ = ρ1 ρ2 . . . ρm ∈
{σ ∈ Sn : a1σ(1) · · · anσ(n) 6= 0}. Estudiemos ahora el signo de la permuta
ión σ, sabemosque sgn(σ) = (−1)T , donde T es el número de transposi
iones de σ, y también sabemosque 
ada ρi es 
omposi
ión de transposi
iones que aunque no es úni
a, 
ualquiera de ellastiene la misma paridad de transposi
iones. Denotemos por:

Aσ = {ρi : ρi tiene un número par de elementos}, NAσ
= |Aσ|,

Bσ = {ρi : ρi tiene un número impar de elementos}, NBσ
= |Bσ|.Es 
laro que: Si ρi ∈ Aσ enton
es sgn(ρi) = −1,Si ρi ∈ Bσ enton
es sgn(ρi) = 1De manera que el signo de σ dependerá solo de la ρi pertene
ientes a Aσ, es de
ir,

sgn(σ) = sgn(ρ1ρ2 · · · ρm) = sgn(ρ1)sgn(ρ2) · · · sgn(ρm) = sgn(ρk1)sgn(ρk2) · · · sgn(ρkt
),donde ρk1 , ρk2, . . . ρkt

∈ Aσ.Por lo tanto,
sgn(σ) = (−1)NAσ .Veamos ahora que sgn(σ) = (−1)r(Λσ).Supongamos que hay NCl


i
los de longitud l, (en Λσ), donde NC2 es el número de
omponentes 
onexas de G que son aristas, enton
es
n = 2NC2 + 3NC3 + 4NC4 + · · · =

∑

l>2

lNCl
.Si ρi ∈ Bσ, ρi 
orresponde a un 
i
lo de longitud impar, así,

NBσ
= NC3 + NC5 + NC7 + · · · ,



36 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSpor lo tanto,
n − NBσ

= 2NC2 + 2NC3 + 4NC4 + 4NC5 + 6NC6 + 6NC7 + · · · ,Luego, 2 | n − NBσ
y 
omo 2 | 2NAσ

, enton
es 2 | n − NBσ
− NAσ

− NAσ
, y esto es:

n − NBσ
− NAσ

≡ NAσ
mod (2)Se sigue que:

r(Λσ) = n − c = n − NBσ
− NAσ

≡ NAσ
mod (2)Por lo tanto, r(Λσ) ≡ NAσ

, es de
ir, 2 | r(Λσ) − NAσ
, así:

r(Λσ) − NAσ
= 2q para algún q ∈ Z,

(−1)r(Λσ)−NAσ = (−1)2q,

(−1)r(Λσ)(−1)−NAσ = 1,

(−1)r(Λσ) = (−1)NAσ .Como sgn(σ) = (−1)NAσ enton
es:
sgn(σ) = (−1)r(Λσ).Estudiemos Ψ−1(Λ), para Λ ∈ Ω.Sea Λj ∈ Ω , si a 
ada 
omponente de Λj la 
ual es arista le aso
iamos una transposi
ión

τi, y a 
ada 
omponente de Λj la 
ual es un k-
i
lo le aso
iamos un 
i
lo de orden k ρi,obtenemos: Ψ−1(Λj) = τ1 τ2 · · · τnj
ρ1 ρ2 · · · ρmj

= σj , notemos que si 
onmutamos los
i
los y transposi
iones obtenemos la misma permuta
ión σj porque son disjuntos. Como
mj es el número de 
i
los de Λj , por el lema 2.1 tenemos que s(Λj) = mj .Observemos que ρi = (i1 i2 i3 · · · ik) y ρ

′

i = (ik ik−1 ik−2 · · · i1) generan el mismo
k-
i
lo en Λj, luego hay 2s(Λj) permuta
iones en {σ ∈ Sn : a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n) 6= 0}, talque tiene a Λj 
omo imagen de Ψ, es de
ir |Ψ−1(Λj)| = 2s(Λj). Parti
ionemos el 
onjunto
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{σ ∈ Sn : a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n) 6= 0}, por sub
onjuntos disjuntos Ψ−1(Λj) = {σj1, σj2, σj3, · · · , σj2mj },luego,

det(AG) =
∑

σ

sgn(σ) a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n),
on σ ∈ {σ ∈ Sn : a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n) 6= 0 }=
⋃

Λj∈Ω

Ψ−1(Λj), pero a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n) = 1,enton
es,
det(AG) =

∑

σj

2mj∑

k=1

sgn(σjk).

det(AG) =Así que,
det(AG) = (sgn(σ11) + sgn(σ12) + · · · + sgn(σ12m1 )) + (sgn(σ21) + sgn(σ22) + · · · + sgn(σ22m2 ))

· · · + (sgn(σj1) + sgn(σj2) + · · · + sgn(σj2
mj )).

= sgn(σ11)2
s(Λ1) + sgn(σ21)2

s(Λ2) + · · · + sgn(σj1)2
s(Λj)Así,

det(AG) =
∑

Λ∈Ω

(−1)r(Λ)2s(Λ).

�Ahora podemos hallar el determinante de la matriz de adya
en
ia de un grafo G enfun
ión del rango y el 
o-rango de los subgrafos elementales generadores de G.Es importante desta
ar que para un grafo G 
on polinomio 
ara
terísti
o:
PG(λ) = det(AG − λI) = λn + c1λ

n−1 + c2λ
n−2 + · · ·+ cn−1λ + cnse tiene:

PG(0) = det(AG) = cn.



38 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSEjemplo 2.2 Hallar el determinante de la matriz de adya
en
ia de K4.
K4

b

b b

bExisten dos tipos de subgrafos elementales 
on 4 vérti
es:1. Los formados por dos pares de aristas disjuntas, que son:
b b

bb

b b

bb

b b

bb

Para los 
uales se tiene: r = n − c = 2, s = número de 
i
los = 0.2. Los 4-
i
los, que son:
b b

bb

b b

bb

b b

bb

Para los 
uales se tiene: r = n − c = 3, y s = número de 
i
los = 1.Así,
det(AK4) = 3(−1)2(2)0 + 3(−1)3(2)1 = −3.Ejemplo 2.3 Hallar el determinate de la matriz de adya
en
ia de K5.

K5

b

b b

b

b

Existen dos tipos de subgrafos elementales 
on 5 vérti
es que son:1. Los formados por un 3-
i
los y una arista, donde:
r = n − c = 5 − 2 = 3, s = número de 
i
los = 1.



39 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHS2. Los 5-
i
los, donde:
r = n − c = 5 − 1 = 4, s = número 
i
los = 1.La forma de saber 
uántos subgrafos del primer tipo hay en un K5 es 
ontar las formasque hay de elegir tres vérti
es de 
in
o para formar el 3 
i
lo y los dos vérti
es restantesformarán la arista, esto es,  5

3


 = 10.Para 
ontar los 5-
i
los que hay en K5 utilizamos la fórmula (1.1), esto es 5!

2·5
= 12,por lo tanto,

det(AK5) = 10(−1)3(2)1 + 12(−1)4(2)1 = −20 + 24 = 4.Ejemplo 2.4 Hallar el determinante de la matriz de adya
en
ia de una traye
toria Pn.
b

bb

b

b

b

b

b

b

b

PnObservemos que para que Pn tenga un úni
o subgrafo elemental generador, n debe serde la forma 2q. Así podremos en
ontrar el subgrafo elemental generador formado por qaristas disjuntas, luego:
r = n − c = 2q − q = q, s = número de 
i
los = 0.Por lo tanto:

det(APn
) =

{
(−1)q si n = 2q

0 si n es imparEjemplo 2.5 Hallar el determinante de la matriz de adya
en
ia de un 
i
lo Cn.
Cn

b

b

b

b b

b

b

b



40 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSSi n es impar tenemos que el úni
o subgrafo elemental generador de Cn es él mismo,así tenemos que:
r = n − c = n − 1, s = número de 
i
los = 1.Por lo tanto:

det(ACn
) = (−1)n−121 = 2, para n imparSi n es par, podemos es
ribirlo de la forma n = 2q, así tenemos dos tipos de subgrafoselementales generadores de Cn que son:1. Los que tienen q aristas disjuntas, los 
uales son dos, y para ellos tenemos:

r = n − c = q, s = número de 
i
los = 0.2. El mismo 
i
lo para el 
ual tenemos:
r = n − c = n − 1, s = número de 
i
los = 1.Por lo tanto para n = 2q,

det(AC2q
) = 2(−1)q20 + (−1)n−121 =

{
0 si q es par
−4 si q es imparTeorema 2.2 (Teorema de Sa
hs) Sea G un grafo simple y �nito, y sea PG(λ) supolinomio 
ara
terísti
o,

PG(λ) = λn + c1λ
n−1 + c2λ

n−2 + c3λ
n−3 + · · · + cn−1λ + cn,enton
es los 
oe�
ientes del polinomio 
ara
terísti
o estan dados por:

(−1)ici =
∑

(−1)r(Λ)2s(Λ),donde la sumatoria está tomada sobre todos los subgrafos elementales, Λ de G, 
on ivérti
es.



41 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSDemostra
ión: Sea G(V, E) un grafo simple 
on |V | = n. Notemos que existen 
n

i


subgrafos indu
idos de G 
on i vérti
es. Sea {Gi1, Gi2 , · · · , Gi(ni )

} el 
onjunto delos subgrafos indu
idos de G 
on i vérti
es.Sabemos que los 
oe�
ientes del polinomio 
ara
terísti
o de un grafo G están dadospor:
(−1)ici =

∑ (todos los menores prin
ipales de orden i),donde 
ada menor prin
ipal es el determinante de la matriz de adya
en
ia de un grafoindu
ido Gik , AGik
es de
ir,

(−1)ici = det(AGi1
) + det(AGi2

) + · · · + det(AG
i(

n
i )

) =

(ni )∑

k=1

det(Aik),Denotemos por:
Mik = {subgrafos elementales generadores de Gik}.
Mi = {subgrafos elementales 
on i vérti
es de G} =

⋃
Mik .por el Teorema de Harary,

det(Aik) =
∑

Λ∈Mik

(−1)r(Λ)2s(Λ).Por lo tanto,
(−1)ici =

∑

Λ∈Mi1

(−1)r(Λ)2s(Λ) +
∑

Λ∈Mi2

(−1)r(Λ)2s(Λ) + · · · +
∑

Λ∈M
i(

n
i )

(−1)r(Λ)2s(Λ).

(−1)ici =
∑

Λ∈Mi

(−1)r(Λ)2s(Λ)

�Corroboramos la Proposi
ión 1.2, c1 = 0, ya que no hay grafos elementales 
on unvérti
e. El úni
o subgrafo elemental 
on dos vérti
es es el que está formado por una aristay a éste le 
orresponde r = n − c = 1 y s = número de 
i
los = 0, por lo tanto,
(−1)2c2 =

∑

Λ∈M2

(−1)120 = −1|M2|,



42 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSdonde M2 = {subgrafos elementales de G 
on 2 vérti
es }, luego,
−c2 = número de aristas de G.Los úni
os subgrafos elementales 
on tres vérti
es son los 3-
i
los para los 
uales setiene que r = n − c = 2 y s = número de 
i
los = 1, por lo tanto,

(−1)3c3 =
∑

Λ∈M3

(−1)221,donde M3 = {subgrafos elementales de G 
on 3 vérti
es de }, así,
−c3 = 2 ve
es el número de 3-
i
los de G.Entre los subgrafos elementales 
on 
uatro vérti
es tenemos dos tipos:1. Los formados por dos aristas disjuntas, donde se 
umple:
r = n − c = 2 s = número de 
i
los = 02. Los 4-
i
los, donde se 
umple:

r = n − c = 3, s = número de 
i
los = 1.Sea M4 = {subgrafos elementales de G 
on 4 vérti
es }, enton
es |M4| = N2k2 + NC4donde N2k2 es el número de subgrafos formados por dos aristas disjuntas y NC4 es el númerode 4-
i
los que hay en G.Así,
(−1)4c4 =

∑

Λ∈M4

(−1)r(Λ)2s(Λ) = N2k2(−1)220 + NC4(−1)321

c4 = N2k2 − 2NC4 .



43 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSEntre los subgrafos elementales 
on 
in
o vérti
es tenemos dos tipos:1. Los formados por una arista y un 3-
i
los, donde se 
umple:
r = n − c = 3, s = número de 
i
los = 12. Los 5-
i
los, donde se tiene que:
r = n − c = 4 s = número de 
i
los = 1.Sea M5 = {subgrafos elementales de G 
on 5 vérti
es }, enton
es |M5| = NK2

⋃
C3

+NC5donde NK2
⋃

C3 es el número de subgrafos formados por una arista y un 3-
i
lo y NC5 es elnúmero de 5-
i
los que hay en G.Así,
(−1)5c5 =

∑

Λ∈M5

(−1)r(Λ)2s(Λ) = NK2
⋃

C3(−1)321 + NC5(−1)421Por lo tanto
−c5 = −2NK2

⋃
C3 + 2NC5 .Ejemplo 2.6 Hallar el polinomio 
ara
terísti
o de una traye
toria Pn y de un 
i
lo Cn.Por el Teorema de Sa
hs, los 
oe�
ientes del polinomio 
ara
terísti
o están dados por:

(−1)ici =
∑

(−1)r(Λ)2s(Λ),donde la sumatoria es tomada sobre todos los subgrafos elementales, Λ de G, 
on i vérti
es.Para los subgrafos elementales 
on i véti
es de una traye
toria Pn y de un 
i
lo Cn se tiene:Si i es impar no hay subgrafos elementales, por lo tanto ci = 0.Asi,
PG(λ) = λn − mλn−2 + c4λ

n−4 + c6λ
n−6 + c8λ

n−8 + · · ·+ cn,donde G es una traye
toria o un 
i
lo y m es el número de aristas de G.



44 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSEjemplo 2.7 Hallar el polinomio 
ara
terísti
o de una estrella K1,n

b b

b

b b

b b b

b
b

b
b

K1,n

c1 = 0, −c2 = número de aristas = n, y para i > 3 se tiene que ci = 0, ya que no haysubgrafos elementales 
on más de tres vérti
es. Así:
P1,n(λ) = λn+1 − nλn−1 = λn−1(λ2 − n).De este ejemplo podemos dedu
ir que el espe
tro de una estrella K1,n está dado por:

spec(K1,n) =

(
−√

n 0
√

n

1 n − 1 1

)
.



CAPÍTULO 3 APLICACIONES A LA QUÍMICA
En este 
apítulo veremos algunas apli
a
iones de la teoría espe
tral de grafos enproblema de la quími
a. Estos resultados están planteados en [2℄.Consideremos 
iertos 
ompuestos quími
os formados por 
arbonos (C) e hidrógenos(H), los llamados hidro
arburos 
onjugados.La valen
ia del 
arbono es 4, o sea, un átomo de 
arbono forma enla
es 
on átomosve
inos para 
onstituir móle
ulas al 
ompartir 4 de sus ele
trones.En los 
ompuestos que nos interesan, σ de estos enla
es se efe
tuan 
ompartiendoele
trones, (σ-ele
trones), 
on tres átomos diferentes de 
árbono o de hidrógeno, y el
uarto enla
e se efe
tua por medio de un ele
trón, (π-ele
trón), que 
omparte 
on 
ualquier
arbono, para éste segundo átomo, el ele
trón 
ompartido es también un π−ele
trón.En parti
ular, dos átomos de 
árbono pueden 
ompartir dos ele
trones: un σ−ele
tróny un π-ele
trón, dando lugar a los 
ono
idos enla
es dobles. La siguiente �gura muestraun hidro
arburo 
onjugado.

45



46 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICAHHH H H HHCCC CCC C C CC CC σ-ele
trones
π-ele
trón

El esqueleto de una molé
ula puede representarse por medio de un grafo llamadografo mole
ular que se obtiene de la siguiente manera: se toma un vérti
e por 
ada átomode 
arbono, dos vérti
es son adya
entes, si y sólo si, hay un σ-ele
trón que de�ne un enla
eentre los átomos de 
arbono 
orrespondiente.El grafo aso
iado a la molé
ula anterior es:
b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

Estos grafos mole
ulares son grafos simples, 
onexos, y el máximo grado de un vérti
ees 3.Se 
ono
e que si el grafo mole
ular G de un hidro
arburo 
onjugado es bipartitoenton
es la molé
ula es alternante. En este 
aso se sabe que si 0 ∈ spec(AG) enton
esla molé
ula es inestable quími
amente.Sea G un grafo bipartito, el objetivo de este 
apítulo es saber si 0 ∈ spec(AG). Sea
η(G) la multipli
idad algebrai
a del 
ero en el espe
tro de AG.Utilizando los resultados del Teorema de Harary y el Teorema de Sa
hs, podemosen
ontrar rapidamente η(Pn), η(Cn) y η(G), donde Pn es una traye
toria , Cn es un 
i
lode longitud par (ya que los de longitud impar no son grafos bipartitos), y G es un árbol.



47 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICAProposi
ión 3.1 Sea Pn una traye
toria de longitud n, enton
es
η(Pn) =

1

2

(
1 − (−1)n

)
.Demostra
ión: Del Ejemplo 2.6 sabemos que el polinomio 
ara
terísti
o de Pn es:

PPn
(λ) = λn − mλn−2 + c4λ

n−4 + c6λ
n−6 + c8λ

n−8 + · · ·+ cn−1λ + cn,donde m es el número de aristas de Pn. Como det(APn
) = cn enton
es, del Ejemplo 2.4, setiene que:

cn =

{
(−1)q si n = 2q

0 si n es impar.Por lo tanto,Si n par, cn 6= 0, enton
es η(Pn) = 0.Si n es impar, cn = 0, veamos que cn−1 6= 0. Por el Teorema de Sa
hs se tiene que:
(−1)n−1cn−1 =

∑
(−1)r(Λ)2s(Λ),donde la sumatoria es tomada sobre el 
onjunto de los subgrafos elemetales de Pn
on n − 1 vérti
es. Como n − 1 es par, es de
ir, n − 1 = 2q, hay un sólo tipo desugrafo elemental 
on 2q vérti
es en Pn, que es el que está formado por q aristasdisjuntas dos a dos, para este tipo de subgrafo elemental tenemos:

(−1)r(Λ) = (−1)q y 2s(Λ) = 20 = 1,enton
es, si NqK2 es el número de subgrafos elementales que está formado por qaristas disjuntas, se tiene:
cn−1 = (−1)qNqK2 6= 0.Así,

PPn
(λ) = λ(λn−1 − mλn−3 + c4λ

n−5 + c6λ
n−7 + c8λ

n−9 + · · ·+ cn−1).Así, η(Pn) = 1 si n es impar.



48 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICALuego podemos rees
ribir η(Pn) en fun
ión de n 
omo sigue:
η(Pn) =

1

2

(
1 − (−1)n

)
.

�Proposi
ión 3.2 Sea Cn un n-
i
lo, 
on n = 2q, enton
es
η(Cn) = 1 + (−1)qDemostra
ión: Del Ejemplo 2.6 sabemos que el polinomio 
ara
terísti
o de Cn es:

PCn
(λ) = λn − mλn−2 + c4λ

n−4 + c6λ
n−6 + c8λ

n−8 + · · ·+ cn,donde m es el número de aristas de Cn. Como det(ACn
) = cn enton
es del Ejemplo 2.5 setiene que:

cn =





0, si n = 2q y q es par
−4, si n = 2q y q es imparPor lo tantoSi q impar se tiene que cn 6= 0, luego η(Cn) = 0Si q par se tiene que cn = 0, luego η(Cn) > 0.Para hallar la multipli
idad algebrai
a del 
ero en C2q, 
uando q es par, veamos que el
oe�
iente c2q−2 6= 0, por el Teorema de Sa
hs se tiene que:

(−1)2q−2c2q−2 =
∑

(−1)r(Λ)2s(Λ),donde la sumatoria es tomada sobre el 
onjunto de los subgrafos elemetales de Cn 
on
2q − 2 vérti
es. Como 2q − 2 es par, hay un sólo tipo de sugrafo elemental 
on 2q − 2vérti
es en Cn, que es el que está formado por q − 1 aristas disjuntas dos a dos, para estetipo de subgrafo elemental tenemos que:

(−1)r(Λ) = (−1)q−1 y 2s(Λ) = 20 = 1,
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es, si N(q−1)K2
es el número de subgrafos elementales de Cn que está formado por

q − 1 aristas disjuntas, se tiene:
c2q−2 = (−1)q−1N(q−1)K2

6= 0.Así, el polinomio 
ara
terísti
o de C2q, para q par es:
PCn

(λ) = λn − mλn−2 + c4λ
n−4 + c6λ

n−6 + c8λ
n−8 + · · · + c2q−2λ

2.

= λ2(λn−2 − mλn−4 + c4λ
n−6 + c6λ

n−8 + c8λ
n−10 + · · ·+ c2q−2).Así η(C2q) = 2, para q par. Luego, si n = 2q podemos rees
ribir η(Cn) en fun
ión de qde la siguiente manera:

η(C2q) = 1 + (−1)q.

�Proposi
ión 3.3 Sea G un árbol 
on n vérti
es y q es el máximo número de aristas noadya
entes dos a dos de G, enton
es
η(G) = n − 2q.Demostra
ión: El polinomio 
ara
terísti
o de un arbol G es:

PG(λ) = λn + c2λ
n−2 + c3λ

n−3 + · · ·+ cn−1λ + cn.Por el Teorema de Sa
hs sabemos que
(−1)ici =

∑
(−1)r(Λ)2s(Λ),donde la sumatoria está tomada sobre todos los subgrafos elementales, Λ de Pn, 
on ivérti
es. El úni
o tipo de subgrafos elementales 
on i vérti
es de un árbol es el que estáformado por aristas disjuntas dos a dos, y para ello i debe ser par, así :

ci = 0 para i impar.



50 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICASupongamos que q ≤ n es el número máximo de aristas disjuntas dos a dos que hayen G, enton
es es 
laro que c2q = (−1)qNqK2 6= 0, donde NqK2 es el número de subgrafoselementales que está formado por q aristas disjuntas, y que ci = 0 para i > 2q. Luego elpolinomio 
ara
terísti
o de un árbol G es:
PG(λ) = λn + c2λ

n−2 + c4λ
n−4 + · · ·+ c2qλ

n−2q

= λn−2q(λ2q + c2λ
2q−2 + c4λ

2q−4 + · · ·+ c2q).Por lo tanto η(G) = n − 2q

�A 
ontinua
ión estudiaremos la multipli
idad algebrai
a del 
ero en grafos simples,luego podremos hallar la multipli
idad algebrai
a del 
ero en grafos bipartitos, ademásestudiaremos una 
ota inferior para este valor en grafos bipartitos.Proposi
ión 3.4 Sea G(V, E) un grafo simple 
on n vérti
es, enton
es
η(G) = n − rgAG.Demostra
ión: Sabemos que si λ ∈ spec(AG) enton
es

ma(λ) = mg(λ) = dim(ker(AG − λI).Apli
ando el Teorema de la Dimensión a la siguiente transforma
ión lineal:
AG − λI : R

n −→ R
n




x1

x2...
x4



−→ (AG − λI)




x1

x2...
x4


se tiene que:

dim(Rn) = dim(ker(AG − λI)) + dim(Im(AG − λI))
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dim(ker(AG − λI)) = n − dim(Im(AG − λI))Luego, si λ = 0, enton
es,

dim(ker(AG)) = n − rg(AG)

η(G) = n − rgAG.

�Re
ordemos que la matriz de adya
en
ia de un grafo bipartito G(V, E), es de la forma:
AG =




0 B

Bt 0


,donde a B es la matriz de in
iden
ia de los 
onjuntos de biparti
ión de V , y Bt es la matriztranspuesta de B.Proposi
ión 3.5 Sea G(V, E) un grafo bipartito 
on n vérti
es y 
on una matriz dein
iden
ia B, enton
es

η(G) = n − 2rgB,donde rgB es el rango de la matriz B.Demostra
ión: De la Proposi
ión 3.4 se tiene que
η(G) = n − rgAG,pero rgAG = 2rgB, así
η(G) = n − 2rgB

�



52 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICACorolario 3.1 Sea G(V, E) un grafo bipartito 
on n vérti
es y sean V1 y V2 los 
onjuntosde biparti
ión de V , supongamos que |V1| = n1 y |V2| = n2, enton
es
η(G) ≥ máx{n1, n2} − mı́n{n1, n2}.Demostra
ión: Sea B la matriz de in
iden
ia de los 
onjuntos de biparti
ión de V , es
laro que:

rgB ≤ mı́n{n1, n2}

−2rgB ≥ −2 mı́n{n1, n2}

n − 2rgB ≥ n − 2 mı́n{n1, n2}Sin perdida de generalidad supongamos que n1 = mı́n{n1, n2}, así
n − 2rgB ≥ n1 + n2 − 2n1 = n2 − n1.Luego de la Proposi
ión 3.5 se tiene que:
η(G) ≥ máx{n1, n2} − mı́n{n1, n2}.

�Observa
ión: Si el número de vérti
es n es impar, es 
laro que n1 6= n2,(ya que n1+n2 = n),
omo η(G) ≥ máx{n1, n2} − mı́n{n1, n2}, enton
es η(G) > 0. Por lo tanto, si η(G) = 0enton
es n es par. Así una 
ondi
ión ne
esaria para que la móle
ula sea estable es quedebe tener un número par de átomos de 
arbono.Si se tiene un grafo bipartito 
ompli
ado, el siguiente resultado podría ayudar a hallarla multipli
idad del 
ero en di
ho grafo.Proposi
ión 3.6 Sean G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2) grafos bipartitos, 
on V11, V12 los
onjuntos de biparti
ión de V1, y V21, V22 los 
onjuntos de biparti
ión de V2. Supongamosque: |V11| = n1, |V12| = n2, n1 ≤ n2 y η(G1) = n2 − n1. Si el grafo G es obtenido apartir de G1 y de G2, por la unión arbitraria de vérti
es de V11 (ó de V12) a vérti
esde V21 (ó de V22), enton
es,
η(G) = η(G1) + η(G2).



53 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICADemostra
ión: Sean |V1| = n, B1 y B2 las respe
tivas matri
es de in
iden
ia de los
onjuntos de biparti
ión de V1 y de V2. Por el Teorema 3.5 se tiene que η(G1) = n−2rgB1,
omo η(G1) = n2 − n1 enton
es
rgB1 = n1.Supongamos que G(V, E) es un grafo que se obtiene al unir vérti
es de V11 
on vérti
esde V22, grá�
amente podemos representarlo así:

G1 : V11 V12

G2 : V21 V22

}
G

Donde el grafo G1 
one
ta vérti
es de V11 
on vérti
es de
V12, el grafo G2 que 
one
ta vérti
es de V21 
on vérti
es de
V22, luego G son todas las aristas anteriores más las que
one
ta vérti
es de V11 
on vérti
es de V22.Enton
es G es un grafo bipartito 
on los 
onjuntos de biparti
ión:V11

⋃
V21 y V12

⋃
V22.La matriz de adya
en
ia de G es:

V11 V21 V12 V22

AG =

V11

V21

V12

V22




0 0 B1 M

0 0 0 B2

B
t

1 0 0 0

M
t

B
t

2 0 0




,

donde M es la matriz que 
orresponde a las nuevas aristas entre V11 y V22.Luego, B está dada por:
B =


B1 M

0 B2




Como rgB1 = n1 enton
es B1 
ontiene n1 
olumnas linealmente independientes, en
onse
uen
ia 
ada 
olumna de la matriz M puede ser expresada 
omo 
ombina
ión linealde las men
ionadas 
olumnas de B1.



54 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICAAsí la matriz B puede ser redu
ida por opera
iones elementales a la forma:
B ∼


 B1 0

0 B2


.Por lo tanto rgB = rgB1 + rgB2. Como |V | = n + n′ donde n = |V11| + |V12| y

n′ = |V21| + |V22|, enton
es:
η(G) = n + n′ − 2(rgB1 + rgB2) = (n − 2rgB1) + (n′ − rgB2) = η(G1) + η(G2).

η(G) = η(G1) + η(G2).

�Proposi
ión 3.7 Sea G el grafo bipartito que 
ontiene un vérti
e de grado 1, y sea H elsubgrafo indu
ido de G que se obtiene al eliminar el vérti
e de grado 1 junto 
on el vérti
eadya
ente a este , enton
es
η(G) = η(H).Demostra
ión: Sea G(V, E) un grafo bipartito, sean: v1 ∈ V un vérti
e de grado 1,

v2 ∈ V el vérti
e adya
ente a v1. Consideremos G1 el subgrafo indu
ido de G que 
onstasólo de la arista {v1, v2}, y H el subgrafo indu
ido de G que se obtiene al eliminar losvérti
es v1 y v2, es 
laro que G1 y H son grafos bipartitos. Por la Proposi
ión 3.5 se tieneque η(G1) = 0. Sean V1 y V2 los 
onjuntos de biparti
ión de los vérti
e de G1, es 
laro que
|V1| = |V2| = 1, así se 
umple que η(G1) = |V1| − |V2|.Como G se obtiene al unir el vérti
e v2 de G1 
on vérti
es de uno de los 
onjuntos debiparti
ión de H , enton
es por la Proposi
ión 3.6 se 
umple:

η(G) = η(G1) + η(H) = η(H).

η(G) = η(H).

�



55 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICAProposi
ión 3.8 Sean G1 y G2 grafos bipartitos. Si η(G1) = 0 y si el grafo G es obtenidopor la unión arbitraria de un vérti
e de G1, por una arista, 
on un vérti
e de G2, enton
es
η(G) = η(G2).Demostra
ión: Sea B1 la matriz de in
iden
ia de los 
onjuntos de biparti
ión de losvérti
es de G1, 
omo η(G1) = 0 enton
es por el Teorema 3.5 se tiene que n − 2rgB1 = 0,luego rgB1 = n

2
, esto quiere de
ir que los 
onjuntos de biparti
ión de los vérti
es de G1tienen la misma 
ardinalidad.Como G se obtiene a partir de una arista entre G1 y G2 enton
es por la Proposi
ión3.6 se 
umple

η(G) = η(G1) + η(G2) = η(G2)

η(G) = η(G2).

�Ejemplo 3.1 Utilizando los resultados anteriores, veamos que es posible redu
ir un grafoa otro mas simple donde será más fá
il hallar la multipli
idad algebri
a del 
ero. Sea G elgrafo mole
ular dado por:
b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

b

b b

b

G =Enton
es,
b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

b

b

η

( )
η(G) =

b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

η

( )
= Apli
ando la Proposi
ión 3.7
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b

b

b

b

b

b

η

( )
=

Apli
ando la Proposi
ión 3.8,ya que η(C6) = 0 por la Proposi
ión 3.2
b b

b

b

η

( )
= bb η

(
η

( ))
+= = 1 + 1 = 2Proposi
ión 3.9 Una traye
toria de 
uatro vérti
es de grado dos en un grafo bipartito Gpuede ser reemplazado por una arista sin 
ambiar el valor de η(G), esto es:

b b b b

bbη

( )
= bbη

( )

Demostra
ión: Sea G(V, E) un grafo bipartito 
on |V | = n. Sean V1 y V2 los 
onjuntosde biparti
ión de V , 
on |V1| = n1, sin perder generalidad etiquetemos los 
uatro vérti
esde grado dos de la traye
toria pertene
iente al grafo G de la siguiente manera:
b b b b

bb

v2 k1 v1 k2

v3k3Supongamos que v1, v2, v3 ∈ V1 y k1, k2, k3 ∈ V2. Sea B1 la matriz de in
iden
iade los 
onjuntos de biparti
ión de G, enton
es AG tiene la siguiente forma:
V1 V2

AG =
V1

V2

(
0 B1

B
t

1 0

)
,
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k1 k2 k3 · · ·

B1= v1

v2

v3...



1 1 0 0 · · · 0

1 0 1 0 · · · 0

0 1 0 b

0 0... ... c K

0 0




,

on b y c ve
tores y K una matriz (n1 − 3) × (n − n1 − 3) de 
eros y unos. Por medio deopera
iones elementales de �las y de 
olumnas se tiene que B1 es semejante a:

B1 ∼




1 0 0 0 · · · 0

0 1 0 0 · · · 0

0 0 1 b

0 0... ... c K

0 0




,
Así:

rgB1 = 2 + rg




1 b

c K



.Consideremos G′ al grafo bipartirto obtenido de G al quitar los vérti
es v1, v2, k1, k2,y agregando la arista {v3, k3} 
omo se muestra en la siguiente �gura:

bb
v3k3

G′ =Es 
laro que la 
ardinalidad del 
onjunto de vérti
es de G′ es n− 4, y que la matriz deadya
en
ia AG′ es:
A′

G =

(
0 B2

B
t

2 0

)
,



58 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICAdonde B2 tiene la siguiente forma: k3 · · ·

B2= v3... 


1 b

c K



.Así que rgB1 = 2 + rgB2, por lo tanto,

η(G) = n − 2rg(B1) = n − 2(2 + rgB2) = (n − 4) − 2rgB2 = η(G′).

η(G) = η(G′).

�Proposi
ión 3.10 Para un 4-
i
lo en un grafo bipartito G, el 
ual tiene dos vérti
es
onse
utivos de grado 2, se tiene que estos dos vérti
es y las 
uatro aristas del 4-
i
lopueden eliminarse sin 
ambiar el valor de η(G), esto es:
b b

bbη

( )
= bbη

( )

Demostra
ión: Sea G(V, E) un grafo bipartito, 
on |V | = n. Sean V1 y V2 los 
onjuntosde biparti
ión de V , 
on |V1| = n1, sin perder generalidad etiquetemos los vérti
es del
4-
i
lo pertene
iente al grafo G la siguiente manera:

b b

bb

v1 k1

k2 v2Supongamos que v1, v2 ∈ V1 y k1, k2 ∈ V2. Sea B1 la matriz de in
iden
ia de los
onjuntos de biparti
ión de G, enton
es AG tiene la siguiente forma:
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V1 V2

AG =
V1

V2

(
0 B1

B
t

1 0

)
,donde,

k1 k2 · · ·

B1= v1

v2... 


1 1 0 · · · 0

1 1 b

0... c K

0




,
on b y c ve
tores y K una matriz (n1 − 2) × (n − n1 − 2), de 
eros y unos. Por medio deopera
iones elementales tenemos que:
B1 ∼




1 0 0 · · · 0

0 0 b

0... c K

0


Así:

rgB1 = 1 + rg




0 b

c K



.Tomando G′ al subgrafo bipartito de G dado por:

bbk2 v2Es 
laro que la 
ardinalidad del 
onjunto de vérti
es de G′ es n− 2, y que la matriz deadya
en
ia AG′ es:
A′

G =

(
0 B2

B
t

2 0

)
,
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k2 · · ·

B2= v2... 


0 b

c K



.Así que rgB1 = 1 + rgB2, por lo tanto,

η(G) = n − 2rg(B1) = n − 2(1 + rgB2) = (n − 2) − 2rgB2 = η(G′).

η(G) = η(G′).

�Ejemplo 3.2 .
bbb

bbb b

b

b

b

b

b

b

b

η

( )
bbb

bbb b

b

b

b

b

b

η

( )

= Apli
ando la Proposi
ión 3.10
bbb

bbb b

b

η

( )

= Apli
ando la Proposi
ión 3.7
bb

bb
η

( )

= Apli
ando la Proposi
ión 3.9
bb η

(
η

( ))
+= = 1 + 1 = 2
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